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APRESENTACAO

Na aula de hoje, estudaremos as fungdes exponencial e logaritmicas, assuntos muito
cobrados nas provas militares. Tente fazer todos os exercicios dessa aula, pois é bem provavel
gue vocé encontre uma dessas questdes no seu concurso. Também aprenderemos a resolver
equacoes funcionais e outras fun¢des que podem ser cobradas na prova.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do forum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(O] ) /profvictorso
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1. FUNCAO EXPONENCIAL

1.1. POTENCIACAO E RADICIACAO

Prof. VictorSo

1.1.1. DEFINICAO

Vamos relembrar alguns conceitos de potenciacdao. Vejamos alguns exemplos:

1)2°=2-2-2

3 vezes

2)4° =4-4-4-4-4

5 vezes

3)310=3.3.3...-3

100 vezes

Potenciacdo é usada para representar a multiplicacdo de um mesmo nimero varias vezes.
Chamamos de expoente ou poténcia o numero de vezes que esse numero é multiplicado e base
é o préprio nimero. No exemplo (1), o niumero 2 é a base e 3 é o expoente. No exemplo (2), 4 é
a base e 5 é o expoente. No exemplo (3), 3 é a base e 100 é o expoente.

Vamos ver a definicdo de potenciagao:
Paraa € R, n € N, temos:

at=a-a‘a-..-a
~—_—
nvezes

a™ representa o produto de n fatores iguais a a, onde n é o expoente e a é a base.
Paran = 1, temos al. Como n3o temos um produto de mais fatores, consideramos a'! =
a. Disso, podemos extrair a defini¢ao indutiva de potenciagao:

an+1 =a-a®

Como consequéncia da defini¢ao, temos:

1.1.2. PROPRIEDADES DA POTENClACAO
P1) a™ - a® = g™t
P2) ‘;—11 =a™™ m>n
P3) (ab)™ =a™- b™
P4) (g)m =2 b#0
P5) (a™)" = a™™
P)a>1=>1<a<a’<--<a“ neN
P7)0<a<l1=>1>a>a*?>-->a"“neN

A propriedade P1 nos diz que para multiplicacdo de poténcias de mesma base,
conservamos a base e somamos os expoentes.

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 5
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Um detalhe para essa propriedade é se m = 0 e n € N*, usando a propriedade, obtemos:

aO qt = a0+n = q"

Portanto, devemos considerar que um numero elevado a 0 resulta no numero 1.

As propriedades vistas até aqui sao validas para um expoente n natural. Vamos ver o que
acontece quando estendemos o conceito para expoentes reais.

Comecando pelos expoentes inteiros:
Paraa € R, m,n € Z e m = —n, usando a propriedade P1, temos:
at-ad'=a " a"=a""=a’=1

aat=1

Usando esse resultado, podemos provar que todas as propriedades validas para os
expoentes naturais também sao validas para os inteiros.

Agora, vejamos para expoentes racionais:

Aqui, surge o conceito de radiciagdo. Além da potencia¢ao, temos a operagdao chamada de
radiciacdo. O que muda entre elas é a sua forma de representacao. Tipicamente, a definicdo de
radiciacao é dada por:

b=%aeb"=a
Sendoa € R},b € R},n € N*,
b é a raiz n-ésima de a.
n é o indice da radiciagao.
a é o radicando.
v é o radical.

Vejamos as propriedades para radiciagao:

1.1.3. PROPRIEDADES DA RADICIACAO
R1)Va-Vb="Va-b
Vg

R3) (Va)" = (Va™)
R4) V'Va =""a
R5) Va™ = "Yam?

Essas propriedades decorrem daquelas validas para a potenciagao.

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 6
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Voltando ao conceito de potenciacdo de expoentes racionais, temos que se n = s, tal que
p €EZ,q €Z,n € Q, temos:

P
q q
a*=al = +ab
Para expoentes racionais juntamos os conceitos de potenciagao e radiciagao.

Usando a definicao:

Sendoa €E R,n =

< I3

r
m=-,q,8 € N*, temos:

r p

am-a=as-al=Va - Va?

Aqui, devemos igualar os indices para conseguir juntar os nimeros em um mesmo radical.
Para isso, basta fazer:

r q
as = q4s
p ps
aq = q4s
Desse modo:
r 14 qr ps gs qr+ps r+p

ad - aps = Wadr aps = Cfqrtrs =g 5 =qg5' 4

as-ad =qds-aq¥s =

Usando esse resultado podemos provar todas as propriedades da potenciacao.
Portanto, as propriedades sdo validas para expoentes racionais.

N3o veremos o estudo dos expoentes irracionais, pois isso foge ao escopo do curso. Mas
saiba que todas aquelas propriedades podem ser usadas para expoentes reais.

1
a+Vb
Como eliminamos o radical do denominador do nimero acima?
Lembra da fatoragdo x> — y? = (x — y)(x + y)? Vamos usé-la.
Para remover o radical, devemos multiplicar o numerador e denominador por a —

\Vb. Com isso, obtemos:
1 a—b _a-b
a+Vb a—Vb  a?-b
Esse processo chama-se racionalizagao.

Vamos ver 2 teoremas que nos ajudarao a resolver as questdes da prova:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 7
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1.1.4. TEOREMA 1

Paran € Rea € R:

la>1ea">1<n>0]

Demonstragao:

A prova desse teorema deve ser feita por etapas. Primeiro, provamos que é valido para os
inteiros, depois os racionais e por ultimo os irracionais.

Vamos iniciar para os inteiros:
Lemal
Sendoa € R,a > 1en € Z, temos:
at>1en>0
Usando PIF, vamos provarquen > 0 = a™ > 1.
Paran = 1, temos al = a > 1. Logo, ela é valida paran = 1.
Para k € Z, precisamos provar que a® > 1 = a**1 > 1.
Multiplicando a desigualdade a¥ > 1 pora > 1, temos:

kia>a

a
atl>a>1
= gttt > 1
Portanto, é valida a implicacdgon > 0 = a™ > 1.
Usando o que acabamos de provar, vamos mostrarque a® > 1 =n > 0.
Supondo n < 0, temos:
-n>0
Vimosquen > 0 = a™ > 1, entdo:

—n>0=>a">1

1
E>1

=>a"<1

Absurdo! Pois contraria a hipdtese a™ > 1!
Portanto,a® > 1=n> 0.
Agora, vamos mostrar a prova paran € Q:
Lema 2
Sendoa € R,a > 1en € Q, temos:

at>1en>0
Vamos iniciarporn > 0= a" > 1.

Fazendon = p/q,comp € N e g € N*, temos:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 8



=

V

Estratégia

Militares

1\ 4
Escrevendo a = (aq> > 1 eusando o lema 1:

Seq > 0:
1
=>a1>1
1
Mas, se a? > 1 ep > 0, temos:
lp
<aq> >1
>a">1

Portanto:n >0 = a™ > 1.
Agora, para asegundaparte:a">1=>n>0

Fazendon = p/q,comp € Z e q € Z*, temos:

p 1\?
a = a4 = <a‘I>

1
Supondo g > 0 e usando o resultado a7 > 1:

p
Da hipdtese a¢ > 1, usando o lema 1, podemos escrever:
L 1\P
aq=<aq> >1=p>0
Dessa forma:

q>0ep>0=>n=

>
1 (1)” NP
Supondo g < 0,temos —q > 0.Sea ¢>1e|av =<a q) > 1:

=>-p>0
=>p<0

Portanto, concluimos:

q<Oep<O:>n=§>O

Uma consequéncia que decorre do lema 2 é:
Seae R, a>1xy€Q,temos:
a“->a’ e x>y
Demonstragao:
Supondo a* > a” e multiplicando a desigualdade por a™, obtemos:

a*a Y >a¥a™Y

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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Pelo lema 2, podemos concluir:
x—y>0=>x>y
Lema 3
Vamos terminar a demonstracao do teorema, provando que n pode ser irracional.
Sendoa € R,a>1ef € R—Q, temos:
a#>1 >0
Parte1) > 0=af > 1
Supondox,yEQefER—-Q,se0<x<f <y:
Pelolema 2, comoa > 1ex,y > 0, podemos escrever:
a“*>lea’>1
Pela consequéncia do lema 2:
Comoa > 1lex <y, temos:
1<a*<a”
Sendo a func¢ao exponencial continua em R, podemos escrever:
1<a*<af <a”
Portanto:
af > 1
Parte2)af > 1= >0
Supondo f < 0,comf € R— Q, temos —f > 0.
Entdo, usando o que acabamos de provar, podemos escrever:
abf>1
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por a? > 0, temos:
aFfaf > af
a® > af
1> af
=af <1
Absurdo! Pois, contraria a hipotese a? > 1.
Portanto, § > 0.

Assim, provamosquea > 1ea™ > 1 < n > 0évidlido paran € R.

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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1.1.5. TEOREMA 2
;\(I%ETA!
Paraa,x,y € Rea > 1, temos:
la* > a” & x> y|
Demonstragao:
a*>a¥
Dividindo a inequacao por a” > 0:
ax
P >1
a7V >1
Usando o teorema 1:
x—y>0
x>y
1.1.6. TEOREMA 3

Paran € Rea € R:

0<a<lea™>1on<0|

Demonstragao:

Se0 < a<l,temos:

1
->1
a

Escrevendo b = 1/a e usando o teorema 1:

b_ﬁ>1(:>—ﬁ>0

Substituindo b = 1/a na implicagdo acima, obtemos:

@) =1

a#>1p<0

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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1.1.7. TEOREMA 4

TOME

NOTA!

Paraa,x,y E Re 0 < a < 1, temos:

la* > a” & x < y|

Demonstragao:
a*>a’
Dividindo a inequacgao por @’ > 0:
a*
P >1
a7V >1
Usando o teorema 3, temos:
x—y<0
x<y

1.2. EQUAGOES EXPONENCIAIS

Aprendemos as operac¢Oes basicas de potenciacdo e radiciacdo. Agora, somos capazes de
resolver equagdes exponenciais.

Vamos ver algumas equacdes e aprender a resolvé-las:
1) 2* = 1024
Como encontramos o valor de x que satisfaz a equagado acima?

A técnica, nesse caso, é escrever os numeros de modo a obter uma base em comum.
Vamos fatorar o numero 1024:

1024 = 210
Assim, fazendo a substituicao, obtemos:
Sabendo que a funcdo 2” é injetora, para a igualdade ser verdadeira devemos ter:

x =10

2)9* +3*t1 =4

Para essa equacdo, devemos ver que 9% = (32)x = (3")2 e3"1=3%.3

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 12
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Assim, fazendo as substituicdes na equacgao, temos:
(3)+3:3" =4

Vamos chamar y = 3* > 0,Vx € R:

y> +3y=4
y2+3y—4=0
+Hy-1D=0
Com isso, vemos que y = —4 uy = 1 sdo solugdes da equagdo acima. Vamos encontrar x
para cada uma delas:

Paray = —4:

3¥=—-4
Sabemos que 3* > 0,Vx € R. Ent3o, Ax que satisfaz a equac3o.
Paray = 1:

3 =1
=>x=0

Portanto, a equac3o possui apenas uma solug3o:
s = {0}
3)4" +6*=2-9"
Vamos reescrever a equagao:
23" +@2-3)=2-(3%)
(2) + 253 =2 (3%)°
O bizu aqui é dividir a equacdo por (2’“)2 (poderia ser também (3")2), ja que esse niumero
é diferente de zero para todo x real:
(Zx)Z + 2x . 3x . (3x)
@’ @’
3x 3x 2
1+5:=2(5)

-2 )

1+y=2y?
2y2—y—1=0

N

2x

Agora, chamamos y = (g)x:

Encontrando a solugao:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 13
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_1+VI¥8_1#3 1
Y=y Ty T %My

Para encontrar a solugdo em x, basta testar os valores de y:

Paray = 1:
3 X
(5) -1
=>x=0
1
Paray = -7
3\ 1
2 2
= Ax € R que satisfaz a igualdade
2 L &
4)3" "2 = —

3X+E
~ 1 .
Nessa equagao, perceba os fatores x+;. Se elevarmos esse numero ao quadrado,

obtemos:
1\, 1

X+ — =X +—2+2
X X

Temos que fazer surgir o fator 2 no expoente do numero a esquerda. Vamos multiplicar a

equagao por 3%;

1
3x2+x_2 32 _ 811 . 32
3X+§
x2+l+2 729
3 v B 3x+l
X
1? 729
X+
et 729
3X+E
Substituindoy = x + % na equacgao:
2 729
3}1 = 7
37" .3V =729
3y2+y — 36
Dividindo por 3
3y +y
=1

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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3y2+y—6 _ 30
As poténcias possuem a mesma base. Desse modo, podemos igualar os expoentes:
y2+y—6=0

+3)Hy-2)=0

=>y=-3ouy=2
Testando os valores:
Paray = —3:

1

x+-=-3
X

x2+3x+1=0

—3+V9-4 -3+45
2 2

Paray = 2:
1

x+-—=72
X

x2—-2x+1=0
(x—1)2=0
=>x=1

Portanto, a equacgao possui 3 solucdes distintas:

S={1,_3_\/§ —3+\/§}

2 ' 2

1.3. INEQUAGOES EXPONENCIAIS

Vamos aprender a resolver inequacdes exponenciais. O método de resolucao deve seguir
a seguinte ideia:

x,y ER
Sea>lea*">a’=>x>y
Se0<a<lea*">a’>x<y

1) 2 —1> 21
Inicialmente, devemos organizar os nimeros da inequacgao:
2
2" —1> oF
2
2 —1-= oF >0

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 15
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O denominador da inequacao acima é sempre maior que 0, Vx € R:
2">0,vxeR
Entdo, devemos ter:
(25)* =2 -2>0
Fazendo a substituicdo 2* = y, encontramos a seguinte inequac¢io do segundo grau:
y2—y—2>0
-2 y+D>0
Analisando o sinal:

Assim, y deve pertencer ao intervalo:
y<-—-louy>2

Agora, devemos retornar a variavel x:
2°<—1ou2">2

Sabemos que 2* > 0, Vx € R, entdo, a Unica solucdo é 2* > 2:
2°>2=2">2"

Como as bases da inequacao acima sao iguais e maiores do que 1, podemos comparar usar

a mesma desigualdade e escrever:

x>1
Portanto, a solucdo da inequacao é:

S={x€eRlx>1}

VEJACOMO CAIEM

PROVA!

-y

1 (ITA/1988) Paraa € R,0 < a < 1, resolva a mequagao:

Resolugiio:

—(a+a®)a*+a*><0

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 16
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Perceba que a inequagao dada é dificil de ser analisada nesse formato. Vamos substituir
a*=y>0Vx eR:
yi—(a+a®)y+a®<0
Encontramos uma fungao do segundo grau na variavel y. Vamos calcular A para verificar
a forma dessa fungao:
A=b?>—4ac=(a+a?*)?>—-4-1-a3
A=a?+2a®+a*—4a3
A=a?-2a®+a*
A= (a—a?)?
O enunciado afirmaque 0 < a < 1,entaoa # 1 ea # 0. Disso, temos:
A=(a—a®)?*>0
A fungdo na varidvel y sempre possui 2 raizes reais distintas. Vamos encontra-las:
_ -btVA _ (a+a?)+/(a-a?)? _ (a+a?)+|a—a?|
2a 2 2
Da desigualdade 0 < a < 1, usando a < 1 e multiplicando ambos os lados por a, temos:

a?<a=>0<a—-a*=>a—a*>0
Assim, o nUmero a — a? é sempre positivo, entdo, podemos remover o médulo:
_ (a+a?)t(a-a?)
- 2

2

y,=a
y,=a
Como a® < a, o estudo do sinal da fung3o fica:

y:—(a+a®)y+a®<0
Queremos os valores da fungdo negativos, entao y deve pertencer ao intervalo:
a*<y<a

Retornando a varidvel x:
a’ <a*<al
Disso, concluimos:
1<x<?2
~ S5 =]1,2[

Gabarito: § =]1, 2|

1.4. FUNGCOES EXPONENCIAIS

1.4.1. DEFINICAO

A fungao exponencial é dada por:

f:R- R
fxX)=a*;a>0ea#1

Perceba que a condi¢dao da base da fungao é a > 0 e a # 1. Vamos ver a razao disso:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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Suponha a = —3, entao:

fx) = (=3)*

Sex =1/2, temos:

1 1
f(z) = (=32 =vV_3¢R
O numero resultante é irracional e nao pertence ao conjunto dos reais!

Agora, suponha a = 0 ou a = 1, nesses casos, temos as funcdes constantes:

a=0=f(x)=0,VxeER
a=1=>f(x)=1*=1,VxeR

Temos dois casos diferentes de fungao exponencial, vamos estudar cada um deles.

1.4.2. CASO 1

O primeiro caso é para base 0 < a < 1, vamos ver o que acontece com a forma da funcao:

f(x) =a*

Verificando a monotonicidade da funcao:

Vx,,x; ER talquex, <x; =2x, —x;, <0
Usando o Teorema 2, temos:

0<a<lea">1on<o0
Fazendon = x, — x4:

X, —x1<0=>a"271>1
a*2
—>1
a*1 >
= a*2 > g1
Assim, encontramos a seguinte implicacao:

Xy <Xx1=2>a*2>a" = f(x) > f(xq)
Portanto, a fungao é estritamente decrescentepara0 <a <1

Nesse caso, o grafico da funcao fica:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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f(I)za.er<ﬂr<1
1
0 €T

Note que f(x) > 0,Vx € R. A fungdo exponencial nunca se zera!

Chamamos de assintota, a reta que limita o valor que a funcdao admite. No exemplo acima,
a assintota é aretay = 0 e coincide com o eixo x. Aumentando-se os valores de x, a fungao tende
a se aproximar do valor 0!

"
f(z) =a",0<a<1
1
................................................... =
0 Assintola x
y=0

1.4.3. CASO 2

O segundo caso é para a > 1. Vamos analisar a monotonicidade da func¢ado:

Vx,,x; € R, tal que x, > x,, temos x, — x; > 0. Usando o Teorema 1:

la>1ea”> 1< n>0]

Fazendon = x, — x; > 0, podemos escrever:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 19
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X, —x1>0=>a271>1

a*z
—>1
ax1

a*2 > ag*1
Desse modo, temos a seguinte implicagao:
Xy, > x1 2> a2 >a" = f(x) > f(xq)
A fungdo é estritamente crescente para o casoa > 1.

Se grafico é dado por:

flx) =a",a>1

Perceba que o grafico dessa funcdo tende a zero quando x tende a menos infinito.

@'
A fungdo exponencial f(x) = a* é injetora, pois para a > 1, a fungdo é estritamente crescente e
para 0 < a < 1, a fungdo é estritamente decrescente. Consequentemente, temos:
Xy = Xq = axz = axl
A imagem da fungdo exponencial é o conjunto dos reais positivos:
Im(f) = R}
Portanto, se o contra-dominio da fungdo f for R, ela é sobrejetora. Logo, é bijetora.

HORADE

PRATICAR!

(Exercicios de Fixagao)
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2. Resolva as seguintes equagoes:
a)6:32*—13:-6¥+6:-22 =0
b) 4)6 _ 3X—0,5 — 3X+0,5 _ 22x—1

2x2—4x—3

c)5 = 625

d) x2x2—7x+4 =x

e)1+3+3%2+33+-+3*-9841=0

f) x* + 139x~* — 108x~%* = 32

Resolugao:

a)6:32*—13:-6¥+6-22 =0
Perceba os termos 2" e 3":

6:3*—13-(2°)-3)+6:-2"=0

Vamos dividir toda a equagao por 2%%,

6:32%—13+(2%)(3%)+6:2%*
2x = 0
2

2
R IEORTEL
Agora, basta substituir (5) =y:

6y?—13y+6=0
Encontrando as raizes na variavel y:
134V25 1345 2 3
= = =-ou-
12 12 3 2

Retornando a variavel x, temos:

U
=
[y
I
I
—_

<
)
[
= Nw
[
N | W
N
=
no

N

Portanto, a solucao é:

95
Il
~
[+
—_
—

- 2x—1
b) 4X _ 3X 0,5 — 3X+0,5 _ 2 X
Vamos reescrever a equacao:

()~ 5="3-3-F
3 2% _ 1

22x—1 — 3x—1 (i)

V3
22x—3 — 3x—1,5
(zz)x—l,S — 3x—1,5

4X—1,5 — 3x—1,5

Dividindo a equacgao por 3L 0,Vx € R, temos:
4 x—1,5 _
(5 =1

x—1,5=0
x =15

Desse modo, encontramos:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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2 _4x-3

¢) 5% = 625
Fatorando 625, obtemos:

2x2—4—x—3

=5t
Agora, basta igualar os expoentes:

2x2—4x—3 — 4 = 92
Novamente:

x> —4x—-3=2

x> —4x—-5=0

x=(2+v9)=2+£3=-10u5
=S5 ={-1;5}

2
d) x2x —7x+4 — X

Nessa equacao, se fizermos x = 1 ou x = 0, a equacdo sempre é verdadeira. Logo, x =
1 e x = 0 sao solugdes.
Para as outras solugdes, devemos igualar os expoentes:
2x2—7x+4=1
2x2—7x+3=0
x = 7425 _ 75 _ 1

==-o0u3
4 4 2

Portanto, a solucao é dada por:
1
s={0;2;1;3}

e)1+3+32+3%+.-+3¥-9841=0
Vamos reescrever a equagao:
1+3+3%2+3%+--+3%¥=9841

Perceba que o lado esquerdo da equagao é uma PG de razao 3. Sabemos que a soma de
uma PG é dada por:
_ a1(@"-1
S, = ~1
Nesse caso, a; = 3%e q=3:
3x+1_1 3x+1_1

Substituindo na equacgao, temos:
3x+1_1
— = 9841
3" = 19683
x+1=9
x =8
= S ={8}

f) x* + 139x™* — 108x2* = 32
Vamos multiplicar toda a equacdo por x%*:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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x3% + 139x* — 108 = 32x2%
x3% —32x%* +139x* - 108 =0
Fazendo x* = y, temos:
y3 — 32y + 139y —-108=0
Fatorando a equac3o:
y3 — 32y + 108y +32y—y—108=0
y3 —y+ 108y — 108 — 32y + 32y =0
y»*—=1)+108(y —1) —32y(y —1) = 0
-Dyy+1)+108—-32y) =0
(y—-1(*+y+108-32y)=0
(y—1(y*—31y+108)=0

Raizes:
y, =1
314v961—432  31+V529 31423
23 = > === =27o0u4d

y1=1=>x"=1=>x1=1
y,=4=>x*=4=2"x,=2
y,=27=>x*=27=3"2x=3
S=1{1,2;3}
Gabarito: a) S = {1} b) S = (1,5} ¢ S = {-1;5} d)S ={0;7;1;3} e) S = {8} f)§ =
{1,2;3}

3. Resolva as seguintes inequagdes:
a)1 <3l <o

b)v9* — 32> 3" —9
c)25-2* —10* + 5% > 25
d) (4x? + 2x + 1) “>1
e) 2 — 217V <1
f)8*+18 —-2-27">0
Resolugao:
a)1< 3>l <9
30 < 3l < 32
Podemos comparar os expoentes:
0<|x?—x|<2
Agora, temos duas inequagdes:
|x* —x| >0
lx(x—1)| >0
Como o mddulo de qualquer nimero é maior ou igual a zero, temos nessa desigualdade:
>x+0ex+#1
|x* — x| < 2
—2<x?-x<2
{xz —x> -2
x> —x <2
{xz —x+2>0
x>=x—2<0
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Resolvendo cada uma separadamente:
X —x4+2>0=2A=1-8=-7<0=2x*-x+2>0,VxeR
x> —x—2<0
x—2)(x+1)<O0
Analisando o sinal dessa inequacgao, encontramos:
-1<x<2
Fazendo a interseccdo das solugdes, obtemos:

S=]1-10[ul0,1[U]L,2[
b)v9* —3*2 > 3" —9

Substituindo 3* = y, temos:
JY? =9y >y—-9
Analisando a condigdo de existéncia:
y>2—9y >0
yy—-9 =0
Estudando o sinal, encontramos:
y<Oouy=9
Comoy = 3* > 0,Vx € R, temos uma Unica condigdo:
3>9=53">3x>2
Agora, vamos dividir a inequagao em dois casos:
Caso 1) Se o lado direito for negativo, qualquer y que esteja na condicdo de existéncia
sera solucado.
{\/3’2‘93’>0=>y<9=>3x<32=>x<2
y—9<0
N3ao convém, devido a condigao de existéncia x = 2.
Caso 2) Se o lado direito for positivo. Podemos elevar ambos os membros ao quadrado
e analisar a inequagado:
y* =9y > (y — 9)?
y? —9y > y? — 18y + 81
9y > 81
y>9=3*>3 x> 2
Portanto, x > 2 estd contido na condigao de existéncia e satisfaz a inequagao:
S =(2,+)

c)25-2*¥ —10* + 5 > 25
Fatorando as expressoes:
25:2*% —2*¥5* + 5% - 25> 0
2%(25 — 5%) — (25 = 5%) > 0
(2" —1)(25-5%) >0
Agora, basta analisar os dois casos possiveis:

{Zx—1>0

25—-5">0

2*>25 x>0
25—-5*>0

52>5" = x <2
Nesse caso, temos o intervalo ]0, 2[.
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{2"—1<0

25-5"<0

22< 2= x<0
25—-5% <0

52<5 2 x>2
Nao temos solugdo nesse caso, pois x < 0e x > 2.
Portanto, temos a solugao:
S=1]0,2[

2 XZ—X
d) (4x* 4+ 2x+ 1) >1

A=4-16=-12<0
Portanto, essa expressao sempre resulta em valores positivos.
Ent3do, temos dois casos possiveis:

{(4x2 tox+ 1) > 1 ou {(4x2 tox+ 1) > 1
4x> +2x+1>1 0<4x’+2x+1<1

Para o primeiro caso:

(4 +2x+1)° > 1
Como 4x? + 2x + 1 > 1, temos:

x> —x>0
x(x—1)>0
>x<0oux>1
Sl =] - O0,0[ U ]11 +Oo[
4x2 +2x >0
2x(2x+1)>0
=>x < —% oux >0
Sz =] — o0, =3[ U0, 4o
Fazendo a interseccao das solugdes, encontramos:
S=85NS,=]—00,-1/2[U]1, 4+o00o[

Para o segundo caso:

(422 +2x+1)° > 1
Como 0 < 4x%? 4+ 2x + 1 < 1, temos:

x*—x<0
x(x—1)<0
>0<x<1

53:]0,1[

4x*> +2x+1< 1
2x(2x+1) <0

= —% <x<0
1
S4=]1-35,0[
Fazendo a intersec¢ao das solugdes:
S == 53 N 54_ - Q)
Portanto, a solucao do problema é dada por:
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] —00,=1/2[U]1, +oof

95
I

e) 2¥¥ — 217" <1
Analisando a condi¢ao de existéncia:
x=0
Substituindo 2¥* = y:

2
—Z<1
y—3=

2_y—
L2 <0
y

Temos apenas um caso possivel, pois y = 2¥% > 0,
Entdo, precisamos resolver apenas a inequacgao:
y?—y—2<0
-2+ <=0
>-1<y<?2
Como y > 0, temos:
0<y<2=0<2*<2!
Fazendo a intersec¢ao com a condi¢ao de existéncia:
=>0<x<1
S=10,1]

f)8*+18 —2-27">0
Reescrevendo a inequagao, temos:
23% 4 2%32% ~2.3% >
Dividindo a inequacio por 3%

B+ () -2>0

y 4+y—2>0

Fazendo y = G)x:
Fatorando:
y2+y—-1-1>0
V-1D)+@-1>0
G-DO*+y+1+1)>0
-DO*+y+2)>0
Como y% + y + 2 possui A = —7 < 0, ela sempre serd positiva. Entdo:
2\* 3\ ¥
y—1>0:>(§) >1:>(E) >12—x>0
x<0
Atente-se ao valor numérico da base, pois se a base for menor do que 1, a desigualdade

é invertida!
§ =]—o,0[

Gabarito: a) S=]—-1,0{U]0,1[U]1,2[ b) S=(2,+x) ¢) $§=]0,2[ d) S=]—
00, —=[U]0,+00[ ) § =[0,1] f)§ =] o0,0]

4. Resolva a equagdo paraa € R:
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144 —2-12M 4y a=0
Resolugao:
Fazendo 12" =y > 1 (|x| = 0,vx € R):
y?—=2y+a=0
Vamos dividir o problema em casos:
1)A=4—-4a<0=>4a>4>a>1
Para a > 1, nunca teremos solugao.
2)A>20=>a<1
Sea =1, temos:
y2=2y+1=0=>@w-1)?=0=>y=1
12M=1=x=0
Se a < 1, teremos 2 raizes distintas:
y?—=2y+a=0
y=20% o 14 VT—a
12M=14+vT—a
x| =log,,(1+V1—a)
x = iloglz(l + \/H)
Ainda nao estudamos logaritmo, mas tente entender a solu¢ao da questao. Se vocé nao
sabe nada de logaritmo, tente resolver essa questao depois de estudar esse capitulo.

Perceba que loglz(l —V1- a) devemos satisfazer a condicdo de existéncia:

1-Vvl—-a>0=1>Vl—-a>1>1—-a=a>0
Entdo, temos a soluc¢ao dada por:

a>1=>85S=0
a=1=>x=0

0<a<1=S={tlog,(1+V1-a)}
a<0>5={tlog,,(1+V1i-a)}

Gabarito:a>1=>S5S=0
a=1=>x=0

0<a<1=S={tlog,(1+V1-a)}
a<0=S={+log,,(1+V1—-a)}

2. FUNCAO LOGARITMICA

2.1. DEFINICAO
}& -
(_§

Iniciaremos o estudo das fungdes logaritmicas. Esse tema é muito explorado nas provas
militares, entao, preste bastante atengao!
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Preliminarmente, vamos ver como se deu sua criagao.

Aprendemos no capitulo anterior, como resolver equag¢des funcionais de bases iguais, por
exemplo:

3 =9
3* = 3?
>x=2

Mas o que aconteceria se as bases fossem diferentes? Como no exemplo abaixo:
2*=5
Vimos que a funcao exponencial é continua e injetora, entdao, podemos esbogar o grafico
da funcgao e verificar qual intervalo que x pertence:

235‘
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Se x = a,vemos que 2 < a < 3. Podemos representar o valor de a usando a definicao de
logaritmo:

2“=5o a=log,5

Dizemos que a é o expoente que na base 2 resulta em 5. Perceba que a funcdo logaritmica
é a funcgdo inversa da fungao exponencial!

Vejamos sua definigdao formal:

Paraa,b,x € R,a,b >0eb # 1, temos:

log,a=xob"=a

log, a 1é-se: logaritmo de a na base b.
a é o logaritmando ou antilogaritmo.

b é a base do logaritmo.
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x é o logaritmo.

Exemplos:

1) log, 16 = 4, pois 2t =16
2) log, 125 = 3, pois 5% =125
3) log, 49 = 2, pois 7% = 49

Decorre da definicdao as seguintes propriedades:

Sabemos que qualquer base elevada a 0 resulta em 1. Logo, o logaritmo de 1 em qualquer
base é 0.

Sabemos que:
a=b"ec=1log,a
Basta substituir c = log, a em a = b°:

a= blogb a

Vamos demonstrar essa propriedade:
log, a =log, ¢
Usando a definicao de logaritmo, temos:
a = plogsc
Usando a propriedade llI:
>a=c
Portanto, a fungao logaritmica é injetora.

Além dessas propriedades, temos alguns casos especificos de logaritmos:
a) colog,b = —log, b oucolog,b = log, (%)

Definicao de cologaritmo. O IME ja cobrou questdo envolvendo esse numero na prova
objetiva de 2017/2018. O importante é saber que colog,b = —log, b.
b)Inb =log.b

Essa é a definicdo de logaritmo natural de um numero b > 0. Ele é o logaritmo de b na
base e.

e é um numero e é chamado de nimero de Euler devido ao matematico Leonhard Euler.

O seu valor aproximado é e = 2,71.
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c)loghbh =1log.ob

Quando nao dizemos qual base o logaritmo estd escrito, subentende-se que a base é a
decimal.

d) antilog,x = a*
Definicao de antilogaritmo, em simbolos,se a,x E Rea > 0ea + 1:
log b =x & b= antilog x

HORADE

PRATICAR!

5. Calcule o valor de:
a) log, 32

b) log, 27

c) log. 625

d) log, 81

e) 710g749

g) 32—log3 1000

Resolugao:
a) log, 32
Fatorando o numero 32, obtemos:
32 =2°
Desse modo:
log, 32 =log, 2° =5
b) log, 27
log, 27 = log, 3*=3
c) log, 625
log, 625 = log, 5* =4
d) log, 81
log, 81 =log, 9% = 2
e) 710g749

Usando a propriedade b'°%* = q, temos:
710g749 — 49

pltlog, 11 _ 5, 9logy 11 _ 5. 11 = 22
g) 32—10g3 1000

2 2
2-log;1000 _ _ 3% 3" 9 _
3 T 3logz1000 T 1000 ~ 1000 0,009
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Gabarito:a)5 b)3 ¢)4 d)2 e)49 )22 g) 0,009

Prof. VictorSo

2.2. PROPRIEDADES

Paraa,b,c > 0 ea + 1, as seguintes propriedades sdo validas:

P1) log,(bc) = log,b + log,c

b
P2)log, (Z) = log,b —log, c

P3)log,b* =alog,b; a €R

log. b
P4)log, b = —5¢
log.a
P5)1 =
5)log, b log, @

1
P6)log s b = Elogab;ﬁ e R*

P7) alogcb — blogca

Demonstragoes:
P1) log,(bc) =log,b + log,c

Vamos nomear os logs acima:

Queremos provarque x =y + Z.

Usando a definicdao de logaritmo:

Fazendo as substituicdes b = a¥ e c = a”? em bc = a*, temos:

log (bc) = x
log b=y

log c=2z

bc = a*
b=a

c=a*

a’a? = a*

ay+z =a*

Como a funcao exponencial é injetora, concluimos:

>x=y+z

s log,(bc) =log,b +log,c
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Podemos usar a mesma ideia da demonstracdao de P1. Nomeando os logs, temos:

9
log, Z]=x

log b=y
log, c=2z
Queremos provar:
X=y—2z
Usando a defini¢ao de logaritmo:
b_
c
b=a”
c=a’

Substituindo b e ¢ na primeira equacado, temos:

a’
a? @
a’? =a*

S>X=y—2Z
b
~ log, (E) = log,b —log, c
P3)log, b* = alog,b; a €R

Fazendo log b = x elog, b" = y, queremos provar que y = ax.

Usando a definigdo do logaritmo:

b=a*
Substituindo uma na outra:
(a"H)*=a”
a™ =a¥
=>y=ax

~ log, b% = alog, b

log. b

P4)1 b =
) Oga 10gca
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Essa propriedade é muito util na resolucdao de questdes envolvendo logaritmos! Ela é
conhecida como a propriedade da mudanca de base.

Vejamos sua demonstragao:
Considerando log b = x,log_b =y elog_a = z, temos:

log b=x

b= a*
log.b=y={p=cr
log.a=z ‘a=c

Queremos provar x = y/z:
Substituindo a = ¢ em b = a*, temos:
b — (CZ)X — C.X'Z
Mas b = ¢¥, ent3o:
¢ =c*
y =Xz
y
>x==
z
log.b
log, b = Be
log.a

*Podemos também escrever:

log b -log a =log b

P5)log, b = Tog,

Vamos usar a propriedade P4 e escrever log b na base b:

log, b
log b= log, a
1
= log, b = o2, a

1
P6)log s b = Elogab;ﬂ € R*

Nessa demonstragdo, temos que mostrar para dois casos:

b=1leb#1
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Parab = 1, temos:

log 1=0

log s1=0

Assim, temos a igualdade:

1
log s1 = Eloga 1, ER

Para b # 1, usando P5, temos:
1 1 1
log,a’  Blog,a B

log s b =

P7) alogcb — blogca
Vamos escrever a = b'°8» 2, Dessa forma, temos:
qlo8.b — (blogb a)logcb
alOgcb — blogb a-logcb
Usando a P4, podemos escrever:
log, a-log b =1log a
Portanto, concluimos:

alogc b _ blOgc a

HORADE

PRATICAR!

log b
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6. Usando as propriedades dos logaritmos, resolva:
a) log3\/1_6\/7

b) 3]0g35

c) antilog;(—2)

d) 2 logi

e) e—lnx

f) 510g252

g) loglog+/ Y10

h)log, 7 -log,5-log. 4 + 1

i) log, 2 -log, 3 -log. 4-log, 5 -log, 6-logy 7
j) Calcule log, ;8 selog5 = x elog3 =y.

k) Calcule log, 5 selog, 2 = aelog,5 = b.
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log., 2
|) 210g35 -5 083
log., 2 Jlog 3
m) 3\/ A R
log(log a)

n) Simplifique a expressao: a loege

Resolugao:
a) logmﬁ
Vamos simplificar os numeros envolvidos:
11
log 422 =% = %
23 3
b) 310g35
310g35 =5

c) antilog;(—2)
antilog;(=2) = x
log,x=—-2=x= 372 =%

d)Zili’llOgi
log1l +log2+---+1og10
log(1-2-3-..-10)
log 10!
10! E o nimero que fatorial do niimero 10.

e) e~ Inx
e—Inx — gnxt — ,—1 zi
f) 5108252
clogys 2 _ clogg22 _ 5‘°g252 _ glog 2 _ V2
g) loglog /Y10

1
loglog v ¥/10 = loglog 'Y/10 = loglog 1010 = log% =log10' = -1

h)log, 7 -log, 5-log. 4 + 1
log, 7 -log, 5-log. 4 + 1
log,5-log. 4 +1
log,4+1
log, 4 + log, 3
log, 12

i) log, 2 -log, 3-log. 4-log 5 -log, 6-log, 7
log,2-log 4 -log, 6
log, 2 -log, 6
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log, 2

1
log,32 = 3

j) Calcule log, ;8 selog5 = xelog3 =y.
Vamos trabalhar com os niumeros. Reescrevendo o logaritmo na base 10:

3 10
log8 _ log23 _ 3log2 _ 3log(%) _ 3(1-log5) _ 3(1—x)
log 30 log(10-3) 1+log3 1+log3 1+log3 1+y

log,,8 =

k) Calcule log, 5 selog, 2 = aelog,5 = b.
Reescrevendo o logaritmo na base 6:

log,. 5 log,. 5 log. 5 b
log,5=—"f-=—26_=_>6"=

&3 log 3 10g6(g) 1-logs2 1

|) 210g35 _ 510g32

Podemos usar a propriedade:
alos.b = plog.a

2]0g35 _ 5]0g32 — 510g32 _ Slog3 2 _ 0

m) 3\/10g32 _ 2J10g23
log,2=x=2=3"

1 1
3 log32_2 log23:3\/§_2ﬁ:3\/}_(3x)523\/§_3\/}:0

log(loga)
n) Simplifique a expressao: a g2
loga—x:>a:10x

logx

x = (10") x =108 = x = loga

Gabarito:

a)3/8 b)5 ¢)1/9 d)log 10! ) 1/x f)v2 g) -1 h)log;12 i) 1/3 j)*=2 ") k)<= 1)0
m) 0 n)log a

2.3. FUNCOES LOGARITMICAS

2.3.1. DEFINICAO
Definimos a fungao logaritmica do seguinte modo:

f:R, >R
f(x) =log, x

A fungao logaritmica possui uma condicao de existéncia:

x>0
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a>0ea=+#1

Vamos ver alguns exemplos de func¢des logaritmicas:
1) f(x) =logx

2)g(x) =lnx

3) h(x) = log%x

2.3.2. PROPRIEDADES

P1)Se f:R > R} e g:R% - R, tal que f(x) = a* e g(x) = log, x, paraa >0ea # 1.
Entdo, f e g sdo fungdes inversas.

Demonstragao:

Se f e g sdo inversas, entdo, de acordo com o diagrama, temos:

f

A /\ B

~_

g

fl@=b=f(gh)=>h
gb)=a=g(f@)=a
Com isso, temos que mostrar que f(g(x)) =xe g(f(x)) = x.
Calculando fog e gof:
fog(x) = f(g(x)) = q9) = glogax = x
gof (x) = g(f(x)) = log, f(x) =log,a* = x
Chegamos a identidade que queriamos:

flgx) = x
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g(f(x) =x

Prof. VictorSo

P2) A funcdo logaritmica f(x) =log,x é estritamente crescente para a>1 e
estritamente decrescente para 0 < a < 1. Logo, ela é uma funcdo injetora. Ela também é
sobrejetora, ja que o contradominio dessa fungao é o conjunto dos reais. Portanto, ela é bijetora

e por isso é inversivel.

f(x) =log, x :>{

estritamente crescente o a > 1
estritamente decrescente © 0<a<1

Demonstracao:

Vamos provar inicialmente para o caso a > 1:

Temos que mostrar a ida:

a>1> (x, > x; 2 log,x, >log, x1)

Se x, > x4, podemos usar a

definicao de logaritmo e escrever:

aloga X2 > aloga X1

Vimos no capitulo de fung3o exponencial que se a > 1 e a® > af, entdo, a > p.

Entdo:

a > 1eal8a*2 > glo8a*1 = Jog, x, > log, x,

Agora, devemos mostrar a volta:

(log x, >log x1 = x; > x1)=>a>1

Fazendo log_x; =y, elog,

X1 =Y,, temos:
Xy = ayZ

X1 =a’

Como log_x; > log, x1, escrevendo em termos de y:

Y, >V

Sey, >y,, entdo, @2 > a”1. Portanto x; > x;.

log x;

>log, x1 = x; > xy,paraa > 1

Logo, para a > 1, a fungdo logaritmo é estritamente crescente.

Vamos provar o outro caso,

paral0 <a < 1:

Podemos usar a mesma ideia usada no item anterior, o que mudara sera a relacao de

desigualdade entre os numeros.
Ida:
O0<a<

Se x, > x,, temos:
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Como 0 < a < 1, sabemos que a desigualdade acima resulta:
log, x; <log, x;
Volta:
(log, x; >log x1 = x, <x1)=>0<a<1
Fazendo log_ x; =y, elog_x; =y,, temos:
X, = a2
x1 = a1
Selog_ x; >log, x1, escrevendo em termos de y:
Y, >V,
Sendo 0 < a < 1, podemos escrever:
a’z < a1
alogaxz < alogaxl
=X, < Xq

Portanto, provamos a ida e a volta da propriedade, logo a fungao logaritmo é estritamente
decrescentepara 0 < a < 1.

2.3.3. GRAFICO

Vimos que a func¢ao exponencial é a inversa da fungao logaritmica. Pela definicdo de funcao
inversa, essas fungdes sdao simétricas em relagdo a reta y = x. Também estudamos que a fungao
logaritmica f(x) = log, x é crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1.

Vamos esbocar o grafico para esses dois casos:

Paraa > 1, temos:
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Para0 < a < 1, temos:

f(z) =a”

g(z) = log.x

Vamos aprender a esbocar o grafico usando exemplos:
1) f(x) = log,(2x + 8)
Condicao de existéncia:

2x+8>0=>2x>-8=>x>—4

Raiz:
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log,(2x+8) =0
2x+8=2=1

x:—z

Para x = 0, temos: f(0) = log, 8 = 3.
Devemos verificar a monotonicidade da fungao:
Xy > Xq
2x, > 2%
2x,+8>2x, +8
log, (2x; + 8) > log,(2x; + 8)
= f(xy,) > f(xy)

f é crescente.

Prof. VictorSo

Para esbocar o grafico, devemos tragar a reta que limita os valores de x, a reta assintota

x =—4:

<

! Condicio de existéncia

Depois, colocamos os pontos (—% 0) e (0,3):
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Como a funcdo é crescente, temos o seguinte esboco (lembrando que a fung¢do nunca

encosta na assintota!):

Condicio de existéncia

2) f(x) = log,(—2x + 8)
Condicao de existéncia:

—2x+8>0=>-2x>-8=22x<8=>x<4

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS
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Raiz:
—2x+8=
—2x =—7
7
*=3

Para x = 0, temos f(0) = log, 8 = 3.

Verificando a monotonicidade:

Xy > X1
_xz < —x1
_2x2 < _2x1

log,(—2x; + 8) <log,(—2x; + 8)
= fxy) < fxy)
Logo, a fungao é decrescente.

Esbocando o grafico, obtemos:

3) f(x) = log,(x* — 4x + 3)

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

PRESTEMAIS

ATENCAOQ!

N

O ITA ja cobrou questdes pedindo para esbocar um grafico desse tipo de funcgao.

Condicao de existéncia:
x> —4x+3>0
x—3)(x—1)>0

Y

>x<loux>3
Raizes:
fx)=0>x>—-4x+3=1
x> —4x+2=0

4++/8
=— =242

X

Para x = 0, temos f(0) = log, 3.
Monotonicidade:

Para x < 1, a fungdo x> — 4x + 3 é decrescente, os valores da fun¢do diminuem ao se
aproximarem de 1. Para x > 3, ela é crescente. A fungdo logaritmica f seguird a mesma
monotonicidade da funcdo interna a ela, isto é, x> — 4x + 3. Vamos esbocar o grafico:

O primeiro passo € tragar as retas assintotas:

x=1lex=3
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O segundo passo € inserir os pontos de raizes e o ponto que cruza y:

(2- 120
(2+2,0)

(0,10g2 3)
A : é
I : |
log:3 @ E E
2- V2! 242
o— —o -
0 "1 3! x

Sabendo que a funcdo é decrescente para x < 1 e crescente para x > 3, basta tracar as
curvas que passam pelos pontos marcados de modo a obedecer monotonicidade da fungao. Desse
modo:
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log23

2\v2 L [2+v2

2.4. EQUACOES LOGARITMICAS

Aprendemos a usar as propriedades logaritmicas e o que é uma fung¢ao logaritmica, agora,
podemos proceder a resolug¢ao de equacgdes logaritmicas.

As equacgoes logaritmicas podem ser divididas em 3 casos:
Caso 1) log,, f(x) = log, g(x)

Para resolver esse tipo de equacao, sempre devemos verificar as condicoes de existéncia
do logaritmo. Desse modo, temos que:

a>0ea+1
fx)>0
glx) >0
log, f(x) =1log, g(x) = f(x) = g(x)
Veja o exemplo:
1) Resolva a equacao:
log,(3x — 4) =log,(x+ 1)

Verificando as condi¢Oes de existéncia, temos:

4
3x—4>0:>x>§

x+1>0=>x>-1
Fazendo a interseccao, obtemos x > 4/3.

Resolvendo a equacao:

3x—4=x+1
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Comox =5/2 > 4/3, temos que ela é solugdo da equagdo:

s={3
2
Caso2)log f(x)=B,BER
Esse tipo de equacao é resolvido fazendo:
flx) =a*
Paraa+1ea > 0.
Nao precisamos verificar as condi¢des de existéncia do logaritmo, pois:
fx)=af >0,vB e R
Veja o exemplo:
2) Resolva a equacao:
log,(5x+1) =2
Vamos proceder usando a definicdo de logaritmo:
S5x+1=4*=16
5x =15

>x =3

Caso 3) Incégnita auxiliar

= Prof. VictorSo

Esse tipo de equacgao se resume a substituir uma incognita por outra de modo a facilitar o
entendimento da equacdo. Lembre-se de prestar atencdo as condi¢des de existéncia quando fizer

essa substituicao!
Vejamos um exemplo:
3) Resolva a equagao:
(log, x)2 —2log,x =3

Condicao de existéncia:

x>0
Nesse caso, basta fazer log, x = y:
y?—2y=3
y?—=2y—3=0

Essa é uma equacgdo do segundo grau. Sabemos que suas raizes sao dadas por:

y=1+vV4=1+2=30u-1
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Paray = —1, temos:

_ _ 11
log,x=—-1=x=3 =3

Para y = 3, temos:
log3x=3:>x=33=27

Portanto, a solucao é dada por:

VEJACOMO CAIEM

PROVA!

&5

7. (ITA/1968) Sejamae b € Ry coma # 1 e b # 1. Que relagdo devem satisfazer a e b
para que a equacdo x> — (logb a)x + 2 log b = 0 tenha duas raizes reais e iguais.
Resolugao:

Para que a equacgao tenha duas raizes reais e iguais, devemos ter A = 0:
__ (logpa)®-8

A = (log, @) — 8log, b = (log, a)? — —— = 0

logp a logpa
(log, a)3 —-8=0
(log, a)3 =23
log, a =2
a = b?
Para a = b?, temos duas raizes reais e iguais.
Gabarito: a = b?

8. (ITA/1969) Resolva a equagdo a®?* + a* — 6 = 0,com a > 1.
Resolugao:
Fazendo a* = y:
y2+y—-6=0
Y+3)y—-2)=0
Raizes:
y,=—3ouy,=2
Retornando a variavel x:
a* = —3 = impossivel
a*=2=x=log, 2
Logo, temos uma unica solugao:
S = {log, 2}
Gabarito: S = {log, 2}

9. (ITA/1970) Dados log2 = a e log 3 = b, calcule log, 20.
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Resolugao:

Vamos reescrever o logaritmo na base 10:
log 20 log(2-10 1+log?2 1+a
lOg 20 = g — g( - ) — g _
9 log9 log3 2log3 2b

. 1+a
Gabarito: ETS

10.(ITA/1975) Resolver a equacdo 4 + 6 = 9”,

Resolugao:
Perceba os termos escondidos 2* e 3%, vamos dividir a equacio por 2%*:
4"+ 6" =9*
3\ X 3 2x
1+(3) =()
3 X
Fazendo y = (E) , temos:
1+y—y2=0
—y2+y+1=0
_ —1+V5 _ 145
o2 2
1—/5 . I
Como — < 0, temos uma unica possibilidade:
1+v/5
y=-
(§)x _1+V5
2) 2
1+v5
x = logs
> 2
Portanto, a solucao é:
1+v5
S = {logs }
3 2

Gabarito: § = {logg

2

11.(ITA/1998) Resolver a equagdo log 49 =log .7 + log, 7.
Resolugao:

Vamos reescrever todos os logaritmos na base 10:
log72 __ log7 log 7

1+\/§}

log x o logx2 ~ log2x
2log7 __ log7 log7

log x - 2logx  log2+logx
2 1 1

log x - 2logx  log2+logx

Substituindo logx = y:
1 1

2
; 2y = log2+y
2(2y)(log2 +y) = y(log2 + y) + 2y*
Podemos cortar y, pois y # 0.
4(log2+y) =log2 +y + 2y
4log2 +4y =log2+y+2y

3log2 = —y
y =—=3log?2
logx = —3log2
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X 10—310g2
S = {10—310g2}

Gabarito: S = {1073'°82}

2.5. INEQUACOES LOGARITMICAS

Para resolver inequacgdes logaritmicas, devemos lembrar que a funcao logaritmo é
crescente para base a > 1 e decrescentese 0 < a < 1.

Assim, podemos escrever:

fx)>gx)>0sea>1

log, f(x) >1log, g(x) & ou
0<fx)<gx)seb<a<1

Vamos resolver algumas inequagoes:
1) Resolva a inequacao:
log,(3x — 6) >log,(x — 1)

Antes de resolver uma inequacao, sempre devemos verificar sua condicao de existéncia:
3x—6>0=>x>2
x—1>0=>x>1

=>x>2
Agora, podemos proceder a resolugao:
Como a base é 2 > 1, podemos escrever:
log,(3x—6) >log,(x—1)=23x—-6>x—-1
2x > 5

5
X > =
2
Fazendo a interseccdao com a condi¢ao de existéncia, temos:

>5 > 2 >5
— = —
X 2ex X >

5= (5:+)
oo = |- (0]
2;

VEJACOMO CAIEM

PROVA!

-y

12.(ITA/1971) Resolva a inequacdo 2(Inx)? —Inx > 6.
Resolugdo:
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Analisando a condi¢ao de existéncia, temos:
x>0
Substituindo y = In x:
2y —y—6>0

Raizes:
1449 147 3
= =—=20u—-
4 4 2
3 3
(y—2)(y+5)>0=>y<—5 ouy>?2
Paray < —3/2:
3
Inx < —35
x<e:z
Paray > 2:
Inx > 2
x > e’

Assim, a solu¢ao da inequacao é dada por:
3
S =1]0;e2[ U ]e?, +oo

3
Gabarito: S =]0;e7z[ U |e?, + o]
13.(ITA/1973) Resolva a inequacgdo
1 1

Inx =~ log e-1

>1

Resolucao:
Sempre devemos analisar a condi¢ao de existéncia inicialmente:
Dos logaritmos:
x>0
x#1
Dos denominadores:
Inx #0=>x#1

loge—1#0=loge+1=>x+e
1

Vamos reescrever lOg e =—-:
X Inx

1 1
—t—>1
Inx  —_q

Inx

Fazendo Inx = y:
Iy X _1>0
1{y+;2_—yy(1—y)
y(1-y) >0
2y%2—2y+1
y(1-y)
Analisando as raizes de 2y? — 2y + 1:
A=4-8=-4<0
Como A < 0 e a parabola possui concavidade para cima, a expressao sempre é positiva.
Logo, devemos ter:

>0

y1l—-y)>0=>0<y<1
0<lhx<1
ed<x<el

x €]l e
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Gabarito:
14.(ITA/1977) Resolva a inequacgdo
logi(log,(x* —5)) >0
Resolugao: ’
Analisando a condicdo de existéncia:
x> =5>0=|x| >5
log,(x*—=5) >0
X —=5>1=2>x*>6=|x|>/6
Agora, podemos resolver a inequa¢ao. Como a base do logaritmo mais externo é % <1,
podemos escrever:

log, (2 — 5) < (g)0
x*-5<4=>x><9> |x|<3
Fazendo a intersec¢ao com a condi¢ao de existéncia:
V6 < |x] <3
Gabarito: V6 < |x| < 3

15.(ITA/1991) Resolva a inequacdo
3logx + log(2x + 3)® < 3log2
Resolugdo:
Analisando a condicdo de existéncia:
x>0

2x+3>0

3
x> —-
2

Vamos unir os termos logaritmos:
3logx + log(2x + 3)3 < 3log2
logx3 + log(2x + 3)3 —log2° < 0
3 3
N [x(2x+3)

2
x(2x+3)

]331
<1

x2x+3)<2
2x>+3x—-2<0

Raizes:
_ —3+V25 _ -345

4 4
2(x+2)(x—§) <0

=>—-2<x<1/2
Fazendo a intersec¢ao com a condi¢ao de existéncia:

5= (o7}

1
=-2o0u-
2

Gabarito: S = (0;%]
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2.6. LOGARITMOS DECIMAIS

Vamos estudar o sistema de logaritmos na base 10.

2.6.1. CARACTERISTICA E MANTISSA

Qualguer numero positivo pode ser comparado entre poténcias de base 10 de expoentes
consecutivos.

Exemplo:
1) 0,012 =102 < 0,012 < 107!
2)32 =10 <32 < 10?
3) 1252 = 103 < 1252 < 10*
Usando essa ideia, podemos escrever para x € R, ec € Z:
10° < x < 10°*
log10° < logx < log10°*?
c<logx<c+1
Dessa desigualdade, temos:
logx=c+m0<m<1

¢ é chamado de caracteristica do logaritmo decimal x e m é chamado de mantissa do
logaritmo decimal x.

Vamos aprender a calcular a caracteristica e a mantissa.

Devemos dividir em dois casos:

Casol)x >1

X € um numero com n algarismo na parte inteira. Entao:
c=n-—1

Caso2)0<x <1

X é um numero com n algarismo zero antes do primeiro algarismo significativo.

c=-n
Exemplos:
1) 124,3

n=3=>c=2
2) 0,015

n=2=c=-2

A mantissa é obtida através das tabelas de logaritmos. Ela, geralmente, € um nimero
irracional e por esse motivo as tabelas fornecem valores aproximados dos logaritmos dos
numeros inteiros.
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2.6.2. TEOREMA DA MANTISSA

Os logaritmos decimais x e x - 10” parax € R} e p € Z, possuem a mesma mantissa.
Demonstragao:
logx=c+m,ceZeme[0,1)

logx-10° =logx+p=c+p+m
7

A caracteristica de x - 107 é ¢ = ¢ + p e a mantissa é a mesma de x.
Exemplos:
log2 =0,3010 =0+ 0,3010
A mantissa de log 2 é 0,3010 e sua caracteristica é c = 0.
log3=0,4771=0+0,4771

A mantissa de log 3 é 0,4771 e sua caracteristica é ¢ = 0.

2.7. SISTEMAS DE LOGARITMOS USANDO SEQUENCIAS

Seja uma PG da forma (aq,ay, ...,a,) coma; >0eq > 0.
Usando a forma geral, temos:
ay = a;q*!
Aplicando logaritmo na base b:
log, a,, = log, (a;q")
log, a, =log, a; + (n—1)log, q

Perceba que ao aplicar o logaritmo na forma geral da PG, obtemos uma PA de razao logb q.

2.8. CALCULO DE AREAS USANDO LOGARITMOS

Podemos usar as propriedades dos logaritmos para calcular areas.

Para uma fung¢do y = 1/x, temos o seguinte grafico:
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A é a area da regido colorida.
Se integrarmos o grafico entre os pontos a e b, obtemos a seguinte férmula:
b1
A =j —dx=Inb—Ina
a X

Podemos usar essa equacdo para calcular o valor numérico de Inx. A area pode ser
aproximada para um trapézio. Veja a figura:

Parax > 1:

Nesse caso, a area é dada por:

A

IR

Inx —Inl=Ilnx
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>lhx=A

Ainda ndo estudamos a area de um trapézio, veremos na aula de Geometria Plana. Saiba
gue a area do trapézio é dada por:

B+ b)h
g BEbh
2
Onde B é a base maior, b é a base menor e h é a altura.

Nesse caso, temos:

Para0 < x < 1:

A=Inl—Inx=—-Inx

Inx =-—-A

1
(1+3)@-x
2
(1 —x?)
- 2x
x> —1
2x

A=

A

Inx =

Exemplo:

1) Calcule o valor aproximado de In 3:
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1 3—32_1—4~133
1’1 -_ 6 _3— )

Esse valor é uma aproximacao, o valor de In 3 é:
In3 =1,0986122887

Perceba que sao valores bem préoximos.

3. FUNCAO PISO E FUNCAO TETO

Vamos estudar rapidamente duas fun¢des que podem ser cobradas na prova, as fungdes
piso e as fungdes teto.

3.1. DEFINICAO

A fungdo piso é denotada por f(x) = |x]. Ele representa o maior inteiro que é menor ou
igual a x. Na pratica, o que fazemos é um “arredondamento para baixo”, de modo a obter um
ndmero inteiro que satisfaz os requisitos.

Ao contrario da fungdo piso, temos a fungdo teto, denotada por g(x) = [x]. Ele representa
0 menor inteiro que é maior ou igual a x. Nesse caso, fazemos o “arredondamento para cima” e
pegamos 0 menor valor inteiro que satisfaz os requisitos da fungcao. Vamos ver a defini¢ao formal
de cada um deles:

f(x) = |x| = max{m € Z|m < x}
g(x) = [x] = min{n € Z|n > x}
E possivel representar a parte fracionaria de x, usando a seguinte funcio:
h(x) = {x} = x — [x]

{x} representa a parte fraciondria do numero real x.

Exemplos:

1)|1,5] =1
2) [V3] =2
3) V3] =1

4) {3,14159} = 3,14159 — |3,14159] = 3,14159 — 3 = 0,14159

3.1.1. Propriedades
Pl)x —1<|x] <x
P2)x <[x]<x+1
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3.2. GRAFICO

Vamos esbocar o grafico das func¢des piso, teto e a fracionaria.

Para f: R - Z tal que f(x) = [x], temos:

3 ?—0
f(z) = [x] 0 ° .
g |
r - O ; : =
-3 =2 -1 0 1 2 3 x
'E |
o—8
Para g: R — Z tal que g(x) = |x], temos:
o
3
g(z) = |=] 0 s o
i e—s
: : ¢ o i -
-3 -2 -1 0 1 2 3 x
: | S
1 1

Para h: R - R tal que h(x) = {x}, temos:
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3
h(x)={x!
2
i i " -
—3 —2 -1 3 T

HHHHHH

PRATICAR!

16.Resolva as seguintes equagodes:
a)[x]*—=2[x]—-3=0
b) {x} + 2|x] = 1, parax € ]3,4]
Resolugao:
a)[x]*?—=2[x]-3=0
Vamos fazer a substituicdo y = [x]. Desse modo:
y?—2y—3=0
-3+ =0
Assim, encontramos as raizes:
y,=—1louy,=3
Retornando a variavel x:
[x]=—-1=>-2<x<-1
[x] =3=22<x<3
A solucao é dada por:
S=]-2,-11U]2,3]
b) {x} + {%} =1,parax €]3,4(
Vamos escrever {x} = x — |x|:
x — |x] +1—H =1
X X
Como x € |3, 4], temos |x] = 3.
Para 1/x:

I<x<4
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Entao:

Substituindo na equag¢ao, obtemos:
x—3+--0=1

x+-—4=0
x> —4x+1=0
Encontrando as raizes:
x=(2++3)
Assim, a solucdo é dada por:
s ={2++3}

Gabarito:a) S =] —2,-1] U ]2,3] b)S = {2 + V3}

4. EQUACOES FUNCIONAIS

Equagbes funcionais sdao equagles cujas incdgnitas sao fungdes, vamos estudar as
principais e aprender a resolver algumas. As outras podem ser resolvidas usando a mesma ideia.

4.1. EQUAGOES FUNCIONAIS BASICAS

4.1.1. EQUACC~)ES FUNCIONAIS DE CAUCHY
Dfx+y)=f&)+f)
I fx+y)=f0) - f)
nn f(x-y) = fx) + f)
V) flx-y)=fx) - f(¥)

4.1.2. EQUACAO FUNCIONAL DE JENSEN

f<x;ry> _f®) erf(y)

4.1.3. EQUACAO FUNCIONAL DE D'ALAMBERT
fa+y) +flx—y)=2-f(x) - f(¥)
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4.1.4. EQUAGCOES FUNCIONAIS TRIGONOMETRICAS

Dglx+y)=fx)-gy)+ ) gk
M glx-y)=f)-gy)—f) g
Hn fx+y)=fx) - fy) —gx) - g»)
WM fx=y)=f-fy)+gx)-g®»)

4.2. COMO RESOLVER UMA EQUAGAO FUNCIONAL

1) Vamos resolver a primeira equacao funcional de Cauchy:

fx+y)=f)+fQ)

Para resolver esse tipo de problema, devemos usar o bom senso e ver quais informagdes
conseguimos extrair dessa equacgao.

Vamos verificar, inicialmente, o valorde x = y = 0:
fO+0)=£(0)+f(0) =2f(0)
= f(0) =0
Agora, podemos proceder verificando sua paridade, fazendox € Rey = —x:
fG—x)=fl)+ f(—x)
f0) = f(x) + f(=x)
fO=0=—F()=f(-x)
Dessa forma, podemos afirmar que a paridade da fungao é impar.
E o que acontece se fizermos y = x, 2x, 3x, 4x, ...?
fl+x)=fl0)+fx)
f2x) =2f(x)
fl+2x) = f(x) + f(2x%)
f(B3x) =3f(x)
flx+3x) = f(x) + f(3x)
f4x) = 4f (x)

Podemos deduzir que f(kx) = kf (x). Vamos provar por PIF:
Para k = 1, temos f(x) = f(x).
Para k € N, devemos provar que f (kx) = kf (x) = f((k + 1)x) = (k+ 1)f (x):
Usando a equagdo funcional e fazendo y = kx, temos:
fx+kx) = f(x) + fkx)
f((k+ Dx) = £+ kef (x)
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= f((k + Dx) = (k + Df(x)

Concluimos que a fungdo também possui a forma f (kx) = kf (x).
Podemos também usar a indugdo vulgar e provar que f(—kx) = —kf (x).
Se f(—kx) = —kf (x), temos:

f(=x —kx) = f(=x) + f(—kx)
Como f é impar temos f(—x) = —f(x):

fl=le+Dx) =—f(x) — kf(x)

= f(=(k + Dx) = —=(k + Df (x)
Com isso, provamos que f(kx) = kf(x),k € Ze x € R.
E se fizermos x = 17

flk-1) =kf(1)
flk) = kf(1)

Perceba que f (1) pode ser escrito como uma constante, vamos defini-la como a constante

= fk)=k-c,k€eL
Se tomarmos k = x € Z e substituir na equagdo acima, temos:
fx)=cx,x €Z

Vamos verificar se x pode ser racional, fazendo x = p/q,comp € Ze q € Z*:
X = P >qx=p-1
q

fl@g-x)=f(p-1)
qf (x) = pf(1)

_P
f(x)—qf(l)

= f(x) =xf(1)
Portanto, f(x) = cx,x € Qe f(1) = c.

Usando o Teorema de Dedekind, podemos provar que f(x) = cx,x € R. Ndo veremos
essa demonstracdo nesta aula, pois ela foge ao escopo do curso.

= f(x) =cx,x ER

2) Vamos aprender a resolver a equacdo funcional de Jensen:

f(x+y> _J)+f(y)
2 /) 2
Inicialmente, vamos verificar o que ocorre quandox € Rey = 0:
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~fG)=—7—

Assim, vamos fazer f(0) = b e substituir na equag3o:

xy fx)+b
-1 =25
Usando essa equagao, podemos escrever:
x+y\ flx+y)+b
f( 2 > N 2
Mas a equacgao funcional também pode ser:
x+y\  fG)+ ()
f( 2 > N 2

Entdo, temos a igualdade:

fa+y) +b_fO)+f)
2 2

fx+y)+b=f)+fQ)

Olha o bizu! Vamos subtrair —2b nos dois lados da equacdo:
fGc+y)+b—=2b=f0)+f(y)—2b
fx+y)—b=1[f(x)—b]l+[f(y) —b]

Tomando g(x) = f(x) — b e substituindo, temos:

glx+y) =g +g90)
A equacdo acima é a primeira equac¢ao de Cauchy, entdo, podemos escrever:

gx) =cx,x €eR
Retornando a fungdo f:
g(x) =f(x)—b
cx=f(x)—b
> f(x)=cx+bx€eER

Portanto, a funcao que satisfaz a equacao funcional de Jensen é a funcao linear acima.
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5. QUESTOES NIVEL 1

1. (ESA/2018)

Seja a fungao definida por f: R — R, tal que f(x) = 2*. Entdo f(a+ 1) — f(a) é igual a:
a)2f(a)

b) f(a)

) f(1)

d) 2

e)l

2. (EEAR/2018)

O valor real que satisfaz a equagdo 4* — 2* — 2 = 0 é um nimero
a)entre —2 e 2

b) entre 2 e 4

c) maior que 4

d) menor que —2

3. (EEAR/2012)

No conjunto dos niimeros reais, a equag¢do (3*)* = 98 tem por raizes
a) um nimero positivo e um negativo.

b) um nimero negativo e o zero.

c¢) dois nimeros negativos.

d) dois nimeros positivos.

4. (EEAR/2009)

Se x é a raiz da equagdo (g)x = 2,25, entdo ovalorde x é
a) 5.

b) 3.

c)—2.

d) —4.

5. (EEAR/2008)

A raiz real da equagdo 4*~ 1 = %é um nimero
a) inteiro positivo.

b) inteiro negativo.

c) racional positivo.

d) racional negativo.

6. (EEAR/2008)
A raiz real da equagao 25Y% — 24 . 5V* = 25 & um niimero multiplo de
a)7.
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b) 5.
c) 3.
d) 2.

7. (EEAR/2005)

A soma dos valores de x que verificam a equagdo 5°* — 7 -5* + 10 =0 é
a)log 10

b) logs 10

c)log, 5 + logs 2

d)log, 2 +log, 5

8. (EEAR/2004)

Na equagdo 2**1 + 27* = 3, é verdadeira a afirmativa:
a) Uma das raizes é 1.

b) A soma das raizes € um numero inteiro positivo.

c) O produto das raizes é um nimero inteiro negativo.

d) O quociente das raizes pode ser zero (0).

9. (EEAR/2003)

Prof. VictorSo

Todo niimero real positivo pode ser escrito na forma 10*. Tendo em vista que 8 ~ 10%°°, entdo o

expoente x, tal que 125 = 10%, vale aproximadamente,
a) 1,90
b) 2,10
c) 2,30
d) 2,50

10. (EEAR/2003)

O valor da raiz da equagdo 2**1 + 2*~1 = 40 é um nimero
a) inteiro positivo

b) irracional

c) inteiro negativo

d) imaginario puro

11. (EEAR/2003)

Se 0,0625**2 = 0,25, entdo (x + 1)% vale
3

a) —15

b) o

c) 64

1
d)a

AULA 11 — EXPONENCIAL E-LOGARITMOS

65



9

v

Estratégia

Militares

12. (EEAR/2002)

- 2x2+1 ,
Resolvendo a equagdo 22 = 256, concluimos que ela

a) ndao admite solugdes reais
. 3 .
b) admite \E como raiz.

c) admite duas solugdes reais positivas.

d) admite duas solugGes cuja soma é zero.

13. (EEAR/2002)

Se8* 9 = 16)2_C, entdo x é um nimero muiltiplo de
a)2

b) 3

c)5

d)7

14. (EEAR/2001)

Prof. VictorSo

Se x e y sdo numeros reais que tornam simultaneamente verdadeiras as sentengas 2**Y — 2 = 30

e2* Y —2 =0, entdo x” é igual a:
a)9
b) 8
1
C)g

1
d)a

15. (EEAR/2001)

Resolvendo a equagdo (0,0625)* 2 = 0,25, obtemos x igual a:
a)2/9

b)2/5

c)5/2

d)9/2

16. (ESA/2012)

O conjunto solugdo da equagdo exponencial 4* — 2* = 56 é
a){-7,8}

b) {3, 8}

c) {3}

d){2,3}

e) {8}

17. (EEAR/2018)

x+2
Na fungdo f(x) = 27 = , tal que x # 0, o valor de x para que f(x) = 3%, é um nimero

a) divisivel por 2

AULA 11 — EXPONENCIAL E-LOGARITMOS

66



ﬁ Estratégia Prof. VictorSo

Militares

b) divisivel por 3
c) divisivel por 5

d) divisivel por 7

18. (EEAR/2015)

Se f(x) = a* + b é uma fungdo tal que f(0) = ge f(—=1) =1, entdoovalordea é
a)l

b) 2

c)1/2

d)3/2

19. (EEAR/2013)

Seja uma fungao real definida por f(x) = (x + 1) - m*~1. Se f(2) = 6, entdo m é igual a
a) 4.

b) 3.

c) 2.

d) 1.

20. (EEAR/2007)

-x
Sejam as fungdes f, g, h e t definidas, respectivamente, por f(x) = (;) , g(x) =1, h(x) =

(\/f)_x et(x) = (?)x

Dessas quatro fungoes, é(sdo) decrescente(s)
a) todas.

b) somente trés.

c) somente duas.

d) somente uma.

21. (EEAR/2001)

O conjunto imagem da fungdo f(x) = 3* — 5 é:
a) {f(x) € R|f(x) < —4}

b) {f(x) € R|f(x) > —4}

o) {f(x) € R|f(x) = -5}

d) {f(x) € RIf(x) > —5}

22. (EEAR/2017)

A desigualdade (1)3x_5 > (l)x tem como conjunto solugao
2 4

a)S={xeRx>1}

b)S = {x € Rlx < 5}

c)S ={x€R|x > 5}

AULA 11 — EXPONENCIAL E-LOGARITMOS

67



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

dS={xeR|1<x<5}

23. (EEAR/2002)

A solugdo da inequagdo x2*~1 < x3,sendox > 0 e x # 1, é o conjunto S = {x € R| ... }. Assinale a
alternativa que completa corretamente os pontilhados:

aAx <2

b)x > 2

g0<x<?2

di<x<?2

24. (EEAR/2002)
Os valores de x para os quais (0, 8)4"2‘x > (0,8)3*+D
a) Bex<?
N
b)—-<x<=
2 2
c)x < —Soux>1
2 2
d)x < —loux>2
2 2
25. (ESA/2018)
O valor da expressao A = log, G) + logg 32 é:
a)—1
b)5/3
c)2/3
d)o
e)l

26. (ESA/2018)

Adotando-se log2 = x elog 3 = y, o valor delogs 120 sera dado por:
) x+2y+1

1-y

27. (ESA/2016)

Utilizando os valores aproximados log2 = 0,30 e log 3 = 0,48, encontramos para log W o
valor de:

a) 0,33

b) 0,36

c) 0,35
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d) 0,31
e) 0,32

28. (ESA/2015)

Dadoslog3 = aelog2 = b, a solugdo de 4* = 30 é:
a) 2a+1

bZ
a+
b) =~
2b+1
c)
al
a+
d) 5,

b+2
)

29. (ESA/2012)

Prof. VictorSo

Sabendo que logP = 3loga —4loghb + %log ¢, assinale a alternativa que representa o valor de

P (dados:a=4,b=2ec =16)
a) 12
b) 52
c) 16
d) 24
e)73

30. (ESA/2010)

Selog, 3 = aelog,5 = b, entdo o valordelog,s 75 é
aJa+b

b) —a + 2b

cJa—>b

d)a—2b

e)—a—2b

31. (EEAR/2019)

Sejam m,n e b numeros reais positivos, com b # 1. Se log,m = x e se log,n =y, entao

log,(m - n) + log, (%) éigual a
a)x

b) 2y

cx+y

d)2x—y

32. (EEAR/2017)
Selog2=0,3elog36 =1,6,entaolog3 =___
a)0,4
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b) 0,5
c) 0,6
d) 0,7

33. (EEAR/2013)

Selog x +logy = k, entdo log x°> + log y° é
a) 10k

b) k10

c)5k

d) k°

34. (EEAR/2000)
log,x +log,y =4

xy=8 , obtemos:

Resolvendo o sistema {

a5 =((322)

b)§ ={(8 1)}
s =1{24)}

0= {(16.1)

35. (EEAR/2016)

O valor de x na equacdo logi(log,,3x) =16
3

a)1l
b) 3
c)9
d) 27

36. (ESPCEX/2017)
Resolvendo a equagdo log; (x> — 2x + 3) + logi(x — 1) = log;(x + 1), obtém-se:
3

a)s ={-1}
b) S = {4,5}
c)S ={6}
ds=09
e)S = {4}

37. (EEAR/2002)

Se o logaritmo de um niimero na base n é 4 e na base n/2 é 8, entao esse nimero esta no intervalo

a) [1,50]

b) [51,100]
c)[101,200]
d) [201,500]
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38. (EEAR/2014)

Se f(x) =logxea-b=1,entdo f(a) + f(b) éigual a
a)o

b) 1

c) 10

d) 100

39. (EEAR/2013)

Para que exista a fungdo f(x) = log(x — m), é necessario que x seja
a) maior que m.

b) menor que m.

c) maior ou igual a m.

d) menor ou igual a m.

40. (EEAR/2002)

Na figura abaixo, a curva representa o grafico da fun¢dao y = log x, para x > 0.

Assim, a soma das areas das regides hachuradas é igual a
a)log2
b) log 3
c)log4
d)logé6

41. (EEAR/2003)
O grafico abaixo representa a fungao y = log, x.
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Dentro das condigGes de existéncia para que a operacao de logaritmacdo seja sempre possivel e de
resultado Unico, a base a é

a)0<ax<1

b)a=0

ca>1

da<0

42. (EEAR/2017)
As fungbes logaritmicas f(x) = logg 4 x e g(x) = log, x sdo, respectivamente,
a) crescente e crescente
b) crescente e decrescente
c) decrescente e crescente
d) decrescente e decrescente

43. (EEAR/2011)

Sejam as fungbes logaritmicas f(x) =log,x e g(x) =log, x. Se f(x) é crescente e g(x) é

decrescente, entao
aJa>1leb<1
b)a>1e0<b<1
c0<a<1leb>1
d0<a<leO<b<1

44. (EEAR/2002)

O numero de pontos de interseccao dos graficos das fungoes definidas por f(x) = 3logxe g(x) =

log9 + log x,sendox > 0, é
a)o
b) 1
c)2
d)3

45. (ESA/2018)

Sejam f:{xeR|x>0}>R e g:R- R, definidas por f(x)=1log,x e g(x)= i - 2%,

respectivamente. O valorde f 0 g(2) é:
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a)o
b) 2
c)—2
d)4
e)—4

46. (ESA/2011)

Se f(x) = log s x%, com x real e maior que zero, ento o valor de f(f(5)) é

2log 2

a) —=
1+log2

) log 2
log 2+2
5log2
log2+1
8log2
1-log2
5log 2
1-log2

c)
d)
e)

47. (EEAR/2006)
O menor numero inteiro que satisfaz a inequagdo log,(3x — 5) > 3 é um nimero
a) par negativo.
b) par positivo.
c) impar negativo.
d) impar positivo.

48. (ESPCEX/2000)

Considere a soma S = log G) + log G) + log (Z) +---+ log (ﬁ), em que n é um numero
natural. O menor valorden paraoqual$§ > 1é

a) 20

b) 21

c) 22

d) 25

e) 29

49. (EEAR/2003)

Sex€Ze f(x)éumafuncdotalque f(p+q) =f(p)-f(q) e f(2) =2,entdo f(0) e f(—2) sdo,
respectivamente,

a)1 e%

b)oe

c)leO

d)jle-4
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48. b
49. a

Prof. VictorSo

RESOLUCAO

Co

1. (ESA/2018)

Seja a funcgao definida por f: R — R, tal que f(x) = 2*. Entdo f(a+ 1) — f(a) é igual a:

a) 2f(a)
b) f(a)
o f()
d) 2
e)l
mentarios
Queremos:
fla+1)—f(a) =29%1 —20=2.20-20=29(2—-1)=2¢
= fla+1D-f(a) =2= f(a)

Gabarito: “b”.

Co

2. (EEAR/2018)
O valor real que satisfaz a equagdo 4* — 2* — 2 = 0 € um numero
a)entre—2e2
b) entre 2 e 4
¢) maior que 4
d) menor que —2
mentarios
Fazendo a substituicdo 2* = y, temos:
4°-2"-2=02>9y>’—-y—-2=0=>@y+D({y-2)=0
Resolvendo em y, encontramos:
y=2ouy=-1
Como 2* > 0,Vx € R, temos apenas a possibilidade y = 2, logo:
2"=2>x=1

1 é um ndmero entre —2 e 2.

Gabarito: “a”.

A

3. (EEAR/2012)

No conjunto dos niimeros reais, a equagdo (3*)* = 92 tem por raizes
a) um nimero positivo e um negativo.

b) um niimero negativo e o zero.

c) dois niimeros negativos.
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d) dois niimeros positivos.
Comentarios
x 2 8 2
(3)' =9°=3"=(3%) 3 =3"
>x2=16>x = +4
Portanto, temos como solugdo um nuimero positivo e um nimero negativo.

Gabarito: “a”.

4. (EEAR/2009)

Se x é a raiz da equagao G)x = 2,25, entdao o valorde x é
a) 5.

b) 3.

c) —2.

d) —4.

Comentarios

Gabarito: “c”.

5. (EEAR/2008)

A raiz real da equagdo 4*~1 = %é um nimero
a) inteiro positivo.

b) inteiro negativo.

c) racional positivo.

d) racional negativo.
Comentarios
1

x-1 _ —
4 8

= 22(x—1) — 2—3

=2(x—1)=-3

=>2x=-1
o 1
X = >

Gabarito: “d”.
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6. (EEAR/2008)

A raiz real da equacgdo 25V* — 24 . 5Y% = 25 é um nimero multiplo de
a)7.

b) 5.

c) 3.

d) 2.

Comentarios
25V —24.5% =25 & 52% _24.5%F _25 =0

Fazendo 5%* = y:

y? —24y—25=0

=25+ =0

y=250uy=-1
Como 5& > 0, temos:

5 =25=52sx=2=x=4

Portanto, a raiz € um niumero multiplo de 2.

Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

7. (EEAR/2005)
A soma dos valores de x que verificam a equagdo 5°* — 7 -5* + 10 =0 é
a)log10
b) logs 10
c)log, 5 + logs 2
d) log, 2 +log, 5
Comentarios
Substituindo 5% = y:
y2—7y+10=0
Resolvendo em y, encontramos:
y=50ouy=2
Portanto, temos como raizes:
5 =5=x=1
5"=2=x=log,2

A soma das raizes é:

S =1+logs2 =1logs5 +logs 2 =logs(5-2) = logs 10

Gabarito: “b”.

8. (EEAR/2004)
Na equagdo 2**1 + 27* = 3, é verdadeira a afirmativa:
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a) Uma das raizes é 1.

b) A soma das raizes € um numero inteiro positivo.

c) O produto das raizes € um nimero inteiro negativo.

d) O quociente das raizes pode ser zero (0).

Comentarios

Resolvendo a equagao:

Fazendo 2* = y:

Resolvendo em y:

y:

Assim, temos como raizes:

2x+1 + 2—x — 3

1
2:2+--3=0

= :1 —_
4 4 ou
2X=1=2x=0
1
?=§=2*:x=—1

Prof. VictorSo

Analisando as alternativas, vemos que o quociente das raizes pode ser zero.

Gabarito: “d”.

9. (EEAR/2003)

Todo niimero real positivo pode ser escrito na forma 10*. Tendo em vista que 8 ~ 10%°?, entdo o

expoente x, tal que 125 = 10%, vale aproximadamente,

a) 1,90

b) 2,10

c) 2,30

d) 2,50
Comentarios

Veja que:

8 ~ 10°%° = 23 ~ 10°%

125 = 10* = 53 = 10~

Vamos multiplicar as duas equagdes e tentar encontrar o valor aproximado de x:
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3~090+x
x =~ 2,10

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

10. (EEAR/2003)

O valor da raiz da equagdo 2**! + 2*1 = 40 é um nimero
a) inteiro positivo

b) irracional

c) inteiro negativo

d) imaginario puro

Comentarios

Fazendo 2" = y, temos:
2.2% + = = 40

2y + = =140

5y =80

= 2* =16 =2*

Gabarito: “a”.

11. (EEAR/2003)
Se 0,0625*"% = 0,25, entdo (x + 1)° vale
3
a) —12
b) -
c) 64
1
d) o
Comentarios

Reescrevendo os nimeros na forma fracionaria:
x+2

2
0,0625*" = 0,25 & [G) ]

1 2x+4-_ 1!
4 ~\4

3

2x+4=1=>x=—§

Portanto:
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Gabarito: “d”.

12. (EEAR/2002)

- 2x%+1 ,
Resolvendo a equagdo 22 = 256, concluimos que ela
a) nao admite solugdes reais

. 3 .
b) admite \E como raiz.
¢) admite duas solugoes reais positivas.
d) admite duas solugdes cuja soma é zero.
Comentarios

2x24+1 2x24+1
22 22

3
=256 =28 =2?
2x2+1=32>2x?2=2=>x*=1=>x=+1
Portanto, a equagdo admite duas solugdes cujasoma é —1 + 1 = 0.

Gabarito: “d”.

13. (EEAR/2002)

Se8* 9 = 162, entdao x é um namero muiltiplo de
a)2

b) 3

c)5

d)7

Comentarios
X
@) ="
23x—27 — 22x
3x — 27 = 2x
x =27
27 é um numero multiplo de 3.

Gabarito: “b”.

14. (EEAR/2001)

Se x e y s3o niumeros reais que tornam simultaneamente verdadeiras as sentengas 2**Y — 2 = 30

e2* Y —2 =0, entdo x? éigual a:
a)9
b) 8
1
C)gl
d);

Comentarios
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Da segunda equagao, temos:
2V =2=x—-y=1
Da primeira equagao:

2V =32=2"2x+y=>5

{x —y=1
x+y=>5
Resolvendo o sistema, obtemos:

x=3ey=2
Logo:

=3"=9

Gabarito: “a”.

Prof. VictorSo

15. (EEAR/2001)

Resolvendo a equagdo (0,0625)*2 = 0,25, obtemos x igual a:
a)2/9

b)2/5

c)5/2

d)9/2

Comentarios

-2 .
12" —1:>12x4—1:>2 4=1= —5
4 “37\a) TETATETITX=3

Gabarito: “c”.

16. (ESA/2012)
O conjunto solugdo da equagdo exponencial 4* — 2* = 56 é
a){—7,8}
b) {3, 8}
c) {3}
d) {2,3}
e) {8}
Comentarios

Substituindo 2* = y e resolvendo a equacdo em y:

y2—y—56=0
1++v225 1415
yETT T T2

Como 2* > 0, temos:
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Gabarito: “c”.

Prof. VictorSo

17. (EEAR/2018)

x+2
Na fungdo f(x) = 27 = , tal que x # 0, o valor de x para que f(x) = 3%, é um numero

a) divisivel por 2
b) divisivel por 3
c) divisivel por 5
d) divisivel por 7
Comentarios

x+2 x+2 3x+6
27 x =3 =>(3) ®53x =3°23x+6=6x=>3x=6

ax =2

Gabarito: “a”.

18. (EEAR/2015)
Se f(x) = a* + b é uma fungdo tal que f(0) = ge f(—=1) =1, entdoovalordea é
a)1l
b) 2
c)1/2
d)3/2
Comentarios

Usando os valores dados:

4 4 4 1
f(O)—§=>a +b_§=>1+b—§ b=§
f(—1)=1:,~a‘1+1=1=>1=3:oa=E

3 a 3 2

Gabarito: “d”.

19. (EEAR/2013)

Seja uma fungao real definida por f(x) = (x + 1) - m*~1. Se f(2) = 6, entdo m é igual a
a) 4.

b) 3.

c) 2.

d) 1.

Comentarios
fRQ=6>2+1) m*1=6=>3m=6=>m=2

Gabarito: “c”.

20. (EEAR/2007)

—-X
Sejam as fungdes f, g, h e t definidas, respectivamente, por f(x) = G) , g(x) =n*, h(x) =

(V2) "t = (L)

Dessas quatro fungoes, é(sdo) decrescente(s)
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a) todas.
b) somente trés.
c) somente duas.

d) somente uma.
Comentarios

Analisando cada funcao:

=@ -6 ]-6)

. x : 3 .
Vemos que f é uma fungdo exponencial de base 2> 1. Portanto, sabemos que é crescente,

X

pois quanto maior x, maior ficay = f(x).
gx) =n*

g € também uma fungao exponencial, de base m > 1. Sabemos que é crescente, pois
quanto maior o valor de x, maior sera o valor de y = g(x).

o= (D" =[00] = () - (5)
V2 2
Assim, vemos que h é uma funcdo exponencial de base g < 1. Assim, quanto maior o valor
de x, menor sera o valor de y = h(x), sendo, portanto, uma func¢io decrescente.

X

V10
t(x) =|—
3
Sabemos que:
v10
V10 >.9=.,10> 3 =>T> 1

. , ~ . V10 .
Assim, t é uma funcao exponencial de base =5 > 1, e, portanto, quanto maior o valor de

x, maior sera o valor de y = t(x), sendo t, desse modo, uma fungdo crescente.
Portanto, dentre as alternativas, apenas h é decrescente.

Gabarito: “d”.

21. (EEAR/2001)
O conjunto imagem da fungdo f(x) = 3* — 5 é:
a) {f(x) € R|f(x) < —4}
b) {f(x) € R|f(x) > —4}
) {f(x) € R|f(x) = -5}
d) {f (x) € R|f(x) > —5}
Comentarios

Para todo x real, temos:

3*>0=>3"-5>-5> f(x) > -5
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Portanto, a imagem de f é:

Im(f) = {f(x) € R|f (x) > -5}

Gabarito: “d”.

22. (EEAR/2017)
1\3%-5 x
A desigualdade (E) > (Z) tem como conjunto solugao
a)S ={xeR|x>1}
b) S = {x € R|x < 5}
c)S ={x € R|lx > 5}
dsS={xeR|1<x<5}

Comentarios
Vamos reescrever a inequacao:
™ >
25—3x > 2—2x
5—-3x>-2x=>5>x

3x—5 x

~x<5
Portanto, a solucao é
S={x€eR|x <5}
Gabarito: “b”.

23. (EEAR/2002)

A solugdo da inequagdo x**"1 < x3,sendox > 0 e x # 1, é o conjunto S = {x € R| ... }. Assinale a
alternativa que completa corretamente os pontilhados:

a)x <2

b)x > 2

go<x<2

di<x<2

Comentarios
x2%=1 < 43
Parax > 1:
2x —1<3=22x<4=>x<2
Temos como solugao:
S={xeR|l<x<2}
Para0 <x < 1:
2x—1>3=2x> 4= x> 2 (nao convém)

Gabarito: “d”.
24. (EEAR/2002)
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Os valores de x para os quais (0, 8)*"~* > (0, 8)3*+1
a) e x<t
f 3
b)—-<x<=
2 2
3 1
Jx<—oux>-
2 2

1 3
dx<—-oux>-=
2 2

Comentarios
Como a base é um numero entre 0 e 1, temos que trocar o sinal de desigualdade, logo:
4x? —x <3(x+1)=>4x*>—-4x-3<0
2x—-3)2x+1)<0

A solucao dessa inequacgao é:

N W

1<<
ZX

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

25. (ESA/2018)
O valor da expressdao A = log, G) + logg 32 é:
a) —1
b)5/3
c)2/3
d)o
e)l
Comentarios
1 5 2
A = log, <E) +logg 32 =log, 271 +log,32° = —1 + 373
Gabarito: “c”.

26. (ESA/2018)

Adotando-se log2 = x elog 3 = y, o valor de log; 120 sera dado por:
a) x+2y+1

Comentarios

Vamos escrever o logaritmo na base 10 e tentar escrevé-lo em fung¢do de log 2 e log 3:

log120 log(3-4-10) log3 +log4+1log10 log3 +log 2% +1og 10
log5 log(m) ~ log10—1log2 log10 — log 2

log. 120 =

2
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_log3+2log2+1logl0 y+2x+1
B log 10 — log 2  1-x

Gabarito: “e”.

27. (ESA/2016)

Utilizando os valores aproximados log2 = 0,30 e log 3 = 0,48, encontramos para log VY12 o

valor de:

a) 0,33

b) 0,36

¢) 0,35

d) 0,31

e) 0,32
Comentarios

Reescrevendo o logaritmo:

log Y12 = log(2*-3)% =

Substituindo os valores:

1
3 _

1
-(log22 +log3) =3 (2log2 +1log3)

1
(2 030+O48)— -1,08 = 0,36

Gabarito: “b”.

28. (ESA/2015)

Dadoslog3 = aelog2 = b, asolugdo de 4* = 30 é:
2a+1

a) ,

b) ﬂ

0 2ba+1

d) E
e

)_

Comentarios

Aplicando o logaritmo decimal na equacao:

4* =30 © 2** =30 © log2** =log30 & 2xlog2 =log(3 - 10)
log3 +1og10 a+1
2log2  2b

SX =

Gabarito: “d”.

29. (ESA/2012)

Sabendo que logP = 3loga —4logb + ilog ¢, assinale a alternativa que representa o valor de

P (dados:a=4,b=2ec =16)
a) 12
b) 52
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c) 16
d) 24
e)73

Comentarios

1
logP = 3loga — 4logb+§logc

1
logP = loga® —logh* + logc?
1
&3 c2
logP = log
1 1
a’-cz 4%-162 4%.-4 2% |

= P = b4— = 24 = 24 =?=2 =16

Gabarito: “c”.

30. (ESA/2010)

Selog, 3 = aelog, 5 = b, entdo o valordelog,s 75 é
a)a+b

b) —a + 2b

cJa—>b

d)a—2b

e)—a—2b

Comentarios
1
logO‘5 75 = log,-1 (3 . 52) — (log2 3 +log, 5 ) = —(log2 3 + 2log, 5)=-—a—2b

Gabarito: “e”.

31. (EEAR/2019)

Sejam m,n e b numeros reais positivos, com b # 1. Se log, m = x e se log, n =y, entdo

log,(m-n) + logb( ) éigual a
a)x

b) 2y

cJx+y

d)2x—y

Comentarios
log,(m - n) +log, (%) = log, m +log, n +log, n — log, m = 2log, n = 2y

Gabarito: “b”.

32. (EEAR/2017)

Selog2=0,3elog36 =1,6,entaolog3 =___
a)0,4

b) 0,5
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c)0,6
d) 0,7
Comentarios
log36 =1,6
log6* = 1,6

2log(2-3)=1,6
log2 +1og3=0,8
Substituindo o valor de log 2:
0,3+1log3=0,8
~log3 =205
Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

33. (EEAR/2013)
Selogx +logy = k, entdo log x° + log y® é
a) 10k
b) k10
c) 5k
d) k*
Comentarios
logx® +logy®> = 5logx + 5logy = 5(logx + logy) = 5k

Gabarito: “c”.

34. (EEAR/2000)

log,x +log,y =4

Resolvendo o sistema {
xy=8

s =((322)

b)§ = {(8,1)}
S ={24)}

95={(162)

Comentarios

, obtemos:

Da primeira equag¢ao, temos:

log, x +log,.y = 4

1
log, x + Elog2 y=4

1
log, x +log,yz =4
log, x,/y = 4
= x,/y =2* =16 (eq.])

Dividindo a eq. I pela segunda equagao do sistema:
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NGy 1
y = ° =327
Para esse valor de y, temos da segunda equacgao:

1

>x-—=8=>x =32
x4 X

Portanto, a solucdo é o par ordenado (32,%)

Gabarito: “a”.

1
4

Prof. VictorSo

35. (EEAR/2016)
O valor de x na equagdo logi(log,,3x) =1é

3

b) 3

d) 27

Comentarios

logi(log,,3x) =1
3

log,, 3x = 3
1
3x =273=3

~x=1

Gabarito: “a”.

36. (ESPCEX/2017)
Resolvendo a equagdo log;(x? — 2x — 3) + logi(x — 1) = log;(x + 1), obtém-se:
3

ds=0

a)s ={-1}
b) S = {4,5}
c)S ={6}
e)S = {4}

Comentarios

Vamos analisar a condi¢dao de existéncia dos logaritmos:

x> =2x—3>0=>(x—-3)x+1)>0=>x<-1loux>3

x—1>0=>x>1
x+1>0=>x>—-1

Fazendo a interse¢ao das condigdes, temos que x > 3.

Agora, vamos resolver a equacao:

log, (x* — 2x — 3) +logi(x — 1) = log,(x + 1)
3
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log, (x* — 2x —3) +log,-1(x — 1) = log,(x + 1)
log, (x* — 2x —3) —log,(x — 1) = log,(x + 1)

x?—2x—3
log, <?> = log,(x + 1)

x2—2x—13
A X+
x—1
x?—2x—-3=x%-1
—2x—3=-1
—2x =2
Sx=-—1

Note que a condicdo de existéncia diz que x > 3, logo ndao temos solug¢ao nesse caso, ou
seja,
S=0

Gabarito: D

37. (EEAR/2002)

Se o logaritmo de um nimero na base n é 4 e na base n/2 é 8, entao esse numero esta no intervalo

a) [1,50]

b) [51,100]

c) [101,200]

d) [201,500]

Comentarios
Seja x o numero mencionado. Assim, temos:

log x=4=x=n*

_ _my?_ ()

X
ST
~x =28 =256 €[201,500]
Gabarito: “d”.
38. (EEAR/2014)
Se f(x) =logxea-b=1,entdo f(a) + f(b) éigual a
a)o
b) 1
c) 10
d) 100

Comentarios

f(a) + f(b) =loga +1logh =log(a-b) =logl =0
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Gabarito: “a”.

39, (EEAR/2013)
Para que exista a fungdo f(x) = log(x — m), é necessario que x seja
a) maior que m.
b) menor que m.
c) maior ou igual a m.
d) menor ou igual am.
Comentarios

Devemos analisar a condicdo de existéncia:

x—m>0=>x>m

Gabarito: “a”.

40. (EEAR/2002)

Na figura abaixo, a curva representa o grafico da funcao y = log x, para x > 0.

»
X
Assim, a soma das areas das regides hachuradas é igual a
a) log 2
b) log 3
c)log4
d) log 6
Comentarios
Observe a figura:
A
log4
log3
log2
>
X
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As dreas sao dadas por:
S1=({og3 —1log2)(3—2) =log3 —log?2
S, = (log4 —log3)(4 —3) =log4 —log3
Somando as areas:
§=S5+S,=1log4—log2 =log2%—1log2 =2log2 —log2 = log2

Gabarito: “a”.

41. (EEAR/2003)

O grafico abaixo representa a fung¢ao y = log,, x.

Dentro das condi¢Ges de existéncia para que a operacao de logaritmacao seja sempre possivel e de
resultado unico, a base a é
a)0<ax<1
b)a=0
ca>1
da<0
Comentarios

Perceba que o grafico é de uma fungao decrescente. Assim, a base a deve ser um nimero
entreOe 1:

0<ax<l1

Gabarito: “a”.

42. (EEAR/2017)

As fungbes logaritmicas f(x) = logg 4 x e g(x) = log, x sdo, respectivamente,
a) crescente e crescente

b) crescente e decrescente

c) decrescente e crescente

d) decrescente e decrescente

Comentarios

Note que a base da fungdo f estd entre 0 e 1, logo, ela é decrescente. Como a base de g é
maior que 1, temos que ela é crescente.

Gabarito: “c”.

43. (EEAR/2011)
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Sejam as fungbes logaritmicas f(x) =log,x e g(x) =log, x. Se f(x) é crescente e g(x) é
decrescente, entdao

aJa>1leb<1

b)a>1e0<b<1

cJ0<a<leb>1

d0<a<leO0<b<1

Comentarios
Analisando a fungao f:
f(x) =log,x=y
>a¥ =x

Se f é crescente, quanto maior y, maior sera o valor de x. Portanto, perceba isso sé ocorre
quandoa > 1.

Analisando a fungdo g:
g(x) =logyx =y
=>bY =x

Se g é decrescente, entdo quanto maior y, menor deve ser o x. Isso sé ocorre na ultima
igualdade acima, se 0 < b < 1. Logo:

a>1le0<b<1

Gabarito: “b”.
44. (EEAR/2002)

O numero de pontos de interseccdo dos graficos das fungdes definidas por f(x) = 3logxe g(x) =

log9 + log x, sendox > 0, é

a)o

b) 1

c)2

d) 3

Comentarios
Vamos verificar quantas raizes encontramos para f(x) = g(x):
3logx =log9 + log x
2log x = log 32
log x?> = log9

>x2=9>x =43

Da condicdo de existéncia dos logaritmos, temos que x > 0, logo, existe apenas uma Unica
solucao, x = 3. Portanto, temos apenas 1 ponto de interseccao.

Gabarito: “b”.

45. (ESA/2018)
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Sejam f:{xeR|x>0}>R e g:R- R, definidas por f(x)=1log,x e g(x)= i - 2%,

respectivamente. O valorde f 0 g(2) é:
a)o
b) 2
c)—2
d) 4
e) —4
Comentarios

Sabemos que f 0 g(x) é a fungdo composta f(g(x)). Portanto:

fog2=r(g(2)
Calculando primeiramente g(2):
1
_ .92 _
g2y =,-2"=1
Assim:

fog(2)=f(g(2)=r(1)=log,1=0

Gabarito: “a”.

46. (ESA/2011)

Se f(x) = log x%, com x real e maior que zero, ent3o o valor de f(f(S)) é
2log2
a) —=Z
1+log2
) log 2
log 2+2
5log2
log2+1
8log2
1-log2
5log2
1-log2

c)
d)
e)

Comentarios

Calculando primeiramente f(5):

2
f(5) =log z5% =log 525 = =7=4
2

Agora, queremos:

f(£(5) = f(4) = log 516
Fazendo a mudanc¢a do log para a base 10:

log16 log2* 4log2 8log2 8log2

8log?2

f(f(®) =logs16 =

Gabarito: “d”.

T o1 Lo logs . _(10) 1-log2
log V5 log52 >log5 8 log(T) 08

47. (EEAR/2006)
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O menor numero inteiro que satisfaz a inequagao log,(3x — 5) > 3 é um nimero
a) par negativo.
b) par positivo.
c) impar negativo.
d) impar positivo.
Comentarios

Como a base é maior que 1, temos:

13
3x -5>22=23x>13=2>x > —

3
O menor inteiro que satisfaz a condi¢gdao acima é
15 .
x = -
3

Que é um impar positivo.
Gabarito: “d”.
48. (ESPCEX/2000)
Considere a soma S = log G) + log (g) + log G) +---+log (n%), em que n é um numero

natural. O menor valorden paraoqual s > 1 é
a) 20
b) 21
c) 22
d) 25
e) 29

Comentarios

Aplicando as propriedades dos logaritmos na soma, temos:
s=1 (3)+1 (4)+1 (5)+ +log(——)
_ng og3 0g4 8 n—1

s=108(3) (5) () - =)
5= 1052

Para § > 1:

log(g)>1=>g> 10 = n > 20

Sendo n um numero natural, o menor valor que satisfaz a condigdo acima é n = 21.
Gabarito: “b”.
49. (EEAR/2003)

Sex€Ze f(x)éumafuncdotalque f(p+q) =f(p)-f(q) e f(2) =2,entdo f(0) e f(—2) sdo,
respectivamente,
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a)1el
2

b)0 el
2

c)leO
dle-4

Comentarios

Considerando que a relagao dada é para quaisquer p, q € Z:

fo+q)=f@ - flq

Portanto, substituindo p = 2 e g = 0, a equagdo continuard valida:

f@+0)=f(2)-f0)=f(2)=f(2) -f(0)=>2=2f(0)=|f(0)=1

Assim, para calcular f(—2), basta substituirp = 2e q = —2:

1

f@=2=f2)-f(=2)=f0)=f(2D) f(-2)=1=2f(-2) > |f(-2) =7

Gabarito: “a”.

6. QUESTOES NIVEL 2

50. (AFA/2020)

Numa aula de Biologia da turma Delta do Colégio LOG, os alunos observam o crescimento de uma

cultura de bactérias.

Inicialmente tem-se uma amostra com 3 bactérias. Apds varias observagoes, eles concluiram que o

numero de bactérias dobra a cada meia hora.

Os alunos associaram as observac¢oes realizadas a uma férmula matematica, que representa o

numero f de bactérias da amostra, em fungao de n horas.

A partir da formula matematica obtida na analise desses alunos durante a aula de Biologia, o
professor de matematica da turma Delta propos que eles resolvessem a questao abaixo, com n €
N.

Se g(n) = log,[f(n)],log2 = 0,30 elog 3 = 0,48, entdo Y19 g(n) é um nimero cuja soma

dos algarismos é
a)6
b) 7
c)8
d)9
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51. (AFA/2020)

Considere:

x+1 1 -1

e amatriz4 = 0 1 0 > cujo determinante é detA = M
x+2 1 x+1
1 0 0 0 O
O 0 0 o0 1

e amatrizB=|0 0 0 -1 O |cujodeterminanteédetB = N;e
O 0 1 0 O
O -1.0 0 O

e T=3—x
Seja f uma funcgdo real definida por f(x) = log;y M + logy N.
Sobre o dominio de f, é correto afirmar que:
a) é o conjunto dos nimeros reais.
b) possui apenas elementos negativos.
c) nao tem o nimero 2 como elemento.

d) possui trés elementos que s3o nimeros naturais.

52. (AFA/2020)

Considere a fungdoreal g: R — Atalque g(x) = —b— b~ *l; b € Re b > 1; em que 4 é o conjunto

imagemde g.

Com relagao a fungao g, analise as alternativas e marque a verdadeira.
a) 3x € Rparaos quais g(x) > —b

b) A fung¢ao g admite inversa.

c) O conjunto solu¢do da equagdo g(x) = —b — 1 é unitario.

d) A fung¢do h definida por h(x) = g(x) + b + 1 é positiva Vx € R

53. (AFA/2020)

Sejam as funcgGes reais f, g e h tais que:
e f éfungdo quadratica, cujas raizes sao 0 e 4 e cujo grafico tangencia o grafico de g;

1)—2x2+8x+3

e gétalqueg(x) =mcomm > 0, em que m é a raiz da equagao ( = 128;

2
e h éfuncgao afim, cuja taxa de variacao é 1 e cujo grafico intercepta o grafico de f na maior
das raizes de f

Considere os graficos dessas fungées num mesmo plano cartesiano.
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Analise cada proposicdo abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.

®)]-[h(x)]?

( ) A fungdo real k definida por k(x) = r GO é NAO negativa se, e somente se

X €] — 00,0]

( )h(x) < f(x) < g(x) se, e somente se x €] — %,4[—{2}
( ) Aequagao h(x) — f(x) = 0 possui duas raizes positivas.
Sobre as proposicoes, tem-se que:

a) todas sdo verdadeiras.

b) apenas duas sdo verdadeiras.

c) apenas uma é verdadeira.

d) nenhuma delas é verdadeira.

54. (AFA/2019)

O dominio mais amplo da fungdo real f definida por f(x) = \/loga(x—z—3), emqueac]0,1], é
a) [-2,2]

b)]—2,2[

c)] —oo,—2] U [2, +oo]

d) [-2,—V3[U1V3,2]

55. (AFA/2018)
Considere os nimeros A, B e C a seguir.

A =1lo0g,527 -log,5 -log3 V2

B = log, <logn " f ’{/ﬁ) (n é natural maior que 2)

=)

A correta relagdao de ordem entre os nimeros A,B e C é

) (g)logb {a,b,c} c R}

aJA<B<C
b)B<A<C
c()B<C<A

dC<A<B
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56. (AFA/2017)

A fungdo real f definida por f(x) = a.3* + b, sendo a e b constantes reais, esta graficamente

representada abaixo.

Pode-se afirmar que o produto (a. b) pertence ao intervalo real
a)[—4,—-1]

b) [-1,2]

c)[2,5]

d) [5, 8]

57. (AFA/2016)

Considere a fungdo real f definida por f(x) = a* coma €]0,1].

Sobre a fungdo real g definidaporg(x) = | —b — f(x)| com b €] — oo, —1[, é correto afirmar que
a) possui raiz negativa e igual a log,(—b)

b) é crescente em todo o seu dominio.

c) possui valor maximo.

d) é injetora.

58. (AFA/2015)

Considere a fungdo real f: R — R definida por f(x) = a* —b,emque0 <a<1leb > 1.
Analise as alternativas abaixo e marque a FALSA.

a) Na fungdo f,se x > 0,entdo —b < f(x) <1 —b.

b) Im(f) contém elementos menores que o numero real —b.

c) A raiz da fungao f é um nimero negativo.

d) A fungdo real h, definida por h(x) = f(|x|) ndo possui raizes.
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59. (AFA/2014)

Pesquisas realizadas verificaram que, no planeta Terra, no inicio do ano de 2013, a populacdo de

passaros da espécie A era 12 vezes a populagao de passaros da espécie B.

Sabe-se que a popula¢ao de passaros da espécie A cresce a uma taxa de 5% no ano, enquanto que

a populacao de passaros da espécie B cresce a uma taxa de 20% ao ano.

Com base nesses dados, é correto afirmar que, essas duas populacdes de passaros serao iguais
(Considere: log7 = 0,85; log6 = 0,78; log2 = 0, 3)

a) no 12 semestre do ano de 2034.

b) no 22 semestre do ano de 2034.

c) no 12 semestre do ano de 2035.

d) no 22 semestre do ano de 2035.

60. (AFA/2013)
No plano cartesiano, seja P(a, b) o ponto de interse¢ao entre as curvas dadas pelas fung¢oes reais f
X
e g definidas por f(x) = G) e g(x) = log1 x.
2

E correto afirmar que

a)a = log, (@)

b) a = log,(log, a)

c)a= log% (log% G))

d) a =log, (logl a)
2

61. (AFA/2012)

Considere uma aplicagao financeira denominada UNI que rende juros mensais de M = log,- 196 e

outra aplicac¢do financeira denominada DUNI que rende juros mensais de N = —log1 14.
9

A razdo entre os juros mensais M e N, nessa ordem, é
a) 70%
2
b -
) 3
4

C)E

d) 80%

AULA 11 — EXPONENCIAL E-LOGARITMOS 100



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

62. (AFA/2011)

4x—x
Dada a expressao (5) , em que x é um numero real qualquer, podemos afirmar que

a) o maior valor que a expressao pode assumir é 3.
b) o menor valor que a expressao pode assumir é 3.

~ A |
c) o menor valor que a expressio pode assumir é ar

. ~ S |
d) o maior valor que a expressao pode assumir é 77

63. (AFA/2011)

Um médico, apreciador de logaritmos, prescreveu um medicamento a um de seus pacientes,

também apreciador de logaritmo, conforme a seguir.

Tomar x gotas do medicamento a de 8 em 8 horas. A quantidade de gotas y diaria devera ser

calculada pela formula logg y = log, 6

Considerando log2 = 13—0 elog3 = 0,48, é correto afirmar que log, x € um nimero do intervalo
a) [3,4(

b) [4,5]

c) [5,6[

d) [6,7]

64. (AFA/2010 - Adaptada)

Sendo D o maior dominio possivel, sobre a fungdo real f: D - R dada por f(x) = 1 + log,(x?), é
INCORRETO afirmar que f é

a) par
b) sobrejetora
c) crescente em [1, +oo[

d) injetora

65. (AFA/2010)
Sejam as funcdes reais dadas por f(x) = 22**1 e g(x) = 3**1, Se b € R tal que f(%) =2g(b) e
p = log; b, entao sobre p é correto afirmar que:

a) ndo esta definido
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b) é positivo e menor que 1
c) é negativo e menor que 1

d) é positivo e maior que 1

66. (EFOMM/2021)

1-x%3x>0
x’2—-1,x<0

2 x>1
x,x<1

e g(x) =

Sejam f e g fungGes reais definidas por f(x) = {

Sendo assim, pode-se dizer que fog(x) é definida por:

([ 1-x%x>0
21-%* x =0
a)fog(x) = A ’
) fog(x) x2—-1,—/2< x<0
2% -1 x < 2
([ x2—-1,x=0
217" x>0
b) fog(x) = < ’
) fog(x) 1-x%,-V2<x<0
L 27 x< -2
If 1-x%2x>0
21-2* x =0
c)fog(x) =
) fog(x) x2-1,-V2< x<0
\ 29 1x<—y2
(1—-x%0<x<1
1-x? _
d) fog(x) = { 2 x=0

x2—1,—/2< x<0
[ 2¥ 1 x< -2
1-x%,x>1
21 0<x<1
x2-1,—V2< x<0
L 271 x <2

e) fog(x) = |

67. (EN/2021)

log3y _
Assinale a opg¢do que apresenta uma solu¢do, em x e y, do sistema {logs x;— 3 512 7.
X7 =
a)x=125ey =3
b)x=3ey=125
c)x =1625ey =3
dx=4ey=125

e)x=3ey=4
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68. (EN/2021)

Um determinado pais com 220 milhdes de habitantes foi acometido por um virus X. Verificou-se
que, no primeiro ano do aparecimento do virus na populagao, havia 620 casos acumulados do virus
X do dia 19 de margo e constatou-se que a progressao de contaminagao do virus era constante a
cada 20 dias até o dia 18 de maio, conforme grafico ilustrativo abaixo. Considerando que essa
progressao continuou constante até o dia 27 de junho, a porcentagem da populagao nessa data, por

casos acumulados, que foi contaminada é de aproximadamente:

Tcasos Acumulados !
i :
260000 ! . :
: ! | 212.&0:0 casos
200000 §- - - e . :
“m R e L L L S l;_
OO0 [mreramn e e 1 I -
I
| :: |
o 620'5‘:3505 . Data da Nolificac&o
10/03 08/04 28/04 18/05
a) 1,7%
b) 2,4%
c) 3,5%
d) 4,7%
e) 5,6%

69. (EFOMM/2020)

Seja f: N — N uma fungao tal que

fm-n)=n-f(m)+m- f(n)

para todos os naturaisme n. Se f(20) = 3, f(14) = 1,25 e f(35) = 4, entdo, o valor de f(8) é
a)1l

b) 2

c)3

d)4
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e)5

70. (EFOMM/2018)
=y

)
X

Seja f:R* - Ruma fungdotalque f(1) =2 e f(xy) = Vx,y € R". Entdo, o valor de f G)

sera
a)5
b) 4
c)3
d) 2
e)l

71. (EFOMM/2016)

Um aluno precisa construir o grafico da fungdo real f, definida por f(x) = % + % Ele percebeu

que a fungao possui a seguinte caracteristica:

e=(=%)

f0 =5+ =15 = f.

Assinale a alternativa que representa o grafico dessa fungao.

a)
y
4
3
2 /
1/
) x
4 3 -2 1 |01 2 3 4
-1
-2
3
4
y
4
3
\ 2
\
N1
N
) X
4 3 249 0y 2 3 4
-1
21
-3
4
c)
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d)

e)

72. (EFOMM/2015)

Prof. VictorSo

Os numeros reais positivos a4, a,,...,a,, formam, nessa ordem, uma progressao geométrica de razao

q. Nesse caso, é correto afirmar que a sequéncia log a,,log a,,..., log a,, forma
a) uma progressao geométrica crescente, se q > 1.

b) uma progressao aritmética crescente, se q > 1.

c) uma progressao geométrica decrescente, se 0 < q < 1.

d) uma progressao aritmética crescente, se 0 < q < 1.
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e) uma progressao aritmética crescente, desde que g > 0.

73. (EFOMM/2013)

O numero de bactérias B, numa cultura, apds t horas, é B = Boekt, onde k é um a constante real.

. ... ;. P . . In2
Sabendo-se que o numero inicial de bactérias é 100 e que essa quantidade duplica em 7 = e

horas, entdo o nimero N de bactérias, apds 2 horas, satisfaz:
a) 800 < N < 1600.

b) 1600 < N < 8100.

c) 8100 < N < 128000.

d) 128000 < N < 256000.

e) 256000 < N < 512000.

74. (EFOMM/2010)

Sabendo que o logs,3 = aelog;, 5 = b, que opgao representa log, 2?
a)
b)
c)
d)

e)

1-a-b
2+a
1-a-b
a—-1
1-a-b
1+a
1-a-b
2—-a
1-a-b
1-a

75. (EFOMM/2009)

Numa embarcagdao é comum ouvirem-se determinados tipos de sons. Suponha que o nivel sonoro
P e a intensidade I de um desses sons esteja relacionado com a equacgao logaritmica § = 12 +

. . s . s 1
log,,I,em que B é medido em decibéis e | em watts por metro quadrado. Qual é a razao 1—1,
2

sabendo-se que I corresponde ao ruido sonoro de 8 decibéis de uma aproximacao de dois navios e

que I, corresponde a 6 decibéis no interior da embarcacdo?
a)0,1

b) 1

c) 10

d) 100

e) 1000
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76. (EFOMM/2006)

Seloga = 0,4771elogh = 0,3010, entéo log é
a)0,1761

b) —0,1761

c)0,7781

d) 0,8239

e) —0,8239

77. (EFOMM/2005)

Determine o dominio da fung¢do real y = /(loglx +2)
2

a)D={x€e€R/0<x<4}
b)D = {x € R/0 > x > 4}
¢)D={xeR/0< x <2}
d)D = {x e R/0 > x > 2}

e)D ={x e R/x < 4}

78. (Escola Naval/2019)

O Cruzeiro do Sul é uma das mais importantes constelagdes para os povos no hemisfério sul. Ela é
muito Util na navegacao e esta presente em nossa Bandeira Nacional, no Brasao Nacional, assim
como em simbolos de colégios, agremiagdes etc. Dentre as cinco principais estrelas ha a Alpha Crucis
(a), a mais brilhante, e a Epsilon Crucis (&), a menos brilhante dentre as principais que formam uma

cruz, conforme figura abaixo.
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Pode-se medir, de forma aproximada, a distancia até uma estrela pela equagdo M; = -5+ 5
D . . P . . .
logqo 37 tal que M ; é o mddulo de distancia de uma estrela (uma medida de brilho na Astronomia)

e D é a distancia, em anos-luz. Considerando M; = 5 para Alpha Crucis e M; = 4, 2 para Epsilon
Crucis, D, a distancia até Alpha Crucis e D, a distancia até Epsilon Crucis, ambas em anos-luz, pode-
se afirmar, de forma aproximada, que:

Dados: log103 = 0, 48 e log1023 = 1, 36
a)D, > D,
b) D, + D, = 557,7

c)D, = 330
d)D, = 69
e) D, = 100

79. (Escola Naval/2018)

eX—e™*
X

Sejam f e g fungdes reais tais que g é a inversa de f. Se f é definida como f(x) = , calcule
1

eg(f) e assinale a opgdo correta.

e*+eX

a)2

b) V2
c)3
d)v3
e) —V2

80. (Escola Naval/2015)

O elemento quimico Califérnio, Cf251, emite particulas alfa, se transformando no elemento Curio,
Cm?**7 . Essa desintegracdo obedece a fungdo exponencial N(t) = N,e~*, onde N(t) é quantidade
de particulas de Cf%5! no instante t em determinada amostra; N, é a quantidade de particulas no

instante inicial; e @ é uma constante, chamada constante de desintegracao. Sabendo que em 898

anos a concentragdo de Cf2°! é reduzida a metade, pode-se afirmar que o tempo necessario para

que a quantidade de Cf?°! seja apenas 25% da quantidade inicial esta entre
a) 500 e 1000 anos.

b) 1000 e 1500 anos.

¢) 1500 e 2000 anos.

d) 2000 e 2500 anos.
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e) 2500 e 3000 anos.

81. (Escola Naval/2014)

100
1+27%

Considere as fungoes reais f(x) = e g(x) = 22, x € R. Qual é o valor da fungdo composta

(gof1)(90)?
a)1
b) 3
c)9
d) -

1
E)g

82. (Escola Naval/2014)
Sabendo que log x representa o logaritmo de x na base 10, qual é o dominio da fung¢do real de

arccos’® (log%)

variavel real f(x) = R e ?
X—X

a)]0,2[

83. (Escola Naval/2014)

Apds acionado o flash de uma camera, a bateria imediatamente comega a recarregar o capacitor do
-t
flash, que armazena uma carga elétrica dada por Q(t) = Q, (1 — e7), onde Q, é capacidade limite

de carga e t é medido em segundos. Qual o tempo, em segundos, para recarregar o capacitor de

909% da sua capacidade limite?
a)fn1o0

b)#n(10)2

cVen10

d)y/(¢n10)~1

e)/#n(10)?
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84. (Escola Naval/2014)
Considere as fungdes reais f(x) = g —fnxeg(x) = % — (#nx)? onde £nx expressa o logaritmo de

x na base neperiana e (e = 2,7). Se P e Q sdo os pontos de interse¢ao dos graficos de f e g,

podemos afirmar que o coeficiente angular da reta que passapor Pe Q é

a)

e+1
2(e-3)

b)e+1

c)

e—1
2(e+1)

d)2e+1

) e-3
€ 2(e-1)

85. (Escola Naval/2013)

Considere f uma fungao real de variavel real tal que:

Lfx+y)=ff»)
2.f(1) =3

3. f(V2) = 2

Entdo f(2 + 3v/2) éigual a
a) 108

b) 72

c) 54

d) 36

e)12

86. (Escola Naval/2013)

Sabendo que b = sec? (g + % + % + .- ) entdo, o valorde log, |b| é
a)8

b) 4

c)3

d1

e)0

AULA 11 — EXPONENCIAL E-LOGARITMOS 110



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

87. (Escola Naval/2013)

Sabendo que b = cos (g + % + % + - ) entdo o valor de log, |b| é
a)l

b) 0

c)—1

d) -2

e)3

88. (Escola Naval/2013)

Qual é o dominio da fun¢do real de varidvel real, definida por f(x) =In(x*—-3x+2)+
Vezr-T—-17?

a)[1,2]

b) [5,2[ U3, +oo]

c) ]2, +oof

d) [5,1[ U ]2, +oo]

&) [, +oof

89. (Escola Naval/2012)

Sejam A e B conjuntos de nimeros reais tais que seus elementos constituem, respectivamente, o

dominio da fun¢do f(x)=In(2+x+3|x|—|x+1]) e a imagem da fungdo g(x) =
2 V2(x+|x=2|
2

). Pode-se afirmar que

a)A=B
b)ANB =0
¢c)ADB
dAnB =R,
e)A—B=R_
GABARITO
50.d
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51.c
52.c
53.d
54.d
55.b
56.a
57.a
58.b
59.b
60.a
6l.c
62.c
63.d
64.d
65.a
66.2a
67.c
68.d
69.a
70.b
71.c
72.b
73.b
74.e
75.d
76.a
77.a
78.c
79.d
80.c
81.b
82.d
83.b
84.e
85.b
86.c
87.c
88.d
89.c

RESOLUCAO

50. (AFA/2020)
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Numa aula de Biologia da turma Delta do Colégio LOG, os alunos observam o crescimento de uma

cultura de bactérias.

Inicialmente tem-se uma amostra com 3 bactérias. Apds varias observagodes, eles concluiram que o

numero de bactérias dobra a cada meia hora.

Os alunos associaram as observag¢oes realizadas a uma férmula matematica, que representa o

numero f de bactérias da amostra, em fun¢ao de n horas.

A partir da formula matematica obtida na analise desses alunos durante a aula de Biologia, o
professor de matematica da turma Delta propos que eles resolvessem a questdo abaixo, com n €
N.

Se g(n) = log,[f(n)],log2 = 0,30 elog 3 = 0,48, entdo Y1% g(n) é um nimero cuja soma
dos algarismos é
a)6
b) 7
c)8
d)9
Comentarios

O crescimento da populagdo de bactérias é dado pela equagdo funcional f(n + 0,5) = 2 -
f(n), que tem a forma geral f(n + 1) = ¢ - f(n). A solu¢do de uma equacio desse tipo é uma

n
fungdo exponencial, a saber: f(n) = f(0) - ¢=. No nosso caso:

fmn+1)=f(n+054+05) =2f(n+0,5) =4f(n) > f(n) = 3 - 4" Logo:

100 100 100 100
5= g = Y logy[f()] = ) log,[3-4"1 = ) log, 3 + log, 4" =
n=1 n=1 n=1 n=1
100
= 1001 3+ z 2n =100 log 3 +2 (1 +100)-100 =100 048 + 10100 = 10260
- Y082 ; n= log 2 2 - 0,30 -
n=

A soma dos algarismosdeSé1+0+2+6+0=0.
Gabarito: “d”

51. (AFA/2020)

Considere:

x+1 1 -1
e amatriz4d = ( 0 1 0 )cujo determinante é detA = M
x+2 1 x+1
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1 0 0 O
/0 0O 0 O
e amatrizB=|0 0 0 -1 O |cujodeterminanteédetB = N;e
O 0 1 0 o
0O -1.0 0 O

e T=3—-x
Seja f uma fungdo real definida por f(x) = log;y M + logy N.
Sobre o dominio de f, é correto afirmar que:
a) é o conjunto dos nimeros reais.
b) possui apenas elementos negativos.
¢) ndo tem o numero 2 como elemento.

d) possui trés elementos que sdo nimeros naturais.
Comentarios

Podemos calcular M expandindo Laplace na segunda linha, que tem zeros:

x+1 1 -1 1 -1
M=] 0 1 0 =(—1)2+2-1-x+2 x+1=(x+1)2+(x+2)=x2+3x+3
x+2 1 x+1

Calculamos N de modo semelhante:
1 0 0 0 o

0 0 0 0 1 g g _01 (1) 0 0 -1
N=|0 0 0 -1 0]= o 1 0 o™~ 0 1 0f=-=1
0O 0 1 0 O 10 0 0 -1 0 O

0 -1 0 0 O

Para f(x) estar bem definida, devemos garantir que: T,M,N > 0,T # 1. Ja temos que
N =1 > 0. Impomos entado:

x24+3x+3>0
*; 3—x>0
3—x+1
Resolvendo *:

2
x2+3x+3= (x +§) +z> 0, qualquer que seja x € R.

Solugdo: x < 3,x # 2

Observacgao: perceba que, se o candidato lesse as alternativas antes de partir para as
contas de maneira automatica, ele marcaria diretamente a alternativa visto que sua verdade é de
facil verificacao.

Gabarito: “c”.

52. (AFA/2020)
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Considere a fungdoreal g: R » Atalque g(x) = —b — b~ *l; b € Re b > 1; em que 4 é o conjunto

imagemde g.

Com relagao a fungao g, analise as alternativas e marque a verdadeira.

a) 3x € R para os quais g(x) > —b

b) A fun¢do g admite inversa.

c) O conjunto solugdo da equagdo g(x) = —b — 1 é unitario.

d) A fungdo h definida por h(x) = g(x) + b + 1 é positiva Vx € R
Comentarios

Alternativa a incorreta. g(x) > —b <& —b— b ¥ > —p & b~*I < 0, absurdo pois a
imagem de uma fung¢ao exponencial é positiva.

Alternativa b incorreta. g(—x) = g(x) para todo x € R, donde g n3o é injetora e,
portanto, nao admite inversa.

Alternativa c correta. g(x) = —-b—1 & x = 0.
Alternativa d incorreta. h(0) = g(0) +b+1=-b—-1+b+1=0,eéfalsoque0 > 0.

Gabarito: “c”.

53. (AFA/2020)
Sejam as funcgdes reais f, g e h tais que:

e f éfungdo quadratica, cujas raizes sdao 0 e 4 e cujo grafico tangencia o grafico de g;

—2x%+8x+3
1) — 128;

e gétalqueg(x) =mcomm > 0, em que m é a raiz da equagio (E

e h éfuncgao afim, cuja taxa de variacao é 1 e cujo grafico intercepta o grafico de f na maior
das raizes de f

Considere os graficos dessas fungées num mesmo plano cartesiano.

Analise cada proposicao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.

[f (0] [h(0)]°

[g(0)]2 é NAO negativa se, e somente se

( ) A fungdo real k definida por k(x) =

X €] — ,0]

( )h(x) < f(x) < g(x)se, esomentese x €] — %,4[—{2}
( ) Aequagao h(x) — f(x) = 0 possui duas raizes positivas.
Sobre as proposicoes, tem-se que:

a) todas sao verdadeiras.

b) apenas duas sdo verdadeiras.

c) apenas uma é verdadeira.
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d) nenhuma delas é verdadeira.

Comentarios

o ~ . 0+4
Das duas primeiras informagdes se extrai que f(2) = f (%) = m. Vamos calcular m:

1 -2m?+8m+3 1
(E) =128 © (—2m? + 8m + 3) - log, (§> =log,128 & 2m? —-8m -3 =7
em?-4m-5=0=2(m-2)2=3? =2m=5oum=—1.
Como m > 0, temos m = 5. Portanto, temos que f(x) =a-(x—0)-(x—4) e f(2) =
5, donde:

5 5 5
5=f(2)=a-2-(-2)=—-4a=>a= —Z:>f(x) = —Z-x(x—4) = —Zx2+5x
Pela terceira informacdo, temos que h(x) = x + t, sendo h(4) = 0. Logo, h(x) = x — 4.

Vamos agora analisar os itens:

[FOO-[h(I®

1) Falso. k(x) = P

4oux<0.

20(=)f(x)oh(x)20@—z-x-(x—4)220(:>x=

I) Falso. h(x) < f(x) < glx) & x -4 < —sz +5x <5

> 2 4 4 <0
4x X

> 2 5 5>0
4x—x+_

5 4 4
A1=(—4)2—4‘1’(_4)=36:>x1=40u_§:_§<x<4

5
A2=(—5)2—4-Z-5=0=>xe]R{
Logo, o item é falso, uma vez que x = 2 também vale.
[Il) Falso. As raizes ndo sao ambas positivas.
5
h(x)=f(x) ®x—4= —Zx(x—4)<=>x=4ou1=—Zx(=>x=40ux=—4/5
Gabarito: “d”

54. (AFA/2019)
O dominio mais amplo da fungdo real f definida por f(x) = \/log,(x* — 3),em que a €]0,1[, é
a) [-2,2]

b)]—2,2]
)] — o, —2] U [2, +oo[
d)[-2,—V3[UV3,2]

Comentarios
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Inicialmente, vamos estabelecer a condicdao de existéncia do logaritmo:
a>0ea+1
x?—=3>0=2x2>3=2x>V3oux<—V3 (I)
Analisando a condi¢do de existéncia do radical:
log,(x>—=3) >0
Comoabaseé 0 < a < 1, devemos ter:
x*—3<1=2x*<4=>-2<x<2 (D
Portanto fazendo a intersec3o de (I) com (II):
X € [ 2,—V/3[U V3, 2]
Gabarito: “d”
55. (AFA/2018)

Considere os nimeros A4, B e C a seguir.

A =log,527 -log, 5 - logz V2

= log, <logn nf’i/ﬁ) (n é natural maior que 2)

. (g)logc . (g>loga | (g)logb (@b e R

A correta relagdo de ordem entre os nimeros A,B e C é
aJA<B<C

b)B<A<C

c)B<C<A

dC<A<B

Comentarios

1 1
_log3® log5 log2z 3log3 log5 5log2 3-
“log52 log2? log3 2log5 2log2 log3 T2

n n n 1\n 1
= log, <10gn 1’%> =>nP = log, 1’11 n = TlnB = /% = (Tlﬁ)n = nn?

log C =logc - log (b) +loga - log(b) + logb - log (2)

=logc - (loga —logh) +loga - (logh —logc) + logh - (logc —loga) =0
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=>C=1.
Logo:B=—2<A=§<C=1

Gabarito: “b”

56. (AFA/2017)

A fungdo real f definida por f(x) = a.3* + b, sendo a e b constantes reais, esta graficamente

representada abaixo.

Pode-se afirmar que o produto (a. b) pertence ao intervalo real
a)[-4,—1[
b) [—1,2]
c)[2,5]
d) [5, 8]
Comentarios

Do grafico, temos que:

f2Q) =8=a.3+b=8=9.a+b=8 9 17
{f(O)=—1=>a.3°+b=—1=>a+b=—1=>8a=9=> “=g7P="%
Portanto:

@ b=2. _E) __153
8 8 64
>-4<a-b<-1
Gabarito: “a”
57. (AFA/2016)
Considere a fungdo real f definida por f(x) = a* coma €]0,1].
Sobre a funcdo real g definida porg(x) = | — b — f(x)| com b €] — o0, —1], é correto afirmar que

a) possui raiz negativa e igual alog,(—b)
b) é crescente em todo o seu dominio.

c) possui valor maximo.
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d) é injetora.
Comentarios

a) verdadeira. Primeiramente, observe que log,(—b) esta bem definido, uma vez que 1 #
a>0e

b €]—o0,—1[= —b > 0. Além disso, g(log,(—b)) = |—b — a'°8a(=D)| = |—p — (—b)| = 0.

Logo log,(—b) é raiz. Para mostrar que esse numero é negativo, perceba que (inverte-se
a desigualdade umavezque 0 < a < 1):

log,(—=b) < 0=log,1 < —b>1 b < —1,0que éverdadeiro.

b) falsa. g ndo é crescente em todo o dominio porque a fungao dentro do modulo é
estritamente monotona e g admite raiz.

c) falsa. A medida que x vai para —oo, f(x) = a* vai para © e portanto g(x) vai para
| —b — 0| = 0. Logo, ndo admite maximo.

d) falsa. N3o é injetora. Tome por exemplo x; # x, com f(x;) = —g e f(x,) = —%.

Teremos g(x;) = g(x,). Tais x; e x, existem porque —%e —% s3o positivos e f(R) = R}.

Gabarito: “a”.

58. (AFA/2015)
Considere a fungdo real f: R — R definida por f(x) = a* —b,emque0 <a<1leb > 1.
Analise as alternativas abaixo e marque a FALSA.
a) Na fungdo f,se x > 0,entdao—b < f(x) <1—b.
b) Im(f) contém elementos menores que o numero real —b.
c) A raiz da fungao f é um nimero negativo.
d) A fungdo real h, definida por h(x) = f(|x|) ndo possui raizes.
Comentarios
a)verdadeira.x >0 = 0<a*<a’=1o-b<f(x)=a*-b<1-b
b) falsa. f(x) < —b & a* < 0, absurdo.
c) verdadeira. Araizr é: 7 = log, b. Temosr < 0 & b = a” > a® = 1, o que é verdade.
d) verdadeira. Pelo item ¢, para h possuir raiz, teriamos que ter |x| = r < 0, absurdo.

Gabarito: “b”

59. (AFA/2014)
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Pesquisas realizadas verificaram que, no planeta Terra, no inicio do ano de 2013, a populagdo de

passaros da espécie A era 12 vezes a populagdo de pdssaros da espécie B.

Sabe-se que a popula¢do de passaros da espécie A cresce a uma taxa de 5% no ano, enquanto que

a populacado de passaros da espécie B cresce a uma taxa de 20% ao ano.

Com base nesses dados, é correto afirmar que, essas duas populacoes de passaros serao iguais
(Considere: log7 = 0,85; log6 = 0,78; log2 = 0, 3)

a) no 12 semestre do ano de 2034.

b) no 22 semestre do ano de 2034.

c) no 12 semestre do ano de 2035.

d) no 22 semestre do ano de 2035.
Comentarios

Pelos dados do enunciado, contando o tempo t em anos, podemos montar as seguintes
férmulas para a populacdo de passaros A(t) e para B(t),

A(2013 +t) = A, - (1,05)¢
B(2013 +t) = B, - (1,20)¢

A, = 12B,
Queremos achar o ano em que as populagdes sao iguais:
AG®) _ Ay - (L0575 2 (1’05)t_2013 0 =1log12 + (t —2013)1 (1’05)
= = = o | — = = j— —_—
B(t) B, - (1,20)t-2013 1,20 o8 °8{1,20

7
0 =1log2+1log6+ (t — 2013)log(§> = —log2 —log6 = (t — 2013) - (log7 — 3log2)

log2 + log 6 0,3+ 0,78 1,08
= 2013+ ——== 2013 + 21,6

=t =2013 = 2013 =
+ 3log2 —log7 * 3-03-0,85 0,05

= 2034,6
Logo, as populagdes serao iguais em algum momento do 2°semestre de 2034.
Gabarito: “b”
60. (AFA/2013)

No plano cartesiano, seja P(a, b) o ponto de interse¢ao entre as curvas dadas pelas fungoes reais f

e g definidas por f(x) = G)x e g(x) =log1x.
2

E correto afirmar que

)= toga (1)

b) a = log,(log, a)
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a=1lo (lo z )

) a = logs (log: ()

d) a =log, (logl a)
2

Comentarios

O ponto de interseccdo (a, b) satisfaz ambas as equagdes:

1

(@=b=>—=b 1 1

! 24 =>2=->a=1log,—

g@=b=logia=h b b
2

Porém:
log1a=b:>l=a=>l=2b =>log2(1)=b
5 2b a a
Portanto:
1
a =log25=>a = log, 1~
log. ()

Gabarito: “a”

61. (AFA/2012)

Considere uma aplicagao financeira denominada UNI que rende juros mensais de M = log,> 196 e
outra aplicacdo financeira denominada DUNI que rende juros mensais de N = —log1 14.
9

A razao entre os juros mensais M e N, nessa ordem, é

a) 70%
b)%
c)g
d) 80%
Comentarios
log 196
M logy; 196  Tog27 _ log14? log3™?  2log1l4 —2log3 4
N —logi14 _ logl14 = log3® logl4  3log3 logl4 3
9 1
log(5)

Gabarito: “c”

62. (AFA/2011)

4x—x
Dada a expressao (5) , em que x é um numero real qualquer, podemos afirmar que

a) o maior valor que a expressao pode assumir é 3.
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b) o menor valor que a expressao pode assumir é 3.
~ .1

c) o menor valor que a expressao pode assumir é a1
. o N |

d) o maior valor que a expressdo pode assumir é 77"

Comentarios

1 4x—x2 1
E = (_) = (3~ 1)4x—x? = 3x?—dx+4-4 — __ 3(x-2)?
3 3™ 34
A expressdo acima cresce quando (x — 2)? cresce. Portanto, E atinge seu valor minimo
para x = 2. Nesse caso, F = % -1
3 81

Gabarito: “c”

63. (AFA/2011)

Um médico, apreciador de logaritmos, prescreveu um medicamento a um de seus pacientes,

também apreciador de logaritmo, conforme a seguir.

Tomar x gotas do medicamento a de 8 em 8 horas. A quantidade de gotas y diaria devera ser

calculada pela férmula logg y = log, 6

. 3 . . . . .
Considerando log 2 = 10© log3 = 0,48, é correto afirmar que log, x é um niumero do intervalo

a) [3,4]

b) [4,5]

c) [5,6[

d) [6,7[
Comentarios

x gotas a cada 8 horas = y = 3x gotas diarias.

log3x log6 log3+logx log2+log3

logg 3x = log, 6 = log 8 _log2=> 3log2 log 2
= log3 +logx = 3log2 + 3log3 = logx =3log2 + 2log3 =
=>log2x=310g2+210g3=3 210g3=3_|_2-0,48=3_|_32=62
log 2 log 2 11 ’ ’

Gabarito: “d”

64. (AFA/2010 - Adaptada)

Sendo D o maior dominio possivel, sobre a fungdo real f: D — R dada por f(x) = 1 + log,(x?), é
INCORRETO afirmar que f é

a) par

b) sobrejetora
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c) crescente em [1, +oo[
d) injetora
Comentarios
O maior dominio D é R*,
f(=x) =1+1og,((—x)?) = 1 + log,(x2) = f(x)
Logo f ndo é injetora, pois x # —x mas f(x) = f(—x).
Gabarito: “d”

65. (AFA/2010)

Sejam as fungdes reais dadas por f(x) = 22**1 e g(x) = 3**1. Se b € R tal que f(%) =2g(b) e
p = log; b, entao sobre p é correto afirmar que:

a) ndo esta definido

b) é positivo e menor que 1

c) é negativo e menor que 1

d) é positivo e maior que 1

Comentarios

1 1
f(§>=2g(b)=>22'i+1=2-3b+1:>4=2-3b+1=>1og32=b+1=>

log 2 1= log2 —log3 0,30 —-0,48
log 3 B log 3 - 0,48

Logo, como b < 0, ndo estd definido p = logs b.

=>b=log;2—-1=

Gabarito: “a”

66. (EFOMM/2021)

2*x>1
xx<1

1-x%x>0

Sejam f e g fungGes reais definidas por f(x) = { 2_1x<0
x“—1,x

eg(x)={

Sendo assim, pode-se dizer que fog(x) é definida por:

1-x2x>0
21-2 x =0

a) fog(x) =<

) fog(x) x2—-1,—2< x<0
zxz—l’xs_\/z
x> —-1,x=0
2172 x>0

b) fog(x) = | ’

) fog(x) 1-x%3-V/2<x<0

l 2 Lx<—2
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I( 1-x2x>0
21-% ¥ =0
c) fog(x) =
}jeg(x) 4|x2—1,—ﬁ< x<0
k sz—llxs_\/i
(1-x20<x<1
21-%" x =0

dfog® =1, G 27,

| 21 x<—2
1-x%x>1
21 0<x<1
x2—-1,-/2<x<0
| 21 x<—2

e) fog(x) =4

Comentarios
Queremos encontrar:

290 o(x) > 1

fog) = f(gG) = {7 B2

Para g(x) > 1:

e ={12— x%,x=>0
x“—=1,x<0
Sex = 0:
gx)=1-x221=-x2=20=[x =0]
Sex <O0:

gx)=x*-121=2x*>2=2x>\V2oux <2

Fazendo a interse¢cdo com x < 0, obtemos [x < —2|.

Logo:

21-%% x =0
og(x) =
fog(x) {2"2‘1, x < —V2
Para g(x) < 1:

Sex = 0:
gx)=1-x?<1=>—-x?<0~x#0
Logo, temos .

Sex <0:
gx) =x?-1<1=2x*<2=>-2<x<V2

Fazendo a interse¢ao, encontramos:

—V2<x<0
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fo (x)—{ 1—x2% x>0
g x2 -1, —V/2<x<0
Assim, temos:
1—-x%,x>0
21-2% ¥ =0
0g(x) =
fog(x) x2—1,-V2< x<0
2x2—1’x < _\/E
Gabarito: A

67. (EN/2021)

Assinale a opgao que apresenta uma solugdo, em x e y, do sistema {1095 );;__Sl;glz T = 7.
a)x =125ey =3
b)x=3ey=125
c)x =1625ey =3
dx=4ey =125
e)x=3ey=4
Comentarios

Lembrando que a!°8a? = b, respeitando as condi¢des de existéncia do log, entdo podemos
reescrever a primeira equagao do sistema como:

logsx+y =17
Por outro, lado, temos:
xY = 512
logs 5
=1 512 =12-1 5=12-
y = 108y« 08x logs x
Portanto:
=12
Y log: x
7=y
Portanto:
y-(7—-y)=12

y2—=7y+12=0
yi=4ouy, =3
Se y; = 4, entao:
x* =512 . x =53 =125

Se y, = 3, entdo:
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x3 =512 . x =5% =625
Solucgdo:
S =1{(125;4); (625;3)}
Gabarito: C

68. (EN/2021)

Um determinado pais com 220 milhdes de habitantes foi acometido por um virus X. Verificou-se
que, no primeiro ano do aparecimento do virus na populag¢ao, havia 620 casos acumulados do virus
X do dia 19 de margo e constatou-se que a progressao de contaminacao do virus era constante a
cada 20 dias até o dia 18 de maio, conforme grafico ilustrativo abaixo. Considerando que essa
progressao continuou constante até o dia 27 de junho, a porcentagem da populagao nessa data, por

casos acumulados, que foi contaminada é de aproximadamente:

Tcasos Acumulados l .
; i : '
! | ’ 212.600 casos
200000 - - -~ - 7:_ R ..En.... s X ox
‘m e e sm me = em o e e A ———— - : . www JI. ;’.
i i
| | ;:
BOODO |nvvimn e dil e e R o e Jr.. . R
o 620 casos .[_ pata da Noiificacso
10/03 08104 28104 18705
a) 1,7%
b) 2,4%
c) 3,5%
d) 4,7%
e) 5,6%
Comentarios

A cada 20 dias o numero de contaminados é multiplicado por um valor, mantendo uma
progressdo. Note que de 19/03 a 18/05 temos 60 dias. Entdo, se no dia 19/03 tinhamos 620 casos
e a cada 20 dias o numero é multiplicado por um fator, entao:

620 -3 = 212000
r3 =343
r=7
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De 18/05 até 27/06 nds temos 40 dias = 2x20. Entdo, até dia 27/06 temos duas razdes.

Entdo:
T = 212000 - 72
T = 10.388.000
A porcentagem da populagdao contaminada é de:
%contaminados = M 100% = 4,7%
220.000.000
Gabarito: D

69. (EFOMM/2020)
Seja f: N — N uma fungao tal que

fm-n)=n-f(m)+m- f(n)
para todos os naturaisme n. Se f(20) = 3, f(14) = 1,25 e f(35) = 4, entdo, o valorde f(8) é
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
Comentarios
O segredo dessa questdo esta na fatoracao.
fQ0)=f(4-5=5-f(4)+4-f(5)
fW=f2-2)=2-f+2-f(2)=4-f(2)
Logo, substituindo a segunda na primeira, f(20) = 20 - f(2) + 4 - f(5).
fA) =f(7-2)=2-f(D+7-f(2)
fB5)=5-f(7)+7-f(5).
f@=f2-4)=4-fR)+2-fA)=4-f2)+2-4-f(2)=12-f(2)
Montamos entdo um sistema, a fim de descobrir f(2) e, portanto, descobrir f(8):

3=f(20)=20-f(2)+4-f(5)
125=f(14) =7-f) +2- f(7)
4=f(35)=7-f(5)+5f(7)

Resolvendo o sistema linear de trés equagdes e trés incdgnitas, a saber, f(2), f(5), f(7),
obtemos:

1 1
F@) ==, f6) =5, f(7) =
Logo f(8) = 12f(2) = 1.
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Gabarito: “a”

70. (EFOMM/2018)

)
X

Seja f: R* - Ruma fungdotalque f(1) =2 e f(xy) = I Vx,y € R". Entdo, o valor de f(%)

sera
a)5
b) 4
c)3
d) 2
e)l

Comentarios

2= f(1) =f((—2)-(—%)) = —{_(—§2=f(l) =4

Gabarito: “b”

71. (EFOMM/2016)

ex

Um aluno precisa construir o grafico da fungao real f, definida por f(x) = % + Ele percebeu

gue a func¢do possui a seguinte caracteristica:

(=)

0=+ =4S = f).

Assinale a alternativa que representa o grafico dessa funcgao.

a)

CEL I

4 3 -2 1 01 2 3 4

b & & &

b)
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y
4
3
2
1
0 =
L 3 2 1 0 1 2 3 4
1
2
¥
- §
c)
by
4
3
2
L
0 x
4 J 2 1 0 1 2 3 4
-1
-2
-3
-4
y
4
3
2
1
Q x
4 3 2 1 0 1 2 3 4
1
2
3
. §
e)
y
4
3
2
1
D x
4 3 2 1 o A 2 3 <
™
-2
-3
-4
. .
Comentarios

O aluno percebeu que f(x) = f(—x), isto &, que a funcdo é par e, portanto, seu grafico é

, . o . 0 - 1
simétrico em relagdo ao eixo y. Além disso, substituindo x = 0, vemos que f(0) = e? + eT =3 +

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 129



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

1 . e e ~ . .
5= 1. O Unico gréfico simétrico em relagdao ao eixo y e que passa pelo ponto (0,1) é o da

alternativa c.

Gabarito: “c”

72. (EFOMM/2015)

Os numeros reais positivos a4, a,,...,a,, formam, nessa ordem, uma progressao geométrica de razao

q. Nesse caso, é correto afirmar que a sequéncia log a,,log a,,..., log a,, forma
a) uma progressao geométrica crescente, se q > 1.

b) uma progressao aritmética crescente, se ¢ > 1.

c) uma progressao geométrica decrescente, se 0 < g < 1.

d) uma progressao aritmética crescente,se 0 < q < 1.

e) uma progressao aritmética crescente, desde que g > 0.
Comentarios
Férmula do termo geral da progressdo geométrica: a,, = a, - q" ¢
Logo: b, = loga, =loga, + (n— 1) -logq
Assim, (b,,) é uma progressdo aritmética de termo inicial b; = loga, erazdor = logq.
Seq>1,logg > 0eaPAécrescente.Se 0 < q <1,logqg < 0eaPA édecrescente.

Gabarito: “b”

73. (EFOMM/2013)

O numero de bactérias B, numa cultura, apds t horas, é B = Boekt, onde k é um a constante real.

. e e s e P . . In2
Sabendo-se que o numero inicial de bactérias é 100 e que essa quantidade duplica em 7 = S

horas, entdo o numero N de bactérias, apds 2 horas, satisfaz:
a) 800 < N < 1600.

b) 1600 < N < 8100.

c) 8100 < N < 128000.

d) 128000 < N < 256000.

e) 256000 < N < 512000.

Comentarios

In2

K k
A quantidade duplicaem 7 = lnTZ horas = 2B, = Boek' 2 = Bo(elnz)2 =B, 22>

k
=>2=22=k=2.
O numero inicial de bactérias é 100 = B, = 100.

Apods 2 horas (t = 2)

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 130



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

N =100 -e? =100 - e*.
Sabe-seque2<e<3=>16=2%*<e*<3*=81> 1600 <N = 100e* < 8100.
Gabarito: “b”

74. (EFOMM/2010)

Sabendo que o logz, 3 = aelog;y 5 = b, que opgdo representa log( 2?
a)
b)

1-a-b
2+a
1-a-b
a—-1
1-a-b
1+a
1-a-b
2—-a
1-a-b

1-a

c)
d)
e)

Comentarios

Nessa questao, todos os logaritmos sem base sdao na base 10.

| 3 log 3 log3 log 3 1 14 1 log'3
= = = = > — = —_— =
4= 0830 log30 log3+1logl0 log3+1 a log 3 o8 1—-a
log 5
b=1 5=
0830 log 30
a
a log;p3 log3 log3 log 3 log3 T—¢4 b
b log;y5 loghs 10 1 -—1log2 a a 1—a
830 g log = g 5 5
log2 = 1 b 1—a-»b
= = — =
08 l1—a 1—a

Gabarito: “e”

75. (EFOMM/2009)

Numa embarca¢dao é comum ouvirem-se determinados tipos de sons. Suponha que o nivel sonoro

P e a intensidade I de um desses sons esteja relacionado com a equacgao logaritmica f = 12 +
I

log,,I,em que  é medido em decibéis e | em watts por metro quadrado. Qual é a razdo ;
2

sabendo-se que I corresponde ao ruido sonoro de 8 decibéis de uma aproximagao de dois navios e
que I, corresponde a 6 decibéis no interior da embarcag¢do?

a)0,1
b) 1
c) 10
d) 100

e) 1000
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Comentarios
8=12+log,, [, =1, =107*
6=12+1log, o, =1, =107°
I, 107*

L =To7 = 100

Gabarito: “d”

Prof. VictorSo

76. (EFOMM/2006)

Seloga = 0,4771elogh = 0,3010, entdo log ; ¢é
a)0,1761

b) —0,1761

c)0,7781

d) 0,8239

e) —0,8239

Comentarios

a
log (E) =loga —logh = 0,4771 — 0,3010 = 0,1761

Gabarito: “a”

77. (EFOMM/2005)

Determine o dominio da fungdo real y = f(loglx + 2)
2

a)D={xeR/0<x<4)
b)D = {x € R/0 > x > 4}
D ={xeR/0<x<2}
d)D = {x € R/0> x> 2}
e)D={xeR/x <4}
Comentarios
Devemos ter:

x>0,
-2
log1x+220<=>log1x2—2(=)xg(z) =4
2 2
Logo, D = {x € R/0 < x < 4}.

Gabarito: “a”

78. (Escola Naval/2019)
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O Cruzeiro do Sul é uma das mais importantes constelacdes para os povos no hemisfério sul. Ela é
muito Util na navegacao e esta presente em nossa Bandeira Nacional, no Brasao Nacional, assim
como em simbolos de colégios, agremiagoes etc. Dentre as cinco principais estrelas ha a Alpha Crucis
(a), amais brilhante, e a Epsilon Crucis (&), a menos brilhante dentre as principais que formam uma

cruz, conforme figura abaixo.

Pode- se medir, de forma aproximada, a distancia até uma estrela pela equagdio M; = -5+5"
logm taI que M ; é o médulo de distancia de uma estrela (uma medida de brilho na Astronomia)

eDéa dlstanC|a, em anos-luz. Considerando M; = 5 para Alpha Crucis e M; = 4, 2 para Epsilon
Crucis, D, a distancia até Alpha Crucis e D, a distancia até Epsilon Crucis, ambas em anos-luz, pode-

se afirmar, de forma aproximada, que:
Dados: log19o3 = 0,48 e log,023 =1,36
a)D, > D,

b)D, + D, = 557,7

¢)D, = 330
d)D, = 69
e) D, = 100

Comentarios

Para Alpha Crucis: 5=-5+5 -loglof—‘; = 2= log10 ;> D, = 3,3-10% = 330 anos-
luz
Ja podemos marcar “c”. Mesmo assim, vamos continuar a andlise:

Considerando log 2 = 0,30, para Epsilon Crucis:
D D
=—-5+5" 10g10£ = 1,84 = logloi = D, = 3,3-1018 ~ 3,3 . 106030

=3,3-(10°82)° = 3,3.26 = 33 64 = 211,2 ~ 220 anos-luz

(Arredondamos para cima porque sabemos que o valor era para ser maior, pois 1,84 > 6 -
0,30.)
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Gabarito: “c”

79. (Escola Naval/2018)

X_ ,—X
Sejam f e g fungdes reais tais que g é a inversa de f. Se f é definida como f(x) = ex Z-x , calcule
1

eg(i) e assinale a op¢ao correta.

e+

a) 2
b) V2
c)3
d)v3
e) —V2

Comentarios
1 . 1
Como queremos calculara = g (E)’ precisamos achar a € R tal que f(a) = s Logo:
1 e*—e™¢ 1
= S e%4e?=2e"—2e %23 ?=¢% 228 =3 ¢%=32=1+/3
2 et+e @
Gabarito: “d”

80. (Escola Naval/2015)

O elemento quimico Califérnio, Cf251, emite particulas alfa, se transformando no elemento Curio,
Cm?**7 . Essa desintegracdo obedece a fungdo exponencial N(t) = N,e~*, onde N(t) é quantidade
de particulas de Cf251 no instante ¢ em determinada amostra; N, é a quantidade de particulas no
instante inicial; e & é uma constante, chamada constante de desintegracao. Sabendo que em 898
anos a concentragao de Cf251 é reduzida a metade, pode-se afirmar que o tempo necessario para

que a quantidade de Cf2°! seja apenas 25% da quantidade inicial esta entre
a) 500 e 1000 anos.

b) 1000 e 1500 anos.

c) 1500 e 2000 anos.

d) 2000 e 2500 anos.

e) 2500 e 3000 anos.

Comentarios

Como o decaimento é exponencial, sabe-se que o tempo de meia-vida é constante.
Portanto, Se o tempo para a quantidade chegar a metade, isto é, 50%, é de 898 anos, entdo o
tempo para chegar a metade da metade, isto é, 25%, é de 898 4+ 898 = 1796 anos.
Matematicamente:

50% . NO == NO . e_at5°% = ln 0,5 = _atso%

25% - Ny = N, - e7%25% = —at,eq, =In0,25 =1n 0,52 = 21n 0,5 = 2 - (—atsgy,)
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= ty50, = 2 * t500, = 2+ 898 = 1796 anos.

Gabarito: “c”.

81. (Escola Naval/2014)

100
1+27%

Considere as fungées reais f(x) = e g(x) = 22, x € R. Qual é o valor da fungdo composta

(gof1)(90)?

a)1

b) 3

c)9

d)

e);
Comentarios

Vamos primeiro achar a = f~1(90):

oo 100 _ ., _100 1 .
= — = — = - =
1+27¢ 90 9

Logo: (g o f~1)(90) = g(a) = 27 = V2@ =3,
Gabarito: “b”.

82. (Escola Naval/2014)

Sabendo que log x representa o logaritmo de x na base 10, qual é o dominio da fun¢do real de

variavel real f(x) = %?
a) 10, 2]
b)]5.1]
c)]0,1]
d)[1,2]
e) [, 2[

Comentarios
Impomos que:

O argumento do logaritmo seja positivo:

X
— =
10>0 x>0

O argumento da raiz no denominador seja positivo (usando o fato que x > 0)
4x —x3 >0 x2—-x)2+x) >0 0 < x < 2(pois x e 2 + x sdo positivos)

O argumento do arccosseno pertenca a [—1,1]:
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X X
~1<log5<1©01<5<10 = 1<x <100

Fazendo a interse¢do dos dominios: D = (0,2) N [1,100] = [1,2[
Gabarito: “d”

83. (Escola Naval/2014)

Ap6s acionado o flash de uma camera, a bateria imediatamente comega a recarregar o capacitor do
-t
flash, que armazena uma carga elétrica dada por Q(t) = Q, (1 — e7), onde Q, é capacidade limite

de carga e t é medido em segundos. Qual o tempo, em segundos, para recarregar o capacitor de
90% da sua capacidade limite?

a)fn10
b)fn(10)?
cVen10
d)y/(¢n10)-1
e)\/¢n(10)?

Comentarios

_toon _tooy 909 _1
0,9Q0=Q0.(1_e 2)=>e 7 =015 -2%=1n01=In10"" = ~In10

Gabarito: “b”

84. (Escola Naval/2014)

Considere as fungdes reais f (x) = % —fnxeg(x) = ; — (#nx)? onde £nx expressa o logaritmo de
x na base neperiana e (e = 2,7). Se P e Q sdo os pontos de intersecao dos graficos de f e g,
podemos afirmar que o coeficiente angular da reta que passapor Pe Q é

a)

e+1
2(e-3)

b)e+1

) e—1
2(e+1)

d)2e+1

e—3
2(e-1)

e)

Comentarios

Vamos calcular os pontos P e Q.

X X
f(x)=g(x)=>§—1nx=5—(lnx)2=>lnx=00u1nx=1=>x= loux=e.
Temos (1) = g(1) =%—ln1 =%
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e
2

ef(e)=gle)=;—Ine=
Logo:

Portanto, o coeficiente angular mp, é:

e 1
YQ_YPZ(E_l)_EZ e—3
Xg — Xp e—1 2(e—1)

mPQ ==

Gabarito: “e”

85. (Escola Naval/2013)

Considere f uma fungdo real de variavel real tal que:

Lf(x+y)=fOfW)
2.f(1)=3
3.f(vV2) =2
Entdo f(2 + 3v/2) éigual a
a) 108
b) 72
c) 54
d) 36
e) 12
Comentarios

f2+3vV2) = -f(3V2)=fA+ 1D - f(V2+2v2) = F(1) - f(D) - f(V2) - F(V2 + V/2)

= f()?-f(V2)' =32.22=9.8=72
Gabarito: “b”

86. (Escola Naval/2013)

Sabendo que b = sec? (g + g + % + - ) entdo, o valor de log, |b| é
a)8

b) 4

c)3

d)1

e)0

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 137



£ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor Sa

Militares

Comentarios

Logo b = (—2)3 = -8.

Portanto:

log,|b| = log, 8 = 3.

Gabarito: “c”

87. (Escola Naval/2013)

Sabendo que b = cos G + % + % + ) entdo o valor de log, |b| é
a)1

b) 0

c)—1

d) -2

e)3

Comentarios

T W T T 1 1 T 2T
_+_+_+..-=—-(1+—+_+..-)=§-2=—_

3 6 12 3 2 4 3
b= (Zn) _ 1
= CoS 3) =73

Logo, log, |b| = log, % =log,(27Y) = —-1.

Gabarito: “c”

88. (Escola Naval/2013)

Qual é o dominio da fun¢do real de varidvel real, definida por f(x) =In(x*—3x+2)+
e?x-1_-17?

a) [1,2[
b) [3,2[ U3, +oo]
€)]2, +oo
d) [3,1[ U ]2, +oo]
e) 7, +oo]

Comentarios
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Impomos que:
O argumento do logaritmo seja positivo:
*=-3x+2>0=2-1Dk-2)>0=2x<1loux>2.

O argumento da raiz seja ndo-negativo:

1
32x—1—120<=>e2x—121=e°<=>2x—120<:>x2§

Fazendo a intersegao:
1
D = [E'l[ U ]2, 00

Gabarito: “d”

89. (Escola Naval/2012)

Sejam A e B conjuntos de numeros reais tais que seus elementos constituem, respectivamente, o

dominio da fungdo f(x)=In(2+x+3|x|—|x+1]) e a imagem da funcio g(x) =
) V2(x+|x=2])
2

. Pode-se afirmar que

a)A =B
b)ANB=20
c)ADB
d)AnB =R,
e)A—B=R_

Comentarios
Para determinar A, devemos impor que o logaritmando seja positivo:
2+ x+3x|—|x+1] >0

Vamos separar a analise em casos:

Casol:x < —1:
24x+3(-0)—(-(x+1))>0o2+x-3x+x+1>0x<3~x< -1
Cas02: -1 <x<0:
2+x+3(—x)—-(x+1)>0=22+x—-3x—x—-1>023x<1-.-1<x<0
Caso3:x > 0:

24+x+3x—-(x+1)>0=3x>-1-x>0
Logo, A =] —00,1]U]1,0] U ]0, o[ -~ A = R.

Perceba que ja podemos marcar item “c”, uma vez que qualquer a imagem de qualquer
funcgao real € um subconjunto dos reais, donde A O B.

Gabarito: “c”
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7. QUESTOES NIVEL 3

90. (ITA/2020)

Sejam X, X,, X3, X4, X5, X NUMeros reais tais que 2%t = 4;3%*2 =5;4% = 6;54 =7;6"5 =8 e

7% = 9, Entdo, o produto x; x,Xx3X,XsX, € igual a
a) 6.

b) 8.

c) 10.

d) 12.

e) 14.

91. (ITA/2019)

Sabendo que x pertence ao intervalo fechado [1, 64], determine o maior valor da fungdo

8
f(x) = (log, x)4 + 12(log, x)z -log, (;)

92. (ITA/2018)

Se log, m = aelogs m = b, entao

1 1 1
A, =;
1 1 1
S o4 -<
b)2<a+b_1
1 1 3
4 <2
c)1<a+b_2
3 1 1
d);<—+;§2
e)2 <+
a b

93. (ITA/2018)

Encontre o conjunto solugdo S c R da inequagao exponencial:

4
1081
3x—2 Z 3x+k <
* o 18

94. (ITA/2017)
Esboce o grafico da fungdo f: R — R dada por
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Fo = [z -]
2
95. (ITA/2017)

Sejam a, b, ¢, d numeros reais positivos e diferentes de 1. Das afirmacgdes:

L alogcb — blogca

N (g)logdc (g)logda (g)logdb .
ll. log,,(bc) = log, c

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenaslell

d) apenas|i e lll.

e) todas.

96. (ITA/2017)

Determine todos os valores reais de x que satisfazem a inequagdo 43*~1 > 3%*,

97. (ITA/2016)

Se x é um numero natural com 2015 digitos, entdo o nimero de digitos da parte inteira de /x é

igual a
a) 285
b) 286
c) 287
d) 288

e) 289

98. (ITA/2016)
Considere as seguintes afirmagdes:

~ -1\ . .
I. A fungdo f(x) = logy, (XT) é estritamente crescente no intervalo |1, +oo|.

Il. A equagdo 2**2? = 3*~1 possui uma Unica solugdo real.

lll. A equagdo (x + 1)* = x admite pelo menos uma solugdo real positiva.
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E (sdo) verdadeira(s)
a) apenas I.

b) apenaslell.

c) apenasll elll.
d)1, el

e) apenas lll.

99. (ITA/2016)

Seja (a4, a,, as, ... ) asequéncia definida da seguinte forma: a; = 1000 e a, = log,,(1 + a,,_;) para

n = 2. Considere as afirmagoes a seguir:
I. A sequéncia (a, ) é decrescente.

Il.a, > 0 paratodon > 1.

lll.a, < 1paratodon = 3.

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenaslell.

c) apenas |l elll.

d), el

e) apenas lll.

100.(ITA/2016)

Seja f a fungido definida por f(x) = log,.,(x*> — 2x — 8). Determine:
a) O dominio D¢ da fungéo f.

b) O conjunto de todos os valores de x € Dy tais que f(x) = 2.

c) O conjunto de todos os valores de x € D, tais que f(x) > 1.

101.(ITA/2015)
Considere as seguintes afirmagdes sobre nimeros reais:

I. Se a expansao decimal de x é infinita e periddica, entdo x € um nimero racional.

Tan=0 (g2 1-2v2"
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. InVe? + (logs 2)(log, 9) é um niimero racional.
E (sdo) verdadeira(s):

a) nenhuma.

b) apenas Il.

c) apenaslell.

d) apenas |l elll.

e)l,lell.

102.(ITA/2014)

Determine as solugdes reais da equagdao em x:

3lo 16x
(log, x)° — log,(x*) — =—o10 2%

logy00 16
103.(ITA/2014)

A soma

4 n
log,/, V32
n+2

- log,/, 8

Eiguala
a)g

b) =
c)i—g

d)

e)l

104.(ITA/2013)

Considere as fungdes f e g, da variavel real x, definidas, respectivamente, por f(x) = eX’tax+h o
g(x) =1In (g), em que a e b sdo numeros reais. Se f(—1) = 1 = f(—2), entdo pode-se afirmar

sobre a fun¢do composta gof que
a)gof(1) =In3.
b) Agof (0).

¢) gof nunca se anula.
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d) gof esta definida apenas em {x € R: x > 0}.

e) gof admite dois zeros reais distintos.

105.(ITA/2013)

Se os numeros reais a e b satisfazem, simultaneamente, as equagoes
avb =-eln(a? +b) +In8 = In5,

Um possivel valor de % é

a) g

b) 1

) V2

d)2

e)3v/2

106.(ITA/2011)

Resolva a inequag¢ao em [:

logl(xz—x+19)

16 < (1) °
4

107.(ITA/2008)

Para x € R, o conjunto solugdo de |53* — 52¥*1 4+ 4. 5%| = |[5% — 1| é
a){0,2++5,2 + 3}

b) {0,1,logs(2 + V/5)}

0{0,(2)logs 2,2 10gs 3, logs }

d) {0,10g5(2 + V/5) ,logs(2 + v3) , logs(2 — V3)}

e) A tunicasolucdo éx =0

108.(ITA/2007)

. . . . eX-2v5 ., . .
Sejam x e y dois nimeros reais tais que e*, e” e o quociente 1-ovys 30 todos racionais. Asoma x +
y éigual a
a)0
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b) 1
c)2logs 3
d) logs 2
e) 3log, 2

109.(ITA/2007)

Sejam x,y e z nimeros reais positivos tais que seus logaritmos numa dada base n sao numeros

primos satisfazendo
log,,(xy) = 49
x
log,, (E) = 44
Entdo, log,, (xyz) éigual a
a) 52
b) 61
c) 67
d) 80

e) 97

110.(ITA/2005)
Considere a equagao em x
1
ax+1 = bx

Onde a e b sdo numeros reais positivos, taisqueln b = 2Ina > 0. A soma das solu¢des da equagdo

7

é
a)0
b) -1
)1
d)In2

e)2

111.(ITA/2004)
Parab > 1ex > 0, resolva a equagdo em x:

(zx)logbz _ (3x)10gb3 =0
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112.(ITA/2004)

Seja a um numero real, com 0 < a < 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de todos

os valores de x tais que

a)] —o0,0] U [2,+oof
b)] — 0,0[ U ]2, 4+
c)10,2[

d)] —o0,0]

e) |2, +oo|

113.(ITA/2003)

Mostre que toda fungdo f: R/{0} — R, satisfazendo f(xy) = f(x) + f(y) em todo seu dominio, é
par.

114.(ITA/2003)

Considere uma fungdo f: R — R ndo-constante e tal que f(x + y) = f(x)f(y),Vx,y € R.
Das afirmagoes:

L.f(x)>0,vx €ER

I f(nx) = [f(x)]",Vx € R,vn € N*
ll. f é par

E (sdo) verdadeira(s):

a)apenaslell.

b) apenas |l e lll.

c) apenaslelll

d) todas.

e) nenhuma.

115.(ITA/2002)

Seja a funcgao f dada por
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F(x) = (logs 5) - logs 871 + logs 41+2~%" _ Jog, 2%(3x+1)

Determine todos os valores de x que tornam f ndo-negativa.

116.(ITA/2001)

Sea € R étal que3y? —y + a = 0 tem raiz dupla, entdo a solugio da equagdo 32**1 —3¥ + g = 0

é:

a) log, 6
b) —log, 6
c)log; 6
d) —log; 6

e)1—log;6

117.(ITA/2001)

Sendo dado

In (2vV4V638...V2n = a,

In (V233V4.."Y2n = b,
entdo,

In2 _ln3 +ln4_ln5 N m+ln2n
2 3 4 5 2n

E igual a:
a)a, — 2b,
b) 2a,, — b,
c)a, —b,
d) b, —a,
e)a, +b,

118.(ITA/2000)
Seja S = [—2, 2] e considere as afirmagdes:

1 1\*
I’Z < (E) < 6, paratodo x € S.

! L , paratodox € S.

1. Bo—a% < Ners

Il. 2% — 2* < 0, paratodo x € S.
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Entdo, podemos dizer que

a) apenas | é verdadeira.

b) apenas lll é verdadeira.

c) somente | e Il sdo verdadeiras.
d) apenas Il é falsa.

e) todas as afirmagOes sao falsas.

119.(ITA/1999)

Seja S o conjunto de todas as solucdes reais da equagao
log%(x +1) =log,(x—1)

Entao:

a) S é um conjunto unitarioe S C |2, +oof.

b) S é um conjunto unitarioe S c |1, 2|.

c) S possui dois elementos distintos S < | — 2,2].

d) S possui dois elementos distintos S C |1, +oo[.

e) S é o conjunto vazio.

120.(ITA/1998)

O valorde y € R que satisfaz a igualdade log, 49 = log,2 7 + log,, 7, é:
a)i
b) -
c)3
d) <

e)7

121.(ITA/1998)

A inequac¢ao mostrada na figura adiante

4xlogs(x +3) = (x* + 3) log1(x + 3)
5

E satisfeita para todo x € S. Ent3o:

a)S =] —3,-2]U[-1,+oo]
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b) S =] — 00, =3[ U [—1, +oo[
c)S=]-3,-1]
d)S =] —2,+0o0]
e)S=]—o00,-3[U]—3,+0[

122.(ITA/2009)

Seja f: R — R\{0} uma fungao satisfazendo as condicdes:
f(x+y)=f(x)f(y),paratodox,y € Re f(x) # 1, para todo x € R\{0}. Das afirmagées:
l. f pode ser impar;

I. f(0) =1;

lll. f é injetiva;

IV. f ndo é sobrejetiva, pois f (x) > 0 para todo x € R,

é (sao) falsa(s) apenas

a)lelll.

b) Il e 11l

c)lelVv.

d) IV.

e)l.

123. (ITA/1996)

Seja f: R} — Ruma fungdo injetoratalque f(1) = 0e f(xy) = f(x) + f(y) paratodox > 0ey >
0. Se x4, x5, x3,x, € x5 formam nessa ordem uma progressao geométrica, onde x; > 0 para i =
1,2,3,4,5 e sabendo que Y;_, f(x;) = 13f(2) + 2f(x,) e Z?zlf( at ) = —2f(2x,), entdo, o

valor de x; é:

15
Xi+1

a)—2.
b) 2.
c) 3.
d) 4.

e) 1.
124.(ITA/1992)
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1
Considere as fungdes f:R* > R, g:R—> R e h:R* = R definidas por f(x)=3""%,g(x) =
x%,h(x) = i—l O conjunto dos valores de x € R* tais que (f 0 g)(x) = (h o f)(x) é subconjunto de:

000 (0.0 (1) 02 ).
0 (-2)0 (1) v . +e).

a(0 0 (£2)0(12) v +o).
d) (—o0,0) U (1, +0).

e) n.d.a.

125. (ITA/1987)

Seja f: R — R uma fungdo tal que f(x) # 0, paracadax € Re f(x +y) = f(x) - f(y), para todos
x e y em [. Considere (a; a, as;,a,) uma P.A. de razio r, tal que a, = 0. Entdo

(f(al)'f(az)'f(ClS)rf(aél))

a) é uma P.A. de razdo iguala f(r) e 12 termo f(a,) = f(0).
b) é uma P.A. de razdo igualar.

c) é uma P.G. de razdo igual a f(r) e 12 termo f(a,) = 1.

d) é uma P.G. de razdo igual ar e 1° termo f(a,) = f(0).

e) nao é necessariamente uma P.A. ou uma P.G.

126.(ITA/1985)

Seja f:R - R uma fungdo satisfazendo f(x + ay) = f(x) + af (y) para todos «a,x,y € R. Se
(ay,a,,as,...,a,) é uma progressio aritmética de razio d, entdo podemos dizer que

(f(ar), f(az), f(as), .., f (an))

a) E uma progressao aritmética de razio d.

b) E uma progressdo aritmética de razdo f (d) cujo primeiro termo é a;.
c) E uma progressdo geométrica de razio f(d).

d) E uma progressao aritmética de razio f (d).

e) Nada se pode afirmar.

127.(ITA/1979)
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Seja f uma funcao real definida para todo x real tal que: f é impar; f(x+y) = f(x) + f(¥); e

f(x) =0, se x > 0. Definindo g(x) = %, se x + 0, e sendo n um nimero natural, podemos

afirmar que:

a) f é ndo-decrescente e g é uma fungdo impar.
b) f é ndo-decrescente e g é uma fungao par.
c) g éuma fungdopare 0 < g(n) < f(1).

d) g é uma fungdoimpare 0 < g(n) < f(1).

e) f é ndao-decrescentee 0 < g(n) < f(1).

128.(ITA/1971)

Se f é uma funcio real de variavel real dada por f(x) = x2, entdo f(x? + y2) é igual a:
a) f(f(X) + f() + 2f(x)f(y) paratodo x e y.

b) f(x*) + 2f(f(x)) + f(x)f (y) paratodo x e y.

A f(x*)+f*) + f(x)f(y) paratodox e y.

d) f(f(0) + F(f) + 2f (x)f (y) para todo x e y.

e) f(f(x)) +2f(y*) + 2f (x)f (y) paratodo x e y.

129.(IME/2021)

Seja f : D - R uma fungdo onde D = {x € R |[x # 0 e x # 1} e que satisfaz a equagdo f (x;—l) +
f(x) —x = 2.0valorde f(2) é:

a)5/4

b) 1/4

c)1/2

d)1

e)7/2

130.(IME/2021)
Se A é a area da regido R do plano cartesiano dada por
R={(x,y) € R*|2<x<10e0<y<In(x)}
a)A <In(20%)
b) In (In(9!)) <In (4) < (2 + In(9"))
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c)A = 1In(10!) —1n (2)
d)g <e™ <207

e)In(10) +In(2) <A <10In(10) — 2In(2) — 10

131. (IME/2021)

Considere o sistema de equagdes:

log(—2x + 3y + k) = log(3) + log(z)

log,(1-y)=1
x+z=1

onde x, y e z sdo variaveis e k € uma constante numeérica real. Esse sistema tera solugao se:
a)k< -2

b)-2<k<0

J0<k<?2

d2<k<4

e)k >4

132. (IME/2021)

Seja a equagdo 2sen?(e?) — 4+/3sen(e?)cos(e?) — cos (2¢%) = 1,6 € R*. O menor valor de 6

que é raiz da equagdo é:

e
o ()

c) ln(

d) In

Sla |9
N——

)
)

133.(IME/2021)

e) ln(

| u
N[

Calcule os valores reais de x que satisfacam a inequacgdo ,/log;(x) + 1 + glogl(xz) + g > 0.
3

134.(IME/2020)

Sabe-se que S = x + y + z, onde y e z sao solugdes inteiras do sistema abaixo.
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— 62 In(x)

y
Uog2 y+log,z=(x+3)

O valorde S é:
a) 84

b) 168

c) 234

d) 512

e) 600

135. (IME/2020)

Prof. VictorSo

Uma progressdo geométrica é formada com os nimeros naturais 4, B e C, nessa ordem. O log(4)
possui a mesma mantissa, M, do log(B) e C é a caracteristica do log(A). Sabe-se que M = log(()

e que possui o maior valor possivel. O valor da mantissa do log(ABC) é:

a)M
b) 2M
c)3M
d)3M -2
e)3M -3

136. (IME/2020)

Considere a progressao geométrica a,, a,, ..., a,, ... € a progressao aritmética b;, b,, ..., b, ... com as

condigbes:
a, >0

a,
—>1e
a,

bz_b1>0

Para que [log,(a,) — b, ] ndo dependa de n, o valor de « devera ser:

1

2

o ()"
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137.(IME/2019)

Definimos a fungdo f: N — N da seguinte forma:

( f(0)=0
f=1
f@Cn)=f(n), n=1
f@2n+1) = f(n) + 202" n>1

Determine f(f(2019)).

Observacgdo: | k| é o maior inteiro menor ou igual a k.

138.(IME/2018)

Sejam a, b, c e d nimeros reais positivos diferentes de 1. Temos que log, d,log;, d e log.d sao
termos consecutivos de uma progressdao geométrica e que a,b e ¢ formam uma progressao

aritmética em que a < b < c. Sabendo-se que b = b'°8? — g, determine:
a) Os valoresde a, b e c;

b) As razées das progressoes aritmética e geométrica, r e g, respectivamente.

139.(IME/2017)

Seja a equagdo y'°83 V3V = ylogs3y _ g 5 > 0.

O produto das raizes reais desta equagao é igual a:
a)%

b)

c)z

d)2

e)3

140.(IME/2017)

Resolva o sistema de equagdes, onde x € Re y € R.
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logs(log 5x) —log s(logzy) = 1
(YW)Z _ 3143

141.(IME/2016/Modificada)

Sabendo-se que os numeros reais positivos a,b e ¢ formam uma progressao geométrica e

log (57;) ,log (%) elog (%) formam uma progressao aritmética, ambas nessa ordem. Prove que b +

c<a.

142.(IME/2016)

Quantos inteiros k satisfazem a desigualdade 2,/log,, k — 1 + 10log;,-1 ki +3> 02
a) 10

b) 89

c) 90

d) 99

e) 100

143.(IME/2015)

Determine os valores reais de x que satisfazem a inequacao:

1
+log,=>1

logs x? — 2 9

144.(IME/2015)

Sejam x e y numeros reais nao nulos tais que:

log,y™ +log, x* =a
1 1

log, x™' log, ye

a+b+2e
O valor de W e:
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(a+b)m

145.(IME/2014)

Sabe-se que y -z - \/ﬁi =x-y3-z2 = Z_jﬁ = e, em que ¢ é a base dos logaritmos naturais. O
valordex+y+zé

a)ed+e?+1

b)e?+el+e

e’ +1

de3+e?+e

e)ed +e?2+e?!

146.(IME/2014)
Resolver o sistema de equagoes

Yy
\/7?_\/;:1083;
2x+2+8x:5.4y

147.(IME/2014)

Qual é o menor numero?
a)m - 8!

b) 9°

c) 2222
d) 3%’

e) 213 . 53

148. (IME/2013)

Considere a equagao 10g3x2+ (log3x)? = 1. A soma dos quadrados das solu¢des reais dessa

equacgado estd contida no intervalo
a)[0,5)

b) [5,10)

c) [10,15)
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d) [15,20)
e) [20, )

149.(IME/2012)

Selog;, 2 = xelog,y 3 = y, entdo log; 18 vale:
a)x+2y
1-x
x+y
)T

2x+y
) 1+x

x+2y
) T

3x+2y
) (1-x)

150.(IME/2010)

Prof. VictorSo

Seja f(x) = |3 —log(x)|, x € R. Sendo n um numero inteiro positivo, a desigualdade

f(x)
4

4f (%)
36

9

2" f (x) 9
4

3n—1

2f(x)
+‘ |t

Somente é possivel se:

Obs.: log representa a funcao logaritmica na base 10.
a)0 <x <10°

b) 107 < x < 10°

€)103 <x<10°

d) 10° < x < 10°

e)107° <x <10°

151.(IME/2009)

Dada a fung¢do F: N? — N, com as seguintes caracteristicas:

F(0,0) =1;

F(n,m+ 1) = q - F(n,m), onde g € um nimero real diferente de zero.
F(n+ 1,0) =r + F(n,0), onde r € um nimero real diferente de zero.

Determine o valor de Y¥720° F(i,i),i € N.

152. (IME/2007)
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Seja f: R — R, onde R é o conjunto dos nimeros reais, tal que:

{ f4) =5
fx+4) =f(x) - f(4)

O valor de f(—4) é:
a) —4/5

b) —1/4

c)—1/5

d)1/5

e) 4/5

153.(IME/2005)

(156%+156~

Dada a fungdo f(x) = ; ), demonstre que:

f+y)+flx—y)=2f()f )

154. (IME/2004)

Seja uma fungdo f: R — {0} — R, onde [ representa o conjunto dos niimeros reais, tal que f (%) =

f(a) — f(b) para a e b pertencentes ao dominio de f. Demonstre que f é uma fungao par.

155. (IME/1993)
Considere uma fungdo L: Q* - Q que satisfaz:
1. L é crescente, isto é, para quaisquer 0 < x < y tem-se L(x) < L(y).
2. L(x-y) = L(x) + L(y) para quaisquer x,y > 0.
Mostre que:
a)L(1) = 0.
b) L (1) = —L(x) paratodox > 0
» .

c)L G) = L(x) — L(y) para quaisquer x,y > 0.

d) L(x™) = nL(x) para todo x > 0 e natural n.

e) L(Vx) = %L(x) para todo x > 0 e natural n.

f)L(x) <0< L(y)semprequel <x<1<y.
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GABARITO

90. a
91. 81
92.e

93.5 = {x € R|x < log; (5)}

94. Esboc¢o
95.c

96.S={xE]R§x<log§2}
9

97.
98.
99.

100.a) Dy ={xER|x >4} b) S =0 c)S={xE]R|x>
101.d

102.5 = {3, 64,

103.d

104.e

105.a

106.5S = (—o0,—2) U (3,+)

107.e

108.e

109.a
110.b

111.§ = {%}
112.c

113.Demonstragao
114.a

115 <x <1
116.d

117.c

118.a

119.b

120.d

121.a

122.e

123.b

124.e

125.c

126.d

127.e

128.d

129.a

130.b

131.c

132.e

o T Q

27
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133.{x € ]R|§ < x < 3%

134.a

135.d

136.c

137.f(f(2019)) = 10

logz 2 logz 2+1 logz 2 logz 2
138.a)a=2 *+ ,b=2 3+ ,c=3-2 % b)r=2 1 eq=1ogs:2
2

139.a

140.5 = {(\/§363; 311)}5 = {x € R|x < logg 2}

141.Demonstragao
142.c

143.S={xE]R|%<x<1ou3<x<9}

144.a
145.b
146.x =y =2
147.c
148.c
149.a

150.d

2010_g (20099-2010)¢%°1%+q

5.5 2| ]
1 (q-1)?

152.d

153.Demonstracao.

154.Demonstracao.

155.Demonstracao.

RESOLUCAO

90. (ITA/2020)

Sejam X, X,, X3, X4, X5, Xg NUMeros reais tais que 2%t = 4;3%*2 =5;4% = 6;54 =7;6"5 =8 e

7% = 9, Entdo, o produto x; x,Xx3X,XsX, € igual a
a) 6.
b) 8.
c) 10.
d) 12.
e) 14.
Comentarios

Os nUimeros reais podem ser escritos como:

21 = 4 = x; = log, 4

3*2=5= x, =log; 5
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4*3 = 6 = x; =log, 6
5% =7 = x, =logg 7
6% = 8 = x5 = log, 8
7% =9 = x, =log, 9

Assim, fazendo o produto entre eles, obtemos:

X1X5X3X4XsXg = log, 4 - logs 5 - log, 6 - logs 7 - logs 8 - log, 9

Podemos usar a seguinte propriedade dos logaritmos para simplificar a expressao:
log, a - log, c = log, c

Reorganizando os termos da expressao:

log, 4 -log, 6 -logs 5 -log- 7 -log, 9 -log, 8 = log, 6 -log, 8 -log; 7 - log-, 9
= log, 8 -log; 9 =log, 2% -log;32=3-2=6
S XX X3X4XsXg = 6

Gabarito: “a”.

91. (ITA/2019)

Sabendo que x pertence ao intervalo fechado [1, 64], determine o maior valor da fungdo

8
F() = (log, 0)* + 12(log, x)? - log; )
Comentarios
Para analisar os valores dessa fun¢ao, devemos simplifica-lo.

Usando as propriedades do logaritmo, temos:

log, (g) = log, 8 —log, x = log, 23 —log, x = 3 — log, x
Assim, encontramos:
f(x) = (log, x)* + 12(log, x)? - (3 — log, x)
Vamos fazer uma mudanca de varidvel. Como x € [1, 64], fazendo y = log, x, obtemos:
x=2V21<2Y<64=>20<2Y<2°
Sendo a fungdo exponencial injetora e 2¥ crescente, temos:
0<y<6=ye€l0,6]
fQ) =y*—12y° + 36y°
f() =y*(y* — 12y + 36)
f) =y*(y —6)*
= |f) = (y* — 6y)?

A expressdo y2 — 6y no plano cartesiano representa uma parabola com concavidade para
cima. No intervalor y € [0, 6], essa expressdo assume os valores [—9,0] conforme a figura:
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y* — 6y
. S
0 ! ;
) @mmmmmmmmmmaaa .

Desse modo, a imagem da fungdo f é:

y€[0,6]

f) = (y? — 6y)* = |Im(f) € [0,81]
Portanto, o maior valor da fungao é 81.

Gabarito: 81

92. (ITA/2018)

Selog, m = aelogs ™ = b, entao

ml+l§l
a 2
b)-<l+i<1
2 a b
q1<1+lsi
a b 2
d)i<itic<2
2 a b
e)2<—+l
a b

Comentarios

Analisando as alternativas, temos que encontrar alguma relagdo para o numero §+%.
Usando os dados do enunciado, temos:
1
a log,
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1_
b logsm
1 1 1 1

= +
a b log,m logsm
Vamos igualar a base dos logaritmos, fazendo:

l _log, m
085 = log, 5
Substituindo na equagao, encontramos:
1 1 1 1 1+log,5
+ = + =
log, 7 logsm log,m log,m log,
log, 5
1+1log,5 log,2+1log,5 log,(2-5) log,10
1=1log,2= = = = = log, 10

log, log, log, log,

! + ! 1 10

=>—+-—-=1lo

a b gTL’

Devemos analisar quanto vale o nimero log,, 10. Fazendo x = log, 10, temos:
n* =10

7 vale aproximadamente 3,14. Podemos dizer que w2 < 10, entdo x deve ser maior do que

Com isso, encontramos:

2<x
1 1
x=logn10=a+g
1 1
$2<E+E

Logo, o gabarito é a letra e.

Gabarito: “e”.

93. (ITA/2018)

Encontre o conjunto solugao S C R da inequagao exponencial:

Comentarios

Reescrevendo a inequagao, temos:

3x—2+3x+1+3x+2 +3x+3 +3x+4 < 1081
— 18

—+3x-3+3x-32+3"-33+3x-34<@
32 — 18

X
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Fazendo y = 3%, obtemos:

y 1081
6+3y+9y+27y+81yST
y(1 427+ 81+ 243+ 729) < 1081
9 — 18
y1081 < 1081
9 — 18
Simplificando a inequagado:
9 1
>y< B-3
Voltando a variavel x:
y=3"< .
— 2

Aplicando o log na base 3 na inequagao:
1
log; 3* < log, 2
<] !
z J—
x = 1083 5
O conjunto solugao é dado por:
S = {x € R|x < log, (%)}

Gabarito: S = {x € IR|3" < log; G)}

94. (ITA/2017)

Esboce o grafico da fungdo /: R — R dada por

Foo = [z -]
2
Comentarios
Para esbocar o grafico de uma fungao modular, devemos construir a fungdo de dentro pra
fora. Do enunciado do problema, temos:
1 1

212

fx) =

Vamos iniciar pela fungdao mais simples:
1 X
Esbocando (5) :

Como a base é menor do que 1, a funcdo é decrescente.

= (3

X
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Agora aplicando o médulo em x, (5) :
1
(1)"" {—,x >0
E = 2x
2%, x <0

2% é uma funcdo crescente e 1/2* é uma fungdo decrescente. O que muda no grafico ao
aplicar o médulo é a regido do grafico cujo x é negativo.

Para esbocar esse grafico, basta redesenhar a parte das abcissas negativas de acordo com
a fungao abaixo:

Agora, transladamos —1/2 no grafico. Vamos descer o grafico 1/2 unidade verticalmente.

Nesse caso, temos 2 raizes:

1 1_
2l 2
=>x==1
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Esbogcando:
1 1
f(x) = P
y
1
-1 1 x
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
2
y
1
2
-1 1 x
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
2

Por ultimo, aplicamos o mdédulo no grafico acima. Basta espelhar o grafico em relacdo ao
eixo x:

1 1
f(x)= W_E
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O esboco final é dado por:

Gabarito: Esbogo

95. (ITA/2017)

Sejam a, b, ¢, d niumeros reais positivos e diferentes de 1. Das afirmagoes:

L alogcb — blogca

N (g)logdc (g)logda (g)logdb .
ll. log,, (bc) =log, ¢

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Il.
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c)apenaslell.

d) apenasli e lll.

e) todas.
Comentarios

I. Analisando a afirmacao, para verificar a igualdade, devemos aplicar o log na base ¢ em
ambos os lados da igualdade:

10gc alogcb — logc blogca
log.blog.a =log.alog.b
Portanto, a afirmacdo é verdadeira.
Il. Vamos usar a afirmacgao | para verificar essa afirmacao.
alogcb — blogca

Da equagao:

(a)logdc (b)logda (C>10gdb alogdc blogd a Clogdb

b c a blogdc clogga glogyb

Vamos escrever cada termo usando x, y, z para melhor visualizar o resultado:
qlo8ac = Clogda =x
blogdc — Clogdb =y
alogdb — blogda —

Substituindo na expressao:

Calculando o resultado, temos:

~Verdadeira.
lll. Analisando a afirmacao, se tentarmos escrever todos os logs na base 10, encontramos:

logbc logc

logab loga
logb +logc logc

loga +1logh loga

Vendo a equagao acima, podemos perceber que é improvavel que o lado esquerdo se iguale
ao lado direito. Vamos pensar em um contra-exemplo:

log,, bc = log, c
Paraa=2,b=2ec=1:
log, 2 =log, 1
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=3 5= 0 (absurdo!)

~Falsa.

Gabarito: “c”.

Prof. VictorSo

96. (ITA/2017)

Determine todos os valores reais de x que satisfazem a inequagdo 43*~1 > 3%*,

Comentarios
43x—1 > 34—x

Vamos aplicar log na inequacao:
log4**~! > log3**
(3x —1)log4 > 4xlog3
Isolando o x:
3xlog4 —log4 > 4xlog3
x(3log4 — 4log3) > log4
x(log43 —log3*) > log4

43
X <log§> > log 4

64
X (loga) > log 4

64 64 . s . o 64
Como - < 1, temos logs—1 < 0. Assim, dividindo a inequacao por log8—1, encontramos:

log 4

64
logﬁ

x <

Simplificando:
2

| 64_1 82_1 <8) o 8
08g1 T 982 T 98\g) T <1089

log4 =log22 = 2log?2

Dessa forma, temos:
2log?2

x <
210g§

log 2

x <
log§

x < logs 2
9

Portanto, a solugao da inequagao é:
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S = {x € ]R|x < log§2}
9

Gabarito: S = {x € ]R|x <logs 2}
9

97. (ITA/2016)

Se x é um numero natural com 2015 digitos, entdo o nimero de digitos da parte inteira de \/x é
igual a

a) 285

b) 286

c) 287

d) 288

e) 289

Comentarios
Vamos reescrever o nimero x. Seja a € R tal que a € [1,10].
Se x é um numero natural com 2015 digitos, podemos escrever:
x = a-102014

2014 é porque a conta como 1 digito.
Agora, aplicando o radical:

Ux =Va- 7/102014

2014

1 1
x7 = a710 7
Dividindo 2014 por 7, obtemos:
2014 =7-287+5

Substituindo na equagao:

1 7-287+5
=a710 7

N

x
1 1 5
x7 = a710%%7 - 107
1 1
x7 = (a-10°)7 - 10287

Vx = V105a - 10%7
Definimos que 1 < a < 10. Ent3o:
105 < 10°-a < 10°

1< /105 < V105 -a < /106 < 10

1 < 3/105-a < 10
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Portanto, o nimero V105 - a possui 1 algarismo. Logo, o total de algarismos do numero é
dado por:

Vx = J10%a - 10%

N——
1 algarismo 287 algarismos
287 +1 =288

Gabarito: “d”.

98. (ITA/2016)
Considere as seguintes afirmacdes:

I. A fungdo f(x) = logq, (%1) é estritamente crescente no intervalo |1, +oo|.

Il. A equagdo 2**2 = 3%~ possui uma Unica solug3o real.

lll. A equagdo (x + 1)* = x admite pelo menos uma solugio real positiva.
E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas I.

b) apenaslell.

c) apenasllelll.

d) 1,1 ell.

e) apenas lll.
Comentarios

I. Vamos verificar se a funcdo é crescente comparando dois numeros a,b. Seja a,b €
11, +oo[ tal que 1 < a < b. Entdo:

1 b

<a<
1 1
b a
1
b~ "a

b > a
fB) > f(a)
Portanto, a < b — f(a) < f(b). f é estritamente crescente.

~ Verdadeira.

Il. Vamos resolver a equagao:
2x+2 — 3x—1
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Isolando x:

Aplicando log na base 3/2:

logz 12 =x
2

Encontramos uma Unica solugao real.
~Verdadeira.
ll. Verificando a equacao:
(x+1)*=x
Aplicando log na base x:
log,(x + 1)* =log, x
xlog,(x+1)=1
Vamos ver se existe algum x real positivo que satisfaz a equacao:
Se 0 < x < 1, temos log, (x + 1) < 1 e consequentemente:
xlog,(x+1) <1
Se x > 1, temos log, (x + 1) > 1 e consequentemente:
xlog,(x+1)>1

Vx € R,, a expressdo x log, (x + 1) resulta em uma desigualdade. Portanto, ndo temos x
gue satisfaz a equacao.

~Falsa.

Gabarito: “b”.

99. (ITA/2016)

Seja (a4, a,, as, ... ) asequéncia definida da seguinte forma: a; = 1000e a,, = log,,(1 + a,,_;) para

n = 2. Considere as afirmagoes a seguir:
I. A sequéncia (a, ) é decrescente.

Il.a, > 0 paratodon > 1.

lll.a, <1paratodon = 3.

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenaslell.

c) apenasll elll.
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d) 1,1l ell.

e) apenas lll.
Comentarios
l. Paran = 2, temos:
a, = log,;o(1 + a;) =log,,(1 + 1000) = log,, 1001
Vamos comparar a, com a,. Aproximando a,:
a, =log,, 1001 = log,, 1000 =3 < 1000 = a4

Entdo, encontramos a, < a,. Vamos supor que a,,; < a, € provar essa propriedade
usando PIF.

Paran = 1, ja sabemos que a, < a,.
Para k € N, temos que provar que a; < Qj_q1 = Apypq < Ag-
Usando a definigdo para a;:
ai =logyo(1 + ax_y)
10% =1+ a;_4
Ap_; = 10% — 1
Para aj,q:
A1 =logyo(1 + ay)
10%+1 = 1 4+ q
a, = 10%+1 —1
Da hipdtese:
ap < Qy_q
Substituindo a; e aj,_q:
10%+1 — 1 < 10% — 1
10%+1 < 10%
= Qg1 < Qg
Portanto, encontramos que a,,,; < a,, logo, a sequéncia (a,,) é decrescente.
~Verdadeira.
Il. a, =1000>0
Se a, > 0, temos:
An+1 = logyo(1 +a,) >log;p 1 =0
Portanto, a,, > 0 = a,,, > 0. Logo, a,, > 0,Vn € N.
~Verdadeira.

I"l. Paran = 3:
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az = logo(1 + a,)

Usando a aproximagao a, = 3 < 4, temos:

as = 10g10(1 + az) < loglo(l + 4‘) = 10g10 5 < 10g10 10=1

Como a sequéncia é decrescente e a; < 1, temos que a, < 1,Vn = 3.

~Verdadeira.

Gabarito: “e”.

Prof. VictorSo

100.(ITA/2016)

Seja f a fungdo definida por f(x) = log,.,(x*> — 2x — 8). Determine:

a) O dominio Df da fungdo f.
b) O conjunto de todos os valores de x € Dy tais que f(x) = 2.

c) O conjunto de todos os valores de x € Dy tais que f(x) > 1.

Comentarios

a) Analisando as condi¢des da fun¢ao, encontramos os seguintes requisitos:

x+1>0
x+1+#1
x>—2x—-8>0
x>—-1lex+0
Resolvendo a inequagao:
x>—2x—-8>0
x—4dHx+2)>0

>x<-2o0ux>4
Juntando as condi¢des, encontramos:
x >4
Portanto, o dominio da funcao é dado por:
Dy = {x € R|x > 4}
b) Fazendo f(x) = 2, temos:
log,.,(x? — 2x — 8) = 2
x?>—2x—8=(x+1)?
x2—2x—8=x*+2x+1
4x = -9
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Como o dominio de f é x > 4, temos que x = —9/4 ndo pode ser solugdo do problema.

S=0
c) Fazendo f(x) > 1, temos:
log,, (x* —2x—-8)>1
Como x > 4, temos que a base do logaritmo é maior do que 1, logo a fungdo é crescente.
Dessa forma, podemos escrever:
x> —2x—-8>((x+1)?!
x2—=3x—-9>0

Raizes:

3+V9+36 (3++45) 3+3V5
x: = =

2 2 2
e
3 — 35 3+ 35
2 2

A solucdo dessa inequacao é dada por:

3 —3v5 3+ 35
x<Toux>T

Devemos fazer a intersec¢ao dessa solugdo com o dominio de f. Para isso, precisamos saber
se esses numeros sao maiores ou menores do que 4. Comparando o maior valor:

3+3V5_3+3-2_9

===4 4
2 2 2 S >
3+ 35
5>—>4
2
Agora, para o menor valor:
3—-3Y5 3-3-2 3
> < > __E__1'5<4
3-3v5
:T<4

Colocando os niumeros no eixo x, temos:
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4

Fazendo a intersecgao da solugao, encontramos:

S={xERx>#§}

3+3\/§}

Gabarito:a)Df={xE]R|x>4} b)S=0 c)S={xER|x> 5

101.(ITA/2015)
Considere as seguintes afirmagdes sobre nimeros reais:

I. Se a expansao decimal de x é infinita e periddica, entdo x € um numero racional.

TAn=0 (g2 1-2v2"

. InVe? + (log; 2)(log, 9) é um numero racional.
E (sdo) verdadeira(s):

a) nenhuma.

b) apenas II.

c) apenaslell.

d) apenas | e lll.

e)l, llell.
Comentarios
l. Do enunciado da afirmacao:

A expansao decimal de x é infinita e periddica, entdo x é uma dizima periddica. Portanto,
X é racional.

~Verdadeira.

Il. A sequéncia é uma PG infinita de razdo q = 1//2. Veja:

. 1 1 v 1
;(\/7_1)\@:\/5—1;«/27
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1 v 1 1 1 1 1
LT A T
2 — 1n=0 2 2-1\\2° 2= 2
Lembrando que a soma de uma PG infinita é dada por:

1

S =
1—g¢

1<1+1+1+...>_1 1 V2 2
V2-1\y2° vZ' V7 V21 1_% C(VZ-1)(V2-1) 3-242
2

O resultado que encontramos é diferente da afirmacao.
=~ Falsa.

[l. Vamos simplificar o nimero:
n3/e? + (logs 2)(log, 9)

2
3 + (logs 2)(log,> 3%)

2
§+ logs 2 -log, 3

2 log2 log3
3 log 3 - log 2
2 5

§+1=§EQ

~Verdadeira.

Gabarito: “d”.

102.(ITA/2014)

Determine as solug¢des reais da equagdao em x:

3log,, 16x
3 — 4 J— _— =
(log, )° — log,(x*) = 2
Comentarios
Como condicao de existéncia: x > 0.
Simplificando a equacdo, temos:
3log,, 16x
1 3 _ ] 4y _ —
(logs x)° ~ logy(x*) = -2
3log, 16x
log, 10
3 _ _ o4~ _
(logy x)° — 4log, x Tog, 16 0
log, 100
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3(log, 4% + log, x)
log, 10
log, 42
log, 102
3(2 + log, x)
log, 10
2
2log, 10

(log, x)® —4log,x —3(2+1log,x) =0

=0

(log, x)® — 4log, x —

(log, x)® — 4log, x —

Fazendo log, x = y:
y3—4y—-32+y)=0
y —-7y—-6=0
Fatorando a equacao:

y ] —y—-6y—6=0
y@?*-1D-6(y+1) =0
+DO-1D-6)=0

+DG*-y-6)=0
+Dy -3 +2)=0
Encontrando as raizes:

y1 = -1
y2 =3
Y3 = —2
Encontrando os valores de x:
y =log, x

1 1
= -1 = = —
V1 X1 4

y2=3=>x2=4'3=64‘
=-2> = 4_2 = —
Y3 X3 16
Portanto, a solucao é dada por:

4’ 16
Gabarito: S = {% 64, %}

103.(ITA/2014)

A soma
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AT o=

4 n
log,/, V32
n+2

- log,/, 8

Eigual a
a)g

b) =
c)i—i

d) =
e)1l

Comentarios

Simplificando a expressado, temos:

iloguz V32 X _ logy-a2n 2n Z Z
- log,/, 8"*2 - 1082 1(23)n+2 3(71 + 2) 3"(" +2)
Calculando o valor da soma:

24: 5 _5( 1 N 1 N 1 N 1)
13n(n+2)_3 1-3 24 3:5 4-6

5
5<1 11 1)_§(40+15+8+5)_5(68) 68 68 17

33Tg 5" 120 —3\120/) " 3-24 72 18

Gabarito: “d”.

104.(ITA/2013)

Considere as fungdes f e g, da variavel real x, definidas, respectivamente, por f(x) = gx tax+h g
gx) = ln( ) em que a e b sdo numeros reais. Se f(—1) = 1 = f(—2), entdo pode-se afirmar

sobre a funcao composta gof que

a)gof (1) =In3.

b) 2gof (0).

c) gof nunca se anula.

d) gof esta definida apenas em {x € R: x > 0}.

e) gof admite dois zeros reais distintos.
Comentarios

O enunciado nos da f(—1) e f(—2). Vamos encontrar os coeficientes a e b de f:
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f(—l) — el—a+b =1
f(_Z) — e4—2a+b =1

Dividindo 222,
f(=2)
el—a+b
oi2a+b — 1
ea—3 =1
ed =e3
>a=3
Substituindo o resultado em f(—1):
el—3+b =1
eb=2 =1
el = e?
=>b=2

Portanto, as fungdes f e g sao dadas por:

flx) = pX’+3x+2

g(x) =1In (33_x2) =1In (;)

Encontrando gof:
x ex2+3x+2
gof(x) = g(f(x)) =In (f(z—)> = In (T) =In(e*’*3*2) —In2 =x2+3x +2 —1In2
Vamos analisar as alternativas:
a) Devemos calcular gof (1):
gof(1)=14+3+2-In2=6—-1n2 # In3
b) gof(0) = 2 —In2. Existe gof (0).
c) Vamos verificar se gof possui raizes:
gof(x) =0
x2+3x+2-In2=0
_—3+,9-4(2-1In2) -3++V1+In2
B 2 B 2
gof possui 2 raizes distintas. O que nos leva a alternativa e.

Gabarito: “e”.

105.(ITA/2013)

Se os numeros reais a e b satisfazem, simultaneamente, as equagoes
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Javb =>eln(a®+ b) +In8 =In5,
Um possivel valor de % é
a) g
b) 1
c) V2
d) 2
e) 3v2
Comentarios

Do enunciado, temos o sistema:

In(a®? + b) +In8 =1In5
Simplificando:
1 1
1 a’h =— a’h =—
avb = 2 . 16 R 1

6
5 5
In(a?+b) =In5—-1n8 1n(a2+b)=ln(§) a?+b=-

Vamos encontrar os valores de a e b substituindo a primeira equac¢do na segunda:

Prof. VictorSo

Das condi¢Oes da equacdo com radical, temos que necessariamente a = 0 e b > 0. Entdo:

S SUUP V2
= - = - = —
274 78T,
1 1 V2
b=—>2ad*=—-=2qa=—
g ¢ T27%77
Possiveis valores para a/b:
V2
a 7 2
b 1 2
2
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Analisando as alternativas, encontramos a resposta em a.

Gabarito: “a”.

Prof. VictorSo

106.(ITA/2011)

Resolva a inequagao em [:

o (1)logé(x2—x+19)
4
Comentarios
Vamos simplificar a inequacao:
6 < (1>log%(x2—x+19)
4
42 < (4—1)log5—1(x2—x+19)
42 < (4—1)(—1)log5(xz—x+19)
42 < flogs(x?—x+19)
= 2 <logs(x* —x + 19)
52<x?—x+19
0<x2—x-—6
0<(x—3)(x+2)
Raizes:
x=3oux=-2

Estudo do sinal:

sx<-—-2oux>3

Gabarito: S = (—o0,—2) U (3, + )

|

107.(ITA/2008)

Para x € R, o conjunto solugdo de |53* — 52**1 + 4.5%| = |5* — 1| é

a){0,2 5,2 + V3}
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b) {0,1,logs (2 + V/5)}
c) {O, G) logs 2,§1og5 3,logs g}
d) {O,logS(Z + \/g) ,log5(2 + \/5_’) , 1og5(2 — \/5_’)}
e) A Uinica solugdo éx =0
Comentarios
Inicialmente, devemos simplificar a equacgao:
|53% — 52%+1 4 4.5%| = |5* — 1|
|5%(5%* — 5 5% + 4)| = |5% — 1]
|5%(5%% — 5-5% + 4)| = |5* — 1]
15*(5* — D(* — 4)| = |5* — 1
5% = 1{(I5*G*=D[-1D =0
Possibilidades:
5*-1=0=>5*=1=2x=0
Ou
|5*(5* —4)|—1=0

5*(5*-4) =1 {52"—4-5"—1:0
5*(5* —4)=—-1 (52* —4.5*+1=0

Resolvendo cada equagdo separadamente, temos:
52X —4.5%¥ —1=0
5 =(2+V4+1)=2++5
Como 5% > 0 e 2 —+/5 < 0, nesse caso, a Unica solugio é 5* = 2 ++/5. O que resulta:
x = logs(2 +V5)

I5%(5% — 4)| = 1 :{

Resolvendo a outra equacao:

52 —4-.5%4+1=0

5*=(2+V4-1)=2%+3
2-+3>0
=5%¥=2++3

=>x = 10g5(2 + \/§)

Portanto, encontramos 4 solugdes:
S ={0,1ogs(2 +V5),logs(2 £ V3)}

Gabarito: “e”.

108.(ITA/2007)
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Sejam x e y dois nimeros reais tais que e*, e” e o quociente

e* —2+/5
4—ey\/§

sdo todos racionais. A soma x + y é igual a
a)0
b) 1
c)2logs 3
d) logs 2
e) 3log, 2
Comentarios

Vamos eliminar o termo radical do denominador do nimero:

(e* — 2v/5) (4 + e”+/5)
(4 — e?V5) (4 + e?V5)

4e* — 85 + eXtY4[5 — 2eY5

16 — 5e2y
4e* —2e¥5 — 85 + e**V/5
16 — 5e2Y

O enunciado afirma que o numero é racional, entdo necessariamente os radicais do
numerador devem ser iguais a zero:

—8V5 + X5 =0
ex+y — 8
>x+y=1In23=3In2
Com isso, encontramos a resposta no gabarito e.

Gabarito: “e”.

109.(ITA/2007)

Sejam X,y e z numeros reais positivos tais que seus logaritmos numa dada base n sdo numeros

primos satisfazendo
log,(xy) = 49
X
log, (E) = 14
Entdo, log, (xyz) é igual a
a) 52

b) 61
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c) 67

d) 80

e) 97
Comentarios

O enunciado afirma que log, x,log, y,log, z sdo nimeros primos. Vamos procurar
alguma informagdo usando os dados fornecidos:

log,,(xy) = 49
log, x +log, y = 49

Como os logs envolvidos sao nimeros primos e a soma € impar, temos que um ndmero
deve ser par e o outro impar. O Unico par que é primo é 2, entao:

{ log, x =2 {lognx =47
log, y = 47 ou log,y =2

Usando a outra equagao:

log, ()EC) =44
log, x —log, z = 44
Testando os valores dos logs, temos:
log,x=2=2-—log,z=44
log, z = —42
—42 ndo é primo
Vamos testar o outro valor:
log, x =47 = 47 —log,, z = 44
log,z =3
3 é primo

Entao, os logs que satisfazem o problema sao:

log,, x = 47
log,y =2
log,z =3

A questdo pede log,, (xyz):
log,(xyz) = log, x +log, vy +log, z = 52
Portanto, encontramos o gabarito na letra a.

Gabarito: “a”.

110.(ITA/2005)

Considere a equagdao em x
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1
ax+1 — bx

Onde a e b sao numeros reais positivos, taisque Inb = 2Ina > 0. A soma das solugdes da equagao
é
a)0
b) -1
)1
d)In2
e)2
Comentarios

Aplicando In na equagao, temos:
1
Ina**! = In bx
1
(x+1Ina= ;lnb
SubstituindoInb = 21na:
1
(x+Dlna =;-21na

Comolna > 0:

2

x+1=-

X
x2+x—-2=0
-1+vV1+8 -1%3

X12 = 5 = 5
X, =—2ex,=1

A soma das raizes é dado por:
x1+x2:_2+1:_1
Gabarito: “b”.

111.(ITA/2004)
Parab > 1ex > 0, resolva a equagao em x:
(2x)1°802 — (3x)lo8b3 =
Comentarios
Reescrevendo a equacgao do enunciado:
(zx)logbz — (3x)logb 3

Aplicando log na base b, temos:
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log, (2x)'°8v2 = log, (3x)'°8b3
Simplificando:
log, 2 log, 2x = log, 3log, 3x
log, 2 (log,, 2 + log, x) = log, 3 (log, 3 + log,, x)
(log, 2)% + log,, 2 log, x = (log, 3)% + log,, 3log, x
log, 2log, x — log, 3log, x = (log, 3)* — (log, 2)*
log, x (log, 2 — log, 3) = (log,, 3 — log, 2)(log, 3 + log, 2)
log, x = —(log, (3 - 2))
log, x = log, 671
=x=c
Portanto, encontramos uma unica solucao dada por:

=

Gabarito: S = {%}

Prof. VictorSo

112.(ITA/2004)

Seja @ um numero real, com 0 < a < 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de todos

os valores de x tais que

a)] —,0] U [2, 4+

b) ] = o0,0[ U ]2, +oof

c)]0,2[

d)] —,0[

e) 12, +oo[
Comentarios

Simplificando a inequagdo, temos:

Como 0 < a < 1, temos:
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2x > x?
2x — x> >0
x(2—x)>0

Vamos fazer o estudo do sinal da inequacao acima:

0 + 2

Portanto, os valores de x que satisfazem a inequacao é:
0<x<?2
S=1]0,2[

Gabarito: “c”.

113.(ITA/2003)
Mostre que toda fungdo f: R/{0} — R, satisfazendo f(xy) = f(x) + f(y) em todo seu dominio, é
par.
Comentarios
Vamos analisar a equacao funcional dada:
fGy) =fG)+f(y)
Fazendo x = y = k € R/{0}, temos:
fle-k) = flk) + f(k)
fk?) =2f (k)
Parax =y = —k:
f((=)(=k)) = f(=k) + f (—k)
f?) =2f(=k)
Desse modo, encontramos a igualdade:
2f (k) = 2f(=k)
fk) = f(=k)
Portanto, a fung¢do f é par em todo o seu dominio.

Gabarito: Demonstragao.

114.(ITA/2003)

Considere uma fungdo f: R — R ndo-constante e talque f(x + y) = f(x)f(y),Vx,y € R.
Das afirmagdes:

Lf(x)>0,vx€eR

I f(nx) = [f(x)]",Vvx € R,Vvn € N*
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N

ll. f é par

E (sdo) verdadeira(s):
a) apenaslell.

b) apenas i e lll.

c) apenaslelll.

d) todas.

e) nenhuma.

Comentarios

l. O bizu nessa questdo é fazer:
X

F@ =1 (5+3)

Usando a equacao funcional, encontramos:

r@=1G)rG)=lrG) =0
=>f(x)=0

Devemos provar que f(x) # 0:

Parax =y =0:

£0) = (£(0)°
fO(@-f0)=0
f(0)=00uf(0)=1
Paray = 0, temos:
flx+0) =fx)f(0)
fF@ (- () =0
Se f(0) = 0:
fO)=f)f(0) =0
f(x)=0,vx€eR
O enunciado diz que a fungdo f nao é constante, logo essa igualdade nao pode ser vélida.
Com isso, nos resta f(0) = 1.
Portanto, f(x) > 0,Vx € R.
~Verdadeira.
I. Vamos provar por PIF que essa equagao é valida:

Paran = 1, temos:

f(x) = [f()]"
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fO) =f)?
Paran = k € N*, temos que provar que f(kx) = [f(x)]* = f[(k + Dx] = [f(x)]*+.
Usando a equacao funcional do enunciado:
f+y)=Ff0f»)
Fazendo y = kx:
fGx+ kx) = f0)f (kx)
Da hipétese, temos f (kx) = [f(x)]¥, logo:
flUe + Dx] = fQO[f (01"
= fllk + Dx] = [f ()]
Portanto, a equagdo da afirmacgdo é valida.
~Verdadeira.
Il. Parax = k ey = —k, temos:
fle—k) = fl)f (k)
fQ0) = f(kK)f(=k)

Da afirmagdo |, sabemos que f(0) = 1. Logo:

1
f(k)f(—k)=1:‘f(k)=m

Portanto:

flk) # f(=k)
A funcao nao é par.
~Falsa.

Gabarito: “a”.

115.(ITA/2002)
Seja a func¢ao f dada por
F(x) = (logs 5) - logs 8% + log, 4112x~%" _ g, 2%(3x+1)
Determine todos os valores de x que tornam f nao-negativa.
Comentarios
Inicialmente, vamos simplificar a funcao:
F(x) = (logs 5) - logs 81 + log, 41+2x=%* _|gg, 2%Bx+1)
f(0) = (logs 5) * 10g5(2%)* " +logs(22) %" — log, 27+ +1
log, 23%*—1
~ logs5
Fx) = log, 23(x-1) 4 logs 72(1¥2x-x?) _ log, 2 x(3x+1)

+ log3 22(1+2x—x2) _ 10g3 2x(3x+1)

f(x) = (log3 5) -
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[23(x—1)][22(1+2x—x2)]
f(x) = log3 2x(3x+1)

f(x) = logg 23x—3+2+4x-2x?-3x%—x
f(x) =logs 2 (=5x% 4+ 6x — 1)
Queremos que f seja ndo-negativa, entdo f(x) = 0:
log; 2 (—5x% +6x—1) =0
Como log; 2 > 0, temos:
—5x2+6x—1=>0
Fazendo o estudo do sinal:

Raizes:

—6+V36—20 —-6+4 1

1 —
ou5

X12 =

—-10 -10

Portanto, o intervalo de solucdo é dado por:

1< <1
5_x_

Gabarito: % <x<1

Prof. VictorSo

116.(ITA/2001)

Sea € R étalque3y? —y + a = 0 tem raiz dupla, entdo a solugdo da equagdo 32**1 —3¥ + g = 0

é:
a)log, 6
b) —log, 6
c)log; 6
d) —log; 6
e)1—log;6
Comentarios
Se a equacgao tem raiz dupla, entdo A = 0:
A=1—-4-3-a=0

1
= = —
=12
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Substituindo a na equacgao de variavel x:

321 — 3% 4 g = 0

32x+1_3x+i=0

1
3_3x2_3x _:0
(3%) + 13

Fazendo z = 3*:

.1
3z z+ =0

12
Encontrando as raizes:
1+V1-1 1
Z==%53 "%
Desse modo:
3* = !
6

x =log; 671 = —log; 6
Gabarito: “d”.

117.(ITA/2001)

Sendo dado

In (2vV43V6V8..V2n = a,

In (V2V3V4..."V2n = b,
entao,

In2 _ln3 +ln4_ln5 N m+ln2n
2 3 4 5 2n

E igual a:
a)a, — 2b,
b) 2a,, — b,
c)a, — b,
d) b, —a,
e)a, + b,

Comentarios
Vamos calcular o valor de a,, e b,,:

Expandindo os logs:

In4 In6 In8 In 2n

=1n2
ann+2+3+4++n
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In2 In3 In4 In2n
bn=tgt gttty
Se fizermos a,, — b,, encontramos:
In2 In3 In4 In2n
n = bn = m gty
Perceba que essa é exatamente a expressao pedida. Logo, encontramos o gabarito na letra

C.

Gabarito: “c”.

118.(ITA/2000)
Seja S = [—2, 2] e considere as afirmacgdes:

1 1\*
I'Z < (E) < 6, paratodox € S.

1

V32-2%

ll. 2% — 2* < 0, paratodo x € S.

1
1l. <E, para todo x € S.

Entdo, podemos dizer que

a) apenas | é verdadeira.

b) apenas lll é verdadeira.

c) somente | e Il s3o verdadeiras.

d) apenas Il é falsa.

e) todas as afirmagGes sao falsas.
Comentarios

X
|. Basta comparar os valores de G) ,parax € [—2,2]:

1 . ~ .
Comoz < 1, temos a seguinte relagao de desigualdade para —2 < x < 2:

@ =6 =0

2

Portanto, a afirmacdo é verdadeira.
II. 2¥ > 0 para qualquer valor de x. Logo:

V32 — 2% <+/32
1 1

= >
V32 =2 /32
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Portanto, falsa.
m.2*2*-1) <0
Temos 2* > 0,Vx € R. Entdo:

2*—-1<0
2*<1

x<log,1=0
=>x<0
Como S =[—2,2] ex <0, a afirmacdo é falsa.

Gabarito: “a”.

119.(ITA/1999)

Seja S o conjunto de todas as solugdes reais da equagao

logi(x + 1) =logs(x — 1)
4

Entdo:

a) S é um conjunto unitarioe S C |2, +oo[.

b) S é um conjunto unitarioe S c |1, 2|.

c) S possui dois elementos distintos S c | — 2,2][.
d) S possui dois elementos distintos S C |1, +oo].

e) S é o conjunto vazio.
Comentarios

Inicialmente, devemos analisar a condicao de existéncia dos logs:
x+1>0ex—1>0=>x>1

Resolvendo a equacgdo, temos:
log,~1(x + 1) =log,(x — 1)
log,(x + 1) =log,(x — 1)
1
x+1
1=x2-1
x? =2

x =+V2

Como x > 1, a Unica solugdo possivel é x = /2.

=x—-1

Analisando as alternativas, vemos que 1 < V2 < 2. Entdo:
S={2}c]1,2]

Encontramos o gabarito na letra b.
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Prof. VictorSo

120.(ITA/1998)

O valor de y € R que satisfaz a igualdade log, 49 = log,2 7 + log,, 7, é:

a)é
b) -
c)3
d) -
e)7
Comentdrios
Simplificando a equacgao, temos:
log, 49 =log,2 7 + log,, 7
log7?  log7 N log 7
logy B 2logy log2y
2log7  log7 4 log 7
logy B 2logy log2+logy

Substituindo logy = x:
2log7 10g7+ log 7

X 2x log2+x
2log7 log7  log7

X 2x  log2+x
3log7 log 7
2x =log2+x
3 1
2x  log2+x
3(log2 + x) = 2x
3log2 + 3x = 2x

= x = —3log 2
Retornando a variavel y:
logy = —3log2 =log273
1

:y=2_3=§

Gabarito: “d”.

121.(ITA/1998)

A inequacao mostrada na figura adiante
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4xlogs(x +3) = (x* + 3) logi(x + 3)
5

E satisfeita para todo x € S. Entdo:

a)S=]-3,-2]U[-1,+o[
b) § =] — o0, =3[ U[~1,+oo
c)S=]-3-1]
d) S =] — 2, 4]

e)S =]—o0,-3[U]—3,+00]
Comentarios
Inicialmente, temos que verificar a condi¢cdo de existéncia do log:
x+3>0=>x>-3
Agora, vamos simplificar a inequacao:

4xlogs(x +3) = (x* + 3) log1(x + 3)
5

4xlogs(x + 3) = (x? + 3)logs-1(x + 3)
4xlogs(x +3) — (x* + 3)logs-1(x+3) =0
4xlogs(x +3) + (x? + 3)logs(x +3) = 0
logs(x +3) (4x +x2+3) >0
Fazendo f(x) = logs(x + 3) e g(x) = x? + 4x + 3. Vamos construir o gréfico de f e g:

Raizes de f:
f(x) =0=logs(x+3)=0
x+3=05°
x==2
Grafico de f:
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Raizes de g:
gx)=0=>x*+4x+3=0
x+3)x+1)=0
>x=-3oux=-1
Grafico de g:
v 3
-3 -1 0 .

Dessa forma, para satisfazer a inequacdo logs(x + 3) (4x + x2 + 3) > 0 devemos ter:

f)=0 (fx) <0
{g(x) >0 {g(x) <0

Construindo a tabela de sinais de f e g, temos:

-3 —2 —1 T

; o o—

f@ - L = b 4+ 4
PRSI S A
f@rg@  — L+ 1 — 1 F

Portanto, para f(x) - g(x) = 0, temos:
—-3<x<20ux=-1
=>S5S=]-3,-2]U[-1,+oo]

Gabarito: “a”.

122.(ITA/2009)
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Seja f: R — R\{0} uma fungao satisfazendo as condicdes:
f(x+y)=f(x)f(y),paratodox,y € Re f(x) # 1, para todo x € R\{0}. Das afirmagdes:
l. f pode ser impar;

I. f(0) =1;

lll. f é injetiva;

IV. f ndo é sobrejetiva, pois f (x) > 0 para todo x € R,

é (sao) falsa(s) apenas

a)lelll.

b) Il e III.

c)lelVv.

d) IV.

e)l.

Comentarios
o f(0+0)= f(0)f(0)=f(0) =f(0)
Entdo, f(0) = 1, pois 0 ndo estd no contradominio de f = Il verdadeira.
Além disso, como f(x) # 1 Vx € R\{0}, temos f(m) =1 & m = 0. (x)
e 1=f0)=f(x—x)=f(x):f(—x)Vx € R
Logo, se f for impar, teremos 1 = f(x) - (—f(x)) =1= —f(x)? <0, absurdo = | falsa.

Além disso, f(—x) = L vx eR.

f(x)
e Suponha que f ndo seja injetiva, isto é, 3a,b € Rtaisquea # b e f(a) = f(b).
Entdo,a—b #0=>1+ f(a—b) = f(a) - f(-b) = % = 1, absurdo = f é injetiva = Il
verdadeira.
e Suponha f sobrejetiva. Entdo, 3¢ € R tal que f(c) = —1.

logo, f(2c)=f(c+c)=f(c)?=1>2c=0>c=0> f(c) =1, onde (x) foi
utilizado na primeira e na ultima implicagBes. Portanto, —1 = f(c¢) = 1, absurdo = f ndo é
sobrejetiva = IV verdadeira.

= A Unica assertiva falsa é I.

Gabarito: “e”

123.(ITA/1996)

Seja f: R} —» Ruma fungdo injetoratalque f(1) = 0e f(xy) = f(x) + f(y) paratodox > O0ey >
0. Se x4, x,,x3,x4 € X formam nessa ordem uma progressao geométrica, onde x; > 0 para i =
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X:

1,2,3,4,5 e sabendo que Y7_, f(x;) = 13f(2) + 2f(x;) e Y1, f (x

) = —2f(2x,), entdo, o

1
i+1
valor de x; é:

a) —2.

c) 3.
d) 4.
e) 1.

Comentarios

o Observe que f satisfaz propriedades de logaritmo:
X X x
O~ =f(5v) = F0) = £ (5) +fO) ~F) = £ (5) vy > 0

1Y) =f) + Q2 Y3 v) == f(y) + -+ f(y,) Vy; > 0.
Sey;, ==y, =y f") =nf(y) vy > 0.

o Sejar arazdo da progressao geométrica.

5 5 5
D= (]_[ xl-> = f (1_[ xlri-l) = fGr10) = 5£(xy) + 10£(r)

i=1 i=1 i=1

Logo, 5f(x1) + 10f(r) = 13f(2) + 2f (x1) = 31 (xy) = 13f(2) - 10f(r) ()

>3 ()= ([]5) 1 () - s s = a1

Logo, —4f(r) = =2fQ2x) 2 2f(r) = fQx) = f2) + f(xy) = f(xy) =2f(r) —
f(2) an

De I e II, 3-(2f(r)—f(2) =13f(2) —10f(r) = 16f(r) = 16f(2) = f(r) =
fQ@)di)

Dell elll, f(x;) = f(2).Como f éinjetora, x; = 2.

Gabarito: “b”

124. (ITA/1992)

1
Considere as fungdes f:R* > R, g:R—> R e h:R* = R definidas por f(x)=3""%,g(x) =
x2,h(x) = i—l. O conjunto dos valores de x € R* tais que (f 0 g)(x) = (h o f)(x) é subconjunto de:

3 3

a) (—o0,0) U (0, %) U (1,5) U (E’ +oo).
b) (~0,3) U (1)U, +e0).
A (=23)u(52)u(13) U ).

d) (—0,0) U (1, +0).
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e) n.d.a.
Comentarios

x24 L 81
(Fog)x) =(hof)(x)=3" 2=

3x+—

Fazendo y =x+%:>y2 —2=x? +x—12temos:
2 34 2
372 = — = 3YHY = 36
3y
Como a funcdo 3”7 é injetora, temos:
y’4+y=6=>y=20uy= -3

o Casoy = 2:

1
x+;=2=>x2—2x+1=0:(x—1)2=0=>x=1
o Casoy=-3:

—3++/5
2

Perceba que x =1 é solugao, mas nao se encontra em nenhum dos conjuntos das
alternativas (a) a (d).

1
x+;=—3:>x2+3x+1:O:>x=

Gabarito: “e”

125.(ITA/1987)

Seja f: R — R uma fungdo tal que f(x) + 0,paracadax € Re f(x +y) = f(x) - f(y), para todos
x e y em [. Considere (a; a, as;,a,) uma P.A. de razio r, tal que a, = 0. Entdo

(f(a1):f(az)»f(%)'f(az;))

a) é uma P.A. de razdo iguala f(r) e 12 termo f(a,) = f(0).
b) é uma P.A. de razdoigualar.

c) é uma P.G. derazdo iguala f(r) e 12termo f(a,) = 1.

d) é uma P.G. de razdoigualar e 12 termo f(a,) = f(0).

e) ndo é necessariamente uma P.A. ou uma P.G.

Comentarios

Perceba que ndo foi aplicada nenhuma restrigdo extra para f. A fim de resolver rapido a
questdo, pode-se considerar a fungdo f(x) = e*, que satisfaz o enunciado. Temos:

(a1, a5, a3,a,5) = (0,7,27,3r) = (f(ay), f(ay), f(as), f(a)) = (1,e7,e?",e3"), que é
uma P.G. derazdo e” = f(r) e 12 termo f(a,;) = f(0) = 1. = a alternativa correta é “c”.

Temos necessariamente f(0) = f(0 + 0) = f(0)? = f(0) = 1, pois f(x) # 0 Vx € R.

Prova de que sempre é uma P.G.:

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 200



‘ r L] —
¥ Estratégia AT Prof. Victor Sa

Militares

fkr) = f((k —Dr+7)=f(k—Dr) - f(r)
Logo, por indugdo, f(kr) = f(0) - f(r)* = f()¥, k € N.

O aluno avancado pode ter reconhecido uma das quatro equac¢des de Cauchy aqui, cuja
solugdogeral é f(x +y) = f(x) - f(¥) > f(x) = a*.

Gabarito: “c”

126. (ITA/1985)

Seja f:R — R uma fungdo satisfazendo f(x + ay) = f(x) + af (y) para todos «,x,y € R. Se
(aq,a5,a3,...,a,) é uma progressao aritmética de razio d, entdo podemos dizer que

(f(al)»f(az);f(%)» ---rf(an))

a) E uma progressao aritmética de razio d.

b) E uma progressdo aritmética de razdo f (d) cujo primeiro termo é a;.

c) E uma progressdo geométrica de razio f(d).

d) E uma progress3o aritmética de razdo f(d).

e) Nada se pode afirmar.
Comentarios

ay=a;,+(k—-1)-d= f(a,) = f(ay) + (k—1) - f(d).
E uma progressdo geométrica (by,), com b; = f(a,) e razdo f(d).

Gabarito: “d”

127. (ITA/1979)

Seja f uma funcao real definida para todo x real tal que: f é impar; f(x+y) = f(x) + f(¥); e

f(x) =0, se x = 0. Definindo g(x) = w, se x # 0, e sendo n um nimero natural, podemos

afirmar que:

a) f é nao-decrescente e g é uma fungao impar.

b) f é ndo-decrescente e g é uma fungao par.

c) g éuma fungaopare 0 < g(n) < f(1).

d) g é uma fungdo impare 0 < g(n) < f(1).

e) f é ndo-decrescentee 0 < g(n) < f(1).
Comentarios

fx+y)=f)+fy)vxeR= f(x) = f(1)-x,vx ER (equacdo funcional de
Cauchy).

1>0= f(1) =0.

_f=f)  f)-x—f(1)
glx) = =
X X

(1=}
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1 1
Quando x cresce, - decresce, f(1) - (1 — ;) cresce.

09 =F-(1-) < FO

Gabarito: “e”

128. (ITA/1971)

Se f é uma fungdo real de variavel real dada por f(x) = x?, entdo f(x? + y?) éigual a:

a) f(f(x) + f(») + 2f (x)f (y) paratodo x e y.

b) f(x?) + 2f(f(x)) + f(x)f (¥) paratodo x e y.

A f(x*)+ f(y*) + f(x)f (y) paratodo x e y.

d) fF(f(0) + fF(f) + 2f(x)f (y) paratodo x e y.

e) f(f(x) +2f (v*) + 2f(x)f (y) paratodo x e y.
Comentarios

fFUE@) +F(fO)) +2fIf ) = fF(x) + f(y*) + 2x°y?
= x4yt 2%y = (2 )7 = f(6 4 9P)

Gabarito: “d”

129.(IME/2021)
Seja f : D - R uma fungdo onde D = {x € R |x # 0 e x # 1} e que satisfaz a equagdo f (x;—l) +
f(x) —x =2.0valorde f(2) é:
a)5/4
b) 1/4
c)1/2
d) 1
e)7/2
Comentarios

Vamos atribuir valores de x e encontrar relagGes para f:

f(l—%)+f(x)—x=2

x=2=>f(1—%)+f(2)—2=2

F5)+r@=1
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Fe0+1(5) =2
x=-1=f1-CED)+fD - (=D =2
fF@+fD =1

Assim, temos o sistema:
F5)+r@=1 0

5
FeD+f(5) =3 an
fQR)+f(=1)=1 (I
Fazendo (II1) — (1I):

f@-r(3)=1-2=-3

Somando com (I):

Gabarito: A

Prof. VictorSo

130.(IME/2021)

Se A é a area da regido R do plano cartesiano dada por

R={(xy) € R*|2<x<10e0<y<In(x)}

a)A <In(20%)

b) In (In(9!)) < In (4) < (2 + In(9"))

c) A > In(10!) — In (2)

d);<e™ <207

e) In(10) + In(2) < A < 101n(10) — 21n(2) — 10
Comentarios

A area da regido R é dada pela figura abaixo:
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-1 f(z) =lnz

Analisando as alternativas, vemos que temos uma aproximac¢ao para A. Podemos estimar
A de diversas formas:

1) Usando a 4rea do trapézio:

y

Temos:

(In2+1n10)8
>

= 41n20 = In20*

2

Com isso, eliminamos a letra a.

Podemos também estimar os limites inferior e superior usando a soma da darea de
retangulos:
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In(10)
In(9)

In(3)
In(2)

-y

Prof. VictorSo

A>

In2-1

N——

N
w
IS
o
)
~
©
©

flx)=ins

area de retangulo 0

Na letra

~ |4 >1n(9!)

d:
1
L e oA —4
o1 <e <20
In(9!""1) <lne ™ < In(207%)
—1n(9) < -4 < —1In20*
= In20* < A <In(9!)

Portanto, alternativa errada.

Limitando a area superiormente:

5

Y

4

In(10)

In(3)
In(2)

!

+ln3-1+ln4-1+---+ln9-1=E1v_1J+ln2+~-+ln9=ln(9!)

AULA 11 - EXPON
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A <In(10!) —1In2

A<In(9!) +1n (12—0)

~|A <1n(9!) +1n5

Veja que na letra b, temos:
In(In(9!)) < In(4) < (2 +1n(9"))
In(9!)) < A <Ine?+1In(9")
Note que das desigualdades encontradas, temos:
In(9!) <4 <In(9!) +1n5 < In(9!) + Ine?
=~ 1n(9!) < 4 <1n(9!) + lne?

Portanto, a alternativa correta é a letra b.

A alternativa E esta errada, pois estimando-se a area usando a figura abaixo, temos:

Yy
4
3
ln(lO) p—
2
l'n,(2)1
- 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 a:;
= flx)=Inx
(2+10)
A > In10-10 — In2-2 —(In10-1In2) - —
[ — ~——— 2
area verde+azul+vermelho area verde
area azul

A>10In10—-2In2—-6In5
6lIn5=6-1,6=9,6
~A>10In10-2In2-6In5>A4>10In10—-2In2 - 10
Na alternativa E, temos:
In(10) + In(2) < A < 101In(10) — 21In(2) — 10
Gabarito: B

Prof. VictorSo

131.(IME/2021)

Considere o sistema de equacgdes:
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log(—2x + 3y + k) = log(3) + log(2)

log,(1—-y)=1
x+z=1

onde x, y e z sdo varidveis e k é uma constante numérica real. Esse sistema tera solugao se:

a)k < -2
b)-2<k<0
J0<k<?2
d)2<k<4
e)k >4
Comentarios

Analisando a condicdo de existéncia dos logaritmos:

—2x+3y+k>0
z>0
1-y>0>y<1
x>0ex+1
Da terceira equacao, temos:

z=1—-x>0
La<1
Logo, 0 < x < 1.
Da segunda equacao:
l-y=x>y=1—-x~y=2z
Da primeira equacao:
log(—2x + 3y + k) = log(3) + log(z)
log(—2x + 3y + k) = log(32)
—2x+3y+k=3z
—2x+k=0
k

.'.x:i

Sabemos que x € (0, 1), logo:
0<=<1

~0<k<?2
Gabarito: C

Prof. VictorSo

132.(IME/2021)
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Seja a equagdo 2sen?(e?) — 4+/3sen(e?)cos(e?) — cos (2¢%) = 1,6 € R*. O menor valor de 6

que é raiz da equagéo é:
a)In (%)

b)In (%
o n (%)
d)in(Z)
e)In ()

Comentarios

N——

Sejax = e? > 0, substituindo na equacso:
2sen?(x) — 4v/3senx cos x — cos(2x) =1
—4+/3senx cos x = cos(2x) + 1 — 2sen?(x)
Vamos usar as transformagdes:
2senx cos x = sen(2x)
1 — 2sen?x = cos(2x)
Na equagao:
—2+/3sen(2x) = cos(2x) + cos(2x)
—2+/3sen(2x) = 2 cos(2x)

= tg(2x) = —?

Como queremos o menor valor de 6, devemos tomar o menor valor de x possivel. Na
relacao acima:

51t
2x = ?+ le’
57 km
TRt

x deve ser positivo, entdo o menor valor ocorre para k = 0:

5w S St
= —_— 9:— 6 = —_—
x=p5=e 1Z:In(e) ln( )

Gabarito: E

133.(IME/2021)

Calcule os valores reais de x que satisfagam a inequacgdo ,/log;(x) + 1 + ;logl(xz) + g > 0.
3
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Comentarios

Analisando as condi¢cOes de existéncia do problema:

{ x>0 1

log3x+120=>log3x2_1... x2§

Vamos analisar a inequacao e aplicar as propriedades do logaritmo:

1 7
Viogs(x) + 1+ §log3-1(x2) + 3 >0

Viogs(x) + 1+ ( 32) log,(x) + ; >0

3y logs(x) +1 > 2logzx — 7

Fazendo log; x = y, temos:
3Jy+1>2y—-7
Analisando as possibilidades:

1)2y—-7<0

7 7 7
y<§:olog3x<§=>x<32

“x < 2743

~ 8 = [%,2%/?)

2y —7>0
z){
Iy+1) > 2y —17)?
7
y=5
9y + 9 > 4y% — 28y + 49

Da primeira inequagao:

7
log3x2§=>x227\/§

Da segunda:
4y? — 37y +40<0
Raizes:
37 £4729 37 %27 5
y = 3 =—%3 - 8 ouy

Portanto, devemos ter:

5 5 5
Z<y<8=>z<log3x<8=> 32 <x <38
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5
Note que 3% = 3%/3 < 27+/3. Fazendo a unido das solu¢es:
S=51USZ={xE]R|%Sx<38}

Gabarito: {x € R| % <x< 38}

134.(IME/2020)

Sabe-se que S = x + y + z, onde y e z sao solugdes inteiras do sistema abaixo.

(
X =
4 y = 2@
Llogz y+log,z=(x+3)
O valorde S é:
a) 84
b) 168
c) 234
d) 512
e) 600
Comentarios
Das condigdes de existéncia dos logaritmos, devemos ter x,y,z > 0ex # 1.
Nessa questao, o bizu é observar a segunda equacgao:
y = e2In() — pIn(x?) = 42 o y = x2

Com essa relacdo, substituimos na primeira equagao para achar o valor de x:

3
2x%

— — _3 4 3 _ 9,4 — —
x = = = 2x =/ 2x* = 8x° = 2x =>|x—4|=>|y—16|

Agora, basta substituir x e y na terceira equagao para achar z:

log,y +log, z = (x + 3)
log,16 +log,z=7=>4+log,z=7=>log,z=3=>2z=43% > |z = 64
“S=x+y+z=4+16+64 =84

Gabarito: “a”.

135.(IME/2020)

Uma progressao geométrica é formada com os nimeros naturais 4, B e C, nessa ordem. O log(4)
possui a mesma mantissa, M, do log(B) e C é a caracteristica do log(A). Sabe-se que M = log(C)
e que possui o maior valor possivel. O valor da mantissa do log(ABC) é:
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ajM
b) 2M
c)3M
d)3M —2
e)3M -3

Comentarios
Como (4, B, C) formam uma PG nessa ordem, podemos escrever:
B? = AC

O enunciado da informagdes a respeito da caracteristica e da mantissa dos logaritmos. A
primeira coisa que devemos lembrar é que a caracteristica de um logaritmo é a parte inteira do
seu valor e a mantissa é a parte fracionaria.

O enunciado diz que:
log(A) =C+M
log(B)=X+M
log(C) =M
Ndo sabemos qual é a caracteristica de log(B), podemos extrair essa informagdo da PG:
B? = AC
Aplicando o log na equagao acima:
log(B?) = log(AC) = 2log(B) = log(4) + log(C)

Substituindo os valores dos logaritmos:

C
2(X+M)=C+M+M=>2X=C=>X=E

Como a caracteristica de C é zero, temos que C é um numero entre 1 e 10. Além disso, X
deve ser um numero natural, logo C deve ser um niumero par, as possibilidades sao:

C € {2;4;6;8}
0 enunciado diz que M = log(C) possui o maior valor possivel, logo, C = 8.
Com isso, temos:
log(C) = log(8) = log(23) = 3 - log(2)
O valor do log(2) é aproximadamente 0,3, logo:
M=3-03=09
Queremos saber o valor da mantissa do log(ABC):
log(ABC) = log(A) + log(B) + log(C)
Usando 2 log(B) = log(A) + log(C):
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log(ABC) = 3log(B) =3(X + M) = 7+ 3M = T+ 3(09) =12+ 2,7

Devemos notar que a mantissa do log(ABC) estd no nimero 2,7 e ele é resultado de 3M,
ou seja,

IM=27=2+4+07=>3M—-2=0,7
Portanto, a mantissa do log(ABC) é 0,7 = 3M — 2.
Gabarito: “d”.

136.(IME/2020)

Considere a progressao geométrica a,, a,, ..., a,, ... € a progressao aritmética b;, b,, ..., b, ... com as

condicgoOes:
a, >0

a,
— > 1;e
a;

bz_b1>0

Para que [log,(a,) — b,] ndo dependa de n, o valor de « devera ser:

az \b1b
()
ai

Comentarios
Como (a,, a,, ..., ay,, ...) €uma PG e (by, by, ..., by, ...) € uma PA, temos:
an = a;q"
b,=b,+(n—1r
Sendo g a razdo da PG e r a razdo da PA.

Das condi¢des do enunciado:

a
a1>Oea—2>1=>a1>Oeq>1
1

bz - bl > 0 = r > 0
Assim, a PG possui apenas termos positivos e é crescente e a PA também é crescente.

Vamos analisar a expressao dada:
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[loge(an) — bpl = [loge(a1q™™) — (by + (n — )]
=log,a, + (n—1)log,q — b, —nr+r
=log,a, —log,q — by +r +nlog,q —nr
Para que a expressao nao dependa de n, devemos ter:

nlog,q—nr =20
1
n(log,q—r)=0=log,q—r=0=>log,q=r=>q=a" =>a=qr
Escrevendo g em fungdo de a, e a,, e r em fungdo de b, e b,:

R Sy S
a=er=b—b

1

QA\by—b,q
Na = (22
a;

Gabarito: “c”.

137.(IME/2019)

Definimos a fungdo f: N — N da seguinte forma:

( f(0)=0
{ fy=1
f2n)=f(n), n=>1

\f2n+ 1) = f(n) + 2l0mnl, 1 > 1
Determine f(f(2019)).

Observacgdo: | k| é o maior inteiro menor ou igual a k.
Comentarios

Inicialmente, devemos analisar a lei de formacao da funcdo. Para um numero par, temos
que f(2n) = f(n) e para um numero impar, f(2n+ 1) = f(n) + 21°82"_ A funcdo estd
determinada paran = 1 oun = 0, vamos usar esses valores para encontrar o que se pede.

Usando a lei de formacao, obtemos:
£(2019) = £(1009) + 20821009
£(1009) = £(504) + 2llog2504l
f(504) = f(252)
f(252) = f(126)
f(126) = f(63)
£(63) = £(31) + 2lloe231
f£(31) = f(15) + 208215l
£(15) = f(7) + 2lloz7)
£(7) = £(3) + 2llog23I
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f(3) = f(1) + 2Mog21l
f)=1

Vamos somar as equagdes para cancelar os termos de f:

rf(2019) = £(1069) + 2ll0g21009]
W = Lcs,eirj + 2llog; 504]
f(564) = f(252)
f(252) = £(126)
f(126) = f(63)
! f(63) = f(31) + 2loe231
f31) = f(a5) + 2llog215]

£5) = £67) + 2lioee 7]

£67) = £43) + 2lloez3)

£8) = £ + 2loet
\ }%1’5 =1

f’ (2019) — 2llogz1009] + 21logz 504] + 2llogz 31] + 2llogz 15] + 2llogz 7] + 2llogz 3] + 2llogz 1] +1

Agora, precisamos encontrar os valores de 21108210091 plloga504] 9llogz21] - pas
propriedades dos logaritmos, sabemos que 2!°82¢ = q.

Analisemos o valor de |log, 1009]. Seja log, 1009 = x:
[log, 1009] = |x]

Como 2 é uma base maior que 1, temos que a func¢do logaritmica é crescente. Entdo,
podemos escrever:

log, 512 < log, 1009 < log, 1024
log, 2° < x < log, 21°
9<x<10
| k| é o maior inteiro menor ou igual a k, desse modo:
|x] = |log, 1009| =9
Analogamente, para os outros valores:
log, 256 < log, 504 < log, 512 = 8 < log, 504 < 9 = |log, 504| = 8
log, 16 < log, 31 < log,32 = 4 <log,31<5=|log,31] =4
log, 8 < log, 15 < log, 16 = 3 <log, 15 < 4 = |log, 15| = 3
log, 4 <log,7 <log,8=2<log,7 <3=llog,7| =2
log, 2 <log,3 <log,4=>1<log,3<2=|log,7] =1
llog, 1/ =0
Assim, obtemos:

f(2019) = 2llogz1009] + 2llogz 504] + 2llogz 31] + 2llogz 15] + 2llogz 7] + 2llog; 3] + 2llogz 1] +1
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f(2019) =2° + 2% +2* + 23+ 22+ 2" +2°+1
f(2019) =512+256+16+8+4+2+1+1
f(2019) = 800

Queremos o valor de f(f(2019)), usando o0 mesmo raciocinio:

£(£(2019)) = £(800) = £(400) = f(200) = £(100) = £(50) = £(25)

£(25) = f(12) + 210812
f(12) = f(6)
f(6) =f(3)

f(3) = f(1) + 2llog21l =1 4 20 =2
= f(12)=f(6)=f(3) =2
= f(25) = 2 + 2llo8212]
log, 8 <log, 12 <log,16 = 3 <log,12 < 4 = |log, 12| =3
= f(25) = 2423 = 10

Portanto:

f(£(2019)) = 10

Gabarito: f(f(2019)) = 10
138.(IME/2018)

Sejam a, b, c e d nimeros reais positivos diferentes de 1. Temos que log, d,log;, d e log. d sao
termos consecutivos de uma progressao geométrica e que a,b e ¢ formam uma progressao
aritmética em que a < b < c. Sabendo-se que b = b'°8a? — g, determine:

a) Os valores de a, b e c;
b) As razées das progressoes aritmética e geométrica, r e g, respectivamente.
Comentarios
a) Do enunciado, temos:
a,b,c,d >0ea,b,c,d+1
(log, d,log, d,log.d) é uma PG
(a,b,c) éumaPA,coma<b <c
b = b'o8ab _ g
Vamos analisar a PA, usando os dados fornecidos, podemos escrever:

a+c
2
=>2b=a+c (I)

Analisando a PG:
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(logp, d)? = (log, d)(log,. d)

log, d\° log,d\ (log, d)?
() = o (229 -
log, b log, c log, c

= (log, b)* =log, c (1)
Agora, vamos usar a equacgdo para encontrar alguma informagdo entre a e b:
b = plogab _ 4
a+ b = b'°g? (]I
O bizu agora é fazer b = a'°8a? para o lado direito da equacgdo (I11):
a+b= (alogab)logab = q(l0gab)”
Usando a equagao (I1):
(log, b)? =log, c
= qUogab)? — glogac —
Perceba que o termo encontrado é igual aquele encontrado na equagao (I11):
a+b=qlogad’ = ¢
Dessa forma, usando as equag¢des encontradas, podemos escrever:

{a+b=c
2b=a+c
Encontrando b e c em funcdo de a:

2b=a+c=>2b=a+a+b

= b =2a
a+b=c
= c = 3a

Substituindo esses valores na equagado (I11), temos:
a+b = b'°8a® (III)
a+2a=(2a)'°8a2a
3q = (Za)(loga2+1)
Aplicando log na base a na equagao:
log, 3a = (log, 2 + 1)(log, 2a)
log,3+ 1= (log,2+ 1)(log, 2+ 1)
log,3+ 1= (log,2)*>+2log,2+1
= log, 3 = (log, 2)* + 2log, 2

Escrevendo os logs na base 2:

log, 3 (log2 2)2 . 2log, 2

log, a - log, a log, a
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Fazendo x = log, a, temos:

log, 3 1\%  2log,2
-0

log,3x =1+ 2x

x(log,3—-2) =1

1
" Tlog;3-2
Retornando a variavel a:
1 1 1

log,3—2 - log, 3 — log, 22

log, a =

logz 2
>a=2 =

b = 2a

logz 2+1
>b=2 3

b) Temos as sequéncias:
(log, d,log, d,log.d) é uma PG

(a,b,c) éumaPA,coma<b<c

logz 2+1 logs 2 logs 2 logs 2
2

>r=b—a=2 1 —2 =2 2 (2-1)=2 3
log, d

_log,d log,b logza

~4 ~log,d log,d log,b
log, a
logs 2
log, 2 3 logs 2 1 1 1 1

q= = = = logs 2
1+—— 2

- 3~ 3 3
logs 2 1+logzz 10g22+10g21 logzi

4

Togs 2+1 -
log, 2 083 log% 2+1

logz 2
Portanto,r =2 % eq =logs2.
2

Questdo trabalhosa pessoal, para encontrar os valores de a, b, ¢, temos que ir pelo método
da tentativa e erro até achar alguma informacao relevante.

logz 2 logz 2+1 logz 2 logs 2
Gabarito:a)a=2 2z ,b=2 2 ,c=3-2 2 b)r=2 7 eq=1ogs:2
2

139.(IME/2017)

Seja a equagdo y!°83 V37 = ylogs3y _ ¢ 5 > 0,
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O produto das raizes reais desta equagao é igual a:
1
a —
) 3

b)

2
3

c) "
d)2
e)3
Comentarios
Vamos simplificar a equac¢ao do problema:

logz+/3y — .,logz3
ygS y_yg3y_6

1
ylog3(3y)f — y10g3 3y _ 6

Liogs3
yz 0833V _— y10g3 3y _ 6

1
Chamando x = y2'°833Y temos:

x=x*—6
x2—x—-6=0
x=3)x+2)=0
Raizes:
X, =—20ux, =3

Encontrando os valores de y:
1
yz
O enunciado diz que y > 0, entdao a equag¢ao acima nao é valida. Entao, temos que usar a
outra raiz:

10g3 3y — _2

1
y§1083 3y = 3

Aplicando log na base 3:

1

logs y2'°83% =

log; 3

1
5(1 +logzy)logzy =1

Substituindo z = log; y:
(1+2)z=2
z2+z-2=0
-1+V9 -143
2 2

=—-2o0ul
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zy =—2>logz;y; = -2
1
= 3_2 = —
V1 9
Zz - 1 $10g3y2 - 1
Yy, =3
Multiplicando as raizes, temos:

B _1
V1Yo = =3

O Olw

Portanto, encontramos a resposta na letra

Gabarito: “a”.

140.(IME/2017)
Resolva o sistema de equagdes, onde x € Re y € R.
log3(log\/§ x) —log s(log;y) =1
(yx)" = 314
Comentarios
Inicialmente, devemos analisar a condi¢do de existéncia dos logs:
logzx>0=>x>1
log;y>0=>y>1
Vamos usar a primeira equagao:
log3(log\/§ x) — log 5(logzy) =1
Fazendo log s x = zelog; y = w, temos:
log;z—log 1w=1
32
log;z =1+ 2logz;w
log; z = logs 3 + log; w?
logs z = log; 3w?
= z = 3w?
Agora, vamos usar a segunda equagado:
(y%)z _ 3143

Aplicando log na base 3:
log3(y§/§)2 = log; 31%3

1
2 (log3 y + log; x§) =143

2
2logs;y + glog3 x = 143
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Substituindo z = log s x ew = log; y:
z=logzx =2logsx

z
=>2w+§=143

6w +z = 1433
Substituindo z = 3w?:
6w + 3w? = 143-3
2w + w? = 143
w2 +2w—143 =0
w=(-1+V1+143) =-1+12=—-130u 11

Mas pelas condigdes de existéncia, temos w = logs; y > 0. Entdo, a Unica solugdo é w =
11. Desse modo:

w=11>log;y=11=y = 3"
z=3w?=3-11% = 363
2log;x = 363

363 363
>x=32 =43

Portanto, a solugao é dada por:

- (%)

Gabarito: S = {(\/5363; 311)}

141.(IME/2016/Modificada)

Sabendo-se que os numeros reais positivos a,b e ¢ formam uma progressio geométrica e

log ( ) log( ) e log( ) formam uma progressdo aritmética, ambas nessa ordem. Prove que b +
c<a.
Comentarios
Do enunciado, temos:
(a,b,c) éuma PG

= b%® =ac

(0 (5).100(2).ton(5)) e mar
= 21log (%) —log (5ac> + log (3ab)

o8 (30) = 108](%) (55)]
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3h\* 5S¢
~ (%) =%
(3b)* = (5¢)°
3b = 5¢c
5
= b= §c
Usando a informacao da PG:
b? = ac
5 \2
(§C) = ac
25
=>a= ?c
Dessa forma, somando b + ¢, temos:
8 25
b+c=§c+c=§c<?c=a
~b+c<a

Gabarito: Demonstragao

142.(IME/2016)

Quantos inteiros k satisfazem a desigualdade ZW + 10log,p-1 ki +3>0?
a) 10

b) 89

c) 90

d) 99

e) 100

Comentarios
Resolvendo a inequacao:

Da condicao de existéncia do log:

k>0

1
2y/logiok —1+ 10log,p-1 k4 +3 >0
1 1
2 loglok_1+10'z'__110g10k+3>0

Substituindo log,¢ k = x:

5
2Vx—1—5x+3>0
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Possibilidades:

vl o

6
{Sx__16>SOO=>{xS§=>1£xS
x - x=>1

5 —-6=>0
{ x—1=>0
16(x — 1) > (5x — 6)?

v
= Ul &

X

v

X

>6
= —
X_S

16(x—1) > 25x% — 60x + 36
25x%2 —76x +52 <0

Raizes:

(38 +382—-25-52) 38++144 38+ 12 -
= = = = ou—

x 25 25 25 25

Com isso, temos:

26< <2
25~ 7%

Juntando com as outras condicdes, temos:

26<6< <2
25 5%

6< <2
= —
5 X

Unindo os intervalos de solugdes, temos:

X € [1,9] U (E,Z)
5 5
=>x €[1,2)

Dessa forma, temos os valores de k:
log,0k = x
1<x<?2
log,, 10! < log, x < log;o 102
= 10 < x <100

Entdo, os valores inteiros de x pertencem ao intervalo [10,100). A quantidade é dada por:

n=99-10+1 =90

AULA 11 - EXPONENCIAL E-.LOGARITMOS 222



; Estratégia

Militares

Com isso, encontramos o gabarito na letra c.

Gabarito: “c”.

Prof. VictorSo

143.(IME/2015)

Determine os valores reais de x que satisfazem a inequagao:

1
71%’3 P + logx§ >1
Comentarios
Simplificando a inequacgao, temos:
+1 ! > 1
logs x% — 2 O8xg
-2
—210g3x — +log,37%>1
* 21 3>1
2log; x — 2 OB
4 2 51
2logz;x —2 logzx
Fazendo log; x = y:
4 2 -1
2y =2y
4y —4(y — 1
y-4-D . _,
2y(y — 1)
4-2y(y—-1) 0
2y(y — 1)
-2y +2y+4
y y >0
2y(y -1
—y*+y+2
YTV 0
yy—-1
+1 -2
_oDo-D)
y(y—1)
+1(y—-2
(y+ Dy —2) <0
yly-1

Estudando o sinal das fungdes acima, temos:
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y+Dy-2) 4+

y(y—1) + + 0 =
(y+1)(y—2)
y(y — 1) + o +

0
g

ERRREETEE CEEERETE I N

Analisando a tabela, vemos que y deve pertencer ao intervalo:

-1<y<Ooul<y<?2

1
-1<logzx<0=>=-<x<1

3

1<logz;x<2=3<x<9

Portanto, a solugao é dada por:

S={xER|%<x<1ou3<x<9}

Gabarito:S:{xeR|§<x<1ou3<x<9}

144.(IME/2015)

Sejam x e y numeros reais nao nulos tais que:

log, y™ +log, x° = a
1 1

log, x™ " log, ye

a+b+2e

X z
O valor de Jm e:

Comentarios
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Simplificando o sistema, temos:

log,y™ +log, x* =a
1 1

log,, Xt log, y¢™

mlog,y +elog,x =a
1 1

=b
Elogy X Elogx y

mlog,y + elog, x = a
{nlogxy—elogyx =b

Somando as equagdes, encontramos:

2rtlog,y=a+b

a+b
logyy =——
logy a+b
logx  2m

logyZ” — logxa+b

Subtraindo as equacgdes:
2elogy,x=a—»b
2elogx = (a — b) logy
log x?¢ = logy®™?
= XZe — ya—b
Queremos calcular:

xa+b+2€ xa+b . x2e

a—b+2m = 4,a—b . 42T
y y y

Usando as relagdes que encontramos, temos:

xa+b . xZe y27r . ~,a—b

_ y
ya—b . y21'[ - ya—b ] y2n
Portanto, o gabarito é a letra a.

=1

Gabarito: “a”.

Prof. VictorSo

145.(IME/2014)

Sabe-sequey-z-\z-Vx=x-y3-z2 = X _

e, em que e é a base dos logaritmos naturais. O
P ’ q g

valordex +y+zé

a)ed +e?+1
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b)e?+el+e
cJe3+1
de3+e?+e
e)ed+e 2 +et
Comentarios
Analisando as condi¢des de existéncia dos radicais, encontramos:
x,y,z2>0

Vamos usar as equagdes dadas para encontrar os valores de x, y, z:

X
7 VA X =X- 3.22:—26
yiEEY Y 2y z

y-Z. Z-ﬁ:e
x-y3-zt=e
x
——=e¢
z-Jy z

Simplificando:

y2-zZ-z-\x=e
x-y3-z*=e
2
— o2
22 (y-2)

Elevando a equagao (/1) ao quadrado e multiplicando por (I):
Xty 2oz76. (yt.z6-x) = et et
x®-y2=e% (IV)
Dividindo a equagdo (1) pelo cubo da equagdo (II), temos:

4 6 4

y*-z°-x e
X3 -y 76 ~ 3
x2-yS=e (V)
Elevando (IV) ao quadrado e (V) a quinta e multiplicando ambos, temos:
10, 1,4 — ,16

Xy
x~10. =25 = g5
= y~21 = 21
>y=e1
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Substituindo em (V):

x2-eS=e
x2=e*
= x = +e?

Mas da condi¢do de existéncia, x > 0. Entdo, x = e?.
Substituindo x e y na equagdo (I1):
x-y3-z?=e (1)

e’ e =e
z? = e?
S>z=e

Portanto, a soma pedida é dada por:
x+y+z=e’+el+e
Encontramos a resposta na letra b.

Gabarito: “b”.

Prof. VictorSo

146.(IME/2014)
Resolver o sistema de equagodes
Vx = f 10g3
2%t2 4 g¥ = 5. 4y
Comentarios
Das condigdes de existéncia iniciais, temos:
Dos radicais:
x=>0ey=>0

Do logaritmo:
->0

Fazendo a interseccao entre eles:
=>x,y>0

Analisando a primeira equacao:

\/E—\/;=1083¥

Sex >y, temos % < 1 e consequentemente 10g3§ < 0.

x>y=vVx—,y>0

y
log.=< 0
Ogsx
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Nesse caso, é impossivel ter valores de x e y que satisfagam as condi¢des acima.

Sex <y:

y y
=>1=1 =>0
X Oggx

x<y=>x— \/; <0
Também temos um sistema impossivel.
Portanto a Unica solugdo é x = y:
Vx —+x =0=1log;1
Substituindo x = y na segunda equagao, temos:
2%+2 4 8¥ =5.4%
4+2% (23)x =5. (22)x
Fazendo 2* = z, temos:
4z + z3 = 522
z3—5z2+4z=0
z(z2—-5z+4)=0
zz-4)(z-1)=0
Dessa forma, encontramos as raizes:
z=0ouz=4ouz=1
z=0= 2% =0 = impossivel
z=4>2"=22=5x=2
z=1=2%=2%= x = 0 (impossivel, pois x > 0)

Portanto, a Unica solugao éx =y = 2.

Gabarito: x =y = 2

Prof. VictorSo

147.(IME/2014)

Qual é o menor nimero?
a) - 8!

b) 9°

c) 227

d) 3%’

e) 213 - 53

Comentarios

Ainda n3o estudamos fatorial, masonimeron! =n-(n—1) - (n —2) -

Vamos comparar os ndmeros:
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-8 =7-8-7-6-54-3-2-1=m-2"-32-5-7
99 — (32)9 — 318
2222 = 22* — 916
33° = 327
213_53
Analisando os valores acima, temos:
213 . (22)3 < 213 _53 < 313 _53 — 313 . 125 < 313 : 35 — 318
216 < 219 < 213 ) 53 < 318
Dessa forma:
216 < 213 . 53 < 318 < 327
Resta saberse - 27 - 3% -5 -7 é menor que 2%°:
Testando 21® < -27-3%-5-7:
216 < -27.32.5.7
2°<m-3%2-5-7
2320« 3%-7-35
8:64<9-105<9-mw-35

A desigualdade acima é verdadeira, logo 0 menor nimero é 2. Encontramos o gabarito
na letra c.

Gabarito: “c”.

148. (IME/2013)

Considere a equacgao log3xz+ (log; x)*> = 1. A soma dos quadrados das solugdes reais dessa

equacao esta contida no intervalo
a)[0,5)
b) [5,10)
c) [10,15)
d) [15, 20)
e) [20, )
Comentarios
Inicialmente, devemos verificar a condicdo de existéncia:
x>0

Simplificando a equagdo, obtemos:
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3
log,, < + (logz x)? =

Substituindo log; x = y:

(1—y)+yz(y+1)=1
1+y
1—-y+y3+y2=1+y
y3+y2—2y=0
yy*+y-2)=0
yo+2@y-1D=0

Encontrando as raizes da equagao, temos:
y;=0=logzx;, =0=>x,=3=1
1
Y, =—2=>logzx, =—-2>x, =3
y3=1=logzx;3=1=x3; =3

O problema pede a soma dos quadrados das solucdes, entao:

2 2 2 2 1 2 1 1
x{+x5+x5=1 +§+3 =1+a+9=10+8—1

Analisando as alternativas, encontramos:

1
10<10+—=<15
81

1
= 10 + — c [10,15
+g7c ! )

O que nos leva a alternativa c.

Gabarito: “c”.

149.(IME/2012)

Se log,, 2 = x elog,y 3 = y, entdo log; 18 vale:
)x+2y

1—x
x+y
1-x
2x+y

e
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x+2y

d)

)3x+2y
(1-x)

1+x

Comentarios

Vamos manipular logs 18 de modo a obter os fatores log2 e log3. Mudando a base e
fatorando os numeros:

log2-3? (log2 + 2log3)

log: 18 = =
10 1 —log2
log (7) s
Substituindo log2 = x elog3 = y:
x+2
= logs 18 = 1 _3

Dessa forma, encontramos o gabarito na letra a.

Gabarito: “a”.

150.(IME/2010)

Seja f(x) = |3 —log(x)|, x € R. Sendo n um nimero inteiro positivo, a desigualdade

fO, [F®)| | 2" f (x) 9
4 12 36 3n-1 4

+ e <

Somente é possivel se:
Obs.: log representa a funcao logaritmica na base 10.
a)0 <x<10°
b)107° < x <108
c) 103 < x < 10°
d) 10° < x < 10°
e) 107 < x < 10°
Comentarios

Vamos verificar a desigualdade para vermos se encontramos alguma relagdo para f:

fO| | |2f @] |4 2" f (x) 9
4 12 36 3n-1 4

+ e 4 +...S

+ |

n-3

1 2 4 2 <9
Zlf(x)l +ﬁ|f(x)| +£|f(x)| +o IFOO)] + - < 2

|f(x)|<l+i+i++l<z)n_ +...>Sz

4 12 36 4\3

O numero em vermelho é a soma de uma PG infinita derazdo 2/3 e a; = 1/4. Desse modo,
podemos usar a férmula da soma infinita da PG:
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i,
_ 4_°
S = 1=3
3
] o C T B
: — JR— — cee —_— — eese —
FONZ 1236 2\3 =72
<
FGIIS <
= |f(x)| <3

= -3<f(x)<3
Substituindo f(x) = |3 — log x|, temos:
—3<|3—-logx| <3
Das propriedades do mddulo, sabemos que |3 —logx| = 0.
Entdo:
0<|3—-logx| <3
= |3 —logx| <3
—3<3-logx <3
—6<—logx <0
0<logx <6
= 10° < x <10°
Portanto, encontramos a resposta na letra d.

Gabarito: “d”.

151.(IME/2009)

Dada a fung¢do F: N? — N, com as seguintes caracteristicas:

F(0,0) =1;

F(n,m+ 1) = q - F(n,m), onde g é um numero real diferente de zero.
F(n+ 1,0) =r + F(n,0), onde r € um nimero real diferente de zero.
Determine o valor de Y7°%0° F(i,i),i € N.

Comentarios
r= F(k+10)—F(k,0)

n—1 n—-1
= Zr = ZF(k+ 1,0) — F(k, 0)
k=0 k=0

=>nr=F(n,0) —F(0,0)
=>F(n0)=1+nr
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Fink+1)=q -F(nk)
= F(nm) =q™-F(n,0) =q™- (1 + nr),
pois (a,) = (F(n, k)) forma uma progressdo geométrica, para cada n fixado.
Logo, TR F(i,1) = T2%°q'- (1+ir) = SRl + 1521 gt
Para g = 1, temos:
2009 2009

2009 - 2010
Z 1+ r- Z [ = 2010+r-f: 2.019.045 r + 2010.
Paraq #+ 1:
2009 42010 1
Z @

2009 2009 2009 2009 2009 . 2009

. ' q2010 ] 2009q2010 1 ]
q-—1 q—1 q—1&
]:

i=0 i=1 j=1 i=j

B 2009q2010 1 q2010 —q B 2009q2010(q _ 1) _ (q2010 _ q)

-1 a-l oa-t CESE
_ (2009q —2010)¢*°*° + q
o (g — 1)2
Logo,
2009 oto N
1) = _ @ -1 [(2009q —2010)¢**" + g
Z;F(u)_smw b2 = q—1 *r (g —1)2
=
2009
Z F(i,i) = qzom—_1+r' (2009g — 2010)g?°1° + ¢
| -1 (q — 1)2
i=0
Hp. q*°10-1 . (2009¢-2010)q2010 44
Gabarito: +r [ Zo10) ]

Prof. VictorSo

152.(IME/2007)

Seja f: R — R, onde R é o conjunto dos nimeros reais, tal que:

{ f4) =5
fx+4) =fx)-f(4)

O valor de f(—4) é:
—4/5

b) —1/4
~1/5

d)1/5
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e)4/5
Comentarios

Para x = 0 temos:

f(4)
f(0+4)=£(©0)-f(4)= f(0) O 1
Para x = —4:
£(0)
f(4+4)=f(-4) - f(A) = f(-4) = 0]
Portanto:
1
f(=4) = T

Gabarito: “d”

153. (IME/2005)

(156%+156~

Dada a fungdo f(x) = ; ), demonstre que:

fx+y)+flx—y)=2fx)f ()

Comentarios

Basta realizar as operagdes para verificar a identidade:

2-(fe+ )+ flx=y) =2f(x+y) +2f(x —y)
Sabemos que
2f(x) = 156" + 1567*
Assim:
2f(x+y) +2f(x —y) = (156**Y + 1567*7Y) + (156*7Y 4+ 1567**Y)
= 1561567 + 1567*156™> + 156*156™ + 1567*156”
= (156" + 1567*)(156” + 1567Y)
=2f(x) - 2f(y)
=2-(2f()f )
Logo, f(x +¥) + f(x —y) = 2f () f ().

Gabarito: Demonstragao.

154.(IME/2004)

Seja uma fungdo f: R — {0} — R, onde [ representa o conjunto dos niimeros reais, tal que f (%) =
f(a) — f(b) para a e b pertencentes ao dominio de f. Demonstre que f é uma fungdo par.

Comentarios
F) - -0 = f(=5) = F-D = £ (F) = FD - fO) = F(1) = (-1
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f@=£(3)=f@-f) = f1) = f(-1) =0
f=a) = f (L) = f(@ - (1) = f(a) = 0 = f(a) = f &par.

Gabarito: Demonstragao.

155.(IME/1993)

Considere uma fungdo L: Q* — Q que satisfaz:

1. L é crescente, isto é, para quaisquer 0 < x < y tem-se L(x) < L(y).
2. L(x-y) = L(x) + L(y) para quaisquer x,y > 0.

Mostre que:

a)L(1) = 0.

b) L (i) = —L(x) para todo x > 0.
c)L (i) = L(x) — L(y) para quaisquer x,y > 0.

d) L(x™) = nL(x) para todo x > 0 e natural n.

e) L(Vx) = %L(x) para todo x > 0 e natural n.

f)L(x) <0< L(y)sempreque0 <x<1<y.
Comentarios

A banca estd, basicamente, pedindo ao candidato que deduza algumas propriedades de
uma das equacodes funcionais de Cauchy.

a) LW)=LO-1)=L1)+L(A)>L1)=0.
1 1 1
b) 0=L(D) =L(x-2) =L@ +L()=>L(3)=-L).
X 1 1
o L (;) =L (x : ;) = L) +1L (;) = L(x) — L(y).
d) Porinducdoemn.Paran = Ooun = 1, éimediata a validade da proposi¢do. Suponha
a validade paran — 1. Entao:

L™ =Lx-x" ) =L)+ L") =Lx)+(n—1) L(x) = n-L(x)

e) Pelo item anterior, L(y™) = n - L(y) para todo y > 0 e n natural. Tomando y = Vx,
temos L(x) =n- L(Vx) = L(Vx) = %L(x).

fl) 0<x<1=L(x)<L(1)=0e0<1<y=0=L(1) < L(y). Logo,

0<x<1l<y=>Lkx)<0<L(y)

Gabarito: Demonstragao.
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8. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da nossa aula. Agora, vocé deve saber como resolver problemas
envolvendo exponencial e logaritmos. O mais importante nessa aula é que vocé tenha entendido
como aplicar as propriedades de cada um desses temas.

Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo férum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(0@

@ /profvictorso
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