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COMPLEXOS NA FORMA TRIGONOMETRICA

1. FORMA TRIGONOMETRICA DE COMPLEXOS

Imiz) 81

Pia,b)
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Sejaz=(a,b)=a+bi

r=+/a’ +b> mddulo do complexo z.

a b
cosB=—; senb= — < a=rcosO e b=rsend
r r

z=r-(cosO+isenB)=r-cisb.
Com 0¢€[0,2x], 6 é o argumento principal.
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Isto é, a forma trigonométrica do nimero complexo z é:

z=r(cosO +i.senB), que se abrevia z = rcis8.

Se b =0,z é um nimero real.
Seb#0ea=0,zéumimagindrio puro.
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PROBIZU

2. MULTIPLICACAO DE COMPLEXOS NA FORMA TRIGONOMETRICA

Considere dos complexos de médulos r, e r, com argumentagdes 0, e 6, .
(r,.cis6, ).(r,.cisB, ) =r, (cos®, +isenb, ).r, (cos O, +isend, )

nr, (cos 0, cos0, +i’send,sen0, +icos0,send, +isend, cos 62)

nr, (cos(%)1 cos6, —senB,send, +i(cos 6,send, +send, cos6, ))

rr, (cos(6, +6,)+isen(6, +6,))

CONCLUSAO: Multiplicam-se os médulos e somam-se os argumentos.

(r,.cis6, ).(r,.cisB, ) =r,r,.cis(6, +6,)
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3. CONJUGADO NA FORMA TRIGONOMETRICA

Seja z =r, -cisO, =r, -(cos0, +isend,), o conjugado de z, na forma trigonométrica, é

z, =1, -(cosO, —isenB,) =r, -(cos(—0,)+isen(-0,)) =r-cis(-0,)

4. DIVISAO NA FORMA TRIGONOMETRICA

Sejam z, =r,.cis0, e z, =r,.cisf,com z, #0.

[ rr,cis(6, -6, ) _ r,cis(6, —9,) N cis(6,-6,)
z, 2,7, rrcis(6,—6,) r,cisO oot

CONCLUSAO: Dividem-se os mddulos e subtraem-se os argumentos.

r,.cis r, .
LG, =-2.cis(6,-6,)
r.cisq,

5. PRIMEIRA FORMULA DE MOIVRE

Consideremos o complexo z=r-(cos0-+isenB)=r-cisO e seja dado o nimero natural n, temos:
z" =r"-(cosnO-+isenn®)=r"-cisnd

EXEMPLO:
= \/§+i => z=2[cos (nt/6) +i.sen (1t/6)]

7* = 2%[cos (411/6) + i.sen (41/6)] = 16[cos (2n/3) + i.sen (21/3)] = 16[-1/2 +/3i/2] = -8 +8+/3 i
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6. SEGUNDA FORMULA DE MOIVRE

Nos Numeros reais sabemos que

No corpo dos nimeros complexos temos que
2%=16; (-2)*= 16, (2i)*= 16; (-2i)*= 16.
Entdo o numero 16 em C tem 4 raizes quartas .

Dados complexo z=r-(cosO+isenB)=r-cisO e o nimero natural n (n> 2), entdo existem n raizes enésimas de z

gue sdo da forma:

Y :Q/_:Q/F'{Cos(9+m(—nj+i.sen(9+2k_nﬂ

n n n n

com keZ variando de 0 até n-1

n

Como {r é constante e os argumentos diferem de 27t/n (para valores consecutivos de n), conclui-se que as

imagens das n raizes de um nimero complexo sdo vértices de um poligono regular de n lados, inscrito numa

circunferéncia de centro na origem e raio Q/F, tendo uma das raizes o argumento 6/n.
EXEMPLO:

Determinar as raizes cubicas de z=8

z|=+8+0"=8 ..cos0=1 senB=0 =>0=0 ..z=8(cos 0 +i.sen 0)

2k 2k 2k 2k
wk:i‘/g‘:coso-i_3 n+i.sen0+3 n}zz{cosfﬂ.sen{}

O nUmero k deve variar entre O e 2

6
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k=0 => wg=2(cos0+i.sen0)=2(1+0i)=2
k=1 => wj;=2(cos 2rn/3 +i.sen 2n/3) = 2(-1/2 + \/§i/3) =—1+ \/§|

k=2 => w,=2(cos 4n/3 +i.sen 41/3) = 2(-1/2 =/3i/2) =— 1 —+/3i

7. RAIZES ENESIMAS DA UNIDADE

As raizes da equacdo z"— 1 = 0 s3o chamadas as raizes da unidade.

As raizes da unidade s3o:

€, =c052k—n+isen2k—7c ,ke{0,1,2,...,n-1}.
n n
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DE COMBATE

1. Dados z = 2.cis50° e w = 3.cis40°, calcule:

a) z-w
b) w3
c) z°

2. (UFRJ-89) Dados os numeros complexos a = 2.(cos 30° + i.sen 30°) e b =3.(cos a + i.sen a), determine o

menor valor positivo de a, de modo que o produto a.b seja um numero real.

3. Determine a forma trigonométrica do numero complexo dado:

a) z=1+i
b) z=1+i\/§
c) z=-1+i
d) z=2i

e) z=-3

4. (UFRJ 2005) Um jantar secreto é marcado para a hora em que as extremidades dos ponteiros do relégio
forem representadas pelos nimeros complexos z e w a seguir:

(5 sl 3w
z=o|cos| — [+isen| — ||, w=2z",
{ 2 2

sendo o um numero real fixo, 0 <o< 1.

eixo imaginario 4

\ /

~N 7~

»
»

- ~ eixo real

/ \

Determine a hora do jantar.
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5. (EFOMM-00) Escrevendo-se na forma trigonométrica o complexo z =

T . i
a) 2\/5 cos Ejﬂsen(gﬂ
am) . 4
b) 2\/5 cos ?jﬂsen(?ﬂ

c) 2\/5 cos 7—nj+isen(7—nﬂ
e 6

d) cos(7—nj+isen(7—nj
6 6

(4n] ) (4nj

e) cos| — |+isen| —
3 3

6. (AFA-99) A representacdo trigonométrica do conjugado do numero complexo z = (1 + \/gi)s, sendo i a

unidade imaginariaek € Z, é:

a) 32cos (/3 + 2km) — 32isen (/3 + 2kn).

b) 32cos (5m/4 + 10kmw) — 32isen (5m/4 + 10km).
c) 32cos (57/6 + 10kn) — 32isen (57/6 + 10km).
d) 32cos (57/3 + 10kn) — 32isen (57t/3 + 10km).

7. (IME) Considere os numeros complexos z; = sena+icosa e z, = cosa-isena, onde o € um numero real.
Mostre que, sez=z, -z, , entdo -1<R_(z)<1 e -1<| (z)<1,onde R (z) e

Inm (z) indicam, respectivamente, as partes real e imagindria de Z.

8. (FUVEST) Seja z um numero complexo de mddulo 2 e argumento principal 120°. O conjugado de z é:

a) 2-2i3
b) 2+2i\3
o) -1-i3

d) —1+i\/§
e) 1+ i\/§
9. (IME)Seja z=p-eie um numero complexo onde p e 0 sdo, respectivamente, o médulo e o argumento de

z e i é a unidade imagindria. Sabe-se que p=2acos0, onde a é uma constante real positiva. A representagao

de z no plano complexo é
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10. (EEAr-2008) Dado x € R, para que o nimero z=(2—xi)(x +2i) seja real, o valor de x pode ser
a) 4.

b) O.

c) -1.

d) -2.

11. (EFOMM 2012) A solugdo da equacdo |zl+z=1+3i é um nimero complexo de médulo:

5
a)z
b) 5
o 5
g b

2
e) —

12. Sendo “w” um numero complexo e z, =2-(cos10°+i-senl0°) a sua raiz oitava de menor argumento, a

" 2

soma dos argumentos principais de todas as raizes oitavas de “w” é:
a) 256°

b) 1600°

c) 1180°

d) 1340°

e) 2680°

1 . .
13. (AFA 2014)- Considere os numeros complexos z, =x—i, z,==i, z,=—1+2i e z, =x+yi em que xR,
2

yeR’ e i®=-1 e asrelagdes:

. Re(z, +2,)<Im(z, +2,)

I [z,-2,]=+/5

O menor argumento de todos os complexos z, que satisfazem, simultaneamente, as relaces l e Il é

T
a) E
b) O
T
C) E
T
d) 3

10
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14. (IME 2012) As raizes cubicas da unidade, no conjunto dos nimeros complexos, sdo representadas por 1,

2 , , . , 6 ,
w e w?, onde w é um nimero complexo. O intervalo que contém o valor de (1-w)’ é:

a) (—o0,—30]
b) (—30,-10]
c .
d) (10,30]
e) (30,:)

15. Os numeros complexos z e w tém argumentos que variam de 0 a 2w radianos e satisfazem as relagées

_ 5
wl=lzd; z+7=2;iz=7 e arg(z)—arg(w):?n. Calcule Im(z)+Re(w).

16. Os pontos que representam os nimeros complexos z, e z, encontram-se sobre uma circunferéncia no

plano complexo, cujo centro é o ponto associado ao nimero complexo i e o raio é 1. A parte real de z,-z, €0

, T .
e oargumentode z, é rE O valor de z, é:

a) 1+i
b) £+§i
2 2
c) £+—i
2 2
d) —£+§i
2 2
e) —£+1i
2 2

17. (ITA 2012) Seja z=n’(cos45" +isend5’) e w=n(cos15 +isen15°), em que n é o menor inteiro positivo

AN, o z .
tal que (1+i)" é real. Entdo, — éigual a
w

a) ~3+i.

b) 2(\/§+i).
o 2(v2+i).
d) 2(v2-i).
e) 2(\/§—i).

11



MATEMATICA

Prof. HAROLDO FILHO ITARES * AFA/EFOMM/EN * MODULO 8

18. (IME 2011) Sejam z, =10+6i e z, =4 +6i, onde i é a unidade imaginaria, e zum nimero complexo tal que

-1 n . , . .

arg{ 1 } =—, determine o mddulo do nimero complexo (z—7—9|).

z-12
2

OBS.: arg(w) é o argumento do nimero complexo w.

19. (IME) Sabendo que x ' +x =1.cos0 x, mostre que é real a seguinte expressio, e a calcule, em funcdo de 6:

-2008 2008
X +X .

20. (ITA) O numero complexo z a seguir possui argumento igual a 45°. Determine o valor de a.
1—cosa 1-2cosa+sena
+1. ; ae(O.%)

7=
sena.cosa sen2a

21. (ITA) Sendo 2.cis(%0) uma raiz quintupla de w. Determine as raizes da equacao:

w-16i2 _
82

2t —2.2%+

12
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1.
a) z-w =6cis90° = 6i.
2 2
b) w® =27cis120° = —77+7T‘/§i.

c) z° =64cis300° =32 —32.3i.

2.

a=2cis30° b=3cisa

a.b=6¢cis(30°+a)=6cos (30°+a)+[6sen (30°+a)]i
a.breal=6sen(30°+a)=0=30°+a =180k =k = 1,temos
RESPOSTA: o, = 150°

a) z=ﬁ(cos£+isen£j
4 4
b) z:Z(cos£+isenEj
3 3
c) z:ﬁ(cos3—n+isen3—nj
4 4

d) z =2(cos E+i senﬁj
2 2

e) z=3(cosm+isenn)

13
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. T T L .
Z=o0cis —=aoa| cos—+isen — |=a- i
2 2 2

o=72"=o’’ =—a’, coma’ <o

Pois 0 <a< 1

Comoa<1, o’<a

Portanto o ponteiro das horas aponta para o 9 e o dos minutos para o 12.
A hora do jantar secreto é as 9h da noite ou 21h.

5

.. . 2
Z:\/§._3|';=«/§|—13I :_3_\/§i:2\/§'cis%7t

i [
RESPOSTA: C

6.
RESPOSTA: D

z=(2cis E)5 = 32ci55—n S7= 32(cosS—Tc —i- sen5—n).
3 3 3 3

7.
. . . 2 2
z=z,-2, :(senoc+|cosoc)(cosoc—|sen(x)<:>z=25enacosoc+|(cos a—sen oc)

<> z=sen2o+icos2a <

{Re(z) =sen2o.e[-1,1]

Im(z)=cos2a e[-1,1]

8.
|z| =2

1 3
7 =2 cis 120° = 2(cos 120° + i sen 120°) = 2 (—EH%J =—1+i3

Z=-1-i/3.

RESPOSTA:C

14
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Como z=p-e"*, " =(cosO+isend)
< z=p(cos0O+isend)

< z=2acos’ 0+ 2asenOcosOi

& z= Za(“c—oszej+asen26i < z=(a+acos20)+(asen20)i

Z

Sendo x a parte real e y a parte imaginaria de z,
(x—a)* =a’cos’20
y’ =a’sen’20 +

(x—a)* +y*> =a’(cos’ 0 +sen’d)
1

(x—a)? +y? = a’ : circunferéncia de centro (a,0) e raio a.

10.

2=(2=xi) (X +2i) = 2x + 4i — X% — 2x® = 2x + 4i — i —2x(=1) = 4x + (4 —x?)i
7eReo4-x=0x=12

RESPOSTA: D

11.
Seja z=x+yi, com x,y e R, entdo |zl =/x* +y* .

2 2 _
lzl+z=1+3i= X2+y2+x+yi=1+3i<:>{\lx +y +x=1
y=3

S +9+x=1YX*+9=1-Xx=xX*+9=1-2x+x> A x<1<>x=—4

& z2=-4+3i=zd=(-4) +3% =5

RESPOSTA: D

12.

w=z —[2(cos10° +isen10° )]8 =2°¢is80°
W=2cis%=2cis(lO°+4S°K), Ke0,1,2,3,4,5,6,7

Logo, a soma dos argumentos principais é a soma de uma P.A. de oito termos com primeiro termo 10" e

. . (10°+10°+45°-7)-8 .
razao 45, ou seja, ( 5 ) =1340

RESPOSTA: D

15
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RESOLUCAO: (O enunciado dessa quest3o foi adaptado para ficar mais coerente)

Re(z, +2,)=Re(z, +2,) =Re(z, ) +Re(z, )x + 0 =x

Im(Z+Z)=Im((x+i)+(—%iD=Im(x+%ij=%

Re(z1 +Z)SIm(Z+Z)<:>x S% (*)

|23 'Z4|:|Z3||Z4|: V(_1)2+22 '\/XZ"'VZ :\/§C>X2+V2 =1 (**)

Im A
A
1
B (0%
0 1 1 Re
2
__/

Representando as condicdes (*) e (**) no plano de Argand-Gauss e considerando que xeR e yeR’, obtém-

se, para o lugar geométrico dos nimeros complexos z, =x+yi, um arco de circunferéncia com extremidades

emAeB.

Dentre esses numeros complexos, o de menor argumento é o com extremidade em A, cujo argumento é o
/2 1 T

tal que cosa=—=—<>a=—rad.
1 2 3

RESPOSTA: D

14.

Como w é uma raiz cubica da unidade w® =1.

Como w#1l e w—1=(w-1)(W +w+1)=0=>w +w+1=0<w +w=—-1
Aplicando a férmula do bindmio de Newton, temos:

(1-w)’ =1—6w+15W> —20W? +15W* —6W° +W° =1— 6w +15Ww> —20+ 15w —6W> +1 =
=-18+9(w+w”)=-18+9-(~1)=-27  (-30,-10]
RESPOSTA: B

16
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z=a+bi=7=a—bi

z+?=«/§:>2a=\/5<:>a:g
N

iz=Z=i(a+bi)=a—bi<-b+aiza-bicca=-b=b=-

7 7 7 7
= :£—£ =1- ( os—n+sen—ni):1-cis—n:>|z|:1 e arg(z)=""
2 4 4 4 4
7 5
:arg(w):—n——nzl elwl=1=>w=1-cis——
4 3 12
2 6
Im(z)+Re(w)=£—£J+cos£_(—£j \/_JM/_ J6-\2
2 12 2 4 4

RESPOSTA:

N
-2

16.
No plano complexo seja O a origem e C o ponto associado ao complexo i, entdo a circunferéncia citada no
enunciado tem centro em C e passa por O.

argz, :g:>OZ1 :230621 =0z, =CZ,0 =§:> o triangulo COZ, é equilatero =07, =1

zz=x+yi:>Re(z-zz)=§x+%=o<:>y=_\/§x

Se z, =x+Yi esta na circunferéncia de centro i e raio 1, temos:

2
|zz—i|=1:>|x+(y—1)i|=1:>x2+(y—1)2=1:>[—%j +(y-1)=1
3 3 3.
<4y’ —6y=0<y=0 ou y=52>22=0 ouz,= —7 E
RESPOSTA: D
17.

(1+i)"={\/_(\/_ \/_ﬂ = (J2cisas') =(v2) cis(45 -n) e R =n=4

2 ° .
2.0 (cosd5 +isends )—n(cos30 +isen30°) = 4(£+| —J= (\/_+|)
w  nl(cos15 +isen15’) 2

RESPOSTA: B

17
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N T (xay)—(4+6)  (x=4)+(y=6)i (x—4) +(y-6)

(x-10)(x-4)+(y-6)" _ 6(y-6)
(x=4)+(v=6)  (x=4) +(y-6)
arg[i:iﬂz% e tg%zl:Re(i:ijzlmt:Zj
= (x-10)(x—4)+(y—6) =6(y—6) < (x=7) +(y-9) =18

=[z=7-9]=(x=7) +(v=9)’ =18 =3/2.

RESPOSTA: 3.2

19.

1+x°

X' +x=2.cos0= =2.cos0O

X

2c059i«/4(cos2 6—1)
(2cosB)x+1=0=

2

—=x’—

_ 2cosf+2.4/-sen’®
2

=cos0+isenO=cis(+0)
Com isso:

X 20% 4 x2% = (cis(ie))_2008 + (cis(ie))2008

= (cis(¥2008.0))+(cis(+2008.0))

=2.c0s(2008.0)

X% 4+ x*** =2.c0s(2008.0)

20.
O numero complexo z possui argumento igual a 45° quando sua parte imaginaria for igual sua parte real.
Vejamos a condicdo para que isso ocorra:

l-cosa 1-2cosa+2.sena

sena.cosa sen2a
1-cosa _ 1—2cosa+2.sena

sena.cosa 2.sena.cosa
<>2—-2cosa=1—-2cosa+2sena<

1 b
&sena=—<<a=—
2 6

18
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5
W= (Z.CIS%j - 32.cis% — 162 +i16+2

w—16i2

2+
227+ =0=>7"-27272+42=0=7"=

7
7=2"cis| * 244 cis o ,2Y4 cis _I 244 cis T
8 8 8 8

19



