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APRESENTACAO

Ol3,

Nessa aula, vamos estudar quadrilateros e circulos. No capitulo de quadrilateros, veremos
algumas propriedades validas para cada tipo de quadrildtero e no capitulo de circulos,
estudaremos os elementos presentes no circulo e alguns teoremas e propriedades validas para
essa figura geométrica.

Os exercicios ao longo da teoria dessa aula exploram melhor o conhecimento do aluno e,
por isso, vocé podera ter dificuldades em resolver algumas. Mas, tenha calma. Caso isso ocorra,
leia a resolucao e tente entender o raciocinio por tras da questao.

Lembre-se, s6 leia as resolugdes ou comentarios das questdes se vocé tiver alguma duvida
ou ndo souber como resolver. Se vocé acha que ja tem um bom conhecimento dos tépicos dessa
aula, va direto para as listas de questdes, resolva e verifique se acertou no gabarito.

E qualquer davida, critica ou sugestdo ndo hesite em nos procurar pelo férum de duvidas
ou pelos meios de contato abaixo:

@ /profvictorso
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1. QUADRILATEROS NOTAVEIS

Um quadrilatero é formado pela unido de 4 pontos distintos do plano e trés desses pontos
ndo podem ser colineares. Vejamos os dois tipos de quadrilateros abaixo:

Quadrilatero Concavo B

Os segmentos AC e BD s3o as diagonais dos quadrilateros acima. A soma dos angulos
internos do quadrilatero é igual a 360° e a soma dos angulos externos também é igual a 360°.
Basta notar que o quadrilatero é formado pela unido de dois triangulos, por exemplo, no caso do
quadrilatero convexo, temos a unido dos triangulos ABD e CBD.

Para nossa prova, vamos estudar apenas os quadrilateros convexos. Os principais que
podem ser cobrados na prova sao: trapézio, paralelogramo, retangulo, losango e quadrado.

1.1. TRAPEZIO

1.1.1. DEFINICAO

Um quadrilatero plano convexo é um trapézio se possui dois lados paralelos entre si.
Chamamos esses lados de base do trapézio. Essa figura geométrica pode receber a seguinte
classificacao dependendo dos lados adjacentes as bases:
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1) Trapézio Escaleno: os lados adjacentes ndo sdo congruentes.
D_ C
A B
2) Trapézio Isésceles: os lados adjacentes sdo congruentes.
D C
A B
3) Trapézio Retangulo: um dos lados adjacentes forma dois angulos retos com as bases.

D C

|

1.1.2. PROPRIEDADES
P1) Angulo Interno

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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A B
Sendo AD e BC, segmentos transversais as bases paralelas AB e CD, temos:
A+ D =180°
B+C=180°
|JA+ D =B+ C=180°

P2) Base Média

b B

A base média de um trapézio de bases a e b possui a seguinte relacao:

_a+b

MN
2

Demonstragao:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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A P B

Tragcamos o segmento de reta PD paralelo a BC. De acordo com a figura, temos:

AMOD ~AAPD MD MQ l X b—a

~ > - 0 — = = =

¢ AD AP 21 b-a T 2
b—a

2

MN =x+a > MN =

+a

_a+b
2

P3) Base que intercepta o encontro das diagonais

D a '8

A b B

Sejam P, Q, R pontos do trapézio tal que Q é o ponto de encontro das diagonais e PR é
paralelo as bases ABe CD, entdo:

ab
a+b

PQ=QR=

2ab

PR =
a+b

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 8
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Demonstragao:

A b B

Sejam h e H + h as alturas dos triangulos PQD e ABD, respectivamente. Entdo, aplicando
a semelhanca de triangulos, temos:

APQD~AABD ==
q b h+H

APQA~ADCA ad i (1)
~ : —_— T —

¢ a h+H

Dividindo (I) por (II):

i

T =

b
Isolando h/H em (I):

h X
xh+xH=bh=>xH=h(b—x)>—=— (IV)

H b—x
Igualando (I11) e (IV):
%:bfxﬁab—axsz:xzacfb
Analogamente, para os triangulos BQR e BDC:
y H h y-—a
ABQR~ABDC=>a=h+—H=>yh+yH =aH = yh=H(y — a) == 5
Usando a relagao (I/11):
%=¥:>ay=by—ab=>y=acfb
ab
~PQ=0QR = PR
2ab
- a+b

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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1.2. PARALELOGRAMO

1.2.1. DEFINICAO

Um quadrilatero plano convexo é classificado como paralelogramo quando seus lados
opostos sao paralelos.

AB//CD e AD//BC

1.2.2. PROPRIEDADES
P1) Lados opostos congruentes

Tracando-se a diagonal BD, temos pela propriedade das retas paralelas:

D C

A B

Pelo critério de congruéncia ALA, temos AABD = ACDB, entdo:
AD =BCeAB =CD

P2) Angulos opostos congruentes

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 10
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Noteque D =a + f e B =a+f, logo:
B

Il
)

Analogamente para A e C:

)
I
DY)

P3) As diagonais se interceptam nos respectivos pontos médios

D

A

Se ABCD é um paralelogramo, entao:
AB =CD
ABD =BDC e BAC = DCA
Pelo critério de congruéncia ALA, temos:
AAMB = ACMD
Logo:
MD = MBe AM =CM

Portanto, M é ponto médio das diagonais.
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1.3. RETANGULO

1.3.1. DEFINICAO

Se um quadrilatero plano convexo é equiangulo, entao, ele € um retangulo.

D C

] |

1.3.2. PROPRIEDADES
P1) Todo retangulo é paralelogramo

Pela definicdo de angulos opostos congruentes do paralelogramo, como todos os angulos
internos do retangulo sdo congruentes, temos que todo retangulo é paralelogramo. Logo, todas
as propriedades do paralelogramo sao validas para o retangulo.

P2) Diagonais congruentes

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 12
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A B

Sabendo que todo retangulo é um paralelogramo, entdao, AB = CD e AD = BC. Usando o
critério de congruéncia LAL:

AD = BC,A=BeAB = AB = AABD = ABAC = AC = BD

Uma consequéncia dessa propriedade é que se M é o ponto de cruzamento das diagonais
do retangulo, temos:

AM = MC = DM = MB

1.4. LOSANGO

1.4.1. DEFINICAO
Um quadrilatero plano convexo é equilatero, entao, ele é um losango.

D

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 13
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1.4.2. PROPRIEDADES
P1) Todo losango é um paralelogramo.

Todas as propriedades do paralelogramo sao validas para o losango.

P2) As diagonais sao bissetrizes e mediatrizes.

Como o losango é equilatero, temos:

B

Os tridngulos ACD e ACB s3o isdsceles, entdo, como AD = CD = AB = CB e AC é um
segmento em comum:

DAC =DCA=BAC =BCA

Logo, a diagonal AC é bissetriz do losango. Analogamente, podemos provar que BD
também é bissetriz.

Assim, os angulos opostos sdao congruentes, portanto, um losango também é um
paralelogramo.

Seja M o ponto de intersec¢do das diagonais:

D

B

Como ABCD também é um paralelogramo, temos que M divide as diagonais ao meio.
Entao:

AM = MC e DM = MB
Usando o critério de congruéncia LLL, temos:
AMAD = AMAB = AMCB = AMCD = AMD = AMB = CMB = CMD = 6
6+6+6+60=360°=6=090°

Desse modo, as diagonais sdao perpendiculares entre si e M é o ponto médio deles,
portanto, as diagonais também sdao mediatrizes.

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 14
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1.5. QUADRADO

1.5.1. DEFINICAO
Um quadrilatero convexo plano é um quadrado quando é equilatero e equiangulo.

D C
]

T ’ O]

1.5.2. PROPRIEDADES
Todo quadrado é um retangulo e losango.
Todas as propriedades do retangulo e losango sao validas para o quadrado.

D C

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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PRATICAR!

1 Considere um quadrilatero ABCD e sejam M, N, P e Q os pontos médios dos lados
AB, BC, CD e DA.

a) Demonstrar que MNPQ é um paralelogramo.
b) Em quais condicdes MNPQ é um retangulo, losango e quadrado?
Resolugao:

a) Vamos desenhar um quadrilatero qualquer ABCD:

A 4 M B

C

Tracamos as diagonais AC e BD do quadrilatero ABCD. Note que M(Q é base média do
triangulo ABD, logo, MQ//BD e MQ = BD /2. Analogamente, para o triangulo BCD, temos
NP//BD e NP = BD /2. Portanto, NP = MQ e NP//MQ.

Para a diagonal AC, temos do tridangulo ABC que MN é sua base média, logo, MN//AC
e MN = AC/2. Analogamente, para o triangulo ADC, temos PQ//AC e PQ = AC/2.
Portanto, MN//PQ e MN = PQ.

Assim, o quadrilatero MNPQ é um paralelogramo.

b) Vamos dividir o problema em cada caso:
Caso 1) MNPQ é retangulo:

Como MNPQ é um retangulo e seus lados sao paralelos as diagonais do quadrilatero
ABCD, temos que a condicdo para isso € ABCD possuir diagonais ortogonais entre si.

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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Caso 2) MNPQ é losango:

Vimos no item a que MQ = NP = BD/2e MN = PQ = AC/2. Sabemos que o losango
deve possuir todos os lados equilateros, logo:

MQ=NP=MN=PQ=>%=A2—C=>BD=AC

Portanto, uma condicao é as diagonais do quadrilatero ABCD devem possuir a mesma
medida.

Caso 3) MNPQ é quadrado:

Para MNPQ ser um quadrado, ele deve satisfazer as condi¢gdes de um losango e de um
retangulo. Logo, ABCD deve possuir diagonais congruentes e ortogonais.

Gabarito: Demonstragao

2 ABCD e AECF sdo dois retangulos que possuem uma diagonal comum AC.
Demonstrar que o quadrilatero BEDF também é um retangulo.

Resolugao:

De acordo com o enunciado da questao, temos:

E

F

Queremos provar que BEDF é retangulo, entdo, devemos mostrar que seus angulos
internos sao todos retos. Note que os triangulos AEC,ABC,ADC e AFC sao todos

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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retangulos e possuem a mesma hipotenusa, logo, eles estdo inscritos numa mesma
circunferéncia:

F

Podemos usar as propriedades do arco capaz. Note que BEC = BFC, pois enxergam o
mesmo arco BC. Analogamente, AED = AFD. Como AD = BC, temos que BEC = BFC =
AED = AFD.

F

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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Como AEC é angulo do retangulo AECF, temos a + 8 = 90°. Logo, BED e BFD s3o
angulos retos.

Sendo AE = CF, temos EBA = CBF:

F

Do retangulo ABCD, temos 68 +y = 90°, logo, EBF também é angulo reto. Como a
soma dos angulos internos de um quadrilatero é igual a 360°, temos que todos os angulos
internos do quadrilatero BDEF sao congruentes e iguais a 90°. Portanto, esse quadrilatero
é retangulo.

Gabarito: Demonstragao

3 ABCD éum losango no qual B = 108° e CAPQ é um outro losango cujo vértice P esta
no prolongamento de AB. Achar os 4ngulos formados por AQ e BC.

' Resolugdo:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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ABCD), temos CAQ = PAQ = 18°.

dados por:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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Q

Vamos usar as propriedades do losango. Inicialmente, vamos encontrar os angulos dos
losangos. Como B = 108°, temos D = 108°. Sabendo que um losango também é um
paralelogramo, temos que os angulos A e C sao suplementares de 108°, logo, A = C = 72°.

Sendo CAPQ um losango, temos que AQ é sua bissetriz. Como BAC = 36° (bissetriz de

\

Q

Como S é angulo externo do tridangulo ABM, os angulos formados por AQ e BC sio

20
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B =18°4+108°= f = 126°
a+pf =180°= a = 54°
Gabarito: 54°e 126°

4 ABCD é um retangulo cujas diagonais se cortam em O e AOM é um triangulo
§equilétero construido no semi-plano dos determinados por AC que contém B. Sabendo
que ACD = 25°, calcular os angulos do AABM.

Resolugao:

Vamos desenhar a figura do enunciado:

M

25
D C

Como ACD = 25°, temos CAB = ABD = 25°. Sendo AOCB is6sceles, temos OBC =
OCB = 65° (C é angulo reto do retangulo) e, assim, BOC = 50°.

Vamos completar os angulos da figura:

M
60
A _A35° B
5° 25°
GUD 650
50°
o
65°
25
D C

AOBM é isésceles e o angulo BOM = 70° (angulo raso), assim, 0OBM = OMB = 55°.
Logo, MBA = 30°;

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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60 55°
A 35° 30 B
5° ro° 25°
0
o
60 65°
50°
(8}
65°
25
C

D
Os angulos internos do AABM sao 30°,35° e 115°.

Gabarito: 35°,30°e 115°

s,

| Sobre o lado CD de um quadrado ABCD, contréi-se internamente um tridngulo
equilatero CED e sobre o lado BC constrdi-se externamente um tridngulo equildtero

%BCF. Mostrar que A4, E e F estdo alinhados.

Resolugao:
De acordo com os dados da questao:
D . c
2
A B
Vamos construir os triangulos AED,EBC e CEF:
D . c
-
A B
Note que esses tridngulos sdao isésceles. Vamos completar os angulos da figura:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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60° 60 60° 60
60° 0 of 60°
+ 4 60 F = 60 F
60° 60°
60° 60°
E 2
A B A B

Como o vértice C e D dos triangulos isésceles ECB e ADE sao iguais a 30°, os angulos
de suas bases sdo iguais a 75°. Sendo ECF = 90° e AECF is6sceles, temos CEF = CFE =
45°,

D . c
60° 60
o ] 60°
+ 45° F
60°/ _
LY AVAS 7ed 60°
E
A ' B

Analisando a figura, vemos que AED + DEC + CEF = 75° + 60° + 45° = 180°. Logo,
AEF é um angulo raso e, portanto, 4, E e F est3o alinhados.

Gabarito: Demonstragao

6 Na figura a seguir temos o quadrado ABCD de lado 1. O segmento EF mede 1.
Determine a equagdo cuja raiz seja a medida do segmento E4.

C D

F
1

1
] 0 =
B A E
Resolugao:
Fazendo CF =y, temos:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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C 1 .D

L
y
F
1
1
| 1 ] x .
B A E

Note que os triangulos retangulos CFD e EFA sao semelhantes, logo:

y 1 1
_=_: - —
1 x y x

Aplicando o teorema de Pitagoras no ABCE':
2
(1+) =a+x2+1°

2
e =+ 2x+ 141

X2+ 2x+1=x*+2x3 + 2x2
xr+2x3+x2-2x—1=0
Gabarito: x* +2x3 4+ x2-2x—-1=0

7 Determinar o angulo formado pela diagonal e pela base de um trapézio isdsceles,
sabendo que a altura é igual a base média.

Resolugao:

I
|
|
I
I
h
|
I
I

A

D H C

Queremos calcular o valor do angulo a.
De acordo com o enunciado, temos que a altura possui mesma medida da base média
do trapézio isésceles, logo:

a+b
h=—

2

Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos ABD e BDC:

AABD = c? = a? + d? — 2adcosa (I)

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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ABDC = c? = b? + d? — 2bdcosa (II)
Fazendo (I) — (I):
0 = a? — b? — 2dcosa(a — b)

a%-p?

cosa = = cosa = % (n

2d(a-b)

No triangulo retangulo BHD:

n a+b +b
- a
sena =—->d=—2—>d=
d sena 2sena

Substituindo em (I11):

__a+b _ — 450
cosa = mﬁ cosa = sena = a =

2sena

Gabarito: 45°

Prof. VictorSo

8 ABCD é um paralelogramo com triangulos equilateros ABF e ADE desenhados
‘externamente ao paralelogramo. Prove que o tridngulo FCE é equilatero.

Resolugao:

D C

Os tridngulos ABF e ADE s3o equilateros, logo, EAD = FAB = 60°. Assim, como esses
angulos possuem a mesma medida, esses angulos sao opostos pelo vértice. Portanto, F, A, D
estao alinhados. Vamos completar os angulos:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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D C

Pelo critério de congruéncia LAL, temos que os triangulos ECD e CBF sao congruentes.
Logo, EC = FC. Fazendo ECD = CFB = x, temos:

F

Completando os angulos do triangulo BFC:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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Sendo BCD oposto de BAD do paralelogramo, temos BCD = 120°, entdo, FCE = 60°:
F

Sendo FCE = 60° e AFCE is6sceles, temos que os angulos da base também s3o iguais
a 60°. Portanto AFCE é equilatero.

Gabarito: Demonstragao

9 Na figura a seguir ABCD e CEFG sdo quadrados, os segmentos BE e EC sio
perpendiculares entre si, BE = 10 e EC = 7. Determine a medida do segmento AF.

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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B
L
D
B
c
F G

Resolugao:

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo BEC, temos:

BC? =10%+ 7% > BC =149

A
V149
B
E
2] T
149 5
10
el
7 c
7
F e:

Vamos aplicar a lei dos cossenos no triangulo ABF:

x2 =+149% +17* —2-17 - V149 - cos(90° + 6)

X = \[149 + 289 + 34/149sen(6)

Do triangulo BEC:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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7
x —\[149+289+34\/149\/T_9zx =V676 > x = 26

Gabarito: AF = 26

Prof. VictorSo

10 No paralelogramo ABCD, E est4 em BC. AE corta a diagonal BD em G e DC em F,
‘como mostra a figura. Se AG = 6 e GE = 4, calcule EF.

A B

Resolugao:

Vamos inserir as variaveis na figura:

Usando semelhanga de triangulos:

bx

AECF~AADF = — =22y =
10+x b

10+x
ABGE~ADGA:>§="b;y:>4b=6b—6y:>y=§

Igualando as duas identidades:
b _ bx

3_10+x=>10+x=3x=>x=5

Gabarito: EF = 5

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il
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2. CIRCULO E CIRCUNFERENCIA

2.1. CONCEITOS INICIAIS

2.1.1. NOTACAO

E comum confundir os termos circulo e circunferéncia. A diferenca entre eles é que o
primeiro pode ser considerado um disco enquanto o segundo é apenas um anel. Em termos
matematicos, se A; é uma circunferéncia e A, é um circulo, entdo para um ponto P pertencente
a um plano a:

Al = {P € aldp’0 = T'}
/12 = {P € aldp’o < 1"}
r é uma distancia fixa do plano e é chamado de raio.

dp o é a distancia do ponto P a um ponto O fixo do plano, este ponto é chamado de centro
da circunferéncia ou do circulo.

Circunferéncia A1 Circulo A»

Chamamos de exterior o conjunto de pontos que distam x > r em relagao ao centro O.
Todos os pontos que distam x < r em relagao ao centro O sao chamados de pontos do interior.

Podemos usar a seguinte notacao para definir uma circunferéncia ou circulo de raio r e
centro O:

A(0,r)

Também podemos definir uma circunferéncia usando 3 pontos distintos no plano, seja
A, B, C pontos distintos:

A(4; B; C)
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2.1.2. ELEMENTOS

Os elementos presentes em uma circunferéncia sao: centro, raio, diametro, arco, corda e
flecha.

Vejamos a definigdo de cada um deles:
Centro: ponto interno que equidista de todos os pontos da circunferéncia.
Raio: é a distancia do centro a qualquer ponto da circunferéncia.

Diametro: é o comprimento do segmento de reta que passa pelo centro e toca dois pontos
da circunferéncia. Também podemos dizer que ele é igual a 2 raios.

Arco: é o conjunto de pontos entre dois pontos distintos da circunferéncia. Esses dois
pontos dividem a circunferéncia em arco maior e arco menor. Normalmente, usamos o arco
menor.

Corda: é o segmento de reta que une as extremidades de um arco.

Flecha: é o segmento de reta compreendido entre a corda e o arco e pertence a mediatriz
dessa corda.

Observe a figura abaixo os elementos da circunferéncia:

arco

corda

diametro O ~_
centro S

Flecha: MN
Arco: AB
Diametro: CD
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Note que a maior corda é o diametro. Veja:

Se aplicarmos a desigualdade triangular no AAOB, encontramos:
R—R<AB<R+R=0<AB<?2R
~ AB < 2R

2R é a medida da diagonal de uma circunferéncia, logo, a maior corda é o diametro.

2.1.3. CALCULO DA FLECHA

Podemos calcular a medida da flecha em fun¢dao da medida do raio e da corda dada. Seja

a a medida da corda AB e R o raio da circunferéncia, assim, temos:

Perceba que AAMC~ANMA, desse modo:
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2

a
MC AM 2R-x 3 a
=2 2Rx —x2=—=24x*—-8Rx+a*=0

AM - NM a x 4
Encontrando as raizes:
4R + V16R?% — 4a? V4R?2 — g2
X = =R+ ———
4 2
V4R? — a? V4R* — a?
x1=R—f ex2=R+f

2.2. POSICAO ENTRE RETAS E CIRCUNFERENCIAS

2.2.1. CLASSIFICAGAO

Podemos classificar as retas de acordo com sua posi¢ao em relagdo a circunferéncia. Temos
trés classificacdes:

1) Reta secante

Uma reta é secante quando cruza a circunferéncia em dois pontos distintos, seja s uma
reta secante a circunferéncia A de raio R e d a distancia da reta em relagao ao centro O, entdo:

sniA={A B}

d <R

2) Reta tangente

Uma reta é tangente quando intercepta a circunferéncia em um Unico ponto. Seja t uma
reta tangente a circunferéncia A de raio R e d a distancia da reta em relagdo ao centro O:

tnA={T}
d =R
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3) Reta exterior

Uma reta é exterior a circunferéncia quando ndo intercepta a circunferéncia. Seja e a reta
exterior a circunferéncia A de raio R e d a distancia da reta em rela¢do ao centro O:

eNni=0
d>R

2.2.2. PROPRIEDADE DA TANGENTE

Sejam t; e t, as retas tangentes a circunferéncia A e que passam pelo mesmo ponto P:
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Note que os triangulos OT; P e OT, P sao retangulos, entao, podemos aplicar o teorema de
Pitdgoras:

AOT,P = OP? = OT? + PT? = PT, = /OP? — R?
AOT,P = OP? = OT} + PT} = PT, = \/OP? — R?
= PT, = PT,
Pelo critério de congruéncia LLL, temos AOT,P = AOT,P, entdo:

OPT, = 0PT, = OP é bissetriz

2.3. ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Ja estudamos alguns conceitos de angulos na circunferéncia. Vamos relembra-los.

2.3.1. ANGULO CENTRAL

Chamamos de angulo central o angulo que possui seu vértice no centro da circunferéncia:

B
A
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A medida do angulo central a é dada por:

a = AB

2.3.2. ANGULO INSCRITO

Um angulo é inscrito a uma circunferéncia quando possui seu vértice na circunferéncia:

B

A medida do angulo inscrito é dada por:

—

_ 4B
a=7

2.3.3. ANGULO EX-INSCRITO

Angulo ex-inscrito é o menor angulo entre a reta tangente e a reta secante que passa pelo
ponto de tangéncia:

A medida do angulo ex-inscrito é igual a medida do angulo inscrito que enxerga o segmento
AT:
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A isogonal da altura de um tridngulo passa pelo circuncentro. A isogonal da altura seria a ceviana
simétrica em relacdo a bissetriz interna que parte do mesmo vértice da altura. Segue a demonstracao.
Considere o triangulo ABC e seu circuncirculo de centro O:

bissetriz interna

G

Note que AOB = 260 (angulo central) e ACB = 6 (angulo inscrito que enxerga AB). Como o
triangulo AOB é isésceles, temos que 0AB = OBA = f3, logo:

23+ 260 =180°= f =90°—40
O triangulo ACH é retangulo, logo:
0+a=90°=>a=90°—-60=¢

Portanto, concluimos que @ = [ e, consequentemente, HAG = GAO.

2.4. QUADRILATERO E CIRCUNFERENCIA

2.4.1. QUADRILATERO INSCRITIVEL

Um quadrilatero convexo é inscritivel se, e somente se, seus quatro vértices pertencem a
circunferéncia.

Exemplo:
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Teorema: Um quadrilatero convexo é inscritivel se, e somente se, seus angulos opostos

sao suplementares.
Demonstragao:

Vamos provar a primeira parte:

ABCD é inscritivel = {4 + E = 180°
B+ D = 180°
D
C

&

Como B e D sdo angulos inscritos a circunferéncia, temos:

__ADC
B=—=-
__ABC
D= 2

—_—

Sabendo que ADC + ABC = 360°:

ADC + ABC _ 360°

> > =180

B+D=

Como a soma dos angulos internos do quadrilatero é igual a 360°:

A+C+B+D=360°=>A4+C =180°
180°
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Para a segunda parte:

{A +C=180° _, Apcp ¢ inscritivel

B+ D =180°
Supondo que ABCD seja um quadrilatero convexo ndo inscritivel a circunferéncia A com
D & A, entdo, existe um ponto E pertencente a A tal que ABCE é inscritivel:

B

ABCE é inscritivel por construcgdo, logo, B + E = 180°. Como E é um angulo externo ao
triangulo DEC, temos pelo teorema do angulo externo que E > D. Pela hipdtese temos B+ D =
180°, entdo, D = E. O que é um absurdo! Portanto, se os angulos opostos sdo suplementares, o
guadrilatero é inscritivel.

2.4.2. QUADRILATERO CIRCUNSCRITIVEL

Um quadrildtero convexo é circunscritivel se, e somente se, seus quatro lados sao
tangentes a circunferéncia.

Exemplo:
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Com base nesses conceitos, temos dois teoremas que sao bastante Uteis para resolver

guestdes de geometria plana envolvendo quadrilateros. Vamos estuda-los.

2.4.3. TEOREMA DE PITOT

Um quadrilatero é circunscritivel se, e somente se, a soma dos lados opostos forem

iguais.

T,

T,

T

T

B

AB + CD = AD + BC
Demonstragao:
Para a primeira parte:

ABCD é circunscritivel > AB + CD = AD + BC

Seja ABCD o quadrilatero circunscritivel representado abaixo, usando a propriedade das

retas tangentes a circunferéncia, temos:
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Analisando a figura, podemos escrever:
AB+CD=(x+y)+Z+w)=x+y+z+w
AD+BC=x+w)+@y+z)=x+y+z+w

~AB + CD = AD + BC

Para a segunda parte:

AB + CD = AD + BC = ABCD é circunscritivel

Supondo que ABCD seja ndo circunscritivel a circunferéncia 1 com CD N A = @, entdo,
podemos construir o quadrildtero ABCE tal que CE tangencia a circunferéncia A:

D

Como ABCE é circunscritivel, podemos escrever:

AE + BC = AB + CE (I)
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Pela hipodtese:
AB + CD = AD + BC (II)
Somando as expressdes (1) e (II):
AE +BC + AB +CD = AB + CE + AD + BC
AE +CD =CE +AD > AE+CD =CE +AE+ED
= CD =CE+ED
Como CED é um tridngulo, temos pela desigualdade triangular:
CD <CE+ED
Logo, chegamos a um absurdo! Portanto:

AB + CD = AD + BC = ABCD é circunscritivel

2.4.4. TEOREMA DE PTOLOMEU

Se o quadrilatero convexo ABCD é inscritivel, entao o produto de suas diagonais é igual
a soma dos produtos dos lados opostos.

B
AC -BD = AB -CD + AD - BC
Demonstragao:

Seja ABCD um quadrildtero convexo inscritivel. Podemos prolongar o lado CD tal que
BCE = DCA e E é o prolongamento do lado AB:
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Como ABCD é inscritivel, temos S + y = 180°. Perceba que no vértice B, CBE é
suplementar de ABC, entdo, CBE = £.

Assim, podemos ver que AADC~AEBC, entao, temos:
CD AD
BC _ BE
Os angulos inscritos BAC e BDC enxergam o mesmo arco BC, entdo, BAC = BDC. Note
que DCB = ACE, pois ACB é um angulo em comum entre eles. Desse modo:

= AD-BC = CD-BE (I)
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apcB~aAcE =2 =B L up.cp=BD . ac un
~ ZAC AE =

Podemos ver pela figura que AE = AB + BE, substituindo essa relagdao em (I1):
(AB+BE)-CD=BD-AC = AB-CD+ BE -CD = AC - BD
Usando a relagao (I), encontramos:

AC-BD = AB -CD + AD - BC

2.5. POTENCIA DE PONTO

2.5.1. DEFINICAO

Para finalizar o capitulo de circunferéncia, vamos estudar o que é a poténcia de um ponto
P em relagdo a uma circunferéncia A. Podemos ter dois casos possiveis:

1) P estd no interior da circunferéncia.

2) P estd no exterior da circunferéncia.
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Para qualquer um desses casos, temos pela definicao de poténcia de ponto:
Poty = PA-PB
Lé-se poténcia do ponto P em relacdo a circunferéncia A.

Vamos ver sua aplicagdo. Passando por P duas retas concorrentes tal que essas retas
interceptam a circunferéncia nos pontos 4, B, C, D, temos:

Analisando as figuras, podemos ver que:
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Caso 1)

APBD~APCA PE_ 2D PA-PB = PC -PD
~ 25— = . = .
PC PA
Caso 2)

PB PC
APBC~APDA = —=—=PA-PB =PC-PD

PD  PA
Pot! = PA-PB = PC-PD

2.5.2. EIXO RADICAL

Prof. VictorSo

Eixo radical é o lugar geométrico dos pontos do plano que possuem a mesma poténcia em

relacao a duas circunferéncias dadas.

Teorema

Uma propriedade do eixo radical é que o conjunto dos pontos do eixo radical é uma reta

perpendicular a reta que liga os centros das duas circunferéncias.

Demonstragao:

Sejam A; e A, duas circunferéncias localizadas no mesmo plano de raios R e r,
respectivamente. Seja P o ponto que possui a mesma poténcia com relagdo as duas

circunferéncias, desse modo, temos:

A1

Ol M x

Poty = Pot},
PA-PB = PC -PD
(PO —=R)(PO4y+R) =(PO; —71)(PO,+T1)
POZ — R? = PO} — 12
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PO? — PO =R*—1% (I)
Se PO, > PO,, temos O{N > O,N. Seja M o ponto médio do segmento 0,0,, assim,
temos:
AO,PN = PO? = PN? + O,N? (II)
AO,PN = P0O% = PN? + 0,N? (III)
Fazendo (I1I) — (I1]):
PO? — P03 = w — 0,N?

d, \? d \?
(F+x)  (5)
d? d?
PO% — PO? =Z+dx+x2 -t dx — x*
PO} — P03
P0O? — P02 =2dx=>x=%

Substituindo (1) na expressdo de x:

R? —7r?
x=T=cte

Como x é um valor constante, temos que N é um ponto fixo sobre o segmentro 0,0;.
Logo, o lugar geométrico de P é a reta perpendicular a 010, que passa pelo ponto N. Portanto,
o eixo radical é perpendiculara 0,0;.

Se as circunferéncias forem secantes, o eixo radical sera a reta que passa pelos pontos de
interseccao. Se as circunferéncias forem tangentes, o eixo radical conterad o ponto de tangéncia.
Exemplos:
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eixo radical

eixo radical

/
HORADE

PRATICAR!

F/l

11. Demonstre que um quadrilatero é circunscritivel se e somente se a soma dos lados
‘opostos sdo iguais.

Resolugao:
Esse é o teorema de Pitot, caso ndo se lembre, veja a demonstracdao na aula tedrica.

Gabarito: Demonstragao

12 Demonstre que num quadrilatero inscritivel, o produto das diagonais é igual a soma
'dos produtos dos lados opostos.

Resolugdo:
Esse é o teorema de Ptolomeu, caso ndo se lembre, veja a demonstracao na aula tedrica.

~Gabarito: Demonstrag3o
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13 Num tridngulo ABC, sejam D e E respectivamente os pés da mediana e da bissetriz
baixadas de A. A circunferéncia circunscrita ao tridngulo ADE encontra AB em B’ e AC

em C'. Demonstrar que BB' = CC'.

Resolugao:
A
B c’
B : E D : C

Usando o teorema da bissetriz interna, temos:

BA _ CA

=g D
Como D é mediana:

BD =CD (1)
Pela poténcia do ponto B e C:
BB'-BA=BE-BD =2 =22 (]II)
BE BB

CC’-CA=CD-CE=>%=2 V)

cc'!

Usando a relagao (1), temos de (I11) e (IV):

BD _ CD
BB cC
Da relagao (1), podemos concluir:
BB' = CC'

Gabarito: Demonstragao

14 Num quadrilatero ABCD, inscrito em uma circunferéncia, o lado AD é um diametro.
Demonstrar que subsiste entre as medidas a, b,c e d dos lados desse quadrilatero a

relagio:

(dz—az—bz—cz)-d=2abc
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Resolugao:

Como AD é a diagonal da circunferéncia, se ligarmos os pontos 4 com C e B com D,
formamos os tridngulos retangulos ABD e ACD. BD e AC s3o diagonais do quadrilatero.
Desse modo, temos:

Sendo o quadrilatero inscritivel, podemos aplicar o teorema de Ptolomeu:
xy = ac + bd (I)
Aplicando o teorema de Pitdgoras nos tridangulos retangulos:
d*=x2+c2=>x=d*—c2 ()

d>=y’+a?=>y=vd*—az (I
Substituindo (I1) e (I11) em (I):

\/(d2 — CZ) (d2 — az) =ac+ bd

Elevando a equagado acima ao quadrado:
d* — a?d* — 2d® + a*c? = a*c? + b*d” + 2abcd
= d* —a?d? — b*d?* — c*d? = 2abcd
= d3 — a*d — b*d — c*d = 2abc
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s (d? — a? — b? — ¢?)d = 2abc

Gabarito: Demonstragao

Prof. VictorSo

15. Calcular as diagonais de um quadrilatero inscrito numa circunferéncia cujos lados

%séo:AB =5,BC =8;CD =12e DA = 20.

Resolugao:

(x+y)(z+w)=8-20+5-12 =220 (I)

Usando o critério de semelhanga AA, temos:

AABP~ADCP =% =%=2 (1)
z y 12

ABPC~AAPD =X =2=2 (11D
w y 20

Vamos colocar as variaveis em fung¢ao de w. De (I]):

_z,
Yy=5
12
Z=—x
5
De (I11):
8 2
X=—WwWDXx=-w
20 5
12 8 24
I=— —WDzZ=—Ww
5 20 25

Substituindo as identidades em (I):

(éw +%W) (z—:w + w) =220>

14 49 2
. . _ = —
—5 —25 w* = 220 w =

Substituindo o valor de w nas outras variaveis:

x =253
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y = 15,20
z = 6,08
Assim, as diagonais sdao dadas por:
x+y=1773
z4+w=12,41
Gabarito: 12,41 e 17,73

16. Prove que o produto das bases de um trapézio isdsceles circunscrito a um circulo é
igual ao quadrado do didmetro do circulo.

Resolugao:

Vamos desenhar a figura da questao e inserir as variadveis:

R

5

D b C

Queremos provar que ab = 4R?. Sendo o trapézio circunscritivel, podemos aplicar o
teorema de Pitot:
a+b
a+b=c+c=>c= -
Como o trapézio é isdsceles, temos dois triangulos retangulos congruentes dentro dele:

A a B

D' b—a _‘A-’ a B."_ b—a ]
2 2

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo AA'D, encontramos:
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(5 = (5 + 4t = () - (59 = o
=>%(a+b+b—a)(a+b—b+a) = 4R? =>§(2b)(2a) = 4R?
. ab = 4R?

Gabarito: Demonstragao

17. Calcular o raio de 4 circunferéncias iguais, tangentes duas a duas, e tangentes
internamente a uma circunferéncia de raio 5m.

Resolugao:

R

R
R

r
r
R R
] 45°
R R

Os centros das circunferéncias maiores formam um quadrado de lado 2R e a diagonal
desse quadrado contém o centro da circunferéncia menor. Podemos aplicar o seno no
triangulo retangulo acima:

sen45® = — :g(R+r)=R=>r 2=R(1—g)=>r=R(\/7—1)

2R+2r 2

O enunciado afirma que as circunferéncias tangenciam internamente uma
circunferéncia de raio 5m, desse modo, temos:

5
2R+r=5=2R+R(V2-1)=5=R=7--=>R=5(V2-1)m

Gabarito: 5(v2 — 1)m
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18. Um tridngulo retangulo is6sceles ABC estd inscrito numa circunferéncia de raio R.
Determinar o raio da circunferéncia que é tangente a primeira e aos catetos AB e AC do
triangulo ABC.

Resolugao:

Temos a seguinte figura:

F

01 é o centro da circunferéncia maior e 0, é o centro da circunferéncia menor. Assim,
temos 010, =R —.

01D é a altura do triangulo retangulo ACO,, sendo 0,C = R, temos:

01C - cos(45°) = 0,D = 0,D =2

E é o ponto de tangéncia da circunferéncia menor, temos O,F = .

O, N é cateto do triangulo retangulo isdsceles 0,0, N, logo:

(R—1V2

O,N = (R—71)cos45°= 0O,N = >
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F

Note que 01D = NE, desse modo, temos:

02E = 0;N+NE=7="D2 102 o op = 2RVZ — 142
_ R(2V2)

= 2+\/5=>1‘=2R(\/§—1)

Gabarito: 2R(v/2 — 1)

19. Considere dois circulos de centros A e B e raios 12 e 8 tal que AB = 2.

a) Calcule a distancia de A ao eixo radical desses circulos;

b) O valor da menor poténcia que um ponto pode possuir em relacdo aos dois circulos.
Resolugao:

De acordo com o enunciado:
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a) Sabendo que o eixo radical é o lugar geométrico dos pontos de equipoténcia entre

duas circunferéncias, temos:

(PA+R,)(PA—R,) = (PB—Rp)(PB + Rp)
PA?2 —R%? = P2 —R2
(x+12)2 —12% = (x + 10)% — 8*

(x +12)2 — (x + 10)2 = 12* — 8*
(x+12+x+10)(x+ 12 —x—10) = (12 + 8)(12 - 8)
(2x + 22)(2) = 80
x=9
~PA=x+12=21

b) O valor da menor poténcia é dado pela menor distancia entre o eixo radical e as

circunferéncias. Isso ocorre quando x = 9, assim, temos:

Poth = x(x + 24) = 9(9 + 24) = 297

Gabarito: a) 21 b) 297

20. Determine x nas figuras abaixo.

a)
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b)

c)

Resolugao:
a) De acordo com a figura, a poténcia do ponto P é dada por:
PA-PB=PC-PD = (4x — 1x =3x(x+1) = 4x*> —x = 3x% + 3x
x> —4x=0=>x(x—4)=0=>x=00ux=4

Como x # 0, a solucao é x = 4.

b) Nesse caso, note que 0A = OB = 4 + x. Desse modo:
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PA-PB=PC-PD=>x-(44+4+x)=8-6=>x>+8x—48=0
Raizes:

x=—44+V64d=>x=—-120u4d

Sx =4

c) Redesenhando a figura:

PB-PC=(PA)?’ =22 - 2+2x)=x’24+4x=x>2x>—4x—4=0
Raizes:
x=2+V8=>x=2+2V2
ax=24+2V2

Gabarito:a)x =4 b)x =4 c)x =2+ 22

3. QUESTOES NIVEL 1
1. (CN/2019)
Um ponto P, pertencente a uma circunferéncia de raio de 5 unidades, dista 4,8 unidades de um

diametro dessa circunferéncia. Qual a soma das distancias de P até os extremos desse diametro?
a) 14

b) 12

c)7

d) 6

e)5

2. (CN/2018)
Analise a figura a seguir.
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60°

A 4em D

Essa figura representa o paralelogramo ABCD, cujas medidas dos lados sdao AB = CD = 3cm, BC= AD
= 4cm e A = 60°. Do vértice D traga-se a altura DH relativa ao lado AB, que encontra a diagonal AC
no ponto |. Determine, em cm, a medida Dl e marque a opg¢ao correta.

6V3
a) -
7
b) 3
5V3
Lr
9
d) -
25
e) -

(CN/2018)

Observe a figura a seguir.

.
A 8 s}

O triangulo ABC acima é equilatero de lado igual a 2cm. BDEF é um retangulo de medidas 2cm x
5cm. Além disso, A, B e D estdo alinhados. Sendo assim, é correto afirmar que a medida do segmento
GB, em centimetros, é:

5+4\/_
4+2\/_

5+2\/—

a)
b) ——=
3 By
d-——=
®) isva 4+5\/_

(CN/2018)

Seja ABCD um quadrado de lado L, em que AC é uma de suas diagonais. Na semirreta BC, onde B é
a origem, marca-se E de tal modo que BC = CE. Seja H a circunferéncia de centroem Ceraiol,ePo
ponto de interse¢ao de AE com a circunferéncia H. Sendo assim, é correto afirmar que o segmento
DP tem medida igual a:
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LV10
a) —

3LV10
5
2LV5
c) —
2110
d) -

LV5
E) F

b)

5. (CN/2017)
Observe a figura a seguir.

A figura acima apresenta o quadrilatero ABCD, com angulos retos internos nos vértices B e D, AB =
3 cm, AD = 2cm e CD = 2AD. Nessas condi¢Oes, pode-se afirmar que

a)AC<BDeAC+BD<10cm

b) AC>BDe AC+BD<10cm

c)AC=BDeAC+BD<10cm

d)AC>BDeAC+BD<6Cm

e)AC<BDeAC+BD<6cm

6. (CN/2016)
Um retangulo de lados medindo 6 cm e 10 cm deve ser dividido em tridngulos retangulos que
tenham pelo menos um lado com medida representada por um numero inteiro. Quaisquer que
sejam dois desses triangulos, eles terdo, no maximo, um lado em comum. A maior quantidade de
triangulos retangulos que se pode obter, nas condi¢gdes apresentadas é:
a) menor do que 80.
b) exatamente 80.
¢) maior do que 80 e menor do que 240.
d) exatamente 240.
e) maior do que 240.

7. (CN/2014)
Considere que ABC é um triangulo acutangulo inscrito em uma circunferéncia L. A altura tracada do
vértice B intersecta L no ponto D. Sabendo-se que AD = 4 e BC = 8, calcule o raio de L e assinale a
opg¢ao correta.
a) 2v10
b) 44/10
c)2v/5
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d) 45
e) 34/10

8. (CN/2013)

Analise a figura a seguir.

A D
=]

6

B 6 C

A figura acima exibe o quadrado ABCD e o arco de circunferéncia APC com centro em B e raio AB =
6. Sabendo que o arco AP da figura tem comprimento 3?” é correto afirmar que o angulo PCD mede:
a) 36°
b) 30°
c) 28°
d) 24°
e) 20°

9. (CN/2013)
Sabe-se que o ortocentro H de um triangulo ABC é interior ao tridngulo e seja Q o pé da altura
relativa ao lado AC. Prolongando BQ até o ponto P sobre a circunferéncia circunscrita ao tridangulo,
sabendo-se que BQ =12 e HQ = 4, qual é o valor QP?
a)8
b) 6
c)5,5
d) 4,5
e)4

10. (CN/2013)

Analise a figura a seguir.
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Na figura acima, a circunferéncia de raio 6 tem centro em C. De P traga-se os segmentos PC, que
corta a circunferéncia em D, e PA, que corta a circunferéncia em B. Tra¢a-se ainda os segmentos AD
e CB, com interse¢do em E. Sabendo que o angulo APC é 15° e que a distancia do ponto C ao
segmento de reta AB é 3+/2, qual é o valor do angulo a?

a) 75°

b) 60°

c) 45°

d) 30°

e) 15°

11. (CN/2012)
No retangulo ABCD, o lado BC = 2AB. O ponto P esta sobre o lado AB e % = %. Traga-se a reta PS

com S no interior de ABCD e C € PS. Marcam-se, ainda M € AD e N € BC de modo que MPNS seja

BN ,
um losango. O valor de s

12. (CN/2011)

Observe a figura a seguir:

Mar

terra continental

15
A figura acima mostra, num mesmo plano, duas ilhas representadas pelos pontos A e B e os pontos
C, D, M e P fixados no continente por um observador. Sabe-se que ACB = ADB = APD = 30°, M
é o ponto médio de CD = 100m e que PM = 10 m perpendicular a CD. Nessas condig¢des, a distancia
entre as ilhas é de:
a) 150m
b) 130m
c) 120m
d) 80m
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e) 60m

(CN/2011)

Dado um quadrilatero convexo em que as diagonais sao perpendiculares, analise as afirmagoes
abaixo.

I. Um quadrilatero assim formado sempre serda um quadrado.

Il. Um quadrilatero assim formado sempre sera um losango.

Ill. Pelo menos uma das diagonais de um quadrilatero assim formado divide esse quadrilatero em
dois triangulos isosceles.

Assinale a op¢do correta.

a) Apenas a afirmativa | é verdadeira.

b) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.

c) Apenas a afirmativa lll é verdadeira.

d) Apenas as afirmativas Il e Ill sdo verdadeiras.

e) Apenas as afirmativas |, Il e lll sdo verdadeiras.

(CN/2010)
ABCD é um quadrado de lado L. Sejam K a semicircunferéncia, tragada internamente ao quadrado,
com didmetro CD, e T a semicircunferéncia tangente ao lado AB em A e tangente a K. Nessas
condigdes, o raio da semicircunferéncia T sera
a) st

6

b) =

(CN/2009)

Sobre o lado BC do quadrado ABCD constrdi-se um tridngulo PBC, sendo o ponto P externo ao
quadrado e o quadrilatero PCDB convexo. Se o angulo PDC é congruente ao angulo PBC, pode-se
afirmar que o quadrilatero PCDB é

a) sempre inscritivel em um circulo.

b) sempre circunscritivel a um circulo.

c) inscritivel em um circulo apenas se for um trapézio.

d) circunscritivel a um circulo apenas se for um trapézio.

e) impossivel de ser inscrito em um circulo.

(CN/2009)
Em um trapézio isdsceles ABCD, de base maior AB, estd inscrito um arco de circunferéncia AMB,
onde M é ponto médio da base menor CD. O angulo AEC, formado pela base maior AB e pelo lado

nao paralelo BC mede 60°. Qual é a razao entre as medidas da base AB e do comprimento do arco
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AMB, sabendo-se que os lados congruentes desse trapézio sao tangentes ao arco AMB nos pontos
AeB?
3

a) ;
b) 2
T
<) 2v3
3
373
2T
2V2

T

d)

e)

(CN/2009)

Num quadrado ABCD de lado 6cm, traga-se a circunferéncia K de centro em A e raio 4 cm. Qual é
medida, em cm, do raio da circunferéncia tangente exterior a K e tangente ao lado BC no ponto C?
a)2,4

b) 2,5

c) 2,6

d) 2,7

e) 2,8

(CN/2008)

Do vértice A tragam-se as alturas do paralelogramo ABCD. Sabendo-se que essas alturas dividem o
angulo interno do vértice A em trés partes iguais, quanto mede o maior angulo interno desse
paralelogramo?

a) 120°

b) 135°

c) 150°

d) 165°

e) 175°

(CN/2007)

Um mével P, parte, no sentido horario, do ponto A de uma circunferéncia K, de diametro AB = 2
e, no mesmo instante, um outro moével P, parte, no sentido antihorario, do ponto C de uma
circunferéncia K, de diametro BC = 4. Sabe-se que:

e A, B e Csao colineares;

e P, e P, tém velocidade constante;

¢ K, e K, sao tangentes exteriores em B;

e P, e P, mudam de circunferéncia todas as vezes que passam pelo ponto B;

e P, leva 4 segundos para dar uma volta completa em K,;

¢ O primeiro encontro de P, e P, ocorre no ponto B, quando eles passam pela terceira vez por este
ponto.

Quantos segundos leva P, para dar uma volta completa em K;?
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Num tridangulo acutangulo qualquer ABC, os pontos D, E e F sdo, respectivamente, os pés das alturas
AD, BE e CF. Tragam-se, a partir de D, as semirretas DE e DF. Uma reta r passa por A, intersectando
a semirreta DE em G e a semirreta DF em H. Qualquer que seja a reta r, pode-se afirmar que

a) AG: AH:: DG :DH

b) EG : DE :: FH : DF

C) DG : DH :: DE : DF

d) AG : GE :: AH : HF

e) DE: AG :: DF: AH

(CN/2007)
ABC é um triangulo retangulo de hipotenusa BC e altura AH. Seja P um ponto do mesmo semiplano
de A em relacdo a reta suporte BC. Os angulos HPC e ABC sdo iguais a 15°. Se o segmento PH é o
maior possivel, pode-se afirmar que PH é igual a:
a) AC
b) AB
c) Be
fic
d) >

e) AH

(CN/2006)

De um ponto P exterior a um circulo de raio 6, tracam-se secantes PXY (PX < PY), X e Y pontos
variaveis pertencentes a circunferéncia desse circulo. Os pontos médios das cordas XY descrevem
um arco de circunferéncia de raio R. Assim sendo, qual serd o valor de R, sabendo-se que a tangente
PT ao circulo mede 8?

a)5

b) 6

c) 42

d) 43

e) 10

(CN/2006)
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Em um quadrado ABCD de lado 10, toma-se internamente sobre o lado CD o ponto P, que dista 4 do
vértice C, e internamente sobre o lado BC, o ponto Q, de modo que os triangulos ADP e PCQ sejam
semelhantes, com o segmento CQ menor possivel. Nessas condi¢ées, o angulo BAQ sera igual ao
angulo
a) APB
b) PAQ
c) PAC
d) BPQ
e) AQP

(CN/2004)

Sejam L e L, duas circunferéncias fixas de raios diferentes, que se cortam em A e B. P é um ponto
variavel exterior as circunferéncias (no mesmo plano). De P tracam-se retas tangentes a L e L,,
cujos pontos de contatos sao R e S. Se PR = PS, pode-se afirmar que P, A e B:

a) estdo sempre alinhados.

b) estdo alinhados somente em duas posi¢oes.

c) estdo alinhados somente em trés posicoes.

d) estdo alinhados somente em quatro posigoes.

e) nunca estarao alinhados.

(CN/2004)
Dado um triangulo retangulo, seja P o ponto do plano do tridngulo equidistante dos vértices. As
distancias de P aos catetos do tridngulo sao K e L. O raio do circulo circunscrito ao tridangulo é dado

por
K+L

a)—
4

b) 2K + L
4

2

e) VK2 + L2

(CN/2004)

2 F C
Um retangulo ABCD de lados AB=a e BC=b (a > b), é dividido, por um segmento EF, num quadrado
AEFD e num retangulo EBCF, semelhante ao retangulo ABCD conforme a figura acima. Nessas

condigOes, a razao entre a e b é aproximadamente igual a
a)—1,62
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b) 2,62
c) 3,62
d) 4,62
e) 5,62

(CN/2003)

Is
1=}

:l -l'
3

[ ]

Num quadrado ABCD tem-se os pontos: P, pertencente ao lado AB; Q, pertencente ao lado CD; R,
médio de DA; e S, médio de BC. Se PB é o dobro de DQ e E é o ponto de interse¢do entre PQ e RS,
quantos trapézios retangulos semelhantes sempre existirao na figura, sabendo-se que PB + DQ <
AB?

a) Dois.

b) Trés.

c) Quatro.

d) Cinco.

e) Seis.

(CN/2003)

Considere uma circunferéncia A de raio R e diametros perpendiculares AB e CD. O raio da menor
circunferéncia tangente interiormente a A e a corda AC, no seu ponto médio, é dado por

a)%

b) 22

o R(z;«/i)
d) R(\/i+1)

e)g
(CN/2002)

Se um segmento AB tem 2 cm de comprimento, entdao a flecha do arco capaz de 135° desse

segmento mede:

a)vV2+1
b) V2
)vV2 -1
d)V3
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e)2—-+2

(CN/2002)

Considere um tridngulo retangulo e uma circunferéncia que passa pelos pontos médios dos seus trés
lados. Se x, y e z, (x < y < z) sao as medidas dos arcos dessa circunferéncia, em graus, exteriores
ao triangulo, entdo

a)z=360°—y

b)z=x+y

cJx+y+z=180°

d)x+y=108°

e)z=2x+y

(CN/2002)
Considere um triangulo equilatero ABC, inscrito em um circulo de raio R. Os pontos M e N sao,
respectivamente, os pontos médios do arco menor AC e do segmento BC. Se a reta MN também

intercepta a circunferéncia desse circulo no ponto P, P # M, entao o segmento NP mede
R\V7
a)—
2

3RV3
2
3RV7
C) 14
R\5
d) =~
R\5
&)=~

b)

(CN/2001)

Considere um quadrado ABCD e dois triangulos equilateros ABP e BCQ, respectivamente, interno e
externo ao quadrado. A soma das medidas dos dngulos ADP, BQP e DPQ é igual a:

a) 270°

b) 300°

c) 330°

d) 360°

e) 390°

(CN/2001)

Observe a figura abaixo:
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O ponto P do menor arco AB dista 6 cm e 10 cm, respectivamente, das tangentes AQ e BQ. A
distancia, em cm, do ponto P a corda AB é igual a:

a)v30

b) 2V15

c)16

d) 18

e) 63/10

(CN/2000)

Seja ABCD um quadrilatero qualquer onde os lados opostos NAO s3o paralelos. Se as medidas dos
lados opostos AB e DC sao, respectivamente, iguais a 12 e 16, um valor possivel para o segmento de
extremos M (ponto médio do lado AD) e N (ponto médio do lado BC) é:

a) 12,5

b) 14

c) 14,5

d) 16

e) 17

(CN/2000)
Suponha que 1 (um) naval (simbolo n) seja a medida de um angulo convexo, menor que um angulo
reto, inscrito em um circulo de raio r, cujos lados determinam, nesse circulo, um arco de
comprimento 7. Assim sendo, a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é igual a:
mn
a) T
b) ==
2
c)n
d) 2nn

e) 4mn

(CN/2000)

A, B, C e D sao vértices consecutivos de um quadrado e PAB é um triangulo equilatero, sendo P
interno ao quadrado ABCD. Qual é a medida do angulo PCB?

a) 30°

b) 45°

c) 60°

d) 75°

e) 90°

(CN/1999)
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Num circulo, duas cordas AB e CD se interceptam no ponto | interno ao circulo. O dngulo DAI mede
40° e o angulo CBI mede 60°. Os prolongamentos de AD e CB encontram-se num ponto P externo
ao circulo. O angulo APC mede:

a) 10°

b) 20°

c) 30°

d) 40°

e) 50°

(CN/1998)

Um quadrilatero convexo Q tem diagonais respectivamente iguais a 4 e 6. Assinale, dentre as
opgoes, a Unica possivel para o perimetro de Q.

a) 10

b) 15

c) 20

d) 25

e) 30

(CN/1998)

A distancia entre os centros de dois circulos de raios iguais a 5 e 4 é 41. Assinale a opg¢ao que
apresenta a medida de um dos segmentos tangentes aos dois circulos.

a) 38,5

b) 39

c) 39,5

d) 40

e) 40,5

GABARITO

LWONOULAEWNPE

[ S
NP O
oo 0O Y O Mmoo 0 N

=
w

~-Anulada
Anulada
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RESOLUCAO

1. (CN/2019)

Um ponto P, pertencente a uma circunferéncia de raio de 5 unidades, dista 4,8 unidades de um

diametro dessa circunferéncia. Qual a soma das distancias de P até os extremos desse diametro?
a) 14
b) 12
c)7
d) 6
e)5
Comentarios

O primeiro passo nessa questdo é fazer uma figura:
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P
4,8
B Q _/ A

10

Da semelhanga dos triangulos AABP e AAQP, podemos escrever:

AABP~AAQP :>£=£:>E=£:>PB-AP =48
PB PQ PB 48
Do teorema de Pitagoras, temos:
AP? + PB? = 10% = 100

Note que se multiplicarmos a primeira equagao por 2 e somarmos membro a membro com
a segunda igualdade, teremos:

AP? + 2PB - AP + PB? = 100 + 96 = 196 = 142
Além disso, temos que:
AP? + 2PB - AP + PB? = (AP + PB)*
Logo:

AP + PB =+/14%? = 14

Gabarito: “a”.
2. (CN/2018)

Analise a figura a seguir.

3cm
60°

A 4cem D

Essa figura representa o paralelogramo ABCD, cujas medidas dos lados sdo AB = CD = 3cm, BC = AD

= 4cm e A = 60°. Do vértice D traga-se a altura DH relativa ao lado AB, que encontra a diagonal AC
no ponto |. Determine, em cm, a medida DI e marque a op¢ao correta.
63
al—
7
b) 2
5V3
c)—
3

9
d)g

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 72



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Comentarios

Representando graficamente a situagdo proposta, temos:

B Cc

O primeiro passo é perceber que, como o HAD = 60°, entdo temos que AH = % = 2. Para
ver isso, basta refletir o AAHD em torno de DH, do que se obtém um triangulo isdsceles de lado
4. Além disso, por Pitdgoras, temos que DH = 2+/3.

Observe que os triangulos AAHI e ADIC sdao semelhantes pelo caso LLL. Disso, temos que:

AH _HI 2 _HI . 2
CD DI 3 DI "3

Mas:

2 63
DI+HI=D}L1=2x/?7:>D1+§DI=2\/§=>DI=T

Gabarito: “a”.

3. (CN/2018)

Observe a figura a seguir.

w -
A 8 s}

O tridangulo ABC acima é equilatero de lado igual a 2cm. BDEF é um retangulo de medidas 2cm x
5cm. Além disso, A, B e D estdo alinhados. Sendo assim, é correto afirmar que a medida do segmento

GB, em centimetros, é:
20

a) 5+4+/3
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11

4+2\3
8

c) 3+V3
15

d) 5+2v3
13

e) 4+5v3

Comentarios

b)

Observe o esquema:

o ®

Nele, tracamos a perpendicular GH sobre o lado AB. Como o angulo ABC é de 60°,
podemos afirmar que a reflexdao do triangulo AHBG em torno de HG é um triangulo equilatero
de lado x. Disso, tiramos que HB = x /2.

Além disso, pela construcao e como o angulo BDE é reto, assim como o angulo AHG,
temos que os triangulos retangulos AAHG e AADE sao semelhantes.

Por Pitagoras:

x\ 2 2 V3
(E) +GH? = x? > GH = —x
Pela semelhanca:
X 3
AH_GH=>2—7_§X=> 20
AD " DE 4 5 “T5+4y3

Gabarito: “a”.

4. (CN/2018)
Seja ABCD um quadrado de lado L, em que AC é uma de suas diagonais. Na semirreta BC, onde B é
a origem, marca-se E de tal modo que BC = CE. Seja H a circunferéncia de centroem Ceraiol,ePo

ponto de interse¢ao de AE com a circunferéncia H. Sendo assim, é correto afirmar que o segmento
DP tem medida igual a:
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LV10
a) —

3LV10
5
2LV5
c) —
2LV10
d) -

LV5
&) 7o

b)

Comentarios

Desenhando a situacao proposta, temos:

CF é paralelo a BA e passa pelo ponto médio de BE, logo, é base média, do que segue que
CF =1L/2.

Faca BP = 2x.

Como BA é tangente a circunferéncia, temos que ABP = BEP. Disso, temos que 0s
triangulos retangulos AABP e ABEP s3ao semelhantes com razao 2. Assim, podemos afirmar que
AP = x.
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b2 | B

2z

90°

X @rmmnn

Por Pitagoras:

L
L% = 4x? + x2 =>ox=—5
E ainda:
Ly* 5
(—) F 1P FE s FE= Y]
2 2
Da semelhanca entre AAPK e AFCE:
L 5
AP _EF _ 5 _7L2>AK_2L
AK  CE ~AK L 5
Como AK + KD = L, temos que KD = %
Além disso, ainda pela semelhanca:
L
PR _2 = PK = L
AK L "5

Por fim, aplicando Pitagoras ao AKPD:

L\N2  /3L\? 10
(g) +(?> _pp?spp =10,

Gabarito: “a”.

Prof. VictorSo

5. (CN/2017)
Observe a figura a seguir.
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A figura acima apresenta o quadrilatero ABCD, com angulos retos internos nos vértices Be D, AB =
3 cm, AD = 2cm e CD = 2AD. Nessas condi¢des, pode-se afirmar que

a)AC<BDeAC+BD<10cm

b) AC>BDe AC+BD<10cm

¢)AC=BDeAC+BD<10cm

d)AC>BDeAC+BD<6cm

e)AC<BDeAC+BD<6cCcm

Comentarios
Vamos usar o teorema de Pitagoras no triangulo AACD:
22442 =AC* > AC=25cm
Usando Pitagoras no AABC:
32 +BC*=AC*=20=>BC =\11cm

Como ADC + ABC = 180°, o quadrildtero ABCD é inscritivel. Logo, podemos usar o
teorema de Ptolomeu para calcular BD:

211 +12 /55 + 6v5
2-vV11+3-4=2V5-BD = BD = Vi1 =\/_ V5

25 5
Veja que AC > BD, pois:
2Vv11 + 12
25 >———— =5 20—12 > 2V11 = 8 > 2V/11 = 64 > 44

2+/5

Ainda temos que:

V55+6v5 16V5 /55
5 =5 T3

32 30 _
>?>?—6.

AC + BD = 25 +

16V5

MaS\/§>2=>16\/§>32=>T

Dessa forma, a Unica alternativa possivel é a b.

Gabarito: “b”.

6. (CN/2016)
Um retangulo de lados medindo 6 cm e 10 cm deve ser dividido em tridngulos retangulos que
tenham pelo menos um lado com medida representada por um numero inteiro. Quaisquer que
sejam dois desses triangulos, eles terdo, no maximo, um lado em comum. A maior quantidade de
triangulos retangulos que se pode obter, nas condi¢des apresentadas é:
a) menor do que 80.
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b) exatamente 80.
¢) maior do que 80 e menor do que 240.
d) exatamente 240.
e) maior do que 240.
Comentarios
O numero de triangulos com um dos lados inteiros é tdo grande quanto se queira. De fato,
basta tracar paralelas a um dos lados de modo a corta-lo em divisdes inteiras.

Veja, por exemplo:

C D
@ ot s ®
@ o & ®

A 2 2 2 B

Veja que, se tracarmos um numero qualquer de paralelas ao lado AB, poderemos formar

a quantidade que quisermos de tridngulos. Observe, por exemplo, com 1 paralela:
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Temos 12 triangulos retangulos com pelo menos um lado inteiro. Note que podemos
subdividir o lado AC da maneira que quisermos usando paralelas ao lado AB e apds isso tragar as
diagonais para formar os triangulos retangulos.

Dessa forma, temos uma infinidade de triangulos.

Gabarito: “e”.

7. (CN/2014)
Considere que ABC é um tridangulo acutangulo inscrito em uma circunferéncia L. A altura tracada do
vértice B intersecta L no ponto D. Sabendo-se que AD =4 e BC = 8, calcule o raio de L e assinale a
opgao correta.
a) 210
b) 44/10
c) 2v/5
d) 45
e) 3v/10

Comentarios

Fazendo o esbogo da situagao descrita:
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Veja que os angulos DAC e DBC s3o iguais, pois “olham” para um mesmo arco (DC) sobre

a circunferéncia L.

Disso, temos que os triangulos ADEA e ACBE sdo semelhantes (AA). Dessa forma,

podemos escrever:

Y_9 L pp=2
8 EB = «a

Aplicando Pitdgoras ao AAEB, temos:
a? + 4a? = AB* = AB = \/5a

Do triangulo ACEB:

A 2
sen (ECB) = ?a =

Da Lei dos Senos:

45 \/; =4V5=>R =25
~ sen (ECB) 7

Gabarito: “c”.

8. (CN/2013)
Analise a figura a seguir.
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A figura acima exibe o quadrado ABCD e o arco de circunferéncia APC com centro em B e raio AB =
6. Sabendo que o arco AP da figura tem comprimento 3?” é correto afirmar que o angulo PCD mede:
a) 36°

b) 30°

c) 28°

d) 24°

e) 20°
Comentarios

Da definicdo de angulo, em radiano, temos que o dngulo ABP é dado por:

3n
. E§ m
ABP = —=—
6 10
Como ABC = g, temos que:
PBC = T mo 21
2 10 5
O APBC éisoésceles, com BP = B(C, do que segue que:
21
ppc=—>5 _Z_T
-2 2 5

Por fim, temos que:

~ ~ ~ T ~ T T T
BCD = PCD +BPC == PCD = —(———)=—ou36°

NS

Gabarito: “a”.

9. (CN/2013)
Sabe-se que o ortocentro H de um triangulo ABC é interior ao triangulo e seja Q o pé da altura
relativa ao lado AC. Prolongando BQ até o ponto P sobre a circunferéncia circunscrita ao tridangulo,
sabendo-se que BQ =12 e HQ = 4, qual é o valor QP?
a)8
b) 6
c)5,5
d) 4,5
e)4
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Comentarios

Esbocando a situagao proposta, temos:

P

Observe que o quadrildtero AQFB é inscritivel, uma vez que os angulos AQB e AFB s3o
iguais e “olham” para o mesmo seguimento (AB). Disso, temos que QBF = FAQ.

Além disso, veja que o PBC subentende o arco PC, assim como o angulo PAC, do que
segue que eles s3o iguais, isto é, PAC = PBC = QBF = FAQ.

Com a igualdade dos angulos PAQ e QAH, temos que os triangulos APAQ e AQAH s3o
congruentes pelo caso ALA, ja que compartilham o lado AQ.

Dai, segue o resultado que PQ = QH = 4.

Gabarito: “e”.
10. (CN/2013)
Analise a figura a seguir.
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Na figura acima, a circunferéncia de raio 6 tem centro em C. De P traca-se os segmentos PC, que
corta a circunferéncia em D, e PA, que corta a circunferéncia em B. Tra¢a-se ainda os segmentos AD
e CB, com interse¢dao em E. Sabendo que o angulo APC é 15° e que a distancia do ponto C ao
segmento de reta AB é 3+/2, qual é o valor do angulo a?

a) 75°

b) 60°

c) 45°

d) 30°

e) 15°

Comentarios

Observe o esquema abaixo:

Do enunciado, CM = 3+/2. Disso, temos gue:

3W2_v2

sen f = 5 >

Ou seja, f = 45°.

Como ¥ é externo ao tridngulo AADP, temos que DAP =y — 15°. Além disso, CAD =y e
CAD + DAP = CAB=CBA = =45°=y +y — 15° = 45° = y = 30°.
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Por fim, temos que a é externo ao AEAB, do que segue que:
a = DAP + B = 30° — 15° + 45° = 60°

Gabarito: “b”.
11. (CN/2012)
No retangulo ABCD, o lado BC = 2AB. O ponto P esta sobre o lado AB e % = Z. Traga-se a reta PS

com S no interior de ABCD e C € PS. Marcam-se, ainda M € AD e N € BC de modo que MPNS seja

BN ,
um losango. O valor de — é:
AM
a) 3
7
3
b) o
5
C) ;
5
d) o
7
E) H
Comentarios

Observe o esquema abaixo que representa a situagao descrita:

A a M 14k — a D
L ]
3k
P
ak
»
B C

N Q

Veja que a reta PS é mediatriz do seguimento MN, ja que PS L MN e MS = SN. Como C
estd sobre essa mediatriz, segue que MC = NC.

Perceba ainda que BC é paralelo a AD e PM é paralelo a SN, pelo fato de PMSN ser um
losango. Disso, temos que os angulos SNQ e AMP s3o iguais e os triangulos AMP e SNP s3o
congruentes pelo caso ALA, ja que SN = MP.

Logo, temos que SQ = AP = 3k e NQ = AM = a. Da semelhanca entre os triangulos
PCB e SCQ, temos:
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Assim, temos que NC = NQ + QC = a +2;L—k. Mas MC = NC, do que segue que M(C =
a+ZE
2

Dessa forma, podemos aplicar o teorema de Pitagoras ao triangulo MDC:

MD? + DC? = MC*

21k\* 11k
(14k — @) + (7k)* = <a+—> >a=—om

Por fim, podemos calcular BN:

2 4

BN + NQ + QC = BC

11k
BN+a+QC=14k:BN+T+

Do que que segue a razao:

Gabarito: “b”.

3k

BN_ 4 3

AM ~ 11k~ 11
4

—Zlk 14k = BN —3k
= = =
2 4

12. (CN/2011)

Observe a figura a seguir:

Mar

terra continental

15

A figura acima mostra, num mesmo plano, duas ilhas representadas pelos pontos A e B e os pontos
C, D, M e P fixados no continente por um observador. Sabe-se que ACB = ADB = APD = 30°, M

é o ponto médio de CD = 100m e que PM = 10 m perpendicular a CD. Nessas condicdes, a distancia

entre as ilhas é de:
a) 150m

b) 130m

c) 120m

d) 80m

e) 60m
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Comentarios

Seja O o centro de uma circunferéncia que possui CD como corda. Veja que A corresponde
a intersec¢ao da reta que passa por P e faz 30° com o seguimento PD e a circunferéncia.

Além disso, observe que como ACB = ADB = 30°, o quadrilatero ABCD é inscritivel, isto
é, estd inscrito na circunferéncia que possui CD como corda.

Veja ainda que o angulo central AOB = 2 - 30° = 60°, do que segue que o triangulo AOB
é equilatero e AB é igual ao raio da circunferéncia:

Mas o ponto O ndo esta fixo, pois qualquer ponto sobre a mediatriz de CD pode ser o
centro da circunferéncia que satisfaz as condi¢des do enunciado, ou seja, a distancia OD = R =
AB nao esta fixa.

Gabarito: Anulada.

13. (CN/2011)
Dado um quadrilatero convexo em que as diagonais sao perpendiculares, analise as afirmagdes
abaixo.
I. Um quadrilatero assim formado sempre sera um quadrado.
Il. Um quadrilatero assim formado sempre sera um losango.
Ill. Pelo menos uma das diagonais de um quadrilatero assim formado divide esse quadrilatero em
dois triangulos isésceles.
Assinale a op¢ao correta.

a) Apenas a afirmativa | é verdadeira.
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b) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.
c) Apenas a afirmativa lll é verdadeira.
d) Apenas as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.

e) Apenas as afirmativas I, Il e lll sdo verdadeiras.
Comentarios

Vamos analisar cada afirmacao.

Afirmacao I:

Falsa, pois um losango ndo necessariamente é um quadrado e possui diagonais
perpendiculares.

Afirmacao II:

Falsa, pois a justaposicao de dois triangulos isdsceles de bases iguais mas lados
congruentes ndo necessariamente iguais forma um quadrildtero com diagonais perpendiculares:

Afirmacao Il

Falsa, pois podemos justapor 4 triangulos retangulos de hipotenusas distintas e lados
compartilhados, veja:

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 87



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Gabarito: Anulada.
14. (CN/2010)

ABCD é um quadrado de lado L. Sejam K a semicircunferéncia, tragada internamente ao quadrado,

com diametro CD, e T a semicircunferéncia tangente ao lado AB em A e tangente a K. Nessas
condigOes, o raio da semicircunferéncia T sera

Comentarios

O primeiro passo é, naturalmente, fazer um esboco da situacao:
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Veja que ED = L — r. Aplicando Pitagoras ao AEDF:

2 2 2 LZ

(L—’r)2+(£) =(r+£) =>L2—2Lr+r2+L—=r2+Lr+—
2 2 4 4

Ou seja:
L2—2Lr=Lr=>r=§

Gabarito: “e”.
15. (CN/2009)

Sobre o lado BC do quadrado ABCD constrdi-se um tridngulo PBC, sendo o ponto P externo ao

guadrado e o quadrilatero PCDB convexo. Se o angulo PDC é congruente ao angulo PBC, pode-se
afirmar que o quadrilatero PCDB é

a) sempre inscritivel em um circulo.

b) sempre circunscritivel a um circulo.

c) inscritivel em um circulo apenas se for um trapézio.

d) circunscritivel a um circulo apenas se for um trapézio.

e) impossivel de ser inscrito em um circulo.
Comentarios

Do estudo da geometria plana, uma condicao suficiente para que um quadrilatero seja
inscritivel em uma circunferéncia é que angulos que “olham” para o mesmo seguimento e,
consequentemente, para 0 mesmo arco, sejam iguais.
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Nesse caso, os angulos PDC e PBC “olham” para o lado PC e s3o iguais, do que segue que
o quadrildtero convexo BPCD é sempre inscritivel.

Gabarito: “a”.
16. (CN/2009)

Em um trapézio isdsceles ABCD, de base maior AB, esta inscrito um arco de circunferéncia AMB,

onde M é ponto médio da base menor CD. O angulo AEC, formado pela base maior AB e pelo lado
nao paralelo BC mede 60°. Qual é a razao entre as medidas da base AB e do comprimento do arco

AMB, sabendo-se que os lados congruentes desse trapézio sao tangentes ao arco AMB nos pontos
AeB?
3
a) ;
3
b) 2

(1

3V3
2T
22

T

d)
e)
Comentarios

Um bom esboco é fundamental para a resolu¢do dessa questdao. Observe a figura abaixo:

Como o0 arco é tangente ao lado n3o paralelo, segue que o angulo NBO = 90° — 60° =
30°. Disso, segue que NOB = 90° — 30° = 60° = AOB = 120°. Da definicdo de angulo em
radiano, temos que:

R 3
Veja que AB = 2R - sen 60° = R+/3. Logo:

arco AMB _ 2T

AULA 09 — GEOMETRIA PLANA Il 90



5 Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

arco AMB _ 2T R arco AMB 2T N arco AMB _ 2T
R 3 V3R 3v3 AB 3v3

Por fim:

AB 3V3
arco AMB 2w

Gabarito: “d”.
17. (CN/2009)
Num quadrado ABCD de lado 6cm, traga-se a circunferéncia K de centro em A e raio 4 cm. Qual é

medida, em cm, do raio da circunferéncia tangente exterior a K e tangente ao lado BC no ponto C?
a)2,4

b) 2,5

c)2,6

d) 2,7

e) 2,8
Comentarios

A circunferéncia tangente exterior a K tem centro sobre o lado CD, ja que é tangentea BC
em C e CD é perpendicular a BC. Disso, podemos esbocar a seguinte figura:
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Basta aplicar o teorema de Pitagoras ao AADO:
AD?+D0?=A0°=6*+(6—-1)>={A+71)2>36+36—12r+r?> =16+ 8r + r?
Disso, temos que:
r=28cm

Gabarito: “e”.

18. (CN/2008)

Do vértice A tragam-se as alturas do paralelogramo ABCD. Sabendo-se que essas alturas dividem o

angulo interno do vértice A em trés partes iguais, quanto mede o maior angulo interno desse

paralelogramo?
a) 120°
b) 135°
c) 150°
d) 165°
e) 175°

Comentarios
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Esbogcando a situagao:

Da figura acima, podemos ver que:
ADC =90°—a
Como os angulos DAB e ADC s3o alternados de um paralelogramo, temos:
DAB + ADC = 3a +90° — a = 180° = 2a = 90° = a = 45°
O maior angulo interno do paralelogramo é dado por:
3a =3-45°=135°
Gabarito: “b”.

19. (CN/2007)
Um movel P, parte, no sentido horario, do ponto A de uma circunferéncia K, de diametro AB = 2
e, no mesmo instante, um outro movel P, parte, no sentido antihorario, do ponto C de uma
circunferéncia K, de diametro BC = 4. Sabe-se que:
e A, B e Csao colineares;
e P, e P, tém velocidade constante;
¢ K, e K, sao tangentes exteriores em B;
e P, e P, mudam de circunferéncia todas as vezes que passam pelo ponto B;
e P, leva 4 segundos para dar uma volta completa em K,;
¢ O primeiro encontro de P, e P, ocorre no ponto B, quando eles passam pela terceira vez por este
ponto.

Quantos segundos leva P, para dar uma volta completa em K;?

Comentarios
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O percurso pode ser esquematizado como segue:

Vamos chamar de v; a velocidade de P, e de v, a velocidade de P,. Podemos calcular a
velocidade v, usando o fato de que P, demora 4 s para dar uma volta em K. Logo:
_2m-2
===
Sabemos ainda que eles se encontram pela primeira vez na terceira vez que ambos passam
por B, de modo que sempre mudem de trajetéria quando passam por B. Para calcular o tempo
de encontro:

(%) T

t_CB+BA+AB+BC+CB_27T+T[+7T+2T[+2T[_
T T

8s

Para calcular vy, basta ver que nesse mesmo tempo P, percorreu:
_AB+BC+CB+BA+AB _n+2n+2n+2n_7n

1 8 8 8
Por fim, o tempo que ele demora para percorrer a trajetdria:
2t 16
At = E = 2 S
8

Gabarito: “e”.
20. (CN/2007)
Num tridangulo acutangulo qualquer ABC, os pontos D, E e F sdo, respectivamente, os pés das alturas

AD, BE e CF. Tragam-se, a partir de D, as semirretas DE e DF. Uma reta r passa por A, intersectando
a semirreta DE em G e a semirreta DF em H. Qualquer que seja a reta r, pode-se afirmar que
a) AG: AH :: DG : DH
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b) EG : DE :: FH : DF
C) DG : DH :: DE : DF
d) AG : GE :: AH : HF
e) DE : AG :: DF : AH
Comentarios

Observe a figura abaixo:

Os quadrilateros IDBF e IECD sao inscritiveis, pois

possuem angulos opostos
suplementares. Disso, temos:

IDF = IBF e ECI = EDI

Além disso, o quadrilatero EFBC também é inscritivel, pois os angulos CEB e CFB sao
iguais e “olham” para o mesmo lado do quadrilatero. Disso, temos que:

ECI = IBF
Essa uUltima igualdade nos garante que:
IDF = IBF = ECI = EDI

Isto é, DA é bissetriz interna do AGHD. Aplicando o teorema da bissetriz interna a esse
triangulo, temos:
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Gabarito: “a”.

21. (CN/2007)
ABC é um triangulo retangulo de hipotenusa BC e altura AH. Seja P um ponto do mesmo semiplano
de A em relagao a reta suporte BC. Os angulos HPC e ABC sdo iguais a 15°. Se o segmento PH é o
maior possivel, pode-se afirmar que PH é igual a:
a) AC
b) AB

HC
d) >
e) AH
Comentarios

Fazendo um esquema da situagdo proposta, temos:
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O passo mais importante nessa questdo é perceber que o quadrildtero AHCP é inscritivel,
pois HAC = 15° = HPC e “olham” para o mesmo seguimento, HC.

Perceba que, como o angulo AHC = 90°, temos que o seguimento AC é um didmetro da
circunferéncia a qual o quadrildtero AHCP esta inscrito.

Por fim, como PH é uma corda dessa circunferéncia, seu valor maximo é de um diametro,
isto é:
PH,,:,, = AC
Gabarito: “a”.
22. (CN/2006)
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De um ponto P exterior a um circulo de raio 6, tragam-se secantes PXY (PX < PY), X e Y pontos
variaveis pertencentes a circunferéncia desse circulo. Os pontos médios das cordas XY descrevem
um arco de circunferéncia de raio R. Assim sendo, qual sera o valor de R, sabendo-se que a tangente
PT ao circulo mede 8?

a)5

b) 6

c) 42

d) 43

e) 10

Comentarios

O primeiro passo é identificar a circunferéncia sobre a qual os pontos médios estdo. Para
isso, vamos representar trés possiveis secantes: uma passando pelo centro do circulo de raio 6 e
as outras duas em lados opostos relativos a essa secante, veja:

Perceba que, quaisquer que sejam as secantes, o quadrildtero PMOM' é inscritivel, pois

seus angulos opostos PMO e PM'0 sdo suplementares. Além disso, como PMO = 90°, o
diametro dessa circunferéncia corresponde ao seguimento PO.

Da poténcia do ponto P relativa ao circulo de raio 6:
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PT? = P0? — 0T? = 8% = P0?—-6%>= P00 =10
Como o diametro PO mede 10, R = 5.

Gabarito: “a”.
23. (CN/2006)
Em um quadrado ABCD de lado 10, toma-se internamente sobre o lado CD o ponto P, que dista 4 do

vértice C, e internamente sobre o lado BC, o ponto Q, de modo que os tridngulos ADP e PCQ sejam
semelhantes, com o segmento CQ menor possivel. Nessas condi¢6es, o angulo BAQ sera igual ao
angulo

a) APB

b) PAQ

c) PAC

d) BPQ

e) AQP

Comentarios

Fazendo um diagrama inicial, temos:
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D 6 P 4 C

Como os AAPD e APQC sao semelhantes e o CQ é o menor possivel, devemos ter que:
Q = i =>C0=24
4 10
Mais importante que isso é o fato de que, como essa é a ordem da semelhanca, devemos
ter:

QPC = DAP = 90°— DPA
Disso, temos que DPA + APQ + QPC = 180° = APQ = 90°.

Assim, temos a seguinte situacao:
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D 6 P -4 C

Observe ent3o que o quadrilatero ABQP é inscritivel pois os angulos opostos APQ e ABQ
sao suplementares. Dai, segue que:

BAQ = BPQ
Gabarito: “d”.
24. (CN/2004)

Sejam L, e L, duas circunferéncias fixas de raios diferentes, que se cortam em A e B. P é um ponto

variavel exterior as circunferéncias (no mesmo plano). De P tracam-se retas tangentes a L, e L,,
cujos pontos de contatos sdo R e S. Se PR = PS, pode-se afirmar que P, A e B:

a) estdo sempre alinhados.

b) estdo alinhados somente em duas posicoes.

c) estdo alinhados somente em trés posicoes.

d) estao alinhados somente em quatro posicoes.

e) nunca estarao alinhados.

Comentarios

Esta questdo consiste em uma aplicacdo direta da poténcia de ponto as duas
circunferéncias.

Suponha que a reta AP intersecta L; em B; e L, em B,.
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Da poténcia do ponto P em relagdo a Lq:
PR? = PB, - PA
Da poténcia do ponto P em relagdo a Lj:
PS? = PB, - PA
Mas PS = PR, ou seja, PS? = PR?:
PR? = PB, - PA = PS? = PB, - PA = PB, = PB,

Isso somente é possivel se By = B, isto é, os pontos sao o mesmo ponto. Isso implica que
eles estdo naintersec¢ao de L; e L,. Logo, By = B, = B.

Disso, segue que A, B e P estdo sempre alinhados.

Gabarito: “a”.
25. (CN/2004)

Dado um tridngulo retangulo, seja P o ponto do plano do tridngulo equidistante dos vértices. As

distancias de P aos catetos do tridngulo sdo K e L. O raio do circulo circunscrito ao tridangulo é dado

por
K+L

a)—
4

b) 2K + L
4

2

e) VK? + L2
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Perceba que P é o centro do circuncirculo do triangulo retangulo fornecido, pois o centro
deste circulo é definido por esta propriedade. Como o triangulo é retangulo, ele corresponde ao
ponto médio da hipotenusa:

Veja que a mediana OP mede, pelo teorema de Pitagoras:
OP? =K?+1?>= 0P =+K?+ 12
Mas a mediana corresponde ao raio do circulo circunscrito desse triangulo.

Gabarito: “e”.
26. (CN/2004)

T
T
m

o F C
Um retangulo ABCD de lados AB =a e BC =b (a > b), é dividido, por um segmento EF, num quadrado
AEFD e num retangulo EBCF, semelhante ao retangulo ABCD conforme a figura acima. Nessas
condigGes, a razao entre a e b é aproximadamente igual a
a)—1,62
b) 2,62
c) 3,62
d) 4,62
e) 5,62
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Como AEFD é um quadrado, AD = AE = b.
Disso, segue que:
EB=AB—-AE =a-»b

Da semelhanga entre os retangulos:

EB_BC:'a—b_b:'a_b_1
AD ~ AB b a b a
a— .
Faga;—x.
1
x——=1=x*-x-1=0
X

Resolvendo essa equacao usando Bhaskara e lembrando que x > 0, pois representa a
razao entre duas medidas, temos que:

1445

_Z 1,62
x—b 2 ~ 4,

Gabarito: “a”.
27. (CN/2003)

Num quadrado ABCD tem-se os pontos: P, pertencente ao lado AB; Q, pertencente ao lado CD; R,
médio de DA; e S, médio de BC. Se PB é o dobro de DQ e E é o ponto de interse¢do entre PQ e RS,
guantos trapézios retangulos semelhantes sempre existirao na figura, sabendo-se que PB + DQ <
AB?

a) Dois.

b) Trés.

c) Quatro.

d) Cinco.

e) Seis.

Comentarios

Para que duas figuras sejam semelhantes elas devem possuir lados proporcionais e angulos
internos iguais.

Observe a figura abaixo que representa a situacao proposta com as medidas destacadas:
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A L—2x p 2T B
[ .
L—=x L+ =x
2 2
Re® = 95
C
L .
D & Q L—=x

Temos um total de 6 trapézios, a saber:
APQD,PBCQ,APRE,REQD,PBSE e ESCQ

Desses, observe que somente os trapézios PBCQ e REQD possuem lados proporcionais
independentes da medida x de DQ:
PB _QC BC PQ _
DQ RE RD EQ
Para os outros trapézios temos que as razoes entre os lados sempre dependerdo de x.

Gabarito: “a”.
28. (CN/2003)
Considere uma circunferéncia A de raio R e diametros perpendiculares AB e CD. O raio da menor

circunferéncia tangente interiormente a A e a corda AC, no seu ponto médio, é dado por
R
a) Z
b) RV2
4
R(2—V2
oK)
2+1
d) R(VZ+1)
4
R
E) g
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Comentarios

Fazendo um esquema da situag¢ao levando em consideragao que a circunferéncia tangente
€ a menor possivel, temos:

M

Como o AAOC é retangulo, a mediana OM corresponde a metade da hipotenusa AC =
R+/2, isto é:

RV2
OM = —
2
Observando a figura, temos a relagao:
RV?2 RV?2 2—2
R=2r+0M=2r+T\/—=>2r=R—T\/—2r= 4\/—R

Gabarito: “c”.
29. (CN/2002)

Se um segmento AB tem 2 cm de comprimento, entao a flecha do arco capaz de 135° desse

segmento mede:
a)v2+1

b) V2

V2 -1

d)v3

e)2—+2
Comentarios

Observe o esquema:
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A flecha corresponde ao seguimento OD. Observe que C é a projecdo de A sobre areta OB
e que 0AB = 0BA = % = COA = 45°. Disso, temos que o triangulo OAC é isésceles e
retangulo e do teorema de Pitagoras temos que A0 = OB = +/2x.

Aplicando Pitagoras ao AACB, temos:
2 2
x2+x2(1+ﬁ) =242 = =2-2
Aplicando Pitagoras ao AOBD:

0D? +12 = (V2x) = 2x2 =2(2—V2) > 0D? =3 — 22

Por fim, perceba que:

3-2v2=12-2v2+(V2) = (V2 -1)’

Logo:
0D =+v2-1

Gabarito: “c”.

30. (CN/2002)
Considere um triangulo retdngulo e uma circunferéncia que passa pelos pontos médios dos seus trés
lados. Sex,y e z, (x < y < z) sao as medidas dos arcos dessa circunferéncia, em graus, exteriores
ao triangulo, entao
a)z =360°—y
b)z=x+y
c)x+y+2z=180°
d)x+y=108°
e)z=2x+y

Comentarios
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Observe a seguinte figura:

A

Veja que CE = EB, pois corresponde a mediana relativa a hipotenusa. Olhando para o arco
EF:

EOF _y
2 2

Do que foi dito acima, temos que o tridngulo CEB é isdscelese EBC = ECF = %

ECF =

DE é base média, do que segue que é paralelo ao seguimento CB. Disso, temos que
GED = EBC =y/2.

Olhando para o arco DG, vemos que:
DOG =2GED =y
Mas:
DOG+GOE =DOE=CO0F>y+x=1z

Gabarito: “b”.
31. (CN/2002)

Considere um triangulo equilatero ABC, inscrito em um circulo de raio R. Os pontos M e N sdo,

respectivamente, os pontos médios do arco menor AC e do segmento BC. Se a reta MN também
intercepta a circunferéncia desse circulo no ponto P, P + M, entao o segmento NP mede
RV7
a)—
2

3RV3

b) =~
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C) 14
R\V5
d) ==
R\5
e) -

Comentarios

Observe a situagao representada abaixo:

Como N é ponto médio de CB, temos que CN = NB. Além disso:

RV3
CN = 0OCsen 60° = CN = NB =T

Poténcia do ponto N em relacdo a circunferéncia:

RVZ\"  3R?
2 ) 4

MN-NP=CN-NB=<

Aplicando o teorema dos cossenos ao AMON::
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R\? R V7R
MN? =R2+(—> —2-R-—-c0s120°= MN = —
2 2 2
Por fim:
V7R 3R? 3RV7
NP == NP =—m

Gabarito: “c”.

Prof. VictorSo

32. (CN/2001)

Considere um quadrado ABCD e dois triangulos equilateros ABP e BCQ, respectivamente, interno e

externo ao quadrado. A soma das medidas dos angulos ADP, BQP e DPQ é igual a:

a) 270°
b) 300°
c) 330°
d) 360°
e) 390°
Comentarios

A situacdo é representada pela seguinte figura:

A B

O triangulo PBQ é isésceles, do que segue que BQP = BPQ.
O tridngulo APD é isdsceles, do que segue que ADP = APD.
Veja que:

APD + DPQ + BPQ + BPA = 360°
Ou ainda:

ADP + DPQ + BOQP + 60° = 360°
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Logo:

Gabarito: “b”.

33. (CN/2001)
Observe a figura abaixo:

O ponto P do menor arco AB dista 6 cm e 10 cm, respectivamente, das tangentes AQ e BQ. A
distancia, em cm, do ponto P a corda AB é igual a:

a) V30

b) 2V/15

c)16

d) 18

e) 6/10

Comentarios

Observe o seguinte esquema onde sao tragadas as perpendiculares relevantes:
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Veja inicialmente que os quadrilateros ACPD e DPEB sao inscritiveis, pois possuem
angulos opostos que somam 180°.

Da tangéncia dos seguimentos AQ e BQ, temos que:

CAP = AOP
2

R POB

EBP = —

Além disso, olhando para a circunferéncia, temos que:

. POB . AOP
PAB = > ePBA:T

Assim, segue que:
PAB = EBP e CAP = PBA

Do fato de os quadrilateros ACPD e DPEB serem inscritiveis, temos:
PBA = PED e PBE = PDE
CAP = CDP e PAB = PCD

Disso, concluimos que:
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Do que segue que os triangulos PCD e PDE s3ao semelhantes pelo caso AAA. Veja arelagado
entre os angulos de forma mais clara:

Da semelhanca, podemos escrever:

DP _PE
75 =pp=DP=VCP-PE=6-10=2/15

Gabarito: “b”.
34. (CN/2000)

Seja ABCD um quadrilatero qualquer onde os lados opostos NAO s3o paralelos. Se as medidas dos

lados opostos AB e DC sao, respectivamente, iguais a 12 e 16, um valor possivel para o segmento de
extremos M (ponto médio do lado AD) e N (ponto médio do lado BC) é:

a) 12,5

b) 14

c) 14,5

d) 16

e) 17
Comentarios

A ideia para resolver essa questao é tracar a diagonal DB do quadrilatero ABCD, veja:
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B
12
A
N
M
D 16 C

Seja E o ponto médio da diagonal BD. Disso, temos que EN é base média do ABDC, do
que temos que:

16
EN = 7 = 8
Analogamente para o triangulo ABD:
12
ME = 7 = 6

Por fim, aplicando a desigualdade triangular ao AMEN:
MN < ME+EN=8+6=14= MN < 14
Assim a Unica alternativa que representa um valor possivel para MN é a alternativa a.

Gabarito: “a”.
35. (CN/2000)

Suponha que 1 (um) naval (simbolo n) seja a medida de um angulo convexo, menor que um angulo

reto, inscrito em um circulo de raio r, cujos lados determinam, nesse circulo, um arco de
comprimento 7. Assim sendo, a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é igual a:
mn
a JR—
) 4
mn
b) —
2
c)mn
d)2nn
e) 4nn

Comentarios

A ideia para a resolucdo dessa questao é expressar a relacdo entre a medida naval (n) e a
medida angular em radianos.
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Para isso, veja que o angulo central correspondente mede 2n. Da definicao de um angulo
em radianos temos que 2n mede:

T
—=1rad
r

Ou seja, temos 2n a cada 1 rad. Para m rad, que é a soma dos angulos internos de um
triangulo, teremos:

X 2n
—=—>x=27n
T 1

Gabarito: “d”.

36. (CN/2000)

A, B, C e D sao vértices consecutivos de um quadrado e PAB é um tridangulo equilatero, sendo P

interno ao quadrado ABCD. Qual é a medida do angulo PCB?
a) 30°
b) 45°
c) 60°
d) 75°
e) 90°
Comentarios

Representando a situacao graficamente:
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Como o tridngulo PBC é isésceles e PBC = 90° — 60° = 30°, temos que PCB =
180°—30°
— = 75"

2
Gabarito: “d”.
37. (CN/1999)

Num circulo, duas cordas AB e CD se interceptam no ponto | interno ao circulo. O dngulo DAI mede

40° e o angulo CBI mede 60°. Os prolongamentos de AD e CB encontram-se num ponto P externo
ao circulo. O angulo APC mede:

a) 10°

b) 20°

c) 30°

d) 40°

e) 50°
Comentarios

Observe o esquema abaixo:
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Olhando para o arco DB, temos que DAI = DCB = 40°.

Como o angulo DIB é externo ao tridngulo IBC, segue que:
DIB =ICB + IBC = 40° + 60° = 100°
Veja ainda que IBP = 180° — 60° = 120°. Olhando para o arco AC, temos que ABC =
ADC = 60°e IDP = 180° — 60° = 120°.
Por fim, olhando para o quadrilatero DIBP:
100° + 120° + 120° + APC = 360° = APC = 20°

Gabarito: “b”.
38. (CN/1998)
Um quadrilatero convexo Q tem diagonais respectivamente iguais a 4 e 6. Assinale, dentre as

opgoes, a Unica possivel para o perimetro de Q.
a) 10

b) 15

c) 20

d) 25

e) 30

Comentarios

Observe a seguinte figura:
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Onde AC = 4 e BD = 6. Seja p o perimetro desse quadrilatero.
Aplicando a desigualdade triangular aos triangulos BDC e BAD, temos:
BC+CD >BDeBA+ AD >BD = BC+CD + BA+ AD > 2BD =12
Ou seja:
p>12

Por outro lado, observe a seguinte construgao:
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Construimos o quadrilatero MNPQ, de modo que MN || AC || QP e MQ || BD || NP.
Logo, temos que MNPQ é um paralelogramoe MN = QP = AC =4eMQ = NP = BD =

Aplicando a desigualdade triangular ao:

AAMB: MB + MA > AB

AAQD:AQ + QD > AD

ADPC:DP + PC > CD

ACBN:CN + NB > BC
Somando as desigualdades membro a membro:

MB +NB+MA+AQ +QD +DP+PC+CN>p
Ou ainda:
MN+QP+MQ+NP>p=>20>p
Do que temos que:
20>p>12

A Unica possibilidade, dentre as alternativas, é p = 15.

Gabarito: “b”.
39. (CN/1998)

A distancia entre os centros de dois circulos de raios iguais a 5 e 4 é 41. Assinale a op¢ao que

apresenta a medida de um dos segmentos tangentes aos dois circulos.
a) 38,5

b) 39

c) 39,5

d) 40

e) 40,5

Comentarios

Observe a figura abaixo:
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O seguimento AB representa a distancia entre os centros, do que temos AB = 41.
Além disso, da semelhanca entre os triangulos ACE e BDE':
AC _AE _CE 5
DB BE DE 4
Para simplificar, fizemos:
AE =5k, EB = 4k,CE =5me ED = 4m

Veja que:
41
5k+4k=41$k=?

Aplicando Pitdgoras ao AACE:

41\* 40
52+(5m)2=(5k)2=>1+m2=k2:m2=<?> —1=>m=?

Por fim, a medida do seguimento CD, tangente aos dois circulos vale:
40
CD=CE+ED =5m+4m=9m=9-?=40

Gabarito: “d”.

4. QUESTOES NIVEL 2

40. (EFOMM/2019)

Foram construidos circulos concéntricos de raios 5 cm e 13 cm. Em seguida, foi construido um
segmento de reta com maior comprimento possivel, contido internamente na regido interna ao

circulo maior e externa ao menor. O valor do segmento é
a)8,5cm

b)11,75cm

c)19,25cm

d) 24 cm

e)27 cm

41. (EFOMM/2009)

A, B e C s3ao pontos consecutivos no sentido anti-horario de uma circunferéncia de raio r. O menor

arco AB tem comprimento igual a r. Tomando-se como unidade u a medida do angulo agudo ACB,
7 Y3

qgual é o valor do seno de gu?

V3
3)7
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1
C)E

42. (EFOMM/2005)

Na figura abaixo, determine a medida do angulo AMD, sabendo que M é o ponto médio de BC.

a) 30°
b) 40°
c) 45°
d) 50°
e) 60°

43. (AFA/2021)

Fevereiro de 2020 destacou-se por uma quantidade expressiva de chuva em quase todo territério
nacional. Entre os dias 08 e 14, foram registradas significativas concentracdes de chuvas na regiao
Sudeste do Brasil.

A atuacdo da Zona de Convergéncia do Atlantico Sul (ZCAS), do Vértice do Ciclonico de Altos Niveis
(VCAN), da Zona de Convergéncia Intertropical (ZCIT), combinadas com a termodinamica,

proporcionaram areas de instabilidades, favorecendo acumulados de chuvas significativos.

No grafico a seguir, estao destacadas algumas cidades do Sudeste e a quantidade acumulada de

chuva no periodo acima mencionado.
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Para uma melhor visualiza¢cdo e comparag¢do dos dados acima, foi construido um grafico de setores.

T

125

5+

50 +

25T

Marilia

Baruer

Grande
Sao Paulo
Bauru

Rancharia

Ci

dades

Prof. VictorSo

Considere x o angulo central correspondente a cidade de Barueri no grafico de setores.

Em relagdo a x é corretor afirmar que

21
a) sen—- > senx

T
b) cos x > cos

T 3w
c)senx = sen + sen--

T 3
d)cosx = sen_ + cos—-

GABARITO
40.d
41.e
42.b
43.d
RESOLUCAO

40. (EFOMM/2019)

Foram construidos circulos concéntricos de raios 5 cm e 13 cm. Em seguida, foi construido um

segmento de reta com maior comprimento possivel, contido internamente na regiao interna ao

circulo maior e externa ao menor. O valor do segmento é
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a)8,5cm
b)11,75 cm
c)19,25cm
d) 24 cm

e)27 cm
Comentarios

Az

Da figura, AB é tangente a circunferéncia interna para que AB tenha o maior comprimento
possivel. Logo, C é ponto médio e, desse modo, aplicando-se o teorema de Pitagoras no AACO:

132 = 52 + AC?
169 = 25 + AC?
AC? = 144 = AC = 12
~AB=2-12=24cm

Gabarito: “d”.

41. (EFOMM/2009)

A, B e C s3ao pontos consecutivos no sentido anti-horario de uma circunferéncia de raio r. O menor

arco AB tem comprimento igual a r. Tomando-se como unidade u a medida do angulo agudo ACB,
qual é o valor do seno de %u?

V3
a)—
2

b)?

1
C)E
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Precisamos calcular o valor do angulo u. Vejamos a figura:
C

X

O angulo a é dado por:

Logo,

sen (%11) = sen (Z ;)

Usando a formula do arco metade do seno:

cosx = 1 — 2sen? (;) = 2sen? (g) =1—cosx = sen (;) - i\/l_zm

T 1 .
Sendo c'3 < m, temos seno positivo, logo:

Gabarito: “e”.

42. (EFOMM/2005)

Na figura abaixo, determine a medida do angulo AMD, sabendo que M é o ponto médio de BC.
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a) 30°

b) 40°

c)45°

d) 50°

e) 60°
Comentarios

Da figura, ABD = 20°e DCA = 20°. Como BC é hipotenusa comum aos triangulos
retangulos ABC e BCD, temos que BC é diametro da circunferéncia que circunscreve ambos os
triangulos, logo, o quadrilatero ABCD é inscritivel, sendo M o centro da circunferéncia.

Portanto, AMD é o angulo central referente ao arco AD. Assim, AMD = 2ABD:
AMD =2 -20° = 40°
Gabarito: “b”.

43. (AFA/2021)

Fevereiro de 2020 destacou-se por uma quantidade expressiva de chuva em quase todo territério
nacional. Entre os dias 08 e 14, foram registradas significativas concentragdes de chuvas na regiao
Sudeste do Brasil.

A atuagdo da Zona de Convergéncia do Atlantico Sul (ZCAS), do Vértice do Ciclonico de Altos Niveis
(VCAN), da Zona de Convergéncia Intertropical (ZCIT), combinadas com a termodinamica,

proporcionaram areas de instabilidades, favorecendo acumulados de chuvas significativos.

No grafico a seguir, estdo destacadas algumas cidades do Sudeste e a quantidade acumulada de

chuva no periodo acima mencionado.
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Ar Quantidade acumulada
de chuva (mm)
200 +

175+

150 4

125

T

54

50 +

25T

Cidades

Marilia
Baruer

Grande

Sao Paulo
Bauru

Rancharia

Para uma melhor visualizagdao e comparacdo dos dados acima, foi construido um grafico de setores.

Considere x o angulo central correspondente a cidade de Barueri no grafico de setores.
Em relagdo a x é corretor afirmar que
21
a) sen—- > senx
T
b) cos x > cos .

T 3w
c)senx = sen + sen--

3
d) cosx = sen= + cos =
4 4
Comentarios

Do grafico, podemos extrair as seguintes informacodes:

Cidade Quantidade acumulada de chuva (mm)
Marilia 150
Barueri 165
Grande Sdo Paulo 145
Bauru 95
Rancharia 105
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Com esses dados, queremos construir um grafico de setores e analisar o angulo central
representado pela cidade de Barueri. Para isso, basta vermos qual a porcentagem do grafico a
cidade de Barueri representara.

Veja que o total de chuva acumulada nas cidades é

T =150+ 165 + 145 + 95 + 105

T = 660
Como Barueri possui 165 mm de chuva acumulada, temos:
165
Pparueri = % = 0,25 =25%

Logo, ela ocupa 25% do grafico de setores. O seu angulo central sera

T
x =025 -2n =—
2

Analisando as alternativas:

21T

a) sen— > sen x

. s
Falsa, pois senx = sen (;) = 1.
b) cos x > cosg

. s
Falsa, pois cos x = cos; = 0.

T 31

c)senx = sen + sen--

. V2 W2 T 3T
Falsa, pois senx = 1 # - + - =sen. + sen e

T 3
d) cosx = sen; + Cos—-
Verdadeira.

_0_\/2 V2 . 3m
COS X = —7 T—Senz COST

Gabarito: D

5. QUESTOES NIVEL 3

a4. (ITA/2021)

Determine o raio da circunferéncia circunscrita a um trapézio isdsceles cujas bases e altura tém

comprimentos 4, 2 e 3, respectivamente.

45. (ITA/2020)
Seja A um ponto externo a circunferéncia A de centro O e raio r. Considere uma reta passando por

A e secante a A nos pontos C e D tal que o segmento AC é externo a A e tem comprimento igual a
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. Seja B o ponto de A tal que O pertence ao segmento AB. Se o dngulo BAD mede 10°, entdo a
medida do angulo BOD é igual a

a) 25°.

b) 30°.

c) 35°.

d) 40°.

e) 45°.

(ITA/2018)

Uma reta 7 separa um plano = em dois semiplanos 1, e 1r,. Considere pontos A e B tais que 4 €
1, eB € my, demodoqued(A,r) = 3,d(B,r) = 6 e d(A, B) = 15. Uma circunferéncia contida em
7T passa pelos pontos A e B e encontra r nos pontos M e N. Determine a menor distancia possivel

entre os pontos M e N.

(1ITA/2018)

Os lados de um triangulo de vértices 4A,B e C medem AB =3 cm,BC =7cme CA=8cm. A
circunferéncia inscrita no triangulo tangencia o lado AB no ponto N e o lado CA no ponto K. Ent3o,
o comprimento do segmento NK,em cm, é

a)2

b) 22

c)3

d) 2v3

e)7/2

(ITA/2016)
Um tridngulo esta inscrito numa circunferéncia de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e sua area

, 1 o .
éde Ecmz. Entdo, o menor lado do triangulo, em cm, mede

1
a)1—ﬁ

b)v2 -2
c)%
d) =
3
e)ﬁ

(ITA/2016)
Sejam A uma circunferéncia de raio 4 cm e PQ uma corda em A de comprimento 4 cm. As tangentes
a A em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a A. Entdo, a area do triangulo em PQR, em

cm?, éigual a
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2V3
a)=-
3v2
b) =~
NG
C) 7
243
d) =~

43
e) -

50. (ITA/2015)
Num triangulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, respectivamente,
tais que o segmento MN seja tangente a circunferéncia inscrita ao tridangulo PQR. Sabendo-se que
o perimetro do triangulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, entdo o perimetro do tridngulo
PMN éigual a
a)5
b) 6
c)8
d) 10
e) 15

51. (ITA/2015)
Seja ABCD um trapézio isésceles com base maior AB medindo 15, o lado AD medindo 9 e o angulo
ADB reto. A distancia entre o lado AB e o ponto E em que as diagonais se cortam é

21
a) ?

52. (ITA/2015)
Num triangulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, respectivamente,
tais que o segmento MN seja tangente a circunferéncia inscrita ao triangulo PQR. Sabendo-se que
o perimetro do tridngulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, entdo o perimetro do tridngulo
PMN éigual a
a) 5.
b) 6.
c) 8.
d) 10.
e) 15.
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53. (ITA/2014)
Considere o trapézio ABCD de bases AB e CD. Sejam M e N os pontos médios das diagonais AC e
BD, respectivamente. Entdo, se AB tem comprimento x e CD tem comprimento y < x, MN é igual
a
a)x—y
b) > (x—y)
SHEES)
d); (x +)
e); (x+)

54. (ITA/2012)
Um tridngulo ABC tem lados com medidas a =+/3/2cm, b=1cm e ¢ =1/2cm. Uma
circunferéncia é tangente ao lado a e também aos prolongamentos dos outros dois lados do
triangulo, ou seja, a circunferéncia é ex-inscrita ao triangulo. Entao, o raio da circunferéncia, em cm,
éigual a
V3+1
a)

4
b)?

V3+1
c) p

d)?

V3+2
4

e)

55. (ITA/2006)
Seja E um ponto externo a uma circunferéncia. Os segmentos EAe ED interceptam essa
circunferéncia nos pontos B e 4, e, C e D, respectivamente. A corda AF da circunferéncia intercepta
o segmento ED no ponto G.
SeEB=5BA=7,EC =4,GD =3 e AG = 6, entdo GF vale
a)l
b) 2
c)3
d)4
e)5

56. (ITA/2001)
Num trapézio retangulo circunscritivel, a soma dos dois lados paralelos é igual a 18 cm e a diferenga
dos dois outros lados é igual a 2 cm. Se r é o raio da circunferéncia inscrita e a é o comprimento do

menor lado do trapézio, entao a soma a + r (em cm) é igual a:
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a) 12
b) 11
c) 10
d)9
e)8

57. (ITA/2000)
Considere a circunferéncia inscrita num tridangulo is6sceles com base de 6 cm e altura de 4 cm. Seja
t a reta tangente a esta circunferéncia e paralela a base do triangulo. O segmento de ¢t
compreendido entre os lados do triangulo mede
a)lcm
b) 1,5cm
c)2cm
d) 2,5cm
e)3cm

58. (ITA/1998)

Seja ABC um triangulo isosceles de base BC. Sobre o lado AC deste triangulo considere um ponto
D tal que os segmentos AD, BD e BC s3do todos congruentes entre si. A medida do angulo BAC é
igual a:

a)23°

b) 32°

c) 36°

d) 40°

e) 45°

59. (IME/2019)
Em um setor circular de 45°, limitado pelos raios 0A e OB iguais a R, inscreve-se um quadrado
MNPQ, onde MN esta apoiado em OA e o ponto Q sobre o raio OB. Entdo, o perimetro do
quadrado é:
a) 4R
b) 2R
c) 2R\2
d) 4R\5

e) 4R‘/?§

60. (IME/2019)
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Uma corda CD corta o diametro AB de um circulo de raio R no ponto E. Sabendo que o angulo
ABC = 30° e que EC = RV2, calcule a medida do segmento ED.

61. (IME/2018)
Considere um triangulo ABC onde BC = a, AB = c¢, AC = b,c > b. O circulo inscrito a esse
triangulo tangencia BC, em D e DE é um diametro desse circulo. A reta que tangencia o circulo e
que passa por E intercepta AB em P e AC em Q. A reta AE intercepta BC no ponto R. Determine
os segmentos de reta EQ e DR em fungdo dos lados do tridngulo: a, b e c.

62. (IME/2016)
Considere quatro pontos distintos coplanares. Das distancias entre esses pontos, quatro delas valem

a e duas delas valem b. O valor maximo da relagao (S)Z é
a)2

b)1++/3

c)2++3

d)1+2v2

e)2+23

63. (IME/2016)
Uma corda intercepta o didmetro de um circulo de centro O no ponto C’ segundo um angulo de 45°.
Sejam A4 e B os pontos externos desta corda, e a distancia AC’ igual a+/3 + 1 cm. O raio do circulo
mede 2 cm, e C é a extremidade do didmetro mais distante de C'. O prolongamento do segmento

AO intercepta BC em A'. Calcule a razdo em que A’ divide BC.

GABARITO

a4. R=+5

45.b

46. d(M,N) = 102
47. a

48.b

49.
50.
51.
52.
53,
54,
55.
56.
57.
58.

= o
o
=
=
I
v

0O occo aov o oo
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60. ED = ®/2(¥5-1)
__ (b+c-a)(a+c-b) o
61. EQ = ~aabio © DR=c—b
62.c
63. AiB _ 3v2-/6
s 2

RESOLUCAO

44. (ITA/2021)
Determine o raio da circunferéncia circunscrita a um trapézio isdsceles cujas bases e altura tém

comprimentos 4, 2 e 3, respectivamente.
Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte figura:

nos triangulos NOD e MOA, obtemos:
NO =+yR? -1
MO =+R?>—4
Logo:

NO +0OM =MN =+R2—1++R2—4=3

Elevando ao quadrado:

R2—1+R2—4+2\/R4—5R2+4=9

2y/R* —5R? + 4 = 14 — 2R?
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JR4—5R2+4=7—R2
Elevando novamente ao quadrado:
R*—5R*+4 =R"—14R* + 49
9R2=45=R*=5=R =15
Gabarito: R = V5

45. (ITA/2020)

Seja A um ponto externo a circunferéncia A de centro O e raio r. Considere uma reta passando por
A e secante a A nos pontos C e D tal que o segmento AC é externo a A e tem comprimento igual a
r. Seja B o ponto de A tal que O pertence ao segmento AB. Se o angulo BAD mede 10°, entdo a
medida do dngulo BOD é igual a

a) 25°.

b) 30°.

c) 35°.

d) 40°.

e) 45°,
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

Queremos determinar a. Perceba que OCA é um triangulo isésceles, pois CO = CA = .
Logo:
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Como [ é angulo externo ao AOCA, entdo f = 10° + 10° = 20°. Sabendo que a soma dos
angulos internos de um triangulo deve ser 180°, temos:

COD + B + B =180°= COD = 180° — 40° = 140°

Assim, a é dada por:

a + 140° + 10° = 180° . a = 30°

Gabarito: “b”.

46. (ITA/2018)
Uma reta 7 separa um plano = em dois semiplanos 1, e 1r,. Considere pontos A e B tais que 4 €
;e B € my demodoqued(A4,1r) = 3,d(B,r) = 6 e d(A, B) = 15. Uma circunferéncia contida em
1T passa pelos pontos A e B e encontra r nos pontos M e N. Determine a menor distancia possivel

entre os pontos M e N.
Comentdrios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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Como AED e BEF s3o opostos pelo vértice, podemos definir AED = BEF = a. AAED e
ABFE sao retangulos, entdo, os triangulos AED e BFE sdao semelhantes com EAD = EFB.

Se passarmos uma reta paralela a reta r e que passa pelo ponto A, obtemos pela
propriedade dos dngulos de retas paralelas AED = EAC:

Podemos ver que a + [ = 90°. Entdo, se estendermos o segmento BF de modo a
interceptar o ponto C, obtemos o triangulo retdngulo ABC com C = 90°. Logo, AABC é inscritivel
com AB sendo a diagonal da circunferéncia.
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D

A C

Aplicando o teorema de Pitagoras no AABC:

AB? = BC?* + AC?

152 = 92 + AC?
AC =225 —81 =144
AC =12

Fazendo MN = x e ME = y:

Podemos ver que os triangulos ABC e AED sao semelhantes, entdo:
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AABC~AAED ap _ Ak AE L 3=>AE =5
~ 25> = — = —-: —4 =
BC AD 9

AAED = DE =4

Usando o teorema das cordas, temos:
AE -EB = ME -EN
5:10=y (x—y)
X = 5—0 +y
y
Aplicando a desigualdade das médias, obtemos:

+b
(desigualdade das médias) ¢ > =>+a-b

50
x=@+y=>7+y2 5—Oy
y 2 y
x > 250
x >10v2
Portanto, sendo d(M, N) = x, o menor valor de d(M, N) é dado por:
x =102

Gabarito: d(M,N) = 10+/2
47. (ITA/2018)
Os lados de um triangulo de vértices A,B e C medem AB =3 cm,BC =7cme CA=8cm. A

circunferéncia inscrita no triangulo tangencia o lado AB no ponto N e o lado CA no ponto K. Entdo,

o comprimento do segmento NK, em cm, é
a)2
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b) 2v2

c)3

d) 23

e)7/2
Comentarios

Temos a seguinte figura:

3

Pela propriedade das tangentes, temos AK = AN,BN = BM,CM = CK. Fazendo AN =
AK = x, encontramos CM = CK =8 —xe BN = BM =3 — x:
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Como BC = 7, temos:
BC=BM+CM=>7=3—-x+4+8—x=>x=2

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo ABC para encontrar o valor de 6:
7* =8*+3%—2-8-3-cos6
64 + 9 — 49 = 48cosb

,_24_1
oSV =48~ 32
0_71'
3

Novamente, aplicando a lei dos cossenos no triangulo ANK para encontrar ovalorde NK =

y:
y? = x? + x*> — 2x%cosO
1
yr=2"+2" 22"
yi=4
y=2
&~ NK =2cm

Gabarito: “a”.

48. (ITA/2016)
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Um triangulo esta inscrito numa circunferéncia de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e sua area

, 1 - n
é de ﬁcmz. Entdo, o menor lado do triangulo, em cm, mede

1
a)1—ﬁ

b)v2—+2
1
C) \/_E
d) =
NG
)i
€7
Comentarios

Como o triangulo esta inscrito na circunferéncia de raio 1 cm e possui o maior lado igual a
2, temos que ele é retangulo e o maior lado é a hipotenusa. Assim, temos a seguinte figura:
A

O enunciado nos da o valor da area do triangulo. Precisamos calcular o valor da base e da
altura do triangulo. Vamos encontrar uma relagao entre os catetos e o angulo a.

AB = 2sena
AC = 2cosa

1 1 V2
Appc = 5"AB-AC > — =< 2sena - 2cosa = — = sen(2a)

2 V22 2
= 20 =45°=> a = 22,5°

Como a = 22,5° < 45°, temos que o cosseno de a é maior que o seno desse angulo. Logo,
o menor lado é dado por:

AB = 2sen 22,5°

Lembrando que sen(4) = + ’1—%5(2/1)' temos:

1 — cos(45°) _ 2 -2
2 B 4

AB =2

Gabarito: “b”.
49.(ITA/2016)
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Sejam A uma circunferéncia de raio 4 cm e PQ uma corda em A de comprimento 4 cm. As tangentes
a A em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a A. Entdo, a drea do tridngulo em PQR, em

cm?, éigual a
23
a) ~

3v2
b) =~

NG
C)?

2V3
d) =~

43
e)5-

Comentarios

Seja O o centro da circunferéncia A. Como o comprimento de PQ é igual ao raio da
circunferéncia, temos que OPQ é um triangulo equilatero de medida 4 cm. Entdo, temos:

P R

Sendo P,(Q tangentes a circunferéncia e OPM = 0QM = 60°, temos MPR = MQR =
30°. Logo, APQR é isésceles com PR = QR e M é a mediatriz do triangulo PQR:
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A altura RM é dada por:

RM 2v/3
tg30°=——=RM =——cm
2 3
Calculando a area do triangulo PQR:
1 2V3 43
APQR =E4T=>APQR =T sz

Gabarito: “e”.
50. (ITA/2015)
Num triangulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, respectivamente,

tais que o segmento MN seja tangente a circunferéncia inscrita ao tridngulo PQR. Sabendo-se que
o perimetro do triangulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, ent3o o perimetro do tridngulo
PMN éigual a
a)5
b) 6
c)8
d) 10
e) 15
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:
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O perimetro é 25, entdo:
PR+ PQ +10=25= PR+ PQ =15
A, B, C, D sdo os pontos de tangéncia.
Queremos calcular o perimetro do APMN:
Ppyy = PM + PN + MN

Como 4, B, C sdo os pontos de tangéncia, temos:

NA = ND
MD = MB
PA = PB
QB = QC
RA =RC

Desse modo:
Ppyy = PB—MB+ PA—NA+ ND + MD
Ppyy = PB+ PA
Escrevendo PB e PA em fungao de PQ e PR:
Ppyy =PQ— Q@B+ PR—RA
Como PQ + PR =15,QB =QC,RA = RC e RC + QC = 10, temos:
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Ppyn = PQ+ PR —(QC+ RO)
Ppyy = 15—10=5

Gabarito: p,,,y = 5

Prof. VictorSo

51. (ITA/2015)

Seja ABCD um trapézio isésceles com base maior AB medindo 15, o lado AD medindo 9 e o angulo

ADB reto. A distancia entre o lado AB e o ponto E em que as diagonais se cortam é
21
a) ?

35

c) 3?7

d) g

e) 5
Comentdrios

Desenhando a figura do enunciado, obtemos:

D C

, -

A F B

o 15 =

Como o trapézio é isdsceles, temos F é o ponto médio do segmento AB. Entao:

AF—BF—15
N 2

Aplicando o teorema de Pitdgoras no AADB:
15* = 9% + BD?* = BD = 12

Os triangulos BFE e BDA sao congruentes, logo:

EF_AD _x _9 _ _45
FB~BD 15 12 "8
2

Gabarito: “e”.

52.(ITA/2015)
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Num tridangulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, respectivamente,
tais que o segmento MN seja tangente a circunferéncia inscrita ao triangulo PQR. Sabendo-se que
o perimetro do triangulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, entdo o perimetro do tridngulo
PMN éigual a

a) 5.

b) 6.

c) 8.

d) 10.

e) 15.

Comentarios

Vamos desenhar a figura da questao:

Q ;; R

10
O enunciado diz que o perimetro do tridngulo PQR vale 25. Seja Ppor © perimetro do
triangulo:

Ppor = PQ+ PR+ QR =25= PQ+ PR =15 (I)

Vamos analisar o quadrilatero MNRQ. Pelas propriedades de poténcia de ponto, temos:
MA =MD e ND = NC (II)
O perimetro pedido é dado por:

Dpyy = PM+MN+PN = p,, . =PM+MD +ND + PN

Usando a relagao (I1):
= ppuny = PM + MA + PN + NC = ppyy = PA+ PC
Pelas propriedades dos pontos de tangéncia, podemos afirmar:
QB =QAeRB =RC (III)
Entdo, da relagdo (I):
PQ+PR=15=PA+ QA+ RC+PC =15
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N

Usando a relagao (I11):
PA+ QB+ RB+PC=15=>PA+PC=15—QR => ppyy =5

~—— — (-
QR PPMN 10

Gabarito: “a”.
53. (ITA/2014)
Considere o trapézio ABCD de bases AB e CD. Sejam M e N os pontos médios das diagonais AC e

BD, respectivamente. Entdo, se AB tem comprimento x e CD tem comprimento y < x, MN é igual
a

a)x—y

b) > (x — )

SHEES)

d); (x+)

e); (x+)
Comentarios

De acordo com o texto, temos o seguinte desenho:

D C

AB=xe(CD =y

MN é paralelo aos segmentos AB e CD. Logo, KM e KN sao as bases médias dos triangulos
ADC e ADB, respectivamente. Assim, temos:

KN_AB_x
22
CD vy
KM =—==%=
2 2
A medida de MN é dada por:
x y 1
MN = KN KM—2 Z—Z(x y)

Gabarito: “b”.
54. (ITA/2012)
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Um tridngulo ABC tem lados com medidas a =+/3/2cm, b=1cm e ¢ =1/2cm. Uma
circunferéncia é tangente ao lado a e também aos prolongamentos dos outros dois lados do
triangulo, ou seja, a circunferéncia é ex-inscrita ao triangulo. Entdo, o raio da circunferéncia, em cm,
éiguala

V3+1
a)

4

V3
b) —

4

V3+1
c) 3

d)?

V3+2
e) .

Comentarios

Perceba o valor dos lados, podemos ver que eles satisfazem o teorema de Pitagoras:

2
b* = a?+ c?
2

(8]

Portanto, o triangulo ABC é retangulo em B. Desenhando a figura:

A

Fazendo CF = x, temos:
CF =CE =x

BE =BD = ——x
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Como a circunferéncia é ex-inscrita ao triangulo, temos que seu centro é o ex-incentro do
tridngulo. Logo, A0 é a bissetriz de BAC. Portanto, DAO = FAO. Assim, os triangulos ADO e AFO
sao semelhantes com lados AF = AD:

AF = AD

Analisando o triangulo AFO:
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Gabarito: “a”.

55. (ITA/2006)
Seja E um ponto externo a uma circunferéncia. Os segmentos EAe ED interceptam essa
circunferéncia nos pontos B e 4, e, C e D, respectivamente. A corda AF da circunferéncia intercepta
o segmento ED no ponto G.
SeEB=5,BA=7,EC =4,GD =3 e AG = 6, entdo GF vale
a)1l
b) 2
c)3
d)4
e)5
Comentarios

De acordo com o texto, temos o seguinte desenho:

Analisando a poténcia do ponto E, temos:
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EB-EA=EC-ED
5:-5+7)=4-(4+y+3)
y=15-7
y=28
Analisando a poténcia do ponto G:
AG - GF = CF - GD

6x =38
x =4
~GF =4

Gabarito: “d”.
56. (ITA/2001)
Num trapézio retangulo circunscritivel, a soma dos dois lados paralelos é igual a 18 cm e a diferenga

dos dois outros lados é igual a 2 cm. Se 7 é o raio da circunferéncia inscrita e a € o comprimento do
menor lado do trapézio, entao a soma a + r (em cm) é igual a:
a) 12
b) 11
c)10
d)9
e)8
Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

E a D

i

O texto diz que:
a+b=18=>b=18—-a
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c—h=2=c=2+h

Analisando a figura, vemos que h = 2r.

Desse modo, ¢ = 2 + 2r.

Como o trapézio é circunscritivel, temos a seguinte relacdo:
AE + CD = ED + AC
2r+(2+2r)=a+b

2+4r =18
4dr=16=>r=4

Analisando o trapézio, vemos que temos um triangulo retangulo BCD de altura 2r = 8§,
base b —a = 18 — 2a e hipotenusa c = 2 + 2r = 10.

E a D

A a B 18 — 2a C

Aplicando o teorema de Pitagoras:
10% = 8% + (18 — 2a)?
(18 — 2a)?> = 100 — 64
(18 — 2a)? = 36
|18 — 2a| =6
|9 —al =3
9—a)=413
a=9+3
a=6oua=12

Sea =12, temos b = 18 — a = 6 e consequentemente b < a, o que ndo condiz que as
condi¢Oes do problema ja que a é a base menor.

Assim, temos a = 6.

Portanto:
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a+r=6+4=10

Gabarito: “c”.
57. (ITA/2000)

Considere a circunferéncia inscrita num tridngulo isdsceles com base de 6 cm e altura de 4 cm. Seja

t a reta tangente a esta circunferéncia e paralela a base do tridngulo. O segmento de ¢
compreendido entre os lados do triangulo mede

a)lcm

b) 1,5cm

c)2cm

d)2,5cm

e)3cm

Comentarios

Como AABC éisdsceles, temos que AH é a reta mediatriz da base BC. Aplicando o teorema
de Pitagoras no AAHC, encontramos a hipotenusa:

AC =5cm

A area de um triangulo pode ser escrita como:
bh

A= - = pr

Onde p é o semiperimetro do triangulo e r € o raio da circunferéncia inscrita a ele. Desse
modo:
6:4 5+5+6 3
A= 7 = > r=r= 5 cm
x=4—-2r=1cm
X MN 1 3
AAMN~AABC:,~x+2r= BC =>MN=6-(1—+3)=>MN=E= 1,5cm

Gabarito: “b”.
58. (ITA/1998)
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Seja ABC um triangulo isdsceles de base BC. Sobre o lado AC deste triangulo considere um ponto
D tal que os segmentos AD, BD e BC s3io todos congruentes entre si. A medida do angulo BAC é
igual a:

a)23°

b) 32°

c) 36°

d) 40°

e) 45°

Comentarios

Como AD = BD = BC, temos que ADAB e ABCD sdo isésceles. Assim, temos:

A

e A

B C
Como [ é angulo externo ao triangulo DAB, temos § = 2a.Sendo AABC e ABCD isdsceles
com um dos angulos da base em comum, temos AABC~ABCD. Desse modo:
ABC = ACB = 2a
Logo,y = a.
Somando os angulos internos do triangulo ABC, encontramos:
a+2a+2a=180°=> a = 36°

Gabarito: “c”.

59. (IME/2019)
Em um setor circular de 45°, limitado pelos raios OA e OB iguais a R, inscreve-se um quadrado
MNPQ, onde MN esta apoiado em OA e o ponto Q sobre o raio OB. Entdo, o perimetro do

qguadrado é:
a) 4R
b) 2R
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c) 2RV2
d) 4RV5

e) 4R§

Comentarios

Vamos desenhar a figura da questao:

R

Precisamos calcular o valor do lado [ do quadrado em fungao de R.

Como AOMQ é retangulo e QOM = 45°, temos 0QM = 45°. Portanto, AOMQ é isdsceles
com OM = QM = 1.

Vamos analisar o triangulo retangulo OPN:
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(8 2] N

Aplicando o teorema de Pitagoras, obtemos:

RV5
R*=(QD2+ 1> 1=T\F
O perimetro do quadrado é dado por:
4RVS

(2p)unpg = 4l = 5

Gabarito: “e”.

60. (IME/2019)
Uma corda CD corta o diametro AB de um circulo de raio R no ponto E. Sabendo que o angulo
ABC = 30° e que EC = RV2, calcule a medida do segmento ED.

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte situagao:

A quest3o pede para calcular o valor de ED = x. Podemos usar a propriedade da poténcia
do ponto E e escrever:

EC-ED =FEA-EB
RV2-x=R+y)-(R-y)
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RV2-x=R*—y*| ()

Para calcular x, precisamos encontrar o valor de y.

Como AB é diametro da circunferéncia, temos que o AABC é retangulo em C. Assim,
CAB = 60°.

0 é o centro da circunferéncia, entdo, 0A = OC. Assim, AAOC é isésceles com CAO =
ACO = 60°. Consequentemente, AOC = 60°e, portanto, AAOC é equilatero de lado R.

Podemos usar a lei dos cossenos no AAEC e encontrar o valor de y:
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(R\/E)2 = R? + (R+¥)? — 2R(R + y) cos 60°

N| =

2R> =R*+ R>+ 2Ry +y*— R*> — Ry
> +Ry—R*=0

Raizes:
_ —R+R\5
y=7
Como y > 0, temos:
R(v5-1)
=T

Substituindo y na equaco (I), obtemos o valor de ED:

RV2-x = R? —y?
:Rﬁ-x=R2—<m>

2
\/E 6_2\/§
RV2(V5—1)
x=——3 " =J
4
Gabarito: ED =%‘/§_1)

61. (IME/2018)
Considere um triangulo ABC onde BC = a, AB = ¢, AC = b,c > b. O circulo inscrito a esse

triangulo tangencia BC, em D e DE é um diametro desse circulo. A reta que tangencia o circulo e
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que passa por E intercepta AB em P e AC em Q. A reta AE intercepta BC no ponto R. Determine

os segmentos de reta EQ e DR em fungdo dos lados do triangulo: a, b e c.
Comentarios

Dos dados do texto, temos a seguinte figura:

A

c D R B

a

Usando as propriedades dos pontos de tangéncia e escrevendo os lados em fungao do
semiperimetro p, temos:
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Sendo Q e P externo a circunferéncia, podemos escrever a relagao QF = QF = x e PE =
PG = y.

Perceba que os triangulos AQP e ACB sao semelhantes, entdao, podemos escrever a razao
de semelhanca igual a razdo entre seus perimetros:

AQ Ppp p—a—x+p—a—-y+x+y p-—a

AC ™ Dycg 2p p

p(p—a)—px=(p-—a)b
(p —a)(p—Db)
X =
P
a+b+c a+b+c
(7 -a)(*5—-b)

a+b+c
2

b+c—aya+c—0>b
=) =)
a+b+c
2
_+tc—a)latc—D)
B 2(a+b+0¢)
b+c—a)a+c—>b)
2(a+b+c)

AAQE e AACR sao semelhantes, entdo:

x:

x:

X

o EQ =
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AQ _EQ
AC — CR
p—a x
p _CR
1 p—al
CR~ p «x
Substituindo o valor de x na equagao:
1 _p—a p
CR™ p (@-a@-h
CR=p->»b

Sabemos que CR = CD + DR, desse modo:
CD+DR=p-—0»b
p—c+DR=p—-0>b
~DR=c—b

(b+c—a)(a+c—b)

eDR=c—-»b
2(a+b+c)

Gabarito: EQ =

62. (IME/2016)

Considere quatro pontos distintos coplanares. Das distancias entre esses pontos, quatro delas valem
a e duas delas valem b. O valor maximo da relagao (S)Z é

a)2

b)1++3

c)2++3

d)1+2v2

e) 2+ 23

Comentarios
Temos que pensar em todas as situacGes possiveis para essas condicdes.

O primeiro caso, podemos pensar em um quadrado de lado a e diagonal b. Assim, temos:
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D a C
b
a a
b
A a B

Podemos aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABD:

O segundo caso, podemos pensar em um triangulo equilatero de lados a.

A

B a C

Sabemos que a mediatriz de um segmento equidista das extremidades do segmento.
Assim, o quarto ponto estard localizado na mediatriz do segmento. Tomando-se o segmento BC

como referéncia, temos:
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a a
‘ [] .
B a C

O quarto ponto D podera estar abaixo ou acima do vértice A.

Se estiver abaixo de A4, temos:

Usando o teorema dos cossenos no tridngulo ABD:

b* = a? + a? — 2a? cos(30°)

b =2a2—a2—2\/§
2

bZ
>—=2-+3

a?
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Se D estiver acima de A4:

B

Podemos aplicar o teorema dos cossenos no AABD:

b? = a? + a? — 2a? cos(150°)

2a*\3
b? = 2a% + a3
2
bz

Como 2 ++/3 > 2 > 2 —+/3, temos que o maior valor de bz/a2 é dado por:

b2

Gabarito: “c”.

63. (IME/2016)
Uma corda intercepta o didmetro de um circulo de centro O no ponto C’' segundo um dngulo de 45°.

Sejam A e B os pontos externos desta corda, e a distancia AC’ igual a /3 + 1 cm. O raio do circulo
mede 2 cm, e C é a extremidade do didmetro mais distante de C'. O prolongamento do segmento

AO intercepta BC em A'. Calcule a razio em que A’ divide BC.

Comentarios
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Desenhando a figura do texto, temos:

Vamos projetar a altura do vértice O do tridngulo AOC’:

Como OC'H = 45°, temos que o tridngulo retangulo é isdsceles com C'H = O0H. Assim,
temos:
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Aplicando o teorema de Pitdgoras no AAOH:
=’ +(V3+1- h)
4=h2+4+2\/§+h2—2h(\/§+1)
h? —2(V3+1)h+2V3=0
-(V3+1)h+y3=0

Encontrando as raizes:

\/§+1i\/(\/§+1)2—4\/§
2

V3+1+ |(V3-1)°
V3t J( )

2
_V3+1+(V3-1)
B 2

=v3ouh=1

h =

Se h = /3, temos pelo AOHC':
0C'?=2h*=6
=v6>2
Absurdo! Pois, 0C' < 2.
Logo,h=1e0C' =+/2:
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Pela poténcia do ponto C’, temos a seguinte relac3o:
DC'-C'C=BC'-C'A
(2= 2) (2 +2)=d(1+5)
J= 2
1++3
d=+3-1

Aplicando o teorema de Menelaus no tridngulo BCC':
AB 0C AC _

2 /. _1
AC oc 4B
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AB _AB 0C'
Ac AC' 0OC
AB 23 2
Ac V3+1 2
AB 6
Ac V341
“AB_ 3V2-+6
TAC 2
Gabarito: % = 3‘/72_‘/3

6. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final dessa aula, a préxima possui os tdpicos mais cobrados da geometria
plana. Entdo, prepare-se para resolver diversos exercicios!

Nessa aula, o importante é entender os diferentes tipos de quadrilateros e saber as
propriedades validas para cada um deles. Para as circunferéncias, saiba aplicar os teoremas de
Pitot e Ptolomeu. Também é importante saber as consequéncias de uma figura ser inscritivel ou
circunscritivel e conhecer o conceito de poténcia de ponto.

Sempre que precisar nos procure no forum de duvidas ou se preferir:

(@)@

:@ /profvictorso
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