
Neste capitulo estudârernos êntes geométricos,
como ponto, retâ, plano, ângulo e outros, sem nos
preocuparmos com medidas. Entfetanto, para exem-
plifìcaçã o e co mpreênsã o dê a lgu mas noçõês, podem
âparêcer f iguras que representam sólidos a serem
estudâdos mais detalhadamente em capítuios pos-
teriores, na Geometria [4étrica.

Noções primitivas e
postulados

As primeiras noções na Geometria, chamadas
noções primitivâs, são as de ponto, retâ, plâno eespâ-
ç0, conhêcìdas intuitivarnente.

As prÌmeiras propfiedades na Geometria, âpre-
sentadâs â seguir, são chamades postulados (fatos
aceitos sem c,emorstracàoì e re'actonâm ès noçòes
de ponto, reta, plân0 e espaç0-

> Postulado da existência
a) Existe retâ, e numâ reta, bem comoíora oere,

há inf initos pontos.
b) Existe plano, e num plano, bem como Íora

dele, há infìnitos pontos.

> Postulado dê deterrnìnação
â) Dois pontos dist intos determinam uma únr-

. :  rÕr.  
^"ô 

n.cca h^r ôlôc

b) Três pontos não colinearês determinâm um
único plano que contém esses pontos.

ü=(A,B,c)

Postulado da inclusão
Se umâ reta tem dois pontos dlstÌntos num pla-
no, então ela está contida no pleno.
Na figura a Seguir, temos:

(A* B, r=ÀÉ',4 e cü B € a) +r c cr

Postulado das paralelas
Por um ponto passâ Lrrnâ únicã reta pârale â ê
uma reta dada.
Na f igura âbâixo, dada a reta r, temos: P€ s,s//r,
s é únicâ.

Esse postulâdo, conhecido tembém como postu-
lâdo de Euclides (300 a.C.), é a propriedade que
caracteriza a Geometria EuclÌdiana.

Determinação cie retas
e planos
Retas

Alémdamâneireindicadanoi temodopostulado
da determinãçã0, uma reta pode ser determinada por

355



.T ponto e uma direçao. Pâra deteÍminèÍ ê eta r.
basta quetenhamosum ponto P € rêâ dirêção de r,

Fla nos
[Jm plano pode ser detêrminãdo de quâtro rnodos,

e sãbeT:

r '  Portrês pontos nào colineares (i tem b do postu-
lado da determinação)

B

Basta tomaf um pontoÁ em r e um ponto I em s,
ambos dist intos de P. e o plano o: í4. B. Pì e o
plâno determinado poÍ r e s, isto é, ü = (r, s).

Por duas retas paralelas dist intãs

t//s

sc

A,B€Í,C€S t
sC

1 .,..".".:.. .."..
B

.c

ü=(r,P)

Basta tomaremrdois pontos distintosÁ e 8, e o
plêno o = (4, B, P) é o plâno determinado por r e
p, tsro é, g= (r, p).

Por duas retas concorrentes

a=(, ,s)

Basta notarque duas retas dist intas paÍalelassão
coplanares;portanto, estão num plano. Para peË
ceber quê o plano é único, tomamos dois pontos

dist intos,,4 e 8, nume das retâs e um ponto f na
outra.AssÌm,oplanoü= (A, B, C) éo plânodeteÍ
minado por r e s, isto é, 0 = (r, s).

0bserve a seguinte analogia ent'e os e_ te- geo
mélricos cÌtados:

F umpontodividearêtaemduassemi-retâs(opos-

tas) de mesma orÌgem.

uma reta div ide o plâno em dois semiplanos
(opostos) de mesma origem.

Um p ano divide o espaço em dois semi-espâços
(opostos) de mesma origem.

Vamos resolver e comentâr um teste pera

elucrqar alBuns term0s.

. Classifique como verdadeira (y) ou falsa (F)

cadâ uma dâs sentêncâs:
I '

e) Três pontos distintos detêrminam um únlco
pran0.

Ct=(A,B,c)

!. Por !ma reta e um ponto forâ dela
P. P!

- >eí: -
A€r,B€srns={P}

35G



a)

b)

c)

b) 0s vért ices de um tr iângulo são coplânâres

c) Se três pontos são coplanares, então eles

são coltneaÍes,
or PortÍés poatos orst 'n1os de uma circu_Íeíèn_

cia passâm infinltos Plãnos.

Respostas e justi f icâtives:

Falsa. 0s três pontos dist intos podem estar

numâ mesrnâ Íete e nesse caso elês nãode'

terminâm um único plâno (f igura 1). 0s três

pontos Precisariam não ser col lneâres pâra

que Í icasse determinado um único plano (Í l-

gura 2).

VerdedeiË. 0s vénices de um tr iângulo são

très pontos não colineares. Elesdêterminârn

um plâno que contém o tr iângulo (f igura 2).

Falsa.Três pontos podem sercoplanâÍês sem

estarem na mesrna reta (Íigura 2)

Falsa. Três pontos de uma circunferência ja_

mâis podern estaral inhados Assim, determi"

nam um único plano (fìgura 3).

tigurâ 1

figurâ 2

Logo, as très íêtas determinam um ou tíès

plan0s.

il,ft#ffi frHerflÍi:i'i?Ë 4ffi
;:l . Classifique cada sentença coÌno verdadeirr (\r)

ou faÌsâ (.F):

a) Dado um ponto, existe uma únicâ r€la pas

sando por eÌe.
b) Dado um ponto, existe unla Íeta piìs$nllo

por ele.
c) Dado um ponto, existem infiDitas ret|Ls q ür

o contêm.
Dados dois pontos drstintos, eliste LÌm PÌu-

Três pontos não alinìados determinafl lrôs

Três pontos não âlinhados deten'ÌjnanÌ Lrnl

plano.
Três retâs determinam um.Plano

Um ponto e uma Íeta que não o contclÌì

determinam um plano.

Por três pontos de um circüÌo Passa umúnÌ

co plaÌ1o.

Os semi-espaços são em número de dois

t

c
.8.

íigura 1

Vejamos quentos são os plan0s detêrmlnã_

dos portrês retas, duâs a duas concorrentes, Ì0 _

das passando por urn mêsmo Ponto

Sendo d, b e c as retas, há duâs possìbi l ida-

des: ou as retas estão num mesmo plano d

(f igura 1) ou os planos c[ = (b, c), I  = (a' c) e

Y = (a, b) esrão determlna00s (i lgure ./ .

i4. Quatro pontos,A,3, C e D, não são coplanares.

Quantos planos eles determinam? Quais são?

li. É comum encontraÌmos mesas coÌn quatro

pernas que, mesmo aPoiadas em um piso Pla
no, balançam, obrigando a coÌocâção de uln

calço em uma das pernas. Com base no que

rocè e' tudou dlê aqui.  e\Pl ioue por q.re i*o

d)

el

tigLrra 2

figurâ 3
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4. Ou^ro, pldno- Ço dererminado\ por tres re-
la5 dir l  inta5, duas d duas concorrenle5 e que náo
passam pot rÌú mesmo ponto?

5. quantos sao os planos ileterminados por três
retas distintas, duas a duas paralelas?

6. A frgura abaixo representa úm tetmedro (piÌâ-
mide de quatro fâces). Qua.ntos são os planos
representados nessa figura? euais são eles?

Posições relativas
Entre duas retas

Duâs retas do espaço podem guardâr entrê sias
seguintes posições relativas: coincidentes, concor-
rentes, pâralelas e reversãs,

Coincidentêg

Duas retas são coincidentes quando equivalem
a ulna única retâ.

Parâlelas

Duâs retas distintas são paralelâs quando são
coplanares e não têm ponto comum.

rns=Z rCq.,sC q.  a=(r ,s)

RêveÌsag

Duas retâs dist intas são reversas quando não
existe plano que âs contenha.

A figura abaixo representa um bloco retangular
em que todâs as faces são retângulos.

observe as retas r e t rêpresentedas sobre o
bloco:

|  ì )  t=Q

Não existe plano quecontenhâre t.

re t são reversas

Concoüentes

Duas retas são
untco ponto comum

concórrentes quândo têm um

rns={P} rCa,sca q=(r ,s)
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Entre reta e piano
LJma reta e uÍn plano podemterassegulnles p0_

siçÒes rêlâtivas:

Reta contlda no plano

Uma reta está contida num plâno quando todos

os pontos de retâ peÍtencem ao plano. (Rêveja o pos'

tulâdo da inclusão, no início do capítulo)

Rêtâ e plâno concorrcntes (ou gêcanteS)

Uma reta e um pleno são concorrentes
secântes quando 1êm um único ponto comum

Entre dois planos
No espâço, dois plânos podem ter as seguintes

posições relativasì

Coincidêntes

Dois pLanos são coincidentes quando equivâleÌn
a urn mesmo pÌano.

Sacântes

oois p anos são secantes (ou concorrentes)
quando sào disÌ inlos e térr 'ntersecào neo vêziâ.

Ainterseção de dois planos secantes é uma reta.

A reta comum a do s planos secânles é ê

intefseção deLes ou otrãço de um deles no outro.

dnp=i
ié a intêrseção de de P

Pârâlelos
Dois planos são paralelos quândo não têm ponto

c0mum,

t

ou

rO a={p}
rfura ü em P

P é o tÉço dêrem c{

Retâ e plano parâlelos

lJma reta ê um plano são paraleÌos
teÍn p0nÌ0s em comum.

quando não

|/ /ct  ta( ] '=A

Vejamos agora uma propÍiedade importante do

paralêl ismo entre rêta e plano.

Se umâ rêta a não está num Plâno c{ e é
pâralela a uma retâbdo plãno, entâo elâ é Pa'
ralela eo plâno.

a//r)
bC

a'//P ct ìt P=A
Vejemos uma proprìedade irnportante do para_

lel ismo entre planos.

Se um pleno p contém duâs rêtas concor"
rêntes, a e ó, ambes paralelas a outro plano,
(l, então êsses planos são parâlelos.

"C Q ì
bc p I
a.ìb={P} 

|a// o. I
b//d )

c[nÊ=o(=P
rcc{ rao(=r
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exerclctos
,1.7. CÌassifique como verdadeira (V) ou faÌsa (F)

cada un]a das sentençâs a seguir:

â) Duas retas dhtintas que têm um ponto co-
mum são concoüentes.

b) Duas retas distintas sem pontos comuns são
paraÌeÌas.

.  ì  Dua\ re.a, oue delermin"m um pìano sao
concorrentes ou paralelas,

d) Duas rctas reversâs podem ter ponto comum.

õ. O qLr( ,e pode af i rmar \obre a po(içào relar i \d
das retas r e 5 em cada caso?

a) rns=1PÌ )  r ìs=A

c) rnd={PÌ

9. CompÌete em seu caderno:
a) Duas retas distintas podem interceptar se

em al .
b) Dois pÌanos distintos podem interceptar se

em AÂ.
c) Se A, B e P são pontos do plano (, e deter-

ininam o pÌano p, enrão À A.
d) Se três pontos deteminam lA,elestam-

bém deteÌminam 
^ 

A.
e) Se duas retas são 

^ 
  e não têm ponto co-

mum, eÌas são l^.
f) Se duas retas distìntas são ll ou Al,

eÌês são coplânâres-

IU. O que r pode:lLrmar.obre a por(io relarira
entre a reta re o plano q em cada caso?

b) Se P é o traço de r em c{, que contém r, quais
são âs possíveis posições reÌativas entre / e s?

ì IJ.  lúgue ce ds df i rmdçoe5 abaüo,áo fàlsa.  ( I )  ou
verdadeira.  1V1:

a) Dois planos distintos que têm uma reta co-
mum são secaÌÌtes,

b) Dois planos secantes tém inÊnitos pontos
comuns.

c) Se dois planos distintos são paralelos, qual-
quer reta de um deles é pamlela a quâÌquer
reta do outro.

d) Se dois planos distintos são paraleros, r.Ìuar
quer rcta de um deÌes é paraÌeÌa ao outro.

e) Se duas retas são panlelas a unì plaÈo q,
eìa' pertencem ro mesmo \emi-e.paço
determinado por cn.

f) PaIa que, em relação a (I, dois pÌanos per-
tençam ao mesmo semì-espaço, é necessá
rio que os três planos sejam paraÌeÌos.

{4, CÌassifique em ver<ladein (y) ou faÌsa (í) cada
uma das sentenças abairo:
a) Se um pÌano (r é paralelo a uma retâ r, nào

existe plano que conteÌüa r e alguma reta
de ü.

b) Se duas retas são reversas, !Ìualquer plano
que contenha uma delas intercepta a outla.

c) Sendo o e p dois planos secantes de modo
qJed I  rep )  \ ,podemo,ler rn.  -  O.

d) Três pÌanos que se interceptam dois a dois
podem náo le'ponto em comun,.

15, Se dois pÌunos paraÌelos são interceptados poÌ
um outro plano, o (ÌÌre ocoÍe com as interseções?

I r l ' .  A hgurd rbaD(o mo5tra um 5dÌido geometnco,
o cubo, em que todas âs faces são quadradas.
a) Dê â posição reÌâtiva entre:

t

b) tatçt=Õ

' 11, CiassiÊque como verdadein (V) ou falsa (F)
cada uma das afirmações abaixo. A seguir,
pdra cddd \ i rurcáo !erdrdeira. dè a po. jçáo re-
' . r :vd enlre o plano e d reld em quesl io,

a) Un1a reta e um plano podem ter em comum
um úntco ponto,

b) Uma reta e um plano podem ter em comum
exatamente dois pontos.

c) Uma reta e um plano podem não ter poÍì-
tos em comum.

d) Uma reta e um plano podem ter em comum
infinitos pontos.

'. 12. n 
'ponda'

Ã â) Se uma rcta r é pâraÌeÌa a um plano o e s é
umr reta de q. quais úo i5 po\si\ei,  po.i-
çõès reÌativâs entrc r e s?

t .  e ieËõ
2. ÉieÁÉ
3. ÀBeXH
4. iõ.Èi
5. (Áe B, D) e

(c, F, c)
o. (Â,c,8)eDÉ t

7. (4, D, H) e (8, C, G)
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Retas ortogonais

Duâs retas são ortogonaìs quêndo são

reverses e ã pâralela a umâ delas, conduzìda
porum ponto dâ outra, é perpendìcularaestâ.

Notemos que o e t' são reversãs, e se uma rela

b', paralêlâ à reta b e concorrente com o, é perpendl '

c-la'à rete o, enÌào as retes o e b sào '" Iogonìis,

Pa ra
figura:

b

al-b '  a-Lt

(Reveje o exercício 14, itens b e d.)

Se duas retas formem ângulo feto entre si, sãol

ortogonaÌs, 5e forem retas reveTsas;
perpendiculares, se forem retas coplanares.

Reta e plano perpendiculares

uma relê concorrente com um plano, num
ponto 4 é perpendicular ao plano quândo é per-
pendiculer e todes es rêtas do plano que Pas"
sâm por O

0 ponto 0 é chamado pé da perpendlaulâr.

A definição impõe, como condiçã0, quê â retâ d

sejâ perpendìculâr a todas as Íêtâs de c{ que pâs_

sam por 0, como vemos nâ í igura ecima. Na prática,
porém,háummodomeissimplesdeassegurarque
a-Lc.

Assim, é válìda a propriedade:

Sê umâ retâ a é perpendicular a dues rê-
tâs, b e c, concorrêntes de um plâno (t, êntào
ela é perpendicular âo plâno.

17. Sendo o // p e r conconente com c!, o que ocor-
reentrereP?

18, r é uma reta de c e s é uma Ìeta de P. Qüais são
as possíveis posições reÌati!ãs entre Í e s, sendo
ctIg?

d9. ChssiÊque como verdadeira (V) ou falsa (F)

cada afrmação:

â) Se uma reta r passa através de um plano Cr,
e\iste em o{ uma retâ s, de modo que r e s
sao revenas,

b) Se dois planos são secantes, uÌna reta de um
deles e uma reta do outlo podem ser con_
correntes.
Se dois planos distintos são paúÌelos, uma

reta de um deles e uma rcta do outro po-

dem ser concortentes.
Se dois planos são secantes, üma reta de um

deles pode ser reversa com uma retâ do

facìl i târ o entendimento, vêjâ o cubo da

t

c)

Perpendicula ridade

d)

r-
"t''t''

diculer"

nâ1"

aP"'
1b'
l -ba

rtogo

0bserve a íigura:

. :ÚI



Se forem satisfeitas todas as condições:

e-Lb

CCO(

bcd
rnc={0}

p0dem0s garantir quê a retã o é perpendiculer ao pla-
no, ou seja, a -L 0.

Uma decorrência ìmportante sobre â proprieclâde
que acabamos de ver é que se a reta o é perpendicu-
lar a urn plâno 0. em 0, d Íorma ângu o reto com qual-
querreta deo.Sendoresduãs retas de o, temosi

È'- rpassâ poÍ 0 ì a -L r;
È-snãopassâpor0+âls.

Se a reta r passa através do plano ü e r não é
perpendiculara c{, dizemos que re (X são ob iqç0s.

íslarrr.rs perpendlçuiares

Dois planos são perpendiculãres quêndo
uln deles contém uma retã perpendiculâr ao
0utr0.

Ne figura abaixo, quâlquer plano que contenhâ a
rêla o é perpendicular ao plano Ê.

Ouando dois plânos secantes não são perpendi-
culares, eles são ditos obliqL,os. Vejâ a figura ã segutr.

Assim, vejamos uma propriedade importantê so-
bre a perpendicularidêde de dois planos:

Sê dois planos, c e p, são perpendiculârês
e uma rêta /de um deles(d) é peÍpêndiculerà
anterseção idos plânos, então elâ é perpehdi-
cular ao outro plano (p).

t

c tÊ Ji=c{apl

i ï ï  l

eC0ì

" fp l -

Èffi ffixffií'riiüiffiffi Íffiffi
? ü , CÌassiÍìque cada afirmâção âbaixo corno verda-

deira (V) ou falsa (F).

a) Se duês reras formam ângulo Ìeto, eÌas são
perpendiculares ou ortogonais.

b) Se duas retas são ortogonais, toda paÌaÌeÌa
a uma delas é perpendicular à outra.

c)

,1\

Se duas retas são ortogonais, toda paralela
auma deÌas forma ângulo reto comaouta.
Se duas retas são paralelas, toda perpendi
cular a uma deÌas fotma ângulo reto com a

2



21,. Verdadeiro ou falso?

a) Uma reta perpendicular a um plano Íôrma
ângrúo reto com quaiquer reta do plano.

b) Ser I  s,s C P,entãoÌ I  P.
c) Se ÌrÍrtii retâ e urh plano são peípendicuÌa-

res, toda perpendicular à reta dada é para-
lela ao plano.

d) Duas retas perpendicúares a um plano po-
dem set Íevelsas.

2 2 . Interyrete, por meìo de uma frgura, a sentença:

26. (u. r ut.'ta"aiu-Mc) Em relâção a parale
Ìismo e perpendicuÌarismo no espaço, decida
se cada uma das afirmações abai..o é verdadei-
ra (V) ou faÌsa (P).

a) Duas retas distintas que são parâlelas a üm
mesmo plâno são parâÌeÌas entre si.

b) Du, i '  retJ.  di ' l inrd. \em ponlo\ comun\ \ào

panlelâs.
c) Se dois pÌanos distintos são paraÌeÌos entre

si, então, toda retâ de um desses planos é
parâlela a al$1mâ rcta do outó plano.

d) Se uma reta e um plano são perpendicuÌa-
res, toda reta perpendiculâr à reta dacla está
contida ou é paÌaÌela ao pÌano.

27. Complete em seu caderno cada sentença com

os símbolos convenientes pâIa tomá-la verda

t

A seguiÍ, escreva em linguagem corrente o enun_
ciâdo da prcposição.

23. Comente a seguinte afirmação: "Se uma Éta r é
peÌpendicular a umâ reta s de um Plano (r, en-
lào ela é perpendicular a lodas a5 rel i .  de cr( e.
portanto, é perpendicuÌar â (r'l

24, AnaÌise u sentença abaixo, atribuindo-lhe V (ver
dadeira) ou F (falsa).

"Dados r I s, r c c{,s c p e o * p,épossíveÌ
afìrmarqueoIP."

25, Faça uma descriçao geométrica detalhada de

deira:
a) cr l /  Ê 

. }+g1,t . r

l t to.  J

b) 01rr  ì
Ên o = r  j=+ s rÀ ct  e s ÀÂ Ê

"  ã1ïJ='^^PourrÀPo' :' l i l-"^^ u
e) r+s I

l l i Ì * '^^ '
f )  r / /s 

Ì+Í  
aa oour aÀ q

I
T
I

Frojeções ürtCIgonãis
$ehË'e um plênG

Pnojeção de um portto

Aprojeção ortogonelde um ponto sobre um
plano é o pé da perpendiculer âo plano condu-
zidâ pelo ponto.



Na íigura âcimâ:

P é a pfojeção ortogonal de Psobre c{
(indicêção: P'= projd P);

c{ é o plano de projeção;

a reta FF'é e reta projetantê de P.

A ém dissor
A=projoA B'=B=projoB 6 =proj"C

Projeção de umâ reta

A projeção ortogonal de uma reta r sobre
um ptân0 d pode serum p0nt0 0u uma rete.

velam0s:

> Se â reta f é peÍpendicLr ar ao plano c!, sua
projeção sobre ele é o traço da reta no plano.

Se a reta r não é perpendÌcular ao plano (I,  sua
projeção ortogonal sobre d é o tfâço (Ìnterse-

ção) em o, do p ano IJ perpendlcular a cL con-
duzido porr.

Êrojeção de um segmento
de retâ

A projeção ortogonal de um segmento de
rête AB sobre um plâno Ctpodeserum ponto ou
um segmento.

Velamos:

ô" Se o segmerto oe rera ABepe pendicularaopla-
no ct, sua projeção ortogonal sobre o plano é um
ponto P, que é o trãço da r"t" Âdem q.

Se o segmento de reta AB não é perpendicularâo
plâno o. bâsta projetârsuas extremidâdes sobre
d parâ obter a projeção do segrnento.

t

A Í-"-""""'+18

lp-^ '^rc

Âprojeção ortogonalde ume f igura sobre um
plano é 0 conjunto dâs projeções ortogonâis dos
pontos de fìgure sobre o plano.

Nã Ílgura âbaixo, temos F = proja t
Aíq.iTçff'qB

Projecão de urna íigura

)W,
p é o plâno projêtante de r.

':ii: /ll



No caso em que um plano paralelo a d contém a

' igu-a a seÍ p'ojetèdè, è Ígura e sua p'ojecão sã0

congruentes.

*rçt*ne ías
-  ,^o *Á+. i*^*
SçUr '  lç  t  I  {LslS

Distância entre dois pontos
'Adistância entrê dois pontos dìstintos, Á e

4 é o segmento de rêta AB ou qualquer seg-
mênto congruente a ele.

Se Á e B coincÌdem (A = B), a distâncla entÍe eles
é nula.

A distância métrica entreÁ e B é a medrda do
seÊmento Ab.

Indicamos por da. B a distância de,4 a 8, ou â dìs-
tànciadeBaÁ.

Distância de ponto a reta
Adlstância de um ponto a uma retaé e distância

desse pontoao pé de perpendicularà Íetâ conduzida
pelo ponto.

Na f igura, FÊ'é perpendlculaT a r, com P'em r.

IndÌcamos por dp, e distância de Pâ r, ou a distân-
cia dêra P. Ela podetarnbém serindicada pordpp..

Distância entre Íetas
paralelas

Adistância entre duasretes pârâlelas é a distân-
cia de um ponto qualquer de uma delas à outrâ reÌâ.

Indicamos por d, s a distância de r a s, ou â dis
lánciâdesâr.ELaoodetambém.êÍ indicadèpor d".

Distância de ponto a piano
Adistâncie de um pontoâum planoó a dis-

tância do ponto à sua projeção ortogonal no
plâno.

Nê f igurã abaixo, Ìemos P'= proj0P

"P,O -BP

ndícamos pordp o a distância de P a oq ou a dÌs-
Ìància de cx a P. Ela Èmbe.n pode seí ind càdã ooÍ dp..

Distância entre reta e plano
paralelos

A distâncja entre ume retâ e um plâno pa-
ralelos é a distánciâ de um ponÌo qualquer da
rera a0 Pran0.

Na figurâ abaixo,temos P 61s p'=proj, P

Indicamos por d,,o a distância de rã o(, ou a dìs'
tância de q a r. Ela pode também ser indicada por

5

Na figurâ abaixo, temos
as,comP'€s.

P € f,  PP perpendicular

t
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Distância entre
paralelos

Planos

Â distânciâ entre dois planos paralelos é â
distância de um ponto qualquer de um deles
ao outro plano.

\a ÌrguTã ebãrÍo,Ìemos r e pe r = projo H

do,p=dro= dr t

Indicâmos por do, p a distâncie de o a P, ou a
dístência de Ê a cL Ela pode tambérn seÍ indicada

Distância entre dualr retas
reversas

A distânciâ êntre duas retas reversas ó a
distância de um ponto qualquer de umâ delas
ao plâno que passa pelê outra e é pârâlelo à
prìmeìra.

paiâ se âchê. ê distál^ciã enrre duas re!âs
reversas, r e s, conduz-se por urna delas (por exem,
plo, s) um plano ct paralelo à outra (r) e se obtém a
distância dessa outrâ reta (r) ao plano cr.

Ângulos
Já é conhecido o conceiÌo dê ângulo entre duas

relas c0nc0rrentes.

Angulo entre retas reversas

Ângulo entre duas retas rcversas é aquele
íormado por umâ delâs com a reta parâìela à
outrâ, conduzida por um ponto dâ primeirâ.

Ne flBura âbaixo, o ângulo das retas re s reversas
é o ângulo dâ reta r com a reta s'paralela à rêtâ s por
um ponto 0, pertencente à reta r.

ì<
fe s revêrsas

0€s'es/ /s

Ê=íè

Angul0 entre reta e plano

Angulo entre uma retâ e um plâno oblíquos
é aquele formado pelâ reta com sua projeçào
ortogonêl sobre o plano.

t

"r----
I

f f iN
Na Í igura à direi ta, temos P € re P = projd P

Indicamos pordÍ,s a distância de ra s,  ou a clrs-

tância de s â r .  Elã também pode ser indicada por

ASSrm, tem0s:

> d, ,=dra=dqs= dB p. ;

> d é o plano que pâssâ pors e é para elo a r.

r = projd r

íà=Ê'

0uando uma reta e um plâno são perpêndicula-
res, o ângLrlo poreles Íormado é reto.

ouerìdo urna retâ está contidã num plano ou é
paralela a ele, dizemos que o ângulo da retâ com o
plano é nulo.

6*3



Angulo entre dois planos
Ouando dois planos são oblíquos, toda reta de um

deles perpendic! ar à interseção é chamade reta de
maiof declive desse piano em Íelação ao outro. As-
sim, podemos deÍinir

Angur0 0e 00rs pran0s 0DIqu0s e aquere Ìor-
mâdo porumâ rete de mâiordeclive dê um dê.
les com o outro plano.

-  ^ n - :^ -r^^^-  ̂ r [^,  ^^

ün0=i
rLperr l

0F = rcr

d U p, indicedo por diP, é chemado diedio ou
ángul. i  diedro;

0 é â medida do ângulo rPr- châmadoseçào noÍ'
mêldodìedro -e é a medida do diêdro.

Além disso:

o ângulo de doÌs planos perpendiculares é reto;

o ângulo êntre dois plânos parâlêlos é dìto nulo.

f) Existe a possibiÌidade de, âo projetarmos so-
bre um plano um quadrado, obtermos um
segmento de reta maior que o lado do qua-
drado.

2 9. Duas retas panlelas / e i são pro.ietadas oÌrogo
nalmerte cobre o plano d. Qudis.ào ds po\i-
ções relativas das projeções?

3 0. Doi. . irculo, concenrrico. copldnare, ráo pro
jetados ortogonalmente sobre um outro pÌano.
Sabendo-se que a projeção é um segmento de
rela, pergunÌa-se:

a) QuaÌ é a posição relativa entre os planos?
b) QuaÌ é a medida da projeção obtida?

?1. Na fig'-r.u ubaixo, estão representados o pÌano Í,
qüe contém BC, e o plano que contém o tr1ân-
guÌo retângulo ABC e é perpendicüÌar a Í;
rpassâpor Ce é paÌaÌeÌa aAB.

Considerando as deÊnições de distâncias apre-
sentâdas no presente câpítuÌo, enumere toddr
as distâncias mostradas na figura.

32. Chssifique ca,ìa item como ver<ladeiro (V) ou
falso (F):

ê) A distância de um ponto a um plano é a dis-
úncia do ponto a qualquer ponto do plano.

b) A distância entie um ponto e um plano é a
reta perpendicuÌar ao pÌano pelo ponto.

c) A distância entre uma reta e um pÌano pa-
raÌeÌos é a distância de um ponto qualquer
da reta a um ponto qualquer do plano.

d) À distância entre uma reta e um plano pa-
ÌaÌelos é a distância de um ponto qualquer
da reta ao pÌano.

e) A distância entre dois planos paralelos é a
distância de um ponto qualquer de um de-
les a um ponto quâÌquer do outro,

f) A distância entÌe dois planos paralelos dis-
úntos é iguaÌ à distância entrc uma Ìeta de
um deles e o outro pÌano.

t

ffi exercicros ffi
28. Àvalie se us aÍìrmações abâixo são verdadeins

(V) ou faÌsas (F).

a) A projeção ortogonal de um ponto sobre
um plano pode não ser um ponto.

b) A projeção ortogonal de uma reta sobre um
plano é semprc uma reta.

c) Projetando sobre um pÌano um segmento
de reta obtemos um segmento paralelo a ele,
ou um ponro.

d) À projeção de um ângllÌo rcto sobre um pÌa
no é sempre um ângulo reto.

e) O compdmento da projeção de um seg-
mento çobre um plano pode 5er maior que
o comprimento do próprio segmento.
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ffiffiFtr# de vestibulares 
-1. (Ucsal BA) Sejâm duas retas distintas r e r e doìs

planosdist intosdeP.

â) Ser/ /se0//  P,entãor/ /o.
b) Ser I  0€Ì - t  P,entaoo//P.
c) Ser/ /üer I  s,€ntãos//q.
d) Se ct -L P e r C 0, então r Ì P.
e) SerI  cr  er I  s,entãosl  d.

2. (puc-sp) nm relaçao ao plano o, os pontos Á e 3
estão no mesmo semi-espaço e os pontosÁ e C em
semi-espâços opostos. Em relaçao ao p1âno Ê, os
pontos A e 3 estão em semi-espãços opostos, bem
como os pontos Á e C. E corÌeto coÍcÌuìr que o
segmento BC:

â) é p3ÌâÌeÌo aCr n p.
b) encontÌâ (r e Ê.
c) encontsa q, Ììâs nâo P.
d) encontra Ê, mas não ct.
e) não encontÌa neÌì1 (r neÍn P.

3. 6au.t*'L-Sp) r'" t'ão retasdistìntâstaìsques Ì r
e t -L r. ReÌativamente às Ìetas r e t, é coÌÌeto afumaÌ
que elas podem seÌ:

a) unicaÌnente pârâÌeÌa! ou concorrentes.
b) unicamente paraleÌâs ou reversas.
cl uÌncamenteconcoÌren
d) paralelas,concorente
eJ !ìrcamentereveÌsâs.

4.,Un r 5l-  '  
(  on{ ideíe a'  àf i rmdçde, \eguinre5.

I. Existem retâs pâraÌeÌas contidas em dois planos
não paraÌeÌos.

l l .  (e doi,  plano'  d:{ inro. (ào paralelo. enrre. i .
uma reta de um deÌes e uma reta do outÌo po-
dem ser concorrentes.

lll. Se uma Ìeta é peïpendìcuÌar a duas retas dNtmtas
de um plano, então elâ é peÌ?€ndicuÌar ao pÌano.

E coreto afirmar que:

a) I, ÌI e lIÌ são verdadeiÌas.
b) I,II e lll são íaÌsas.
c) apenas I e IÌ são veÌdadeiÌâs.
d) apenas I é verdadeira.
e) apenas II é verdadeira.

5. 1u. r. i.ona.i..,u lnl são dâdâs âs proposições:

Ì. Duas retas distintas deteÌminam um único
plano.

II. Se duas retas distiÌtas são paraÌeÌas a um pÌano,
então elas são parâÌelâs entr€ si.

IIL Se dois planos distintos são pâÌalelos entre si,
então toda Ìeta de um d€Ies é paraiela a uma reta

E coÍeto afiÌmar que ,peÍaJ:

â) I € II são verdadeiras.
b) I e IIl são verdadenas.
c) IÌ e III são verdadenas.
d) I é veÌdadeiÌa.
e) III é v€Ìdâdena.

D. íUnitor-a f ì  Con. ideíe num pìÀnooo, ponros 4. B.
C e D. doi(  r  dok di .r inÌo(.  .e uma rerd lúN e per
pendiculâÌ â d em D, qüal dos ânguÌos seguintes é

a) eôn
b) AôN
c).ctc

a) Nrfts
.) Bôc

í .  íUff-R l ,  Con. idere um plano cr.  umd rerr r  (on.or-
rente com Cr, um ponto P que não pertença a / nêm â
cc e as seguintes âÊrmâções:

L À reta s, que pâssa por À intercepta r e é pârâÌeÌâ

II. O plano p que contém P e r intercepta d.
IIL QuaÌqueÌ reta que passe poÌ ? e seja paralelâ â c[

É correto conclüir que:

a) as aârmâções I e III são verdadeiras.
b) as aârmâções I € II são v€rdadeiras.
c) as afirÍnações IÌ € III são verdadeiras.
d) todas r! afirÍnações são verdad€iras.
e) todas âs âfirmações são faÌsas.

õ. íUF BA)É corLeto af i rmar que:

â) se ulna Ìeta r é ortogonal a duas retas concor-
Ìentes de um pÌano cÍ, então r é perpendicu-
larao.

b) duas reta! distintas, paralela.s a um mesmo pÌa-
no, sâo pâfaleÌas entre si.

c) umâ retâ FÌalela a um pÌâno é paraleÌa a quâl-
quer reta que peÌtençâ â esse plano.

d) se dois plânos são perpendìcuìares, toda retâ de
um deles foÌmâ ânguÌo r€to com quaÌquer retâ
do outro plâno.

e) dois pÌânos FÌalelos a uma mesma reta são pâ-
Ìalelos entre sì.

J. íU. t \ào Cdlos-SP) ConrideÍe um pldno s e um
ponto P qraìquer do espaço. Se por P traçaÌmos a
reta perpendicular a d, a ìnt€rseçao d€ssa reta com .[
é um ponto chamado pÌoj€ção oÌtogonaÌ do ponto
P sobre C[. No caso de uma figura F do espaço, a
proj€ção ortogonâl d€ F sobÌe (' é definida pelo con-
junto das projeções ortogonâis de seÌrs pontos.

t

368



Com relação a um plâÍìo c[ quaÌquer 6xâdo, Pode-se

a) a projeção oÌtogonaÌ de um segmento d€ reta
pode resultar numa semireta.

b) a prcjeção oÌtogonal de umâ Ìeta sempre resulta
numa Ìeta,

c) a projeção oÌtogonal de uma parábola Pode Ìe'
súar num segmento de reta.

d) a projeção ortogonal de um tÌiângulo pode re-
sultâÌ num quadÌiÌátero,

e) a projeção oítogonal de una circunfeÌência pode
resultar num segmento de reta.

10. (pu"est-SP) É correta a atumação:

a) Se dois piânos forem peÌpendicuhÌes, todo Pla-
no perpendicular a um deles será paraÌeÌo ao

b) Se dois planos foÌem perPendrcuÌares, toda Íeta
paralela a um deles será perpendicular ao outro

c) Duas retâs pâralelas a um pÌano são pâÌâlelas.
d) Se duas Ìetâs foÌem ortogonais reÍersas, toda

oÌtogonal a uma delas seráparalela à outra.
e) Se duas retas forem ortogonais, toda paÌâlela a

umâ delas será ortogonal ou perpendicuÌar à

1 1 . (vunesp-Sr) rntre todâs âs retas suportes das âres-
tâs de um certo cubo, consideÌe duas, / e s, reversas.
Seja r â perpendicúar comum a /e â5. Entãol

a) r é a reta supoÌte de uma das diagonais-de uma
das faces do cubo.

b) r é a reta suporte de uma das diâgonais do cubo.
c) r é a reta supote de uma das ârestas do cubo.
d) I é a reta que passa pelos pontos médios das ares-

tas contidas em / e r.
e) t é a reta peÌpendiculaÌ â duas faces do cubo,

por seus pontos médios.

t

1, Dâdas duas r€tas não coplanares, r e s, descreva, poÌ meio das carâcterísticâs dos seus etementos, o conlunto
Á dos planos que contêm r e são paralelos â r. QuaÌìtos elementos A possui? Reprcsente a situação por meio
de una Êgua.

2, A rerâ r contém o ponto g e Q é ponto de q s€ | € 5 não se €ncontraÌn, qual é a interseção dos plânos o € P,
sendoc[=(P,s)eÊ=(Q,rX

3. CompÌet€ coÌretamente a sentença e, a seguiÌ, esboce uma frgura repÌesentativâ da situação descrìtâ Dados

três pontos não colineares, o conjunto dos pontos eqüidistantes deles é À A âo plâno qu€ os contém

JDY


