Neste capitulo estudaremos entes geomeétricos,
como ponto, reta, plano, angulo e outros, sem nos
preocuparmos com medidas. Entretanto, para exem-
plificacdo e compreensao de algumas nog¢des, podem
aparecer figuras que representam sélidos a serem
estudados mais detalhadamente em capitulos pos-
teriores, na Geometria Métrica.

ogOes primitivas e
postulados

As primeiras nogbes na Geometria, chamadas
nocdes primitivas, sao as de ponto, reta, plano e espa-
¢o, conhecidas intuitivamente,
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As primeiras propriedades na Geometria, apre-
sentadas a seguir, sdo chamadas postuladoes (fatos
aceitos sem demonstracdo) e relacionam as nogdes

de ponto, reta, plano e espago.

= Postulado da existéncia
a) Existe reta, e numa reta, bem como fora dela,
ha infinitos pontos.
b) Existe plano, e num plano, bem como fora
dele, ha infinitos pontos.

» Postulado da determinacao
a) Dois pontos distintos determinam uma Uni-
ca reta que passa por eles.
b) Trés pontos n3o colineares determinam um
unico plano que contém esses pontos.
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a:(A,B,E).

Postulado da inclusao

Se uma reta tem dois pontos distintos num pla-
no, entao ela esta contida no plano.

Na figura a seguir, temos:

(A#B,r=ABACO,BE ) =rC0

Postulado das paralelas

Por um ponto passa uma Unica reta paralela a
uma reta dada.

Na figura abaixo, dada a reta r, temos: P Es,s /T,
s é Unica.

g

r

Esse postulado, conhecido também como postu-
lado de Euclides (300 a.C.), é a propriedade que
caracteriza a Geametria Euclidiana.

Determinacao de retas
e planos
Retas

Além da maneira indicada no item a do postulado

da determinag&o, uma reta pode ser determinada por
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um ponto e uma direc&o. Para determinar a reta r,
basta que tenhamos um ponto P Ere adirecdoder,
dada porumareta s, paralelaar.

Planos

Um plano pode ser determinado de quatro modos,
a saber:

- Por trés pontos nao colineares (item b do postu-
lado da determinagao)

B‘.‘ B.

Basta tomar em r dois pontos distintosAe B,e o
plano o. = (A, B, P) é o plano determinado por r e
P,istoé, o =(r,P).

& Por duas retas concorrentes

s T s A r
o,
- ~ _“/'J/’ E&'W-_
rMNs={P} AERBES
- 31.%"‘-'-.\ P ‘4-,:"”' ot
P g
"’./_ o \E\’

a=(s)
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Basta tomarum pontoAemreumpontoBems,
ambos distintos de P, e o plano .= (A, B, P) é 0
plano determinado porre s, isto é, o.= (1, s).

»- Por duas retas paralelas distintas

o=(rs)

Basta notar que duas retas distintas paralelas sao
coplanares; portanto, estdo num plano. Para per-
ceber que o plano € Unico, tomamos dois pontos
distintos, A e B, numa das retas e um ponto C na
outra. Assim, o plano o= (A, B, C) é o plano deter-
minado porres,isto é, o= (r, s).

Observe a seguinte analogia entre os entes geo-
meétricos citados:

= Um ponto divide a reta em duas semi-retas (opos-
tas) de mesma origem,

= Uma reta divide o plano em dois semiplanos
(opostos) de mesma origem.

# Um plano divide o espago em dois semi-espacos
(opostos) de mesma origem.

. Vamos resolver e comentar um teste para
- elucidar alguhs termos.
 Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F)
cada uma das sentencas:

a) Trés pontos distintos determinam um Unico
. plano.
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b)
c)

d)

Os vértices de um tridngulo sdo coplanares.
Se trés pontos s3o0 coplanares, entdo eles
sao colineares.

Portrés pontos distintos de uma circunferén-
cia passam infinitos planos.

Respostas e justificativas:

a)

b)

Falsa. Os trés pontos distintos podem estar
numa mesma reta e nesse caso eles nao de-
terminam um dnico plano (figura 1). Os trés
pontos precisariam ndo ser colineares para
que ficasse determinado um Unico plano (fi-
gura 2).

Verdadeira. Os vértices de um tridngulo sao
trés pontos ndo colineares. Eles determinam
um plano que contém o triangulo (figura 2).
Falsa. Trés pontos podem ser coplanares sem
estarem na mesma reta (figura 2).

Falsa. Trés pontos de uma circunferéncia ja-
mais podem estaralinhados, Assim, determi-
nam um dnico plano (figura 3).

o+

figura 1 figura 2

figura 3

Vejamos quantos sdo 0s planos determina-

dos por trés retas, duas a duas concarrentes, to-
das passando por um mesmo ponto.

Sendo a, b e ¢ as retas, ha duas possibilida-

des: ou as retas estdo num mesmo plano o
(figura 1) ou os planos 0.= (b, ¢), B = (a, ) e

’Y:

(a, b) estaa determinados (figura 2).

Lad

1
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"ad

£

figura 2

Logo, as trés retas determinam um ou trés

planas.

o+

L. Classifique cada sentenga como verdadeira (V)
ou falsa (F):
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a) Dado um ponto, existe uma tinica reta pas-
sando por ele.

b) Dado um ponto, existe uma reta passando
por ele.

¢) Dado um ponto, existem infinitas retas que
0 contém.

d) Dados dois pontos distintos, existe um pla-
no que os contém.

e) Trés pontos ndo alinhados determinam trés
retas.

f) Trés pontos ndo alinhados determinam um
plano.

g) Trés retas determinam um plano.

h) Um ponto e uma reta qué ndo o contém
determinam um plano.

i) Por trés pontos de um circulo passa um umi-
co plano.

i) Os semi-espagos sdo em numero de dois.

. Quatro pontos, A, B, Ce D, nao sao coplanares.

Quantos planos eles determinam? Quais sao?

E comum encontrarmeos mesas com quatro
pernas que, mesmo apoiadas em um piso pla-
no, balancam, obrigando a colocagdo de um
calco em uma das pernas. Com base no que
vocé estudou até aqui, explique por que iss0
acontece.
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“+. Quantos planos sdo determinados por trés re-
tas distintas, duas a duas concorrentes e que nio
passam por um mesmo ponto?

2. Quantos sio os planos determinados por trés
retas distintas, duas a duas paralelas?

. A figura abaixo representa um tetraedro ( pira-
mide de quatro faces). Quantos sio os planos
representados nessa figura? Quais sio eles?

A

Entre duas retas

Duas retas do espago podem guardar entre si as
seguintes posicdes relativas: coincidentes, concor-
rentes, paralelas e reversas.

Coincidentes

Duas retas s&o coincidentes quando equivalem
a uma Unica reta.

Concorrentes

Duas retas sao concorrentes quando tém um
Unico ponto comum.

i
P pIEES
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y =
(T it .

rMNs={P}

MEOSE T Gelns)

Paralelas

Duas retas distintas sdo paralelas quando sio
coplanares e ndo tém ponto comum.

rMMs=0 rCa,sCa o=(s)

Reversas

Duas retas distintas s3o reversas guando nag
existe plano que as contenha.

A figura abaixo representa um bloco retangular
em que todas as faces sdo retangulos.

Observe as retas r e t representadas sobre o
bloco:

rNt=J
Nao existe plano que contenhare't.

rets3oreversas

Utilizando-se de duas balizas um homem
mostra as quatro posicoes relativas entre duas
retas. Ildentifique qual é a posicao ilustrada em
cada item, ' ;

No item @, as retas s3o coincidentes.
Noitem b, as retas s3o concorrentes.

No item ¢, as retas sao paralelas.

No item d, as retas sdo reversas. b




Entre reta e plano

Uma reta e um plano podem ter as seguintes po-
sicdes relativas:

Reta contida no plano

Uma reta esta contida num plano quando todos
os pontos da reta pertencem ac plano. (Reveja o pos-
tulado da inclus&o, no inicio do capitulo)

rCo rfo=r
Reta e plano concorrentes (ou secantes)

Uma reta e um plano sdo concorrentes ou
secantes quando tém um Unico ponto comum.

rN o={P}
rfurac.em P
Péotracoderemo

Reta e plano paralelos

Uma reta e um plano sdo paralelos gquando n&o
tém pontos em comum.

o

ra=gJ

rfo
Vejamos agora uma propriedade importante do
paralelismo entre reta e plano.

Se uma reta a ndo estd num plano 0. e é
paralela a uma reta b do plano, entéo ela é pa-
ralela ao plano.

ad o
a/b
bC QO

=al

Lo

&1
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Entre dois planos

No espaco, dois planos podem ter as seguintes
posicdes relativas:
Coincidentes

Dois planos s&o coincidentes quando equivalem
a um mesmo plano.

Secantes

Dois planos sdo secantes (ou concorrentes)
quando s3o distintos e tém interse¢do ndo vazia.

Aintersecao de dois planos secantes € uma reta.

A reta comum a dois planos secantes € a
intersecdo deles ou o trago de um deles no outro.

o.e P secantes
oNPB=i
iéaintersecdode ole 3

Paralelos

Dois planos séa paralelos quando n&o tém ponto
comum.

o/p aNP=D
Yejamos uma propriedade importante do para-
lelismo entre planos.

Se um plano B contém duas retas concor-
rentes, a e b, ambas paralelas a outro plang,
0., entdo esses planos sao paralelos.

aC@p
bC B
aNb={P} p=0/P
ad o
b/ o




exercicios

%P Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F)

cada uma das sentengas a seguir:

a) Duas retas distintas que t¢ém um ponto co-
mum sio concorrentes.

b) Duas retas distintas sem pontos comuns sio
paralelas.

¢) Duas retas que determinam um plano sio
concorrentes ou paralelas.

d) Duasretas reversas podem ter ponto comum.

8.0 que se pode afirmar sobre a posigio relativa
das retas r e s em cada caso?

a) rMNs={p} ¢) rNs=

b) rNs=t

g. Complete em seu caderno:

a) Duas retas distintas podem interceptar-se
em A A,

b) Dois planos distintos podem interceptar-se
em & A.

¢) Se A, Be Psao pontos do plano o e deter-

b) Se Péotrago de rem o, que contém s, quais
sa0 as possivels posi¢des relativas entre r e 57

3. Julgue se as afirmacoes abaixo sdo falsas (F) ou

verdadeiras (V):

a) Dois planos distintos que tém uma reta co-
mum s30 secantes. '

b) Dois planos secantes tém infinitos pontos
comuns, ‘

¢) Se dois planos distintos sio paralelos, qual-
quer reta de um deles é paralela a qualquer
reta do outro.

d) Se dois planos distintos sao paralelos, qual-
quer reta de um deles é paralela ao outro.

e) Se duas retas sdo paralelas a um plano o,
elas pertencem ao mesmo semi-espago
determinado por 0.

f) Para que, em relacio a o, dois planos per-
tencam ao mesmo semi-espaco, é necessd-
rio que os trés planos sejam paralelos.

minam o plano [, entdo A A.
d) Se trés pontos determinam 4 A, eles tam-
bém determinam 4 4.
¢) Seduas retas sdao A 4 e nio tém ponto co- a) Se um plano o é paralelo a uma reta r, nio
mum, elas sdo & 4. existe plano que contenha r e alguma reta
f) Se duas retas distintas sdo 4 4 ou A &, de .
clas sdo coplanares. b) Se duas retas sdo reversas, qualquer plano
que contenha uma delas intercepta a outra.
c¢) Sendo o e B dois planos secantes de modo
quect Dref Ds,podemosterr Ns # &,
d) Trés planos que se interceptam dois a dois
podem ndo ter ponto em comum. - -

14, Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) cada
uma das sentencas abaixo:

10.0 que se pode afirmar sobre a posigio relativa
entre a reta r e o plano o em cada caso?
a) rNo=r c) rMNo={P}
b) rNoe=0

a4 . ’

11. Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) - _ .
cada uma das afirmagoes abaixo. A seguir, 15. se dois planos paralelos sdo interceptados por
para cada situagdo verdadeira, dé a posicio re- um outro plano, o que ocorre com as interseoes?

lativa entre o plano e a reta em questio. \ ] ] .
X iB.a figura abaixo mostra um sélido geométrico,

a) Umaretaeum plano podem ter em comum i
o cubo, em que todas as faces sio quadradas,

um unico ponto,

b) Umaretae um plano podem ter em comum a) Dé a posicdo relativa entre;

exatamente dois pontos. 1. ADe FG
¢) Uma reta e um plano podem néo ter pon- 2. EFe AR
tos em comum. 3, A'—B* e FH
d) Umaretaeum plano podem ter em comum —
: : 4. AGeBF
infinitos pontos.
5. (A,B,D)e
« 12. Responda: (C,EG)
¢ a) Se uma reta r é paralela a um plano o ¢ s é 6. (A, G,E)eDH ‘
uma reta de o, quais s3o as possiveis posi- 7. (A,D,H)e(B,C,G)

goes relativas entre r e s? b) Cite quatro pares de retas reversas.
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17. Sendoa.// B e r concorrente com 0., 0 que ocor-
re entre r e ?

18, r ¢ uma reta de o e s é uma reta de B. Quais sdo
as possiveis posicoes relativas entre r e s, sendo

o/l B2

‘19 Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F)
cada afirmagdo:

a) Se uma reta r passa através de um plano o,
existe em 0. uma reta s, de modo que re s
sd0 reversas.

b) Se dois planos sdo secantes, uma reta de um
deles e uma reta do outro podem ser con-
correntes.

c) Se dois planos distintos séo paralelos, uma
reta de um deles e uma reta do outro po-
dem ser concorrentes.

d) Sedois planos sdo secantes, uma reta de um
deles pode ser reversa com uma reta do
outro.

Perpendicularidade

Retas ortogonais

Duas retas sdo ortogonais quando s&o
reversas e a paralela a uma delas, conduzida

|
|
%
por um ponto da outra, € perpendicular a esta. f

Notemos que a e b s3o reversas, e se uma reta
b, paralela a reta b e concorrente com a, € perpendi-
. cularareta @, entdo as retas a e b 530 ortogonals.

“perpendicular”
- perp
alyb
alb
““ortogonal”

Para facilitar o entendimento, veja o cubo da
figura: '

b

alb

callp
(Reveja o exercicio 14, itens b e d)

Se duas retas formam angulo reto entre si, s&0:

# ortogonais, se forem retas reversas;
w perpendiculares, se forem retas coplanares.

- Reta e plano perpendiculares

Uma reta concorrente com um plano, num
ponto 0, é perpendicular ao plano quando € per-
pendicular a todas as retas do plano que pas-
sam por 0.

|
.|

0 ponto 0 é chamado pé da perpendicular.

A definicdo impde, como condi¢ao, que areta a
seja perpendicular a todas as retas de 0. que pas-
sam por 0, como vemos na figura acima. Na pratica,
porém, hd um modo mais simples de assegurar que
alo.

Assim, ¢ vélida a propriedade:

Se uma reta a é perpendicular a duas re-
tas, b e ¢, concorrentes de um plano @, entao .
ela é perpendicular ao plano.

Observe a figura: a

e

e

b \\‘

t
4'\__‘_PA,.--()‘: e 04 c
!

o Y et
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Se forem satisfeitas todas as condigdes: Quando dois planas secantes nao sdo perpendi-
6 Tk culares, eles s&o ditos obligues. Veja a figura a seguir.

alc
cCo
bCo
bMNc={0}

podemos garantir que a reta a é perpendicular ao pla-
no, ou seja, a L a.

Uma decorréncia importante sobre a propriedade
gue acabamos de ver é que se a reta a é perpendicu-
lara um plano c.em 0, a forma dngulo reto com qual-
quer reta de o Sendo r e s duas retas de o, temos:

Assim, vejamos uma propriedade importante so-
bre a perpendicularidade de dois planos:

B rpassapor0=a L r;
m- sndopassapor0=als,

Se dois planos, ¢t e B, sdo perpendiculares
e uma reta rde um deles () é perpendicular 3
intersegdo / dos planos, entdo ela é perpendi-
cular ao outro plano ().

Se areta r passa através do plano ¢t e rndo é
perpendiculara ¢, dizemos que r e 0t sd0 obliguos.
/e r

Planos perpendiculares

Dois planos sao perpendiculares quando
um deles contém uma reta perpendicular ao
outro.

exercicios

Na figura abaixo, qualguer plana que contenha a 20, Classifique cada afirmagéio abaixo como verda-
deira (V) ou falsa (F).

a) Se duas retas formam 4ngulo reto, elas sio
perpendiculares ou ortogonais.

b) Se duas retas sio ortogonais, toda paralela
a uma delas é perpendicular 2 outra.

¢) Se duas retas sdo ortogonais, toda paralela
a uma delas forma dngulo reto com a outra.

d) Se duas retas sdo paralelas, toda perpendi-
cular a uma delas forma angulo reto com a
outra.

reta a € perpendicular ao plano [3.




24, Verdadeiro ou falso?

a) Uma reta perpendicular a um plano forma
4ngulo reto com qualquer reta do plano.

b) Ser Ls,sCP,entdor L B.

¢) Se uma reta e um plario sdo perpendicula-
res, toda perpendicular a reta dada é para-
lela ao plane.

d) Duas retas perpendiculares a um plano po-
dem ser reversas.

2 2. Interprete, por meio de uma figura, a sentenga:
oy Bt
rC o
sCp
r/s
A seguir, escreva em linguagem corrente o enun-
ciado da proposi¢ao.

=r#i e s/i

23. Comente a seguinte afirmagdo: “Se uma reta r é
perpendicular a uma reta s de um plano ¢, en-
tdo ela é perpendicular a todas as retas de ¢ ¢,
portanto, é perpendicular a o/

24.. Analise a sentenca abaixo, atribuindo-lhe V (ver-
dadeira) ou F (falsa).

“Dadost Ls,rCaosCPea# B, é possivel
afirmar que ot L B

25. Faga uma descri¢io geométrica detalhada de
cada figura:

a) . =

£B. (U. E Uberlandia-MG) Em relagio a parale-

>

lismo e perpendicularismo no espago, decida
se cada uma das afirmagdes abaixo ¢ verdadei-
ra (V) ou falsa (F).

a) Duas retas distintas que sdo paralelas a um
mesmo plano séo paralelas entre si.

b) Duas retas distintas sem pontos comuns sdo
paralelas.

c) Se dois planos distintos sdo paralelos entre
si, entdo, toda reta de um desses planos ¢é
paralela a alguma reta do outro plano.

d) Se uma reta e um plano sdo perpendicula-
res, toda reta perpendicular & reta dada estd
contida ou é paralela ao plano.

Complete em seu caderno cada sentenca com
0s simbolos convenientes para torné-la verda-
deira:

a) afif

nla}::»[_);.&&.n

b) Bla
Bno=r;=shhoeshhf
sir

Projecdes ortogonais
sobre um plano

Projecao de um ponto

plano é o pé da perpendicular ao plano condu-
zida pelo ponto.

A projecdo ortogonal de um ponto sobre um




Na figura acima:

B P'é a projecdo ortogonal de P sobre o
(indicacdo: P' = proj,, P);

¥ 0. € o plano de projecao;

» aretaPP éareta projetante de P.

Além disso:

A'=proj, A B =B=proj,B C=proj,C

Projecao de uma reta

A projecdo ortogonal de uma reta r sobre
um plano o pade ser um ponto ou uma reta.

Vejamos:

B Se a reta r é perpendicular ao plano o, sua
proje¢do sobre ele € o trago da reta no plano.

r

P"=proj,, r

B Se aretarndo é perpendicular ao plano @, sua
projecao ortogonal sobre o é o trago (interse-
cao) em 0, do plano B perpendicular a o, con-
duzido porr.

o
r=projg r
B é o plano projetante de .

Projecdo de um segmento
de reta

A projecdo ortogonal de um segmento de
reta AB sobre um plano . pode ser um ponto ou
um segmento.

Vejamos:

= Seosegmento dereta ABé perpendicular ao pla-
no @, sua proje¢do ortogonal sobre o plano é um

ponto P, que € o trago da reta AB em L.
A

»- Seosegmentodereta ABndo é perpendicular ao
plano o, basta projetar suas extremidades sobre
0. para obter a projecao do segmento.

/E
Al H

A oL - e

e

Assim, temaos:

A’ = proj, A B'=proj, B 'B'=proj, AB

Projecdo de uma figura

A projecdo ortogonal de uma figura sobre um
plano € a conjunto das projegdes ortogonais dos
‘pontos da figura sobre o plano.

Na figura abaixo, temos F' = proj, F.




No caso em que um plano paralelo a 0. contém a
figura a ser projetada, a figura e sua projecao séo

congruentes.

§ o

%ﬁ %5#
Disténcia entre dois pontos

‘A distancia entre dois pontos distintos, A e
B, é o segmento de reta AB ou qualquer seg-
mento congruente a ele.

Se A e B coincidem (A = B), a distancia entre eles
é nula,

A distancia métrica entre A e B € a medida do
segmento AB.

Indicamaos por d, g a distancia de A a B, ou a dis-

tanciade BaA.
B

-
v

dA,B:dB,A

Distancia de ponto a reta

Adisténcia de um ponto a uma reta é a distancia
desse ponto ao pé da perpendicular a reta conduzida
pelo ponto.

Na figura, PP é perpendicularar, comP'emr.

i\/

IBES .

Indicamos por dp . a distanciade Par, ou adistan-
cia de r a P. Ela pode também ser indicada por dp p-

Disténcia entre retas
paralelas

A distancia entre duas retas paralelas é a distan-

cia de um ponto qualquer de uma delas a outra reta.

Na figura abaixo, temos P €, PP’ perpendlcular

as,comP Es.
r
p .

N\ ;
b ol

ds=dps=dpp

Indicamos por d,  a distancia de r a s, ou a dis-
tancia de s ar. Ela pode também ser indicada por dp
oudp oudpp.

Distancia de ponto a plano

Adistancia de um ponto a um plano é a dis-
tancia do ponto a sua proje¢do ortogonal no

plana.

Na figura abaixo, temos P’ = proj, P.

dp o =dpp

Indicamos por dfp , a distancia de P a ¢, ou a dis-
tancia de 0. a £ Ela também pode ser indicada por dp p-

Distanci
g@%ﬂ%&”agﬁﬂ@ﬁ

entre reta e plano

A distancia entre uma reta e um plano pa-
ralelos € a distancia de um ponto qualquer da
reta ao plano.

Na figura abaixo, temos P € r e P'= proj, P

Indicamas por d, , a distancia de ra o, ou a dis-
tancia de o a r. Ela pode também ser indicada por
dp o OU dp p.
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Distancia entre planos

A
paralelos &'ﬁgﬁgﬁﬁ

Ja ¢ conhecido o conceito de angulo entre duas
A distancia entre dois planos paralelos é a retas concorrentes.

distancia de um ponto qualquer de um deles
ao outro plano.

ﬂﬁg%ﬂgﬂ entre retas reversas
Na figura abaixo, temos P € B e P'= proj,, P '

Angulo entre duas retas reversas ¢é aquele
formado por uma delas com a reta paralela a
outra, conduzida por um ponto da primeira.

dyp=dpg=Cpp Na figura abaixo, 0 Angulo das retas r e s reversas

. . € 0 angulo da retar com areta s'paralela a reta s por
Indicamos por d, g @ disténcia de cva 3, ou a :
; ; ' ; . . um ponto 0, pertencente 3 reta r.
distancia de [ a oL Ela pode também ser indicada s
por dp ¢ 0U dp p-

tiE;Q:E::*
Distancia entre duas retas

f €5 reversas
reversas
0Er
A distancia entre duas retas reversas é a 0Es'es' /s
distancia de um ponto qualquer de uma delas S =ter

ao plano que passa pela outra e é paralelo a
primeira.

. Angulo entre reta e plano
Para se achar a distancia entre duas retas ) '
reversas, r e s, conduz-se por uma delas (por exem- o 5
) . Angulo entre uma reta e um plano obliquos
plo, s) um plano o paralelo 3 outra (r) e se obtém a

T _ é aquele farmado pela reta com sua projecdo
distancia dessa outra reta (r) ao plano «.
ortogonal sobre o plano.

Na figura & direita, temos P € r e P'= proj,, P.

I'=projg r
Indicamos por d; . a distancia de ra s, ou a dis- =t
tancia de s a r. Ela também pode ser indicada por
i S s B A Quando uma reta e um plano s&o perpendicula-
I T—— res, o angulo por eles formado € reto.

Quando uma reta esta contida num plano ou é

B ds=d; o= dp o= ps paralela a ele, dizemos que o angulo da reta com o
B~ O € 0 plano que passa pors e é paraleloar. plano é nulo.

oy

~
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Angulo entre dois planos

Quando dois plancs s&o obliquos, todareta de um

deles perpendicular a intersecdo é chamada reta de
maior deciive desse plano em relagdo ao outro. As-
sim, podemos definir:

mada por uma reta de maior declive de um de-
les com o outro plano.

Angulo de dois planos obliquos ¢ aquele for-

o e P s3o planos obliquos
oNP=i

rCRerli

T

af=fc

- < o
o U B, indicado por 03, é chamado diedro ou
angulo diedro;

- - Sty -

8 é amedida do angulo rPr'— chamado segéo nor
mal do diedro — e € a medida do diedro.

Além disso:

0 angulo de dois planos perpendiculares é reto;

o0 angulo entre dois planos paralelos € dito nulo.

L]

exercicios

28. Avalie se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras

(V') ou falsas (F).

a) A projegdo ortogonal de um ponto sobre
um plano pode nio ser um ponto.

b) A projecdo ortogonal de uma reta sobre um
plano é sempre uma reta.

c) Projetando sobre um plano um segmento
de reta obtemos um segmento paralelo a ele,
ou um ponto.

d) A projegiao de um angulo reto sobre um pla-
no ¢ sempre um 4ngulo reto.

e) O comprimento da projecao de um seg-
mento sobre um plano pode ser maior que
o comprimento do préprio segmento.

Lad

f) Existea possibilidade de, ao projetarmos so-
bre um plano um quadrado, obtermos um

segmento de reta maior que o lado do qua-
drado,

2%, Duas retas paralelas r e s sdo projetadas ortogo-

nalmente sobre o plano ¢. Quais sdo as posi-
coes relativas das projecdes?

30. Dois circulos concéntricos coplanares sio pro-

jetados ortogonalmente sobre um outro plano.
Sabendo-se que a projecdo é um segmento de
reta, pergunta-se:

a) Qual ¢ a posi¢do relativa entre os planos?
b) Qual é a medida da projecdo obtida?

31.Na figura abaixo, estao representados o plano T,
que contém BC, e o plano que contém o tridn-
gulo retdngulo ABC e é perpendicular a m;
r passa por C e é paralela a AB.

A

i

Considerando as defini¢cdes de distancias apre-
sentadas no presente capitulo, enumere fodas
as distdncias mostradas na figura.

32. Classifique cada item como verdadeiro (V) ou

o

falso (F):

a) Adistincia de um ponto a um plano é a dis-

tancia do ponto a qualquer ponto do plano.

A distincia entre um ponta e um plano é a

reta perpendicular ao plano pelo ponto.

¢} A distincia entre uma reta e um plano pa-

ralelos é a distdncia de um ponto qualquer

da reta a um ponto qualquer do plano.

A distincia entre uma reta e um plano pa-

ralelos é a distdncia de um ponto qualquer

da reta ao plano.

e) A distincia entre dois planos paralelos é a
distancia de um ponto qualquer de um de-
les a um ponto qualquer do outro.

) A distdncia entre dois planos paralelos dis-
tintos ¢ igual a distancia entre uma reta de
um deles e o outro plano.

b)

d)

bl T T
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(Ucsal-BA) Sejam duas retas distintas r e s e dois
planos distintos o e p.

a) Ser//sec/ B, entior / c.
b) Ser L oer L B, entdioo /[
¢) Serffoer Ls,entdos /o
d) Seax L PerCo,entdor L f.
e) SerLoerls entios Lo

{PUC-SP) Em relagdo ao plano ¢, os pontos A e B
estdo no mesmo semi-espago € 0s pontos A e Cem
semi-espacos opostos. Em relagdo ao plano P, os
pontos A e B estdo em semi-espagos opostos, bem
como os pontos A e C. E correto concluir que o
segmento BC:

a) éparaleloac N P.

b) encontractef.

c) encontra 0, mas nao f.

d) encontra [§, mas ndo .

e) ndo encontra nem ¢ nem .

(Mackenzie-SP) 1, 5 e  sdo retas distintas tais que s L r
et L r. Relativamente as retas s e ¢, é correto afirmar
que elas podem ser:

a) unicamente paralelas ou concorrentes.
b} unicamente paralelas ou reversas.

¢) unicamente concorrentes ou reversas.
d) paralelas, concorrentes ou reversas,

e) unicamente reversas.

(Unit-SE) Considere as afirmagdes seguintes:

L. Existem retas paralelas contidas em dois planos
nio paralelos.

II. Se dois planos distintos sdo paralelos entre si,
uma reta de um deles e uma reta do outro po-
dem ser concorrentes.

111. Seuma reta é perpendicular a duas retas distintas
de um plano, entio ela ¢ perpendicular ao plano,

E correto afirmar que:

a) I, 1IeIIl sdo verdadeiras.

b) L II eIl sdo falsas.

c) apenas ! ell sdo verdadeiras.
d) apenas] é verdadeira.

e) apenas Il é verdadeira.

(U. E. Londrina-PR) Sio dadas as proposi¢des:

I. Duas retas distintas determinam um tnico
plano.
11. Se duas retas distintas sdo paralelas a um plano,
entdo elas sdo paralelas entre si.
Se dois planos distintos séio paralelos entre si,
entdo toda reta de um deles ¢ paralela a umareta
do outro,

III.
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E correto afirmar que apenas:

a) Iell sdo verdadeiras.
b} Telll sdo verdadeiras.
c) I elll sdo verdadeiras.
d) Iéverdadeira,

e) III é verdadeira.

(Unifor-CE) Considere num plano ¢ os pontos A4, B,
C e D, dois a dois distintos. Se uma reta MN é per-
pendicular a o0 em D, qual dos dngulos seguintes é
reto?

a) ADB d) MNB
b) ADN e) BDC
c) ABC

(UFE-RJ) Considere um plane ¢, uma reta r concor-
rente com ¢, um ponto P que ndo pertengaa rnem a
o, ¢ as seguintes afirmacdes:

I. Aretas,que passa por P, intercepta re é paralela
a o € Unica.
II. O plano P que contém P e r intercepta c.
III. Qualquer reta que passe por P e seja paralelaa o
intercepta r.

E correto concluir que:

a) asafirmacdes I e I1I sdo verdadeiras,
b) asafirmacoes I e II sdo verdadeiras.
c) asafirmacdes II e I1I sdo verdadeiras.
d) todas as afirmagdes sdo verdadeiras.
e) todas as afirmacdes sdo falsas.

(UF-BA) E correto afirmar que:

a) se uma reta r é ortogonal a duas retas concor-
rentes de um plano o, entdo r é perpendicu-
laraco.

b) duas retas distintas, paralelas a um mesmo pla-
no, sio paralelas entre si.

c) uma reta paralela a um plano é paralela a qual-
quer reta que pertenga a esse plano.

d) se dois planos sdo perpendiculares, toda reta de
um deles forma éngulo reto com qualquer reta
do outro plano. '

e) dois planos paralelos 2 uma mesma reta sio pa-
ralelos entre si.

(U. E Sdo Carlos-SP) Considere um plano o e um
ponto P qualquer do espago. Se por P tragarmos a
reta perpendicular a ¢, a intersecdo dessa reta com o
¢ um ponto chamado proje¢io ortogonal do ponto
P sobre 0. No caso de uma figura F do espago, a
projecio ortogonal de F sobre ol é definida pelo con-
junto das proje¢bes ortogonais de seus pontos.



Com relagdo a um plano o qualquer fixado, pode-se
dizer que:

a)
b)
c)
d)

e)

a projecdo ortogonal de um segmento de reta
pode resultar numa semi-reta.

a projecio ortogonal de uma reta sempre resulta
numa reta.

a projegao ortogonal de uma parabola pode re-
sultar num segmento de reta.

a projecdo ortogonal de um tridngulo pode re-
sultar num quadrilatero,

a projecio ortogonal de uma circunferéncia pode
resultar num segmento de reta.

10. (Fuvest-SP) E correta a afirmago:

a)

Se dois planos forem perpendiculares, todo pla-
no perpendicular a um deles serd paralelo ao
outro,

Se dois planos forem perpendiculares, toda reta
paralela a um deles serd perpendicular ao outro.

d)

e)

Duas retas paralelas a um plano sdo paralelas.
Se duas retas forem ortogonais reversas, toda
ortogonal a uma delas serd paralela 2 outra.

Se duas retas forem ortogonais, toda paralela a
uma delas serd ortogonal ou perpendicular a
outra.

i il (Vunesp-SP) Entre todas as retas suportes das ares-
tas de um certo cubo, considere duas, r e s, reversas.
Seja t a perpendicular comum a r e a 5. Entao:

t é a reta suporte de uma das diagonais de uma
das faces do cubo.

t é areta suporte de uma das diagonais do cubo.
t é a reta suporte de uma das arestas do cubo.

t é areta que passa pelos pontos médios das ares-
tas contidasem r e s,

t é a reta perpendicular a duas faces do cubo,
por seus pontos médios.

1. Dadas duas retas nao coplanares, r € 5, descreva, por meio das caracteristicas dos seus elementos, o conjunto
A dos planos que contém r ¢ sio paralelos a s. Quantos elementos A possui? Represente a situagdo por meio |
de uma figura.

2. A reta r contém o ponto P, e Q é ponto de s; se r ¢ s ndo se encontram, qual ¢ a intersecao dos planos e e B,

sendoo=(Ps)eB=(Q;r)?

3. Complete corretamente a sentenca e, a seguir, esboce uma figura representativa da situagao descrita: Dados

&

trés pontos ndo colineares, o conjunto dos pontos eqilidistantes deles ¢ 4 & ao plano que os contém.
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