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E ai jovem estudante guerreiro e futuro aprovado desse Brasil! Saudoso para continuar seus es-
tudos? Pois entdo, jovem, aqui vocé encontrara a nossa sequéncia légica da geometria espacial. Es-
taremos versando hoje acerca das piramides e dos cones, sélidos com extrema recorréncia nos seus
exames.

Analisaremos os seus elementos basicos, definicdes, métricas, areas e volumes. Também daremos
um enfoque maior acerca do tetraedro regular, sélido complicado e cheio de métricas proprias.

Depois disso, versaremos sobre os cones, sélidos também cheios de métricas préprias. Area lateral,
volume, métricas internas, planificacdes, e etc.

Vamos I3, entao, jovem? Partiu!
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1.1- DEFINIGAO E ELEMENTOS BASICOS

Uma pequena intuigao sobre o conceito de piramides

Inicialmente, para podermos construir uma piramide de modo formal, considere um plano e um ponto

ndo-pertencente a esse plano, como abaixo:

Agora, desenhe um poligono qualquer nesse plano:

Um poligono possui, naturalmente, vértices. O que faremos agora é conectar cada vértice ao ponto

externo ao plano. Vejamos uma primeira conexdo, para que vocé tenha uma melhor ideia do que
faremos:
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Conecte entdo o ponto ao restante dos vértices do poligono:

A figura obtida “entre” o plano e o ponto, é o que chamamos de uma pirdmide. Destaquei a

priamide construida para que vocé possa enxerga-la melhor, veja:
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Veja a seguir alguns exemplos de piramides:

A intuicao correta para piramides é esse aspecto pontiagudo que elas possuem. Uma ponta que
se conecta a todos os vértices de um poligono plano qualquer.

Ao lado podemos ver as Piramides do
Egito. Aproveite para tentar visualiza-las
de acordo com a definicao formal de cons-
trucdo que acabei de te dar. Consegue
vé-las dessa forma? Imagine o solo como
o plano que te apresentei e seus topos
como o vértice fora do plano. Use sua
imaginacao e tente visualizar essas cons-

trucdes de acordo com a nossa padroni-

zacdo! Isso ajudara na sua visdo espacial

€ Na proporgao em que a sua mente a imagina. Bom, vamos continuar entao.
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Elementos da piramide

Observe a piramide abaixo.

Nessa piramide destaquei alguns elementos importantes que nos serdo muito Uteis no decorrer

de nossos estudos. Vamos 13, entdo, falar um pouco sobre esses elementos:

Vértice da piramide: é o ponto V, ponto externo ao plano da base que se conecta a todos os

seus outros vértices;

* Arestas laterais: S3o as linhas que conectam o vértice da piramide aos vértices de sua base. Em
nossa piramide de exemplo sdo os segmentos VA, VB, VC, VD, VE e VF;

e Altura da piramide: E a distancia do vértice ao plano da base. Em nossa figura, é identificada

pelo segmento AO.

¢ Arestas da base: S3o os segmentos que constroem o poligono contido no plano da base. No

nosso exemplo, sdo os segmentos: AB,BC,CD,DE, EF e AF.

e Apétema’ da base: Nem todas as pirdmides possuem apétema da base, apenas quando sdo
regulares (veremos sobre as classificagdes de piramides daqui a pouquinho). Quando uma pi-

ramide é regular, chamamos de apdtema da base o segmento que une o centro do poligono da

LEsse conceito foi estudado em nossa aula de circulos; ndo se esqueca de retornar 13 e dar uma olhada caso tenhas duvidas
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base ao ponto médio de uma das arestas da base (um exemplo é o segmento azul-escuro da

figura de exemplo).

e Apotema da piramide: O apdtema da piramide, presente apenas em piramides retas e regulares,
€ 0 segmento que une o seu vértice ao ponto médio de uma das arestas da base. Um exemplo é

o segmento vermelho que podemos enxergar na figura, de medida n.

e Raio circunscrito a base?: E o raio do circulo que circunscreve a base da pirdmide. Esse elemento

esta presente também apenas em piramides regulares.
Classificagdes das piramides

Algo importante acerca da altura é que nem sempre ela sera projetada no interior da base. Observe
a figura abaixo:

Podemos ver ao lado uma piramide em que

a altura é, de fato projetada no centro geomé-
trico do poligono da base. Quando isso acon-
tece, a piramide é dita uma piramide reta.

As piramides retas sao muito mais comuns
em exercicios do que as ndo-retas (que vere-
mos em seguida), mas isso ndo impede que as
incomuns ndo versem em seu concurso. Bom,

vamos dar uma olhada em uma piramide que

nao seja reta. Tudo bem até aqui, jovem? En-
tao, vamos |4 (ndo se esqueca de revisar tudo aquilo que nao tenha ficado claro, jovem; isso é muito,
muito importante).

Ao lado podemos ver um outro tipo de pi-
ramide: as pirdmides obliquas. Observe que
a sua altura ndo se projeta no centro do poli-
gono da base. Ela ndo precisa necessariamente
se projetar fora da base, basta que nao seja no

centro do poligono (condi¢dao necessaria e sufi-

ciente para ser obliqua).

Um fator importante: em geral, as literatu-

ras de matematica ndo admitem apdtema de

pirdmide para piramides obliquas, lembre-se disso. Bom, agora vamos as piramides regulares.

2Conceito também analisado na aula de Circulos.
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Uma pirdmide sera dita regular quando o seu poligono da base for regular3. As piramides regulares
sao, junto com as piramides retas, as mais comuns nos concursos militares. A piramide que vimos ha

algumas pdginas é uma piramide regular, veja:

\%

N3o estou a redesenhando aqui simplesmente para relembra-lo de sua regularidade, jovem. E
porgue piramides retas regulares tém algumas métricas Uteis que enunciarei aqui.

Para a primeira, preciso que olhes para o triangulo VM B. Sabemos que VM é um apdétema dessa
piramide. Entdo, M é ponto médio de AB, isto é, VM é uma mediana de AVAB. Porém, veja que
o tridngulo VAB é isésceles (pois a piramide é reta e regular). Entdo, como VM é mediana, também
serd altura e bissetriz (conceitos vistos em nossa primeira aula de geometria plana). Dai, o triangulo
VMB é retangulo, pois ZVMB = 90°. Podemos entdo utilizar o Teorema de Pitagoras nesse triangulo

para chegar a seguinte equacdo: VB2 = VM? + MB?, ou seja:

30 conceito de poligonos regulares também ja foi visto; foi visto poela primeira ver na aula de Poligonos e pela segunda vez na aula de Circulos, aonde foram
estudados de um ponto de vista métrico.
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O préximo triangulo a ser notado é o triangulo retangulo VMO, reto em O. Aplicando o Teorema

de Pitdgoras nesse triangulo, obtemos:

n? =m?+ h

Finalmente, perceba o triangulo retangulo VCO, também reto em O. Aplicando novamente o Teo-

rema de Pitagoras, temos:

¢* =h’ 4+ R%,

De forma alguma, coruja! Nao, nao e nao. es-

sas expressoes estao aqui representadas para que

O sr. aconselha
que eu memori-
ze essas formulas?

vocé saiba que existam e para que vocé tenha

autonomia para a construcao dos triangulos por
conta propria, tudo bem? Nada de ficar decorando
essas formulas esparsas, vocé vai acabar se con-
fundindo. O importante, como disse, é que vocé
saiba construir os tridingulos. Esse é o verdadeiro ouro dessa teoria, tudo bem, coruja? Tudo bem,

jovem estudante? Entao, vamos la, continuando!

Nomenclaturas

Uma piramide é nomeada quanto ao género do poligono de sua base. Entdo, se uma piramide possui
um pentdgono como poligono da base, diremos que se trata de uma piramide pentagonal. Se o
poligono da base tiver seis lados, diremos que se trata de uma piramide hexagonal.

Um detalhe importante: o numero de faces de uma pirdmide é sempre uma unidade superior a
sua classificagdo. Uma piramide hexagonal, por exemplo, tem sete faces, mesmo que seu poligono

da base tenha apenas seis. Tudo bem, jovem?
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1.2- AREAS E VOLUMES EM UMA PIRAMIDE

Area lateral de uma piramide qualquer

Considere uma piramide qualquer, como a abaixo:

Qualquer face que ndo seja a base é chamada de uma face lateral. Veja abaixo uma das faces

laterais da piramide acima destacada:

A area lateral Sy de uma pirdmide sera a soma de todas as suas faces laterais.
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Area total

A area total de uma piramide (identificada por S;) é a soma de sua area lateral com a area da base.

Algebricamente, temos:

St:S£+Sb.

Volume de uma piramide

Considere uma piramide cuja area da base seja Sy, e cuja altura seja h. Seu volume pode ser calculado
da seguinte forma:

Podemos dizer entdao que uma piramide possui um terco do volume de um prisma, baseando-nos

na formula de volume que aprendemos na nossa ultima aula.
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1.3- TETRAEDRO REGULAR

Area total

Considere o tetraedro regular a seguir:

Ja tracei em seu interior alguns segmentos que nos serdao importantes no decorrer das demonstra-
¢coes que faremos a seguir. Estarei recorrendo continuamente a essa figura, entao, tenha-a entendido
bem.

Comecarei falando sobre a sua drea total, que nada mais é que a soma das areas de quatro trian-
gulos equilateros, correto? Devemos aqui nos lembrar de que a drea de um tridngulo equildtero de

lado £ pode ser calculada da seguinte forma:

A V3
4
" "y , V3.
Como se tratam de 4 triangulos equilateros, temos uma éarea total de Sy =4 - 2 isto é:
S¢ = 2V3.
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Apotema e altura do tetraedro

Calcular a altura de um tetraedro regular pode ser um desafio para quem ndo estd acostumado com

geometria espacial. Vamos |3, com calma, e sempre remetendo aquela figura inicial dessa se¢dao sobre
tetraedros. Sigamos.

Em primeiro lugar, veja que VM é a altura do tridangulo equildtero VAB. Sabemos que um trian-

o . €v3 , n .
gulo equildtero de lado { possui altura %— (que nesse caso, além de altura do tridangulo equilatero,

também é o apdétema dessa piramide, consegue ver isso, jovem?); dessa forma, podemos concluir

W3
que VM =n = 5
Agora, observe o triangulo BGM, que na figura esta deitado no chdo (contido na base). Podemos
nos utilizar de trigonometria para concluir o seguinte:

tg30° = -
2
v3_2m
3 0
6m = V3
w3
6
Calculamos entdao o apotema da base:
b3
=

Agora, para encontrarmos a altura do tetraedro, basta aplicar o Teorema de Pitagoras no triangulo
VMG, retoem G:

VM? = VG* + GM?

n? =h?4+m?

h2 =2 — m2

e (B3Y L (W3
S\ 2 6
2.3 (.3

2_ - - * -

he= 4 36
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2 2p2
h2 2713236 3¢
h? = %
h? = %
2
=
E dai, temos que:

Volume

Visto que a base de um tetraedro regular é um triangulo equilatero, podemos concluir que a area de
2

4

e
altura h de um tetraedro pode ser calculada por h = 3 Dessa forma, teremos:

sua pode ser calculada por Sy, = , area de um triangulo equildtero. Ja vimos também que a

Dessa forma, concluimos que:

@ Matematica lll p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - P6s-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br 15

95260528891 - Mirele Barbosa Freitas



Italo Marinho Sa Barreto
Aula 10

Angulo entre duas faces

Se alguma questdo em algum momento Ihe perguntar o 4ngulo entre duas faces* de um tetraedro,
remeta esse angulo sempre ao angulo ZVMG. Chamarei esse angulo de ¢, isto ¢, ZVMG = o.

Observando o triangulo VMG, temos:

m
coscp:R

W3
cos<p:L

&3

2

W3 2
COS(p:T'm
coscp:%.

Dessa forma, temos finalmente que:

1
(p = arccos .

4Em algumas bibliografias conhecidas e adotadas esses angulos sdo chamados de dngulos diédricos.
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1.4- SOLIDOS SEMELHANTES E TRONCO DE PIRAMIDE

Sdlidos semelhantes

Considere uma piramide como a abaixo, de altura H:

Vv

Agora considere uma sec¢ao paralela ao plano da base, como a seguir:

\%

Perceba entdo forma em que a nossa piramide fica dividida. Analisemos esse corte mais a fundo:
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Percebemos que uma piramide menor surge, a piramide VA’B’C’D’E’F’, e veja que ela esta con-
tida na piramide maior, a piramide VABCDEF. Esse tipo de formagdo constréi um novo tipo de re-
lacdo: a relacdo de sdlidos semelhantes. Podemos dizer, nessa figura, que as piramides VABCDEF
e VA'B’C’'D’E’F’ sdo semelhantes.

Vamos considerar que a altura, o volume e a drea da base de VABCDEF sejam, respectivamente,

H, V e Sy. Considere também que a altura, o volume e a area da base de VA’B'C’'D’E’F’ sejam,
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respectivamente, h, V' e S{). Dessa forma, é possivel demonstrar que:

\%
\7:

H

h

)

Para dreas, também é possivel demonstrar que:

Tronco de piramide

Na figura, anterior, o tronco da pirdmide foi justamente a regiao inferior ao plano de corte, isto é,
a regidao que ndo contém o vértice da piramide. Abaixo n[os temos um exemplo de tronco de cone,

baseado na sec¢ao anterior:

Demonstrarei agora como podemos desenvolver a férmula para o calculo do volume do tronco de
uma piramide. Bom, vamos |a a demonstracao.

Em primeiro lugar, vamos a algumas nota¢des. Um tronco de piramide possui duas bases: a su-
perior e a inferior. Chamarei a area da base inferior de B, enquanto a area da base superior sera
chamada de b.

Uma outra nomenclatura que utilizarei nessa demonstracao depende da formacdo do tronco ainda

enquanto uma piramide completa. Nossa figura, antes do corte, era como segue:
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Vamos considerar que o volume da piramide superior seja V', da piramide total V e do tronco da

piramide, V7.
Dessa forma, podemos desde ja dizer que:

()

Veja porémque H=h+ h’,istoé, h = H — h'. Logo:

B / H \°
b \H—-h') ~

Vamos isolar H, aqui, sera util posteriormente:

I
N
T
I
<
~——
N

T

é\étﬂ%\ | o
[
N
T
|| T
<
~—

VB(H —
HVB — vbH = h'vVB

<
I

=
T
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H(VB — vb) = h'VB
Ho VB
VB—Vb
Daqui a pouco precisaremos utilizar esse H que isolamos. Mas agorta, voltemos ao volume. O

volume que procuramos, V7, é tal que:

Vi=V-V.

Desenvolvendo essa expressao algebricamente:

Vi=V -V
~B-H b-h
3
~B-H b (H—h)
3 3
_B-H—b-(H—-h/)
N 3
_B-H-b-H+b-N
N 3
_ (B—b)-H+b-h
3
Agora, precisaremos substituir H de acordo com a expressao que encontramos, H = h'vB
’ 7 \/E_ \/B
R . . /
v — (B—b) ;ﬂ+b h
h'vVB
B—b)-————+Db-h
P v
3
/
B_b). h'vB .\/§+\/E+b'h,
_ vVB—vb VB++vb
3
/ .
(B_b)_h\/ﬁ (VB +Vvb) bR
_ B—b
3
h'vVB - (VB+vb)+b-h’
N 3
_W-.B+h'vVBb+b N
- 3
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_hW-(B+VBb+b)
- 3

:%-(B+\/Bb+b)

Dessa forma, podemos concluir que um tronco de cone de bases paralelas, com base maior B,

base menor b e altura h/ possui volume calculavel por:

/
V:%-(B+\/Bb+b).
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QUESTOES PARA

MEMORIZACAO

EEE(ESSA-2008) QUESTAO 1

A piramide de Quéops, em Gizé, no Egito, tem aproximadamente 90v/2 metros de altura, pos-
sui uma base quadrada e suas faces laterais sao triangulos equilateros. Nessas condicdes, pode-se

afirmar que, em metros, cada uma de suas arestas mede:

(a) 90
(b) 120
(c) 160
(d) 180
(e) 200

EEE(ESSA-2013) QUESTAO 2

O volume de um tronco de piramide de 4dm de altura e cujas areas das bases sdo iguais a 36dm?

e 144dm? vale:

(a) 330cm?
(b) 720dm?
(c) 330m3

(d) 360dm?
(e) 336dm’

EEE(ESSA-2015) QUESTAO 3

Em uma piramide reta de base quadrada, de 4 m de altura, uma aresta da base mede 6m. A area

total dessa piramide, em m?, é

(a) 144
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(b) 84
(c) 48
(d) 72
(e) 926

EEE(EEAR-2000) QUESTAO 4

Seja P; uma piramide quadrangular regular. Cortamos P; por um plano paralelo a base e que dista
da base a metade da altura de P;. Sejam P, a piramide menor resultante desse corte, V; o volume
de P; e V, o volume de P,. Ent3o:

(a) ndo da para comparar V; e V,
(b) Vi <V, < Vi

N
1 1
(C) §<V2<7
(d) Vi =8V,

EEN(EEAR-2001) QUESTAO 5

A altura de uma piramide quadrangular regular é igual a aresta de sua base. Sendo B a 4rea da

base da piramide, ent3o sua area lateral, em cm?, é:

(a) BVS

() 252

(c) BV3
(d) V5B

EEN(EEAR-2001) QUESTAO 6

As bases de uma piramide hexagonal regular e de um prisma quadrangular regular acham-se ins-
critas num mesmo circulo. Sendo H a altura da piramide e sabendo-se que os dois poliedros sao

equivalentes, entao a altura do prisma é

(a) B3

(b) —mf’

@
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@ 15?

EEN(EEAR-2002) QUESTAO 7

A figura abaixo é a planificacdo de um poliedro convexo (A =B =C =D; E=F).

O volume desse poliedro, em unidades de volume, é

(a) 22

(b) 42

(e) 22

(a) 22

EEN(EEAR-2002) QUESTAO 8

O volume, em cm?3, de uma piramide quadrangular regular cujas faces laterais sdo tridngulos equii-
lateros de lado 4cm, vale

(a) 16v2

(b) 322
16v2
5

(d) —%ﬁ

EEN(EEAR-2002) QUESTAO 9

A aresta de um cubo e a aresta da base de um prisma triangular regular medem 4v/3cm. Se o cubo
e o prisma sdo equivalentes, entdo a drea total do prisma, em cm?, é

(a) 210v3
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(b) 212V3
(c) 2143
(d) 216V3

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 10

O volume, em cm?3, de um prisma hexagonal regular com altura igual a 5cm e com area lateral
60cm? é

(a) 5V3

(b) 45V/3
(c) 30v3
(d) 270v/3

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 11

Se em uma piramide quadrangular regular a diagonal da base mede 4m e a aresta lateral mede
2,5m, entdo o volume da piramide, em m3, é

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 12

Se o0 ap6tema de um tetraedro regular mede 5v/3cm, entdo, a altura desse tetraedro, em cm, é

(a) 5v3

(b) 10v2
10V6
5

(d) —mf

EEN(EEAR-2004) QUESTAO 13

Numa piramide hexagonal regular, a aresta da base mede 3cm. Se a adrea lateral dessa piramide é
36cm?, entdo o volume da piramide, em cm?, é igual a
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27V3
?) =5

(b) 9\/4111

AVA RN
(c) 25—

(d) 9v2

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 14

Sejam duas piramides quadrangulares regulares de bases congruentes, cujas alturas sdo 4cm e
3cm, e cujo apotema da base mede 4 cm. Unindo-se essas piramides pelas bases, de forma que suas

arestas coincidam, obtém-se um octaedro cuja drea total, em cm?, é igual a

(a) 8(54+2)

(b) 8(5+4v2)
(c) 16(5+2v2)
(d) 16(5+4v2)

EEN(EEAR-2005) QUESTAO 15

Considere as denominacgdes a seguir:

I. tetraedro regular
Il. hexaedro regular
[ll. prisma quadrangular regular

IV. prisma quadrangular reto

”n

Das quatro denominagdes acima, completam corretamente a assertiva “O cubo é um .

(a) apenas uma.
(b) apenas duas.
(c) apenas trés.
(d) todas.

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 16

2 4

O perimetro da base de um tetraedro regular mede 9cm. A area total desse tetraedro, em cm-, é
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(a) 9V/3.
(b) 18v/3.
(c) 18.
(d) 9.

EEN(EEAR-2006) QUESTAO 17

Se uma piramide tem 9 faces, entdo essa pirdmide é

(a) eneagonal.
(b) octogonal.
(c) heptagonal.
(d) hexagonal.

EEN(EEAR-2006) QUESTAO 18

Se a aresta da base de um tetraedro regular mede 3cm, entdo sua altura, em cm, é

(a) V3
(b) 2V/3
(c) 2v6
(d) V6

EEN(EEAR-2007) QUESTAO 19

O perimetro da base de um tetraedro regular é 9m. A medida da altura desse tetraedro, em m, é

(a) %2

(o)

(c) 3v6
(d) V6

EEE(EEAR-2007) QUESTAO 20

Uma piramide regular de base hexagonal tem 20 cm de altura e 10cm de aresta da base. O apétema

dessa piramide mede, em cm,

(a) 5V/3.
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(b) 5V17.
(c) 5V/19.
(d) 5v23.

EEN(EEAR-2008) QUESTAO 21

O perimetro da base de uma piramide quadrangular regular é 80cm. Se a altura dessa piramide é

7

15cm, seu volume, em cm3, é

(a) 2300.
(b) 2000.
(c) 1200.
(d) 1000.

EEE(EEAR-2010) QUESTAO 22

A aresta lateral de uma piramide triangular regular mede 5m, e a aresta da base, 6m.

s

A &rea lateral dessa piramide, em m?, é

(a) 30.
(b) 32.
(c) 34.
(d) 36.

EEN(EEAR-2010) QUESTAO 23

Uma piramide quadrangular regular tem 6cm de altura e base de 8cm de perimetro. O volume

dessa piramide, em cm3, é

(a) 4.
(b) 6.
(c) 8.
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(d) 10.

EEE(EEAR-2011) QUESTAO 24

Uma piramide triangular regular tem 2v/3cm de aresta da base e 3v/3cm de apdtema. A drea

2«

lateral dessa piramide, em cm?, é

(a) 18.
(b) 21.
(c) 24.
(d) 27.

EEE(EEAR-2013) QUESTAO 25

Seja uma piramide quadrangular regular com todas as arestas medindo 2cm.

A altura dessa piramide, em cm, é

(a) 23
(b) 3v2
(c) V3
(d) v2

EEN(EEAR-2013) QUESTAO 26

A figura mostra duas piramides regulares iguais, unidas pela base ABCD, formando um octaedro.

3

Se ABCD tem4cm de lado e EF = 6¢cm, o volume do sélido da figura, em cm?, é
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(a) 26
(b) 28
(c) 32
(d) 34

EEE(EEAR-2015) QUESTAO 27

Uma piramide tem base quadrada e suas faces laterais sdo triangulos equilateros de lado 10cm. A

altura dessa piramide, em cm, é

(a) 5V3
(b) 5v2
(c) 3v3
(d) 3v2

EEN(EEAR-2018) QUESTAO 28

Uma piramide hexagonal regular possui todas as arestas iguais a x. Assim, a area lateral dessa

piramide é igual a

(a) xv2

(b) 0,5xV3
(c) 2x3V2
(d) 1,5x2V/3

EEN(EEAR-2019) QUESTAO 29

A embalagem de um determinado produto é em forma de uma piramide hexagonal regular, cujas
medidas internas sdo 13cm de altura e 24cm de perimetro da base. Assim, o volume interno dessa

embalagem é V3em?3.

(a) 104
(b) 98
(c) 86
(d) 72
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2.1- DEFINICAO E ELEMENTOS BASICOS

Uma segunda analogia sincera

Quando comecei a falar de cilindros, deixei claro que os cilindro sdo sélidos distintos dos prismas.
Também direi aqui, que os cones sao solidos distintos das piramides. E teoricamente falando, uma
piramide e um cone sdo de fato sdlidos distintos. Porém, podemos dizer aqui, para fins unicamente
didaticos, que:

Um cone é uma piramide de base circular.

Essa definicao nao é estritamente correta, assim como nos cilindros, dado que na construgdo de
uma piramide comegamos com um poligono desenhado no plano da base (e um circulo ndo é um

poligono).

Acima vemos um exemplo de cone. Perceba a sua similaridade com as piramides, de fato. Mas
além desse pequeno detalhe tedrico, em termos praticos, cones serem tratados como piramides nos
sera muito util. Dessa forma, todas as classificagoes que fizemos para as pirdmides, servem para

os cones (exceto a de piramide regular, visto que ndo faz sentido dizermos que um cone é regular).
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3 vy
Entdo, da mesma forma que para uma piramide, pudemos classificd-la como: obliqua, reta, enfim;

para cones, tudo se repete.

Veja abaixo um outro exemplo de cone:

Sec¢ao meridional

Uma secgao plana em um cone sera dita meridional quando contiver o seu vértice e o centro de sua

base, da seguinte forma:
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Veja que a sec¢cdo meridional tem o formato de um tridngulo. Esse triangulo é chamado de tridn-

gulo meridional.

Geratriz

Considere o cone reto (cone em que a altura projeta-se sobre o centro do circulo da base) abaixo:

Nessa figura, podemos ver trés segmentos:

e h: E a altura do cone. Quando o cone é reto, a altura encerra exatamente sobre o centro do

circulo da base.
e R: E 0 raio da base do cone.

e g: E a geratriz do cone. Geratriz, em um cone, é o segmento que une o vértice do cone (ponto

superior) a qualquer um dos pontos pertencentes a circunferéncia da base.

Veja nessa figura que, pelo Teorema de Pitagoras:

g =h?+R%

Cones equilateros

Vamos a definigao:

Um cone serd dito equildtero quando g = 2R.
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Veja que a seccao meridional de um cone equildtero é um triangulo equilatero, dai o seu nome.
isso acontece porque quando seccionamos um cone reto, obtemos um triangulo isésceles, com dois
lados medindo g (geratriz) e um dos lados sendo o didmetro da base (2R). Como num cone equildtero

g = 2R, temos um triangulo equildtero.

Planificagdo

Ao planificarmos um cone, obtemos um setor circular. Observe mais abaixo um cone e uma versao

do mesmo planificada:

Quando abrimos um cone, porém é mais comum que o representemos como o fizemos abaixo:
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O angulo ¢ é o chamado dngulo do setor cnico. Aprendamos agora a como calcula-lo.
Sabemos que um arco de comprimento L, raio r e angulo 0 (em radianos) pode ter seus elementos

relacionados por:

L=r-0

Veja que, no nosso cone planificado, temos L = 2R, r = g e 6 = @, portanto:

2nIR=g- @
Dai, concluimos que:
¢ = 2nR
g

Uma observagdo importante é que se o cone for equildtero, teriamos g = 2R; dai:

_ 2

9
_ 2mR

- 2R

©
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Isso significa que:

Num cone equilatero planificado, o angulo do setor conico é de 180°.

2.2- AREAS E VOLUME EM UM CONE
Areas

Perceba que, apds a planificacdo, o nosso cone, como acabamos de ver, torna-se um setor e um
circulo, que seria a sua base. A area lateral correspondera a drea do setor.
Como vimos na aula de areas, ha duas férmulas para calcular a area de um setor de angulo 0, raio
T e comprimento L:
L-r or?

A=—7geA=—

Usarei somente a primeira. Quando planificamos o nosso cone, seu comprimento é L = 27tR, e o

raio do setor conico é g. Dessa forma, temos:

L-r
2
Temos entdo que a drea lateral desse cone é:

S¢= =raz2nR - g2 = 1Rg.

S¢ = mrg.

Veja também que a area total é calculavel por:

St :S£+'Sb

= 7trg + 70

Colocando 7tr em evidéncia, temos finalmente que:

St=mnr(g+r).
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Volume

. C A Sp-h .
Analogo a piramide, o volume de um cone pode ser calculado por V = bT' Porém, sabemos que

a base de um cone é um circulo de raio r. Logo, podemos deduzir que o volume de um cone de altura

h e raio da base r é:

2.3- CONES SEMELHANTES E TRONCO DE CONE

Cones semelhantes

Da mesma forma que podemos seccionar piramides, também podemos fazé-lo com cones:

amm

A regidao azulada que destaquei acima é o que chamamos de um tronco de cone. mas ja falare-
mos deles. Percebemos que um cone menor surge, o cone mais claro, e veja que ele estad contido
no cone maior. Esse tipo de formacgao, assim como na teoria de piramides, constréi um tipo de re-
lagao: a relagdo de cones semelhantes. Podemos dizer, nessa figura, que os dois cones citados sao
semelhantes.

Vamos considerar que a altura, o volume, o raio da base e a area da base do cone maior sejam,
respectivamente, H, V, R e Sy,. Considere também que a altura, o volume, o raio da base e a drea da

base do cone menor sejam, respectivamente, h, V’, r e S/ . Dessa forma, é possivel demonstrar que:

Matematica lll p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - P6s-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br 38

95260528891 - Mirele Barbosa Freitas



Italo Marinho Sa Barreto
Aula 10

Veja porém que conhecemos ambas as areas. Sao areas de circulos, correto? Entdo, podemos

abrir a Ultima expressdo da seguinte forma:

s, 2
S{) -
mR? 2

3
N
7 N N N N

=l =l =l =T

|
s |A | =l A
~ |~
N N
I I
A
=T | — — ——
~_ N
N

=T

= | A

Entao, temos que:

e
=T

O mesmo poderia ser obtido caso verificassemos a semelhancga entre os triangulos do cone a se-

guir:
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Veja que os tridngulos VO’A’ e VOA sdo semelhantes. Dai, podemos dizer que:

oA _ Vo
O’A’ VO
R_H
r h’

Tronco de cone

Observe abaixo um tronco de cone geral:
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Aprendemos que, para troncos de piramides, considerando b a drea da base menor e B a area da

base menor, o volume pode ser calculado por:

VT:%-(B+\/Bb+b).

Para cones, essa formula também funciona. Porém, veja que para cones, B = mR2 e b = mr?;

logo:

(B+vBb+b)
- (7R? 4+ V/7R2 - 7tr2 + 7ur?)
(mR? + V/712R2 - 12 4 71r?)

(mR? 4+ 7R - 1 + 1r?)

QW T w T w T w T

>

= S(RE+R-1+12).

|

Dessa forma, encontramos que:

2.4- CONE DE REVOLUGAO

Para finalizarmos, considere um triangulo retangulo girando em torno de um de seus lados, como

ilustra a figura a seguir:
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Quando um tridngulo retangulo realiza essa rotacdo, forma-se um cone denominado cone de re-
volugdo. Perceba que a altura desse cone coincidira com o cateto em torno do qual rotacionou-se o

retangulo. O outro cateto desse triangulo retangulo sera o raio da base desse cone reto.
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QUESTOES PARA

MEMORIZACAO

EEE(ESSA-2010) QUESTAO 30

Um cone reto, de altura H e drea da base B, é seccionado por um plano paralelo a base. Conse-

H . .
guentemente, um novo cone com altura 3 é formado. Qual a razdo entre os volumes do maior e o

H
do menor cone, o de altura H e o de altura §?

(a) 3
(b) 6
(c) 9
(d) 18
(e) 27

EEE(ESSA-2011) QUESTAO 31

Um tanque subterraneo tem a forma de um cone invertido. Esse tanque esta completamente cheio
com 8dm? de agua e 56dm?® de petréleo. Petrdleo e agua nao se misturam, ficando o petréleo na
parte superior do tanque e a 4gua na parte inferior. Sabendo que o tanque tem 12m de profundidade,

a altura da camada de petrdleo é

(a) TOm.
(b) 9m.
(c) 8m.
(d) 7m.
(e) 6m.

EEE(ESSA-2014) QUESTAO 32

Dobrando o raio da base de um cone e reduzindo sua altura a metade, seu volume
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(a) dobra.

(b) quadruplica.

(c) ndo se altera.

(d) reduz-se a metade do volume original.

(e) reduz-se a um quarto do volume original.

EEE(ESSA-2017) QUESTAO 33

A geratriz de um cone circular reto de altura 8cm é 10cm; entdo a drea da base desse cone é:

(a) 647cm?
(b) 97tcm?

(c) T6rem?
(d) 36mTcm?
(e) 257tcm?

EEN(EEAR-2001) QUESTAO 34

Num cone circular reto, cujo raio da base mede r, a base é equivalente a seccdo meridiana. A

altura desse cone mede

(a) mrg
(b) =
(c) mr
(d) mg

EEN(EEAR-2002) QUESTAO 35

O maior e o menor lado de um triangulo medem, respectivamente, 10cm e 3cm e formam entre
si um angulo de 45°. O volume do sdlido gerado pela rotacdo de 360° desse tridngulo em torno do

seu lado maior é, em cm?,

(a) 307
(b) 207
(c) 157
(d) 107t
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EEN(EEAR-2002) QUESTAO 36

A geratriz de um cone de revolugcdo forma com o eixo do cone um angulo de 45°. A area lateral,

em dm?, desse cone, sabendo-se que a rea de sua seccdo meridiana é 18dm?, é

(a) 18mv2

(b) 971v2

(c) 187

(d) 18m(v2+1)

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 37

A drea lateral do sélido geométrico formado pela rotacao de um triangulo equilatero, de perimetro

30cm, em torno de um de seus lados é, em cm?, igual a

(a) 1007
(b) 2007
(c) 50mv3
(d) 1007tv/3

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 38

A geratriz de um cone de revolucdo mede 6¢cm e o angulo da geratriz com a altura do cone é de

3

30°. O volume desse cone, em cm?, é

(a) 97

(b) 3mV3
(c) 9tv3
(d) 2773

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 39

Num triangulo ABC, o lado maior AC mede 10cm; o lado menor BC mede 3cm; e o angulo que

eles formam mede 45°. O volume do sélido gerado pela rotacdo de 360° desse triangulo em torno

do lado maior, em cm3, é
3V2m

(a) 5

(b) 3v2m
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(0) 7
(d) 157

EEE(EEAR-2004) QUESTAO 40

Num cone reto, o raio da base mede 3cm. Para que os nimeros que expressam as medidas do raio

da base, da altura e do volume desse cone formem, nessa ordem, uma P.G., a altura, em cm, deve ser

(a) 3mV/3.
(b) 7V/3.

(c) m.
piv3
(d) —=—

EEE(EEAR-2004) QUESTAO 41

Sejam dois cones, A e B, de volumes V e V', respectivamente. Se as razGes entre os raios das

x . 1 ~ :
bases e entre as alturas de A e B sdo, respectivamente, 2 e -, entdo podemos afirmar que

(a) VI =V.
(b) V=2V
(c) VI =2V.
(d) V=3V

EEE(EEAR-2004) QUESTAO 42

No tronco de cone reto, as bases sao paralelas.

Se o raio da base maior mede 5cm e a distancia entre as duas bases, 4v/3cm, entdo o volume desse

3 7

tronco de cone, emcm?, é

1247tv/3
&) —5—

(b) 1257tv/3
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9%6mV3
(c) =5

(d) 1247tv/3

EEE(EEAR-2005) QUESTAO 43

A area lateral de um cone circular reto é 247tcm?. Se o raio da base desse cone mede 4cm, entdo

sua altura, em cm, mede

(a) 5v2
(b) 5v3
(c) 2v/5
(d) 3v5

EEE(EEAR-2006) QUESTAO 44

A base de um cone circular reto esta inscrita num tridngulo equilatero de drea 9v/3cm?2. Se as

alturas do cone e do tridngulo sdo congruentes, entdo o volume do cone, em cm?, é

(a) 3mV6
(b) 3mv3
(c) 6mv3
(d) 67v6

EEN(EEAR-2007) QUESTAO 45

2

O raio da base de um cone equildatero mede 2cm. A area lateral desse cone, em cm-, é

(a) 4.
(b) 57
(c) 8m.
(d) 107

EEE(EEAR-2007) QUESTAO 46

Um chapéu de festa, feito de cartolina, tem a forma de um cone de 1dm de raio e 5dm de geratriz.
Para fazer 20 chapéus, sdo necessarios, no minimo, dm? de cartolina. Considere 7t = 3, 14.

(a) 157
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(b) 225
(c) 314
(d) 426

EEN(EEAR-2007) QUESTAO 47

Um cilindro equildtero é equivalente a um cone, também equilatero. Se o raio da base do cone

mede v/3cm, o raio da base do cilindro mede, em cm,

(a) V3

CRc
(c) ?
(d) V6

EEE(EEAR-2009) QUESTAO 48

Um triangulo equilatero, de 6dm de lado, gira em torno de um de seus lados. O volume do sdlido

3 7
gerado, em dm?, é

(a) 24m.
(b) 36m.
(c) 48m.
(d) 54

EEN(EEAR-2009) QUESTAO 49

Em um cone, a medida da altura é o triplo da medida do raio da base. Se o volume do cone é
87tdm3, a medida do raio da base, em dm, é

(a) 0,5.
(b) 1,5.
(c) 2.
(d) 3.

EEE(EEAR-2010) QUESTAO 50

Um cone e um cilindro, ambos equilateros, tém bases de raios congruentes. A razdo entre as areas

das sec¢cOes meridianas do cone e do cilindro é
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V3
(a) 5
V3
(b) ]T
(c) 3

(d) 5

EEN(EEAR-2011) QUESTAO 51

O raio da base de um cone equilatero mede 2v/3cm. O volume desse cone, em cm?3, é

(a) 42V/3m
(b) 38v3m
(c) 247
(d) 187

EEE(EEAR-2014) QUESTAO 52

Um filtro com a forma de cone circular reto, tem volume de 200cm?3 e raio da base de 5cm. Usando

7t = 3, pode-se determinar que sua altura, em cm, é igual a

(a) 10.
(b) 9.
(c) 8.
(d) 6.

EEE(EEAR-2015) QUESTAO 53

Se um cone equilatero tem 507tcm? de drea lateral, entdo a soma das medidas de sua geratriz e

do raio de sua base, em cm, é igual a

(a) 10.
(b) 15.
(c) 20.
(d) 25.
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EEN(EEAR-2017) QUESTAO 54

O setor circular da figura representa a superficie lateral de um cone circular reto.

12 em

L
o
B

Considerando 7t = 3, a geratriz e o raio da base do cone medem, em cm, respectivamente,

(a) 5e2
(b) 5e3
(c)3eb
(d)4e5

EEN(EEAR-2019) QUESTAO 55

Uma “casquinha de sorvete” tem a forma de um cone circular reto cujas medidas internas sdo
12cm de altura e 5cm de diametro da base. O volume de sorvete que enche completamente essa

casquinha é tem?3.

(a) 30
(b) 25
(c) 20
(d) 15
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2.5- GABARITO

Q1:D Q.21: B Q. 37:
Q.2 E Q.22: D Q. 38:
Q.3:E Q.23: C Q. 39:
Q.4:D Q.24: D Q. 40:
Q.5: A Q.25: D Q. 41:
Q.6: A Q. 26: C Q. 42:
Q.7:B Q.27:B Q. 43:
Q.8:D Q. 28: ANULADA (N3o existe Q. 44:
Q.9:D uma piramide com as caracteris- Q. 45:
Q.10: C ticas citadas no enunciado. As- Q. 46:
Q.11: D sim, a questado foi formulada de

Q.12: C forma improépria. ) Q.47:
Q.13: B Q. 29: A Q. 48:
Q.14: D Q.30: Q. 49:
Q.15: C Q.31: Q. 50:
Q. 16: A Q.32: A Q. 51:
Q.17: B Q.33: D Q. 52:
Q.18: D Q.34: C Q. 53:
Q.19: D Q.35: A Q. 54:
Q.20: C Q.36: A Q. 55:
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