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Nivel 111

»PROBLEMA 1

No tridngulo acutangulo ABC, /B < /C. O ponto D esté sobre BC e é tal que /ADB é obtuso. Seja H o ortocentro
do tridngulo ABD. Suponha que o ponto F € interior a ABC e estd no circuncirculo de ABD. Prove que F é o
ortocentro de ABC se, e somente se, HD é paralelo a CF e H esté sobre o circuncirculo do ABC.

» PROBLEMA 2

Para um nimero real dado a, suponha que a seqiiéncia de polindmios de coeficientes reais {f,, (x)} satisfaz

fo(X) 1
fas1(x) =xfr(x) + fulax), n=0,1,2,...

(a) Prove que f,(x) =x"f(1/x),n=0,1,2,...

(b) Dé férmulas explicitas para fy (x).

» PROBLEMA 3

A cidade espacial MO consiste de 99 estagdes espaciais. Todo par de estacbes é conectado através de uma passagem
tubular. De todos estes tubos, 99 tém mé&o dupla e os demais sdo de mao tinica. Para quaisquer 4 estagoes, elas
formam uma quddrupla fortemente conexa se, de cada uma das 4 estacOes, pode-se chegar as outras trés através
dos tubos que conectam estas 4 estagdes. Projete um esquema para a cidade espacial MO tal que ela tenha o maior
numero de quadruplas fortemente conexas.

» PROBLEMA 4

Seja m um inteiro dado. Prove que existem inteiros a, b e k tais que a e b sdo impares, k > 0 e 2m =
a? 4% 4 k-21999,

»PROBLEMA 5

Encontre o maior niimero real A tal que, sempre que f(x) = x> + ax? + bx + ¢ for um polinémio real e todas suas
raizes forem niimeros reais nio negativos, temos f(x) > A(x — a)3, para todo x > 0. Quando vale a igualdade?

» PROBLEMA 6

Um grande cubo de 4 x 4 x 4 consiste de 64 cubos de aresta 1. Pinte 16 dos cubos de vermelho de tal maneira que,
em cada paralelepipedo de dimensdes 1 x 1 x4, 1 x4 x 1 ou4 x 1 x 1do cubo grande, existe exatamente um cubo
vermelho. Qual é o ntimero total de tais pinturas?

»PROBLEMA 7

Se cada aresta e cada diagonal de um 25-4gono for pintada de vermelho ou branco, mostre que existem pelo menos
500 tridngulos monocroméaticos com vértices neste 25-agono.

»PROBLEMA 8
O incirculo do triangulo ABC toca os lados BC e AC nos pontos D e E, respectivamente. K é um ponto sobre BC
com CK = BD e L é um ponto sobre AC com AE = CL. Seja P o ponto de intersecgio das retas (A—l)( e %_L) SeQéo
ponto médio de BC, I é o incentro e G é o baricentro de ABC, mostre que
(a) 1Q Il AK;
(b) (AIG) = (QPG).

» PROBLEMA 9

Sédo dados um triangulo ABC e um ntmero real t > 1. O ponto P se move sobre o arco BAC do circuncirculo.
Estenda BP, CP até U, V, respectivamente, tais que BU = tBA, CV = tCA. Estenda UV até Q, tal que UQ = tUV.
Determine o local geométrico percorrido pelo ponto Q.

» PROBLEMA 10
Um polinémio é chamado de positivamente redutivel se ele pode ser escrito como o produto de dois polinémios nédo
constantes com coeficientes reais positivos. Seja f(x) um polinémio com f(0) # 0 e tal que f(x™) é positivamente
redutivel para algum natural n. Prove que f(x) é positivamente redutivel.



»PROBLEMA 11

Sejam n e k naturais e A um conjunto com

nn+1)
k+1 7

Parai=1,2,...,n+ 1, sejam A; conjuntos de tamanho n tais que

Al <

JAiNA; <k (i#£7),

A= |J A

1<i<n+1
Determine o ntimero de elementos de A.

» PROBLEMA 12
Mostre que

[T @+v¥) =0 (med. p)

para todo primo p =3 (mdd. 4).

» PROBLEMA 13

Para um real x € (0,1) com representacio decimal x = 0,a7a2...an ..., denotamos n(x) o menor inteiro nio
negativo tal que

An(x)+1 On(x)+2 An(x)+3 An(x)+4 = 2000
(abcd denota o niimero na notagio decimal com digitos a, b, ¢, d).

Z k- Pn(x]:k

k=0

Determine o valor médio de n(x), isto §é,

(Pr(x)=x € a probabilidade de n(x) = k.)

Atencao! Esta é a dltima lista de preparag@o. Devido ao prazo de inscrigdo para a IMO e as ordens expressas do
Bicho Papéo, as resolugdes devem chegar até 25 de maio, impreterivelmente, caso contrario nédo serdo consideradas.



