MATEMATICA

Funcao Modular

MODULO OU VALOR ABSOLUTO

DE UM NUMERO REAL |6@|

O mddulo de um numero real a é representado por |a|,

em que |a| = & se az0 .
-a, se a<0
Exemplos:
19) 3] =3

20) |-4] =-(-4) =4

Geometricamente, o médulo de um niimero
real representa a distancia do ponto a até a
origem da reta real.

Propriedades do mddulo

i) Ix]>20,vxelR

ii) |[x=0&<x=0

ifi) |x|.ly] = Ix.y], vx,y € R
iv) [x]?=x%3,VvxelR

v) |x| = \/X_Z,VXER

X
Y

_Ixl,vy=o
[yl

vi)

EQUACAO MODULAR ﬁgl

E toda equacdo na qual a incdgnita se encontra na forma

de médulo.

Exemplos:

19) Resolver a equagdo |x| = 8.
Ha dois valores que satisfazem a equagdo:
x=-8oux=28

Portanto, S = {-8, 87}.

20)

39)

40)

FRENTE = MODULO

A 12

Resolver a equagdo |x - 4| = 10.

Se um numero possui mddulo 10, esse nimero pode

ser igual a =10 ou 10. Portanto, temos:

X-4=10 X =14

Portanto, S = {-6, 14}.

Resolver a equagdo |2x + |[x - 1|| = 5.

Resolvendo a equagdo anterior, temos:

2x +|x-1|=5 | x-1]=-2x+5
ou =S ou o
2x +|x-1]=-5 | x-1]=-2x-5
X-1=-2x+5 X=2
|x-1]=-2x+5< ou o ou
X-1=2x-5 X =4
ou
X-1=-2x-5 X=—§
| x-1]=-2x-5< ou = ou
X-1=2x+5 X =-6

Substituindo cada um dos resultados na equacgdo
original, verificamos que x = -6 ou x = 2 sdo solugdes

da equacao.

Portanto, S = {-6, 2}.

Resolva a equacdo |x - 1| + |x + 3| = 14.

Inicialmente, vamos calcular as raizes das expressées

dentro dos modulos.

X-1=0=>x=1 e x+3=0=>x=-3
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medulo 12 [

Observe que: 39) Resolver a inequagdo |3x - 2| < 7.
i) para valores de x menores do que -3, os termos x - 1 —7<3x=-2<7 = -742<3x-2+4+2<7+2>
e X + 3 sdao negativos.

ii) paravalores de x entre -3 e 1, o termo x - 1 é negativo, -5<3x<9 = _g <x<3
e o termo x + 3 é positivo.

iii) para valores de x maiores do que 1, os termos x - 1
)P . o 9 ! Portanto,S={XER|—§sxs3}.
e X + 3 sao positivos. 3

Assim, podemos representar esse fato no esquema

a seguir: ~ @
FUNCAO MODULAR 1L~
X < -3 -3 -3<x<1 1 x>1 ‘ @
“x-D) -+ 3) =14 -(x -1+ (x+ 3) = 14x-1+x+3=14 E uma funcdo f: R — R definida por f(x) = |x]|.
X+1-x-3=14 X+1+x+3=14 2x =12
-2x =16 4=14 X=6 Essa funcdo, de acordo com a definicdo de mddulo, pode
x=-8 ser escrita da seguinte forma:
(convém) (absurdo) (convém)
X, se x>0
Devemos verificar também se as raizes -3 e 1 sdo solugdes fO) = Ixl = f(x) = {—x se x <0
da equagao:

i) Para x = -3, temos 4 = 14. (absurdo)

if) Para x = 1, temos 4 = 14. (absurdo)
Assim, as solugbes sdo x = -8 ou x = 6.

Portanto, S = {-8, 63}.

INEQUACAO MODULAR |@Q. 5 :

Uma inequagdo é dita modular quando a incégnita

. O grafico da funcdo modular é a reunido de duas
se encontra na forma de modulo.

semirretas de mesma origem. Observe que:

Exemplos: Para x > 0, temos o grafico da reta y = x.

1°) Resolver a inequagdo |x| > 7. L N
Para x < 0, temos o grafico da fungdo y = -x.

Observe que ha dois intervalos reais que satisfazem
a essa condic80: x < -7 ou x > 7. A imagem da fungdo modular é o conjunto

Portanto, S ={x e R | x < -7 o0ux > 7}. Im={yeR|y=0}.

29) Resolver a inequagdo |x| < 7.

Observe que ha apenas um intervalo que satisfaz a GRAF|COS DE FU NC(j ES |@
essa condigdo: -7 < x < 7. l
MODULARES Q)

Portanto, S={x e R | -7 < x < 7}.

GENERALIZANDO L. ~
Graficos de funcoes da forma

y = [f(x]]

Seja a um numero real positivo. Ha dois casos possiveis:

19 caso: x| >a<x<-a oux>a
Esse tipo de grafico é obtido pela “reflexdo” ou
° . “rebatimento”, em relagdo ao eixo x, das partes do grafico
20 caso: x| <ae-a<x<a .
nas quais f(x) < 0.

4 Colecao 6V



Exemplos:

19) Esbogar o grafico da fungdoy = |x - 2|.

Inicialmente, vamos desconsiderar o modulo e

esbogar o grafico da fungdoy = x - 2.

Y

-2

/|

Agora, basta efetuar uma reflexdo, em torno do

eixo x, da parte do grafico que possui ordenada

negativa.
y
N
o)
_2//
OBSERVACAO

O gréfico da funcgdo basica y = |x| também pode ser
obtido por esse processo.
29) Esbocar o grafico da fungdo y = |x? - 4x + 3]|.

Inicialmente, vamos desconsiderar o mddulo e

esbocar o grafico da funcdo y = x2 — 4x + 3.

Y

Funcao Modular

Efetuando a reflexdo em torno do eixo x, temos o seguinte

grafico:
Yy

Outros graficos

Exemplos:

<<
(&)
=
<C
=
L
'_
<
=

19) Esbogar o grafico da fungdo y = [x| + 3.

Basta esbogar o grafico

da fungdo y = |x| e, em

seguida, deslocar esse grafico 3 unidades para cima.

y=Ixl+3

LY =Ix

29) Esbogar o grafico da fungdoy = |x - 1| - 2.

Basta esbogar o grafico

da fungdo y = |x - 1] e,

em seguida, deslocar esse grafico 2 unidades para

baixo.

19 passo: Esbogo do gra

fico da fungdoy = |x - 1]:

Nesse caso, podemos utilizar o “rebatimento” em

relacdo ao eixo x, descrito anteriormente.

Inicialmente, desconsideramos o mddulo e esbocamos

o graficodey = x - 1.
y

0]

/1 x

>
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Médulo 12

6

Em seguida, basta efetuar uma reflexdo em torno
do eixo x, da parte do grafico que possui ordenada

negativa.
Yy
y=Ix-1]|
\1
(0] /,"1 X
-1

29 passo: Transladamos o grafico da fungdo
y = |x - 1| construido anteriormente 2 unidades
para baixo. Para isso, é necessario encontrar os
pontos de intersegdo dey = |x - 1| - 2 com os eixos
coordenados:
» Intersegdo com o eixo Oy
Fazendox=0=> y=]|0-1|-2=>
y=1-2=y=-1
e Intersegdao com o eixo Ox
Fazendoy=0= 0= |x-1|-2=>

Ix-1] =2=

X-1=2 X =3
ou < ou
X-1=-2 X=-1

39) Esboco do grafico da fungdoy = |x - 1] + |x + 2].

Vamos calcular as raizes das expressées dentro dos
modulos:

X-1=0=>x=10ux+2=0=x=-2

Logo, podemos usar o seguinte esquema:

X< =2 -2 -2<x<1 1 x>1

y=-(x-1)-(x+2)|y=-(x-1)+x+2|y=x-1+x+2

y=-xX+1-x-2 |y=-Xx+1+x+2 y=2x+1
y=-2x-1 y=3
(fungdo I) (fungdo II) (fungdo III)
Colecao 6V

Dai, observe que ha trés fungbes, uma para cada
intervalo de x. Representando tais fungdes em um
mesmo sistema de coordenadas cartesianas, temos:

Fungdo I y Fungdo III

Fungédo II

4°) Esbogo do grafico da fungdo y = ||x]| - 1].

Inicialmente, esbogamos o grafico da fungdoy = |x|.
Em seguida, deslocamos esse grafico 1 unidade
para baixo, obtendo o grafico da fungdoy = |x| - 1.
Finalmente, “rebatemos”, em relacdo ao eixo x,
a parte do grafico com ordenada negativa, obtendo

o grafico da fungdoy = ||x| - 1].
y = IX]|
Yy
(e} X
y=Ixl-1
Y
-1\ O 1 X
-1
y = |Ix] - 1]
y
1
-1 0O 1 X
NP
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EXERCICIOS DE

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.
7N6D

03.
ITKE

©

04.
YBCK

(Insper-SP) A figura a seguir mostra o grafico da fungdo f(x).

O nimero de elementos do conjunto solucdo da equagdo
|f(x)| = 1, resolvida em R é igual a:

A) 6. D) 3.
B) 5. E) 2.
C) 4.

(CEFET-MG) Seja f(x) uma fungdo real.
O grafico gerado pelo mdédulo dessa fungado, |f(x)]|,

A) nunca passara pela origem.
B) nunca passara pelo 3° ou 4° quadrante.
C) intercepta o eixo x somente se f(x) for do primeiro grau.

D) intercepta o eixo y somente se f(x) for do segundo grau.

(UFMS-2020) Seja f: R - R uma fungdao modular,
representada pelo grafico a seguir:

y
9

7 f

6

5

4

3

2

1
19123456789~

A fungéo f pode ser representada por

A) x|+ |x+7]. D) |x + 2| + |[x + 5].
B) |3 — x|+ |[x —4]. E) |x+ 9] - |3x + 2]|.
C) —Ix| +Ix-7].

(CEFET-MG) O dominio da funcdo real f(x)=1-|x| é
o intervalo:

A) {(xeR|x<-1loux>1}
B) {xeR|x<-1loux>1}
C) {xeR|-1<x<1}
D) {(xeR|-1<x<1}

05.
RC8

)

N

06.
0621

(UESC-BA) Para fazer um estudo sobre certo polinbmio
P(x), um estudante recorreu ao grafico da fungdo
polinomial y = P(x), gerado por um software matematico.
Na figura, é possivel visualizar a parte da curva obtida
para valores de x, de -5 até 2,7.

Y

= N WD Ul O N 0O

O numero de raizes da equagdo |P(x)| = 1, no intervalo
[-5; 2,7], éigual a
A) 2.

C) 4. E) 6.

B) 3. D) 5.

(PUC Rio) Qual dos graficos a seguir representa a fungdo

@ real f(x) = |3x - 1|?

A) D)
y

|

B)
E) y

(SS]
x

X

Wl

)

|
[SSI1N
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Frente A Modulo 12

07.
MAOA

)

08.
EE65

)

(Unit-AL) Sabendo-se que x, e x, sdo numeros reais distintos que satisfazem a equagdo |3x + 10| = |5x + 2|,
€ correto afirmar que o valor de |x, — x,| &

A)

NN

B) 4. c) 11, D) 6. E) 15,
) ) 5 ) ) 5

(UECE) Se as raizes da equagdo x2 - 5|x| - 6 = 0 sdo também raizes de x2 - ax - b = 0, entdo, os valores dos nimeros reais
a e b sdo, respectivamente,
A) -leb6. B) S5e6. C) Oe 36. D) 5e 36.

EXERCICIOS PROPOSTOS

01.

02.
61C0

03.

04.
KAQ3

©

(UDESC) A alternativa que representa o grafico da fungdo f(x) = |x + 1| + 2 é:
A) 9] E) Y
13
12
N
L0 N S
-2+
B) D) y
_:i’//
3
T2
T1
520 1 b 3%
(FGV-SP) A soma dos valores inteiros de x que satisfazem, simultaneamente, as desigualdades [x - 5| <3 e |[x-4|>1¢é
A) 25. C) 16. E) 21.
B) 13. D) 18.
(ESA-2023) O valor da soma dos elementos do conjunto solugdo da equagéo |4x — 5| = 2x - 1 é igual a:
A) 6 B) 5 C) 4 D) 3 E) 2
(EsPCEx-SP) Sabendo que o grafico a seguir representa a fungdo real f(x) = |[x - 2| + |x + 3|, entdo o valor de a + b + ¢

é igual a

\y

()
Ellccococoooo
X

Ve-—----—-=--

Desenho Ilustrativo Fora de Escala

A) -7. B) -6. E) 10.

(@}
—
»
v
—
o))
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05.
Y338

06.

07.
FBIN

(PUC Rio) Considere a fungdo real f(x) = |-x + 1].
O grafico que representa a fungdo é:

A) %’__
N

SSRESRE NG
_1__

v

N

W+
X

24
B) y
2

o

I
w
|
N
I
f
~ O
e
-
w
x

0 y

N+
W+
X

D y
) 2]

E) y

-3 -2 -10
_1__

-

N

w—+
x

2+

(EsPCEx-SP) O conjunto solugdo da inequacgdo
||x = 4] + 1| < 2 é um intervalo do tipo [a, b]. O valor
de a + b éigual a

A) -8. D) 2.
B) -2. E) 8.
C) o.

(UFRGS-RS) Considere as desigualdades definidas por
|IX+ 5] <2e|y-4| <1representadas no mesmo sistema
de coordenadas cartesianas.

Qual das regides sombreadas dos graficos a seguir melhor
representa a regido do plano cartesiano determinada pela
intersegdo das desigualdades?

08.

09.

Funcao Modular

A) A
X
B) YA
I <
=)
> =
0 X s
L
'_
<
) YA =
0 X
D) yA
0 x'
E) yl\
0 X

(UFLA-MG) Se y = |x|? - 5|x| + 6, a afirmativa correta é:
A) y se anula somente para quatro valores de x.

B) y possui apenas um ponto de minimo.

C) y se anula somente para dois valores de x.

D) y ndo é uma fungdo par.

(FGV-SP) No plano cartesiano, os pontos (x, y) que
satisfazem a equagao |x| + |y| = 2 determinam um
poligono cujo perimetro é:

A) 2/2 c) 4/2

B) 4 +2/2 D) 8 + 4/2

E) 8/2

Bernoulli Sistema de Ensino 9



10. (UECE) Em um referencial cartesiano ortogonal,
MUV qual a unidade linear é o centimetro, a area da
<°J regido limitada pelo grafico da equacdo |x| + |y| =1,

em centimetros quadrados, é:

A) 1 B) 2 o 2 D) V2

2

1. (UFRJ) Considere a fungdo f: R - R, definida por
f(2x) = |1 - x|. Determine os valores de x para os quais
f(x) = 2.

12. (PUCPR) Considere os seguintes dados. Pode-se dizer
que quando duas variaveis x e y sdo tais que a cada valor
de x corresponde um Unico valor de y, segundo uma lei
matematica, diz-se que y é fungdo de x. Considere uma
fungdo f: R - R*, que é representada pelo grafico a seguir.

Y
3,0

2,5
2,0
1,5
1,0
0/5

>
T T T L g
I X

-4 -2 -1 1 2 4

Analisando o grafico, julgue as proposicoes a seguir:
I. féimpar

II. f é injetora.

IIL. A lei matematica de f é f(x) = ||x| - 1].
IV. f é crescente se, e so se, x > 1.

V. (fof)(-1) = (fof)(1).

A) Somente II é correta.

B) Somente I é correta.

C) Somente III e V sdo corretas.

D) Todas as proposicdes sdo corretas.

E) Todas as proposicdes sao falsas.

13. (EN-RJ) A reta no R? de equacgdo 2y - 3x = 0 intercepta

NWI5 > 4
o o gréfico da fungdo f(x) =[x |.X——= nos pontos P e Q.
( J X
- Qual a distancia entre P e Q?
A) 2415 c) 27 E) V5
2
B) 2413 D) 7

14. (UDESC) A &rea da regido fechada delimitada pelas
8FZL  fungdes f(x) = [x|, g(x) = |x - 2| e h(x) = |x - 3|,

° em unidades de area, € igual a:

A) 1 c) /2
1
B) 5 D) 2

SECAO ENEM

01. Em uma gincana escolar, uma das etapas consistia na
resolugdo de um desafio matematico. O professor forneceu
uma série de informagBes acerca de um numero Y.

E) 2/2

Colecao 6V

medulo 12 [

A primeira equipe que conseguisse determinar esse

ndmero venceria a prova.

As informagdes eram as seguintes:

e O numero Y é natural.

e O numero |Y - 2| + 4 encontra-se a 10 unidades da
origem da reta real.

Acerca do nimero Y, podemos concluir que
A) é um numero primo.

B) possui 6 divisores naturais.

C) é divisor de 56.

D) é um namero impar.

E) é mdltiplo de 3.

02. Aelaboragdo de um programa computacional consiste em
fornecer uma série de comandos ao computador para que
0 mesmo execute uma determinada tarefa. Tais comandos
devem ser dados em uma linguagem apropriada,
chamada linguagem de programac&o. E comum que um
programador, antes de digitar o programa propriamente
dito, crie um algoritmo, ou seja, uma espécie de rascunho
que contém a sequéncia de operagGes que o futuro
programa devera executar. Um programador escreveu
em um papel o seguinte algoritmo:

Passo 1) Dados iniciais
X,+ valor de entrada

Passo 2) Faga x, - 1.

Passo 3) Se |x, — 1| = 6, entdo FIM.

Passo 4) Se |x,—1| # 6, entdo VOLTE AO PASSO 2, UTILIZANDO
|x, — 1] COMO DADO DE ENTRADA.

Apoés a implementagdo do programa, foram feitos varios
testes. Em um desses testes, verificou-se que o passo 2
foi repetido uma Unica vez, antes de o programa terminar.
O numero de valores reais possiveis para o dado de
entrada x,, nessas condigbes, ¢ igual a

A) 1. c) 3. E) 5.
B) 2. D) 4.
SECAO FUVEST/UNICAMP /UNESP
[OF¥ 0]
o
SN
=ty
GABARITO Meu aproveitamento /./\;'
Aprendizagem  Acertei Errei
O 01.B O 03.B O 05D O 07.C
O 02.B O 04.D O 06. D O 08.C
Propostos Acertei Errei
O 01. A O 06. E O 11.x=-2
O 02. E O 07.E oux==6
O 03.D O 08. A O 12.C
O 04.C O 09. E O 13.B
O 05. A O 10.B O 14. A
Segéo Enem Acertei Errei
O oi.cC O 02.B

J Total dos meus acertos: de . %



MATEMATICA

Funcao Exponencial
INTRODUCAO ﬁ@.

Conta uma lenda que um rei havia prometido realizar
qualquer desejo a quem executasse uma dificil tarefa.
Quando um dos seus suditos conseguiu realiza-la, o rei viu-se
obrigado a cumprir a sua promessa. O sudito pediu ent&o que
as 64 casas de um tabuleiro de xadrez, jogo muito apreciado
no reino, fossem preenchidas com graos de trigo, do seguinte
modo: na primeira casa, seria colocado um grdo de trigo e,
em cada casa seguinte, seria colocado o dobro de graos que
havia na casa anterior. O rei suspirou aliviado, considerando o
pedido facil de ser atendido e ordenou que providenciassem o
pagamento. Tal foi sua surpresa quando os seus conselheiros,
alguns dias depois, anunciaram que o reino encontrava-se
totalmente sem provisdes de trigo, uma vez que apenas na
ultima casa o total de graos era de 293, o que corresponde a,
aproximadamente, 9 223 300 000 000 000 000 =9,2233. 1018,
Essa quantidade, juntamente com a soma das quantidades
colocadas nas outras casas, superava em muito ndo s6 a
capacidade do reino, mas a de todos os outros de que se
tinha noticia.

Essa lenda nos déa um exemplo de uma funcgdo
exponencial, a fungdo y = 2*. As fungles exponenciais
crescem ou decrescem muito rapidamente, sendo
extremamente importantes para descrever diversos
fendmenos, tais como crescimento populacional, reprodugéo
de bactérias, decaimento radioativo, juros compostos,
entre outros. Seu estudo desenvolveu-se notadamente por
volta do século XVI, com o trabalho de dois matematicos:
John Napier (1550-1617) e Henry Briggs (1561-1630).

FUNCAO EXPONENCIALI@@|

Considere uma fungdo f: R — R, definida por f(x) = a%,
coma > 0 e a # 1. Tal funcdo é denominada funcéo
exponencial.

Exemplos:

19) f(x) = 3« 39) f(x) = 0,78

2°) f(x) = (%) 40) f(x) = 2,23~

MODULO

A 13

FRENTE

GRAFICOS |6@,

Considere a fungdo y = 3*. Vamos atribuir alguns valores
a variavel, calcular a imagem correspondente e construir o
grafico. Assim, temos:

y
s
- %
1
-1 5
0 1
1 3 31
2 9 )
3 27 __//
510 X

Do mesmo modo, vamos obter o grafico da fungdo:

0=

Wl A N = N A ©

De modo geral, ha dois tipos de grafico para a funcdo f(x) = ax:

i) Sea > 1, entdo a fungdo f(x) = ax é crescente.

Exemplo:
f(x) = 2%
y
1
¢ X

Bernoulli Sistema de Ensino 11



medulo 13 [

ii) Se0 <a<1,entdo afungdo f(x) = a* é decrescente. EXERCiC'OS RESOLV'DOS

Exemplo:
f(x) = (EJX 01. Determinar os valores de k para os quais a fungdo
f(x) = [2 + %j é crescente.
5
y
Resolucgéo:
Para que a funcdo seja crescente, é necessario que
2 +% >1.
1 5
\ Portanto, temos:
(e} X
2+%>1: %>—1: 3k>-5= k>—§
5 5 3

Com relagdo aos graficos, podemos dizer que:

i) Trata-se de uma funcgdo injetora, pois, a cada
valor da imagem, corresponde um Unico valor do
dominio.

02. (PUC-SP) Sobre a fungdo f(x) = ex definida em R, podemos
afirmar que:
. . . A) tem um Unico zero no intervalo [0, 2].
if) O dominio de uma fungao exponencial é sempre igual
ao conjunto dos nimeros reais (D = R). B) ex<a qualquer que seja a e R

T s . . . X X j *
ifi) A curva estd toda acima do eixo das abscissas, C) e*> a, qualquer que seja a e R}.

pois y = ax é sempre maior que zero para todo x real. D) assume valores de R em R”.

Portanto, a sua imagem Im é dada por Im = R}, E) assume valores apenas em R
"

iv) A curva corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1).

Isso ocorre porque, para x = 0, temos 'y = a® = 1. Resolugdo:

- A fungdo f(x) = e* ndo possui raizes, pois e* > 0 para todo
OBSERVACAO . .
x real. Portanto, a alternativa A é falsa.

o w ”
O ndmero e Para 0 < a < 1, temos que ex > a*. Portanto, a alternativa B

Trata-se de um ndmero irracional, cujo valor é 2,71828... . é falsa.
Esse niumero é conhecido como numero neperiano, uma Para a > e, temos que ex < a*. Portanto, a alternativa C
referéncia ao matematico escocés John Napier (1550-1617), é falsa.
autor da primeira publicagdo sobre a Teoria dos Logaritmos. A fungdio f(x) = e*possui o seguinte grafico:

O numero e é extremamente importante no estudo de juros
e de diversos fendmenos naturais, tais como crescimento y
populacional, decaimento radioativo, crescimento de
bactérias, entre outros.

O grafico da fungdo y = ex é dado por:

y 7

0 X

Observe que se trata de uma fungdo com dominio R
/ e imagem Ri. Portanto, a alternativa D é verdadeira.
Conforme visto no item anterior, o dominio ndo se

restringe ao conjunto R,. Portanto, a alternativa E é falsa.

12 Colecao 6V



i Fun o Exponenial

EXERCICIOS DE

RESOLUCOES NO
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APRENDIZAGEM

01.
GP6J

©

02.
9DNO

©

03.

04.

(IMED-SP) Em um experimento no laboratério de
pesquisa, observou-se que o nimero de bactérias de
uma determinada cultura, sob certas condigGes, evolui
conforme a fungdo B(t) = 10 . 3t-!, em que B(t) expressa
a quantidade de bactérias e t representa o tempo em
horas. Para atingir uma cultura de 810 bactérias, apos
o inicio do experimento, o tempo decorrido, em horas,
corresponde a

A) 1. D) 4.
B) 2. E) 5.
C) 3.

(EBMSP) Muita gente ndo consegue comecar o dia sem
uma xicara de café e até mesmo ha quem se refira ao café
como “o combustivel do homem moderno”. Uma xicara
de café contém vitamina B12, vitamina B5, magnésio e
potassio, e outros nutrientes.

Para preparar um café instantaneo, adiciona-se agua em
ebulicdo, 100 °C, a mistura do café.

A uma temperatura ambiente de 30 °C, a temperatura
do café, em °C, apds t minutos, pode ser calculada pela

t
funcdo f(t) = 30 + 70 (;)2

Passados quatro minutos, apos o preparo do café,
a temperatura da bebida é, aproximadamente,

A) 64 °C. D) 70 °C.
B) 66 °C. E) 72 °C.
C) 68 °C.

(UNISC-RS-2021) O numero de bactérias numa
cultura, em fungdo do tempo t (em horas), pode ser
expresso por N(t) = 256 . 2%75t, Em quanto tempo, em
horas, o nimero de bactérias sera igual a 2 048?

A) 2 D) 3
B) 6 E) 4
C) 8

(UNIFESP) Sob determinadas condigbes, o antibidtico
gentamicina, quando ingerido, é eliminado pelo
organismo a razdo de metade do volume acumulado
a cada 2 horas. Dai, se K é o volume da substancia no
1)2
organismo, pode-se utilizar a fungdo f(t) = K. [5] para

estimar a sua eliminagdo depois de um tempo t, em horas.

05.
6F4

06.

07.
WWA2

Neste caso, o tempo minimo necessario para que uma
pessoa conserve no maximo 2 mg desse antibidtico no
organismo, tendo ingerido 128 mg numa Unica dose, é de

A) 12 horas e meia.
B) 12 horas.
C) 10 horas e meia.
D) 8 horas.
E) 6 horas.

(UFGD-MS) Considere a fungdo f: R — R definida por

f(x) = 2-2*. O valor de f[%—lj—f[?j éigual a:
A) 2 D) f@a)

B) f(2a) 5 =

o) 3f@aj

(ACAFE-SC) Um dos perigos da alimentagdo humana
sdo 0s microrganismos, que podem causar diversas
doencas e até levar a obito. Entre eles, podemos destacar
a Salmonella. Atitudes simples como lavar as maos e
armazenar os alimentos em locais apropriados ajudam a
prevenir a contaminagao por estes. Sabendo que certo
microrganismo se prolifera rapidamente, dobrando
sua populagdo a cada 20 minutos, pode-se concluir
que o tempo que a populagdo de 100 microrganismos
passara a ser composta de 3 200 individuos é

A) 1 he35min.
B) 1 he 40 min.
C) 1 he 50 min.
D) 1 he55min.

(UFJF-MG) Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = 2x.
Na figura a seguir esta representado, no plano cartesiano,
o grafico de f e um trapézio ABCD, retangulo nos vértices
A e D e cujos vértices B e C estdo sobre o grafico de f.

y
y = () = 2

—>
-1 o 1 2 3 X

A medida da area do trapézio ABCD é igual a

A) 2. D) 4.
8

B) - E) 6.

C) 3.
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EXERCICIOS

(UEL-PR) O crescimento de uma col6nia de bactérias é
descrito por P(t) = a.4*f, em que t = 0 é o tempo, dado
em horas, e P(t) é a populagdo de bactérias no instante t.
Se, apos 4 horas, a populacgdo inicial da col6nia triplicou,
apos 8 horas o numero de bactérias da col6nia sera:

A) 6a D) 8a -4
B) 8a E) o+ 8
C) 9a

RESOLUGOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.
006X

()

02.

03.
ABQ9

()

(PUC RS) Em hospitais de grande porte das principais
cidades do pais sdo realizados tratamentos que utilizam
radiois6topos emissores de radiacdes alfa, beta e gama.

O iodo 131, por exemplo, é um radioisétopo utilizado
no tratamento de hipertireoidismo. O grafico a seguir
representa a massa residual de iodo 131 (N) presente
em uma amostra em fungdo do tempo (t).

N (. 10-® gramas)
100

\
N\
50
25
12,5 L
0 8 16 24 32 t (dias)

A funcao que melhor descreve a massa residual de iodo 131
presente na amostra, em fung&o do tempo, € N(t) = N e*,
onde

A) N,>0ek>0
B) N,<Oek>0
C) N,>0ek<0
D) Ny<Oek<0

(UECE-2022) Seja f: R—— R uma fungdo definida por
f(x) = b . a*x,onde a e b sdo numeros reais positivos,
a=1.Sef(l) =8ef(2) = 16 entdo, o valor de f(4) é
A) 48.

B) 24.

C) 32.

D) 64.

(FCMSC-SP-2023) O decaimento radioativo de uma
substéancia se da de acordo com a férmula r(t) = C. 3-¢,
com C sendo uma constante diferente de zero e r(t) a
quantidade de radioatividade presente na substancia
apos t segundos desde o inicio do decaimento.

Colecao 6V

04.
CEWY

©

05.

O valor de t, em segundos, para que a substancia fique
com a terga parte da radioatividade que tinha inicialmente

éigual a:
1 1 2
A) = c) = E) £
) A ) 3 ) 5
1 1
B) = D) =
) 5 ) 6

(UEL-PR-2019) Os virus dependem de uma célula
hospedeira susceptivel para se multiplicarem. Seja
e > 2 uma constante real. Suponha que P : R* - R
represente a quantidade de particulas virais no interior

de uma célula hospedeira no instante t = 0, de forma que
5.10*
1+200e!°
O grafico de P no intervalo 0 < t < 100 é dado a seguir.

P
50 000

40 000

30 000[ /
20 000[

/

V

10 000

Com base no texto, na equagdo e no grafico, atribua (V)
verdadeiro ou (F) falso as afirmativas a seguir.

() De acordo com a fungdo, o numero de particulas
virais nunca atinge 5 . 10%.

() Noinstante inicial t = 0, existem 25 particulas virais
dentro da célula.

() P éuma funcdo decrescente.

() O numero de particulas virais atinge 10 000 unidades
antes do instante t = 60.

( )Afuncdo P: R* » R é sobrejetora.

Assinale a alternativa que contém, de cima para baixo,
a sequéncia correta.

A) V,V,FVF D) FV,V,FF
B) VVFFVF E) FFV,F WV
C) VEFRVVW

(UECE-2019) Se f:}’?",g{—w@ ¢ a funcdo real de

variavel real definida por f(x) = e'*, pode-se afirmar
corretamente que a imagem ou conjunto de valores de f
€ o conjunto de todos os nimeros

A) reais.
B) reais maiores do que zero e menores do que um.
C) reais menores do que um.

D) reais positivos.
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07.
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08.

09.
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(UPE-2022) Um experimento consiste em estudar um
fendmeno que cresce exponencialmente. Para uma
melhor andlise da curva de crescimento, a equipe
responsavel utilizou um software para representa-la
geometricamente. A equacgdo dessa curva € dada por
f(x) = k . 4<+?, onde k e p sdo constantes positivas.
A partir do software, observaram que f(5) = 15, resultado
que divergia em muito da realidade. Ap6s uma analise
cuidadosa, perceberam que o grafico estava posicionado
incorretamente e, apds alguns calculos, verificaram
que, para corrigir esse erro, seria necessario adicionar
3 unidades ao parametro p. Depois de fazer isso, todos
os resultados tornaram-se compativeis.

Apds o deslocamento que corrigiu a posigdo da curva,
qual o real valor de f(5) obtido pelo software?

A) 3375 C) 750 E) 18
B) 960 D) 35

(Unemat-MT) Certa substéancia se desintegra obedecendo
a seguinte expressdo: Q(t) = k.279%, em que t é o tempo
(em horas), k é uma constante real e Q(t) é a quantidade
da substancia (em gramas), no tempo t.

Considerando que no instante inicial, t = 0, a de substancia
é de 800 g, assinale a alternativa que corresponde ao
tempo necessario para que a quantidade dessa substancia
esteja reduzida a 25% do seu valor inicial.
A) 2h C) 6h

B) 4h D) 8h

E) 10 h

(ULBRA-RS) Em um experimento de laboratério,
400 individuos de uma espécie animal foram submetidos a
testes de radiagdo, para verificar o tempo de sobrevivéncia
da espécie. Verificou-se que o modelo matematico que
determinava o nimero de individuos sobreviventes, em
fungdo do tempo era N(t) = C.At, com o tempo t dado
em dias e A e C dependiam do tipo de radiagdo. Trés dias
apos o inicio do experimento, havia 50 individuos.
Quantos individuos vivos existiam no quarto dia apds
o inicio do experimento?

A) 40 C) 25
B) 30 D) 20

E) 10

(UFRN) No plano cartesiano a seguir, estdo representados o
grafico da fungdo y = 2%, os nimeros a, b, c e suas imagens.

Observando-se a figura, pode-se concluir que, em fungao

de a, os valores de b e c sdo, respectivamente:
a a
A) 5 e 4a C) 2ae 2

B) a-lea+2 D) a+lea-2

10.
91EN

©

11.
TXD8

©

12.

13.

(UERJ) Observe o plano cartesiano a seguir, no qual
estdo representados os graficos das fungGes definidas por
f(x) = 2x*1, g(x) = 8 e h(x) = k, sendo x € R e k uma
constante real.

y f

g D C

h /A B
X

No retédngulo ABCD, destacado no plano, os vértices
A e C sdo as intersegdes dos graficos f n hefnn g,
respectivamente. Determine a area desse retangulo.

(UEPA) Os dados estatisticos sobre violéncia no transito
nos mostram que é a segunda maior causa de mortes
no Brasil, sendo que 98% dos acidentes de transito sdo
causados por erro ou negligéncia humana e a principal
falha cometida pelos brasileiros nas ruas e estradas é
usar o celular ao volante. Considere que em 2012 foram
registradas 60 000 mortes decorrentes de acidentes de
transito e destes, 40% das vitimas estavam em motos.
VEJA, 19 ago. 2013 (Adaptagao).
A fungdo N(t) = N,.(1,2) fornece o nimero de vitimas que
estavam de moto a partir de 2012, sendo t o nimero de
anos e N, o nimero de vitimas que estavam em moto em
2012. Nessas condigGes, o numero previsto de vitimas
em moto para 2015 sera de
A) 41 472. C) 62 208.
B) 51 840. D) 82 944.

E) 103 680.

(Unifor-CE) Num periodo prolongado de seca,
a variacdo da quantidade de agua de certo reservatorio é
dada por q(t) = q,.27°%, q, quantidade inicial de dgua no
reservatoério e q(t) a quantidade de agua no reservatorio
apoés t meses.

A quantidade de meses que a agua do reservatorio se
reduzird a 25% do que era no inicio é de
A) 4. C) 8.

B) 6. D) 10.

E) 12.

(ESPM-SP) Um novo aparelho eletronico foi langado no
mercado em janeiro de 2014, quando foram vendidas
cerca de 3 milhdes de unidades. A partir de entdo,
esse numero teve um crescimento exponencial, dado
pela expressdo v = n.k!, onde n e k sdo constantes
reais e t € o numero de meses apo6s o langcamento
(jan =0, fev = 1, etc.). Se, em fevereiro desse ano foram
vendidos 4,5 milhdes de aparelhos, podemos concluir que,
no més seguinte, esse niUmero passou para

A) 5,63 milhoes. D) 8,67 milhGes.

B) 10,13 milhdes. E) 6,75 milhGes.

C) 4,96 milhdes.
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(UFTM-MG) A populagdo P de um pais no ano t pode
ser estimada através da funcdo P(t) = m.nt- 201! para
n # 0. Sabendo-se que a populacdo atual desse pais é
de 15,3 milhGes de habitantes, e que sua taxa anual de
crescimento é de 2%, entdo, % é igual a:

A) 1,2.10° D) 1,5. 107
B) 1,5. 106 E) 1,2.108
C) 1,2.107

SECAO ENEM

01.

02.

(Enem) Um modelo de automdvel tem seu valor
depreciado em fungao do tempo de uso segundo a fungao
f(t) = b.at, com t em ano. Essa fungdo esta representada
no grafico.

60 000/
54 000+

43 740
39 3661

Valor do automoével (R$)

Qual sera o valor desse automdvel, em real, ao completar
dois anos de uso?

A) 48 000,00 D) 48 870,00
B) 48 114,00 E) 49 683,00
C) 48 600,00

(Enem) Admita que um tipo de eucalipto tenha
expectativa de crescimento exponencial, nos primeiros
anos apds seu plantio, modelado pela fungdo y(t) = at-1,
na qual y representa a altura da planta em metro, t é
considerado em ano, e a € uma constante maior do que 1.
O gréfico representa a fungdo y.

y (metro).

32

t (anos)

Colecao 6V

03.

04.

Admita ainda que y(0) fornece a altura da muda quando
plantada, e deseja-se cortar os eucaliptos quando as
mudas crescerem 7,5 m apos o plantio.

O tempo entre a plantagdo e o corte, em ano, € igual a:
A) 3 C) 6 E) log, 15
B) 4 D) log, 7

(Enem) O sindicato de trabalhadores de uma empresa
sugere que o piso salarial da classe seja de R$ 1 800,00
propondo um aumento percentual fixo por cada ano
dedicado ao trabalho. A expressdo que corresponde a
proposta salarial (s), em fungdo do tempo de servico (t),
em anos, € s(t) = 1 800.(1,03)t.

De acordo com a proposta do sindicato, o salario de um
profissional dessa empresa com 2 anos de tempo de
tempo de servigo sera, em reais,

A) 7416,00. C) 3709,62. E) 1909,62.
B) 3819,24. D) 3708,00.

Sob certas condigdes, o nimero N de bactérias de
uma cultura, em fungdo do tempo t, medido em horas,
é dado por N(t) = NO.Z%. Isso significa que, apds 6 dias,
o0 numero inicial de bactérias tera sido multiplicado por:
A) /2 C) 16 E) 4096

B) 2 D) 1024

SECAO FUVEST/UNICAMP/UNESP

©

GABARITO Meu aproveitamento /\/\il

Aprendizagem  Acertei Errei
O 01.E O 04.B O 07.C
O 02.B O 05.C O 08.C
O 03. E O 06.B
Propostos Acertei Errei
O o01.C O 06.B O 11. A
O 02.D O 07.B O 12.D
O 03.D O 08.C O 13. E
O 04. B O 09.D O 14.D
O 05.D O 10. 12 u.a.
Se(;éo Enem Acertei Errei
O o01.C O 02.B O 03.E O 04. E
/ Total dos meus acertos: de . %




MATEMATICA

Equacoes e Inequacoes Exponenciais

EQUACAO EXPONENCIAL ﬁg.

Uma equacdo é dita exponencial quando a variavel se
apresenta no expoente. Seja a um numero real tal que
0 < a=# 1. Como a fungdo exponencial é injetora, temos:

Seax=a’ entdox =y.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Resolver, em R, a equagdo 32* = 128.
Resolugao:
32x=128= (25 =2"=2%=2"=>

5x=7:x=z

Portanto, S = {é}

02. Resolver, em R, a equagio 3% + 3 = 89_2
Resolugao:
Podemos escrever 3* + 3% = 89_2 .

Substituindo 3% por y, temos:

g+ 1.82 9o 82y
y

9 9y 9y
9y2 -82y +9=0=>A=(-82)2-4.9.9=6400

y = 8280 :y=%

ouy =9
18 Y

1 1
Paray=§,temos3x=§:>3X=3'2:>x=—2.

Paray =9, temos 3* =9 = 3* = 32 = x = 2.

Portanto, S = {-2, 2}.

FRENTE = MODULO

A 14

03. Resolver, em R, a equagdo 4% - 2x - 12 = 0.

Resolugédo:

2% - 2x-12=0=(2¢)2-2x-12=0
Substituindo 2x por y, temos:
y2-y-12=0=>A=(-1)?2-4.1.(-12) =49
y = % >y=-30uy=4

Para y = -3, temos 2 = -3 (absurdo).

Paray =4, temos 2x =4 = 2x =22 > x = 2.
Portanto, S = {2}.

INEQUACAO EXPONENCIAL ﬁg.

Toda desigualdade em que a variavel aparece no expoente
€ uma inequacdo exponencial.

Exemplos:

10) 7x> 343

20) 3x-4<81
1 3x-21

30) (_) > 2571
5

De modo geral, uma inequacgdo deve ser resolvida
colocando-se a mesma base a nos dois membros da
inequacdo e considerando-se os seguintes casos:

1°9caso:a>1

Como a funcdo f(x) = a* é crescente, observamos que, se
ax > a4, entdo x, > X,.

y f(x) = ax
(@a>1)
- R pp——
o ;
—
o X, X, X

Portanto:

Se a > 1, devemos conservar o sinal da desigualdade
ao compararmos os expoentes.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 7
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2°caso:0<a<1

Como a fungdo f(x) = a* é decrescente, observamos que,
se a© > ax, entdo x, < X,.

f(x) = ax
(0<ax<l)

Portanto:

Se 0 < a < 1, devemos inverter o sinal da
desigualdade ao compararmos os expoentes.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

04.

05.

06.

Resolver a inequagdo 7 > 343.
Resolugao:
7%>343 7> 73

Como 7 > 1, devemos conservar a desigualdade, ou seja,
X > 3.

Portanto, S = {x e R | x > 3}.

1 3x - 21
Resolver a inequagao (E] > 2571,

Resolugéo:

3x - 21 3x - 21 3x - 21 2
R
5 5 25 5 5

Como 0 < é < 1, devemos inverter a desigualdade,

ouseja, 3x - 21<2=3x<23=x< E.

Portanto, S = {XER|X§§}.

Resolver a inequagdo 2x+2 - 2x-1 4 2x < 18.

Resolugao:

Nesse caso, devemos utilizar as propriedades das
poténcias.

2x.22—%x +2xs18:4.2X—%x +2<18

Substituindo 2x por y, temos:

4y - % +y£18:10yT_y518:>9ys36:>y54

Substituindo y por 2%, obtemos:
2X<4 =5 2X< 225 x<2

Portanto, S = {x e R | x < 2}.

18 Colecao 6V
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(UNITAU-SP) Sabendo-se que x é um numero real,
0 conjunto solugdo da equagdo 5% *1!= 625 é:

A) S={-1} D) S ={2}

B) S = {0} E) s={3}

C) S ={1}

(IFMA) A soma das raizes da equagdo (2X)*-1 =4 ¢é

A) 1e-2. D) -1e2.

B) -1. E) 1.

Cc) 2.

(UECE-2020) Se o numero real k é a solugdo da equagéo

9/x - 8.3/ -9 =0, entdo, o nimero k cumpre a seguinte
condigdo:

A) 1,5<k<3,5
B) 7,5<K<9,5

C) 55<k<7,5
D) 35<k<5,5

(UERJ-2022) Um teste de material foi realizado com
placas de vidro homogéneo. Considere I, a intensidade
de luz que incide no vidro e I a quantidade de luz que
o atravessa. Observe a equagdo que relaciona I e I,
a partir da constante, e, sendo x a espessura do vidro,
em milimetros, e k a constante do material com que foi
fabricado:

Considere a tabela a seguir, que apresenta valores
aproximados para e™.

Para k = 0,046 e x = 5 mm, a porcentagem da intensidade
da luz incidente que atravessa o vidro é:

0,21
0,811

0,22
0,802

0,23
0,794

0,24
0,787

A) 78,7% C) 80,2%
B) 79,4% D) 81,1%
1

(PUC Rio) A equagao 2% - _ o tem duas solugdes
reais. A soma das duas solugbes é
A) -5. C) 2.

B) O. D) 14.

E) 1024.

(UPE) Os técnicos de um laboratério observaram que uma
populagdo de certo tipo de bactérias cresce segundo a
funcdo B(t) = 10° . 43 com t sendo medido em horas.
Qual o tempo necessério para que ocorra uma reprodugdo
de 6,4 . 10 bactérias?

A) 1h C) 4h
B) 3h D) 6h

E) 16 h
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EXERCICIOS

(USF-SP) Em um experimento, o numero de bactérias
presentes nas culturas A e B, no instante t, em horas,
é dado, respectivamente, por: A(t) = 10 . 2t-1 + 238
e B(t) = 2t+2 + 750. De acordo com essas informagoes,
o tempo decorrido, desde o inicio desse experimento,
necessario para que o numero de bactérias presentes na
cultura A seja igual ao da cultura B é

A) 5 horas. C) 7 horas.
B) 6 horas. D) 9 horas.

E) 12 horas.

(ESPM-SP) Se (4*)° =16.2¢, o valor de x* &

5 L

A) 27. [®) "

ENEE

B) 4. D) 1.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play
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02.

03

AN34

04.
E3VE

05.

1
(UFJF-MG) A fungdo c(t) = 200 . 3%, com k = 12 dad o

crescimento do niumero C, de bactérias, no instante t
em horas. O tempo necessario, em horas, para que haja,
nessa cultura, 1 800 bactérias, esta no intervalo:

A) [0, 4] D) [36, 72]
B) [4,12] E) [72, 108]
C) [12, 36]

(FGV-SP) A raiz da equagdo 2x -1 + 2x*+1 + 2x =7 é
A) um ndmero primo.

B) um ndmero negativo.

C) um numero irracional.

D) um numero maior ou igual a 1.

E) um multiplo de 5.

(Mackenzie-SP) O conjunto solugdo, em R, da inequagao

M1 <M®! comMrealeM > 1, é:

A) 1-w; 1] D) [-1; o[
B) [1; o[ E) [0; o[
C) [0;1]

(ESPM-SP) A soma das raizes da equagdo
4x + 2°=3,2x*2¢éigual a

A) 5. C) 8.
B) 3. D) 12.

E) 7.

(FGV) A raiz da equagdio 3*°'+4.3+3*1 =223 é
um ndmero

A) inteiro positivo.

B) inteiro negativo.

C) irracional.

D) racional positivo ndo inteiro.

E) racional negativo ndo inteiro.

06.
65X0

)

07.
FYEN

©

08.
XDOA

()

09

4BIM

©

10.
FYKU

(UFSJ-MG) A intersegdo dos graficos das fungoes
h(x) = 2+ 1 e s(x) = 2x*1 é 0 ponto que tem a soma
de suas coordenadas igual a

A) 2 epertencearetay = x + 2.

B) 1epertencearetay =x + 1.

C) 2epertencearetay = x - 2.

D) 1epertencearetay =x - 1.

(UFSCar-SP) O par ordenado (X, y), solugdo do sistema
4y =32,
, €
3 =\3
3
A =
) (5, 2)
3
5_2
B) [ , 2]
2
C) |3,=
) (33)

(ESPM-SP) O valor de x na equagdo 4* + 2 . 8 = 2xé
A) irracional.

B) racional ndo inteiro positivo.

C) racional ndo inteiro negativo.

D) racional inteiro positivo.

E) racional inteiro negativo.

(UECE-2020) Se f : R — R é a funcdo definida por
f(x) _ 2% + 27
2
conjunto {x € R, tais que f(x) = 1} é igual a
A) 0.
B) 2.
C) 1.
D) 3.

, entdo, o numero de elementos do

m
(FGV) se ; é a fragdo irredutivel que € solugdo da

equagdo exponencial 9% - 9x-1 = 1 944, entdo, m - n é
igual a

A) 2. D) 5.
B) 3. E) 6.
C) 4.

(Mackenzie-SP) Os valores de x, X e R,

que satisfazem as condigdes (é}x < 5% e x2 <5, so:
A) x<- 50ux2/§

B) -/5<x<y/5

C) 0<x<4

D) x<0oux=>4

E) -/5<x<0

Bernoulli Sistema de Ensino
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12.

13.
NC6H

14.
HW15

©

15.
AIMA

(IFSul) A equagdo 2*'* —24 = 7% possui como solugdo:
A) x=2ex=3 C) x=3ex=6
B) x=2ex=6 D) x=4ex=28

(UEMG) Considere o seguinte sistema:
3 -2x=1
3.2°1'+6=2.3

Na solugdao desse sistema, tem-se x = a ey = b.

Assim, o valor da expressao @ - 2ojie 5 é

3(b +a)
1
A) -1. 0 =
1
B) 5 D) %

(UEL-PR) Um barco parte de um porto A com 2k
passageiros e passa pelos portos B e C, deixando
em cada um metade dos passageiros presentes no
mkomento de chegada, e recebendo, em cada um,

22 novos passageiros. Se o barco parte do porto C com 28
passageiros e se N representa o nimero de passageiros
que partiram de A, é correto afirmar que

A) N é multiplo de 7. D) N é divisor de 128.

B) N é multiplo de 13. E) N é primo.
C) N é divisor de 50.

34.27" =9
(ESPCEx-SP) O conjunto solugdo do sistema %)

y? + §xy2 =0

é formado por dois pontos, cuja localizagdo no plano
cartesiano é:

A) Ambos no primeiro quadrante.
B) Um no quarto quadrante e o outro no eixo x.

C) Um no segundo quadrante e o outro no terceiro
quadrante.

D) Um no terceiro quadrante e o outro no eixo y.

E) Um no segundo quadrante e o outro no eixo x.

SECAO ENEM

01.

(Enem) O governo de uma cidade esta preocupado com
a possivel epidemia de uma doenga infectocontagiosa
causada por bactéria. Para decidir que medidas tomar,
deve calcular a velocidade de reprodugdo da bactéria.
Em experiéncias laboratoriais de uma cultura bacteriana,
inicialmente com 40 mil unidades, obteve-se a formula
para a populagdo:
p(t) = 40 . 2%

em que t é o tempo, em hora, e p(t) é a populagdo,
em milhares de bactérias.

Colecao 6V

02.

Em relagdo a quantidade inicial de bactérias, apds
20 min, a populagdo sera

A) reduzida a um tergo.

B) reduzida a metade.

C) reduzida a dois tergos.

D) duplicada.

E) triplicada.

A pressdo atmosférica P, em mmHg, é dada em funcgédo
da altura h (em relagdo ao nivel do mar) pela expressao
P(h) = 760.eM, sendo e o nimero neperiano, que vale
aproximadamente 2,7182. Um alpinista, ao escalar uma
elevagdo, verificou através de um barémetro (instrumento
que mede a pressdo atmosférica) que a pressdo no ponto
em que se encontrava era igual a 600 mmHg. Considerando
o parametro A = -0,0002, pode-se afirmar que a altura do
alpinista, em relagdo ao nivel do mar, é igual a

Dados: e®%% = 760 e €54 = 600.
A) 1150 m.
B) 1370 m.
C) 1520 m.
D) 2 240 m.
E) 3000 m.
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FRENTE

MODULO

MATEMATICA B 12

Areas de Circulo e suas Partes

AREA DE UM CiRCULO 1y

Considere a circunferéncia A de centro O e raio R.

Inscreva em A poligonos regulares, de modo que o nimero
de lados cresga sucessivamente.

A

'
A

Sabemos que a area de um poligono regular P é o produto
do seu semiperimetro p pelo apdtema a: A, = p.a

Quanto maior o numero de lados do poligono regular
inscrito em A, mais seu perimetro se aproxima do perimetro
(comprimento) da circunferéncia, e seu apotema se
aproxima do raio. A drea do poligono torna-se, portanto,
cada vez mais préxima da area do circulo de raio R.

Afirma-se, entdo, que a area de um circulo é o produto
do seu semiperimetro pelo raio.

Assim, para o circulo de raio R, tem-se:

A = nR?

SETOR CIRCULAR 6@.

Setor circular é uma parte do circulo limitada por um
arco de circunferéncia e dois raios com extremidades nas
extremidades do arco.

A =n1R.R=

Area de um setor circular

A area de um setor circular de raio R é proporcional
a medida do arco correspondente.

19 caso:
AB medido em graus.

A
Area Arco
RR2 =mmmm oo 360°
A o o
Loqo, ™R° _360° _ nR%
90 AT, 360°
20 caso:
AB medido em radianos
B
‘ B rad
A
Area Arco
TIRZ =mmmm oo 2r rad
L p rad
Logo, R® _ 2n A BR
A B 2
30 caso:
AB medido em comprimento.
B
‘ /
A
Area Arco
MR? ==mmmmmmmmmeo oo 27R
A e ‘
mR?  2zR a_ ‘R
g =T T 2

Bernoulli Sistema de Ensino
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SEGMENTO CIRCULAR 1y

Segmento circular € uma parte do circulo limitada por um
arco de circunferéncia e por uma corda com extremidades
nas extremidades do arco.

o«

A corda AB determina dois segmentos circulares, como
mostrado na figura anterior.

Para calcularmos a area de um segmento circular de angulo
central 0 < a <w, procedemos como mostrado na figura seguinte:

A = Asetor - Atriéngulo - T

2
A:%(a—sena)

COROA CIRCULAR |@@,

Dadas duas circunferéncias concéntricas de raios r e R,
com r < R, chama-se coroa circular ao conjunto dos pontos
pertencentes ao circulo de raio R e exteriores ao circulo de raio r.

Sh

Para calcularmos a area de uma coroa circular, fazemos a
diferenca entre as areas dos dois circulos:

A=r1nR?-nr?=> A = n(R? - r?)

RAZAO ENTRE AREAS DE 15
FIGURAS SEMELHANTES

Consideremos os tridngulos semelhantes ABC e DEF, sendo k
a razdo de semelhancga do primeiro para o segundo.

A

22 Colecao 6V

Calculando a razdo da area do primeiro para a area do
segundo triangulo, temos:

ap
Aiwec _ 2 8 8P —kk=k =
A, oer dj dg dgq
2
AAABC :kZ
AADEF

Dessa maneira, deduzimos uma importante propriedade:

A razdo entre as areas de dois tridngulos semelhantes é
igual ao quadrado da razao de semelhanga entre eles.

Essa propriedade pode ser generalizada para quaisquer
figuras semelhantes, isto é:

A razdo entre areas de duas figuras semelhantes € igual ao
quadrado da razdo de semelhanga entre essas figuras.

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (AFA-SP) Na figura a seguir, o lado do quadrado é 1 cm.

Entdo, a area da regido hachurada, em cm?, é

r_1 r_1
A) 27 2 Q) a2 4

n_1 n_1
B) 272 D) 274
Resolugao:

A area hachurada corresponde a quatro vezes a area de

1
um segmento circular de angulo central 90° e raio X
como indicado na figura.

1
2
1
2
2
1] 11
b E i
Assim, A =4(A_., -A)=A, =4 —- % =

AhacA =|2- 1 cm? .
4 2



RN freas de Circulo e suas Partes

EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.
X4HG

03.

04.
L76K

©

(IFPE-2020) O Vaticano é um pais reconhecido pela
Organizagao das Nagdes Unidas (ONU). Situado na zona
norte da cidade de Roma, é considerado o menor pais
do mundo, com 0,45 km? de extensdo. Se o Vaticano
tivesse a forma de um circulo, qual seria a medida do
quadrado de seu raio? (Utilize a aproximagao = = 3).

A) 0,13 km C) 0,15 km E) 0,17 km
B) 0,14 km D) 0,16 km

(UEL-PR) Considere que um tsunami se propaga como
uma onda circular.

10 horas

Epicentro
do tsunami

Se a distancia radial percorrida pelo tsunami, a cada
intervalo de 1 hora, é de k quildometros, entdo a area A,
em quilémetros quadrados, varrida pela onda entre
9 horas e 10 horas, é dada por:

A) A=k C) A=127k?
B) A=9nk D) A=15nk?

E) A=197k

(UECE-2022) A praga Coronel Miro, na cidade de Rio Sa,
€ limitada por quatro ruas, formando um quadrado cuja
medida do lado é 99 m. No centro da praga, foi construido
um jardim cuja area € limitada por uma circunferéncia.
Se a razdo entre as medidas da area da praga e da area
ocupada pelo jardim é 9, entdo, a medida, em metros,
do raio desta circunferéncia é:

Ay Y99

T

g p) 33

B) 3v99
n n N

(Mackenzie-SP)

O valor da area sombreada na figura anterior é:

X TX X
A 4 A & B) &
x> x>
P D) 12

05.
2P4U

©

06.
SL4W

07.
3HI9

08.
GZA1

(FGV) Cada um dos 7 circulos menores da figura
a seguir tem raio 1 cm. Um circulo pequeno é concéntrico
com o circulo grande, e tangencia os outros 6 circulos
pequenos. Cada um desses 6 outros circulos pequenos
tangencia o circulo grande e 3 circulos pequenos.

7 N

\“ ‘ / \Xi = i/‘\\

\ | - < Y

N/
A /}/'/

Na situacdo descrita, a area da regido sombreada na
figura, em cm?, é igual a:

A) n C) 2rn E) 3=n
3n 5x
B) 5 D) >

(UPE) A figura a seguir representa um hexagono regular
de lado medindo 2 cm e um circulo cujo centro coincide
com o centro do hexagono, e cujo diametro tem medida
igual a medida do lado do hexagono.

Considere: n=3e/3=1,7

Nessas condigdes, quanto mede a area da superficie colorida?
A) 2,0 cm? C) 7,2cm? E) 10,2 cm?
B) 3,0 cm? D) 8,0 cm?

(UFRGS-RS) Na figura a seguir, trés discos P, Q e
R, de mesmo raio, sdo construidos de maneira que
P e R sdo tangentes entre si e o centro de Q é ponto de
tangéncia entre P e R. O quadrilatero sombreado ABCD
tém vértices nos centros dos discos P e R e em dois
pontos de intersecao de Q com P e R.

I C
: \A‘ .
A Q
Se o raio do disco P é 5, a area do quadrilatero ABCD é:

A) 5/3 C) 50 E) 75
B) 25 D) 25/3

(UEG-GO) A figura a seguir representa uma circunferéncia
de raio r = 2 cm, em que AC é o di/émetro e AB é uma
corda. Sabendo-se que o angulo BOC = 60°, calcule a
area da regido hachurada.

B
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EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.
9LFD

©

02.

03.

04.
PYK6

©

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UFT-TO) Considerando a circunferéncia da figura a
seguir com centro no ponto O e diametro igual a 4 cm.

Pode-se afirmar que o valor da area da regidao hachurada é:
A) (V8r-4)em?
B) 2ncm?

C) (2rn-4) cm?

D) (z-1)cm?
E) (4n- 2) cm?

(IFPE-2020) Uma praca tem o formato de um triangulo
retangulo de catetos 30 m e 40 m. Deseja-se construir
um lago circular no interior dessa praga (o lago pode
tocar os limites da pracga). Qual é a area do maior lago,
em forma de circulo, que se pode construir totalmente
no interior da praga?

A) 81z m?
B) 1697 m?

C) 100m m2 E) 121z m?

D) 144rn m?

(PUC Rio) Seja ABC um tridngulo equilatero de lado 16.
Com centro em C, temos um arco de circulo entre A e B,
como na figura. Sejam D e E os pontos médios de AC
e BC, respectivamente. Com centros em D e E, temos
semicirculos de A a C e de B a C, como na figura.

@

A~ B

A) Determine os raios dos circulos na figura, de centros
C, D e E, respectivamente.
B) Calcule o comprimento dos arcos AC, CB e BA.
C) Calcule as areas das quatro regides indicadas na figura
a seguir.
C

A~ _ IV B

(ACAFE-SC) Na figura a seguir, o quadrado esta inscrito
na circunferéncia. Sabendo que a medida do lado do
quadrado é 8 cm, entdo, a area da parte hachurada,
em cm?, é igual a:

Colecao 6V

05.

06.

07.

A) 4(n + 2) C) 8(n +2)

B) 8(n + 4) D) 4(n + 4)

(UFPR-2023) Na figura a seguir, estdo representadas
quatro circunferéncias de raio r = 1 cm que sdo tangentes
nos pontos A, B, C e D. Assinale a alternativa que
corresponde ao valor, em cm?, da area hachurada em

cinza.

A) n- 1. c) 2-L. E) 4a_%
) n ) > ) 4 =
B) = - 2. D) 4 - .

(UFRGS-RS-2022) Na figura a seguir, ABCD é um
quadrado de lado a e AB e BD sdo arcos de circunferéncia.
D C

A a B

A area da regido sombreada é:

a’ a a
A) E(n—l) C) g(ﬂ:—l) E) 5(712—2)
B) %(R—Z) D) %(E—Z)

(UNIFESP-2022) A figura representa um circulo de centro
C com duas cordas paralelas, PQ e RS, cujas medidas s&o
PQ = 8 cm e RS = 6 cm. A distancia entre C e a corda
PQ é igual a d cm.




08.
35C0

©

09.
QJAA

©

10.
532T

A) Calcule a area do circulo para o caso em que
d=3cm.

B) Calcule a medida do raio da circunferéncia para o caso
em que a distancia entre PQ e RS seja de 4 cm.

(Albert Einstein) Na figura a seguir, ABCD é um retangulo
tal que BC = 6 cm e M é ponto médio do lado AB. Se
os semicirculos no interior do retangulo sdo dois a dois
tangentes entre si, nos pontos M, P e R, entdo a area de
ABCD, em centimetros quadrados, é:

B ©
P
M
R
A D
A) 363 B) 362 C) 183 D) 182

(UEFS-BA)

Na figura, tem-se uma circunferéncia inscrita em um
quadrado, que, por sua vez, estd inscrito em outra
circunferéncia.

Considerando-se = = 3,14, a area escura compreendida
entre o quadrado e a circunferéncia menor representa,
em relagdo a area interna a circunferéncia maior,
um percentual de, aproximadamente,
A) 11,8%. C) 16,4%.
B) 13,7%. D) 18,3%.

E) 21,5%.

(EPCAR-MG) Na figura a seguir, tem-se que DF é um arco
de circunferéncia de centro E e raio DE.

D
B
F E C e
Sabe-se que:
¢ ADE é um tridngulo e BC=6cm
« DE & paralelo a BC o ACB =120°
e BD=7cm oc05120°:—%
e AC=10cm

A area do setor circular hachurado na figura, em cm?,

é igual a:
A) 27 = 27m %

B) — C) D) 3=

11.
L54T

©

Areas de Circulo e suas Partes

(UFV-MG) A regido hachurada da figura 1 a seguir é
denominada Tridngulo de Reuleaux, em homenagem a
Franz Reuleaux (1829-1905). Nesse triangulo, os vértices
A, B e C sdo centros de circunferéncias de raio r, as quais
contém, respectivamente, os arcos BC, AC, AB, conforme
ilustrado. A janela da Catedral de Notre Dame (Figura 2)
em Bruxelas, na Bélgica, tem seu design inspirado no
Tridangulo de Reuleaux.

A
&

Figura 1

Figura 2

Para a construgdo dessa janela, é necessario conhecer a area
do Triangulo de Reuleaux, em fungdo do raio r, que é dada por:

n+\/§ 2
A) > r o) m— 5r2
2
-3, n++5 ,
B) 5T D) 5 °

SECAO ENEM

01.

02,

(Enem-2019) Uma administragdo municipal encomendou
a pintura de dez placas de sinalizagao para colocar em
seu patio de estacionamento.

O profissional contratado para o servigo inicial pintara o
fundo de dez placas e cobrara um valor de acordo com a
area total dessas placas. O formato de cada placa é um
circulo de diametro d = 40 cm, que tangencia lados de
um retangulo, sendo que o comprimento total da placa é
h = 60 cm, conforme ilustrado na figura. Use 3,14 como
aproximagao para .

f d i

PROIBIDO
ESTACIONAR

Qual é a soma das medidas das areas, em centimetros
quadrados, das dez placas?

A) 16 628 C) 28560
B) 22 280 D) 41 120

E) 66 240

(Enem) A figura mostra uma praga circular que contém
um chafariz em seu centro e, em seu entorno, um
passeio. Os circulos que definem a praca e o chafariz
sdo concéntricos.

Bernoulli Sistema de Ensino
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N
/Z
.

Passeio

N olassed

O passeio terd seu piso revestido com ladrilhos.
Sem condigdes de calcular os raios, pois o chafariz esta
cheio, um engenheiro fez a seguinte medigdo: esticou
uma trena tangente ao chafariz, medindo a distancia entre
dois pontos A e B, conforme a figura. Com isso, obteve
a medida do segmento de reta AB = 16 m.

AO :

16m

Passeio
olassed

Dispondo apenas dessa medida, o engenheiro calculou
corretamente a medida da area do passeio, em metro
quadrado.

A medida encontrada pelo engenheiro foi

A) 4n. C) 48m. E) 192x.
B) 8r. D) 64n.

03. (Enem) Em uma plataforma de exploragdo de
petréleo, localizada no mar, ocorreu um vazamento.
A equipe técnica de operagdo dessa plataforma percebeu
que a mancha de 6leo espalhado na superficie do mar
tinha formato circular e estimou, visualmente, que a area
atingida era de aproximadamente 100 km?.
Utilize 3 como aproximacgdo para =.
O valor inteiro mais préximo do raio da mancha de éleo
formada, em km, é
A) 4. C) 10. E) 33.
B) 6. D) 17.

04. (Enem) O proprietario de um parque aquéatico

deseja construir uma piscina em suas dependéncias.
A figura representa a vista superior dessa piscina, que a
formada por trés setores circulares idénticos, com angulo
central igual a 60°. O raio R deve ser um nimero natural.

O parque aquatico ja conta com uma piscina em formato
retangular com dimensdes 50 m x 24 m.

O proprietario quer que a area ocupada pela nova piscina
seja menor que a ocupada pela piscina ja existente.
Considere 3,0 como aproximagdo para n.

O maior valor possivel para R, em metros, devera ser
A) 16. C) 29. E) 49.

B) 28. D) 31.

26 Colecao 6V

05. (Enem) Uma empresa produz tampas circulares de
aluminio para tanques cilindricos a partir de chapas
quadradas de 2 metros de lado, conforme a figura.
Para 1 tampa grande, a empresa produz 4 tampas médias
e 16 tampas pequenas.

Grande Média Pequena

Area do
circulo = nr?

~—2 m—»

~—2 m—>
As sobras de material da produgdo diaria das tampas
grandes, médias e pequenas dessa empresa sdo
doadas, respectivamente, a trés entidades: I, II e III,
para efetuarem reciclagem do material. A partir dessas
informag0es, pode-se concluir que
A) a entidade I recebe mais material do que a entidade II.
B) a entidade I recebe metade do material da entidade III.
C) aentidade II recebe o dobro de material da entidade III.
D) as entidades I e II recebem, juntas, menos material do
que a entidade III.

E) as trés entidades recebem iguais quantidades
de material.
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Sec;éo Enem Acertei Errei
O 01.B O 04.B
O 02.D O 05.E
O 03.B

J Total dos meus acertos: de . %
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MATEMATICA B 13

Sistema Cartesiano e Ponto

SISTEMA CARTESIANO -
COORDENADAS DE UM PONTO

Sejam x e y dois eixos perpendiculares entre si e com

origem comum O, conforme a figura a seguir:

Nessas condicbes, diz-se que x e y formam um sistema
cartesiano retangular (ou ortogonal), e o plano por eles
determinado é chamado plano cartesiano.

Eixo x (ou Ox): eixo das abscissas

Eixo y (ou Oy): eixo das ordenadas

O: origem do sistema

A cada ponto P do plano, corresponderdo dois numeros:
a (abscissa) e b (ordenada), associados as projegdes
ortogonais de P sobre o eixo x e sobre o eixo y, respectivamente.

Assim, o ponto P tem coordenadas a e b, e sera indicado
analiticamente pelo par ordenado (a, b).

Nota:

Neste estudo, sera utilizado somente o sistema cartesiano
retangular, que serad chamado, simplesmente, sistema

cartesiano.

OBSERVACOES

i)

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em quatro
regides ou quadrantes Q, que sdo numerados, como
na figura a seguir:

|@@|

i) Neste curso, a reta suporte das bissetrizes do 1° e do
30 quadrantes sera chamada bissetriz dos quadrantes
impares e indicada por b,. A do 2° e 4° quadrantes
sera chamada bissetriz dos quadrantes pares e
indicada por bp.

Propriedades

i) Todo ponto P(a, b) do 1° quadrante tem abscissa
positiva (a > 0) e ordenada positiva (b > 0) e,
reciprocamente, todo ponto P (a,b) coma>0eb >0
pertence ao 1° quadrante.

P(a,b)e1°Qea>0eb>0

Assim: P(3, 2) € 1°Q

Y

o

Wr-------%
X

i) Todo ponto P(a, b) do 2° quadrante tem abscissa
negativa (a < 0) e ordenada positiva (b > 0) e
reciprocamente.

P(a,b)e2°Qea<0eb>0
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Assim: P(-3,2) €2°Q

-3 (0] X

ili) Todo ponto P(a, b) do 3° quadrante tem abscissa
negativa (a < 0) e ordenada negativa (b < 0) e
reciprocamente.

P(a,b)e3°Qewa<0eb<0

Assim: P(-3, -2) € 3°Q

PO )

iv) Todo ponto P(a, b) do 4° quadrante tem abscissa
positiva (a > 0) e ordenada negativa (b < 0) e

reciprocamente.

P(a,b)e4°Qea>0eb<0

Assim: P(3, -2) € 4°Q

Y
3
0 X
Y .
2 P

v) Todo ponto do eixo das abscissas tem ordenada nula
e reciprocamente.

P(a,b) e Ox<b=0

Assim: P(3, 0) € Ox
y

(0] 3 X

vi) Todo ponto do eixo das ordenadas tem abscissa nula

e reciprocamente.

P(a,b) e Oy a=0

28 Colecao 6V
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Assim: P(0, 3) € Oy

0o X

vii) Todo ponto P(a, b) da bissetriz dos quadrantes

impares tem abscissa e ordenada iguais (a = b) e
reciprocamente.

P(a,b) eb,<a=>b

Assim: P(-2, -2) e b,

viii) Todo ponto P(a, b) da bissetriz dos quadrantes
pares tem abscissa e ordenada opostas (a = -b) e
reciprocamente.

P(a,b)ebp©a=—b

Assim: P(-2, 2) € bp

SIMETRIAS NO SISTEMA .
CARTESIANO -

Consideramos dois tipos de simetria no sistema cartesiano:

. Simetria central: transformacgdo de reflexdo de um
objeto (ponto ou figura) em relagdo a um ponto.

° Simetria axial: transformacdo de reflexdao de um
objeto (ponto ou figura) em relacdo a uma reta.

Em relagdo a um ponto P(a, b), seus principais pontos
simétricos sdo:
P_: simétrico em relagdo a origem
P,: simétrico em relagdo ao eixo x

P, simétrico em relagdo ao eixo y



P, (-a, b) Y P (a, b)
o e ;
—a% /o'/ a x
P(-a-by B P (a-b)
OBSERVAGOES

i) Note que, na representagdo grafica, tomamos

P € 19 quadrante.

ii) Note que o simétrico de P em relagéo a origem é tal

que: O(0, 0) é o ponto médio do segmento Wo.

Exemplos:

19) Os principais pontos simétricos de P(-4, 3) sdo:

P (-4, 3) Y1 P, (4, 3)
-3 *
-7 o Y >
) g
P, (-4, -3) -3 P, (4,-3)

29) O triangulo simétrico ao tridngulo ABC em relagéo a

origem é:
c(-1,5). 7
B(-4, 3)

A0, 2)
0 >
A'(0, -2) X

B'(4, -3)
c(@, -5)

PONTO MEDIO 'ﬁgu

Considerem-se os pontos A(X,, ¥,) € B(X,, Y,). Sendo

M(X,, v,,) © ponto médio de AB (ou BA), tem-se:

X, + Xg
M 2

YatVYs
2

e vyy=

Sistema Cartesiano e Ponto

Ou seja, o ponto M é dado por:

m(XatXs YatVYe
2 2

Demonstragao:

: -
oF  A(x,) M(x,) B'(x,)

Se M é ponto médio de AB (ou BA), pelo Teorema de Tales,

<<
(&)
=
<C
=
L
'_
<
=

para o eixo X, pode-se escrever:

A'M' = M'B' = X, — X, = X; = X, =

X, + X
2.Xy = X, + Xy => X, = A2 B

; ey = YatVYe

Analogamente, para o eixo y, tem-se: y, = 5

Portanto, as coordenadas do ponto médio M do segmento
AB (ou BA) sio, respectivamente, as médias aritméticas das

abscissas de A e B e das ordenadas de A e B.
BARICENTRO DE

A '%l
UM TRIANGULO

Seja o tridngulo ABC de vértices A(x,, Y,), B(X, ;) €
C(Xcs Y¢)- O baricentro (ponto de encontro das medianas)
do tridngulo ABC tem coordenadas:

_XA+XB+XC -
o= Ty eYeT

YatVYstVYc
3

Ou seja, o ponto G é dado por:

G XatXg+Xc YatVYstVYe
3 ! 3

Demonstragao:
y
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Considerando a mediana AM, o baricentro G é tal que: EXERCiC' OS D E @ RBEZOrL:l%:lsl'i: Play
AG = 2.GM
APRENDIZAGEM

Pelo Teorema de Tales, para o eixo x, podemos escrever:

A'G' = 2.G'M' 01. (EEAR) Considere os pontos A(2, 8) e B(8, 0).
A distancia entre eles é de:
Xg = X, = 2(X, = Xg) = 3.Xg = X, + 2.X,, A) /14 C) 3/7
B) 3/2 D) 10
E, como x,, = Xe 1 Xc | tem-se: ]
2 02. (UPE-2022) Um provedor de Internet instalard um novo

Pt transmissor com um alcance maximo de 3 quildmetros.

A fim de estudar com mais exatiddao esse alcance,
o técnico representou o bairro de interesse num
plano cartesiano, onde cada unidade equivale a 1 km.
O transmissor foi instalado no ponto (-3, 5).
As residéncias I, II, III, IV e V, cujas posigbes estdo
Yo = YatYstVe indicadas na figura a seguir, assinaram um plano para

3 receber o sinal de internet desse transmissor, mas uma
delas ficou fora do seu alcance.

Xy + Xg + X¢

Xy + X
3.xG=xA+2(%]:>xG= 3

Analogamente, para o eixo y, tem-se:

| 1o+ oy |
DOIS PONTOS %' RO e R -
St N S | 8
Considerem-se dois pontos distintos A(x,, v,) € B(Xg, Ys), e EEEE EECE LT SR LR
tais que o segmento AB n&o seja paralelo a algum dos eixos S N T S PR
I i i i i
coordenados. S S T T S N
oo :
Tracando-se por A e B as retas paralelas aos eixos seodpos( jeaqocsgeosfood Plodse
coordenados que se interceptam em C, tem-se o triangulo ACB, S PN SN N I
retangulo em C. I I R :
-5 -4 -3 -2 -1 o !
y ‘
y Qual residéncia ficou fora do alcance do transmissor?
° A) I C) III E) V
Ay B) II D) IV
y 93]_. (EEAR) Seja ABC um tridngulo tal que A(1, 1), B(3, -1)
A @ e C(5, 3). O ponto é o baricentro desse triangulo.
0 X A) (2, 1) Q) (1,3)
B) (3, 3) D) (3,1)
A distancia entre os pontos A e B que se indica por d é
tal que: 913-8. (UNIFESP) Um ponto do plano cartesiano é representado

pelas coordenadas (x + 3y, -x - y) e também por
@ (4 +y, 2x + y), em relagdo a um mesmo sistema de

d = %)+ (va Ve’ ,
A TB A TB coordenadas. Nestas condices, x¥ é igual a

A) -8. D) 8.
OBSERVACOES B) -6. E) 9.
C) 1.
i) Como (x, - X,)> = (X, - X;)% a ordem escolhida para
a diferenga das abscissas ndo altera o célculo de d. 05. (CEFET-MG) Os pontos A(-5, 2) e C(3, -4) s&o

. V89 _ :
O mesmo ocorre com a diferenga das ordenadas. extremidades de uma diagonal de um quadrado.

. . . - . - O perimetro desse quadrado é:
i) Aformula para o calculo da distancia continua valida se > .

o segmento AB é paralelo a um dos eixos, ou, ainda, A) 18/2 C) 24/2
se os pontos A e B coincidem, caso em que d = 0. B) 2042 D) 28/2
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06.
1Y95

©

07.
5BRT

©

08.
LAIT

)

EXERCICIOS

(FGV) No plano cartesiano, o triangulo de vértices A(1, -2),
B(m, 4) e C(0, 6) é retangulo em A. O valor de m é igual a

A) 47. C) 49. E) 51.
B) 48. D) 50.

(PUC Rio) Se os pontos A(-1, 0), B(1, 0) e C(x, y) sao
vértices de um tridngulo equildtero, entdo a distancia
entre Ae Cé:

A) 1
B) 2

E) V3

C) 4

D) V2

(IFSC-SC) O plano cartesiano representado a seguir
mostra o deslocamento de uma pessoa por 4 pontos
diferentes, no interior do pavilhdo da Oktoberfest.
Considere que essa pessoa partiu do ponto A e formou,
com seu trajeto, segmentos de reta entre os pontos
consecutivos A, B, C e D, nessa ordem. Em uma escala
em metros, € correto afirmar que ela se deslocou

m

40

35
C

30 -<

25

20 \

15 N

10 >-B
A

5

0 5 10 15 20 m

A) 5(3/5 + 5) m.
B) (3/5 + 5) m.
C) 53 m.

D) 2(3/2 + 7) m.
E) 4(3/5 + 5) m.

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

(UPF-RS-2022) No plano de coordenadas cartesianas,
a parabola dada pela equagdo y = (x - 7)? intersecta
a reta com equagdo y = 16 em dois pontos, A e B.
O comprimento do segmento AB é:

A) 9 D) 11
B) 10 E) 8
C) 16

02.
C4TA

©

03.
zs27

04.
48D5

05.

06.
76UX

©

6 cm

(Cesgranrio) Os pontos M, N, P e Q do R? sdo os vértices
de um paralelogramo situado no primeiro quadrante.
Se M(3, 5), N(1, 2) e P(5, 1), entdo o vértice Q é:

A) (7,4) C) (9,8) E) (6, 3)

B) (6, 5) D) (8, 6)

(FGV) No plano cartesiano, M(3, 3), N(7, 3) e P(4, 0)
sdo os pontos médios respectivamente dos lados AB, BC,
e AC de um tridngulo ABC. A abscissa do vértice C é

A) 6. C) 8. E) 0.

B) 7. D) 9.

(PUC Minas) Os catetos AC e AB de um tridngulo retangulo
estdo sobre os eixos de um sistema cartesiano. Se
M = (-1, 3) for o ponto médio da hipotenusa BC, é correto
afirmar que a soma das coordenadas dos vértices desse
tridngulo é igual a
A) -4.

B) -1.

C) 1.
D) 4.

(PUC Minas) Quando representamos no sistema de
coordenadas xOy, o ponto B é o simétrico do ponto
A(-3, 2) em relagdo a origem O; por sua vez, o ponto C é
o simétrico de B em relagdo ao eixo x. Com base nessas
informacgoes, é correto afirmar que a medida de area do
triangulo ABC é igual a

A) 8.
B) 9.

C) 10.
D) 12.

(Mackenzie-SP) Na representagdo em escala, os
quadrados sdo iguais e cada centimetro representa
100 km. Um avido sai da cidade A, faz escala na cidade
C, chegando a cidade B, conforme a figura.

A

12 cm

Entre as alternativas dadas, identifique aquela em que
consta o valor mais proximo da distancia percorrida pelo
avido, de A até B, passando por C.

A) 1000 km.
B) 950 km.

C) 1150km.
D) 1400 km.
E) 1250km.

Bernoulli Sistema de Ensino
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32

07.

08.
5UZ4

09.
weio

10.
560N

(EEAR-2019) Sejam A(-3, 3), B(3, 1), C(5, -3) e
D(-1, -2) vértices de um quadriladtero convexo. A medida
de uma de suas diagonais é

A) 15.
B) 13.

C) 12.
D) 10.

(ESPM-SP) A figura a seguir representa uma praga de
AN
forma triangular, em que o angulo A é reto.

B

30 m

A 40 m

C

R
Duas pessoas percorrem o contorno da praga a partir do
ponto A, mas em sentidos contrarios, até se encontrarem
num ponto P do lado BC. Sabendo-se que elas percorreram
distancias iguais, podemos concluir que a disténcia do
ponto P ao ponto A em linha reta é de, aproximadamente,

Adote 5 = 2,25,

A) 22 m.
B) 25 m.

C) 27 m.
D) 30 m.

E) 32m.

(Fatec-SP) No plano cartesiano da figura, considere que
as escalas nos dois eixos coordenados sdo iguais e que a
unidade de medida linear é 1 cm. Nele, esta representada
parte de uma linha poligonal que comega no ponto P(0, 3)
e, mantendo-se o mesmo padrdo, termina em um ponto Q.

y

Of m v w »

1234567891011 X

Na figura, a linha poligonal é formada por segmentos
de reta

e que sdo paralelos aos eixos coordenados e
e cujas extremidades tém coordenadas inteiras nao
negativas.

Sabendo que o comprimento da linha poligonal, do ponto
P até o ponto Q, é igual a 94 cm, as coordenadas do
ponto Q sdo:
A) (25, 2)
B) (28, 1)

C) (32, 1)
D) (33, 1)

E) (34, 2)

(Insper-SP) O Sr. Antonio resolveu construir um pogo em
seu sitio. Ele passou ao engenheiro o esquema a seguir,
indicando a posigdo da piscina e do vestiario em relagdo
a localizagdo da casa.

Colecao 6V

12,
Qw70

©

Piscina
24 m para o norte
12 m para o leste

i | Vestiario
@ 20 m para o norte

8 m para o oeste

Casa
Posig&o de referéncia

O Sr. Antonio disse ao engenheiro que queria 0 pogo numa
localizagdo que estivesse a mesma distancia da casa, da
piscina e do vestiario. Para atendé-lo o engenheiro deve
construir o pogo na posicdo, em relagdo a casa, dada por,
aproximadamente,

A) 4,2 m para o leste e 13,8 m para o norte.
B) 3,8 m para o oeste e 13,1 m para o norte.
C) 3,8 m para o leste e 13,1 m para o norte.
D) 3,4 m para o oeste e 12,5 m para o norte.
E) 3,4 m para o leste e 12,5 m para o norte.

(UFMG) Nesta figura, esta representado um quadrado de
vértices ABCD.

y
C

B(3, 4)
D(a, b)

0| A(0, 0) x

Sabe-se que as coordenadas cartesianas dos pontos
A e B sdo A(0, 0) e B(3, 4). Entdo, é correto afirmar
que o resultado da soma das coordenadas do vértice D é

1 3
A) -2. B) -1. c) -=. D) -=.
) ) ) -5 ) =
(ESPM-RJ-2019) No plano cartesiano a seguir, estdo

representados o grafico da fungdo y = x? e o triangulo
equilatero OAB.

A area desse triangulo mede:

A) 2/3 c) V3

B) 3 D) 2

E) 3/3
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SECAO ENEM

01.

02.

y (km)

(Enem-2022) Uma pessoa precisa se deslocar de
automovel do ponto P para o ponto Q, indicados na figura,
na qual as linhas verticais e horizontais simbolizam ruas.

Q
o

f

QP

Por causa do sentido de trafego nessas ruas, o caminho
poligonal destacado é a possibilidade mais curta de efetuar
esse deslocamento. Para descrevé-lo, deve-se especificar
qual o sentido a ser tomado em cada cruzamento de ruas,
em relacgdo a diregdo de deslocamento do automovel, que
se movimentara continuamente. Para isso, empregam-se
as letras E, F e D para indicar “vire a esquerda”, “siga em
frente” e “vire a direita”, respectivamente. A sequéncia
de letras que descreve o caminho poligonal destacado é

A) DDEFDDEEFFD.
B) DFEFDDDEFFD.
C) DFEFDDEEFFD.
D) EFDFEEDDFFE.
E) EFDFEEEDFFE.

(Enem-2022) O governo de um estado pretende realizar
uma obra de infraestrutura para auxiliar na integragdo
e no processo de escoamento da produgdo agricola de
duas cidades. O projeto consiste na interligagdo direta das
cidades, A e B com a Rodovia 003, pela construgao das
Rodovias 001 e 002. As duas rodovias serdo construidas
em linha reta e deverdo se conectar a Rodovia 003 em
um mesmo ponto, conforme esbogo apresentado na
figura, na qual estdo também indicadas as posigGes das
cidades A e B, considerando o eixo x posicionado sobre a
Rodovia 003 e cinco localizagdes sugeridas para o ponto
de conexdo entre as trés rodovias.

----Rodovia 001 |

4| -~ - Sl D

30}---

——Rodovia 002

20} ---

[ SRS S RS

Rodovia 003 1|+ iy’ | o
O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 x (km)

03.

04.

Pretende-se que a disténcia percorrida entre as duas
cidades, pelas Rodovias 001 e 002, passando pelo ponto
de conexdo, seja a menor possivel. Dadas as exigéncias
do projeto, qual das localizagGes sugeridas deve ser a
escolhida para o ponto de conexdo?

A) I C) III
B) II D) IV

E) V

(Enem-2019) Um aplicativo de relacionamentos funciona
da seguinte forma: o usuario cria um perfil com foto
e informacdes pessoais, indica as caracteristicas dos
usuarios com quem deseja estabelecer contato e determina
um raio de abrangéncia a partir da sua localizagao.
O aplicativo identifica as pessoas que se encaixam no perfil
desejado e que estdo a uma distancia do usudrio menor ou
igual ao raio de abrangéncia. Caso dois usuarios tenham
perfis compativeis e estejam numa regido de abrangéncia
comum a ambos, o aplicativo promove o contato entre os
usuarios, o que é chamado match.

O usuario P define um raio de abrangéncia com medida
de 3 km e busca ampliar a possibilidade de obter um
match se deslocando para a regido central da cidade,
que concentra um maior nimero de usuarios. O grafico
ilustra alguns bares que o usuario P costuma frequentar
para ativar o aplicativo, indicados por I, II, III, IV e V.
Sabe-se que os usuarios Q, R e S, cujas posigbes estdo
descritas pelo grafico, sdo compativeis com o usuario P, e
que estes definiram raios de abrangéncia respectivamente
iguais a 3 km, 2 km e 5 km.

y (km) 4 : :
8 S

1 1
7 ' _ Ry

R 1 1
6 (T N

X (km)

Com base no grafico e nas afirmagdes anteriores, em qual
bar o usuario P teria a possibilidade de um match com os
usuarios Q, R e S, simultaneamente?
A) I C) III
B) II D) IV

E) V

(Enem) Foi utilizado o plano cartesiano para a representagao
de um pavimento de lojas. A loja A esta localizada no ponto
A(1, 2). No ponto médio entre a loja A e a loja B esta o
sanitario S, localizado no ponto S(5, 10).

Determine as coordenadas do ponto de localizagdo da
loja B.

A) (-3, -6)
B) (-6, -3)

C) (3,6)
D) (9, 18)

E) (18, 9)
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(Enem) Em uma cidade sera construida uma galeria
subterrédnea que receberd uma rede de canos para o
transporte de dgua de uma fonte (F) até o reservatdrio
de um novo bairro (B).

Apés avaliacdes, foram apresentados dois projetos para
o trajeto de construgdo da galeria: um segmento de reta
que atravessaria outros bairros ou uma semicircunferéncia
que contornaria esses bairros, conforme ilustrado no
sistema de coordenadas xOy da figura, em que a unidade
de medida nos eixos € o quildmetro.

y (km)
F=(1,1)
-1 0 1 [x(km)
-1/
B=(1,-1)

Estudos de viabilidade técnica mostraram que, pelas
caracteristicas do solo, a construgdo de 1 m de galeria
via segmento de reta demora 1,0 h, enquanto que 1 m
de construgdo de galeria via semicircunferéncia demora
0,6 h. Ha& urgéncia em disponibilizar agua para esse bairro.

Use 3 como aproximacgdo para = e 1,4 como aproximagao
para /2.

O menor tempo possivel, em hora, para conclusdo da
construcdo da galeria, para atender as necessidades de
agua do bairro, é de

A) 1 260. D) 3 600.
B) 2 520. E) 4 000.
C) 2 800.

(Enem) Devido ao aumento do fluxo de passageiros,
uma empresa de transporte coletivo urbano esta fazendo
estudos para a implantagdo de um novo ponto de parada
em uma determinada rota. A figura mostra o percurso,
indicado pelas setas, realizado por um Onibus nessa rota
e a localizagdo de dois de seus atuais pontos de parada,
representados por P e Q.

Os estudos indicam que o novo ponto T devera ser
instalado, nesse percurso, entre as paradas ja existentes
P e Q, de modo que as distancias percorridas pelo 6nibus
entre os pontos P e T e entre os pontos T e Q sejam iguais.

De acordo com os dados, as coordenadas do novo ponto
de parada sdo:

A) (290, 20)
B) (410, 0)
C) (410, 20)
D) (440, 0)
E) (440, 20)

SECAO FUVEST/UNICAMP/UNESP

GABARITO

Meu aproveitamento /\/\71

Aprendizagem Acertei Errei
01. D O 05.B
O 02.C O 06.C
O 03.D O 07.B
O 04. A O 08. A

PFOPOStOS Acertei Errei
O 01 E O 07.D
O 02. A O 08.C
O 03.C O 09.C
O 04.D O 10. C
O 05.D O 11.B
O 06. E O 12.E

Segéo Enem Acertei Errei
O o01C O 04.D
O 02.D O 05.B
O 03. A O 06. E

/ Total dos meus acertos: de
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FRENTE

Estudo Analitico da Reta

INCLINAGAO DE UMA RETAIC},

Considere, no plano cartesiano, uma reta r concorrente
com o eixo x no ponto P.

Chama-se inclinagdo de r a medida do angulo o que r
forma com o eixo Ox, sendo esse angulo medido a partir do
eixo x no sentido anti-horario.

y

(0] /P X

COEFICIENTE ANGULAR
DE UMA RETA

Considerando-se uma reta r ndo perpendicular ao eixo x
(ndo vertical), ou seja, tal que a # 90°, chama-se coeficiente
angular (ou declividade) da reta r o niumero m, tal que
m = tg a.

|@@|

OBSERVAGCOES
i) Ainclinagdo m de uma reta é tal que 0° < o < 180°.

if) No plano cartesiano, duas retas paralelas tém a mesma
inclinagdo.

Y

0] / / X

ifi) Se a = 90°, entdo a reta ndo tem coeficiente angular.

Assim, tem-se:

a = 0° (nulo)

0° < a < 90° (agudo)

a = 90° (reto)

90° < o < 180° (obtuso)

y r y
P
m< 20
Am
o

o

(0} X (¢ \ X
Isto é:

i) Sea =0° entdom = 0.
i) Se a = 90°, entdo ndo existe m.
ili)Se 0 < a < 90°, entdo m > 0.

iv) Se 90° < o < 180°, entdo m < 0.
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Exemplo:

Dar os coeficientes angulares das retas r, s, t e u.

A) vy Q) vy
t
-]
r
60°
[6) X o / X
a, =0°= o, = 60° =
m.=1tg 0° = m, = tg 60° =
m, =0 m, = /3
B) vy s D) vy
u
135°
o
0o X 0o \ X
a, = 90° = a, = 135° =
N&o existe m_. ,=tg135°=

3 3

=-1

u

COEFICIENTE ANGULAR

DE UMA RETA QUE PASSA 1)

POR DOIS PONTOS DADOS

Considerem-se dois pontos A(x,, v,) e B(X;, Y,), tais que

X, # Xz € Y, # Yg, isto &, a reta AB ndo ¢é paralela aos eixos

coordenados. Ha dois casos a se considerar:

19 caso: a < 90°

Do triangulo ABC, tem-se:

m=tga= E=ﬁ
CA Xz —X,

Colecao 6V

20 caso: a > 90°

Do triangulo ABC, tem-se:

CB vy ,-Y
t D 4 A
9p CA X, —Xg

Y

Ve

Ya

0]

Como a + = 180°, tem-se tg o = -tg .

Logo:m=tga=_M=u

Xp = Xg Xg = Xa

Portanto, para os dois casos, tem-se:

m = Ys —Ya
Xg — Xp

OBSERVAGOES

i) Seareta AB é paralela ao eixo x (y, = Y, € X, # Xg),
tem-se m = 0, e a férmula continua valida.

ii) SearetaAB é perpendicularao eixo X (X, =X, ey, #Yj),
ndo existe m, pois x, - x, = 0.
Exemplos:

19) Qual é o coeficiente angular das retas que passam
nos seguintes pontos?

A2, 1) Ys - Y 9-1
A = =78 7A_- - m,. =4
) b, 9)} o Tx, 4-2 e
A(-1, 2) Ve — Y 5-2
B =18 A _ m,.=3
) 80, 5) } oy ox, 0-(1) e
29) Qual é o coeficiente angular da reta r na figura?
y
r™~.B
1
A
O 2 X
Temos: A(2, 0) e B(0, 1)
— yB _yA 1- 1
m=m = = m=-=
"Tx,-x, 0-2 2



i, Estudo Anallitco da Reta

EQUACAO FUNDAMENTAL @ ii) A reta ndo tem coeficiente angular.
DE UMA RETA I @l Obter uma equacdo da reta r que passa pelo ponto

P(Xor Y,) € tem inclinag&o 90° (reta vertical).

No plano cartesiano, uma reta fica determinada por um

dos dois modos: Y r
Y[ Q
1° modo: Conhecendo-se um de seus pontos e sua
declividade, que é dada pela inclinagdo da reta (coeficiente V2 p
angular). 0
[
2° modo: Conhecendo-se dois pontos distintos que O X, = X X <
pertencem a ela. o
<
Sendo r uma reta vertical e Q(x, y) um ponto genérico >
Ll
Vejamos, entdo, como se obtém a equagdo de uma reta. de r, tem-se: |<_T.
=
12 modo: Temos dois casos a considerar: X =X,

i) A reta tem coeficiente angular.
Exemplo:

Obter uma equacdo da reta r, que passa pelo ponto ~
quac que p P P Escrever uma equagao da reta que passa pelo ponto

P(Xor o) € tem coeficiente angular m. P(2, 5) e é perpendicular ao eixo X.

Sendo Q(x, y) um ponto genérico de r, distinto de P,

o . r
entdo o coeficiente angular m da reta pode ser y
calculado com base em P e Q. S---me- P(2, 5)

y

Q r
Y[ <]
Y- Y, O 2 X
7777777777777777777 P [-]
Yo o ox-x, X = X,, isto é, x = 2, ou seja, x - 2 = 0.
0 x x X 292 modo: Obter uma equacdo da reta que passa por dois
° pontos distintos A(x,, v,) € B(Xg Yg)-
_Y=Yo ) )
m=_— D Procede-se da seguinte maneira:

= 19 passo: Calcula-se o coeficiente angular m da reta AB.
A relagao (I) entre as coordenadas dos pontos P e Q P 9

pode ser escrita na forma: m= Yo~ Ya
Xg = Xp
Y - Y, =m(x-x,) (II)

Note que, se P = Q, entdo x = X, ey = y,, € a relag&o (II) 29 passo: Com o coeficiente angular m e qualquer um

continua verdadeira, pois y, - y, = m(x0 - xo). dos dois pontos dados, recai-se no 1° modo.

Assim: Assim, tomando-se o ponto A, tem-se:

A equagdo fundamental da reta que passa pelo ponto P(xo, yo) y-y,= m(x - XA)

e tem coeficiente angular m é:
Esta é a equacdo fundamental da reta que passa pelos

Y = Yo = m(x - x,) pontos A e B
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FORMAS DE REPRESENTACAO (5
DE UMA RETA

Equacao reduzida

Considere-se a reta r que passa pelo ponto P(0, n) e tem
coeficiente angular m.

Y

~TP(0, n)

Sua equacdo fundamental é:
y -n=m(x - 0)

Segue-se que:

y=mx+n

Esta é chamada de equacgdo reduzida da reta.

OBSERVAGOES

i) Aequacdo reduzida de uma reta fornece diretamente
o coeficiente angular m e a ordenada n do ponto
onde esta reta intercepta o eixo y.

i) As retas de inclinagdao igual a 90° ndao possuem
equacao reduzida.

Equacao geral
No plano cartesiano, toda equagdo de uma reta pode ser
escrita na formaax + by + ¢ =0, coma # 0 ou b # 0. De fato:

Sendo A(x,, v,) e B(x,
€ X, # Xy, temos:

y,) dois pontos distintos,
— yB - yA
m = B 7A
AB XB _ XA
A equacdo fundamental da reta que passa por A e B é:

y-vy, = 1B_§A (x-x,)=

(Y B yA)(XB - XA) = (yB - yA)(X B XA) =
YXg — YX,

T YaXg T YaXa = VX T VeXy T YAX VX =

(yA - yB)X + (XB XA)y + ¥YeXy ~ ¥VaXy = 0

38 Colecao 6V

@ a equagcao fica:

Fazendo y, -y, = a, X, - X, = b e yxXx, —yX, =¢

ax+by+c=0

E, se x, = X,, a equacgdo fica ax + 0y + c = 0, que é a
equacgdo de uma reta paralela ao eixo y.
Reciprocamente, no plano cartesiano, a equagao

ax + by + ¢ =0 com a = 0 ou b # 0 representa uma reta.
De fato:

Se b # 0, tem-se:

by =-ax-c=y=_-3x_¢
b b
Comparando-se com a equacgao reduzida y = mx + n,
tem-se:
y a
m="y
=_c
n _/b
o X
m=-2en=-°¢
b b
Se b =0, tem-se ax + c = 0, ou seja, x = —g.
y r
-1
o _c X
a

A reta é perpendicular ao eixo x.

A equagdo na forma

ax +by +c=0,coma=#0oub=0

é chamada de equacdo geral da reta.

OBSERVACOES

i) Sec=0,aequacdo fica ax + by = 0, e a reta passa
pela origem (0, 0). De fato: a.0 + b.0 =0

Assim, por exemplo, a reta r: 2x + 3y = 0 passa

pela origem.



i, Estudo Anallitco da Reta

ii) Sea=0,aequacdo fica by + c =0, e a reta é paralela EXE RCiC | OS D E ® RESOLUGOES NO

c Bernoulli Play

aoeixo x. Defato: by + c= 0=y = b APRENDIZAGEM

Assim, por exemplo, aretar: 2y + 5 = 0 é paralela ao
01. (UPE-2022) No plano cartesiano ortogonal da figura,

as retas r, s e t possuem, respectivamente, coeficientes
angulares iguais a o, B € y.

eixo X.

iii) Seb =0, aequacdo ficaax + c =0, e a reta é paralela

. c
aoeixoy. Defato:ax +c=0=x = S

Assim, por exemplo, a reta r: 2x - 7 = 0 é paralela

ao eixo y.

iv) Toda reta do plano cartesiano possui infinitas

7

equacgdes na forma geral. Assim, seax + by + c=0

é a equacdo de uma reta, entdo a equacao

<
2
=
<
=
L
-
<
=

k(ax + by + ¢c) = 0, k # 0, representa a mesma reta,
. . i Portanto, € CORRETO afirmar que:
pois sdo equagdes equivalentes, isto €, possuem as

A a>B>y D) y>a>p
mesmas solugdes. B) B>y>a E) a>y>8
Assim, por exemplo, x + 2y + 3=0e3(x+2y+3)=0 ) v>p>a

representam a mesma reta.

(Y)A%I' (EEAR) A equacao reduzida da reta que passa pelos pontos

Intersecao de retas © 2(0’ 1) e B(6, 8) € dada por: .
) y=7x+1 C) y:gx+1

Para obter o ponto de intersecdo entre duas retas
concorrentes, basta resolvermos o sistema formado por B) y=6x+1 D) yzﬁx+1
7

suas equacgoes gerais ou reduzidas.

03. (UNIRIO-RJ)
Exemplos: KSUK VA

19) Achar o ponto de intersegdo entre as retas:

y=2x-5ey=-x+4

Temos que: 1200
2x-5=-x + 4 /-2 0 X
x=3=>y=1

A equacdo reduzida da reta representada anteriormente é:
Logo, o ponto de intersegdo é P(3, 1).
A) 3x-/3y+6=0

o i 3 .
29) Achar o ponto de intersegao entre as retas: B) 3x+ /3y +6=0

2X+y-3=0e3x-y-7=0
y y C) /3x-y-2=0
D) y=V3x+2/3

2x+y =3
JY E) y=£(x+2)
3x-y=7 3

Temos que:

04. (IFSul) Considerando as retas y = 5x + 12 e

5x = 10 P30 y = ax + 4 que se interceptam no ponto A(-1, b),
<°] os valores de a e b sdo, respectivamente,

x=2=y=-1 A) -Sel. C) -1e7.

Logo, o ponto de intersegdo é P(2, -1). B) -3e7. D) 4 e8.
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40

05.

06.
J0DJ

07.
67PC

08.
Z7U0

)

(PUC Minas) No final do ano de 2005, o nimero de
casos de dengue registrados em certa cidade era de
400 e, no final de 2013, esse nimero passou para 560.
Admitindo-se que o grafico do niumero de casos
registrados em fungdo do tempo seja formado por pontos
situados em uma mesma reta, é correto afirmar que, no
final de 2015, o nimero de casos de dengue registrados
sera igual a

A) 580.
B) 590.

C) 600.
D) 610.

(UFRGS-RS) Os pontos A, B, C, D, E e F determinam um
hexagono regular ABCDEF de lado 1, tal que o ponto A
tem coordenadas (1, 0) e o ponto D tem coordenadas
(-1, 0), como na figura a seguir.

Yi
c_} B
D
Z9) (6] 1 x
E -1 F

A equacdo da reta que passa pelos pontos B e D é:

A) y=+3x D) y-ﬁix—%g
3.3

B) V"3 "3 E) Y*? Jzi
Y=ﬁx+ﬁ

©) 2 2

(UFMG) Observe os gréaficos da reta r e da fungédo
quadratica.

—2 Q/\r X

A equacdo da reta r é:
A) x-2y-2=0

B) -2x+y+1=0
C) x+y-2=0

D) x+y+1=0
E) x+y-1=0

(UFSJ-MG) Dados o ponto P(-1, 2) e as retas
r:2x-5y+7=0es:2x+y + 7 =0, é correto afirmar
que:

A) o ponto de intersegao das duas retas tem coordenadas

(39
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EXERCICIOS

B) o ponto P pertence a reta r.
C) asretas r e s sdo paralelas.

D) as retas r e s ndo tém ponto comum.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.
29MY

©

02.

03.
RYF1

)

04.
WPM4

©

(PUC RS) O poligono ABCD, na figura a seguir, indica o
trajeto de uma maratona realizada em uma cidade, sendo
que as coordenadas estdo representadas no sistema de eixos
cartesianos a seguir. A reta que passa pelos pontos A e C,
vértices desse poligono, possui coeficiente linear igual a

y
5
4
3t
ol
1
0 X
A) 0 E) 1
2
B) 3

(EEAR-2022) Seja r a reta determinada por A(3, 5) e
B(6, —1). O ponto de abscissa 8 pertencente a r possui
ordenada igual a:

A) 9 B) 7 C) -6 D) -5

(UPE) No plano cartesiano, as intersegées das retas de
equagbes x -y + 2 =0; y = 4; y + x = -4 determinam
um triangulo, cujos vértices sdo pontos de coordenadas:
A) (2,4); (-4, 4); (2, -4)

B) (-2, 4); (-4, 4); (-2, -4)

C) (-2,-4); (8,-4); (3, 1)

D) (4, 2); (4, -8); (-1, -3)

E) (2,4); (-8,4); (-3, -1)

(UFF-RJ) Na figura a seguir, estdo representadas as
retasres.

y S

%

o} X

Sabendo que a equacdo daretaséx = 3equed,, =5,
a equacdo de r é:

3 5
A) Y =X c) y=3x E) y = 5x

4
B) ¥=3X D) y = 3x



05.
GA6Z

©

06.
4370

07.
0SA

08.
F519

(UFRGS-RS) A representacdo geométrica das retas r e
s encontra-se desenhada no sistema de coordenadas
cartesianas na imagem a seguir:

Assinale a alternativa que apresenta o sistema de
equagdes lineares que pode representar as retas r e s
da imagem anterior.

-2x+3y=4 -x-2y=3
) \5x+5y=1 D) 1xsy—6

-X-y=2 X-y=2
B
) {x+y=1 E) {x+y=0
o {—x+y=4

X+y=6

(Unifor-CE) Sejam as retas r e s representadas na figura
a seguir:

45°

/-1 |o
.

A abscissa do ponto de intersegdo de r e s é:

33 - _ 3V3-5
A) 3J§ 5 o 3J§2 7 E) :
B) 3J§2+7 D) 3J§.2+5

(UECE) Seja r a reta que passa pelos pontos P (-2, 1)

e P,(5, 3). Se r intercepta os eixos coordenados nos
14

pontos M(m, 0) e N(0O, n), entdo o valor de37 (n-m) é

A) 6. C) 8. E) 1.

B) 7. D) 9.

(Fatec-SP) Na figura a seguir, a reta r tem equacgdo
X + 3y - 6 =0, e a reta s passa pela origem e tem

.- 2
coeficiente angular -

09.

10.

Estudo Analitico da Reta

<

/

A area do tridngulo OAB, em unidades de area, é igual a
A) 1. C) 3. E) 5.
B) 2. D) 4.

(PUC Minas) O triangulo ABC tem seus lados apoiados
sobreasretasx-1=0,x-y=0ex+y-4=0.Nessas
condicdes, pode-se afirmar que ABC é um triangulo

A) escaleno. C) obtusangulo.

B) equilatero. D) retangulo.
(UEL-PR-2020) Na exposigao virtual “A Beleza da
Matematica”, realizada no Museu do Amanha, o belo é
celebrado como simetria matematica, como exemplificado
na imagem a seguir.

Imagem da exposicdo “"A Beleza da Matematica”, Museu
do Amanhé

No plano cartesiano, dois pontos distintos P e Q sao
simétricos em relagdo a uma reta r se as seguintes
condicoes forem simultaneamente atendidas:

1. adistancia de P a r é igual a distanciade Q a r;

II. a reta que contém P e Q é perpendicular a reta r.
Suponha que, no plano que contém a imagem da
borboleta, o eixo de simetria r seja dado pela equagao de
retay + x =2.Se P = (-2, 0) é um ponto desse plano,
assinale a alternativa que apresenta, corretamente, o
ponto simétrico a P em relagdo a reta r.

A) (0, 2) D) (2, 4)
B) (2,0) E) (42)
Q) (2,2)

(Insper) No plano cartesiano, a reta r, de coeficiente
angular 10, intercepta o eixo y em um ponto de ordenada a.
Ja a reta s, de coeficiente angular 9, intercepta o
eixo y em um ponto de ordenada b. Se as retasre s
interceptam-se em um ponto de abscissa 6, entdo:

A) b=a D) b=a+9
B) b=a-9 E) b=a+6
C) b=a-6

Bernoulli Sistema de Ensino
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12. (ESPM-SP) O gréfico a seguir é formado por 3 segmentos y
EUOX  4e retas consecutivos. 8+

Sabe-se que:

I. A reta que contém o segmento AB tem coeficiente
linear igual a 4.

II. O coeficiente angular do segmento BC vale metade Areta da equagdo y = x + 4 representa o planejamento do

do coeficiente angular do segmento AB. percurso da linha do metrd subterrédneo que atravessara
0 bairro e outras regides da cidade. No ponto P(-5, 5),
localiza-se um hospital publico. A comunidade solicitou ao
comité de planejamento que fosse prevista uma estacdo

2
III. A ordenada do ponto D é 3 da ordenada do ponto C.

IV. O coeficiente angular do segmento CD é igual a -1.

Podemos concluir que a abscissa do ponto D vale do metré de modo que sua distancia ao hospital, medida
A) 17. C) 15. E) 16. em linha reta, ndo fosse maior que 5 km. Atendendo ao
B) 19. D) 18. pedido da comunidade, o comité argumentou corretamente

que isso seria automaticamente satisfeito, pois ja estava

S ECAO E N E M prevista a construgdo de uma estagdo no ponto

R . A) (-5,0). C) (-2, 1). E) (2, 6).
01. (Enem) Para uma feira de ciéncias, dois projéteis de

foguetes, A e B, estdo sendo construidos para serem B) (=3, 1). D) (0, 4).

langados. O planejamento é que eles sejam langados juntos,

com o objetivo de o projétil B interceptar o A quando esse ry

alcangar sua altura maxima. Para que isso acontega, um dos S ECAO FUVEST/ U N ICAM P/ U N ES P
projéteis descrevera uma trajetdria parabdlica, enquanto o
outro iré descrever uma trajetdria supostamente retilinea.

O grafico mostra as alturas alcangadas por esses projéteis
em funcao do tempo, nas simulacdes realizadas.

20}---- R N
1] SO S P S J W S e
I B oniiae il o Gk e et GABARITO Meu aproveitamento /\/\;l
S o i S A S
© : ‘ : : : : : : : : .
S M N TR Aprendizagem  Acertei Errei
£ : : : : : : : : : L Tempo
4 T 2 3 & 5 6 7 8N\o 10 (g O oL A O os.c
1 N U O O VO O o.c O 6.8
==2l...4 8.4 &8 § o o 8 __48 _.°8 O 03.D O 07.E
. ~ g O 04.B O 08. A
Com base nessas simulagdes, observou-se que a trajetoria
do projétil B deveria ser alterada para que o objetivo . .
fosse alcancado. Propostos Acertei Errei
Para alcangar o objetivo, o coeficiente angular da reta O 01.E O 07.D
que representa a trajetéria de B devera O 02.D O 08.D
A) diminuir em 2 unidades.
B) diminuir em 4 unidades. L LA
C) aumentar em 2 unidades. O 04.B O 10.D
D) aumentar em 4 unidades. O 05.C O 11.E
E) aumentar em 8 unidades. O 06.B O 12. A

02. (Enem) Um bairro de uma cidade foi planejado em uma ~ . .
regido plana, com ruas paralelas e perpendiculares, Sec,:ao Enem Acertei_____ Errei
delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de O o1 C O 02 B
coordenadas cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se ' '
no segundo quadrante, e as distancias nos eixos sdo J

dadas em quildmetros. Total dos meus acertos: de . %
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FRENTE = MODULO

MATEMATICA C 12

Equacoes e Inequacoes
Trigonometricas
EQUACGES FUNDAMENTAlS I%l Em resumo, para k € Z, temos:

Sejam f(x) e g(x) duas fungBes trigonométricas. o =B +2kn

sen o = sen § =
oa=n-B+2kn

Para resolver a equacgdo trigonométrica f(x) = g(x),
devemos reduzi-la a uma das trés equacgdes seguintes:

i) sena =senf;

i ’ I @I
COSa=C0Sp

if) cos a = cos B;

iii) tg a = tg B.

Se cos a = cos = OP,, entdo as imagens de o. e § no
ciclo estdo sobre a reta r, que é perpendicular ao eixo dos

Estas sdo denominadas equagdes fundamentais.

cossenos no ponto P, isto é, estdo em P ou P'.

RESOLUCAO DA EQUACAO -

QI Ha, portanto, duas possibilidades:
SEN a = SEN B i) o e tém a mesma imagem, isto é, sdo congruos; ou

o . i) oeptém imagens simétricas em relagdo ao eixo dos
Se sen a = sen B = OP,, entdo as imagens de o e 3 no ) p 9 s

. " . . ) cossenos.
ciclo estdo sobre a reta r, que € perpendicular ao eixo dos
senos no ponto P,, isto é, estdo em P ou P'. b r
Ha, portanto, duas possibilidades: I
i) oeptém a mesmaimagem, isto &, sdo congruos; ou
ii) o e ptém imagens simétricas em relagéo ao eixo dos ) P A 5
. . ~ 2
senos, isto &, sdo suplementares.
b
P
A
p' AP, P
r
Em resumo, para k € Z, temos:
o a

o =B+ 2kn

cos o = cos f =
{oc=—[3+2krc

L coso =cosB=>a==p+ 2kn
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Frente C Modulo 12

RESOLUCAO DA EQUACAO '%u 0
TGa=TGp P

Se tg o = tg B = AT, entdo as imagens de o e [} estao
sobre a reta r, determinada por O e T, isto €, estdo em P ol A a
ou P'.

=

—
\
N
X
N
\
N
=

Ha, portanto, duas possibilidades:

i) oeptém a mesma imagem, isto &, sdo congruos; ou

ii) oe ptém imagens simétricas em relagdo ao centro Exemplo: s
do ciclo. Resolver a inequagdo sen x > -, em R.
b . Procedendo conforme foi indicado, para k € Z, temos:
p AT 5n 7n
0+ anSXSI + 2kn0u7+ 2kn < X < 271 + 2kn
(0] A a b

P!

Em resumo, para k € Z, temos:

tga=tgp = o =p+2kn
o=mn+p+2kn
“tga=tgB=a=pB+kn /n 5m ,
- Notemos que escrever 2t 2km < x < 7t 2kn estaria
7n 5n

errado, pois, como 4 > a4 ndo existe x algum nesse

INEQUACOES FUNDAMENTAIS |%, intervalo,
Dadas f(x) e g(x) duas fungdes trigonométricas e m € R, RESO LUCAO DE SEN X< m I@QI

Marcamos sobre o eixo dos senos o ponto P, tal que

as inequagdes trigonométricas f(x) > g(x) ou f(x) < g(x)
podem ser reduzidas a inequacgdes de um dos seis tipos:

i) senx>m iv) cosx <m OP, = m. Tragamos por P, a reta r, perpendicular ao eixo.
As imagens dos reais x, tais que sen x < m, estdo na

ii) senx <m v) tgx>m intersegdo do ciclo com o semiplano situado abaixo de r.

iii) cosx > m vi) tgx <m Finalmente, partindo de A e percorrendo o ciclo no sentido

anti-horario até completar uma volta, descrevemos os
intervalos que convém ao problema.

RESOLUCAOQ DE SEN x > m ﬁg. .

Marcamos sobre o eixo dos senos o ponto P,, tal que
OP, = m. Tragamos por P, a reta r, perpendicular ao eixo.

\
\
\
L
XN
\
\
\
_/
-

As imagens dos reais x, tais que sen x > m, estdao na

intersegdo do ciclo com o semiplano situado acima de r. (] A a

Finalmente, descrevemos os intervalos aos quais x pode
pertencer, tomando o cuidado de partir de A e de percorrer

o ciclo no sentido anti-horario até completar uma volta.

L4 colecio 6V



Exemplo:

1
Resolver a inequagdo sen x < 5, em R.

Procedendo conforme foi indicado, para k € Z, temos:

T 5n
0+2kn5x<g+2knou€+2krc<x<2n+2kr:

RESOLUGAO DE COS x > m 1

Marcamos sobre o eixo dos cossenos o ponto P,, tal que
OP, = m. Tragamos por P, a reta r, perpendicular ao eixo.
As imagens dos reais x, tais que cos x > m, estdo na

intersegdo do ciclo com o semiplano situado a direita de r.

Para completar, descrevemos os intervalos que convém

ao problema.

Exemplo:
. . 3
Resolver a inequagéo cos x > -, em R.

Procedendo conforme foi indicado, para k € Z, temos:

Equacoes e Inequacoes Trigonométricas

T 11irx
0+2knsx<g+2knou?+2kn<x<2n+2kn

/3
2

‘ '.

liz
6

RESOLUCAO DE COS x < m I

Marcamos sobre o eixo dos cossenos o ponto P,, tal que
OP, = m. Tragamos por P, a reta r, perpendicular ao eixo.
As imagens dos reais X, tais que cos x < m, estdo na
intersecdo do ciclo com o semiplano situado a esquerda de r.

Para completar, descrevemos os intervalos que convém

ao problema.
b

Exemplo: 1
Resolver a inequagdo cos x < -3, em R.

Procedendo conforme foi indicado, para k € Z, temos:

2 4
3 + 2k < x < E + 2kn

£
3

N
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Méddulo 12

Frente C

RESOLUCAO DE TG x > m 10

Marcamos sobre o eixo das tangentes o ponto T, tal que
>

AT = m. Tragamos a reta r = OT. As imagens dos reais X,

tais que tg x > m, estdo na intersegdo do ciclo com o angulo

AS AS
TOB e o seu oposto T'OB'.

Para completar, descrevemos os intervalos que convém

ao problema.
b r
B T

X
A' (6] A a
T
B
Exemplo:

Resolver a inequagdo tg x > 1, em R.

Procedendo conforme foi indicado, para k € Z, temos:

L L 5n 3n
4+2kn<x<2+2kn0u4 + 2kn < x < > + 2kr,

que podem ser resumidos em:

Y T
Z+kn<x<5+kn

Nl o

46  cColeciosv

RESOLUCAO DE TG x < m '@q

Marcamos sobre o eixo das tangentes o ponto T, tal que
AT = m. Tragamos aretar = E)_'F As imagens dos reais X,
tais que tg x < m, estdo na intersegdo do ciclo com o
angulo TGB' e o0 seu oposto T‘6B.

Para completar, descrevemos os intervalos que convém

ao problema.
\% r
B T
X
A o A u
T
BI
Exemplo:

Resolver a inequacdo tg x < /3, em R.
Procedendo conforme foi indicado, para k € Z, temos:

T m 4n
0+2kn£x<§+2kn0u5+2kn<x<?+2kn0u

3r
ot 2kn < x < 2n + 2kn, que podem ser resumidos em:




RN < quacies ¢ Inequagdes Trigonométricas

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

02.
GFE6

©

03.
UR66

)

04.

05.
7A8Q

©

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(PUC RS) Se x € R, entdo a equagao cos(x) = cos(-X)
apresenta o conjunto solugao:

A) R C) [0; +x)
B) [-1; 1] D) (-; 0]

E) {-1,0,1}

(UEG-GO) A inequagdo sen x.cos x < 0, no intervalo de 0
< X < 2n e X real, possui conjunto solugdo:

A)
B)
0
D)
E) 0<x<—- ou —<x<n

(PUC RS) A solugdo da equagao cos (3x - %) =0, quando

0<x<Zl,é:
)
n 7n
A 2 A 12 E) O
T ™
B) 2 D) 3

(UFJF-MG-2022) Observe a equagdo trigonométrica a

seguir.
Y
cos|x+—|=1
[ +2j

Sobre suas raizes pode-se afirmar que:

A) ndo sdo numeros reais.

B) sdo da forma X= %ﬂ +2Kkn, sendo k um nidmero
inteiro qualquer.

C) sdodaforma x = g+ 2 kn, sendo k um nimero inteiro
qualquer.

D) sdo da forma x = kr, sendo k um numero inteiro
qualquer.

E) sdo daforma x = g+kn, sendo k um ndmero inteiro
qualquer.

(PUC Rio) Sabendo que cos 3x = -1, quais sdo os possiveis
valores para cos Xx?

1. 1 V3
A) 2e1 C) 2e1 E)Oe7
3 1
B) 2 e = D) -1
) 2e2 ) eb5

06.
TMGT

©

07.
UTZP

08.
8ECT

©

(PUC RS) Se 0 < x < 2x, entdo o conjunto solugdo da

equacdo sen x =1 -cos? x é:

A) S:[o;g] D) S = [0; 2x]
B) S:[g;n:} E) S = [0; ]
o) S:[Tc;3—n:}

2

1
(Vunesp) O conjunto solugdo de |cos x| < 5 para

0 < x < 2rx, é definido por:

A) B o2 e @B gy S s 0 B
3 3 3

B) 2o gu L8 g i
6 6 6 6

C) E<X<Eeﬁ< <5—n
3 3 3 3

5t  7n 11x

D) —<x<=e >~ <x<=2=
) NG :

E) T o 28 gy SE o S
6 6 6

(UFPR-2020) Seja x um arco no primeiro quadrante.

3
A) Encontre o valor de sen(x), sabendo que cos(x) = 5"

B) Encontre o valor de sen(x), sabendo que
8tg(x) = 3cos(x).

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.
KzI2

©

02.
SVB7

)

03.
OR5C

©

04.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Mackenzie-SP) O maior valor inteiro de k para que a
equagao V3sen x + cos x = k - 2 apresente solugdes
reais é
A) 3.
B) 4.

C) 5.
D) 6.

E) 7.

(UFU-MG) Considere que f e g sdao as fungdes
reais de variadvel real dadas, respectivamente, por
f(x) =1 + sen (2x) e g(x) = 1 + 2.cos (x). Desse modo,
podemos afirmar que, para x € [0, 2n), os graficos de
f e g cruzam-se em
A) 1 ponto.

B) 2 pontos.

C) 3 pontos.

D) nenhum ponto.

(Unimontes-MG) Considere a equagdo trigonométrica
cos 3x.cos 2x — sen 3x.sen 2x = 0. O nimero de raizes da

equagdo, no intervalo [O,%}, é

A) 2. B) 1. C) 3. D) 4.

(UECE) Sejam f, g: R » R fungbes definidas por
f(x) = sen X, g(x) = sen 2x e P (a, b) um ponto na intersegao
dos graficos de f e g. Os possiveis valores para tg? a sdo:

A) Ooul C) Oou3
B) 0ou 2 D) 0ou 3

Bernoulli Sistema de Ensino
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48

05.

06.
STU6

07.
0130

()

08.

(Mackenzie-SP-2019) Os valores de x, 0 < x < 2r, para

. 1
0s quais |sen x| > =

5 1 Séo:
m 5z 7n 11n
— 7e7 —_
A) 6<x<6 6<x< 3
B) g<x<%
C) 0<x<mn
D) @ X E
E) E<x<ﬁeﬂ X B
3 3 3

(AFA-SP-2021) Em uma aula de topografia, o professor
queria medir a largura de um rio. Para tal, ele tomou dois
pontos A e B em uma margem do rio e outro ponto C
na margem oposta, de modo que o segmento CA ficasse
perpendicular ao segmento AB, como indicado na figura
a seguir.

Desenho fora de escala

Considere que:
e adistancia entre os pontos A e B é de 30 m;
e 0s angulos agudos o e B podem ser obtidos através

da equacgdo (senz a)x? — 9(sen a)(cos B) + 3 cosB =0,

na qual x = 2 é uma de suas raizes;
e J2=1,4e/3=1,7.
A largura aproximada do rio, em m, é igual a:
A)15 C)21
B) 17 D) 51

(FGV) No intervalo [0, 4r], a equagdo sen? x — 2sen? x
- 5sen x + 6 = 0 tem raizes cuja soma é:

A) 2 C) 6
B) -2 D) 2

E) 3n

(EsPCEx-SP) A soma das solugbes da equagédo
cos (2x) - cos (x) = 0, com x ¢ [0, 2x), € igual a:

8n

5n n
A) 24 C) — E
) o ) & ) 2

B) 2n D) =

Colecao 6V

09.
E9IA

)

10.
4FIM

©

11.
CBUS

)

(Mackenzie-SP) O conjunto solugdo da inequagao cos*x
B 1 . 2.

- sen*x < >0 no intervalo [0, =], é:

A) S=0

B) S={X€R|§<X<%}

) S:{XGR|§<X<2§}

D) S:{XGR|0<x<gv%"<x<n}
E) S={XER|0SX<gV%<XSn}

(UDESC) A equagao 3sen’x + (m-1)senx-4(m-1)2=0
admite solugdo para os valores de m pertencentes ao

intervalo:
19

A) [-1,1] o) [*z'ﬂ E) [1,4]
17

B) [0, 2] D) [Tﬂ

(UEFS-BA) O numero de solugdes da equacgdo
3 cos?x + tan2x = 3, no intervalo [0, 2x], €

A) 1. C) 4.
B) 2. D) 6.

E) 7.
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B
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FRENTE = MODULO

MATEMATICA C 13

Geometria de Posicao e Poliedros

GEOMETR'A DE POS'CAO IG@' v) Se uma reta tem dois pontos distintos num plano,

entdo ela esta contida no plano.

Introducao

Alguns conceitos na Geometria sdo intuitivos, primitivos e,
por isso, ndo necessitam de definicdo. A Geometria de
posigdo € construida com base nas nogGes intuitivas de
ponto, reta e plano, que estdo exemplificadas na figura
a seqguir:

De oC @ Determinacao de planos

& E Dizemos que um plano estd determinado quando ele é

D:EDr ! Unico. Existem quatro modos de se determinar planos:

i)  Por trés pontos ndo colineares.

F

i) A, B, Ce D sdo pontos;

ii) rou AB é areta que contém os pontos A e B;

o= (A, B, C)
iii) o é o plano que contém o teto da casa.
Com base nos conceitos basicos de ponto, reta e plano,
podemos enunciar alguns postulados (verdades aceitas sem ii) Por uma reta e um ponto fora dela.
demonstragdo):
i)  Em uma reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos. /'3/%/
P
i) Em um plano, bem como fora dele, ha infinitos pontos. b, o C
ifi) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta que
passa por eles. ili) Por duas retas concorrentes.
A B
«— r
r = AB
o

iv) Por um ponto passam infinitas retas.

iv) Por duas retas paralelas distintas.

Bernoulli Sistema de Ensino 49



50

Méddulo 13

Frente C

Posicoes relativas entre duas retas

Duas retas que pertencem ao mesmo plano (coplanares)
podem ser paralelas ou concorrentes.

Paralelas

Duas retas coplanares s3o paralelas se, e somente se, sdo
coincidentes ou ndo tém ponto comum.

F- T

Paralelas Paralelas
coincidentes distintas

Concorrentes

Duas retas sdo concorrentes se, e somente se, elas tém
um Unico ponto comum.

=
></ ros={P}
o S

Caso particular:

Duas retas sdo perpendiculares se, e somente se, sdo
concorrentes e formam angulo reto.

S

Reversas

Duas retas sdo reversas se, e somente se, ndo existir um
plano que as contenha, ou seja, se ndo forem coplanares.

r

rreversaas

N&o existe um plano que contém r e s simultaneamente, e,
consequentemente, r ns = J (retas reversas ndo possuem
pontos em comum).

Colecao 6V

Caso particular:

Duas retas sdo ortogonais se, e somente se, sdo reversas
e formam angulo reto.

RESUMINDO

Dadas duas retas quaisquer, podemos classifica-las da
seguinte maneira:

Coincidentes
Paralelas

Retas coplanares Distintas

Concorrentes

Retas ndo coplanares { Reversas

Posicoes relativas entre uma reta
e um plano

Uma reta e um plano podem admitir as seguintes posicées
relativas:

Reta contida no plano

Umaretar (A_é) estd contida em um plano a se, e somente se,
todos os pontos da reta pertencem ao plano.

Reta secante (ou concorrente) ao plano

Uma reta e um plano sdo secantes se possuem um Unico
ponto em comum.

anr=P

r

Reta paralela ao plano

Uma reta e um plano sdo paralelos se, e somente se, ndo
possuem pontos em comum.

anNnr=yg

r




Posicoes relativas entre planos

Dois planos podem admitir as seguintes posigdes relativas:

Paralelos coincidentes

Dois planos sdo coincidentes se, e somente se, possuem
todos os pontos em comum.

anPB=a=p
Paralelos distintos

Dois planos sdo paralelos distintos se, e somente se,
ndo possuem ponto em comum.

anfB=9

Secantes

Dois planos sdo secantes se, e somente se, possuem uma
Unica reta em comum.

A

anPB=r

Reta perpendicular ao plano

Uma reta e um plano sao perpendiculares se, e somente se,
eles tém um ponto comum e a reta é perpendicular a todas

as retas do plano que passam por esse ponto comum.
r

rloaoualr
OBSERVAGAO
Uma reta e um plano sdo obliquos se, e somente se,
sdo concorrentes e ndo sao perpendiculares.

Teorema

Se uma reta é perpendicular a um plano, entdo ela é
perpendicular ou ortogonal a qualquer reta do plano.

Geometria de Posicao e Poliedros

Nas figuras seguintes, mostramos as duas possibilidades.

e r e s sao perpendiculares.

| r

|

e r e s sao ortogonais (reversas que formam 90°).

<
2
-
<
>
L
o)
<
=

|r
|

Teorema

Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de
um plano, entdo ela é perpendicular ao plano.

o S
O: rla

Observe, na figura a seguir, a reta que representa a intersecao
de duas paredes da sala. Ela é perpendicular ao chéo, pois é
perpendicular a duas retas concorrentes do chdo.

Planos perpendiculares

Um plano o é perpendicular a um plano 3 se, e somente se,
o contém uma reta perpendicular a f.
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Observe, na figura a seguir, que o chdo da sala (plano B)
é perpendicular a parede (plano a), pois o chdo possui uma
reta perpendicular a parede (reta r).

BLa, poisrLa.

PROJECOES ﬁ@,

Trabalharemos aqui com projecdes de um objeto sobre
uma superficie plana, denominada superficie de projecao.
A projecdo é construida através de linhas imaginarias que
tangenciam os vértices do objeto. As intersecGes dessas
linhas imaginarias com o plano geram uma imagem
correspondente a projecao desse objeto no plano. Tais linhas
imaginarias sdo chamadas de raios de projecao ou
raios projetantes.

Superficie de

o projecao

o L

Sombras obtidas utilizando-se as propriedades das projecoes

Outro exemplo de utilizagdo do conceito de projegdo é
descrito a seguir:

Considere uma piramide hexagonal regular de base
ABCDEF e vértice V, indicados na figura. O ponto O é o
centro do hexagono regular da base e o ponto M é o ponto
médio da aresta CD. Considere que um ponto se desloque
pela pirdmide seguindo a trajetéria AVMD.

Deslocamento
visto de cima

92

Colecao 6V

Observe que, se visualizarmos a figura anterior (vista
superior), teremos a projecdo AOMD da trajetdria desse
ponto localizada no plano n, que contém a base da piramide.

Classificacao das projecoes

As projegdes construidas segundo o método descrito
anteriormente sdo classificadas de acordo com o angulo
formado entre os raios projetantes e a superficie de projegdo
e de acordo com a posicdo relativa entre os raios projetantes.

Quanto aos angulos dos raios
projetantes com a superficie de projecao

Projecdo ortogonal e projecao obliqua

Uma projecdo é dita ortogonal quando os raios projetantes
sdo perpendiculares a superficie de projecdo. Por outro lado,
é dita obliqua quando os raios de projecdo sdo obliquos a
superficie de projecdo.

i i i
1 ' 1 ’
A vy
1 ! 1 ’ 1
B! - .C B~ 'C
1 1 1 ! 1 1
1 1 1 ! 1 /
' [N . '
B E— N/
1 1 ' '
| ﬁ X , ,
,
B‘l ; ‘Cl B'Il ) ICl

I
1 i '
1 i i
1 . '

Projegdo obliqua

Projecéo ortogonal

Quanto a posicao relativa entre os raios
projetantes

Projecao cilindrica

Uma projegdo é dita cilindrica quando os raios projetantes
sdo paralelos entre si. Toda projecdo ortogonal € cilindrica.

iy 7 . !
4

o o

Projecdo cilindrica Projecdo cilindrica

ortogonal obliqua



Projecgdo conica

Uma projecdo é dita conica quando os raios projetantes
se intersectam em um ponto V, denominado ponto de
convergéncia. Em outros termos, os raios projetantes sdo
concorrentes entre si em um Unico ponto. Nesse caso,
as dimensdes do objeto projetado ndo sdo conservadas na
projecdo. Toda projecdo cOnica é obliqua.

Exemplos de projecoes

Projecao ortogonal de ponto

Ponto P

[EX

P! (P' é a projecéo ortogonal

.
.
} do ponto P no plano o)

Raio projetante

Projecao ortogonal de um segmento

Para um segmento AB:

i) Paralelo ao plano de projecgao: a projecao ortogonal
é formada pelo segmento A'B' horizontal, que tem a
mesma medida do segmento original.

ii) Perpendicular ao plano de projegao: a projecdo
ortogonal é formada por um Unico ponto.

iii) Obliquo ao plano de projecao: a projecdo ortogonal
é formada pelo segmento A'B' de medida menor que
0 segmento original.

(1 (i) (iii)

RN > <ometria de Posico e Poliedros

Projecdo de uma regido
A projecdo de uma regido ocorre a partir da projecdo de

todos os pontos da regido.

Projecao
cilindrica ortogonal

Projecao
cilindrica obliqua

Projecéo
coOnica

Na Geometria Espacial, € comum o uso das projecdes como

7

artificios na solucdo de problemas estabelecidos.

<
=
-
<
=
51}
-
<
=

POLIEDROS ﬁ@.

Poliedros sdo figuras espaciais fechadas formadas pela reunigo

de poligonos, como mostrado nos exemplos seguintes:

L@

Cada poligono é denominado face do poliedro. Os lados
dos poligonos sdo as arestas do poliedro e os vértices dos

poligonos sdo os vértices do poliedro.

Um poliedro é chamado convexo se o plano que contém
qualquer um dos seus poligonos deixa os demais poligonos
no mesmo semiespaco.

Exemplos:

1°) 20)

Poliedro convexo Poliedro ndo convexo

O segundo poliedro é ndo convexo, pois o plano que
contém a face negritada, por exemplo, divide o poliedro

em duas partes, uma para cada semiespago.
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Frente C

Propriedade
A soma dos angulos de todas as faces de um poliedro convexo é:

| 5= (v-2).360°

Nela, V é o niUmero de vértices desse poliedro.

Relacao de Euler

Para todo poliedro convexo, vale a relagao

| V-A+F=2

Nela, V é o nimero de vértices, A é o nimero de arestas, e F
€ o numero de faces desse poliedro.

Exemplos:

19) 20)
V-A+F=2 V-A+F=2
5-9+6=2 8-12+6=2

Poliedros de Platao

Um poliedro é chamado poliedro de Platdo se, e somente se,
satisfaz as trés seguintes condigGes:

i) Todas as faces tém o mesmo numero (n) de arestas.

ii) De todos os vértices, parte o mesmo numero (m)
de arestas.

iii) Vale a Relagdo de Euler (V- A + F = 2).

Propriedade

Existem cinco, e somente cinco, classes de poliedros de
Platdo.

Nomes dos poliedros de Platao

[ oo [Da]ale]e]
3 4 12 8 6
4 3 12 6 8

Colecao 6V

\

2

40
i

/\ Dodecaedro
YAV,

Icosaedro

Tetraedro

<

Octaedro

OBSERVACAO

Um poliedro é regular se ele é de Platdo e possui todas
as arestas congruentes. Todo poliedro regular é poliedro de
Platdo, mas nem todo poliedro de Platdo é poliedro regular.

Exemplos:

10) 20)

Paralelepipedo: poliedro de
Platdo ndo regular

Cubo: poliedro de
Platdo regular

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (PUCPR) O tetra-hexaedro é um sélido convexo limitado
por 4 faces triangulares e 6 hexagonais, todas regulares.
O numero de arestas e vértices desse sdlido é

A) A=2leV =13, D) A=32eV =24,

B) A=24eV = 16. E) A=34eV = 24.

C) A=48eV = 40.

Resolucgéo:

Em 4 faces triangulares, temos 12 lados, e, em 6 faces
hexagonais, temos 36 lados, totalizando 48 lados. Cada lado
é comum a duas faces e, portanto, foi contado duas vezes.
Assim, o nimero de arestas A é: 2A =48 = A = 24
Aplicando a Relagdo de Euler a esse poliedro convexo,
temos: V+F=A+2=V+10=24+2=V =16

Logo, esse sdlido possui 24 arestas e 16 vértices.
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EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
® Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.
ABOB

©

03.
HXAP

©

04.
6LNI

©

(ESA-2022) Observe o paralelepipedo retorretéangulo da
figura a seguir.
D

E
Sobre este solido, assinale a Unica alternativa correta.
A) As retas CD e CG s3o ortogonais entre si.

B) A reta CF ¢ paralela ao plano (ADH).

C) As retas AC e HF sgo paralelas entre si.

D)A reta AB é perpendicular ao plano (EFG).

E) As retas BF e DH sdo perpendiculares entre si.

(UNICAP-PE-2020) Marque com V ou com F, conforme

sejam verdadeiras ou falsas as afirmativas.

( )Um tridngulo equilatero tem 5 cm de lado. Se
cada lado for aumentado em 2 cm, entdo sua area
aumentara 10%.

() Trés pontos distintos determinam um Unico plano.

() Retas paralelas distintas determinam um Gnico plano.

( ) Duas retas que ndo tém ponto em comum sdo
paralelas.

(IFSP) A figura mostra uma pegca feita em 1587 por Stefano
Buonsignori, e esta exposta no Museu Galileo, em Florenga,
na Italia. Esse instrumento tem a forma de um dodecaedro
regular e, em cada uma de suas faces pentagonais, ha a
gravagdo de um tipo diferente de reldgio.

Em 1758, o matematico Leonard Euler (1707-1783)
descobriu o teorema conhecido por relagdo de Euler: em
todo poliedro convexo com V vértices, A arestas e F faces,
valearelagdoV - A + F = 2. Ao se aplicar a relagao de Euler
no poliedro da figura, o nimero de arestas ndo visiveis é

A) 10. C) 15. E) 18.
B) 12. D) 16.
(Unit-AL) O numero de vértices de um poliedro

convexo de sete faces, sendo duas pentagonais e cinco
quadrangulares, é

A) 7.
B) 10.

C) 14.
D) 17.

E) 20.

05.
X01v

©

06.
I91F

©

07.

08.
HXDR

©

EXERCICIOS

(UEFS-BA)

Um tipo de bola de futebol é inspirado no icosaedro
truncado, que é um poliedro convexo formado por
12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais.
O numero de vértices desse poliedro é
A) 40. C) 60.
B) 48. D) 64.

E) 76.

(UEPB) Sejam as afirmativas:

I. Duas retas que ndo se interceptam sao paralelas entre si.

II. Duas retas que ndo se interceptam sdo reversas entre si.

III. Se uma reta é perpendicular a uma reta do plano,
entdo ela é perpendicular a esse plano.

IV. Uma reta e um plano sdo paralelos. Toda reta
perpendicular a reta dada é perpendicular ao plano.

Podemos concluir que

A) apenas I é verdadeira.

B) apenas II é verdadeira.

C) todas sao falsas.

D) apenas III é verdadeira.

E) apenas IV é verdadeira.

(PUC RS) Um poliedro convexo possui duas faces
pentagonais e cinco quadrangulares. O numero de
vértices deste poliedro é

A) 4. C) 8.
B) 6. D) 9.

E) 10.

(UECE) Um poliedro convexo tem 32 faces, sendo
20 hexagonos e 12 pentagonos. O nimero de vértices
deste poligono é

A) 90.
B) 72.

C) 60.
D) 56.

RESOLUGOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.
Kx01

©

02.
TQXL

)

(EsPCEx-SP-2022) Dado um cubo, o nimero de pares
distintos de retas reversas que podemos tragar, de tal
forma que cada reta contenha uma aresta desse cubo, é
igual a
A) 24.

B) 30.

C) 36.
D) 42.

E) 48.

(UEG-GO) Observe e classifique as afirmagdes a seguir
como sendo verdadeiras ou falsas:

I. Se um plano intercepta dois outros planos paralelos,
entdo as intersegdes sdo retas paralelas.

II. Se dois planos sdo paralelos, qualquer reta de um
deles é paralela a qualquer reta do outro.

Bernoulli Sistema de Ensino 55

7

<<
=
=
<
=
51}
-
<
=




05.

06.
OKD4

©

III. Se uma reta é paralela a dois planos, entdo esses
planos sd@o paralelos.

IV. Se dois planos sdo paralelos, uma reta de um deles
pode ser reversa a uma reta do outro.

Marque a alternativa correta.

A) Apenas as afirmagbes I e II sdo verdadeiras.

B) Apenas as afirmagdes I e III sdo verdadeiras.

C) Apenas as afirmagodes I e IV sdo verdadeiras.

D) Apenas as afirmagdes II e IV sdo verdadeiras.

E) Apenas as afirmacoes III e IV sdo verdadeiras.

(CEFET-MG) No contexto da Geometria Espacial, afirma-se:

I. Se uma reta é paralela a um plano, entdo ela esta
contida nesse plano.

II. Duas retas sem ponto comum sdo paralelas ou
reversas.

III. Se dois planos sdo paralelos, entdo toda reta de um
deles é paralela ao outro.

IV. Duas retas distintas paralelas a um plano sdo paralelas
entre si.

Sdo corretas apenas as afirmativas
A) Iell C) Ilelll
B) IelIl D) Ilel\V.

E) IIelV.

(UEMA) A bola de futebol evoluiu ao longo do tempo
e, atualmente, é um icosaedro truncado, formado por
32 pecgas, denominadas de gomos e, geometricamente,
de faces. Nessa bola, 12 faces sdo pentagonos regulares,
e as outras, hexagonos, também regulares. Os lados dos
pentagonos e dos hexagonos sdo iguais e costurados.
Ao unirem-se os dois lados costurados das faces, formam-se
as arestas. O encontro das arestas forma os vértices.
Quando cheio, o poliedro é similar a uma esfera.

O numero de arestas e o nimero de vértices existentes
nessa bola de futebol sdo, respectivamente,

A) 80 e 60. C) 70 e 40. E) 90 e 50.
B) 80 e 50. D) 90 e 60.

(Albert Einstein) Dado um tetraedro regular de aresta 6
cm, assinale os pontos que dividem cada aresta em trés
partes iguais. Corte o tetraedro pelos planos que passam
pelos trés pontos de divisdo mais proximos de cada vértice
e remova os pequenos tetraedros regulares que ficaram
formados.

A soma dos comprimentos de todas as arestas do sélido
resultante, em centimetros, é

A) 56. c) 30.
B) 32. D) 36.

E) 48.

(Insper-SP) De cada vértice de um prisma hexagonal
regular foi retirado um tetraedro, como exemplificado
para um dos vértices do prisma desenhado a seguir.

07.
WRDC

©

08.

09.

10.
UTQU

©

O plano que definiu cada corte feito para retirar os
tetraedros passa pelos pontos médios das trés arestas
que concorrem num mesmo vértice do prisma. O nimero
de faces do poliedro obtido depois de terem sido retirados
todos os tetraedros é

A) 24.
B) 20.

C) 18.
D) 16.

E) 12.

(Albert Einstein) Seja uma reta r e os planos secantes a
e B, de modo que a N B = r. Seja s uma reta paralela a
reta r, de modo que s n B = @. Seja t uma reta secante
ao plano B no ponto P, de modo que P e r. De acordo com
essas informagbes, necessariamente

C) Pga.
D) rnt=* @.

A) sna=s.
B) tn B =0.

(UFC-CE) Um poliedro convexo sé tem faces triangulares
e quadrangulares. Se ele tem 20 arestas e 10 vértices,
entdo o numero de faces triangulares é

A) 12. C) 10.
B) 11. D) 9.

E) 8.

(UERJ-2019) No esquema a seguir, estdo representados
os planos ortogonais o e B, sendo A um ponto de o € D
um ponto de B. Os pontos B e C pertencem a intersecgédo
desses dois planos, sendo BC =40 cm. Considere, ainda,
AB = 30 cm e CD = 20 cm, perpendiculares a B e a,
respectivamente.

Calcule, em centimetros, a distancia AD.

(UERJ) Considere o icosaedro a seguir (Figura 1),
construido em plastico inflavel, cujos vértices e pontos
médios de todas as arestas estdo marcados.

A partir dos pontos médios, quatro tridngulos equilateros
congruentes foram formados em cada face do icosaedro.
Admita que o icosaedro ¢é inflado até que todos os pontos
marcados fiquem sobre a superficie de uma esfera, e os
lados dos tridngulos tornem-se arcos de circunferéncias,
como ilustrado na figura 2.

Observe agora que, substituindo-se esses arcos por
segmentos de reta, obtém-se uma nova estrutura poliédrica
de faces triangulares, denominada geodésica (Figura 3).
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Figura 1 Figura 2 Figura 3

PODL

12,
ALE5

O numero de arestas dessa estrutura é igual a

A) 90. B) 120. C) 150. D) 180.

(FUVEST-SP) Dados um plano o € uma reta r, podemos
afirmar que

A) existe um plano B que contém r e é perpendicular a o.
B) existe um Unico plano B que contém r e é perpendicular

aa.

C) existe um plano B que contém r e é paralelo a a.

D) existe um Unico plano B que contém r e € paralelo a a.
E) qualquer plano B que contém r intercepta o plano a.

(EsPCEx-SP) Considere dois planos o e B perpendiculares

e trés retas distintas r, s e t tais que r c «,

scpBet=anp.

Sobre essas retas e os planos é correto afirmar que

A) as retas r e s somente definirdo um plano se forem
concorrentes com t em um Unico ponto.

B) asretas r e s podem definir um plano paralelo a reta t.

C) as retas r e s sdo necessariamente concorrentes.

D) se r e s forem paralelas, entdo elas definem um plano
perpendicular a o e B.

E) o plano definido por r e t é necessariamente paralelo
as.

SECAO ENEM

01.

(Enem-2022) Dentre as diversas planificacées possiveis
para o cubo, uma delas é a que se encontra apresentada
na Figura 1.

Figura 1

Em um cubo, foram pintados, em trés de suas faces,
quadrados de cor cinza escura, que ocupam um quarto
dessas faces, tendo esses trés quadrados um vértice em
comum, conforme ilustrado na Figura 2.

Poooood bood

Figura 2

A planificagdo do cubo da Figura 2, conforme o tipo
planificagdo apresentada na Figura 1, é:

02.

03.

A) D)

B) E)

0

(Enem-2022) Na figura estdo destacadas duas trajetdrias
sobre a superficie do globo terrestre, descritas ao se
percorrer parte dos meridianos 1, 2 e da Linha do Equador,
sendo que os meridianos 1 e 2 estdo contidos em planos
perpendiculares entre si. O plano o € paralelo ao que
contém a Linha do Equador.

Meridiano 2

Meridiano 1—>/ - ------}o___

A vista superior da projecao ortogonal sobre o plano o

dessas duas trajetorias é:
D)
E)

A)

B)

L/

0

avinviey

(Enem-2022) Um robd, que tem um im& em sua base, se
desloca sobre a superficie externa de um cubo metalico,
ao longo de segmentos de reta cujas extremidades
sdo pontos médios de arestas e centros de faces.
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Frente C Modulo 13

04.

Ele inicia seu deslocamento no ponto P, centro da face
superior do cubo, segue para o centro da préxima face,
converte a esquerda e segue para o centro da seguinte,
converte a direita e continua sua movimentagdo, sempre
alternado entre conversdes a esquerda e a a direita
quando alcanga o centro de uma face. O robd s6 termina
sua movimentagao quando retorna ao ponto P. A figura
apresenta deslocamentos iniciais desse robo.

P

"

A projecdo ortogonal do trajeto descrito por esse robd
sobre o plano da base, apds terminada sua movimentacao,
visualizada da posigdo em que se esta enxergando esse
cubo, é:

A)

B)

Q)

S~

D)

E)

(Enem-2019) Um grupo de paises criou uma instituigdo
responsavel por organizar o Programa Internacional
de Nivelamento de Estudos (PINE) com o objetivo de
melhorar os indices mundiais de educagdo. Em sua sede
foi construida uma escultura suspensa, com a logomarca
oficial do programa, em trés dimensoes, que é formada
por suas iniciais, conforme mostrada na figura.

PINE

Essa escultura estd suspensa por cabos de acgo, de
maneira que o espagamento entre letras adjacentes é
0 mesmo, todas tém igual espessura e ficam dispostas
em posigao ortogonal ao solo, como ilustrado a seguir.

= e

Colecao 6V

Ao meio-dia, com o sol a pino, as letras que formam
essa escultura projetam ortogonalmente suas sombras
sobre o solo.

A sombra projetada no solo é:

A)

E)

SECAOFUVEST/UNICAMP/UNESP
[E]i% E_Ie
© @%ﬁ!

GABARITO Meu aproveitamento //jl

Aprendizagem  Acertei Errei
O 01.B O 05.C
O 02. FFVF O 06.C
O 03.A O 07.E
O 04.B O 08.C
PFOPOStOS Acertei Errei
O 01. A O 07.D
O 02.C O 08.E
O 03.C O 09. AD = 10/29 cm
O 04.D O 10.B
O 05.D O 11. A
O 06.B O 12.B
Se C ao Enem Acertei Errei
O 01.D O 03.A
O 02.E O 04.E
/Totaldos meus acertos: de . % I




MATEMATICA

Prismas
DEFINICAO |@@|

Prisma é todo poliedro convexo construido tomando-se
dois poligonos congruentes situados em planos paralelos e
unindo-se os pontos desses poligonos através de segmentos
paralelos.

Na figura a seguir, temos um prisma cujas bases sdo os
pentagonos congruentes ABCDE e FGHIJ. Os paralelogramos
que unem as duas bases do prisma sdao denominados faces
laterais.

Base Vértice

Face lateral <«—— Aresta lateral

Aresta da base
Podemos, entdo, identificar no prisma mostrado os
seguintes elementos:
i) Bases: faces ABCDE e FGHIJ

ii) Arestas da base: (AB, BC, CD, DE, EA) e (FG, GH,
HI, 1J, JF)

ili) Faces laterais: paralelogramos BCHG, CDIH, DEJI,
EAFJ], ABGF

iv) Arestas laterais: CH, DI, EJ, AF, BG

A altura de um prisma é a disténcia h entre os planos

das bases.
; ]

=]
a

NOMENCLATURA ﬁgl

Um prisma sera chamado triangular, quadrangular,
pentagonal, etc., conforme sua base seja um tridngulo,
um quadrilatero, um pentagono, etc.

FRENTE = MODULO

C 14

CLASSIFICACAO ﬁ@,

Um prisma é classificado como reto quando as suas arestas
laterais sdo perpendiculares as bases. Em outras palavras,
num prisma reto as faces laterais s&do retangulos.

< B

Prisma pentagonal reto

Observacao: O prisma reto que possui as bases definidas
como poligonos regulares é chamado de prisma regular.

Um prisma é classificado como obliquo quando as suas
arestas laterais sdo obliquas em relagdo as bases. Em
outras palavras, num prisma obliquo as faces laterais sdo
paralelogramos ndo retangulos.

Prisma pentagonal obliquo

SECOES ﬁg.

Secdo (ou seccdo) de um prisma é a intersegdo do prisma
com um plano que intercepta todas as arestas laterais.
Notemos que a segdo de um prisma é um poligono com
vértice em cada aresta lateral.

Secdo reta ou segcdo normal é uma segdo cujo plano é
perpendicular as arestas laterais.

Secgdo reta

Bernoulli Sistema de Ensino 59



Secdo transversal € uma segdo cujo plano é paralelo
as bases.
Secdo
transversal

AREAS |@@,

Area lateral (A)) é a soma das areas das faces laterais.

Area total (A;) é a soma da area lateral com as areas das
bases (A;).

A=A +2.A,

VOLUME ﬁ@,

O volume de um prisma é o produto da area da base pela
medida da altura.

V=A.h

B

Pode-se demonstrar também que o volume de um prisma
é o produto da area da secdo reta pela medida da aresta.

V =S.a

PARALELEPIPEDO |©@|

Paralelepipedo é um prisma cujas bases sdo paralelogramos.
A superficie total de um paralelepipedo é a reunido de seis
paralelogramos.

Paralelepipedo obliquo

Paralelepipedo reto é um prisma reto cujas bases sdo
paralelogramos. A superficie total de um paralelepipedo reto
é a reunido de quatro retangulos (faces laterais) e de dois
paralelogramos (bases).

60 Colecao 6V

medulo 14 [

Paralelogramo
Y

Retangulo
// g

Paralelepipedo (reto)

Paralelepipedo reto retangulo ou paralelepipedo retangulo
ou ortoedro é um prisma reto cujas bases sdo retangulos.
A superficie total de um paralelepipedo retéangulo é a reunido
de seis retangulos.

D' C'
: B' ¢ ¢
A d (D a
C
f
. b
A a B
Base (face)
DI
d
f a C
B b C B f D

Calculo da diagonal d

No tridngulo BCD, temos f2 = a2 + b2.
No tridngulo BDD', temos d? =2+ 2= d?*=a? + b + =

d= /@70 + @

Calculo da area total S

A area total do paralelepipedo é a soma das areas de seis
retéangulos: dois deles (ABCD, A'B'C'D') com dimensdes
a e b, outros dois (ABB'A', DCC'D') com dimensdes a e ¢
e os ultimos dois (ADD'A', BCC'B') com dimensGes b e c.

Logo:

S = 2ab + 2ac + 2bc =

S = 2(ab + ac + bc)

Calculo do volume V

O volume de um prisma, como sabemos, é o produto da
drea da base pela altura, ou seja, V = A_.h.

Assim, para o paralelepipedo retangulo, temos:

A,=a.b e h=c
Entdo:

V = a.b.c




CUBO ﬁ@,

Cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas
sdo congruentes.

D' c'
Al Bl
a
al \d
g DY C
f a
A a B
Base (face)
D C D'
a f a d
A a B D f B

Dado um cubo de aresta a, calculemos sua diagonal d,
sua area total S e seu volume V.

Calculo da diagonal d

Inicialmente, calculemos a medida f de uma diagonal de face.

No tridangulo BAD, temos:
P=za?+a2=f=2a=f=a/2

No tridngulo BDD', temos:

d=a+P=>d=a’+2a2>d =32

d=a/3

Calculo da area total S

A superficie total de um cubo é a reunido de seis quadrados
congruentes de lado a. A area de cada um é a2. Entdo, a area
total do cubo é:

S = 6a?

Calculo do volume V
No cubo de aresta a, temos:

A,=aaeh=a

Entdo:

V=a’

EXERCICIOS DE

Prismas

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.

03.
CILF

©

04.
17w

©

05.
Y281

(Famema-SP-2020) Um recipiente transparente possui
o formato de um prisma reto de altura 15 cm e base
quadrada, cujo lado mede 6 cm.

Esse recipiente esta sobre uma mesa com tampo horizontal
e contém agua até a altura de 10 cm, conforme a figura.

15 cm 10 cm

<>
6 cm

Fora de escala
Se o recipiente for virado e apoiado na mesa sobre uma
de suas faces ndo quadradas, a altura da agua dentro
dele passara a ser de
A) 4cm.
B) 3,5cm.

C) 3 cm.
D) 2,5cm.

E) 2cm.

(UFG-MG) A caixa-d’'agua do edificio comercial Sombras
do Ocaso tem a forma de um paralelepipedo retangulo
cujas dimensdes internas sdo 3,20 m, 2,00 m e 1,25 m.
A capacidade dessa caixa, em litros, é

A) 800. C) 8.

B) 8 000. D) 80.

(UFPR) A piscina usada nas competicbes de natagao
das Olimpiadas Rio 2016 possui as medidas oficiais
recomendadas: 50 metros de extensdo, 25 metros de
largura e 3 metros de profundidade. Supondo que essa
piscina tenha o formato de um paralelepipedo retangulo,
qual dos valores a seguir mais se aproxima da capacidade
maxima de agua que essa piscina pode conter?

A) 37 500 litros. D) 37 500 000 litros.
B) 375 000 litros. E) 375 000 000 litros.

C) 3 750 000 litros.

(UPE-2022) Um tanque de agua em formato de
paralelepipedo retangular reto, que possui 4 m de
comprimento, 1,5 m de largura e 3 m de profundidade,
contém 12 mil litros. Apos trés dias de uso intenso,
o volume de agua caiu para 9 mil litros.

E correto afirmar que, nesses trés dias de uso, a altura
do nivel da agua sofreu uma redugédo de:

A) 48 cm C) 53cm
B) 50 cm D) 55 cm

E) 60 cm

(IFPE) Na residéncia de Laércio, ha uma caixa-d’agua vazia
com capacidade de 5 metros cubicos. Ele vai encher a caixa
trazendo agua de um pogo préoximo, em uma lata cuja
base é um quadrado de lado 40 cm e cuja altura é 50 cm.
Qual é o numero minimo de vezes que Laércio precisara ir
ao poco até encher integralmente a caixa-d’agua?

A) 67 C) 55 E) 56

B) 52 D) 63

61
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07.
H2X0

©

08.
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EXERCICIOS

(IFCE) Foram construidos dois cubos de madeira. Um
deles tem 343 cm? de volume e o outro tem aresta
medindo 2 cm a mais que o primeiro. A area total do
maior cubo, em centimetros quadrados é

A) 538. C) 678.
B) 486. D) 729.

E) 4 374.

(UPE) O sdlido representado a seguir foi obtido acoplando-se
um prisma triangular reto de 4 cm de altura a um
paralelepipedo reto de dimensGes 4 cm, 4 cm e 2 cm,
conforme a figura.

4 cm

Se M é o ponto médio da aresta do paralelepipedo,
qual é a area total da superficie do referido sélido?

Adote 5 =2,2.
A) 99,6 cm2.

B) 103,6 cm?.
C) 105,6 cm>.

D) 107,6 cm2.
E) 109,6 cm2.

(PUC RS) A quantidade de materiais para executar uma
obra é essencial para prever o custo da construgdo.
Quer-se construir um telhado cujas dimensGes e formato
sdo indicados na figura a seguir:

8m

A quantidade de telhas de tamanho 15 cm por 20 cm
necessarias para fazer esse telhado é:

A) 10¢ C) 5.10°
B) 10° D) 5.10*

E) 25.10*

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

(UFRGS-RS) Uma particula parte do ponto A e chega ao
ponto H percorrendo a poligonal ABCDEFGH no cubo de
aresta unitaria, representado na figura a seguir.

Colecao 6V

02.

03.
THQY

()

04.

05.

A distancia percorrida pela particula é:

A) 1 D) 5+ 2/2
B) /2 E) 5+2/3
c) 7

(UECE-2022) Uma caixa d’agua com formato de um cubo
cuja medida da aresta é 1 metro estd completamente
cheia ao meio-dia de quarta-feira. A partir de entdo, por
uma tubulagdo instalada na base inferior da caixa, escoa
agua a uma vazao constante. Decorridas quatro horas de
escoamento, sem reabastecimento simultaneo, a caixa
ainda contém 840 litros d’agua. Assim, é correto afirmar
que a caixa estara vazia no dia seguinte as

A) 11 horas. C) 14 horas.
B) 2 horas. D) 13 horas.
(UFRGS-RS) Na figura a seguir, esta representada a

planificagdo de um prisma hexagonal regular de altura igual
a aresta da base. Se a altura do prisma é 2, seu volume é:

A) 4/3 D) 10/3
B) 6/3 E) 12/3
c) 8/3

(CMRJ-2020) Um cubo de madeira foi pintado de branco
em toda a sua superficie. Apds a secagem da pintura, ele
foi serrado em 27 cubos menores iguais. As faces desses
cubos, que ndo foram pintadas, estdo na cor natural da
madeira. Considerando os 27 cubos menores, quantas
faces estdo na cor natural da madeira?

A) 54
B) 72

C) 102
D) 108

E) 162

(UERJ) Dois cubos cujas arestas medem 2 cm séo colados
de modo a formar o paralelepipedo ABCDA'B’C'D’. Esse
paralelepipedo é seccionado pelos planos ADEF e BCEF,
que passam pelos pontos médios F e E das arestas A'B’
e C'D’, respectivamente.

A parte desse paralelepipedo compreendida entre esses
planos define o so6lido ABCDEF, conforme indica a figura
a seguir:
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O volume do sélido ABCDEF, em cm3, é igual a

A) 4. B) 6. C) 8. D) 12.

(PUC Rio) O que acontece com o volume de um
paralelepipedo quando aumentamos a largura e a altura
em 10% e diminuimos a profundidade em 20%?

A) Nao se altera.

B) Aumenta aproximadamente 3%.

C) Diminui aproximadamente 3%.

D) Aumenta aproximadamente 8%.

E) Diminui aproximadamente 8%.

(UFTM-MG) Sem perda do volume original, um ourives
pretende transformar um cubo de ouro de 1 cm® em uma
placa na forma de um paralelepipedo reto-retéangulo.
Adotando a medida da aresta do cubo como largura da
placa e 50% da medida da aresta do cubo como altura
da placa, a medida, em centimetros, do comprimento
dessa placa resultara em

A) 1,2. C) 1,8.
B) 1,5. D) 2,0.

E) 2,2.

(UERJ-2020) Em uma fébrica, uma caixa com a forma de
um paralelepipedo retédngulo, com 25 cm de comprimento,
10 cm de largura e 8 cm de altura, é preenchida com
pequenos cubos de 0,5 cm?. Inicialmente, apenas um cubo
€é colocado na caixa. Em seguida, a cada minuto, duplica-se
o numero de cubos dentro dela. Considere a tabela:

X 0,30 0,48 0,60 0,70

10~ 2 3 4 5

O valor do tempo t, em minutos, necessario para a caixa
ser totalmente preenchida, é igual a

A) 12. B) 14. C) 16. D) 18.

(IFSul) Um tanque vazio, com formato de paralelepipedo
reto retédngulo, tem comprimento de 8 metros, largura de
3 metros e altura 1,5 metros. Esse tanque é preenchido
com 6leo a uma vazao de 1 000 litros a cada 15 minutos.
Nesse sentido, ap6s duas horas do inicio do preenchimento,
a altura de dleo no interior do tanque atingira,
aproximadamente,

A) 24 cm.
B) 33 cm.

C) 1,05cm.
D) 1,15 cm.

10.
KTIH

©

12.

.., prismas

(UERJ) As figuras a seguir mostram dois pacotes de café
em po que tém a forma de paralelepipedos retangulos
semelhantes.

Se o volume do pacote maior é o dobro do volume do
menor, a razdo entre a medida da area total do maior
pacote e a do menor é igual a:

A B B) Y4 c) /6 D) /8
(UEL-PR) Um engenheiro deseja projetar um bloco vazado
cujo orificio sirva para encaixar um pilar. O bloco, por
motivos estruturais, deve ter a forma de um cubo de lado
igual a 80 cm, e o orificio deve ter a forma de um prisma
reto de base quadrada e altura igual a 80 cm, conforme
as figuras seguintes. E exigido que o volume do bloco
seja igual ao volume do orificio.

Bloco vazado Vista aérea

E correto afirmar que o valor L do lado da base quadrada
do prisma reto corresponde a:

A) 20/2 cm D) 60,2 cm
B) 40,2 cm E) 80/2 cm
C) 5042 cm

(PUC Rio) De uma folha de papeldo de lados de medidas
23 e 14, foram retirados, dos quatro cantos, quadrados de
lado de medida 3 para construir uma caixa (sem tampa)
dobrando o papeldo nas linhas pontilhadas.

A) Determine o perimetro da folha de papeldo apos a
retirada dos quatro cantos.

B) Determine a area da folha de papeldo apods a retirada
dos quatro cantos.

C) Determine o volume da caixa formada.
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13.
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©

14.
L301

)

15.

(UFOP-MG) Maira adora brincar na piscina da casa de Jean.
A piscina tem 3 m de largura por 4 m de comprimento.
A parte rasa tem 0,5 m de profundidade, e a parte funda,
1 m de profundidade. O piso da piscina é o usual: uma
rampa plana. A quantidade de litros de dgua necessaria
para enché-la é

A) 6 000.
B) 8 000.

C) 9 000.
D) 10 000.

(UERJ) Um cubo de aresta EF medindo 8 dm contém agua
e esta apoiado sobre um plano o de modo que apenas a
aresta EF esteja contida nesse plano. A figura a seguir
representa o cubo com a agua.

o

Considere que a superficie livre do liquido no interior do
cubo seja um retdngulo ABCD com &rea igual a 32,/5 dm2.
Determine o volume total, em dm3, de agua contida
nesse cubo.

(UERN) A pega geométrica, desenvolvida através de
um software de modelagem em trés dimensdes por um
estudante do curso de engenharia e estagiario de uma
grande indulstria, é formada a partir de dois prismas de
base hexagonal regular e assemelha-se ao formato de
uma porca de parafuso.

Considerando que o lado do hexdgono maior mede 8 cm;
que o comprimento do prisma € igual a 35 cm; e, que o
lado do hexagono menor mede 6 cm, entdo o volume da
peca, de forma que se possa calcular, posteriormente,
a quantidade de matéria-prima necessaria a sua produgdo
em massa em determinado periodo de tempo €, em cm?,

(Considere /3 = 1,7)
A) 1 064.
B) 1 785.

C) 2127.
D) 2 499.

SECAO ENEM

01.

(Enem-2022) Um casal planeja construir em sua chacara
uma piscina com o formato de um paralelepipedo reto
retangulo com capacidade para 90 000 L de agua.
O casal contratou uma empresa de construgdes que
apresentou cinco projetos com diferentes combinagdes nas
dimensses internas de profundidade, largura e comprimento.

Colecao 6V

02.

03.

A piscina a ser construida tera revestimento interno em
suas paredes e fundo com uma mesma ceramica, e 0
casal ira escolher o projeto que exija a menor area de
revestimento. As dimensdes internas de profundidade,
largura e comprimento, respectivamente, para cada um
dos projetos, sdo:

e ProjetoI: 1,8 m, 2,0 me 25,0 m;

e ProjetoII: 2,0 m, 50 me 9,0 m;

e Projeto III: 1,0 m, 6,0 m e 15,0 m;

e ProjetoIV: 1,5m, 15,0 me 4,0 m;

e ProjetoV: 2,5m,3,0me 12,0 m.

O projeto que o casal devera escolher serad o
A) L C) IIL.
B) II. D) IV.

E) V.

(Enem-2019) Um mestre de obras deseja fazer uma
laje com espessura de 5 cm utilizando concreto usinado,
conforme as dimensdes do projeto dadas na figura. O
concreto para fazer a laje sera fornecido por uma usina
que utiliza caminhGes com capacidades maximas de 2 m?,
5 m3 e 10 m3 de concreto.

8m
[«] T3 1im -
<—>3m TlIZm
.
" 3m
5m
[-1 [] v

14 m

Qual a menor quantidade de caminhdes, utilizando suas
capacidades maximas, que o mestre de obras devera
pedir a usina de concreto para fazer a laje?

A) Dez caminhes com capacidade maxima de 10 m3.
B) Cinco caminhGes com capacidade maxima de 10 m3.
C) Um caminhdo com capacidade maxima de 5 m?3.

D) Dez caminhdes com capacidade maxima de 2 m3.

E) Um caminhdo com capacidade maxima de 2 m3.

(Enem) Minecraft € um jogo virtual que pode auxiliar no
desenvolvimento de conhecimentos relacionados a espago
e forma. E possivel criar casas, edificios, monumentos
e até naves espaciais, tudo em escala real, através do
empilhamento de cubinhos.

Um jogador deseja construir um cubo com dimensdes
4 x 4 x 4. Ele ja empilhou alguns dos cubinhos necessarios,
conforme a figura.



.., prismas

Para conseguir isso, a piscina de competigdo tem uma
profundidade uniforme de 3 m, que ajuda a diminuir a
“reflexdo” da agua (o movimento) contra uma superficie e
o0 regresso no sentido contrario, atingindo os nadadores),
além dos ja tradicionais 50 m de comprimento e 25 m de
largura. Um clube deseja reformar sua piscina de 50 m de

=
+ -

@ comprimento, 20 m de largura e 2 m de profundidade de
+

forma que passe a ter as mesmas dimensdes das piscinas
olimpicas.

Disponivel em: http://desporto.publico.pt.

Acesso em: 6 ago. 2012.

Apos a reforma, a capacidade dessa piscina superara a
capacidade da piscina original em um valor mais préximo de
A) 20%. C) 47%. E) 88%.
B) 25%. D) 50%.

Os cubinhos que ainda faltam empilhar para finalizar a
construgdo do cubo, juntos, formam uma pega Unica,
capaz de completar a tarefa.

O formato da peca capaz de completar o cubo 4 x 4 x 4 é:

7

06. (Enem) Um petroleiro possui reservatério em formato de
um paralelepipedo retangular com as dimensGes dadas por
60 m x 10 m de base e 10 m de altura. Com o objetivo de
minimizar o impacto ambiental de um eventual vazamento,

ﬁ? D) ?
esse reservatorio é subdividido em trés compartimentos,
B) A, B e C, de mesmo volume, por duas placas de ago
E) retangulares com dimensdes de 7 m de altura e 10 m de

A)

<
2
=
<
=
L
-
<
=

base, de modo que os compartimentos sdo interligados,
conforme a figura. Assim, caso haja rompimento no casco

) do reservatorio, apenas uma parte de sua carga vazara.
C

04. (Enem) Uma rede hoteleira dispde de cabanas simples ) i _{
na Ilha de Gotland, na Suécia, conforme figura 1. B b
A estrutura de sustentagdo de cada uma dessas cabanas /m
estd representada na figura 2. A ideia é permitir ao =

héspede uma estada livre de tecnologia, mas conectada ) 60 m

com a natureza.

Suponha que ocorra um desastre quando o petroleiro se
encontra com sua carga maxima: ele sofre um acidente
que ocasiona um furo no fundo do compartimento C.

Para fins de calculo, considere despreziveis as espessuras
das placas divisorias.

Apds o fim do vazamento, o volume do petrdleo
derramado tera sido de:

A) 1,4.10°m? D) 3,2.10°m?
B) 1,8.10°m?3 E) 6,0.10°m?
Figura 1 Figura 2 € 2,0.10°m?
ROMERO, L. Tendéncias. Superinteressante, 07. (Enem) Uma fabrica que trabalha com matéria-prima de
n. 315, fev. 2013 (Adaptacdo). fibra de vidro possui diversos modelos e tamanhos de caixa-
A forma geométrica da superficie cujas arestas estdo -d’agua. Um desses modelos & um prisma reto com base
representadas na figura 2 é quadrada. Com o objetivo de modificar a capacidade de
A) tetraedro. armazenamento de agua, estd sendo construido um novo
B) piramide retangular. modelo, com as medidas das arestas da base duplicadas,
C) tronco de pirdmide retangular. sem a alteragdo da altura, mantendo a mesma forma.

D) prisma quadrangular reto. Em relagdo ao antigo modelo, o volume do novo modelo é

E) prisma triangular reto. A) oito vezes maior.

05. (Enem) O recinto das provas de natagdo olimpica B) quatro vezes maior.
utiliza a mais avangad_a ~tecn_ologi.a para proporcionar C) duas vezes maior.
aos nadadores condigdes ideais. Isso passa por
reduzir o impacto da ondulagdo e das correntes
provocadas pelos nadadores no seu deslocamento. E) a quarta parte.

D) a metade.

Bernoulli Sistema de Ensino 65
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08. (Enem) Na alimentagdo de gado de corte, o processo
de cortar a forragem, coloca-la no solo, compacta-la
e protegé-la com uma vedagdo denomina-se silagem.
Os silos mais comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de
um prisma reto trapezoidal, conforme mostrado na figura.

Legenda:

b - largura do fundo

B - largura do topo

C - comprimento do silo
h - altura do silo

>

Luis Garcia / Creative Commons

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de
topo e 20 m de comprimento. Para cada metro de altura
do silo, a largura do topo tem 0,5 m a mais do que a
largura do fundo. Apéds a silagem, 1 tonelada de forragem
ocupa 2 m3 desse tipo de silo.

EMBRAPA. Gado de corte.

Utilizando 0,26 como valor aproximado para tangente de 15°
e duas casas decimais nas operagdes, descobre-se que a
area da base desse prédio ocupa na avenida um espago

A) menor que 100 m2.

Disponivel em: www.cnpgc.embrapa.br. B) entre 100 m? e 300 m>.
Acesso em: 1 ago. 2012 (Adaptagao). C) entre 300 m2 e 500 m2.
Apés a silagem, a quantidade maxima de forragem que D) entre 500 m? e 700 m>.
cabe no silo, em toneladas, é E) maior que 700 m2.
A) 110. D) 220.
B) 125, =) 2, SECAOFUVEST/UNICAMP/UNESP

C) 130.

=]k =
09. (Enem) Um fazendeiro tem um depdsito para armazenar @ ;;%
=]

leite formado por duas partes clbicas que se comunicam,
como indicado na figura. A aresta da parte cubica
de baixo tem medida igual ao dobro da medida da
aresta da parte cubica de cima. A torneira utilizada

para encher o depdsito tem vazdo constante e levou GABARITO Meu aproveitamento /\/\7'

8 minutos para encher metade da parte de baixo.

; Aprendizagem  Acertei Errei
SV O oL A O 03.c O 05.D O 07.C
; O 02.B O 04.B O 06. B O 08.A
PFOPOStOS Acertei Errei
O 01.D O 10. B
O 02.D O 11.B
Quantos minutos essa torneira levard para encher O 03.E 12.
completamente o restante do depdsito? O 04.D O A) 74uc
A) 8 D) 18 O 05.C O B) 286 u.a.
O 06.C O C) 408 u.v.
B) 10 E) 24 O 07.D O 13.C
C) 16 O 08.A O 14. 128 dm3
O 09.B O 15.D
10. (Enem) As torres Puerta de Europa sdo duas torres .
inclinadas uma contra a outra, construidas numa avenida Se(;ao Enem Acertei___ Errei
de Madri, na Espanha. A inclinacdo das torres é de 15° O 01.B O 04. E O 07.B O 10. E
com a vertical e elas tém, cada uma, uma altura de 114 m O 02.C O 05.E O 08. A
(a altura é indicada na figura como o segmento AB). Estas O 03. A O 06. D O 09.B
torres sdo um bom exemplo de um prisma obliquo de base
quadrada e uma delas pode ser observada na imagem. / Total dos meus acertos: de . %
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MODULO 12

FUNCAO MODULAR

01.

02.

03.

04.

05.

(PUC Minas) Considere os conjuntos:
A={xeZ||x+1] <5} e B={xeZ]| |x|] >3}

O numero de elementos do conjunto A N B é:

A) 2. D) o.
B) 4. E) 1.
C) 8.

(PUC Rio) Assinale a afirmativa correta.
A inequagao —-|x| < x

A) nunca é satisfeita.

B) é satisfeita em x = 0.

C) é satisfeita para x negativo.

D) é satisfeita para x positivo.

E) é sempre satisfeita.

(UFG-GO) Seja R o conjunto dos nimeros reais. Considere
a fungdo f: R — R, definida por f(x) = |1 - [x]|]|. Assim,
marque V ou F.

() f(-4)=5

() O valor minimo de f é zero.

() fé crescente para x no intervalo [0, 1].

() Aequacdo f(x) = 1 possui trés solugGes reais distintas.

(UFU-MG) Considere os niumeros reais x que satisfazem
a equagao |x|? + |x| - 12 = 0. Pode-se afirmar que

A) existe um Unico numero real x que satisfaz a equagéo.
B) o produto desses nimeros reais x é igual a -9.

C) a soma desses numeros reais x € igual a 1.

D) o produto desses nimeros reais x é igual a 122

(ITA-SP) Os valores de x € R, para os quais a fungao real
dada por f(x) = /5 - ||2x - 1] — 6| esta definida, formam

0 conjunto:

A) [0, 1]

B) [-5, 6]

C) [-5,0] U1, +x)

D) (_OOI O] o [11 6]
E) [-5,0]u[1, 6]

2022_6VEXTRA_V4_MAT_BOOK.indb 3

06.

07.

08.

FRENTE

(PUC RS) Considerando a funcao f definida por
f(x) = x> - 1, a representagdo grafica da fungdo g dada
por g(x) = |-f(x)| - 2 é:

A) y D)
4._
2..
| ! X
-4-2\0 /2 4 x
_2--
-4+
B) E) y
4_.
21
2T\,
-4 o 4 x
_2--
X
-4+
0)
X

(PUC Rio) O conjunto dos numeros reais x, tais que
[x -2] < |x-5],é

A) vazio.

B) finito.

C) o conjunto de todos os nimeros reais menores que %

D) o conjunto de todos os nimeros reais entre 2 e 5.

E) o conjunto de todos os numeros reais.

(FGV-SP) Relativamente a fungdo f, de R em R, dada
por f(x) = |x| + |x - 1], é correto afirmar que

A) o gréfico de f é a reunido de duas semirretas.

B) o conjunto imagem de f é o intervalo [1, +oo[.

C) f é crescente para todo x < R.

D) f é decrescente paratodox e Re x = 0.

E) o valor minimo de f é 0.

Bernoulli Sistema de Ensino 3
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Frente A

09.

10.

11.

12.

13.

(Mackenzie-SP) Na figura, temos o esbogo do grafico de
uma fungdo f, de R em R. O melhor esbogo grafico da
fungdo g(x) = f(|x]) é:
y
__ 0
X
A) y D) y
o} X o] A X
B) Y E) y
— \ 0] /
(0} X X
2 \l/
C) y
(o} N_X
(UFTM-MG) A fungdo f(x) = |x + 3| — |x + 1| tem valor
maior que zero, para x real obedecendo a condig&o:
A) x<-3 C) x>3 E) x> -2
B) -3<x<3 D) x<2
(UFU-MG) A soma das solugdes da equacgao
|x2 + 3x + 2| - |6x| = 0 éigual a
A) 3. B) -6. c) -3. D) 6.
(FEI-SP) Se V x ¢ R, ‘1_ x-1| < 4, entdo:
2
A) x>15 C) x<10 E) -7<x<6
B) -5<x<11 D) 12<x<20
(UFOP-MG) Considere a fungao f definida por
2
f(x) = -2x* +8x,se0<x<a
5x -35,sea<x<7
cujo dominio é o intervalo fechado [0, 7]. M e m sdo,
respectivamente, o maior e o menor valor de f(x), como
mostra o grafico.
y
M___ [Eep—
a 7
ol i X
:
:
md----cooooo-C
O valordeM - m é
A) -18. B) 18. c) -2. D) 2.

4 Colecao 6V - Caderno Extra
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14.

15.

y >1x]

Considere o sistema {
y<2

A regido do plano que melhor representa a solugdo do

sistema é:
A) y
(6] X

(ITA-SP) Considere a equagdo |x| = x - 6. Com respeito a
solugdo real dessa equagao, podemos afirmar que

A) a solugdo pertence ao intervalo fechado [1, 2].

B) a solugdo pertence ao intervalo fechado [-2, -1].
C) a solugdo pertence ao intervalo aberto (-1, 1).

D) a solugdo pertence ao complementar da unido dos
intervalos anteriores.

E) a equagao nao tem solugdo.

GABARITO

01. A 09. E
02. D 10. E
03. FVFV 11. B
04. B 12. B
05. E 13. B
06. A 14. B
07. C 15. E
08. B
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FUNCAO EXPONENCIAL

01.

02.

(UFLA-MG) A tabela a seguir fornece os dados simulados
do crescimento de uma arvore. A variavel X é o tempo
em anos, e Y, a altura em dm.

x| v

0 15,00
2 20,70
4 24,96
6 27,51
8 28,83
10 29,46
12 29,76
14 29,89
16 29,95
18 29,98
20 29,99

O esbogo do grafico que melhor representa os dados da
tabela é:

A) Y /_ P) Y /
0! X 0 X
B) Y E) Y /
6 X 6 X
c) Y

0! X

(PUC Minas) O gréfico representa a fungdo y = m.ax
Nessas condigOes, o valor de a™ é

y
(2, 18)
(1, 6)
(e} X
A) 6. D) 18.
B) 9. E) 27.
C) 12.

2022_6VEXTRA_V4_MAT_BOOK.indb 5

04.

05.

06.

Caderno Extra

(FUVEST-SP) Das alternativas a seguir, a que melhor
corresponde ao grafico da seguinte fungdo é:

f(x) =1-2M
A D) Yy
(0} X [e) X
T —
B) y E) y
o 2
1_.
O X
[¢] X
Q) Y,
1
(0] X

(Mackenzie-SP) Um aparelho celular tem seu prego y
desvalorizado exponencialmente em fungdo do tempo
(em meses) t, representado pela equagdo y = p.qt, com p
e g constantes positivas. Se, na compra, o celular custou

R$ 500,00 e, ap6s 4 meses, o seu valor é é do preco

pago, 8 meses apds a compra, o seu valor sera
A) R$ 25,00.
B) R$ 24,00.
C) R$ 22,00.
D) R$ 28,00.
E) R$ 20,00.

(PUC Minas) O valor de certo tipo de automével decresce

com o passar do tempo de acordo com a fungdo
-2t
V(t)=A.23 , sendo t o tempo medido em anos, V o

valor do carro no instante t e A o preco inicial do veiculo.
O tempo necessario para que esse automovel passe a

custar % de seu valor inicial, em anos, é:
A) 3,0. C) 4,0.

B) 3,5. D) 4,5.

(Mackenzie-SP) O menor valor assumido pela fungao

g(x)=[1j s

2
A) 8. D) %.
B) 4. E) %.
) %

Bernoulli Sistema de Ensino 5
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6

Frente A

07.

08.

09.

10.

(PUC-Campinas-SP) Para a concretizagdo da melhoria
da qualidade dos cursos-d‘agua urbanos, obras de
ampliacdo da rede coletora e de construgao de estagdes
de tratamento estdo sendo realizadas de modo que,
apoés t anos, a quantidade de poluentes seja dada por
Q = Q,.2°%, em que k é uma constante e Q,,
a quantidade de poluentes observada inicialmente.
Se 36% da quantidade de poluentes foram removidos ao
fim do segundo ano, entdo a porcentagem da poluicdo
restante ao fim de seis anos, em relagdo a Q,, sera,
aproximadamente,

A) 33%.
B) 25%.
C) 20%.
D) 16%.
E) 12%.

(UEPG-PR) Sobre as fungdes mostradas a seguir:
f(x) = 2¥ % f%, g(x) =x2-4x + 3eh(x) = x - 2.
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso).

() f(x) e g(x) tém as mesmas raizes.

( ) g(x) é crescente para x > 2.

( )hlg(-1)] = 6.

()g(x)>0parax <1oux>3.

() h(x) é crescente somente para x > 2.

(UFSCar-SP) Se a area do triangulo retéangulo ABC,
indicado na figura, é igual a 3n, conclui-se que f(n) é

igual a:
y = f(x)
f(x) = 2

A

B

(6] X
A) 2
B) 2/2
C) 3
D) 3/2
E) 4

(ITA-SP) Sejam f e g duas fungGes definidas por:
3.sen’x -1
f(x) = (V2)**" e g(x) = [lj , X e R.
2
A soma do valor minimo de f com o valor minimo de g
éigual a

A) 0. c) E) 1.

NI DN

B) _%. D)

Colecao 6V - Caderno Extra
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11.

12,

13.

14.

(Unicamp-SP) O processo de resfriamento de um
determinado corpo é descrito por:
TH) =T, + a3

Na equagdo, T(t) é a temperatura do corpo, em graus
Celsius, no instante t, dado em minutos, T, é a temperatura
ambiente, suposta constante, e a e B sdo constantes.
O referido corpo foi colocado em um congelador com
temperatura de -18 °C. Um termdmetro no corpo indicou
que ele atingiu 0 °C ap6s 90 minutos e chegou a -16 °C
apo6s 270 minutos.

A) Encontre os valores numéricos das constantes o e B.
B) Determine o valor de t para o qual a temperatura

do corpo no congelador é apenas =<
temperatura ambiente.

°C superior a

(ITA-SP) Considere a fungao:

1 1
f: Z - {0} > R, f(x) = 32 (9% 1)x _(32+3)x +1

A soma de todos os valores de x para os quais a equagao
y? + 2y + f(x) = 0 tem raiz dupla é

A) 0
B) 1
c) 2.
D) 4
E) 6

(Unesp) Uma cultura de bactérias cresce segundo a
lei N(t) = .10, em que N(t) é o nimero de bactérias
em t horas, t = 0 e a e x sdo constantes estritamente
positivas. Se, apds 2 horas, o numero inicial de
bactérias, N(0), € duplicado, apds 6 horas o nimero de
bactérias sera:

A) 4a

B) 2a/2

C) 6a

D) 8a

E) 8ay/2

(UnB-DF) Em um experimento com uma coldnia de
bactérias, observou-se que havia 5 000 bactérias vinte
minutos apos o inicio do experimento e, dez minutos mais
tarde, havia 8 500 bactérias. Suponha que a populacdo da
col6nia cresce exponencialmente, de acordo com a fungdo
P(t) = P,e?, em que P, é a populagdo inicial, x € uma
constante positiva e P(t) é a populagdo t minutos

. . . P
apods o inicio do experimento. Calcule o valor de ﬁ ,

desprezando a parte fracionaria de seu resultado, caso

exista.
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GABARITO

01.

02.
03.
04.
05.
06.
07.
08. VVVVF

09.

O 0 < ™ U U mMm O W W

10.

11. A) a=54ep=- %
B) 360 minutos

12. C

13. D

14. 17

EQUACOES E INEQUACOES
EXPONENCIAIS

01.

02.

03.

(UFRGS-RS) Para valores reais de x, 3* < 2 se, e somente se:
A) x<0

B) 0<x<1

C) x<1

D) x<-1

E) 2<x<3

(FGV-SP) Assinale a afirmacgdo correta.
A) (0,57)? > (0,57)3

B) (0,57)” < (0,57)8

C) (0,57)* > (0,57)°

D) (0,57)%%7 > (0,57)°"°

E) (0,57)2<1

(UFSM-RS) Sabendo que [%}Xil: 27, o valor de
12 -x2é

A) -3.

B) 2.

C) 3.

D) 8.

E) 16.

2022_6VEXTRA_V4_MAT_BOOK.indb 7

04.

05.

06.

07.

Caderno Extra

(Unesp) Dada a inequagao (32)#12 (SJH, 0 conjunto
verdade V, considerando o conjunto universo como sendo
o dos reais, é dado por:

A) V={xeR|Xx=<-30ux==2}

B) V={xeR|x<-3ex22}

C) V={xeR|-3<x<2}

D) V={xeR|x=< -3}

E) V={xeR|x=2}

(ITA-SP) Seja a. um numero real, com 0 < a < 1. Assinale a
alternativa que representa o conjunto de todos os valores
de x, tais que:

(g
A) J-o, 0] U [2, +oof
B) J-w, O[ U ]2, +oof
C) 10, 2[
D) ]-=, Of
E) 12, +oo[

(UFMG) Observe a figura a seguir. Nessa figura, esta
representado o grafico da fungdo f(x) = bx, b > 0.

Se f(1) + f(-1) = %, a Unica afirmativa verdadeira

sobre o valor de b é:

y
(0] X
A)O<b< 1
9
B) 2<b<?
9 9
o 8<b<1
9
D) 1<b<4
E) 4<b<9

(UFMG) Observe a figura a seguir:

Bernoulli Sistema de Ensino 7
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Frente A

Nessa figura, esta representado o grafico de f(x) = ka, 13. (ITA-SP) A soma das raizes reais positivas da equacio

sendo k e a constantes positivas. O valor de f(2) é: 4°-5.2044=0,sendo a = x, vale:

3
A) g A) 2
B) % B) 5
3 0 V2
o 3.
4 D) 1
D) 1. E) /3
- = 3 — 33bx 3
08. (UNIRIO-RJ) E dada a fungdo f(x) = a3, em que a e b sdo 14. (Unicamp-SP) Considere aequacio 2+ m. 2%~ 2m-2 =0,

constantes. Sabendo que f(0) = 5 e f(1) = 45, obtemos i i
em que m € um numero real.

para f 1 0 seguinte valor: N
2 A) Resolva essa equagdo para m = 1.

A) 0 B) Encontre todos os valores de m para os quais a
B) 9 equacdo tem uma Unica raiz real.
C) 15/3
D) 15
GABARITO
E) 40
09. (UFES) Dada uma constante real a, a equacédo 01. A

2% = a3¥, considerada no conjunto dos numeros reais,
A) tem solugdo positiva se a > 1. 02. A

B) tem solugdo negativa se a < 0.

C) tem solugdo positivase 0 < a < 1. 03. D

D) tem solugdo negativase 0 < a < 1.

E) sé tem solucdo sea = 1. 04. A
10. (UFOP-MG) Com relagdo a equagdo exponencial 05. C

2

97 _4(31v') 427 = 0, pode-se afirmar que ela admite

A) duas raizes inteiras e positivas. 06. B
B) duas raizes irracionais e positivas.

C) duas raizes racionais e duas irracionais. 07. A

D) duas raizes inteiras e positivas e duas raizes irracionais
e negativas. 08. D

11. (UFC-CE) O numero real que é raiz da equacéo

) 09. C
Ser2 4 514 Givlg 5= 780 &
A) 1.
10. C
B) 2.
C) 3.
11. B
D) 4.
E) 5. 12. C
12. (Mackenzie-SP) Se 2x. 3v-1 = %, entdo xy é
A) 0. 13. €
B) -1.
14. A) x=1
c) 2.
D) -3.
) =3 B) m=1oum=<0
E) 1.

8 Colecao 6V - Caderno Extra
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MATEMATICA

Caderno Extra

MODULO 12

AREAS DE CiRCULO E SUAS
PARTES

01. (CEFET-MG) As bissetrizes dos quadrantes impares b, e
pares b,, tangenciam a circunferéncia dada pela equagdo

(x - 4)? + y? = 8, como mostra a figura.

02.

Yy
b13
X
(0]
b24
A area hachurada é:
A) 2(n - 3) C) 2(5-n) E) 2(n - 2)
B) 2(2xn - 3) D) 2(4-n)

(UFMG) Nesta figura, o triangulo equiladtero ABC esta

inscrito numa circunferéncia de raio 2.

A

2022_6VEXTRA_V4_MAT_BOOK.indb 9

03.

04.

FRENTE

Entdo, a area da regido hachurada é:

A) 4n- 33 C) 3n-43
3 3

B) 2n- 3V3 D) 3n- 243
3 3

(FUVEST-SP) Na figura seguinte, estdo representados
um quadrado de lado 4, uma de suas diagonais e uma
semicircunferéncia de raio 2. Entdo, a area da regido

hachurada é:

A)

B)
0

—+2

n+ 2

n+ 3

D) n+ 4

E) 2 + 1
(PUCRio) Consideremos o circulo Cde raio re um quadrado Q
circunscrito a C. A area interior a Q e exterior a C se

subdivide em quatro areas idénticas, cada uma valendo:
A) (4 -n)r?

0 (-3

Bernoulli Sistema de Ensino 9
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Frente B

05.

06.

07.

(UFOP-MG) Sendo ABCD um quadrado, podemos
afirmar que:

A B
Sl
SZ
c D

A) S, = 4s,

3
B) S, =35,
C) S, =25,
D) S, =5,

E) Nenhuma das respostas anteriores.

(PUCPR) Na circunferéncia de centro O e raio 6,
os raios OA e OB formam um angulo de 60°. Calcule a
area do circulo tangente a OA e OB e a circunferéncia
de centro O.

A B

\V4
A) 3n C) 9n E) 4n
B) 6= D) 8=n

(Vunesp) Uma empresa tem o seguinte logotipo:

Se a medida do raio da circunferéncia inscrita no quadrado
é 3 cm, a area, em cm?, de toda a regido pintada de
preto é:

9n 9n 9n
A) 9-=— C) 18-=— E -
) 2 ) 18-5 ) 36-3
9n 9n
B) 18-— D -=
) 7 ) 36--

10 Colecao 6V - Caderno Extra
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08.

09.

(FUVEST-SP) A circunferéncia dada pela equagédo
x2 4+ y2 - 4x — 4y + 4 = 0 é tangente aos eixos
coordenados x e y nos pontos A e B, conforme a figura.
0 segmento MN é paralelo ao segmento AB e contém o
centro C da circunferéncia. E correto afirmar que a area
da regidao hachurada vale:

y

A) n-2
B) n+2
C) n+4
D) n+6
E) n+ 8

(UEL-PR) Qual é a area da regido hachurada na figura
a seguir, sabendo-se que o raio da circunferéncia

maior é r?
A) p(m_ 1
) r(4 2)
B) rZ(E_l]
8 4
9] rz(%—lj
o3 o
E) rz(nglj
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10.

11.

(Mackenzie-SP) Na figura, ABCD é um quadrado e o arco

AP tem centro em D. Se a area assinalada mede %,
o perimetro do quadrado é igual a:

A B

P

D C
A) 2
B) 4/2
C) 4
D) V2
E) 8

(UFTM-MG) Na figura, 3, B, D, E, G e I sdo pontos de
tangéncia de duas circunferéncias de raio r em relagdo

aos lados do retangulo ACFH.

H G F
I E
] D
A B c

Sabendo-se que a distancia entre os centros das
circunferéncias € r, a razdo entre a area da parte
sombreada da figura e a area do retangulo ACFH é:

A) n-2

B)

) n—2

D) 4-n

E)

2022_6VEXTRA_V4_MAT_BOOK.indb 11

12.

13.

14.

(UFOP-MG) Os angulos da base do triangulo isosceles
AOB, da figura a seguir, medem 30°. Se o raio do circulo
é 9 e 0 segmento AB mede 9//3, a 4rea hachurada é:

A

A) 27(n - #]
B) 81n

C) 81\/§+T[

27n 813
D T

E) 2775—%

(FUVEST-SP) Na figura a seguir, cada uma das quatro
circunferéncias externas tem mesmo raio r e cada uma
delas é tangente as outras duas e a circunferéncia

interna C. Se o raio de C é igual a 2, determine:

A) O valor der.

B) A area da regido hachurada.

(UFMA) Calcule a area hachurada, sendo a medida do
lado do quadrado igual a 8 m.

A M B

D N C

Os pontos M, S, N e R sdo os pontos médios dos lados
AB, BC, CD, DA, respectivamente.

Bernoulli Sistema de Ensino
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Frente B

GABARITO

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.

> U O @ @ W mMm U W W >» U

12.
13. A) r=2/2+2

B) 48 + 32/2 - (16 + 8/2)n
14. 48 - 8n

SISTEMA CARTESIANO E PONTO

01. (UECE) Dois vértices de um quadrado estdo nos pontos
A(3, -4) e B(9, -4). A soma das abscissas dos outros
dois vértices é
A) 15.
B) 12.

C) 13.
D) 14.

02. (PUCRIio)Sejam A e B os pontos (1, 1) e (5, 7) no plano.
O ponto médio do segmento AB é:
A) (3,4)
B) (4, 6)
C) (-4, -6)
D) (1, 7)
E) (2,3)

03. (UNIFEI-MG) Considere no plano cartesiano o tridngulo
ABC cujos vértices sdo A(x, 6), B(-1, 4) e C(5, 2).
Para que esse tridngulo seja isdsceles, com AB = AC,
qual deve ser o valor de x?
A) -3
B) O

1

C) 3

D) 3

12 Colecao 6V - Caderno Extra
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04.

05.

06.

07.

08.

(PUC Rio) O ponto B(3, b) é equidistante dos pontos
A(6, 0) e C(0, 6). Logo, o ponto B é:

A) (3,1)

B) (3, 6)

C) (3,3)

D) (3, 2)

E) (3,0)

(Unesp) O triangulo PQR, no plano cartesiano, de vértices
P(0, 0), Q(6, 0) e R(3, 5), é

A) equilatero.

B) isdsceles, mas ndo equilatero.

C) escaleno.

D) retangulo.

E) obtuséangulo.

(ITA-SP) Trés pontos de coordenadas, respectivamente,
(0, 0), (b, 2b) e (5b, 0), com b > 0, sdo vértices de um
retangulo. As coordenadas do quarto vértice sdo dadas
por:

A) (-b, -b) D) (3b, -2b)

B) (2b, -b) E) (2b, -2b)

C) (4b, -2b)

(UFAL) Na figura a seguir, tem-se o losango ABCD, com

A(1, 1) e C(4, 4), e cuja diagonal AC forma angulo de
medida 60° com o lado AB.

O perimetro desse losango é:
A) 3/2

B) 6

c) 12/2

D) 24/2

E) 48

(PUC-Campinas-SP) Sabe-se que os pontos A(0, 0), B(1, 4)
e C(3, 6) sdo vértices consecutivos do paralelogramo
ABCD. Nessas condicbes, o comprimento de BD é:

A) V2 D) V5
B) /3 E) 5
c) 2/2
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09. (UFscCar-SP) Dados os pontos A(2, 0), B(2, 3) e C(1, 3),
vértices de um tridngulo, o raio da circunferéncia

circunscrita a esse triangulo é:

A Y10 p) V10
3 2
B) % E) /10
o V2
2
GABARITO
01. B 04. C 07. C
02. A 05. B 08. D
03. D 06. C 09. D

ESTUDO ANALITICO DA RETA

01. (unit-SE) A distancia do ponto de intersecio das retas

r iy e s:5+x=1 a origem do sistema de
3 2 2 3
coordenadas cartesianas €, em unidades de comprimento,

igual a ky/2. O valor de k é

A)

Ny ulw

B)

[

S
D)

E)

wlul t|lo

02. (UFC-CE)Areta 2x + 3y = 5, ao interceptar os dois eixos
coordenados, forma com estes um tridngulo retangulo.
Calcule o valor da hipotenusa desse triangulo.

03. (UFG-GO) Se os pontos A(1, 0), B(a, b) e C(0, 1) estdo
alinhados, entdo:
A) b=a+1
B) a+b=1
C) a-b=2
D) ab=-1

E) @ =1

a
b

2022_6VEXTRA_V4_MAT_BOOK.indb 13

04.

05.

06.

07.

08.

Caderno Extra

(UFC-CE) Os vértices do quadrado ABCD no plano
cartesiano sao A(-1, 3), B(1, 1), C(3, 3) e D(x, y).
Entdo, os valores de x e y sdao

A) x=1ey=25.

B) x=5ey=1.

C) x=1+/5ey=1+,5.
D) x=1-,/5ey=1,

E) x=1ey=1-,5.

(UFMG) Os valores de k, para os quais a equagao
(k = 3)x - (4 - Ky + k¥ -7k + 6 = 0, nas variaveis
X e y, representa uma reta que passa pela origem, sao
A) -1e0.

B) 4eb5.

C) 1eb6.

D) -2e2.

E) -3e3.

(UECE) Sejararetaque passa pelos pontosP, (-1,0) eP,(0, 3).
Considere M(n, q) um ponto de r. Se a distancia do ponto

0(0, 0) ao ponto M é _3_ cm, entdo q - n é igual a:

J10

A)g
B) 1
C)%

7
D) 7

3
9 o

(UFSCar-SP) No plano cartesiano, seja r uma reta de
equacgdo ax + 2y - 2 = 0. Sabendo que P(1, -1) é um
ponto de r, determine:

A) O valor de a.

B) O coeficiente angular de r.

(UFG-GO) A figura a seguir representa, no plano
cartesiano, um ramo da hipérbole de equagédo xy = 1 e
a reta r de coeficiente angular m = -4, e que possui um
Unico ponto em comum com a hipérbole.

Sejam A e B as intersegbes da reta r com os eixos x e y,
respectivamente. Calcule a area do tridangulo OAB.

Y

A\

0 A\ X

Bernoulli Sistema de Ensino 1 3
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Frente B

09.

10.

11.

12.

(FGV-SP) Uma reta vertical divide o triangulo de vértices
(0, 0), (1, 1) e (9, 1), definido no plano ortogonal (x, y),
em duas regiGes de mesma area. A equacdo dessa reta é:

5

A) x- =

) 2

B) x-3

0 x-7=0
2

D) x-4

E) x+2 =0

(FUVEST-SP) Uma reta de coeficiente angular m > 0 passa
pelo ponto (2, 0) e é tangente a circunferéncia inscrita
no quadrado de vértices (1, 1), (5, 1), (5, 5) e (1, 5).
Entdo:

y
5- ........
4..
3-.
2-.
14--a- - —" :
O 1 2 3 45 x
A)0<m<l
3
B)m=l
3
0 1l<m<1
3
D) m=1
E)1<m<§
3

(Cesesp-PE) Assinale a alternativa que completa
corretamente a sentenga.

Dadas as retas de equacdo 2/3x - 2y - 3 =0 e
2/3x - 6y - 3 = 0, as equacdes das bissetrizes dos
angulos formados pelas retas dadas sdo:

A) x+y=0ex-y=0.

B) x+y-1=0ex-y+1=0.

C) x+y-/3=0ex-y+/3=0.

D) 2x +2y +/3=0e2x-2y + /3 =0.

E) 2x-2y-y/3=0e2x +2y-/3=0.

(Vunesp) A figura a seguir mostra os graficos de uma
funcdo exponencial y = a* e da reta que passa pelo

ponto (0, g) e tem inclinagdo % . Pelo ponto C[%, 0] ,

passou-se a perpendicular ao eixo x, que corta os graficos,
respectivamente, em B e A.

14 Colecao 6V - Caderno Extra
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Supondo-se que B esteja entre A e C, conforme mostra a

figura, e que a medida do segmento AB é dada por 8

determine o valor de a.

GABARITO

01. D

02, 5Vi3

03. B

04. A

05. C

06. C

07. A) 4
B) -2

08. 2

09. B

10. C

11. E

12. 4

21’
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MODULO 12

EQUACOES E INEQUACOES
TRIGONOMETRICAS

01.

02.

03.

04.

05.

(UFJF-MG) Resolva a equacao:

¥ T
sen |x+—|+cos [x+= | =1+ cos2x
() reos o)

(UFJF-MG) Determine todas as solugdes da equacgao

cos? x - 2.sen (lx).cos (EX) _1
2 2 4

no intervalo [0, 2x].

(AFA-SP) Os valores de m e R para os quais a equagao

J/2.(sen x - cos x) = m? - 2 admite solucBes s3o:

A) -1<m<1
B) -2<m<2
C) 0<m</2
D) -/2<m</2

(UFRGS-RS) O numero de solucdes da equacdo

2.cos X = sen x que pertencem ao intervalo [_@ @} é
3’ 3

A) 8.
B) 9.
C) 10.
D) 11.
E) 12.

(ITA-SP) O conjunto solugdo de
(tg2x - 1).(1 —cotg2 x) = 4, x # KT, k e Z, &:
2

A)F+@¢e4

D) {EJrﬁ,keZ}
3 4

8 4

E) {l+ﬁ,kel}

B) E+E,keZ
4 12 4
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06.

07.

08.

FRENTE

(PUC RS) O conjunto solugcdao da equacgao

sen (x) = cos (X,g) emR é:

A) {-1,0,1}
B) [-1,1]

9] {XGR‘X:ngkn,keZ}

D) {x e R| x =kn, k e Z}
E) R

(Unifor-CE) No intervalo [-n, n], 0 nimero de solugdes
da equagdo 2.cos 4x =1 é

A) 2.

B) 3.

C) 4.

D) 5.

E) 8.

(Mackenzie-SP) Quando resolvida no intervalo [0, 2x],
o numero de quadrantes nos quais a desigualdade
2.cos X < /3 apresenta solugBes é

A) 0.
B) 1.
C) 2.
D) 3.
E) 4.

GABARITO

01. x=g+knoux=i£+2kn;keZ

02. x=- =

03. B
04. C
05. D
06. E
07. E

08. E

Bernoulli Sistema de Ensino
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Frente C

04.

MODULO 13

GEOMETRIA DE POSICAO E
POLIEDROS

01. (Mackenzie-SP) Considerando-se as afirmacdes a seguir,

05.

assinale a alternativa correta.

I. Se uma reta é paralela a dois planos, entdo esses
planos sdo paralelos.

II. Dadas duas retas reversas, sempre existe reta que
se apoia em ambas.

II1. Se um plano é perpendicular a dois planos secantes,

entdo é perpendicular a intersegdo desses planos.
A) Somente a afirmacgdo I é verdadeira.
B) Somente a afirmacdo II é verdadeira. 06.
C) Sao verdadeiras as afirmagoes II e III, apenas.
D) Todas as afirmagdes sdo verdadeiras.

E) Nenhuma afirmagdo é verdadeira.

02. (UFV-MG) Considere as afirmacdes a seguir:
I. Sedois angulos AeBdeum triangulo sdo congruentes
aos angulos 6 e fE\, respectivamente, de outro
tridngulo, entdo esses triangulos sdo congruentes.

II. Se uma reta é paralela a um plano, entdo ela é paralela
a toda reta desse plano. 07.

III. Se duas retas sdo paralelas a um plano, entdo elas
sdo paralelas entre si.

IV. As diagonais de um trapézio isosceles sdo congruentes.

Assinalando V para as afirmagdes verdadeiras e F para as
falsas, a alternativa que apresenta a sequéncia correta é:

A) VFFV
B) VVFF 08.
C) FFFV
D) FFVV
E) VVVF

03. (FUVEST-SP) S&o dados cinco pontos ndo coplanares A, B,
C, D e E. Sabe-se que ABCD é retangulo, AE L ABe AE L AD.
Pode-se concluir que sao perpendiculares as retas

A) EA e EB.
B) EC e CA. 09.
C) EB e BA.
D) EA e AC.
E) AC e BE.

16 Colecao 6V - Caderno Extra
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(UFBA) Sendo o e p dois planos e r, e r, duas retas,
taisquea // B, r, Laer,// B, entdor, e r, podem ser

A) paralelas a a.

B) perpendiculares a B.
C) coincidentes.

D) obliquas.

E) ortogonais.

(UFS-SE) Sejam o e B dois planos paralelos e y um
plano obliquo a eles. A intersecdo de y com o e B é
constituida de

A) retas paralelas.

B) retas ortogonais.

C) um plano, paralelo a a e B.

D) retas reversas, ndo ortogonais.

E) retas concorrentes, ndo perpendiculares.

(Vunesp) Seja o um plano e b uma reta ndo perpendicular
a a. Entao,

A) nao existe plano passando por b perpendicular a a.

B) existem, no minimo, dois planos passando por b e
perpendiculares a a.

C) existe um, e um s, plano passando por b e
perpendicular a a.

D) existe uma infinidade de planos passando por b e
perpendiculares a a.

E) todo plano passando por b ndo é perpendicular a o.

(UFG-GO) O lugar geométrico dos pontos do espaco
equidistantes de trés pontos ndo colineares é

A) uma esfera.

B) uma circunferéncia.
C) um plano.

D) uma reta.

E) um ponto.

(PUC-SP) Um triangulo isésceles ABC, com AB = BC = 30
e AC = 24, tem o lado AC contido em um plano o e o
vértice B a uma disténcia 18 de a. A projecdo ortogonal
do triangulo ABC sobre o plano a é um tridngulo

A) retangulo.

B) obtuséngulo.

C) equilatero.

D) isodsceles, mas ndo equilatero.

E) semelhante ao triangulo ABC.

(UFBA) Com base nos conhecimentos sobre Geometria

Espacial, pode-se afirmar:

01. Se uma reta r e um plano a sdo paralelos, entdo toda
reta perpendicular a reta r é também perpendicular
ao plano a.
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10.

11.

12,

02. Se um ponto P ndo pertence a uma reta s, entdo existe

um Unico plano passando por P paralelo a reta s.

04. Se uma reta r esta contida em um plano o, e areta s
€ reversa a r, entdo a reta s intercepta o plano a.

08. Se o e B sdo dois planos perpendiculares, e r é uma
reta perpendicular a o, que ndo esta contida em B,
entdo r é paralela a B.

16. Se dois planos sdo perpendiculares, entdo toda reta
de um deles é perpendicular ao outro.

Soma ( )

(Mackenzie-SP) Um poliedro convexo tem 15 faces.
De dois de seus vértices partem 5 arestas, de quatro
outros partem 4 arestas e dos restantes partem 3 arestas.
O numero de arestas do poliedro é

A) 75.
B) 53.
C) 31.
D) 45.
E) 25.

(UNITAU-SP) Indique quantas faces possuem,
respectivamente, nessa ordem, os sélidos numerados
como I, II, IIT e IV a seguir:

B .

Octaedro Prisma retangular

1I. lﬁ IV.

Cubo Tronco de pirémide

A) 8,6,5,6
B) 8,6,6,5
C) 8,5,6,6
D) 5,8,6,6
E) 6,18,6,5

(Cesgranrio) Se um poliedro regular tem exatamente trés
diagonais, entdo o seu niumero de arestas é

A) 12.

B) 10.

C) 8.

D) 6.

E) 4.

2022_6VEXTRA_V4_MAT_BOOK.indb 17

13.

14.

15.

Caderno Extra

(EN-RJ) Um poliedro convexo é formado por 10 faces
triangulares e por 10 faces pentagonais. O nimero de
diagonais desse poliedro é

A) 60.

B) 81.

C) 100.

D) 12.

E) 141.

Um poliedro apresenta faces triangulares e quadrangulares.
A soma dos angulos das faces é igual a 2 160°. Determine
o numero de faces de cada espécie desse poliedro,
sabendo que ele tem 15 arestas.

Em um poliedro convexo, o nimero de arestas excede o
numero de vértices em 6 unidades. Calcule o nimero de
faces desse poliedro.

GABARITO

01. C
02. C
03. D
04.
05.
06.
07.

O o o » m

08.
09. Soma = 08

10. C

11. A

12. A

13. E

14. 6 triangulares e 3 quadrangulares

15. 8

MODULO 14

PRISMAS

01.

(Vunesp) Considere o sdélido resultante de um
paralelepipedo retangulo de arestas medindo x, x e 2x,
do qual um prisma de base quadrada de lado 1 e altura x
foi retirado. O sdlido esta representado pela parte escura

da figura.

Bernoulli Sistema de Ensino
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Frente C

02.

03.

O volume desse sdlido, em funcdo de x, é dado pela

expressao:
A) 2x3 - x? C) 2x3 -x
B) 4x3 - x? D) 2x3 - 2x?

(Vunesp) O volume de ar contido em um galpdo com a
forma e com as dimensdes dadas pela figura a seguir é

A) 288.
B) 384.
C) 480.
D) 360.
E) 768.

(UFJF-MG) Um arquiteto projetou um aquario gigante em
forma de um paralelepipedo retédngulo de bases ABCD e
EFGH, como representado na figura a seguir. Sabe-se que
a altura do aquario é de 10 m, e que os lados da base
medem AB = 30 m e AD = 60 m.

H

O aquario deve ser dividido em trés partes para que
diferentes espécies de peixe sejam colocadas, sem que
uma espécie ataque as outras. Assim, pela aresta DH,
serdo construidas duas paredes planas de vidro,
DHMN e DHPQ, perpendiculares ao plano ABCD, de
modo que M se localize sobre a aresta AB, N, sobre EF,
P, sobre BC e Q, sobre FG. Determine as distancias
AM e CP, para que as trés partes do aquario tenham
volumes iguais, e determine, ainda, o volume de
uma dessas partes.

Colecao 6V - Caderno Extra
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04.

05.

06.

07.

(Vunesp) A figura destaca o sélido que restou de um cubo

de aresta a, apds retirar-se dele o prisma XDHYBF, sendo
XY paralelo a CA. Se o volume do sélido restante é 4
7

do volume do cubo, ache a fracdo de a que expressa a
medida de CX.

(UFSJ-MG) Deseja-se construir um porta-joias de vidro
com tampa, em forma de um prisma reto de bases
hexagonais regulares, medindo 6 centimetros cada lado
de suas faces, como mostra a figura a seguir:

O numero que melhor se aproxima da quantidade em
centimetros quadrados de vidro necessaria para a
confecgdo do porta-joias, desconsiderando-se a sua
estrutura, é
A) 404.

B) 398.

C) 392.
D) 410.

(UFV-MG) A figura a seguir exibe a segdo transversal
de uma piscina de 20 m de comprimento por 10 m de
largura, com profundidade variando uniformemente de
I1ma3m.

E 20 m :

L
)

A) Determine o volume de dgua necessario para encher
a piscina até a borda.

B) Qual a distéancia minima que uma pessoa de 1,70 m
deve caminhar, saindo do ponto mais raso da piscina,
para que fique totalmente submersa?

(UFMG) Um depésito em forma de paralelepipedo
retdngulo tem as seguintes dimensdes internas:
14 m, 22 m e 6 m. Pretende-se encher totalmente esse
depdsito com caixas cubicas de mesmo volume e de
dimensGes inteiras. O nimero minimo de caixas desse
tipo que enchem totalmente o depdsito é

A) 231. C) 616.
B) 308. D) 1 078.

E) 1848.
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08.

09.

10.

11.

12.

(FGV-SP) Um arquiteto tem dois projetos para a
construgdo de uma piscina retangular com 1 m de
profundidade.

Projeto 1: dimensdes do retangulo: 16 m x 25 m
Projeto 2: dimensdes do retangulo: 10 m x 40 m
Sabendo-se que as paredes laterais e o fundo sao
revestidos de azulejos, cujo preco é R$ 10,00 por m?,
A) qual é a despesa com azulejos em cada projeto?

B) se a area do retangulo for de 400 m?, e x for uma de

suas dimensdes, expresse o custo dos azulejos em
fungdo de x.

(UFES) Uma formiga mora na superficie de um cubo de
aresta a. O menor caminho que ela deve seguir para ir
de um vértice ao vértice oposto tem comprimento:

A) a/2 D) (1 +/2)a
B) a/3 E) a/5
C) 3a

(UFJF-MG) Uma caixa-d’agua sem tampa, em formato
de um cubo de 1 m de aresta, completamente cheia,
é inclinada 30° em torno de uma aresta da base.
O percentual do volume de dgua que permanece nessa
caixa-d'agua, em relagdo a sua capacidade, é um valor
entre

A) 68% e 69%.

B) 69% e 70%.

C) 70% e 71%.

D) 71% e 72%.

E) 72% e 73%.

(UFMG) Observe este cubo de vértices A, B, C, D, E, F,
G e H.

D C

O ponto N da diagonal BH do cubo é tal que a
medida do segmento BN é o dobro da medida do
segmento HN. Sabe-se que a aresta do cubo mede a.
Entdo, calcule o comprimento do segmento CN,
em fungdo de a.

(UFMG) Um cubo é cortado por um plano que passa pelos
pontos médios das trés arestas que concorrem em um
vértice V, como mostrado na figura I. O sélido VABC &,
entdo, retirado do cubo, obtendo-se um outro sdlido,
como mostrado na figura II.
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13.

14.

Caderno Extra

A A
)
C ’ C ‘
Figura I Figura II

Repetindo-se 0 mesmo processo em relagdo a cada um

dos demais vértices desse cubo, obtém-se, ao final,

um sélido S, de 14 faces, cujos vértices sdo os pontos

médios das arestas do cubo original.

A) Determine quantas das 14 faces de S sdo quadrilateros
e quantas sdo tridngulos. Justifique sua resposta.

B) Suponha que a aresta do cubo mede 4 cm. Calcule,
entdo, a area da superficie de S, isto é, a soma das
areas de todas as suas faces.

(UFV-MG) A figura a seguir é um paralelepipedo de
base quadrada e de vértices A, B, C, D, E, F, G e H.
Sabe-se que um plano intercepta o paralelepipedo, como
na figura. Dessa intersecdo, resulta o quadrilatero MNOP,
cujos lados ON e OP formam &angulos de 30° com a
face ABCD. Se a area da base do paralelepipedo vale 3,
entdo o perimetro de MNOP vale

A) 8. D) 10.
B) 4. E) 12.
C) 6.

(UFMG) Um recipiente cubico, sem tampa, com arestas
medindo 12 cm, estd apoiado em um plano horizontal
e contém agua até um nivel de h cm. Ao se inclinar
esse recipiente sobre uma de suas arestas, de maneira
que a face inferior faga um angulo de 30° com o
plano horizontal, sdo derramados 300 cm3 de agua,
conforme mostrado na figura a seguir:

D

T

h

Determine o valor de h.
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Frente C

15.

16.

17.

(Unit-SE) De um tronco cilindrico circular reto equilatero,
com 40 cm de diametro, deseja-se cortar uma pega na
forma de um paralelepipedo reto, inscrito no tronco,
cuja base é representada pelo retangulo, na Figura 2.

Figura 2

Nessas condigbes, é correto afirmar que uma expressao
para o volume do paralelepipedo, medido em cm3, é:

A) 16.10%sen 26
B) 16 . 103 cos 20
C) 32.10%sen 20
D) 32. 103 cos 20
E) 64 .10°sen 6

(UFPE) Um paralelepipedo reto de base quadrada,
como o ilustrado a seguir, deve ser construido de tal modo
que a soma das suas arestas seja 36 cm, e a area total

de sua superficie seja maxima.
h

Qual o volume do paralelepipedo?
A) 29 cm3
B) 28 cm3
C) 27 cm?
D) 26 cm?
E) 25cm3

(Vunesp) Um tanque para a criagao de peixes tem a forma
da figura:

Nesta, ABCDEFGH representa um paralelepipedo
retdngulo, e EFGHIJ, um prisma, cuja base EHI é um
triangulo retédngulo (com angulo reto no vértice H

A o 3
e angulo o no vértice I, tal que sen a = E)'
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A superficie interna do tanque sera pintada com um
material impermeabilizante liquido. Cada metro quadrado
pintado necessita de 2 litros de impermeabilizante,
cujo prego é R$ 2,00 o litro. Sabendo-se que AB = 3 m,
AE = 6 m e AD = 4 m, determine:

A) As medidas de EI e HI.

B) A area da superficie a ser pintada e quanto sera gasto,
em reais.

GABARITO

01. C
02. B
03. AM=20m,CP =40meV = 6 000 m3
04. CXx = 2
7
05. A
06. A) V =400 000 L
B) d =+49,49m

07. A

08. A) Projeto 1: R$ 4 820,00; Projeto 2: R$ 5 000,00

2
B) Custo = 20,00 (Mj reais

X

09. E
10. D
11. CN=a

12. A) 6 quadrilateros e 8 triangulos

B) A=16(3 + /3) cm?

13. A

14. h = M cm
12

15. C

16. C

17. A) EI=5meHI =4m

B) 104 m? e R$ 416,00
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