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Instrucoes

e N3ao resolva mais de uma questdo por folha de almacgo. Escreva seu nome em
cada folha que usar. Entregue também o rascunho, pois ele pode ser utilizado
a seu favor na correcdo.

o E proibido o uso de calculadora ou computador. E permitido o uso de régua,
esquadro ou compasso.

e Tudo o que vocé escrever deve ser justificado.

e Todas as questoes tém o mesmo valor.

e Duracdo da prova: 4 horas e 30 minutos.

» PROBLEMA 1
Determine todos os inteiros positivos n > 1 para os quais existem um inteiro positivo
k e inteiros x1, s, ..., T, dois a dois distintos tais que o conjunto

{zi+2;1<i<j<n}

seja um conjunto de poténcias distintas de k.
Observagdo: x1,%2, - --,%, N30 sA0 necessariamente positivos.

» PROBLEMA 2
Sejam a, b, ¢,d nimeros reais tais que a = V4—+v5—a, b = V4+/5—-b, ¢c =
vV4—+/5+ced=+4++/5+d. Calcule abcd.

» PROBLEMA 3
Considere um triangulo ABC e BD e CE as bissetrizes dos dngulos B e C, respec-
tivamente (D € AC e E € AB). A circunferéncia circunscrita a ABC tem centro
O e a circunferéncia ex-inscrita tangente ao lado BC tem centro I,. Estas duas
circunferéncias intersectam-se nos pontos P e Q).
(i) Mostre que PQ é paralelo a DE.
(ii) Prove que I, O é perpendicular a DE.

» PROBLEMA 5
(i) Se m,n sao inteiros positivos tais que 2" — 1 divide m? + 9, prove que que n
é uma poténcia de 2.

(ii) Se n é uma poténcia de 2, prove que existe um inteiro positivo m tal que
2" — 1 divide m? + 9.

» PROBLEMA 4
Sejam Q1 e Z o conjunto dos racionais estritamente positivos e o conjunto dos in-
teiros. Determine todas as fungoes f : QF — Z satisfazendo as seguintes condigoes:
(1) f(1999) =1
(2) f(ab) = f(a) + f(b), para quaisquer a,b € Qt.
(3) f(a+b) > min{f(a), f(b)},para quaisquer a,b € Q".
A notagdo min{z,y} denota o menor dentre os inteiros z e y. Por exemplo,
min{3,4} = 4 e min{3,3} = 3.



