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CAPITULO 1

DIVISAO DE UM SEGMENTO EM UMA RAZAO

1.1 — Dizemos que o ponto M divide interiormente o segmento AB na
razdo k quando

MA " 8 . 2 .
MB A M B
1.2 — Dizemos que o ponto N divide exteriormente o segmento AB na

razdo k quando

NA K -

— [ -

NB N A B

onde MA, MB, NA e NB representam as medidas dos segmentos
MA, MB, NA e NB e k> O.

Assim, em nossO cUrso vamos dassociar ao ponto P e ao segmento

AB a razdo PA .
Exemplos
A M 5
M divide AB na razdo MA _ 8 _ 4
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A divide MB na razdo AM = 8 = f_
AB 10 5

B divide AM na rcon BA = 10 = 5

BM 2

1.3 — TEOREMA

Dado um segmento AB e uma razdo k, existe apenas um ponto M
gue divide interiormente o segmento nesta razdo.

L

Demonstragdo A M M B

Consideremos um ponto M’ que divida interiormente o segmento
na mesma razdo. Temos, entdo,

MA _ WA _ MA+MB _ WA+ MB

MB M’B MB M’B
AB _ AB > MB = MB

MB M’'B
Entdo, M = M.

1.4 — TEOREMA

Dado um segmento AB e uma razdo k, existe apenas um ponto N
que divide exteriormente o segmento nesta razdo.

Demonstracdo

Consideremos um ponto N’ que
divida exteriormente o segmento na

razdo. Temos que A B N N
NA _ NA NA—NB _ NA NB
NB N’B NB N’B
A ,
B _ AB —> NB = NB’
NB N’B

Entdo, N = N/,
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1.5 — OBSERVAGAO

Consideremos as divisdes abaixo:

~ -« _ 2: - MA . X . _L
A M B MB  2x 2
. 3% 3= NA _ 3x _ 1
N A B o Y

NB 6x 2

Verificamos que, dado um segmento AB e uma razdo k > 1 (%, por
exemplo), conseguimos encontrar dois pontos que dividem AB nessa razdo:
um interior e outro exterior. Quando um segmento AB estd dividido

por dois pontos M e N, na

A h‘ﬂ é mesma razdo, dizemos que o
segmento AB estd dividido har-
monicamente.

DIVISAO HARMONICA

1.6 — DEFINICAO

Dizemos que os pontos M e N dividem harmonicamente o segmento
AB quando

MB NB

MA NA

(0ol ]

A M

Ze

Como MA =k e NA
B NB

AB na mesma razdo (um interiormente e outro exteriormente). Estes pon-
tos chamam-se conjugados harménicos de AB na razdo k

= k, os pontos M e N dividem o segmento
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1.7 — OBSERVACAO

Quando a razdo da divisdo harménica (k) é menor, maior ou igual
a 1 {um) verificam-se facilmente as configuragdes abaixo.

k > 1
0 <k<l
N A M B
N~-»> o k =1
A M B

1.8 — PROPRIEDADE

Em uma divisdo harménica existe a.relagao

2 1
AB AM AN
— para k < 1

+ para k > 1

1° caso: k > 1

Demonstracgdo
MA  NA . X
MB  NB A M B N
AM AN
_ — cu
AB — AM AN — AB
AM (AN — AB) = AN (AB — AM)
AM - AN — AM - AB = AN - AB — AM - AN
2AM - AN = AN - AB+ AM - AB e -+ por AM - AN - AB,
2 1 1
temos ——— = ——- - -
AB AM AN
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2.° caso: k < 1
Demonstragdo
MA  NA
MB NB
AM AN
AB — AM AB + AN

AM {AB 4 AN) = AN (AB — AM)

AM - AB + AM - AN = AN -

2 AM - AN = AN - AB — AM - AN

AB — AM - AN

e — por AM - AN - AB,

temos

1.9 — PROPRIEDADE

Em uma divisdo harménica existe a relagdo

OAZ =
sendo O ponto médio de AB.
MA NA

OMm - ON

1
L]

A
OM + OA

MB NB

C MB
ON + OA

OB — OM

substituindo OB por OA, temos
(OM + OA)} (ON — OA)

OM - ON—-OM - OA -+ ON - OA

2 OM - ON

ON — OB

(ON + OA) (OA — OM)

OA? = ON - OA — OM - ON +
OCAZ — OM - OA
2 OA?

OA? = OB?

OM - ON
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1.10 — DISTANCIA ENTRE DIVISORES HARMONICOS

Sejam M e N conjuga- % l
dos harmbnicos de AB. Assim, !
LY | _T_O#_wa +
MA _ NA k> 1. . A
MB NB A M B N
Consideremos AB =1 e % x JT
MA e L
VB = k dados e calculemos x, que €& a distancia entre os divisores
harménicos de AB na razdo k > 1.
n MA
MB
| — a - K
a
1
| —a = ak => a =
k+ 1
2) NA
NB
I+b "
b
I
I b=kb =—>b=
+ k — 1
| I
Por 1) e 2), x=a+ b = 4+ =—>

k+ 1 k — 1

2kl
Kt — 1
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Por raciocinio andlogo, caso considerdssemos k < 1,

—

-— MA NA
N A B ms N ST
4 x |
| I
. 2 ki
chegariamos a X = —
1 — k2

1.11 — Sejam A, B, C e D pontos de uma reta.

a)

b)

BA DA . CB AB
Se = , entdo =

BC DC CD AD

De fato, basta permutar os meios ou os extremos de uma delas.

A B C D

Vimos que B e D sdo divisores harmonicos de AC se A e C
forem divisores harménicos de BD e v. v.

Sejam BA _ DA _ k > 1.
BC DC
cB _ AB Ko< 1.
CD AD

A relagdo entre k e k' obtém-se da seguinte forma:

T

C D

Ire —o—

—es— (¢
3
—
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Se B e D sao divisores harmébnicos de AC.

entdo, por 1.10,
2 ki

=TT (1)

mas, se A e C dividem harmonicamente BD,

2 kK
T 2

substituindo {2) em (1),

2k 2 k' x

X = >

k2—1 1 —k?

—=> (k2 — 1){1 — k2 = 4 kK que, resolvida

para k e para k, fornece

k> 1
14K

k1 1—k O <k <1

1.12 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

1. Um segmento AB é tal que 7 AB = 3 CD. Qual serd sua medida

na unidade %CD?

Solugdo

AB = CD.

Nlw
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1
Seja v = TCD ou CD = 4uy

AB=§_4U
7
AB 12 °F
v 7
2. Se AB = 5 CD, calcule:
a) 3 AB b) 5AB.
€D 3CD
Solugdo
a) 3AB:3.5CD:]5
CcD CcDh
b) S5 AB _ 5.5¢CDb _ 95

CcDh chD

12

Resposta: ———

7

Respostas: a) 15
b) 25

3. Se M divide um segmento AB, de 18 cm, interiormente na razdo

—i—, calcule MA e MB.

. AB
u

é a medida do segmento AB na unidade u.
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Solun;&d
e MA 2
T ] MB _7
—x . 18- - X 2
A M B TQT;=7
7x = 36 — 2x
9x = 36
x =4 Logo,
18 —x =14

Respostas: MA = 4.cm
MB = 14 cm

Calcule x para que os pontos da figura abaixo formem divisdao
harménica.

Solucdo —2x 2 | 3x N
€ N A M B
MA - NA
MB NB
2 2x

3x2 —5x —2=20 =>
> x:2
1
X = — — Resposta: x = 2
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5. Considere os pontos A, B e C sobre uma reta.

BA 3 . AB CA
Se = —, calcule as razdes e —
BC 5 AC CB
Solu¢do
Se —Bi:i, sejom AB = 3x e BC = 5x
BC S
. 3x . 5 .
A B C
AB  3x _3_
AC 7x 7
CA 7x 7 3 7
—_— = = Respostas: -— e —
CB 5x 5 7 5
6. Os pontos M e N dividem o segmento AB de 42 cm na razdo i
Calcule MN. 2
. a2 .
Solugdo
5 A M B N
Como — > 1, . T .
2
temos, por 1.10,
2 “:5— 42
_ 2 ki _ ) 2 ] _ 5.42 — 40
?) B 4

Resposta: x = 40 cm
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Os pontos M e N dividem harmonicamente o segmento AB na

razdo o Sabemos que os pontos A e B dividem o segmento

MN harmonicamente. Calcule a razdo desta divisdo.

Solugdo
Temos .ﬂ:&:k:i>]-
MB NB 2
BM _ AM _
BN AN
Por 1.11 a) e b) temos
3 : 1
oo k=1 _2 2 1
k+ 1 i_,r_] i 5
2 2

1
Resposta: k' = —
P 5

Verificagdo

Repare agora o leitor na divisGo abaixo

_ 12 8 40 _
A M B N
MA _ 12 _ i
M e N divisores MB 8 2 \ 3
harmébnicos de AB NA 60 i /
. NB 40 2
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B e A divisores BN 40 S \
) N
harmoénicos de MN 4 S
AaM 12 1 S
AN 60

PROBLEMAS PROPOSTOS

8. Se A, B e C sdo pontos de uma reta (B entre A e C), sendoc AC = 24 e BA = 58C
entdo BC mede:

Al 3; <) 5
Bl 4; D) 6;

E) NRA.

9. Um segmento AB é tal que 3JAB = 4CD. Qual a medida de CD se tomarmos como

2
unidade ; de AB?

3 8
A Q
10 15
10 15
Bl —— D) -
3 8
E) NRA.

3
10. Um segmento AB & igual a 5 vezes um segmento CD. Qual a razdo entre — AB

e 4CD?
15
Al 6; C) —;
2
3 15
B) —; D) ——;
8 B

E) NRA.
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11. Qual o razdo entre _—4—AB e —S—CD?

15 75
A) —; C) —;
8 8
25 16
B} —; D) —;
8 25
E) NRA.
2 4 .
12. Se AB = — CD e CD = — MN, é igual a:
3 5 MN
8 5
A —; C) —;
15 6
B} L2 D} LA
8’ 5'

E)}] NRA.

13. Sejam A, B e C nesta ordem sobre uma reta tais que AB = 12 e BC = 3. Seja
D conjugado harménico de B em relagdo ao segmento AO. Entdo, BD mede:

A} 5; C) 8;
B 6; D} 12;

E) NRA.

14. Defermine x para que os pontos abaixo formem uma divisGo harménica.
A) 1; C) 4;

B) 2; D) 8; 2x 6

E) NRA

15. Determine X para que os pontos abaixo formem uma divisGo harménica.
A) 8; c) 11;

B) 10; D} 12,
E) 14. - X - 6 - x+i
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16. Considerando a figura abaixo, podemos afirmar que os 4 pontos:

2x x 3x

A} nunca formarde uma divisdo harmdnica;

B} sempre formar@o uma divisdo harmdnica qualquer que seja;
C) formardo uma divisdo harménica se x > 0;

D) sé formardo divisGo harmdnica se x for par;

E) NRA.

17. Os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma diviséio harménica de razéo

MA 7

—— = —, Se AB = 40, MN mede:

MB 3
A)  24; C) 40;
B) 38; _ D) 42;

E) NRA.

18. Os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisdo harmonica. Se AB = 7

MA
‘e MN = 24, a razao é igual a:

4

Al 2; c —;

3

3 5

B} —; D} —;

) 2 ) 3

E) NRA.
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19. Os pontos P e Q pertencem ao interior do segmento AB e estdo de um mesmo
lado de sev ponfo médio. P divide AB na razdo 3- e Q divide AB na razgo

3
I. Se PQ = 2 AB mede:

A} 50; Q) 70;
B} 60; - D) 80;

E) 9O0.

20. Os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisdo harmdnica de razdo

MA NA JA
—— = —— =k, Se J & o ponto médio de MN, a razéo -J~B—~ vale:

MB NB
A) k; C) k%
B) 2k; D) K2 —1;

E} NRA.



CAPITULO 2

FEIXE DE PARALELAS

2.1 — TEOREMA

Se um feixe de paralelas determina sobre uma secante seg-
mentos de mesmo comprimento, determinard sobre qualquer
-outra segmentos de mesmo comprimento.

H— r //ry[[rs]]ry

AB = BC = CD.

T — A'B’ = B'C’ = C'D’ A \A- r
1
D — De fato, como os tridn- B NB' r
’ / 4 / 2
gulos A’MB’, B'NC’ e ][ M {\
C’PD’ sdo congruentes, C : 3
pois possuem um lado Df N £\ '
de mesmo comprimento P P
compreendido entre [ \

angulos respectivamen-
te congruentes,

A'B’ = B'C' = C'D’.  C.Q.D.

2.2 — Um feixe de paralelas determina sobre duas secantes quaisquer
segmentos proporcionais.
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J \a

u-—I \4—Ul |'1

| | \
H— r//ra//r3/[14
N\
AB CD
T — or N C[ \'
A’B C'D

D — | D[

| Seja v um segmento que divide exatamente AB e cabe m vezes
em AB. Tracando paralelas ao feixe como mostra a figura, encontra-
remos v’ na outra transversal que divide exatamente A’B’ e cabe m vezes
em A’B’. Podemos, entdo, escrever

AB = mu e CD = mv/

E claro que u ndo tem obrigagdo de dividir CD. Assim, marcando v
sucessivamente em CD, vamos supor que D esteja na n-ésima -parte,
ou seja, entre o (n-1)-ésimo e n-ésimo pontos de divisdo. Tracando para-
lelas ao feixe, vemos que o mesmo se verifica na outra transversal.
Podemos, entdo, escrever

(h—Tu < CD < nu e (h—1) < CD <nf

Dividindo a primeira por mu e a segunda por mu’,

—1 — ‘D’
n < CDh < n o n—1 < C < n
m AB m m A’B’ m
ou
m AB m m A’B’ m

>
n-— 1 CD n n—1 c'D’ n
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m m . AB A’B’ .
sen—> ®, n— 1 ~n, —> e, entdo, = ou ainda
n—1 n CD c'D’
AB CD
A'B’ C’D’ *

Analogamente, podemos escrever

AB BC cb AD U

A’B’ B'C’ c’'p’ A'D’ v

2.3 — OBSERVAGCAO

As razdes homdlogas s&o iguais em secantes atravessadas por

feixe de paralelas.
o N,
1
H—r//ra/lrs : / \
B ! ro

;_ AB _ A’B
AC A'C
— CI
D / \
De fato, AB _ AC _ AB _ AW
A'B’ A'C’ AC A’C/

2.4 — APLICAGAO NO TRIANGULO

Toda paralela a um dos lados de um triGngulo determina nos outros
dois segmentos proporcionais e reciprocamente.
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E D

AD DB AB
AE EC AC

2.5 — TEOREMA

Toda paralela a um dos lados de um triGngulo determina um outro
de lados respectivamente proporcionais ao primeiro.

H — DE//BC
T — AD _ AE _ DE
AB AC BC A
D — Considerando 2.4,
temos
T S
_ _— \\
AE AC N
‘ B F Cc
—_> AD _ AE , mas, sendo DF // AC, temos
AB C
AD CF DE
e = ou
AB CB BC

AD _ AE _ DE

AB AC BC
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2.6 — TEOREMA DAS BISSETRIZES

As bissetrizes interna e externa de um tridngulo dividem o lado
oposto em partes proporcionais aos lados adjacentes.

Demonstracdo

Seja AD a bissetriz interna do
dngulo A.

Tracemos CE paralela « AD.
Temos

x = z (correspond.)
x =y [{alt int)
y=%

O tridngulo ACE &, portanio, isésceles.

DB = AB , e como AE = AC,
DC AE

DB AB

DC AC

Consideremos a bissetriz do dngulo externo A (AD’).

Tracemos CE paralela a AD’. Temos

[

XX )x)
Il
NN

O trigngulo ACE &, por-
tanto, isdsceles.

7 . N
D’B = AB,ecomoAEzAC, B C D

D’'C AE \,\

D’'B AB

D'C AC
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27 — DIVISAO HARMONICA PELOS PES DAS BISSETRIZES

As bissetrizes interna e externa que partem de um mesmo vértice
de um tringulo dividem harmonicamente o lado oposto na mesma razéo
dos lados adjacentes.

B

Scja k = razdo dos lados que concorrem em A. Do tecorema

das bissetrizes, temos

i r
DB ~ K D'B ~ K
DC D'C

DB D’B

DC D'C’

O que mostra que D e D’ dividem harmonicamente o lado BC.

A _ AB
AC

0 < k <1
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A i
: - D\,
1 1
B D C =D
|

Para os casos | e ll, podemos escrever

DB _c DB _ DC __a
DC b C b b+ ¢
Assim, c
DB = 2 e
b+ ¢
DC — ab

b+ c

1

23
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e, analogamente,

ac

[b—c|

ab

pC = 2
b —c|

2.8 — DIVISAO DA BISSETRIZ INTERNA, HARMONICAMENTE,
PELO INCENTRO E EXINCENTRO

No triGngulo ABD, Bl e Bla sdo
bissetrizes interna e exfterna de

B, dividindo AD harmonicamente.

A razdo da divisdo harménica

serd
IA BA
k = = , mas
ID BD
BA=C e BD = —25
b 4+ ¢
Entdo,
K= c G b + ¢
ac a
b4¢

e, analogamente, para as ovtras
bissetrizes,
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2.9 — CIRCULO DE APOLONIUS

Eo lugar geométrico dos pontos P tais que a razdo PA/PB é igual
a k, sendo k constante e A e B pontos fixos.

Conhecemos os pontos M e N pertencentes ao lugar que sdo os
pontos que dividem o segmento AB interiormente e exteriormente na
razao k.

MA NA

—_ = == k.
MB NB

Seia P um ponto qualquer do lugar.

PA PA MA
Como —— =k, = .
PB PB MB

Logo, PM é bissetriz interna do triingulo PAB. Da mesma forma,

PA NA

PB NB
Portanto, PB é bissetriz externa do éngulo P do triéngulo PAB.

Como PM e PN sdo perpendiculares e os pontos M e N s&o fixos,
o lugar geométrico de todos os pontos P é circulo de didmetro MN,
sendo M e N os conjugados harménicos do segmento AB na razdo k.

2.10 — RAIO DO CIRCULO DE APOLONIUS

O didmetro do circulo de Apolonius é a disténcia entre os conju-
gados harménicos do segmento AB de comprimento | na razdo

k>0, # 1.
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Por 1.10 concluimos que o raio do circulo de Apolonius é dado por

_ W
e ]

Em um tridngulo de lados a, b e ¢, teriamos

| = a

k = — Logo,
c
— a
b

r o= =>
c?
b !

abc
=> r =

Ibz — 2

2.11 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

21. Considere sobre uma reta quatro segmentos AB, BC, CD e DE de
comprimentos respectivamente iguais a 8, 10, 12 e 15. Consi-
dere numa outra reta os segmentos MN, NP, PQ e QR propor-

cionais aos primeiros. Se MN = 10, calcule NP, PQ e QR.
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Solugdo
AB _BC CD _ DE
MN NP PQ QR
8 _ 10 12 15
10 X y z
8 10 o x = 12,5
10 x
8 12 >y =15
10 y
8 _ ]'55 ==>z = 18,75.
10 z '
Respostas: NP = 12,5
PQ =15
QR = 18,75.
22. No tribngulo ABC da figura AB = c e AC = b.

Se AM = x e MN//BC, calcule AN.

Solugdo _ A
AM _ AB c
AN AC
X ¢ M

_— = — ——p-4

4 >

27

bx

=> Yy = — Resposta: AN = ——-

C
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23. Considere um trigngulo ABC de lados AB = 12, AC =8 e
BC = 15. As bissetrizes interna e externa de A encontram
o lado oposto em D e D', Calcule DB, DC, D'B e D'C.

24
7
12
8
Solugdo
B 15-% /D x C y D'~
l 15 1
I |
DB AB 15 — x 12
o fiiy- 4 e > X = 6
DC AC X 8
DC=6 e DB=15—6 = 9.
F
DB:AB — y+'|5= 12_=> y = 30
D’C AC y 8

D'C =30 e D'B= 30+ 15 = 45.

Respostas: DB =9, DC =6
D'B = 45, D'C = 30.

CA

24. Em um triGngulo ABC = -% A bissetriz externa de C

encontra o reta suporte de AB em P (A entre P e B). A

A) 1/3
B) 3/4
C) 4/3
D) 3/1
E) 7/1
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Solugdo
Pelo teorema das bissetrizes,

PB CB

PA CA

4
3

PB—PA 4 —3

PA 3

AB

1 A
PA 3

> =3

B

3

>

Resposta: D.

25. Em um tridngulo ABC, as bissetrizes interna e externa de B
encontram o lado oposto em M e N. Se AC = 20, AB = 16 e

AN = 10, calcule CB e BN.

Solugdo ¢
Como os pontos A,M,B e N 20
formam uma divisdo har-
ménica, poderemos aplicar, & /M . B N
por exemplo, a relagao en- I 18 \L
contrada em 1 - 8 — 1.° caso.
2 _ 1 v 2 1
AB AM AN 16 10 AN

:
AN 8 10 40

40 — 16 = 24. Como MB = 6, temos

MA CA 10

= - — -

MB CB 6

20

CB

Respostas:

> CB =12

CB = 12, BN

= 2
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26.

27.

A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

Em um tridngulo ABC, a base BC é fixa e o ponto A percorre
uma reta r paralela a BC. Determine o lugar geométrico do
baricentro do trigngulo.

Solucdo
2 a r
2
< h
h G
# S
h
3 ey
B M C
Porque nf -1 , © lugar geométrico do ponto G - uma reta

h
s paralela a r (s entre r e BC), distando r de BC.

Em um tridngulo ABC, AB = 12, AC = 8 e BC = 16. O circulo
inscrito é tangente ao lado AB em J. Se JP e JQ sdo paralelas
a BC e AC, respectivamente, calcule o perimetro do paralelo-
gramo JPCQ.
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28.

Solugédo

O semiperimetro do trigngulo ABC é p = 12 +28 nlé _ 18.

Al=p—a=18 — 16 = 2. Seja AP = x. Como JP//BC,
2 12 4 4 20
_:____._:>x~_-__:__.—_>m=8—-__—_.__._.

X 8 3 3 3
BJ=p—b =18 — 8 = 10. Seja BQ = y. Como JQ//AC,
10 12 40 40 8

= =>ym__.._'::_.-—>n:'|6—___.:_
y 16 3 3 3
O perimetro do paralelogramo JPCQ sera
20 8 56
{2p) =2m4+n=2{—+ — ) = —
Plipca 3 3 3
6
Resposta: —5—u~

Calcule o raio do circulo de Apolonius construido sobre o seg-

mento AB de 21 ¢cm na razdo —5— .
Solugdio
| = 21
k=2
2
> 21
Por 2.10, r=__ K _ 2 - 10
|k — 1] 25 :
4

Resposta: r = 10 cm
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29. Em um tridngulo ABC, BC = 12 e AB

= 2, calcule o valor

da altura relativa ao lado q, sabendo que ela € maxima.

Solucdo

AB

Se

= 2, o vértice A pertence ao circulo de Apolonius cons-
AC

truido sobre BC na razdo 2. Se h, é mdxima, seu valor é igual
ao raio do circulo de Apolonius.

Resposta: h, = 8

29-A. Em um tridngulo ABC, de perimetro 30, o lado BC mede 10 e

a distGncia entre os pés das bissetrizes que partem de A é igual
a 24. Calcule os lados AB e AC do tridngulo.
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1.9 Solucdo

——
H
[}
s
o

Calcularemos ¢ razdo da divisado harmdnica k = f’—
Por 1.10,
2, 2-k-10
kz2 — 1 k2 — 1
1 -
k = — — (ndo serve)
=> 6k — 5k — 6 =0 4
K= =
L 2
a+b+c¢c=30, a=1=10=>b +c= 20
b 2 b 2 b 2
c o3 =2
8 2

2.° Solucdo

Chegaremos a idéntico resultado a partir da definicdo de divi-
sdo harménica sem necessidade de aplicagGo de férmulas,
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l 10- 2 l x l 24-x %

DB D’B >10—x 34 — x

DC D'C X 24 — x

=> (10 — x) (24 — x}) = x{34 — x) =>

=> 240 — 10x — 24x + x? = 34x ~—~ x? =>

x = 30 (ndo serve)
=> x2 — 34x + 120 =0
X = 4

Entdo, DC = 4 e DB = 6. Como b + ¢ = 20, temos

c_b_ 20 _,
6 4 10
_C_=2:>c=]2
6

3—:2——~>b=8
4

AB 12

Resposta:

I
o

AC
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PROBLEMAS PROPOSTOS

30. O valor de x na figura é:

27
Al —
2
/s
2
B) ——
27
Q6 # S
D) 4
E) NRA.

31. Em um tnangulo ABC, de lados AB = 9, AC = 12 e BC = 15, traga-se DE pora-
tela @ BC passondo pelo baricentro do tridngulo (D em AB e E em AC). O peri-
metro do frifngulo ADE é:

Al 12 c 20
B) 18 D) 24
E) NRA.

32. Em um tridngulo ABC de lados AB = 12, AC = 8 e BC = 10, o maior segmento
que a bissetriz interna de A determina sobre BC &:

Al 4 c) 6
B} 5,5 D} 7.5
E} NRA.

ENUNCIADO RELATIVO AS QUESTOES 33 E 34.

Em um tridngulo ABC de lados AB = 15, AC = 6 e BC = 14, seja | o ponto de
concurso das bissetrizes internas AD e BE.

1A
33. A razdo —— vale:
1D

A) <)

w]m

B) D}

N W
W[~ NN

E} NRA.
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A
iE
34. A razdo — vgle:
é
A
29
29
B -
é
E) NRA.
35.

—

de B enconira a bissetriz AN externa de X no ponto F. A rozdo

. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

C)

D)

Em um tridngulo ABC de lados AB == 12, AC = 8 e BC = 10, ¢ bissetriz interna

FN

vale:

3 5
Al <) —
2 2
4 5
B) — D) —
3 3
E) NRA.
AB 3
36. Em um tridngulo ABC, BC = o e —AC— = + calevle © comprimento da  altura
relativa ao lado a sabendo que ela & maxima,
5
Al hsg = a Cl} hg=—a
4
B h > D} h >
—_— T = g
a 2 ) a 3
6
E) hgy = ? Q
37.

Em um trigngulo ABC, BC = 16 e hy = 8,
ela & méaxima.

A} 2

B)

E} NRA.

calcule a razdo

sabendo que

Q)

D}

wn ro[m
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38. Os lados do triingulo ABC medem AB = 6, AC = 9 e BC = 11. Se J é o ponto
de tangéncia do circulo exinscrito relative ao lado ¢ com o lado AB e se J. é
paralelo a BC, entdo AL vale:

A) 3
Bl 6

A
D)

N

D) / \#

E) NRA. B CN\L #

39. Considere em um circulo de centro O um diGdmetro AB. Prolongue uma corda AP
qualquer do circulo de um comprimento PQ = AP. QO e BP cortam-se em J, Cal-

JQ
cule a razao
A) 3 c) 2
3 5
B) — D) —
2 3

E) NRA.

40. Considere os quadrados ABCD e ABEF da figuro. Se FG = 12 e GH == 4, cal-

cule HC.

2 B

Al 9
H

B} 8
Q6 G
D) 5
E)} NRA




CAPITULO 3

3.1 — TRIANGULOS SEMELHANTES

Se dois ftriGngulos possuem lados respectivamente proporcionais,
entdo sdo ‘‘semelhantes’.

— = N = — => AABC ~ AA’B'C’.
a C ' .

3.2 — TEOREMA

Dois triingulos que possuem seus Gngulos respectivamente congru-
entes sGo semelhantes.

De fato, em 2.5 os triGngulos ADE e ABC possuem mesmos &ngulos
infernos e mostramos que seus lados sdo respectivamente proporcionais.

3.3 — RECIiPROCA

Se dois triGngulos sdo semelhantes, seus dngulos internos sdo res-
pectivamente congruentes.
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<
o
R,

Z
>
Iy,

>
V
O
m
T

m

H — AABC ~ ADEF

T —A=0
B =E
c =F.

D — Seja AAMN por construgdo, tal que
AM = DE e MN // BC.

De 2.5, temos

AM AN MN
AB AC BC

I
|

Como AM = DE,

DE AN MN
AB AC BC

Mas, por hipdfese,

DF EF
DE _ _ _ 2)

AB AC BC

Por {1) e (2), AAMN e ADEF sdo congruentes e

——~

A=B M=8=E N=C=F
C. Q. D.
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3.4 — CONCLUSAO

Se ABC e A'B'C’ sdo dois tridngulos,

>)
I
>)

W)
i
o)
0
v
—
32‘>
o | &
[
>f>
n o
!
U‘Z}m
a A
[f
L

o)
i
0y

k & chamado razdo de semelhanga dos dois tridngulos.

Da relag@o acima conclui-se que a razdo entre os perimetros de
dois triGngulos semelhantes é igual a razGo de semelhanca, ou seja,

= ——p-1

A’B’ + B'C’ + A’C’ (2p)amrc:

3.5 — OBSERVACOES

a) Dois tringulos de lados respectivamente paralelos ou perpen-
diculares sdo semelhantes.
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b) Toda paralela a um dos lados de um triGngulo determina um
outro semelhante ao primeiro

} /D #
A
A
B - C
B _ c

DE//BC =—> AADE ~ AABC.

3.6 — CASOS CLASSICOS DE SEMELHANGCA DE TRIANGULOS

1.° caso

Se dois dngulos de um tridngulo A’B'C’ sdo respectivamente con-
gruentes a dois dngulos de um tringulo ABC, esses tridngulos sdo se-
melhantes. A

Al
A A -_/\
B C B' c'
B =B ATA
=—> AABC ~ AA'B'C' => a _ b _ < K
c=7C a’ b’ ¢
2.° caso

Se dois lados de um triGngulo A’B’C’ sdo respectivamente propor-
cionais a dois lados de um triingulo ABC e se forem congruentes os
dngulos formados por esses lados, os triGngulos sdo semelhantes.
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5
BI
°
e Py
A ~ C A o C
S
b’ <’ —> AABC ~ AA'B'C/ => a
A=A L7=k

3.° caso

Se os trés lados de um tringulo A’B’C’ sdo respectivamente pro-
g p P

porcionais aos trés lados de um triGngulo ABC, esses triGngulos sdo
semelhantes,

b e A=A
— - — k | => AABC ~AAB'C' =>| B = B’
G’ b’ C’ " E - E’

3.7 — FEIXE DE RETAS CONCORRENTES

Um par de paralelas intercepta um feixe de concorrentes, deter-
minando segmentos proporcionais.

hl

A/ Bl \C
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Da semelhanca dos tridngulos OA’B’ e OAB, OB'C’ e OBC temos,
por 8.5, a) e b)

OA! OBI Ocl hf

OA OB ocC h

Verificamos também que da semelhanga desses mesmos tridngulos
os segmentos homélogos determinados nas parclelas sdo proporcionais,

ou sejag,

A'B’ B'C’ h’

AB BC h

3.8 — POLIGONOS SEMELHANTES

3.8.1 — Dois poligonos s@io semelhantes se os Gngulos internos
forem ordenadamente congruentes e se os lados que
formam d&ngulos congruentes forem proporcionais.

D

E c!
El

>
o
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A=A

B =B’

Cc = C’
P~P => :

e

AB  BC  CD —k

| A'B’ B'C’ ¢

3.8.2 — A razdo entre os perimetros de dois poligonos seme-

lhantes é igual d razdo de semelhanga.

Da proporcionalidade dos lados homdlogos conclui-se imedia-
tamente

(2P)P _
(2ple,
3.8.3 — Dois poligonos semelhantes podem ser divididos em
igual nimero de trigngulos ordenadamente seme-

lhantes.

Nos dois poligonos tracemos todas as diagonais possiveis por
A e A/, dividindo cada poligono em n — 2 triingulos (n = género).
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H— P ~P (com as implicagdes de 3.8)
T — T]. (g Tl’
Ty, ~ T,
etc.
b— [B =5 . i ]
> T]. ~ T]_’ =>
AB__ BC _ AC
A'B’ B'C’ (2.° caso) A'C! i

_—

mas, se C =C e o = o, entdo 8 = 8’ e, entdo, temos

! = -

vy =7
_> T2NT2’ >

AC CD AD K

= =k =

i A'C C’'D’ (2.° caso) i AD’

f— —

e assim sucessivamente, ficando provado o Teorema.

3.8.4 — Em quaisquer poligonos semelhantes a razao de duas
linhas homélogas é igual @ razdo de semelhanga.

A
A

C él | J! C!

[

B

Sejam dois triingulos ABC e A’B’C’ semelhantes na razdo k. Sejam
J e J pontos que dividem BC e B’C’ na mesma razdo m. Vamos provar
que x e x’ guardam mesma razdo k.
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A ABC
AABC

JB

J'B’

m -+ 1

JC

JB+JC m+ 1

m

m <+ 1

Jc

J'B

BICI

m

m-+ 1

dividindo membro a membro,

BC

JB
B'C’

1B/

= 1

BC B'C’ JB BC

JIBI

JB J'B’ B’ B'C’

Assim, os fridngulos ABJ e A’B’'J’ sGo semelhantes na razdo k

e, entdo,

m

A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

VB 4+ 0C m+ 1

m
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3.9

Assim, a razdo de semelhanga de dois triéngulos é igual

d razdo entre dois lados homélogos,
& razdo entre os perimetros,
d razdo entre duas medianas homélogas,

d razdo entre duas alturas homdlogas etc.

FEIXE HARMONICO

3.9.1 — Se os pontos A, M, B e N formam uma divisdo har-
ménica e se J é um ponto ndo pertencente a retfa
que os contém, JA, JM, JB e IN formam um feixe

harmébnico.
Notagdo:
J J{AMBN)
A M B N
3.9.2 — Teorema

Se uma reta é paralela a um dos raios de um feixe
harmdnico, os outros trés raios determinam segmentos
congruentes e reciprocamente.
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Consideremos um feixe harmdénico JJAMBN} e uma reta r paralela
a JA determinando os segmentos xy e yz, que mostraremos serem con-
gruentes.

Seja PBQ paralela a r.

AIMA ~APMB —> A _MA
PE MB

ANJA ~ ANBQ —> A _MNA _
: BQ  NB

Dai conclui-se que PB = BQ e que
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3.9.3 — Teorema

Um feixe harménico determina em qualquer secante
quatro pontos em divisGo harmdnica.

Seja JIAMBN) um feixe harmdnico e uma secante s que determina
os pontos A’, M, B’ e N’.

Orq, se r [/ JA" determina Xy = ¥z (pois J-AMBN é feixe harmé-
nico}, entdo JIA’M'B’N’) é um feixe harménico, sendo M’ e N’ conju-
gados harménicos de A’B’.

3.10 — RETAS ANTIPARALELAS

3.10.1 — Seja um &ngulo xay. Se duas retas r e s sdo tais
que o dngulo que r forma com Ox é o mesmo én-
gulo que s forma com Oy, as retas r e s sdo anti-
paralelas,
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0O

3.10.2 — Retas antiparalelas formam triGngulos semelhantes.

A

Porque os triGngulos ABC e ADE possuem &ngulos internos con-
gruentes, temos

AD _ AE _ DE e | AD - AC = AE - AB
AB AC BC
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3.10.3 — Retas antiparalelas formam quadrildtero inscritivel.
A
B =«
E ~ o~
D = 180° — o =>
D —> B + D = 180°

BCDE é inscritivel.

/B ﬂ
3.10.4 — Caso Particular |

Se as retas r e s da figura sdo antiparalelas em
relagdo a O, a relagdo 3.10.2—Il transforma-se em

OA? = OB - OPF’
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3.10.5 — Se r e s s@o antiparalelas em relacdo a O, as bis-
o~ - —
setrizes de O e de (r, s) sdo perpendiculares.

De fato,

Z) %)
i

o
o

_+_
+

5 (externo A OMC)
2N (externo A ONA)

Como M = N, o tridngulo JMN & isdsceles, sendo a bissetriz de J

perpendicular & base MN. Assim,

Ox L Jy

3.11 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

C. Q. D.

41. Os lados de um tridngulo ABC sdo AB = 12, AC =16 e
BC = 24. Seja M do lado AB tal que MA = 3 MB. Tragando
MN paralela a BC, calcule o perimetro do tridngulo AMN.
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Solugdo

~ %)
B 24

MA + MB = 12, MA = 3 MB
4MB =12, MB =3, MA=29.

A AMN ~ A ABC.

Razdo de semelhanca k =
AB 12 4

(2p)amn _
{(2p)asc

(QP)AMN - 3
12 + 16 4+ 24 4

(2p)amn _ 3 —
52 4

=> (2p)awn = 39
Resposta: 39.
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42.

43.

A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

Considere o tridngulo ABC, de lados a, b e ¢, e seu baricentro G.
Tragcam-se GE e GF paralelas a AB e AC respectivamente. Cal-
cule os lados do triGngulo GEF.

Solugdo

A GEF ~ A ABC

k= SM _ 1
A 3

Entdo,

BF = %, GF= > ¢ GE =
3 3

a b c
Resposta: —, — e —-
3 3 3

Em um tridngulo ABC, considere as alturas BH, e CH..
Se AB=8, AC = 12 e AH, = 2, calcule AH,. '

Solugdo

A A

AH, _ AH;
AB AC
2 x
8 12
x =3 ) B c

Resposta: 3.
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44. Calcule x na figura
Solu¢do

A AED ~ A ACB

L

AD _ DE

Ab BC

ﬂ P .__x_ - X = 5'625
16 9

Resposta: x = 5,625,

45. Na figura abaixo, ADEF é um losango, AB = 12 e AC = 6.
Calcule o lado desse losango.

Solugdo

A BDE ~ A BAC

a _12—a

6 12

120 = 6{12 — a) =>
et 0:4

Resposta: 4.
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46.

47.

A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

Em um trapézio de bases AB e CD, traga-se por B uma paralela
a diagonal AC que encontra o prolongamento de AD em E.
Sendo P o ponto de concurso dos lados AD e BC, prove que

PA é média geométrica entre PD e PE.

Solugdo

APDC ~ APAB —> 1P _ PC
PA  PB
. PD _ PA . pA-PD - PE
PA  PE
P
APAC ~ APEB —> A _ FC
PE  PB

Em um tridngulo ABC, toma-se um ponto M qualquer de AC.

Tracam-se MN paralela a AB e NP paralela a AC. Prove que

AP AM

— == - == ]

AB AC
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Solugdo A
A CMN ~ A CAB
MN  MC P
(AB -~ AC )
AP AC— AM B8 N c
AB AC
AP AC AM AP ‘AM
= — == + = 1.
AB AC AC AB AC

Em um trapézio de bases AB = b e CD = b’, considere um

40.
— MA .
ponto M do lado AD tal que = k. Calcvle o compri-

mento do segmento MN paralelo ds bases do trapézio.

D b! 9
I
Solugdo ”
/
D b’ J b N
M d,'
" o 1’
A L B
M | b-b! i
kx T |
MA :_k___> DM x I R &
MD 1 DA u—+kx k-1 CL
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Seja MN = b’ + y
A CIN ~ A CLB

y _C_ 1 _ b—b’
b—b’ CL  k+1 Y k-1
MN = b’ 4+ 2P
k—+J
’ ’ I Y ’
MN — bk + b +b —b :b—l—,bk‘
k + 1 k + 1
Resposta: —b—m
k + 1

49. Na figurg, r e s sdo tangentes em A e B co circulo. Por um ponto
P do maior arco AB, tragcam-se Px, Py e Pz perpendiculares a AB,
r e s, respectivamente. Se Py = 4 e Pz = 9, calcule Px.

r
S
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Solucgdo
YAP — XBP = AP AYAP ~AXBP —> Y — & (1)
2 X b
xKP:zé“Pz%P_:>AXAP~AZBP=>%ZL (2)
r4

Por (1) e (2),

A
X Z

X

—=> x> = yz. Comoy =4 e z = 9,

Resposta: 6

50. Na figura abaixo, PP, = a e PP, = b. Calcule o limite da
soma PP, + P,P, 4+ PP, + PP, + . ... . . .

Solugdo
A PP1P2 —~ A P1P2P3 d A P2P3P4 —~ A P3P4P5 N e e e s

Entdo,
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b? 3 i
e P2P3 = —, P3P4 = bgr----r F’npn+1= b

a a a1

A soma dos segmentos serd

bz  b? b b \?2
a+b+ —F—+....= a 1—|—._+(—)+.... =
a a? a a
P.G.
1 a?
:a =
]___b_ a—Db
a

Resposta: . —_—
a—b

PROBLEMAS PROPOSTOS

51. Na figura abaixo, AD = 20, DB = 5, AC = 30 e BC = 45, Se DE & paralelo
a BC, calcule o perimetro do trapézio BCDE.

Al 80
B) 86

C) 90

E) NRA. B C
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52.

53.

54.

BD 1 — S -
Na figura abaixo, BC = 32, K = :, DE//BC, DF//AC e EG//AB. Entdo, FG
mede:

A

A} 8
B} 16

Cl 24

D) 30

E) NRA.

4 ] e _ — - Sl —— —
Na figura abaixo, AD = 4 AB, DE//BC, EF//AB, FG//AC e GH//BC. Entdo,

EH
— vale:
AC
1
A)
2
B) 1
3
C) !
4
D) 2
3
E) 3
A

Na figura, coda lado do rrlangulo ABC esté dividido em trés segmentos congru-
entes. Considere a ceviana AJ que passa pelo ponto de concurso de DE e FH.
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Se FJ = x, BC mede:
A

Al 3x

B) 4x D E
C) 6x

D) 9x

E) NRA. %L{»

55. Dado um tridngulo de perimetro P, unindo-se os pontos médios de seus lados for-

(nef
"T'll!
[y
)

ma-se um tri@ngulo, unindo-se os pontos médios desse segundo triéingulo forma-se
um terceiro e assim por diante, indefinidomente, A soma dos perimetros de todos

os tridngulos

A) infinita

(439

B) & igual a P

C) é igual a 2P
D) & superior a 2P mas finita
E) NRA.

56. Um trapézio tem bases de comprimentos 8 e 4 e altura 9. A que distancia da
base maior cortam-se as diagonais?

Al 4,5
B) 5
c) 6
D) 6,5

E) NRA.
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57. O comprimento do lado do quadrado inscrito em um trigngulo de base 12 e gltu-

ra 8 é:
A) 4
B} 4,2 ©
C) 4,5
D) 4,8
E} 5 y .

J
58. Calcule na figura I r

Al 20
B} 24
Cc) 28
D) 30
E) 32

| 12 e

] |

59. Um reténgulo cuja base é o dobro da altura estd inscrito em um tridnguio de base

!

12 e altura 9. O perimetro desse retangulo é:

Al 3,6
B) 14,4
[¢)]
c) 18,8
D) 21,6
E} NRA. o

12

——
R — Z—
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60. Por um ponto P da base BC de um tridngule ABC tragamos PQ e PR paralelos a
AB e AC, respectivamente. Se AB = 8, AC = 12, BC = 10 e BP = 2, o peri-
metro do paralelogramo AQPR é

A

88
A) ——
S5
76
B) ——
5
64
c) ——
5
44
D) ——
5
E) NRA.

B P C

61. Por um ponto P da base BC de um tridngulo ABC tragamos PQ e PR paralelos a
AB e AC, respectivamente. Se AR = 4, RB = 1 e QC = 4, entdo AQ mede:

3
A) 1 Ccl —
2
6
B) — D) hd
5 5
E) NRA.

62, Num re'r&ngulo ABCD de lados AB = 15 e BC = 9 tragam-se a diagonal BD e
o segmento: CM (M, médio de AB) que se cortam em P. Por P tragam-se as per-
pendiculares PR e PS cos lados AB e BC. O perimetro do retdngulo PRBS &

A 12 Cl 16
B) 15 D} 18

E) 20
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MA 1 .
63. Na figura abaixo, ABCD & um trapézio, AB = 22, CD = 13, ~-— = —— e MN
é paralelo a AB. O comprimento do segmento MN é: MD 2
D C
p —+#
A) 16
B} 17
C} 18
D} 19 M #- ' N
E} 20

o
A

64. Em um triGingulo ABC reténgulo em A inscreve-se um retdngulo MNPQ (MN sobre
BC). Sendo BC = 20, BM = 4 e NC = 9, o perimetro do retdngulo é:

A
A) 18
B) 20 ‘
C) 24 Q P
D} 26
E)}] 30
B M N o

65. Inscreve-se um quadrado em um triGngulo retédngulo ABC como mostra a figura
Se os catetos do triGngulo retdngulo medem 12 e 24, o lado do quadrado mede

A) 7,5
B) 8
17
QA
2
D) 9,25

E} NRA.
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66. Um trapézio ABCD possui bases AB = a e CD = b. Pelo ponto de concurso das

diagonais traga-se uma reta paralela as bases. Calcule o segmento desta pa-
ralela limitado pelos lados ntio paralelos:

ab ab
A g P
a-+b 2 (a 4+ b}
2a —
B 2 b b) ala b)_
at+b (a + b)
E) NRA.

67. Considere os quadrados da figura de lados a e b (a > b). Entdo, x vale:

E —
—_——
iy

b2
Al
a— b
02
B)
a— b
ab
C)
a+ b
ab
D) —
a— b

E) NRA,
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67

68. Considere os quadrados da figura. Calcule x.

A)
B)
C)
D)

E)

4.5

NRA.

-

69. O perimetro do triGngulo ABC da figura é BO, sendo BC = 9 e DE paralela a
BC, tangente .ao circulo inscrito. Entdo, DE mede:

Al

B)

C)

D}

E)

NRA. -
B

&

70. Na flgura, P e @ sdo os pontos de ?ungencm dos circulos ex-inscrito e inscrito com
o lado AC do tridngulo ABC e Pl e QL sdo paralelos a AB Se AB = 12,

AC =

B)

8 e BC = 10, o perimetro do trapézio PQLJ vale:

15 C) 16
31 33
R D) R
2 2

El  NRA.
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B
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71. Os trapézios da figura sdo semelhantes. Entdo, x vale:

A)
B)
c)
D)
E)

32
- i -
40
41
%

42
38
NRA,

! 50

ENUNCIADO REFERENTE AS QUESTOES 72 e 73.
Na figura ao lado, temos

P1P2 // P3Pa // PsPa// ... Pan—1Pan// . ..

PoPs // PaPs// ... PonPans1// ...

P1P2 = q

P5P5 =b
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s R
R Fa
a
i
72. P3P4 é igUGI a:
at+b
A) C)
2
ab
B) —— D)
2
E) NRA,
73. O limite da soma PPy + P3Py + P;Pg + ... é&:
A) a-+ \/;E C}
Bl b+ +/ab D)

ala + 4/ ab)
a—b

E}

69

Vab

24/ ab

j(b—i—\/;)
a—b

b la + 4/ab)
a—>b
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74. Num circulo de raio igual a 12 estd inscrite um triGngulo ABC cujos lados AB e
AC medem 8 e 9, respectivamente. A altura relativa ao lado BC é igual a:

A) 3 C) 6
B] 4 D} 8

E) NRA.

75. No quadrilétero ABCD, B =D = 90° Tragamos por C paralelas CE e CF aos
lados AB e AD, respectivamente. Se AF = 8, FB = 3, AE = 4 e ED = 46, a dia-
gonal AC mede:

A) 8 C) 102

B) 8v/2 D) 1242

E} NRA.

76. Considerando a figura abaixo, a soma dos didmetros de todos os circulos é:

).) < )e0°

Al 15 C) 8
B} 12 D} 6

E} NRA.
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77. Calevle x na figura

A) 6 .
| ”
B) 8
C) 9
D) 10 12
E) NRA.
A~

18

78. Se um trapézio retngulo tem diagonais perpendiculares e bases iguais, a sua
altura & igual a:

A) 18 C} 20
B) 19,5 D} nao se pode calcular

El NRA.

79. Em um triGngulo ABC, a bissetriz interna de ; encontra BC em D e o circulo cir-

cunscrito em E. Se AB = 8, AC = 6 e DE = 3, calcule o comprimento da bisse-
triz AD.
A) 9 c) 12
B) 10 D) 13
E) NRA.

80. Os pontos E e D pertencem aos lados AB e BC de um tridngulo ABC e sdo tais

AE 1 CcD

que = e~ = —, Sendo F ¢ pontc de concurso de AD e CE, entéo
EB 3 DB 2

EF AF
—- — & igual a:
FC FD



72

Al

B}

C)

D)

E)

Nic.n

A. C. MORGADO / E. WAGNER / M. JORGE




TRIANGULOS RETANGULOS

4.1 — RELACOES METRICAS

Seja ABC um triGngulo re-
tédngulo em A e seja AH a altura
relativa & hipotenusa.

Fazendo CAH=x e BKH=;,
verificamos imediatamente que

-

B=xeC= ; Portanto, os tri-

CAPITULO 4

o

C

H B

dngulos retdngulos HAC, HBA e ABC sdo semelhantes, como mostra a

figura abaixo. A

catetos
altura

Ly

catetos

hipotenusa

proje¢cdes dos
sobre
a hipotenusa.

2
[wil
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Temos, entao,

AHAC ~AABC —> 2 =P m .
a c b
bc = ah |
=>
b? = am I
C h n
AHBA ~ AABC —> — = . = . —>
a b C
= c® = an I
b m
AHAC ~ AHBA —> == = — = — =—>
C h
—_— h? = mn v

A partir destas, conseguimos ainda duas outras relagdes impor-
tantes,

a) Teorema de Pitdgoras
Somando membro a membro Il e lll, temos
b? + ¢ = am 4 an

b2+ ¢2 = alm+n), mas m+n=a =—>

— b? + ¢ = a? v
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b) De |, temos bc = ah —>

[
1 c b2
= T g g
_ 1 1 1
= 2z 2 + 2 Vi
h b C

concluimos, portanto, que em um friGngulo reténgulo,

a) cada cateto é média geométrica entre a hipotenusa e sua pro-
jecdo sobre ela;

b) @ altura relativa & hipotenusa é média geométrica entre as
projecbes dos catetos sobre a hipotenusa;

c) o quadrado da hipotenusa é igual & soma dos quadrados
dos catetos;

d} o produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela
altura;

e) o inverso do quadrado da altura é igual a soma dos inversos
dos quadrados dos catetos.

4.2 — TRIANGULOS RETANGULOS COM LADOS EM PROGRES-
SAO ARITMETICA

Sejam x —R - x x4+ R, R >0 lados de um trigngulo
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retdngulo. Entdo, por 4 - 1 —V,
(x + R)? = (x — R)® + x*
:a(g—{—QxR%—R'z:>(2—-2)(R-1-R2—+-x2
4xR = x* como x #= 0,
x = 4R.

Os lados do trigngulo retangulo sao, portanto,

3R, 4R e 3SR

4.3 — TRAPEZIO ISOSCELES CIRCUNSCRITIVEL

A altura de um trapézio isésceles circunscritivel pode ser calculada
em fungdo das bases do trapézio.

Porque o trapézio é

b! circunscritivel,
2a = b + b/,
1
' b + b’
9 : ou a = +b,
h | 2
[
‘ E também
- = ' 2x = b — b’
b | ou  x=2"F

Temos, entdo,

! 7\ 2
(b_ib)z = (Efé) 4 h? =3
2 2
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4.4 — TANGENTE COMUM A CiRCULOS TANGENTES

Se dois circulos
sdo tangentes exte-
riormente, o segmen-
to da tangente co-
mum externa pode

ser calculado em fun-

¢do dos raios,

Sejam A e B centros de dois circulos tangentes exteriormente de
raios R e r e BC paralelo a TT’, como mostra a figura.

Temos T =1t
AB =R+ r
AC =R —r
BC =1t

Do triGngulo ABC, retdngulo em C, vem

R+n>+(R—r?+ 1

ARr = t* =>

—=> t = 2+/Rr.

4.5 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

81. Calcule a altura do triGngulo eqiildtero de lado a.
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Solugéo

A rela¢do de Pitagoras fornece

o
a® = —G—) + h* ou
2

Resposta: h = - Y.

82. Em um circulo de raio 13, considere uma tangente t e uma corda
AB paralela a t, distando 8 dessa tangente. Calcule o compri-
mento da corda.

4 T Solugdo
- A
2
B
_]%

Consideremos o didmetro CD perpendicular « AB e o tridngulo

- AB
ACD, retangulo em A. Seja x = 5 .
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Aplicando a relagdo IV, temos
x2=8 .18
x? = 144
x = 12 => AB = 24,
Resposta: 24

83. Seja ABC um tridngulo isésceles de base BC = 12 circunscrito
a um circulo de raio igual a 3. Uma parelala & base BC tan-
gente ao circulo determina nos lados congruentes os pontos D
e E. Calcule DE.

A

1.2 Solugdo

Porque C -+ E = 180° g— + —QE~ = 90° sendo a tridngulo OCE
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retdngulo em O. Como OF é altura relativa & hipotenusa e como
Cl = CF = 6 e EF = EL = x, a relagdo IV fornece-

32 =6.x => x=—3—-':-> DE = 3.
2
2.2 Solugdo

Como BCED é um trapézio isdsceles circunscritivel, por 4.3 temos

BC=b =12 h = +/bb’

DE = b’

L =h=6 6? =12 . b’ =>
=> b’ = 3

Resposta: 3

Em um triGngulo ABC, as medianas que partem de A e de B sdo
perpendiculares. Se BC = 8 e AC = 6, calcule AB.

Solugdo A

4>+ b2 =9
4b? + a? = 16. Somdndo
502 + 5b%2 4+ 25 —=> a? + b* = 5.
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Ent&o, 4a 4+ 4b% = 20 =>
—> AB? = 20 => AB = 24/5

Resposta: 2+/5

85. E dado um quadrado ABCD de lado 8. Traga-se um circulo tan-
gente ao lado BC passando por A e D. Calcule o raio desse

circulo.
Solugdo
A 4 ! 4 e
r P P =44 (8 —r)?
' 2= 16 + 64 +rF — 16r
i w
| 16r =-50
1T
\ " / r=25
]
B c 1

Resposta: r = 5

86. Calcule a hipotenusa de um triGngulo reténgulo sabendo que um
dos catetos mede 3 e que a bissetriz do &ngulo reto mede \2.

Solugdo
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:>b:_§m
2

Resposta: % \V'5

87. Calcule o lado a de um tridngulo sabendo que os lados b e ¢
medem respectivamente 5 e 7 e que a projegdo de b sobre ¢
mede 3.

Solug¢do
1.% hipétese: A < 90°
’; 52 =324 h* => h = 4
S 1h a s 0 0 9
! a® = 42-+4°= 2 . 4" =—>
|3”74 1 :>G:4‘\/—i.
b=k

2.5 hipdtese: A > 90°

52:32+h2=> h:4
a’ = 424+10% = 116 =>

— 2+/29.

Resposta: 4\/5 ou 2\/_2_9—

88. Num trlangulo ABC, retdngulo em A, tragam-se a altura AH e os
segmentos HE e HF perpendiculares a AB e AC, respectivamente.

Se BE.= p e CF = g, prove que

Ve e
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mas ¢ = an ou n = —— . Logo,
a
2
a P . ¢ = a’p => ¢f = alp? (1)
a c
ACHF ~ ACBA => & =9
a b
b2
mas b2 = am ou m = — - logo,
a
b2
i n— _C’_ T b3 —_ 02q —— bﬁ == G4q2 (2)
a b

Como b? + ¢ = a?, temos
Vet + gt = Vs —>
e Ve =

C.Q.D.
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As bases de um trapézio medem 17 e 6. Os lados ndo para-

lelos medem 5 e 4+/5. Calcule a altura desse trapézio.

Solugéo
5]
5 h h 4V5
"
x| 6 )i y
T |
17
x+y+6=17 => x-+y=11
25 = h* 4 x*
80 = h* + y2
Subtraindo,

55 = (y2 — x%) =y + x) ly — x)
55 =11y —x) =>y—x=25
y+x=11
y—x= 5
h?=52—32=25—9=16=>h=4
h? = (44/5)2 — 82 = 80 — 64 = 16 => h = 4

Resposta:
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90. Se o, b, c e d sdo lados de um quadrilatero de diagonais per-
pendiculares, prove que

a? 4+ 2 = b? 4+ d2

Solugdo

a? = p? + g2

d2

a? + ¢z = p2 + q? + m? + n? —

b2

=> | a2 + ¢ = b2 + d?2
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PROBLEMAS PROPOSTOS

1.

92.

93.

94.

95.

Os ludos de um triGngulo

desta progressdo é:

A)

B)

Os catetos de

tenusa mede:
A)

B}

Os catetos de
desses catetos

A)

B)

Vs

14+ /5

E)

retGngulo estdo em progressGs geométrica.

NRA.

A, C. MORGADO /E. WAGNER/ M. JORGE

A razdo

um trigngulo retdngulo medem 15 e 20. A altura relativa & hipo-

E)

NRA.

C)

D)

12

15

um tridngulo retdngulo medem 3 e 6. A razdo entre as projegdes

sobre a hipotenusa é:

1

E}

NRA.

C)

D)

1

4

Em um tridngulo retdngulo, a hipotenusa mede iC e a altura a ela relativa mede

3. © menor cateto desse tridngulo mede:

A)

B)

2\/5

2\/./5

E}

NRA.

Q)

D)

3\/5

N/ 10

Considere um tridngulo eqﬁilétéro ABC de lado 12, uma altura AH e o ponto M,

médio dessa altura. O segmento BM mede:

A)

B)

\e
\/ 28

E)

\/98

C)

D)

6

\/63
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96. Considere um ponto P no interior de um quadrado de lado a, de forma que tenha
mesma distGncia a dois vértices consecutivos e ao lado oposto a esses vértices.
Se d & o distdncia comum, entdo d vale:

3a 3a
A} —— C) -
5 8
5 2
B) o o) Y
8 2
a
E) —-
2

97. Calevle o perimeitro do trapézio da figura

24
A) 120 -
B} 132
C} 138
D} 145
E}] NRA,
50
98. Calcule o hipotenusa do tridngulo reténgulo sendo h = 9 e n = 12.
A) 16
B) 18
C} 18,5 h
D) 20

E) NRA. #p /L/JF

992. Em um trigngulo ret@ngulo, as proje¢des dos catetos sobre a hipotenusa medem
18 e 32, O perimetro desse triGingulo é igual a:

A) 120 C) 132
B} 125 D} 150
E} NRA.
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100. Em um trapézio isésceles de bases 5 e 3, a altura & igual a 2. Os lados. con-
gruentes do trapézio medem:

5 .

A — C) /5
2

B} 3 D) 6

E)} NRA.

101. As bases de um trapézio circunscrito a um circulo medem 9 e 6. Cada um dos
outros dois lados do trapézio mede:

A) 4,5 c) 7,5

B) 6 D) 8

E) NRA, (EPUSP — 66)

102. Em um trapézio ret@ngulo de bases 1 e 3, a altura & igual a \/3_ Entdo assi-
nale a afirmativa falsa:

A) o lado obliquo as bases mede \/?

B} & menor diagonal mede 2

C) a maior diagona! mede 24/3

D} uma das diagonais é perpendicular ao lado obliquo &s bases

E} uma das anteriores é falsa.

103. O raio do circulo inscrifo em um triGngulo equildtero de lado igual a 6\/.:; mede:

A} A3 Q) A6
B) 24/3 D} 3

E) NRA.

104. Um trapézio isdsceles & circunscrito a um circulo. Se seu perimetro & 36 e uma
base é o quintuplo da outra, a altura desse trapézio mede:

A) 6 ) 35
1 -
B) —,;\/13 D} 24/2

E) NRA.
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105.

106.

107.

108.

109.

Num tringulo reténgulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a esté inscrito um circulo.
O raio desse circulo é:

b _ o
A) —+;——-°— C) AaZ — b?
B) 2{a+ b+ ¢ D) a+ b+ ¢
3 2
E) NRA. (FEIUC — &7)

Dois circulos de roios 9 e 4 sGo tangentes exteriormente, O comprimento do seg-
mento da tongente comum externa mede:

A) 6 ) 9
B} 8 D) 10

E)] 12

A distancia entre os centros de dois circulos é 37. Se os raios desses circulos me-
dem 20 e 8, o segmento da tangente comum externa mede:

A) 30 C) 33
B) 32 D) 34

E) 35

A distancia entre os centros de dois circulos é 53. Se os raios desses circulos me-
dem 20 e 8, o segmento da tangente comum interna vale:

Al 45 C}] 48
B) 46 D) 50
E) 52
Considere um tridngujo ABC de catetos AB = 5a e AC = 4a. Pelo ponto M,

médio de AC, trace MN perpendicular @ AC. Se N & exterior ao tridngulo e se
MN = a, BN mede:

A) 7a C) 5av/2
. 15
B} a+/40 D) —;

E} NRA.
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110. Calcvle x na figura l 8
A}l 4
X X
B} 4,5
C) 5
D) 6 0
E)] NRA.
XT+2
P
+

111. O perimetro de um triGngulo reténgulo é 12 e a altura relativa & hipotenusa
mede 2. A hipotenusa desse tridingulo mede:

A} 5 C)y 6

36 41
B) —— D) ——
7 8

E] NRA.

112. O raio do circulo inscrito em um losango de diagonais 2 e 4 mede:

N o V3
5 5
5 5

E) NRA.

113. Um trapézio ret@ngulo de bases ¢ e b possui diagonais perpendiculares. A altura
desse trapézio mede:

ab R
A) C) b
at+b . \/0
a+b
B} 2 D) n&o pode ser calculada

E) NRA.
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114. Considere um quadrado Q) de lado a e cinco circulos de mesmo raio r, interiores

a @, dos quais um & concéntrico com Q e tangente exteriormente aos quatro outros,
e cada um destes tangencia dois lados consecutivos de Q. Entéo, r & igual a:

A o(2--3\/2) - a(\/z—l}

aln/3 —/2) a
8

D) —
5

B}
E] nada disso. (CICE — 70)

ENUNCIADO RELATIVO AS QUESTOES 115 E 116

As retas r e s sdo perpendiculares a t, como mostra a figura. Sabe-se que
AB = 2q, BC = 3a e que AC é perpendicular a BD.

115. AD mede:

S
r
A) «a C
B) 2a
3
C) —a
2
Dc
4
D) —a
3
E} NRA.
] [ 1 t
A B
116. DC mede:
5 .
Al ;u C) 2a\/7
- L
B) 3a D} — /61

E} NRA.
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117. O raio do circulo inscrito em um setor circular de raio r e &ngulo de 60° é:

r r
Al — Q) —
2 4
r
B) -— D} —
3 5
E)} NRA. (EPUSP — &7)

118. P & um ponto interior a um retangulo ABCD e tal que PA =3 PB = 4 e PC = 3.
Entdo, PD mede:

A 243 C) 343
B) 342 D) 44/2
E) 2.
119. E dado um tridngulo ABC reténgulo de hipotenusa o e catetos bec.lb<ch

Pelo ponte M, médio da hipotenusa BC, traga-se M perpendicular a BC (N & AC)
O circulo circunscrito ao quadriléterc CAMN tem raio igual a:

02 02
Al —— Q)
2c 4c
a? a?
B) D)
ab 45
E) NRA.

120. Sejam b e c catetos e h a altura relativa & hipotenusa de um tridngulo retdngulo,
Podemos, entdo, afirmar que a equagdo

2, 2 +'I
— X" — —x — =
b h c

A} tem sempre raizes reais

B} tem sempre raizes imagindrias

C) tem sempre raizes cuja soma dos quadrados & 4a°
D) sé terd raizes reais se h> > bc

E] nada se pode afirmar.
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121.

122.

123.

124.

Considere um semicirculo de centro O, didimetro AB e raio R. Construa interior-

mente a esse semicircule dois ovtros de didmetros AO e OB e um circulo tangente
interiormente ao primeiro e exteriormente ao segundo e terceiro semicirculos. O

raic deste circulo é:

A) c)

B} D}

wlo Niwm
u,'g IR

E} NRA.

Sdo dados dois circulos tangentes exteriormente de mesmo raio R. Calcule o raio
do circulo tangente cos dois primeiros e a tangente comum externa.

R
A —
2
B
3
C) 7
< <
R
D) —
5
E} NRA.

As bases de um trapézio reténgulo circunscritivel a um circulo medem 15 e 10.

Sua altura mede:
A 10 C) 842
B} 12 D} 545
E} NRA.

Calcule o raio do circulo inscrito em um tridngulo cujos lados medem 5, 5 e 6.

a >

A) 1 p

B — D) 2
4

E) NRA.
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125. Seja ABCD um quadrado de lado a, como mostra a figura. Por A e C tragam-se

- a
Al e CL paralelos. Se a distGncia entre essas paralelas é ;, calcule DJ = BL = x,

3a D J C
A) »

4

3a
B)

S a

5 Q

4q
C}

5
5 V5

5

E} NRA.

126. Calcule x na figura

A A5
B) \/7
C) 33
D) A/10

E) NRA

127. Calcule o hipotenusa de um tridngulo retdngule sabendo que um cateto & igual a
6 e que a projeg¢@o do cutro sobre a hipotenusa & igual a 5.

A) 643 C) 8

_ 28
B) 44/2 D) BN
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128. Em um circulo de raio é estd inscrito um tritngulo ABC onde A = 45° Entao,
A) AB = AC C} BC = 612

3v2

B) BC =6 D) BC

Il

E} NRA,

129. Dois circulos de raios R e 4R sdo tangentes exteriormente e tangentes a uma reta
nos pontos A e B. Entdo, AB vale:

A) 2R
7
B} —R
2
10
C}) —R
3
D) 4R
E) 5R

R
' A B

130. Caleule x na figura sabendo que AB & um didmetro e t & tangente em B no cir-

culo.
o
A) 10 ©
B) 12 -
C) 15
D) 18

il
T

E} NRA.
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131. Dois circulos de raios 8 e 10 sdo ortogonais. O comprimento da corda comum é:

_ 3

A A0 A V10

4 5

B) ?\/10 D) —3—\/10
E) NRA.

132. Pelo vértice A de um quadrado ABCD traga-se uma secante que encontra CD em
E e o prolongamento de BC em F. Se AE = 3 e EF = 1, o lado do quadrado
mede;:

Q
A R
) 5
A D
g 2
3
@
o I
2 E
15
D) —
7 —— —
8 C F
g 12
5

133. Cailcule a altura de um trapézio isésceles de bases iguais o 10 e 6 sobendo que.
as diagonais sto perpendiculares aos lados obliquos as bases

Al 3- ct 5
B) 4 - Dl W5
E}) NRA.
134. Uma corda de um circulo corta um de seus diimetros segundo um &ngulo de 45°

A corda fica entdo dividida em dois segmentos que medem 12 e 6. O raio desse
circulo mede:
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&
A) 2410

B) 3410

C) 65 as°
D) 10 .
E) NRA.

135. A base maior e um dos lados congruentes de um trapézio isésceles circunscritivel
medem respectivamente 16 e 10, A cltura desse trapézio & igual a:

Al 4 C} 8 E) NRA.
B 6 D) 9
136. Considere a figura que consiste em um segmento AB de comprimento a e dois

arcos circulares AC e BC de raio a e centros respectivamente em B e A, O raio
do circulo inscrito nessa figura, tangente ao segmento AB e aos arcos AC e BC, é:

_ 3
A (V2 — 1a c) 8“
B) \/2 a D} 'E.—
4 5
E) NRA. (CICE = 70}

137. ABCD & um trapézio, CD = 25 ¢ AD = 15

A B
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Entdo,
Al AC = BD = 24
B} sua altura vale 10
C) ABCD & circunscritivel
D) AB=7

E) NRA. (TESTE VETOR — 72)

138. Na figura abaixo, ABCD & um quadrado, Calcule seu lado sabendo que M é
ponto médio de AB, CP perpendicular a MD e MP = 3.

A D
p
B /&\
./"'/
A 5 '// N\
_ M
B) A7 !
¢} 24/5
D} indeterminado
E) NRA. B C
(V.. DEZ 71)

139. O raio do circulo circunscrito a um tridngulo isésceles de base 6 e altura 9 &:
A) 4 C) 6

B} 5 D) 6,5

E) NRA.
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140. Dois circulos de raios 4 e 1 sdo tangentes exteriormente, como mostra a figura.
Calcvle o raio do circulo tangente a estes circulos e a tangente comum externa,

1
A) :
2
1
B) —-
3
3
c) —
5
4
D} - i
9

E) NRA. 4



CAPITULO 5

TRIANGULOS QUAISQUER

5.1 — LEI DOS CO-SENOS

Em um triGngulo, o quadrado de um lado é igual & soma dos qua-
drados dos outros dois menos o duplo produto destes dois lados pelo

co-seno do dngulo formado. B

Demonstragdo

Seja ABC um triGngulo de h
loados BC = g, AC = be AB = C. |
Consideremos ainda a altura 1|
BH = h e a projegio AH = x do A H
lado AB sobre o lado AC. x |

Temos, entdo,

ABHC => a? = h?+ (b — x)?
ABHA =—> h? = ¢? — x?
=> a’=¢c?2— x4+ (b — x)2 =>
=> a? = c¢? — x? 4+ b% 4 x? — 2bx
a? = b? 4+ ¢ — 2bx

X
— >

ABHC —> cos A —
C

=> X = C ' COs A.

—_——

(1)
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Substituindo 8 em (1), teremos

az = bZ 4+ ¢ — 2 bec - cos A

b2 = a2+ ¢2 — 2 ac - cos B

Analogamente,

2=a24+ b? — 2ab . cosC

O leitor deve notar que ndo hd alteraciio alguma se A > 90°, pois

=> a? = b? + ¢ + 2bx (2)

masi—zcos(ISOo——X)= — cos A —> x = — ccosA.
c

Assim, substituindo em (2), chegariamos novamente a

a2 = b%2 4+ ¢2 — 2bc - cos A.

5.2 — SIiNTESE DE CLAIRAUT
Observando a lei dos co-senos, podemos escrever
A < 90° <=> qa? < b% + ¢?
= 90° <=> a? = b? + ¢?

>)

A > 90° <=> a? > b? + ¢
5.3 — LElI DOS SENOS (Lamy)

Os lados de um tridngulo sdo proporcionais aos senos dos angulos
opostos na mesma razdo do didmetro do circulo circunscrito ao tringulo.
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Demonstragdo

Seja ABC um trigngulo
de lados a, b e ¢ inscrito
em um circulo de raio R
e seja BJ um didmetro
desse circulo. Como o tri-

éngulo BIC retGngulo

é
em C e como J = A, vem

senA = — => = 2R. Analogamente,

a b C

sen A sen B sen C

5.4 — RELAGAO DE STEWART

Seja ABC um triGn-
Fa
gulo de lados a, b e c e "(f

seia x o comprimento de B

uma ceviana AD que di-

vide BC em dois segmentos

m € n.
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Da lei dos co-senos vem

AABD c2 = x2 -+ m?2 — 2xmcos oL (1)

AADC b? = x2 4+ n? — 2xm cos (180° — o) (2)

Multiplicando a primeira equagdo por n, a segunda por m e lembrando
que cos (180° — a) = — cos &, temos

¢n = x*n 4+ m?n — 2xmn cos &
b?m = xm + n?m 4 2xmn cos &. Somando,

bZm 4+ ¢2n = x)m + n) + mn{lm 4+ n), mas m + n = q,

b2m + ¢2nh = x2a + mna.

5.5 — TEOREMA DE MENELAUS A

Uma reta qualquer
determina, sobre os lados
de um triGngulo ABC, os
pontos L, M e N, como

mostra a figura.

Mostraremos que LA . M8 . NC = 1.

LB MC NA
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Seja AJ//r.

Considerando as paralelas e LA LB LA MB

as secantes BLA e BMJ, temos = ou = = 1,
M) MB MJ LB

E_c:go-ra, das secantes MJ e MJ MC MU NC

AN, tiramos = ou = = 1.
NA NC NA MC

Multiplicando membro a membro, temos

LA MB MJ NC
MJ LB, NA MC

=1 ou

LA MB NC

— . = 1

LB MC NA

5.6 — TEOREMA DE CEVA

Consideremos em um triGngulo ABC trés cevianas, AM, BN ‘é CL. Se
LA MB NC

essas trés cevianas forem concorrentes, entdo . . = 1,

LB MC NA

e reciprocamente.
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— (;1'77 B r
- — Seja r // BC.
Dos trigngulos
melhantes formados,
B M C temos
MB AP’ NC  BC LA _ AC
MC AC’"  NA AR LB BC

Multiplicando membro a membro,

LA MB NC _ AC’ AB _ BC

= . = =

B MC NA BC AC’  AB

LA MB NC
LB MC NA

5.7 — CALCULO DAS PRINCIPAIS CEVIANAS

a} Mediana

Seja m, a mediana relativa co lado a de um triGngulo ABC
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A relagdo de Stewart fornece

2.9 1. Qe mia+ 22
2 2 2 2

1 2 02
- (b2 + c2) = ma + -
2 4

> _ 224 ¢) — o
¢ 4

m

mg — \/2 (b2 + c?) —a’

1
2

Analogamente,

1 :
mu:_i /2(b2—i—c2)—~c2

my = % V2 (a2 +¢?) — b?

1
me = — V2(a® + b)) — ¢

b) Altura

Seja h, a altura relativa co lado @ de um tridngulo ABC.

A
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Da lei dos co-senos,

b? = a? + ¢ — 2accos B

BH

h2

a

h2

p——
BH

c? 1+ q? — b?
2a

@ C2—|—c2—b2 2
2a

4 a%c? — (2 4+ a? — b2)?
4a?

(2ac)? — (c? 4+ a? — b?)?
4qa?

(2ac + ¢2 4+ a? — b2{2dac — ¢ — a? + b?)

4q2

[{a + ¢)2 — b%¥[b% — (a — c)?]
4q2

@+ c+ bila+c—blla+b —c)b +c¢c— a)

4q?
a+b-+c=2p
b+c—a=2(p — a)
at+c—b=2(p—>b)

a+b—c=2(p—c |

16 plp — a)(p — bl{p — ¢}
4q2

2 Vplp — allp — bl(p — ¢

d

107
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Analogamente, se

h, = 2 Vplp — a)lp — b](‘p —c) entdo
a

3.
o
I

%- '\/p(p — a)p — b)(p — <) e

he = f— Vplp — allp — blip — ¢

c) Bissetriz inferna

Seija iy @ bissetriz interna relativa ao lade a de um ftri-
dngulo ABC. A

De 2.7, temos

ac

m = :
b+ ¢
ab

n-=
b+ ¢

B D
m |l n
T
a
| 1
A relagdo de Stewart fornece

b2ac c?ab 5 - a’bc . a
= xa + ——— —
b+c b+tc (b + c)?

be (b + <) x4 a?bc

b+ c (b + ¢)?
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be{b + ¢)2 — a?be .
= x

(b + c)?

<2 be (b + ¢)? — a?]
(b + ¢)?

o bcb + c + a)lb + ¢ — a)

(b + ¢)?

x2:bc.2p.2(p—c)

(b 4 ¢)?
4

2 —

x b o beplp — a)

X = : _2|_ C‘\/bcp(p — a).

Analogamente, se

Bia = b _2|_ - \/bcp {p—a), entdo
B = 2 V acp (p—b) e
a+c¢
2
e = b —_
Bi Y abp {p—«¢)

d) Bissetriz externa

Seja B.o © comprimento da bissetriz externa relativa ao lado a
de um trigngulo ABC.
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Ainda de 2-7, temos

X =Beﬂ
ac
m= —
|c — b]
. ab
|c — b]
No tridngulo ABD’, a relag¢do de Stewart fornece
X2C!—|—C2 ab — B2 ac +a.ab.cc
lc — b lc — b (c — b)?
0 —be (b —¢)? + bca?
x ==
(b — ¢)?
@ = bllat+b—c-{a+c—bl
(b — ¢)?
x? = be.2(p —b)2(p—c)
(b — ¢
4
x? = ————bclp — b){p — o
(b — P P
x Ve (p — bl lp—a
iy
Analogamente, se
Bea = \/bc (p — b) (p — C) entao
lb b —c|
Beb = Vv ac (p —allp —c)]| e
|q —c
2
ABec = — \/Gb (p—ﬂ) (P—b)
ja— b
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5.8 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

141.

142.

143.

Calcule o terceiro lado de um triGngulo sabendo que os dois
primeiros medem 5 e 8 e que formam 60°.

Solugdo

Temos b = 5, ¢ =8 e cosb0° :_L]Z_

Pela Lei dos Co-senos,

a?=5+4+82—-—2 .5 . 8-L ==> a =7

Resposta: 7

Determine a natureza do tridngulo cujos lados medem 12, 23 e-19.

Solugdo
Basta comparar
a? = 232 = 529
b2 4+ ¢ = 122 4+ 192 = 144 4 361 = 505
Como 529 > 505, ou seja, como

a? > b? + ¢?, o tridngulo & OBTUSANGULO.

Em um triGngulo ABC, AB = 10, AC = 14 e BC = 16. Calcule
cos B.
Solugdo
Temos: a = 16
b= 14
c =10
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144.

145.
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Pela Lei dos Co-senos,
bz=a?4+ c2—2ac . cosB =>

2 2 2

-~ a? -+ ¢ b

=—=> cosB = =
2ac

o~ 2 2 __ 2
. cosleé + 10 14 .

2.-16 .10

~ _ 2564100 — 196 _ 160

=> cos — =

1
320 320 2

~ 1
Resposta: cosB = ?

Calcule x no tringulo abaixo.

Solu¢do

Pela Lei dos Co-senos,
temos X+1

(X+2)2=X2+(X+1)2~—-2-x(x—l—])(—%) _>

1
pois cos 120° = — —.
2

=> x2+4x+4=x24+x2+2x+ 1 + x> 4 x =>
x = —1 (ndo serve)
=> 2x2 —x—3 =0 => 3

2

3
Resposta: _
P 2

Um tridngulo ABC estd inscrito em um circulo de raio igual a 13,
Se a = 10, calcule cos A.



GEOMETRIA I 113

146.

Solugdo

Pela Lei dos Senos, temos

c/\ = 2R => ]OA =26 —=> sen:&:—s—
sen A sen A 13
cosA= +V 1 —sentA= t ]_———25—=:t 144 :___]_2m
169 169 13
Resposta: = —]—2—
13
N n . abc
O produto dos senos dos &ngulos de um triGngulo é k s

onde a, b e c sdo os lados e R é o raio do circulo circunscrito ao
trigngulo. Calcule k.

Solu¢do
a — = b o = < — = 2R=—>
sen A sen B sen C
Senx= o’ senE'Z—b—, sena=-c—-
' 2R
Entdo,

sen A .senB -senC= —— = — - .

1
logo, k = —-
o 8

Resposta: —-
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147. Um observador v& uma torre segundo um dngulo o. Aproxima-se
x metros e passa a vé-la sob éngulo 2a. Aproxima-se mais
y metros e passa a vé-la sob &ngulo 3x. Calcule em metros a
altura da torre desprezando a altura do observador.

Solugdo J

Verificamos inicialmente que AJB = BJC = o e que BJ = x.
No trigngulo JBC a Lei dos Senos fornece

X o Y
sen (180 — 2q) sen o
sen 3 sen o sen 38 — sen o 2 cos 20, - sen O
y x—y .

sen o 2cos 20 - sen ot
N . 2

—> cos 20 = X7 o sen2a — /1 =% =
y 4y*

*
senp —seng = 2 cos ——— - sen
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148.

Do trigngulo JBH,

—_ 2
h = JB . sen20 =—> h:x.‘/]_(x y)

4y?
— 2
Resposta: h=x4/]1 — !i__)i
4y?
Em um tridngulo cujos lados medem: a = 8, b =7 e ¢ =5
calcule: a) h,, b) m., ¢ B
Solugdo
a=28
b=7 ==> p = 10.
c=25
2/
a) hy, = —Vplp —allp — b)lp — ¢
a
' = 5
ha=§-\/10-2-3-5=%-10-‘\/3=-5\/§

b) m, = %\/2(02+ b2) — 2

m, — %\/2(64 1 49) — 25 = —;-\/_2—57.

—L—\/ac(p — a)lp — <)

la — ¢

I

e) Beb

3eb=£V3.5.2.5:£.20=H_
3 -3

Respostas: a) %\/5, b) —;-\/ﬁ, c) >
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149. Calcvle x na figura.

x* 3x
2x

Solu¢ao

10

._..1}—.._-
——

A relacdo de Stewart fornece
x2.6-+9x2.4=4x2.104+4-6-10
2x2 = 240
x? = 120, x = 24/30
Resposta:  24/30.

150. Demonstre que as trés alturas de um tridngulo sdo concorrentes.

A

B ccos B b cos C C
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Pelo teorema de Ceva,

bcos A -ccosB -acos C

— — — 1.
acos B -bcosC - ¢ccos A

151. Na figura abaixo, calcule a razéo —j‘%—

3y
Solugdo

Consideremos o triGbngulo AMC e a transversal NJB. Pelo
teorema de Menelaus,
JA BM  NC
JM BC NA

JA 2x 3y JA
JM S5x Y JM

S
6
5
Resposta: —-
P 6

152. Demonstre que as trés medianas de um triGngulo sdo concor-
rentes.
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Solucdo
Como

AC’ BA’ Cp’

C’s A'C B'A
pelo teorema de Ceva

AC’ - BA" . CB’
C'B-A'C-BA

pum— ].

- X
153. Calcule a razdo — na

Y

Solugdo

Pelo teorema de Ceva,

35y:]—_:>_)5_:__ 5 8

6-8-x y 16
5
Resposta: —-
P 16

154. Caicule a altura de um trapézio cujas bases medem 30 e ¢
e cujos lados ndo paralelos medem 17 e 10.

Solugdo

Calcularemos « 17
altura do trian-
gulo ABC

a =21 B 21
b = 10 =>p:24J 30
c =17 T
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h = —527 24 (24 — 21)(24 — 10)(24 — 17)

h=_2 /24 .3 14.7 = -2 .84 =38,
21 21

Resposta: 8

PROBLEMAS PROPOSTOS

155. O tridngulo cujos lados medem 20, 29 e 21 &:

A} obtusangule C) ret@ngulo
B) isdsceles D) acutangulo

E) NRA.

156. Caleule cos o na figura,

2
A) 3— <) 1— \/E

B)

w |
~
)

E} NRA. 2

157. O tridngulo cujos lados medem 56, 33 e 66

A) tem um dngule de 30°

B) & acutangulo
C) é retangulo
D) é obtusé@ngulo
E) NRA,

i58. Em um tringulo ABC sabe-se que AC =7, BC = 8 e E = 60° Entdo, AB mede:
A) 5 C) 50u3
B} 3 D} 4

E) NRA.
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159. Cailcule o lado @ de um tridngulo ABC sabendo que b e ¢ medem*10 e 7 respec-
tivamente e que @ proje¢do de ¢ sobre b mede 0,25.

A) 12 C) A/143
B) 13 D) 4/129

E) NRA.

160. Ccaleule o co-seno de éngulo A de um tridngulo ABC, onde BC = 8, AC =7 e

AB = 5.
1 1
Al — ) —
3 5
1 ]
B) — D) —
4 6
1
E} —-
7

161. Calcule a tangente do dngulo C de um triéngulo ABC, onde AB = 6, AC = 5 e
BC = 3.

A) 4+4/14 C) —44/14
B) /14 D} —A14

E) NRA.

ENUNCIADO RELATIVO AS QUESTOES 162 E 163

Em um tridngulo ABC sabemos que AB = 6, A = 60° e B = 45°

162. O lade A—C_: mede:

A 6(n/3 —1) C) 61(3 —4/3)
B) 3{n/3 +1) D) 3+4/3
E) NRA.

163. A proje¢éio do lado BC sobre AB mede:
Al 3+4/3 C) 3(3—14/3)

B) 2(3 — 4/3) D) B(\/3 + 1)
E) NRA.
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164. Em um tridngulo ABC cuio; lados medem BC = 8, AC = 6 e AB = 4, considere
o ponto M do interior do lado BC tal que CM = 2. Entdo, AM mede:

A) 4 C) 342
B) 117 B} 419

E) NRA.

165. Considere o triingulo ABC de lados AB = AC = § ¢ BC = 4, Seja M o prolon-

—_ 1
gamento do lado AC tal que —5— Entdo, BM mede:
A) /30 €} 4/35
B) 4/33 D} /37

E) NRA.

166. Considere um quadrante AOB de raio R. Um ponto M do arco AB & tal que sua
disténcia ao raio OB é a metade dag sua distdncia no ponto A. Entdo, MA mede:

3

A) R C) —R
: 2
4 2

B) —R D} —R
3 3

E) NRA.

167. Em relagGo & figura abaixo, a partir da relagio de Stewart é verdadeiro con-

cluir que:
b2 _+_ c2 O2 + x2 A
A) =
m n
b2 c? x2
B) + =
an am mn
c x
O —+—+-— =1
m m a
b2 c2 x2
D) +—— - =1
an am mn

E) nada disso.
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A

168. Calevle x na figura.

Al A5
B) 24/5
C) 34/5
D) 342

E) NRA.

169. Calcule x na figura.

X+3
x X+1
X 2C
AT c) %5—
B) A2 D) o problema & impossivel

E) NRA.



GEOMETRIA Il 123

170. Em um triGngulo de lados 5, 7 e 11, a menor mediana tem comprimentoigual a:
% — 3 _
A) "21\/3 c) ?\/3

3, 1
8) ~2—\/35 D) ;\/35
E} NRA.

171. Em um tridngulo cujos lados medem 24, 20 e 16, quantas vezes \ﬁest& con-
tida na altura relativa ao maior lado?

A 5 c) 7
B) 6 D) 8
E) NRA.

172. Se os lados de um tridngulo medem: a = 12, b = 10 e C = 8, a bissetriz externa
relativa co lado ¢ tem comprimento igual a:

A) 154/2 C) 25¢/2

B) 201/2 D) 3042
E} NRA.

173. Se os lados de um tridngulo medem: a = 5, b = 7 e ¢ = 8, entdo a razdo entre
a altura relativa ao lado a e a bissetriz interna relativa ao lado b é:

10 5
A) — c) —
13 8
13 8
B} — D) -
10 5

E} NRA.

174. Os lados de um tridngulo ABC medem: AB = 13, AC =15 e BC = 14. Se H &
o ortocentro do tringule, entio HA mede:

Al 8 C) 8,25
B) 8,2 D) 84

E) NRA.



124 A. C. MORGADO /E. WAGNER /M, JORGE

175. A soma dos senos dos éngulos de um tridngulo é:

p = semiperimetro

A) L C}) P R = raio do circulo
R 2R .
inscrito.
2 2R
B —- p) —
R P
E) NRA.
176. Os lados de um tridngulo ABC sdo a, b e ¢. O valor de
cos A cos B cos C )
e:
a b
ab 4 bc + ca
Al o +b:4c? C
a? + b2 + ) e
B) : it i oL
a+b-+c 2abc
E}] NRA.
177. Um trngulo ABC tem lados o, b e c. Se E-I— 2A, entdo:
—~ — — b
A) sen B = 2 sen A C} cosA=—
2a
- u - - _—
B) senA = D) senC =sen A+ senB
b+ «c
E} NRA.
178. Na figura abaixo, vale:
A
Al 4
B) 5 4
0 =
3
20 J 1
D) —
3

E} NRA. B 3 M 2 C
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179. Calevle x na figura.

A) 6
B) 6,5
C) 6,75

D) 9

E) NRA,

180. Calcule’ x na figura, sendo:

AB =6

AC

]
o

BC

I
o
=

MA

i
o

NA = 2

PB = x

A) 10

—~— o

B) —

<} ——

D} 15

E) NRA.
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181. Na figura abaixo,

1
A'C = —BC,
3
BA=—CA e
1
C'B = — AB.
3
MN
A razdo ; é:
A - a -
2 7
2 4
B) — D\ —
5 9
5
E) —
Q

182. Se G é& o baricentro de um tridngule ABC, demonstre que

AB% + BC? 4 CA? = 3 (GA? + GBZ 4+ GC2).

183. Dado um tridngulo isésceles ABC de base BC e um ponto D qualquer de sua
base, prove que

AB2 — AD? + 8D - DC.

184. Determine o lugar geométrico dos pontos cuja soma dos quadrados das dist@ncias

-

a dois pontos fixos & constante e igual a k2.

185. Seja ABCD um reténgulo., Prove que para um ponte P qualquer

PA? + PC? = PB? + PD%
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186.

187.

i88.

189.

190.

Seja ABCD um reténgulo de centro ©O. Prove que, se um ponto P varia sobre um
circulo de centro O,

PA? 4 PB? 4 PC® 4 PD®

permanece constante.

Sd@o dados dois circulos concéntricos. De um ponto P varidve!l do circuio exterior
tragcam-se PA e PB, sendo A e B extremos de um didmetro do circulo interior.
Mostre que PAZ + PB? & constante.

Determine o lugar geométrico dos pontos P tais que PAZ -+ 3pPB’ = k2, k constante.

Sendo M e N os pontos que dividem em trés segmentos congruentes a hipotenusa
BC de um fridngulo retdngulo ABC, demonstre que

. 2
AMZ 4+ AN? 4+ MN? = 5 BCZ

Determinar o lugar geométrico dos pontos cuja diferenga dos quadrados das dis-
tancias a dois pontos fixos A e B & constante e igual a K2



CAPITULO 6

AREAS

INTRODUGAO

6.1 — DEFINICOES

Estudamos até agora nas figuras geométricas a sua forma, as
medidas de seus &ngulos e os comprimentos dos segmentos que as com-
pdem, assim como relagdes entre eles. Vamos agora estudar a exten-
sdo* das superficies limitadas peias figuras. Na figura abaixo, notamos
que a superficie do pentdgono ABCDE é claramente maior que a do
triGngulo XYZ.

Y

Duas figuras se chamam EQUIVALENTES se possuem igual exten-
sdto, independente de suas formas. Imagine o leitor que, depois de
recortarmos em uma mesma folha de papel duas figuras quaisquer

* A extensdo & um conceito primitivo.
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A e B, vamos pesd-las em uma balanga de precisgo. Se encontrarmos
pesos iguais, é porque a extensdo de suas superficies € a mesma, sendo
as figuras, portanto, equivalentes. Escreveremos, neste caso,

A~ B.

Se o peso de A for maior que o de B, entdo a superficie de A é maicr
que a de B e escreveremos

A > B.

Sejam A e B duas figuras tais
que sua intersecdo seja vazia ou

sejam apenas pontos de seus

F

contornos. A reunido de suas y/

superficies se chama soma das /
referidas figuras. Assim, //////
%

F= A+ B.

Se B estd contida em A, defini-

A
remos diferenca entre estas fi- % ///
guras a superficie formada pelos %
~ B
pontos de A que ndo pertencem //

a B. Se A e B sdo os retangulos

da figura ao lado, e F é a figura hachurada, entdo

F=A—B.

6.2 — AXIOMAS

A 1 — Duas figuras congruentes sGo equivalentes

A=B —> ~ B.



130 A. C. MORGADQ /E. WAGNER / M. JORGE

A 2 — A equivaléncia goza das propriedades reflexiva, simétrica
e transitiva.

i) A A
i) A~B <=> B=~A

iii) A=>=B
—> A~C

~ C

A 3 — As somas (ou diferengas) de figuras equivalentes sdo equi-

valentes.
A~ A,

—— A1+BI%A2+BQ
B, ~ B, )

6.3 — TEOREMA

Se duas figuras podem ser divididas em igual nimero de outras
respectivamente congruentes, entdo sdo equivalentes.

Realmente, se F, pode ser dividida nas partes A,, B,, C, ..._ e
se F, pode ser dividida nas partes A, By, Co. ... , e se
A = A,
B, = B,
C, = (G,
________________ temos
como Fr=A,+B +¢C, + ... . e

F2:A2+B2+C2+ ____________
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por 7.2 — Al e A3 concluimos que

Exempio | a

—_—

1 2a

Sejam A um quadrado de lado a e B um tridngulo retdngulo de catetos
a e 2a.

.
1

| e
\

Dividamos o quadrado em A,

duas partes A; e A,, como

mostrd a figura. A=A+ A,
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Dividamos também o tridn- By

gulo em duas partes B, e By,

| a | g +
como mostra a figura. 1 1 ]
B= Bf + Bz
Verificamos imediatamente que:
A, = B, e
A, = B,

Logo, podemos concluir que

i
m

A

6.4 — TEOREMA

Dois paralelogramos de bases e alturas congruentes sdo equi-

valentes.

1.°caso -— CD e C'D’ tém um segmento ou um ponto comum

ABCD F, + F,
ABC'D’ - F, - F,
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Como F,~F, e F, =~F,

ABCD =~ ABC'D’

2.° caso — CD e C'D’ ndo tém ponto comum.

D D, C D2Cy D' Co C!

Considerando tantos paratelogramos intermedidrios quantos necessdrios,

temos
ABCD =~ ABC,D, =~ ABC,D, =~ ABC'D’

6.5 — OBSERVAGCAO

Em vista do demonstrado em 7.5, podemos afirmar que todo
paralelogramo é equivalente a um retdngulo de mesma base e altura,

b b
6.6 — AREA DE UMA FIGURA
Vamos associar a toda superficie limitada um nimero real positivo

ou nulo
A |— S(A)
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Assim, a uma figura A foi associado um nimero S(A) (drea de A)
tal que:

1) Duas figuras equivalentes possuem dreas iguais

~ B => S{A) = S(B)

2) A drea de uma figura composta de vdérias partes é a soma
das dreas dessas partes.

A:A1+A2+A3+ ........ —_>
==> S(A) = S(A,) + S{A,} + S(A;) +

6.7 — TEOREMA

A razdo entre as dreas de dois retdngulos de bases congruentes
é o razdo entre suas alturas

A B

bl

x{ x{

a a

Sejam b e b’ comensurdveis. Logo, existe um nimero x que ‘‘cabe”
um ndmero inteiro de vezes em b e em b’. Temos entdc

b = mx

b’ = hx b’ n
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Podemos, entdo, dividir A e B em retdngulos congruentes de base a
e altura x. Se s &€ o drea de cada um deles, temos

S(A) = ms B S(A) -
N = (11)
S(B) = ns S(B) n
Por | e Hll, temos
S(A) _ b
S(B) b’

Se b e b’ ndo forem comensurdveis, chegaremos a idéntico resultado,
pois x pode ser tdo pequeno quanto se queira. Assim, podemos dizer que

“A razdo entre as dreas de dois retdngulos que possuem uma di-
mensdo congruente é a razdo entre as dimensdes ndo congruentes.”

6.8 — TEOREMA

A razdo entre as dreas de dois retdngulos é a razdo entre os
produtos de suas dimensdes.

Sejam

retangulos dimensoes area

A o, , b, s (A)

B a, , b, s (B)
coensideremos

C a, , b, s (C)
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Por 7.8, podemos escrever

S(A) _ b,
$(C) by
S(C) _ @ Multiplicando,
S(B) =P
StA)  SIE) e B
S(C) S(B) d, b,

. S(A) _ O b,

S(B) ap by

6.9 — UNIDADE DE AREA

Devemos considerar a superficie de extensdo unitdria. Esta é ar-
bitrdria, como acontece com qualquer unidade. Consideraremos, entdo,
como nossa unidade de drea a drea do quadrado de lado unitdrio

Qy

-+

' —_

s(Q,) = 1.

6.10 — AREA DO RETANGULO

Sejam

retangulos

dimensoes

4
area

R

Qq
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Por 7.9, temos
S _ o
1 1.1

ab |

6.11 — AREA DO PARALELOGRAMO

137

Consideremos um paralelogramo de base b, altura h e drea S.

Tendo em vista ¢ demonstrado em
7.5 e 7.6, concluimos

S=0b:-h

6.12 — AREA DO TRIANGULO

/

-

b———

h

|

b

|

1

1

Consideremos um paralelogramo de base b, altura h e drea 2§,

e o tridngulo formado por dois
lados consecutivos e uma diagonal,
como mostra a figura. Natural-
mente que § é a drea de cada um
dos tridngulos congruentes em que
o paralelogramo ficou dividido.
Assim,

2S = bh =—>

6.13 — AREA DO LOSANGO

———

N[U

_t
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Seja $ a drea de um losango de diagonais D e d. Temos entdo

D
e D d
S =2 => |8 ="
2 2
6.14 — AREA DO TRAPEZIO
*ﬁ b = Seja S a drea de um trapézio de
s, .~ bases b e b’ e altura h. Por meio
h- - . de uma diagonal, dividimos o tra-
i 7 1 pézio em dois triGngulos de dreas
_+' o b S, e S,. Entdo,
S — S]_ + 82
h / /
S = b + b'h > S = b+ b h
2 2 2
ou simplesmente —> S=b,-h

6.15 — AREA DO POLIGONO REGULAR

Sejam

S = drea do poligono regular

| = medida do lado

a = medida do apdétema
n = nUmero de lados l |
p = semiperimetro do poligono I ? 1
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Como o poligono pode ser dividido em n triGngulos congruentes
de base | e altura g, temos

Mas n - | é o perimetro do poligono; logo,

6.16 — AREA DO CIRCULO

Seja S a drea de um circulo de raio R e seja Sp a drea de um po-
ligono regular de n lados nele inscrito.

P — nR*
Se n— =, entdo a—R
Sp —> §
Assim,
S = lim Sp = lim pa = 7#R-R = 7R Entdo,
n—ow n=—»ox
S = #R?

6.17 — AREA DE UM SETOR CIRCULAR

Como a drea do setor varia
linearmente com © @ngulo central,

S = ma. Mas

se o — 2rrd, S =wR%. Logo,

R2 )
7R? = m 27 —> m=—2—.
* O comprimento do circulo é dado em fungdo do raio por C = 27R, onde 7 & uma

constante aproximadamente igual a 3,1416.
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Assim, S =

6.18 — AREA DO SEGMENTO CIRCULAR

R
o R? R . Rsen 0!
S = - — =
2 2
Rz -~ — -~
— S = —-2— (0 = seno) o em rd.

S = 7R%Z — 7 r?

$ =« (R* — r?)
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6.20 — AREA DO TRIANGULO EM FUNGAO DOS LADOS

Consideremos um tridngulo de drea S, laodos a, b e ¢ e alturas
h,, hy, h..

Sabemos que

2
h, = —\/p(p — a){p — b)(p — ¢), sendo p seu semiperimetro.
a

Multiplicando por % vem

—2--h‘,=%-3Vp(p—a)tp—b)(p—c) —
(o]

==> | S = Vplp—alp —blp —c |*

6.21 — TEOREMA

Um tridngulo é equivalente a um reténgulo de mesma base que a
do tridngulo e altura igual d metade da do tridngulo.

Al

=2

* Este radical é conhecido come 'radical de Heron’'. Heron — séc. | d.C,
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T=A+8B +C

R=A"+B +C mas
A~ A

B ~ B —> T~~R
C~C

Dai concluimos que

Dois trigngulos de bases e alturas respectivamente congruentes

sdo equivalentes

A A

B C

S (ABC) = S (A’BC)

6.22 — RAZAO ENTRE AREAS DE TRIANGULOS SEMELHANTES

T A T
—_f e
h
| | | |
I b T | b! T
Sejam ' S(T) — S
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Se T~T =—=> :’ = :, = k (raz&o de semelhanga).
Entdo,
L
S 2
i =~
S l bl hf
2

> S

N
Sf

Portanto, a razdo entre as dreas de triGngulos semelhantes é o
quadrado da razdo de semelhanga. Estendemos facilmente esta con-
clusdo para poligonos e demais figuras semelhantes.

6.23 — RAZAO ENTRE AREAS DE TRIANGULOS QUE POSSUEM
UM ANGULO COMUM
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Consideremos os triingulos ABC e AB'C’ da figura que possuem
o dngulo A em comum. Sejam S e §’ suas dreas e h e h’ as alturas tra-

¢adas de C e C/, respectivamente. Temos entdo

S=AB-h A S,=AB-h
2 2
S AB h
Y AB’ h’
Mas h = AC - Logo,
h’ AC’
S AB - AC

s’ AB’ - AC’

A razdo entre as dreas de dois triGngulos que possuem um dngulo
comum é a razdo entre os produtos dos lados que em cada triéngulo

formam esse dngulo.

6.24 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

Calcule os catetos de um trigngulo retdngulo de darea igual a

o 108 ua™ sabendo que sdo proporcionais a 2 e 3.
Solugdo
2
-
108 — 2x - 3x _ 3%

Resposta: 12 e 18.

* Unidades de Grea.
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192.

193.

Dividir um trigngulo ABC

a) em duas partes equivalentes por uma ceviana
b) em quatro partes equivalentes por meio de trés cevianas.

Solucéo
A
a)
S S
B C
“"-"ﬂ'—_"—"JL ~" 7
X X
S 5
s — — s =
4 4

Considere um quadrado de lado a, um segundo quadrado
cujos vértices sao os pontos médios do primeirc, um terceiro
formado pelos pontos médios do segundo e assim sucessivamente.
Calcule o limite da soma das dreas dos quadrados.

Solugéao

2v2
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lados dreas
4 16
242 8
2 4
lim § = ]6] = 32
-3

Resposta: 32 ua

194. Calcule a drea de um triGngulo egqiildatero de fado a.

Solugdo
ho o V'3
2
h S — ._o_h >
av'3
| J s—_ 2 - @V3
1 Q 1 2 4
24/
Resposta: ' V3

4
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195.

196.

Sendo eqiilatero o triGngulo da figura, calcule a érea assinalada.

Solugdo
S — A— O
3
624/3 —
4
1 1 643 '
r:_h:m - = 3
3 3 2 \/
So = mr? = 7(4/3)2 = 37 ‘l s J

S = 9\/33— 3m =34/3—7

Resposta:  3+/3 — 7 ug

Calcule o drea de um losango de perimetro 40 sabendo que
uma diagonal é o dobro da outra.

Solugdo
D = 2d
10
5 d
s — d.d _ 42
2
d? 5d* %
100 = d? 4 =
4 4
=> d?* =80 —=>
S = 80

Resposfa: 80
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Um trigngulo de altura h é dividido por uma reta paralela &
base em duas partes equivalentes. Calcule. a disténcia desta
reta ao vértice. A
Solugdo
A ADE ~ A ABC x
razdo de semelhanga S h
. D/ E
k= e Sabemos que a / S \
razdo entre as dreas é o .
quadrado da razdo de B C
Ih . Entd
semelhanga ntdo, s x
25 h?
2
x2 = L > X = _h__.@
2 2
‘ h\/i
Resposta: e
2
A figura abaixo mostra um quadrado e seu circulo circunscrito.
Se a drea assinalada é igual a # — 2, calcule o lado do qua-
drado.
Solug¢Go
s- D> — N
R? R
r_2 =T __ R
4 2
R2
T—2 = — (r—2) —>
4

==> R? = 4 =—=> R = 2.
O lado do quadrado serd a = Ry/2 = 24/2
Resposta: 2~/ 2
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199.

200.

Num trigngulo isésceles ABC, AB = AC = a. Calcule sua drea

sabendo que é mdxima.

A
Solugdo
Q a
Seja h a altura relativa
ao lado AC. Entdo,
h=asenA e
. B C
S — ah _ «a a sen A :
2 2
A drea serd méxima se senA = 1 =—> A = 90° Entdo,
S — a*
2
2
a
Resposta:  —-
2
IME — 65.

Divida a drea de um circulo de raio R em n partes equivalentes
por meio de circulos concéntricos de raios ry, ro, rg, . Fi .. Fa_.

Estabelecer o valor de r, em fungdo de R, n e i.



150 A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE
Solugdo

A drea de cada parte sera

7R2

n

s =

Como o circulo r; estd dividido em i partes equivalentes,

9 L
ﬂ'riz = j R > r, = R J_I_
n n
Resposta: R‘/—'—-
n

201. Calcule a drea do trapézio de bases 25 e 4 e lados nao para-
lelos 17 e 10.

Solugdo

Calculemos a altura do
trapézio.

Tragando por um dos

vértices da base menor -
uma paralela ¢ um dos
lados obliquos, formamos |
um triéngulo de lados 17, 1 25
10 e 21. Sua altura sera:

a =21

b=17 => p = 24

c =10

2
e = — 24 -3.7-14 =8
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202.

203.

151
Entdo, a drea do trapézio serd

25 + 4
2

S = .8 =116

Resposta: 116 ua

Calcule a drea do quadrado inscrito em um tridngulo de base 12
e altura 6

Solugdo

12 6 6

=> a = 4.

Entdo, | |
| 12 [

S=42 = 16

16 ua

Resposta:

O perimetro de um tridngulo isésceles é 2p. Calcule a drea desse

trigngulo.
Solucao
x + x + xx/f = 2p —=>
—> x = p{2 — ‘\/5)
X - X x 2 p2(2 — 4/2)?
S — — -
xV2 2 2 2
S = p%3 — 2+/2).
]
a€Xx L
Resposta: p2(3 — 2+/2).
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204.

205.
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Em um circulo de raio R, AB é um diGmetro e AC uma corda que
forma 15° com esse didmetro. Calcule a drea do menor dos

segmentos circulares determinados pela corda AC.
Solugdo

R ,~ o~
x = —— (o —sena) v.6.18

S =150° = 2" 1d
6

—~ 1
seny = —
2
2
s:_ﬁ_(ﬁ_L)
2 6 2
2
S = R (57 — 3)
12

R2

(57 — 3).

Resposta:

O tridngulo ABC de lados a, b e ¢ da figura tem édrea igual a

36 uva. Se DC = —g— e CE = —z—, calcule a drea do triGngulo BDF.
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Solugdo

Pelo teocrema de Menelaus,

FA DB EC

. . = ] >
FB DC EA

c—x 2 1 c
S . b —— = ] = X = —
X 1 4 3

Como BDF e BCA t&ém o dngulo B em comum,

36 BA - BC 3 3 Q
==> 5§ = 8 va

Resposta: 8 va
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PROBLEMAS PROPOSTOS

206. Calcule a drea do retdngulo de perimetro igual a 14 sabendo que sua diago-

nal mede 5.

A) 6 C) 12
B) 8 D} 16
E) NRA.

207. Os lados de um paralelogramo medem 10 e 6\/:?;. Se esses iados formam 40°,
sua drea mede:

A} 90 C) 60
B) 120 D) 75
E) NRA.

208. A figura abaixo representa um triéingulo eqiiildtero de lado 6 e seu circulo cir-

cunscrito, A drea assinalada mede:

A} 2 — A3

B) 3r — 24/3
C) 41 — 343
D) 12r — 94/3

E) NRA.

1 ¢ r

209. Dois trifingulos s@o semelhantes, sendo a razdo de semelhan¢a igual a 3. A ra-

zao entre suas dreas é:
Al 3 c) 9

B) 6 D) 27

E) NRA.
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210. Dois circulos de centros A e B e raios R e 4R sdo tangentes exteriormente. Uma
reta é tangente em C e D aos dois circules. A drea do quadrildtero ABCD é:

A)  4R? c) 8r?
B) 5R2 D) 10R?
E} NRA.

211, Calcule o perimetro de um losange em que uma diagonal mede 10 equivalente
a um quadrado de lado igval a 5.

5 _
A) ?\/5 C) 104/5
B) 54/5 D} 5410

E} NRA.

212. Considere dois circulos concéntricos de raios R e 2R e centro ©O. Considere uma
corda AB do circulo maior tangente o circulo menor. Se a aGrea do setor AOB

-

& knR% k vale:

3
A) <) —
2
3 4
B) — D) —
2 3

E} NRA.

213. Se o raio de um circvlo é multiplicado por 2,5, a sua drea fica multiplicada por:

A) 5 C) 25
B} 10 D} 125

E} NRA

214. A 4rea de um triingulo retdngulo em que um cateto mede 45 e a hipotenusa 53 é:

A) 1.260 Cl 760
B) 930 D) 630

E) NRA.
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215. Em um trapézio isdsceles de bases 10 e 6, as diagonais sdo perpendiculares aos
lados obliquos as bases. A drea desse trapézio é:
A) 32 C) 24
B} 28 D) 20

E} NRA,

216. O circulo inscrito em um setor de 60° e raio R tem drea kRZ, nde k vale:

1 -3
A} — C) —
y 10
4
B) — D) —
8 15
E) —
Q
217. A 4rea do triGngulo da figura é:
A) 12
B, ]8 120° B
av3
C) 20
D) 30
E) NRA. i

218. Um trapézio reténgulo de bases 9 e 4 tem diagonais perpendiculares. Sua drea é:
A 26 C) 52
B) 39 D) 78
E) NRA.

219. A érea de um circulo inscritc em um triingulo eqiiilatero & 3éw. A altura desse
tringulo mede:

A) 6 C} 18
B) 12 D) 24

E) NRA.
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220. Se o raio de um circulo aumenta de 109%, sua drea aumenta de:
A} 10% c) 21%
B} 20% D) 100%
E} NRA.

221. A dGrea de um hexdgone regular inscritc em um circulo de raio 8 é:
A) 644/3 C) 844/3
B) 724/3 D} 964/3
E} NRA.

222. Os catetos de um triingulo reténgulo medem 16 e 30. A drea do circulo circuns-
crito o esse tridngulo é:

Al 174r C) 289
B} 211x» D} 316«
E) NRA.

223. O lado de certo guadrado aumenta de 309%,. Sua Grea entdo aume:ta de:

A) 159 C} 60%
B) 30% D) 69%
E) 27%

-

224. A 4rea de um segmento circular de raio R e @ngulo central de 60° é:

RZ _ R2 -
Al —— {27 — 34/3) C) — (27 — A/3)
12 6
R? _ R? .
N 2r — 3/ S —
B) P (2 31/3) D) 12 (r —4/3)
E) NRA.

Fa

225. A area de um setor circular de raioc R e dngulo central de 30° é:

RZ RZ

A) Ti—(i'r—é) C) ;(r—:‘!)
R2 R2

B) T(ﬂ'—3) D) T(w-—S)

E) NRA.
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226. A razdo entre as dreas dos quadrados inscrito e circunscrito ao mesmeo circulo é:

1 3
A} — <) —
2 4
B} 2 D) 2
3 5

E) NRA.
227. A dGrea de um tridngule eqiiilatero circunscrito a um circulo de raio r é:
S 2 a 2
A} P C) 34/3 =r

B) 34/3 ¢ D) 7\/3 i

E) NRA.

228. A razdo entre as dreas dos triingulos eqiildteros inscrito e circunscrito ao mesmo

circulo é:

1
A} — < —
2
1 g 1
B — D) —
3 4
.

229. A razdo entre as dreas de um triGngulo eqiildtero inscrito e de um hexdgono re-

gular circunscrito ao mesmo circulo é:

1 2
A) — c —
3 5
1 3
B) — D) —
4 5
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230. Um dos lados obliquos de um trapézio mede g e a distdncia do ponto médio do

lado oposto o este lade é x, A drec do trapézio é:

ax
Al — C) 2ax

2
B) ax D} indeterminado

E)}) NRA.

231. No guadrilatero qualquer ABCD, P é meio de AD e M & meio de BC. Se a drea
de ABCD é& 18, a drea do quadrilatero APCM &:

A) 6 C) 12
8) 9 D) indeterminado

E) NRA.

232. Considere um paralelogramo ABCD de lados AB = 12 e BC = 4\/5—. Se um
dos &ngulos desse paralelogramo mede 60° calcule a drea do losango inscrito
de forma que uma diagonal seja formada pelos pontos médios dos lados AD e BC.

A) 18 ¢) 30
B) 24 D} 36

E} NRA.

233. Considere um trapézio de bases g e b (a > b) e altura h, Calcule o drea do tri-
éngulo de base g formado pelos prolongamentos dos lados nfie paralelos.

bZh a2h
A) PO C ) ——
a—b 2 (a — b)
a’h b2h
B) —— D)
a— b a+t+ b
E) NRA.

234. Seja P um ponto interior a um tridngulo ABC. Se os triingulos PAB, PBC e PCA

sdo equivalentes, entdo P & o:
A) circuncentro C) baricentro
B) incentro D) ortocentro

E) NRA.
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160
235. Um ret@ngulo estd inscrito em um circulo de raio igual a 6. Se um de seus lados
mede 9, sua drea mede:
A 77 0 2177
B) 144/7 D) 274/7
E) NRA.
236. Um Tri&ngulojBC tem drea igual ul&. Pflo baricentro do tridingulo traga-se uma
paralela @ BC que determina em AB e AC os pontos M e N. A drea do trign-
gulo AMN é&:
Al 6 " C) 8
B} 7 D) 9
E) 10
237. Um retangulo de drea igual o 24 estd inscrito em um tridngulo de base 9 e
altura 12. A maior dimensio que esse retdngulo pode ter é:
A) 6 C) 8
B} 7,5 D) 9
E) MNRA.

238. Na figura abaixo, MNPQ & um quadrado. A soma das dreas dos triGngulos

NQB e MPC é:

A
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Al mla + m) C) mi2a — m)

m
B) 2m{a — m) D) _2—(a+m)
£} NRA.

239. Em um losango de drea igual a 12, a disténcia entre dois lados opostos é 4. O

perimetro desse losango é:
A) 24 C} 30
B) 26 D) 36

E) NRA.

ENUNCIADO PARA AS QUESTOES 240 A 245

Nas figuras 240 a 245 o tridngulo ABC tem &rea S, sendo AA/, BB’ e CC’ me-

dianas. Calcule a drea assinalada.

OPCOES PARA AS QUESTOES 240 A 245

S S
Al — ) —
2 4
S S
B) — D} —
3 6

S

E) —

12

240.
A
CI
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241.

242,

243.

244.
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Cl

Bl
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245.

B | C
246. Calcule a area assinalada.

aR?
A
4

0 Z ///,,

<

RZ A
o — ' A
16 )
\
‘.'T'R2
D) ——
32

v

E) NRA. % = /*;

247. Considere um triGngulo eqiiilatero de lado a onde foram tragados trés circulos de

a
raios ? , com centro nos vértices. Calcule o drea exterior aos circulos e interior

ao triingulo eqiiilatero.

2
A) % (243 — )

2
B) OT (r —A/3)

a? _
C} 7(2\/3 — 7}

a? -
D) Y (24/3 — =) A

E}) NRA. T D
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248. Considere um quadrado de lado o e a figura abaixo. Colcule a drea assinalada.

A) 02(7—2)
a

B —(2r — 1)
2
a

C) —r — 2)
2

D) 2a{x — 1)

E} NRA,

249. Considere o quadrante de raioc R da figura. Calcule a drea assinalada.

wR?
Ay —
8
R2
12
57R?
C)
24
~R2
D) —-
16
E} NRA.

— - —

250. Na figura abaixo, AB = BC = CD = OB = OC = 60". Calcule a drea assi-

nalada.
2
A) RT (34,3 — =) B C
R? _
B) —— (33 — )
3
C) RE(34/3 — 2x)
D) R*{r — 4/3) A* R | D
E) NRA, [
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251. Calcule o drea assinalada.

A) RE(xr — 2}

R2
B) — (x — 2)
2
R2
C) — (4 — =)
2
R2 .
D) "4—“ (4 — «)
E} NRA.

252. ({IME — 67} Calcule a drea assinalada em fungdo de r.

A) w2
8) o
2
27t
C)
3
D) 2xr’
E} NRA.

253. Calcule a drea S da figra em funcglio do raio r do quadrante.

A Plr — 2)

r2

B) T(‘rr— 2)

A9 e 2)
P T

2

D) T(vr-— 2)

S
r |

E) NRA. !
- —

r ‘
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254. (CICE — 70) Na figura abaixo, r é o raio do circulo maior e t & o comprimento
da fangente AB comum aos dois circulos menores. Entéo, a drea assinalada compre-
endida entre o circulo maior e os dois menores é:

—A

—n'r2
A)
8
B) art
8
'.rrt2
C) —
8
D)  {t — r)2

8

g v

E) nada disso.

255. (CICE — 70) Considere um tridngulo eqiildtero DEF inscrito em um triGngulo
eqiildtero ABC de modo que os lados de DEF sejam respectivamente perpendi-
culares aos lados de ABC. Entdo, a drea do triingulo DEF é&:

1 1
"A) : da darea de ABC C) ? da érea de ABC.

1 1
B) —3— da Grea de ABC b} 2— da drea de ABC

E} nada disso.

256. (CICE — 6B) A altura de um triéngulo equildtero T tem comprimento igual ao
lado de um tridngulo eqiiildtero S. Se a d4rea de T é 30, a de S é&:

A} 40 C) 304/3

_ 40
B) 404/3 D} —3—\/3

E} NRA.
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257. (CICE — 68) Seja p o perimetro e h a altura relativa & hipotenusa de um tri-
dngulo reténgule. A drea desse triGngulo &:

Al S=h p
1 hp2
B) S = — hp’ D) S= ——
2 ) 4(h+ p)
h® + p?
C) S = h?®+ p? E) §=
P h+p

258. Calcule a drea do circulo inscrito em um quadrante de raio .

Al P2 — 1) ) (3 — 24/2)
B} (/2 + 1) D) (3 + 2/2)

E} NRA.

259. Considere duas cordas pcaralelas de um semicirculo de raio 6 que determinam
neste semicirculo arcos de 60° e 120°. Calcule a drea da figura limitada por
essas cordas e pelo semicirculo

Q
Al 3r C) —n

2
B} 4rx D) ér

E} NRA.

260. Dado um trigngulo de altura h, considere duvas paralelas a base que o dividom
em trés partes equivalentes. Calcule em fungdo de h as distncias destas retas
ao vértice do triGngulo.

1 . 2 hy/3 2h\/3
Al ke 2 q MV 2V
3 3 3 3
hn/2  2ny/2 hy/3 h\/6
B) e D) e
3 3 3 3

b3 G

e
3 6
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261. (CICE — JUL. — 70} Na figura abaixo, ABC & um tridngulo reténgulo e H &

a proje¢do de A sobre o hipotenusa. Constroem-se semicirculos sobre BC, BH e HC.
A regi@o assinalada tem drea igual a:

A

A) do quadrado de lade AH

B) do disco de diGmetro AH

C) do disco de raio AH
D) do trigngulo ABC

E) NRA.

262. Na figura abaixo, | & o incentro do tridngulo ABC e ﬁ, IF e IG s&o paralelos o
BC, AB e AC, respectivamente. Se AB = 8, AC = 10 e BC = 10, a razdo entre
as dreas dos tridngulos ADE e IFG &:

5
A) 2 C) Py
3
B D) —
2 2
g
4

263. (CICE — JUL. — 70) Se o &ngulo A de um tridngulo ABC & igual ao éngulo A’
de A’B'C’, entdo: :

A) drea de ABC AB - AC
drea de A'B'C’ A'B’ - A'C’

B) drea de ABC sen B - sen C’
area de A'B'C’ sen B’ - sen C
drea de ABC AC?

C) =

4rea de A'B’'C’  AC?
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D) drea de ABC perimetro de ABC
drea de A'B'C’ perimetro de A’B'C’
E} NRA.
A

264. Na figura abaixo, sabemos que

CA" = —CB
3
i

AB" = - AB
3
1

BC’ = — BA.
3

A raz@o entre as dreas
dos trifingulos MNP e

ABC é&:

1 1
Al — c) —
} 3 ) 6
1 1
B) — D) —
4 7

E) 1

Q@

265. Considere um quadrilétero ABCD de &rea S. O quadrildtero cujos vértices séo
os pontos médios dos lados do quadrildtero ABCD tem drea:

A o
2 4
B) —3" D) indeterminado

E) NRA.
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266.

267.

268.

269.
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Considere o trapézio da figura. Entdo:
Al 5 <Sgsea<b
B) S, >S5 se a<b

C) $ = 53 se e sb

D) S = 52
E) NRA,

Constroem-se semicirculos sobre os lados de um triédngulo retdngulo, como mostra

a figura. Prove que R+ S =T.

E dado um tridngulo ret@ngulo ABC de catetos AB = a e AC = 2a. Por M, meio
de AC, tragam-se MN perpendicular a AC e MP bissetriz de NMC. Ccalcule a
drea do trigngulo MNP.

Considere um quadrado e um tringulo eqiiilatero de mesmo lado g, como mostra

a figura. Calcule a drec assinalada.
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270. Cclecule, em fun¢do das bases g e b de um trapézio, o comprimento do segmento
da paralela 4s bases que divide o trapézio em dois outros equivalentes.

271. Calcule a razdo entre as éreas dos tridngulos AMN e ABC,

A

| S {

ENUNCIADO RELATIVO AOS PROBLEMAS 272, 273 e 274

Na figura abaixo, sendo 5 a drea do triingulo ABC, calcule:

272. A drea do tridingulo CPM.
273. A Grea do quadrildtero PMA,

274. A drea do tringulo SAM.
C




CAPITULO 7

O TRIANGULO E SEUS CIRCULOS

7.1 — O CIRCULO INSCRITO

Seja S a drea do tringulo ABC, de lados a, b e c. Sendo | o in-
centro, temos

S = S(BCH + S(ACH + S {AB) =>

. S=cr_{_br_’_cr .
2 2 2
. S=(a+b—i—c)r .
2
2p.r
=> S = p2 —_
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7.2 — OS CIRCULOS EXINSCRITOS

Consideremos o circulo
exinscrito relativo ao
lado o no trigngulo
ABC da figura.

Se S é a drea do trigngulo ABC, temos

S = S(ACl,) + S (ABI,)}) — S(BCl,) =>
. s:b-ra+c-ra_c-ra .
2 2 2
. S:(bJrc—c)-rc .
2
. S*__Il(p——cx)-ru .
2
S=r.lp — a) e, analogamente,
S;rb(p—b)
S=r.(p — c

7.3 — RELACOES PRINCIPAIS

7.3.1 — Sabemos que

S = pr

S=r,(p — q)

S=r(p — b)

S=r(p — c. Multiplicando, temos
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St=r-.ro-rp-r.-plp—alp —bllp—c =>
s?

=> S='\/r-rc,-rb-rc

7.3.2 — Temos, ainda,

S
p—a=
rO
p—b = S
rp
S
p—¢ = —. Somando, temos
rC

3P—(c+b+C)=S(] + ] + ]) —>

N———— Fa Iy Fe
2p
1
i 3 _p — ] —I— ] —-I— ] R qu ..g = -
S Fa o re S r
1 1 1 1
Logo, — = —+- —+
r Fa ry re
7.3.3 — O raio do circulo inscrito no triGngulo pode ser cal-

culado em fungdo das alturas, como se segue:

g — 2s (1)
h,
b= 2% (2)
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7.3.4 —

7.4 — CEVIANAS ISOGONAIS

Se duas cevianas par-
tem do mesmo vértice e fazem
mesmo dngulo com os lados
que concorrem nesse vértice,
sdo chamadas isogonais. ¢

175

c = % Somando, (3)
1 1 1
2p=2s |— 4+ — 4+ —]. Mas
h, hy, b,
P i
como _—= —, temos
r
] 1 1 1
= + + i
r h, hy, h.

Também poderemos calcular os raios dos circulos
exinscritos em funcdo das alturas, bastando operar
convenientemente as relagdes 7.3.3 — (1), {2) e (3),
que forneceriam os seguintes resultados:

B D E C

AD e AE sdo isogonais
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A

Seiom AD e AE duas cevianas
isogonais no triGngulo ABC.
(D sobre a base e E no cir-
culo circunscrito.)

E

Verificamos que os tringulos ADB e ACE sdo semelhantes, pois:

1) BAD = EAC por construgiio

1

2) ABD = AEC =

AC.

Podemos, entao, escrever

c _AD . |bc= AD.AE
AE b

7.5 — O CIRCULO CIRCUNSCRITO

Considerando ainda a mesma figura do item anterior, vemos que
os tringulos ADB e ACE sdo semelhantes independentemente do dngulo
que AD e AE formam com AB e A—C, respectivamente. Assim, nestes
tridngulos, se D= 90°, entdo C= 90°, sendo, portanto, AD o altura
relativa ao lado o e AE o didmetro do circulo circunscrito. Aplicando
a propriedade anterior, temos

b-:-c=h, 2R
Multiplicando ambos os termos por a, vem

abc = a - h, - 2R, mas a - h, = 2s,
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Logo, abc = 4 RS.

7.6 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

275. Calcule o raio do circulo inscrito em um triGngulo de lados 10,

17 e 21.

Solugdo
a=10
b=17 => p = 24
¢c = 21

S = V24 (24 — 10)(24 — 17)(24 — 21) =
= V24 .14.7 .3 =284

=> 8B4 =24 . r => r= 84 %

24
7
Resposta: _
P 2

276. Calcule os raios dos circulos exinscritos do tridngulo do problema

anterior.

Solugdo

Temos: S=r,{p — a)

a=10 84 =r, (24 —10) => r,=6
b=17 S=rb(p—b)

¢ = 21 84 =n1,{(24 —17) => r, =12
p = 24 S=r{p — ¢

S =84 84 =r (24 —21) => r. = 28

Respostas: 6, 12 e 28.
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277. Calcule o raio do circulo circunscrito ao triGngulo de lados 10,
17 e 21.

1.° Solugdo

a=10
b=17 => p = 24, S = 84 (jd calcvlado; n.° 2735)
c= 21
abc = 4 RS
1017 -21 = 4R - 84 —> R=—~8-8;5~—

2.7 Solugdo

J&a tendo calculado nos problemas n.®® 275 e 276 os raios
dos circulos inscritos e exinscritos, poderemos calcular o raio

do circulo circunscrito utilizando a relacdo dos cinco raios {Geo-
metria I, n° 8.7.3).

Temos: r = 1
2
r, =6
r, = 12
r. = 28.
Sabemos que AR =r,+r,+ro—r =>

—> 4R=6+12+28—% —

Resposta: -—855— .
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278.

279.

Calcule o raio do circulo inscrito em um triingulo retdngulo de
perimetro 2p e hipotenusa a.

Solugéo

Considerando o tringulo da figura, temos

2x + 2y + 2r = 2p

x+y+r=p => r=p-—a
S’
Q

Resposta: r = p — a.

Seja ABC um tridngulo reténgulo em A e seja D o ponto de con-
tato do circulo inscrito com a hipotenusa. Prove que a area
desse tridngulo é BD - DC.

Solucdo
S=pr,masr=p — a.

4 logo, S=p - (p — al.
Como
$? = p (p—a) (p—b) {p—c),
concluimos que no tridngulo
retdngulo S = (p—b){p—c.

B D c

Mas p—b=BD e p—c=DC.
Entao,

S = BD . DC
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280. (IME — 65} Calcule os lados de um triGngulo conhecendo
as alturas

hb:_]_ e h =

o= L ,,
Q? 7

1 a
) 4
1.2 Solucdo

De acordo com as relagdes 7.3.3 e 7.3.4, temos

1 1 1 1 1 1

- bt => — =947 A== ——
r a hb hc r 20
L SRR S I I Y-S
r. h,  h, h, r 2
My h, h, hy, M é
Fe ha hy h, re 12

Mas Sz\/r-ra-rb-rc.
Logo,S—J] -1.].];\/5.

Como 2S = ah, = bh, = ch, teremos

2v5 1, 35
120 % 20
120 7 60
2VE 1 3




GEQOMETRIA 1l
2. Solucgdo

ah, = bhy, = ¢ch, = 2§ ou

o _ b _° _ 25 Entdo,

9 7 4
a= 185
b = 14S
¢ ==~ 85
2p — 40S =—> p = 208.

Pela férmula de Heron, temos

$* = 205 (25)(65)(125) —> § = V5 .

120
L 18 \'5 _ 345
120 20
L V5 _ 7+/5
120 40
85 /5
120 ° 15
Resposta: 3\/5, 7S
20 60

PROBLEMAS PROPOSTOS

281. O raio do circulo inscrito em um triGngulo de lados 5, 7 e 8 é:
Al /3 ) 243
B) /2 D) 242

E} NRA.

V5

15
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282. Os lados de um tridngulo medem 5, 7 e 8. O maior circulo exinscrito tem raio
igual a:

A} 104/3 C) 54/3

10, _

B) —5—-\/3 D) 24/3
E) NRA.

283. Os lados de um trifingulo medem 5, 7 e B. O menor circulo exinscrito tem raio

igual a:
10 _
A} — /3
3
B) 543
Cl A3
D} duas vezes o raio do circulo nele inscrito
E) NRA.
r
284. Em um tridngulo, a = 4 e b 4 ¢ = 6. A razdo — é:
Fa
A) . C) 1
2 4
1 1
B} — D) —
3 5
2
E) —
5
r
285. Em um triéngulo, a =7, b = 10 e ¢ = 11. Entdo, — vale:
rb
1 3
A) — c) —
3 5
2 3
B) -— D) —
3 7
4
E) —
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286. Em um tridngulo, o produto dos raios dos circulos exinscritos é igual «a:

A) pir

B) 2p2r p = semiperimetro

C) pr r = raio do circulo inscrito.
D) 2pr?

E)} NRA.

#

287. (CICE — 70} A soma dos inversos das alturas de qualquer triéingulo é igual:

A) & soma dos inversos dos lados
B} oao inverso do raio do circulo inscrito
C} ao inverso do raio do circulo circunscrito

D} & razd@o do rdagio do circulo inscrito para o quadrado do raio do

circulo circunscrito

E}) nenhum destes.

288. Em um tridngulo de lados a, b e ¢ o produto dos raios dos circules inscrito e cir-
cunscrito é dado por:

abc .
Rr = k ————— , onde k vale:
at+b-+c
Al 1 C) 4
1
B} 2 D) —

2

E)L

289. Calcule o raio do circulo circunscrito @ um tridngulo isdésceles ABC onde AB =
= AC = b e a altura AH = h.

b2 262

A - c
h h

B) b? ) b (b + h)
2h h

E) NRA.
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290. Em um tridngulo ‘ABC a soma .das alturas hy 4+ hp + he & igual a:

ab + be + ca abe
C) z
2R 4R
ab + bc + ca abc
B) D) 3
4R 2R
E) NRA.

291. Em um triGngulo,

ha hb hc
+— +
ke ac ab
é igual a:
] 1 1
A —+ o+ —
a b c
B} —
R R = raio do circulo circunscrito,
C) 3
4R A
2 2 2
a +b <
D) t
abc
E) NRA.

292. Na figura ao lado,
AB=AC =5 e AD = 4.
O prolongomento da ceviana

AD encontra o circulo circuns-

crito ao tringulo ABC em E. B

EntGo, DE mede:

A) 2 C) 2,5
B) 2,25 D) indeterminado
E) NRA.
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293.

294.

295.

296.

297.

Z98.

Calcule a drea de um triéngulo sabendo que os raios dos circulos exinscritos
medem 3, 4 e 6.

Al 6 C) 46
Bl 2v/6 D) 8y/6

E} NRA.

O raio do circulo circunscrito ao triéingulo cujos lados medem 5, 7 e 8 mede:

7 _ 7 _

A} —A/3 C) —/2
2 2
7 - 5 _

B) — /3 D) —+/3
3 3

E} NRA.

Considere dois circulos de centros A e B e raios a e b, respectivamente, estando
B sobre o circulo de centro A. Se MN é uma corda do circulo de centro A, tan-

gente ao circulo de centro B, o produto BM - BN vale:

ab

A} — C} 2ab
2

B) ab D) o

E} b2

Um triGngulo ABC de lados AB = 4, AC = 4 e BC = 5 estd inscrito num circulo.
A bissetriz AD encontra o circulo circunscrito em E. Entdo, DE mede:

Al 1 <) A3

B) /2 D) 2
. E) NRA.

Um tridngulo ABC de lados AB = 8 e AC = 12 estd inscrito em um circulo de
raio igual a 8. A altura relativa ao lado a desse tridngulo mede:

A) 3 Cl 6

5) 4 D) 8
E} 9.

Seja S a drea de um triGngulo ABC e 2p seu perimetro. Entdo

o A g B S
9, 1 9,

N
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é igual a:

S 2p°
A = )
o] S
By D) -
S 4p*
E) NRA.
A B c .
299. Em um triGngulo ABC, cos ——2r* - cos — - cos —— & igual a:
P
A} —
R
2p p = semiperimetro
B) —
R R = raio do circulo circunscrito.
P
C) —
2R
D) —
4R
E} NRA,
A g e
300. Em um tridngulo ABC, sen —2— - sen —— * sen 7 é igual a:
r
A) —
R
2 r =raio do circulo inscrito
v
B} —
R R = raio do circulo circunscrito,
r
) —
2R
r
D} —
4R

E} NRA.



CAPITULO 8

OS QUADRILATEROS

8.1 — QUADRILATERO INSCRITIVEL

A
Os quatro vértices per-
tencem a um mesmo circulo.
D
B —> | A+C=B+0O=180°

C
8.2 — QUADRILATERO CIRCUNSCRITIVEL

Os quatro lados sdo tan-
gentes @ um mesmo circulo.

_> G+b:C+d
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8.3 — RELACAO DE EULER (quadrilétero qualquer)
Num quadrilatero qualquer, a soma dos quadrados dos quatro
lados é igual @ soma dos quadrados das diagonais mais quatrc vezes
o quadrado da mediana de Euvler do quadrildtero.

Demonstragdo

Consideremos um quadrilatero
qualquer ABCD, sendo

fABzc
lados {BC:b
CD =c¢
| bDA=4d

diagonais [ AC=pP
\ BD =

O

mediana de Euler® JL = m.

Como J é médio de BD, AJ e CJ sdo medianas nos triangulos ABD e CBD.
Logo,
4 A2 = 2 (a® + d?) — g2

4C1P =22+ —¢g?
Somando e dividindo por 2, temos
a? 4+ b? 4+ ¢+ d? — g% = 2 (AJ2 4+ CJ)A (1)
Mas, no trigngulo AJC, JL = m é mediana. logo,
4m? = 2(A)2 + CJ?) — p? ou
2 (A2 4+ CJ?) = 4 m? 4 p?

Substituindo (2) em (1), teremos

c2+b2+c2—|—d2:p2—|~q2—l—4m2

* A mediana de Evler é o segmento que une os pontos médios das diagonais de
um quadrildtero.
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8.4 — APLICACAO NOS TRAPEZIOS b

8.4.1 —

8.4.2 —

Trapézio escaleno

Consideremos um J L
trapézio ABCD

onde temos A

o

/ AB=b
|\ CD=1b’

bases

AD = ¢
lados ndo paralelos
BC =c¢

. . AC = p
diagonais { BD —
b — b’
2

mediana de Euler JL = m =

Substituindo na relagdo encontrada em 9.3, teremos

2bb’ 4+ a? 4 ¢ = p2 4+ g2

Trapézio isésceles

No trapézio isésce-
les ABCD, devemos
considerar

O
O

AD = CB = a T
AC = BD = p

Assim, a relagdo an-
terior toma a forma

a? + bb’ = p?
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8.5 — APLICAGAO NO PARALELOGRAMO

Consideremos um paralelo-
gramo ABCD onde

AB = CD =«

BD = BC = b

AC:p -
JIL

AD = ¢g _

JL = O. A

Substituindo na relacdo de Euler, temos

2 (a® + b%) = p? + o°

8.6 — RELACOES EM QUADRILATEROS INSCRITIVEIS

8.6.1 — Relag¢ao de Ptolomeu

Num quadrildtero inscritivel, o produto das diagonais
é igual & soma dos produtos dos lados opostos.

Demonstragéio

A

Consideremos o
quadrildtero  ins-
critivel ABCD da

figura, sendo D

[ AB = ¢

w
N
I
o

lados

I
2

diagonais I BD
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Consideremos ainda AJ isogonal de AC em relagdo
a AB e AD. Assim, BAJ = CAD.
Da semelhanca dos triéngulos AJD e ABC, temos

i=>JD-p:bd.

b P

(1)

Da semelthanga dos triGngulos AJB e ADC, temos

c P

(2)

Somando (1} e {2), temos

p (BJ + JD) = ac + bd

>

pq = ac + bd

Relag¢éo de Hiparco

A razdo das diagonais de um quadrilatero é a razdo
entre as somas dos produtos dos lados que concorrem
com as respectivas diagonais.

Demonstracdo A
Consideremos o
quadrilatero  ins- B 3 D
critivel ABCD, da

figura, e notemos P

que sua drea
é equivalente a
soma de dois tri-
angulos com um
lado comum AC ou com um lado comum BD, o que

permite escrever

S (BAC) + S (DAC) = S (ABD) + S (CBD)
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Como os quatro triingulos possuem o mesmo circulo circunscrito e,

de acordo com a relagdo 8.5, temos

abp 4 cdp  adgq + beq
4R 4R 4R 4R

=> plab + cd) = qlad + be) =>

P ab + cd

q ad 4 bc

8.7 — AREA DO QUADRILATERO CONVEXO

Seja ABCD um quadri-

Idtero convexo qualquer de
diagonais AC = pe BD = q,
sendo o o dangulo formado

por elas.

Sendo S a drea do qua-
drildtero ABCD, podemos es-
crever

S = S{ACD) + S (ABC).

Sendo DJ = x e BL = y per-
pendiculares a AC, teremos

1 1
S:_x+ﬁy _
S P 5 P

=> = —;— p(x + y).

Porém, x + y = BD’ = q sen . Logo,

-~

S = pPq sen o

1
2
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8.8 — AREA DO QUADRILATERO CIRCUNSCRITIVEL

Consideremos o quadrila-
tero circunscritivel ABCD da
figura. Sejam a, b, ¢, d os
comprimentos de seus lados,
r o raio do circulo inscrito e | o
incentro. Se S é drea do qua-
drilatero e p o semiperimetro,
temos

S = S{AIB) 4+ S (BIC) + S (CID) + S{(DIA) =>

:>S:cr_|_br+cr_|_dr .
2 2 2 2

- a4+ b+ c+ d

—> S = =

2

— SZ_EE_ P
2

> S:pr

8.9 — AREA DO QUADRILATERO INSCRITIVEL

Consideremos o quadrilatero
ABCD da figura.

A lei dos co-senos nos tridn-
gulos ABD e CBD fornece

BD? = a2 + d2 — 2 ad cos A
BD? = b%2 4 ¢2 — 2 bccos C

Mas, como A + C = 180°
cos C = — cos A.
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Igualaondo as expressdes, temos

b2+ 2+ 2bccosA = a4+ d? — 2 ad cos A —>
—> 2{ad +bc)cosA = a2+ d2 — b? —c? =>

. 2 2 _ 42 . 2
. cosA=°+d b ¢
2 (ad + bc}

Calculemos agora 1 + cos A.

a2 +d?2 —b?2 —c?2+ 2ad -+ 2bc

1+ cos A =
2 (ad + bc)
. , A .
Mas 1 4 cos A = 2 sen -—2— Entdo,
> 2 __ Y
2 sen? 2. = (a + d) b — ¢ =>
2 2 (ad + bc)

=—> 2 sen?

A _ la+d+b—cla+d+c—b
2 2 {ad + bc)

Sendo 2 p o perimetro do quadrilatero, temos

-

2 sen? A= 2(p-c)-2(p-—-b) .

2 (ad + bc)

———

A _ (p—clp—b)
2 (ad + bc)

=> sen?

e, analogamente,

como 1 — cos A = 2 cos?

w!))

, encontrariamos

ws? A - (p—c)(p—d)-

2 ad + bc
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A drea S do quadrildterc é a soma das dreas dos trigngulos ADB e CDB.

g — ad sen A + bcsenC.
2 2

Mas sen A = sen C, pois A + C = 150° Logo,

ad + bc

freemrgi 3 s = M ' 2 sen —— - COS _.A_..
2 2
Quadrando,
S? = (ad + bc)? sen?® —2— . cos? A

— allp — b)lp —clp — d)

(p
S? = {ad bc)?
(ad ~+ bo) (ad + bc)?

—> | § = \/(p — a)lp — b){p — <)lp — d).

8.10 — AREA DO QUADRILATERO INSCRITIVEL E CIRCUNSCRI-
TIVEL

Em um quatrilatero inscritivel,
at+c=b-+d=np

Teremos, entGo,

S=Via+c—alb+d—bllotc—cdb+d—d =

==> S = \/abcd.
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8.11 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

301. Calcule x no quadrildtero da figura.

X

10 o+ 6

2+

Solugdio
Porque o quadrilétero é circunscritivel,

104+-x+6=x+2x+2 —> x=7
Resposta: 7

302. Calcvle a altura de um trapézio reténgulo circunscritivel de
bases 15 e 10. 10

Solucdo

(25 — x)2 = x2 4 52 —>»

=> x = 12

Resposta: 12
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303. Calcule o comprimento das diagonais do trapézio isésceles da
figura.

Solugdo

De 8.4.2, temos
x2 4 % 2x = p? ==> p = x/3

Resposta: x+/ 3.

304. Calcuvle as diagenais de um quadrildtero inscritivel em fungGo
dos lados.

Solugdio

Conhecemos as relacdes de Ptolomeu e Hiparco (8.6.1 e 8.6.2)

G aC - Da
p _ _abfcd
q ad + bc

flac + bd){ab + cd)
ad - be




198 A C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

Dividindo membro a membro,

pa - L = (ac 4 hd) 24T B

p ab +- cd

(ac + bd){ad + bc)
{ab -+ cd)

PROBLEMAS PROPOSTOS

305. Calcule o menor diagonal do quadrilétero inscritivel ABCD cujos [ados AB, BC,.
CD e DA medem respectivamente 1, 2, 2 e 3.

Al 2 Q) A5
B} 2 D} A7

E) NRA.

306. A mediana de Euler do quadrilétero do problema anterior tem comprimento

igual a:

e 2
A) - C) —

7 7
[ 52 13
B) 4 - D} —

7 7

E} NRA.

307. O raio do circulo circunscrito ao quadrildtero do problema 305 mede:

A) h%4 o M1t
3 3
—_— "7_#

B) Va2 D) Les
3 3

E) NRA.
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308. Eﬂlcu[e o comprimento do segmento que une os pontos médios das bases AB e
CD de um trapézio, conhecendo seus lados: AB = 14, BC = 7, CD = 4 e DA = 5,

A) 2 C) 20/3

Bl 24/2 D) 44/3

E) NRA.

ENUNCIADO RELATIVO AS QUESTOES 309 A 312

A
@,
No quadrilatero
inscritivel da figu-
ra, AB = BC = 4
AD=8 e A =90". B D
C
309. A drea desse quadrilatero mede:
A) 32 C) 24
B) 28 D} 16

E) NRA.

310. O raio do circulo inscrite nesse quadrildtero mede:

12 8
Al — c) —
5 3
16 9
B} — D} —
3 4

E) NRA.



200 A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

311. O raio do circulo circunscrito a esse quadrildtero mede:
A A/20 C) A/58

Bl 2v/20 D) /45

E) NRA.

312. A menor diagonal desse quadrilatero mede:
Al A/20 ) ?\/55

5 _ 2
Bl — A/ D) —
}4\20 )3\/20

E) NRA.

313. Calcvle a drea do quadrilatero ABCD inscritivel cujos lados medem: AB = 2,
BC =3, CD =4 e DA = 7.

A} A\/15 C) 24/15
B) 430 D) 24/30
E} NRA.
314, ({CICE — 70) Dois lados consecutivos de um paralelogramo tém por medidas a

e b, e uma das diogenais tem por medida c. Entdo, o medida da outra
diagonal é:

Al £/3(a? + bY) — 2¢

B} \/2(a?+ b2 — ¢

Q) \/4(a® + bY — 3¢

D) \/2ab — ¢
E) nada disso.

315. {IME — 66} Em um circulo de 'IO\/{ de didmetro temos duas cordas medindo
2 e 10. Achar a corda do arco soma dos arcos das cordas anteriores.

Al 8 Q) 8v2
Bl 64/2 D) 1042

E} NRA.
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316. Em um circulo de 104/2 de didmetro temos duas cordas medindo 2 e 10, Achar
a corda do arco diferenca dos arcos das cordas anteriores.

A) 4 C) 3v/2

B) 24/2 D) 442
E} 6+/2.

317. O quadrildtero cujos vértices sdo os pontos médios dos lados de um quadrildtero
dque possui diagonais perpendiculares:

A) pode ser qualquer quadriltero
B) & um reténgulo

C) & um losango

D) & .um quadrado

E} NRA,

318. Num quadrilétero inscritivel ABCD, AD = DC. Se as diagonais desse quadriié-
tero cortam-se em | e se Al = 4, Cl = 4 e Bl = 8, o maior lado desse quadri-
latero mede:

A) /33 C) 34/33
B) 2433 D) 4v/7

E) NRA.
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RELAGCOES METRICAS NO CIRCULO

9.1 — TEOREMA

Se duas cordas AB e A’B’ de um circulo concorrem em um ponto P
interior ou exterior a esse circulo, o produto PA - PB é igual a PA’ . PB’.

Demonstragdo

A'
Bl

B

Realmente, porque AA’ e BB’ sdo antiparalelas em relagdo a
PA e PA’, efetivamente podemos escrever

PA - PB = PA’ - PP’ (V. 3.10-2—1)

9.2 — TEOREMA

Se P é um ponto exterior a um circulo, PAB uma secante qualquer

e Pr o segmento da tangente tragada deste ponto ao circulo, entdo
PT?> = PA - PB.
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Demonstragdo

Da semelhanga dos tridngulos
PAT e PTB, ou simplesmente notando
que TA e TB ainda sdo antipara-
lelas em relacGo a PT e PB, de

acordo com a rela¢do encontrada em

3.10.4 podemos escrever

PT? — PA - PB.

9.3 — DEFINICAO

Se por um ponto P tragarmos uma reta que corte um circulo (O, R)
nos pontos A e B, chama-se POTENCIA do ponto P em relag¢do ao cir-
culo ao produto escalar PA — PB™ e escreve-se

P —_— —_—
A POf(O)P = PA -PB
i 1.° caso — P é exterior ao circulo.
PA - PB = PA.PB —>
A
8

—> | Pot,yP = PA - PB

2.° caso — P & interior ao circulo.

—_— —

PA -PB = PA . PB - cos 180° —>

==> PO"(O) P= —PA .-PB

——

*O produto escalar PA - PB & definido como sendo igual a PA - PB - cosq,
—

—_—
sendo O o dngulo que PA forma com PB.
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Pelas propriedades anteriores, verificamos que o produto PA .- PB
é sempre constante para qualquer reta que contenha P, sendo fungdo
apenas da sua posicdo em relagdo ao circulo.

9.4 — TEOREMA

A poténcia de um ponto P em relagdio a um circulo pode ser cal-
culada por d? — R?, sendo d a distdncia de P ao centro do circulo e
R o raio desse circulo.

Demonstracdo

1.° caso — P & exterior.
PA-PB = (PI—IA)PIH+IA) =
= PI2—]A? =
—~ (PO?—O) —
— (OA2—0I?) =
= POZ2—0A% =
— d? — RZ.

2.° caso — P é interior.
— PA-PB = —{IA—PD(PI4+IA)* =
= (PI—IA)(PIFIA) =
— P2P—IA? =
= (PO2—0I%) —
—(OAZ—OP) =

— PO? — OA? =
— d? — R~

Concluimos, portanta, Pot, P = d* — R®

* Segmentos ndo orientados.
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Observemos que:

1} Se P & exterior ac circulo, d > R —=> Pot P > O,
2} Se P pertence ao circulo, d = R => Pot P = 0.
3) Se P é interior ao circulo, d < R =—=> Pot P < 0.

4) O centro é o ponto de poténcia minima,
ou seja, Pot, O = — R2 -

5) Fungdo poténcia: {Ry — [— R%, + o]
d i— d? — R?

Pot

(R,0)

(0,-R?)+

6) Se P é exterior ao circulo,

P q POf(o) P = PT2
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7) Se P é interior ao circulo,

POT(O) P= — PT2.

9.5 — EIXO RADICAL

Chamamos de Eixo Radical de dois circulos ao lugar geométrico
dos pontos de igual poténcia em relagdo a esses circulos.

Para a pesquisa do lugar, consideremos dois circulos de centros
A e B e raios R e r, respectivamente. Consideremos ainda M, médio de

AB, um ponto P deste lugar e sua proje¢do H sobre AB.

PO'!'(A) P = POf{B) P ==>
—> PA?—R! = PB? —r® =>

—_— PAZ — PB? = R2 — 2 (])
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2
A PMA — PA = A‘f—+m2+2i\:‘mcosa

2
A PMB —> pp? — AB + m?z — 2 —"iB_mcosaE.
4 2
Subtraindo,
PA? — PB? = 2 ABmcosa e, por (1),
R —r2 = 2 . AB - MH. (2)

Vemos que, como R? — r? & constante, 2 - AB - MH também o seré.
Desta dltima, concluimos que MH & constante, néc dependendo das po-
sigdes de P. logo, o L. G. procurado é a reta perpendicular a AB, que
contém M, cuja posicéo determinaremos a partir de (2).

2 __ L2
MH = -
2 - AB
s .
A M H B

ER
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Observemos que:

1) O valor MH encontrado deve ser marcado a partir de M em
direcdo ao centro do menor circulo, pois

R>r =>PA>PB—=> HA > HB.

2) De qualquer ponto do eixo radical podemos tragar tangentes
de mesmoc comprimento aos dois circulos.

Poty P = PT,? l

PO"(B) P = PTB2 I > PTA — PTB

P ¢ ER

3) O eixo radical de dois circulos é o lugar geométrico dos centros
dos circulos ortogonais aos circulos dados.
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Realmente, pois PT, = PBy e

A?AP = B’fBP == 900.

4) Se dois circulos s&o interiores ou exteriores, o eixo radical ndo
tem ponto comum com nenhum deles.

>
D«




210 A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

5) Se dois circulos sdo secantes, o eixo radical é a reta suporte
da corda comum.

ER
PO'I’(A) P = POle) P =0
_
POf{A) Q= POf(B]Q = 0.
¢ => P, Q ¢ ER.

6) Se dois circulos sdo tangentes, o eixo radical é a reta tangente

comum.
ER
-
A P B
PO?(A)P = PO"’(B} P = 0
ER =
. ER 1 AB ]
e
/ / ’ S
;" 18 => ER & a tangente comum
A8 {P aos circulos.
\\ . /f
h ~ /
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7) Dois circulos concéntricos ndio possuem eixo radical.

R2 — f2
De fato, se lembrarmos que MH = ————
2AB
temos
[ M— A
B->A —>
MH —> o

9.6 — CENTRO RADICAL

Chamamos de Cenfro Radical de trés circulos ao ponto que possui
igual poténcia em relacdo aos mesmos. Consideremos trés circulos de
centros A, B e C, ndo colineares, e os eixos radicais ER, g e ERg ¢ que
concorrem em P.

TN
N

ERA B

ERA,C

P 6 ERA,B —=> POf(A} P == PO‘I'(B} P
P E ERB,C s POf(B) P = PO'I'{C) P
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Portanto,
POf’(A) P = POf{c) P, ou seic, P E ERA‘ C.

O pecnto P é, entdo, o Centro Radical.

Observemos ainda que:

1Y O centro radical é o Gnico ponto de onde se pode tracar tan-
gentes de mesmo comprimento aos trés circulos.

2} O centro radical é o centro do Gnico circulo ortogonal aos irés

circulos dados.

9.7 — PROBLEMAS RESOLVIDOS
319. Calcule na figura o comprimento da tangente tracada de P ao

circulo.

Solugdo

12 = PA . PB, onde

PA = x e
PB = 4x
Logo, 2 = x -

Resposta: 2x

P

320. Calecule x na figura.
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Solugdo
Poto) P = d? — R?2 = (6 + x)? — 4? = {* = 82
36 + 12x + x? — 36 = 64
x24+ 12x — 64 =0 =>
==> x = — 16 (ndo serve)
x =4
Resposta: x = 4

321. Determine as distdncias do eixo radical a cada um dos circulos
da figura.

| 24

|
d
1

Solucgo

Chamemos de x e y as disténcias procuradas e seja M médio

de AB. Temos
2 _ .2
MH:R—' .
2 - AB
2 2
> MH=——8 4 = 1.

2 .24
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Entao,

x = AM 4+ MH — R
x=12+1—-8=25
y =AM — MH — r
y=12 -1 —-4=7

I
t

Respostas: x

y=7

Considerando a figura do problema anterior, determine, dos
pontos que possuem igual poténcia em relagdo aos dois circulos,
aquele cuja poténcia é minima e calcule esse valor.

Solu¢do

Se as poténcias sGo iguais, o ponto pertence co eixo radical
dos dois circulos e se o valor da poténcia é minimo, o ponto
procurado é o ponto H da figura do problema 321, pois a dis-
tancia a qualquer dos centros é minima. Calcularemos a potén-
cia de H em relagdo a cada um dos circulos.

Do problema anterior, temos

AH =13 e BH = 11.

Entdo,
Pot(,y H= AH> — R?2 = 132 — 82 = 169 — 64 = 105
Potgy H = BH? — r2 = 112 — 42 = 121 — 16 = 105.

Resposfa: POf(A) H = POf(B) H = ]05.

Considere o circulo que passa pelo ponto A de um quadrado
ABCD e pelos pontos médios dos lados AB e AD. Prove que a
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tangente a esse circulo tragada por ¢ tem comprimento igual
ao lado do quadrado.

Solugdo

] i !
Consideremos a figura. Verificamos imediatamente que MN
e AJ sdo diGmetros e, conseqiientemente, AMJN é um quadrado

de lado — g. Entdo,
2
AC = d\/_2—
M=
2
Al =cl= V2

02/2 a2 = a?=> CT = a.

CT? =CJ - CA =
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324. Calcule x na figura

sendo
PC =
CD =
PE =

N O A

EF =

x

Solugdo

Como P pertence ao eixo radical dos circulos, P possui poténcias
iguais em relagdo a ambos. Entdo,

PC - PD = PE - PF ==>

:>4-9—_—2(2+X) > x = 16.

Resposta; 16
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325. Pelo ponto M médio do arco AB de um circulo traga-se uma corda
MD gue é concorrente com AB em C. Demonstre que MA é tan-

gente ao circulo que passa por A, C e D.
Solugdo

Considerando  os  tridngulos

MAC e MDA da figura, temos

A
A = MB _ AM _ B
2 2
Entao, A MAC ~ A MDA
MA  MC D
> ] >
MD MA

==> MA? = MC . MD, o que mostra que MA é tangente em
A ao circulo que passa por A, C e D

PROBLEMAS PROPOSTOS

326. Calcule x na figura.

Al 8
B) 6
C) 5
104/ 3
D) \3/ 2 N

E) NRA.
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A) V10
Bl /13

327. Na figura, calcule x sendo o raio do circulo igual a4 e PO =6
C \15 ;(

D) V17 & 3
E) NRA. k

328. Considere o circulo da figura. Entdo, Potio)A -+ Poto)B + Pot(0)C vale:

%

-

A
A) B ’
Bl 9
c) 33
p) 83

E) NRA.

329. Calevle x para que Poto)A + Potig)B = O,

B
A) 2
&
B) 3
C 24/2
D) impossivel

E) NRA.
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330. Calcule x para que Polg)A + Pot(c)B = 0.

Al O

B) 1

ct V2

D) impossivel
E} NRA,

331. Calcule x na figura.

A -
2
B) 1
c) 2
D} s
2
E} 3

332. Calcvle o raio do circulo da figura.

Al 210
Bl 2410
C) 310

D) impossivel

E)} NRA.




220 A. C. MORGADO /E. WAGNER / M. JORGE

Em um circulo, as cordas E e CD sdo perpendiculares e cortam-se em |, Tra-
ga-se por | uma perpendicvlar a AD que corta o circulo em E e G e AD em F
Se AF = 4, FD = @ e FG = 5, entdo El mede:

333.

(F entre | e G).

8

A) 1 c) —
5

6 7

5 6

E) NRA.

um circuio de centro O e roio R e tal que

334. Seja P um ponto exterior a
OF = R\/‘/S. Traga-se por P a secante PAB co circulo. Se PA = R, AB & igual a:

A) R ) R\V2
R R\/3

B) — D) __li
2 3

E]  NRA.

335. Se a dist@ncia de um ponto ao centro de um circule aumenta de 109, a sua
poténcia em relogdo a esse circulo oumenta de:

Al 109 C} nBo €& possivel calcular

B) 209 D) 1007

E) 21¢
ENUNCIADO RELATIVO AS QUESTOES 336 E 337

Dois circulos de centros A e B e raios 12 e 8 sdo tais gque AB = 20,

A dist@ncic de A ao eixo radical desses circulos é:

336.
A} 19 Ch 21
B) 20 D) 29
E) NRA.
337. O valor da menor poténcia que um ponto pode possuir em relag@o aos dois cir-
culos é:
A} 156 C) 204
B) 189 D) 297

E} NRA.
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. . . L . ’ . -
338. A distdncia do eixo radical dos dois circulos ao maior deles é:

A) 3

B) 4

c} 5

D} 6

E) 10

\

339. Num tridngulo ABC, a ceviana E encontra o circulo circunscrito em E. Se AB = 5,
AC = 4,BC = é e BD = 4, entdo DE mede:

A 11
B) 7
n
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340. Considere os circulos da figura de raios 10 e 4 e seu eixo radical. Se oT &
tangente em J ao circulo menor, calcule a dreg do triGngulo ATH.

11.881

AT
150
12773

B —
133
11.166

a -2
161

11.227

D)~
100
11.655

B ———
182

ENUNCIADO RELATIVO AS QUESTOES 341 E 342

Seja P um ponto de um circulo de didmetro AB e seja PC perpendicular a AB. O circulo
de didmetro PC encontra o primeiro em E e a reta PE corta AB em M. Sabe-se que
AB = 16 e MA = 2,

341. MC mede:

A) 342 C) 442
B) 34/3 D) 64/2
E) 6
242, PC mede:
A) 342 Cl 442
B) 34/3 D} 44/3

E) 4
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343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

Dois circulos de raios 3 e 4 s&o ortogonais. Calcule o distdncia .de um ponto P
a reta que contém os centros sabendo que ele possui poténcia igual a 16 em
relagdo aos dois circulos.

A \/34 Q) /3
5 ' 3
By — =
Y \/34 o) \/34
El NRA.

As cordas AB e CD de um circulo s@o perpendiculares e cortam-se em . Se

Al = 4, 1B = &6 e Cl = 3, calcule o difimetro deste circulo.
A 5 C) 54/3
B) 54/2 D) 545
E) NRA.

Sendo AD a bissetriz interna do &ngulo A do trifingulo ABC, prove que
AD® = AB - AC — BD - DC.

€ dado um tridngulo isésceles ABC, inscrito em um circulo, e um pento M do pro-
longamento da base BC do trifingulo. Prove que MAZ = AB? — MB - MC.

Os segmentos das tangentes tragadas de P a dois circulos distintos no concéntricos
sdo congruentes. Determine o lugar geométrico de P,

O angulo entre as tangentes tragadas de P go circulo A é o mesmo dngulo for-
mado pelas tangentes tragadas deste ponto ao circulo B. Determine o lugar geo-
métrico de P.

Prove que, se uma secante a dois circulos ortogonais passa pelo centro de um
deles, 0os quatro pontos de interse¢éio formam uma divis@io harmdnica,

(IME — 67). Dois circulos exteriores possuem di@metros 2 e 10 e seu eixo radi-
cal dista 5 de um deles. Pede-se:

a) O comprimento da tangente comum externa.

b) Sendo P o ponto em que o ER corta a tangente comum externa e O e O/
os centros dos dois circulos, determinar a drea do tridngulo POO’,



CAPITULO 10

POLIGONOS REGULARES

10.1 — DEFINICAO

Poligono regular é todo poligono que possui lados congruentes e
angulos também congruentes. Verificamos, ainda, que todo poligono
regular é inscritivel e circunscritivel.

10.2 — CONSTRUGAO

3

Consideremos um circulo dividido em n partes iguais.

A partir de um determinado
ponto de divisdo tragaremos cor- P divisGes
das consecutivas, congruentes, cor-
respondentes a p divisdes. Entdo,

cada corda determina um arco

— 360°

p
n

Esta operacdo serd repetida, até que voltemos ao ponto de partida.
O poligono obtido terd, entdo, género g, e para sev fechamento neces-
sitamos dar k voltas no circulo. Ao nimero k chamamos de espécie do
poligono. Se k = 1, o poligono é convexo e se k > 1, o poligono é
estrelado.
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Exemplos:

divisdes do circulo:

construcdo:

género do poligono:

espécie:

divisdes do circulo:

construggo:

género do poligono:

espécie:

divisoes do circulo:

construgdo:

!género do poligono:

lespécie:

225
n=25
_=>
p=1
g=3
k=1
n=2_8
>
p=3
g=38
k=3
n=10
>
p=4
g=3
k=2



226 A. C. MORGADO /E. WAGNER / M, JORGE

Verificamos que:

360°
- p

n

a) O arco correspondente a um lado mede

b) A soma dos g arcos é igual a 360°.-k, sendo k o nimero de
voltas necessdrias para o fechamento do poligono (espécie do

poligono),
Entao,
360°
- p - g = 360° -k =>
n
== g = A , sendo k o menor inteiro positivo que torna inteira
p
. nk
a expressdo —.
p

c) Quando p = 1 e k = 1, o poligono obtido é convexo de gé-
nero n, como no primeiro exemplo.

d) Quando n e p sdo primos entre si, temos k = p e g = n, como
no segundo exemplo.

e) Quando n é miltiplo de p, temos

2w e g = n'k
P
Entdo, k = 1 e g = -D—, sendo o poligono convexo de gé-
P
n
nero —.
p

Seria este o caso se dividissemos um circulo em 8 partes e
unissemos os pontos de dois em dois, obtendo assim um quadrado.



GEOMETRIA I 227

f) Quando n e p admitem fatores comuns, temos

n!

n
— = ——, sendo n’ e p’ primos entre si.
P P
?
n

Entdo, como g = — - k, concluimos que k = p’ e g = n’, sendo

P
o poligono estrelado de género n’ < n, como no terceiro exemplo,

Observacdo
Consideremos p < gn pois, unindo os n pontos de divisdo de p em p

ov de n — p em n < p, obteremos o mesmo poligono.

10.3 — LADO E APOTEMA

Seja IF uma corda de um circulo correspondente a p divisdes de
um circulo que estd dividido em n partes. Assim, I3 ou simplesmente Ig
é o lado do octégono convexo, [}, o lado do decdgono estrelado de
espécie 3.

Vemos, ainda, que, por exemplo, I3, é o correspondente ao lado
do pentdgono convexo (I3, = L) e I}, é correspondente ao lado do
heptdgono estrelado de espécie 2 (pois I}, = I2).

Chamamos de apétema de um poligono regular a disténcia do
centro do circulo circunscrito a um dos lados.

Se p e n sdo primos entre si, e
n . .
p < > ¥ é o lado do poligono de

género n e espécie p, al, é o apéte-
ma desse poligono. Se um poligono
de género n estd inscrito em um circulo

de raio R, temos

2
l,

R? = {ag,) + | = ou
'Y
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a, = R

. ()%

4

10.4 — DUPLICAGAO DO GENERO DE UM POLIGONO CONVEXO

Se |, € o lado do poligono regular convexo de género n, inscrito

em um circulo de raio R, caleularemos Iy, que é o lado do poligono

regular de género 2n inscrito no mesmo circulo.

Sejo AB = |, e o didmetro CD
. — —  AB
perpendicular a AB. Como AC:T '

entdo AC = |,,.

Do tridngulo retdngulo ACD vem
AC* = CM - CD

P e
(l3a)2 = 2R - (R — )

(l,,)? = QR(R — JW

o)
4

M an O 70

——
—_—

-

> I3 = ‘/2R(R - ‘/R2 =

(1,)2

4

)
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10.5 — CALCULO DOS LADOS DOS POLIGONOS REGULARES INS-
CRITOS NUM POLIGONO DE RAIO R

1 — Trigngulo equildtero (n = 3)

_Ig = Rsen 60° —=

a; = Rcos 60° =>

— R
= 03:_5

2 -— Quadrado {(n = 4}

3 — Hexdgono (n - &, p = 1)

Como o hexdgono regular pode ser
dividido em 6 triGngulos equildteros

congruentes, temos
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Observagdo
n =6, p= 2 forma um tridngulo equildtero.
4 — Octégono convexo {(n = 8, p = 1)

Pela férmula da duplicagdo, vamos obter I, em fun¢Go de |, cujo

valor conhecemos.
R— _'_;—"'
R R -
4

—> s = RV2 — 12

Para o apétema, temos

g = ‘/R2 _ R - V2) ==>

4
BN e e
4
_ R ,—
= 03:—2—\/24‘\/2

Observagdo
n= 8, p =2 forma um quadrado.

5 — Octégono estrelado (n = 8, p = 3)

(3)2 = (2R)> — (lg)?

= 4R? — R%2 — \/2)

=R*(4 — 2+ +2) =>

==> ls = R*\/2 + v/2
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Notamos ainda que

R —
cgz—é—v.?——\/z

6 — Dodecdgono convexo (h = 12, p = 1)

Novamente pela férmula da duplicagdo a partir de lg = R, temos

) -

=> | ha =RV2 — /3

E, para o apétemq,

Observagdes

n= 12, p = 2 forma um hexdgono regular
n= 12, p = 3 forma um quadrado

n= 12, p = 4 forma um triGngulo equildtero
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7 — Dodecdgono estrelado (n = 12, p = 5)

“?2)2 = (2R)2 - “12)2 =
~ 4R? — R?(2 — 1/3) =

= R2 (4 — 2+ +/3) —=>
2 = RV/2 + /3

Notamos ainda que

]

5 12

al, = — ; logo,
2

aly = RV2+ /3

Na figura, onde O = 36° AB = Iy
e AD é bissetriz de K, temos

AD = OD = |y,

DB = R — Iy,.

Pelo teorema das bissetrizes,

R I
—10____ >
R — Iu]
= gy

==> {11g)? 4+ Rl — R% =

R o
—=> | |y = ?(\/5 — 1)

i1(]
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? — Decdgono estrelado (n = 10, p = 3)

O lado do decdgono estrelado [5, compreende um arco de
3 X 36° = 108°. Assim, na figura anterior, AC = le. Mas o trién-
gulo ODC é isésceles e assim

DC == R e AD - IIO
Entdo, o — 1o + R

o = g(\/g- 1) + R =>

=> | B, = %(\/5+ 1)

10 — Pentdgono convexo (n = 10, p = 2)

(1) = (2R)2 — (I3,)?
(15)2 = 4R% — -%i (V5 + 1)

2R (I5)2 = R2(16h64— 2\/3) =>

R ,—
Isz—z—\/10—2\/5

C ‘
|

11 — Pentdgono estrelado (n = 10, p = 4)
(1) = (2R)2 — (I;,)2
R? —
(i)2 = 4R> — T(\/5 — 1)

()2 = RZ(16 — 6 + 24/5) .

4

2R

;= ;\/1o+2\/§

C\.
I
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Para o cdlculo dos apétemas dos decdgonos e pentdgenos, obser-
vemos a figura abaixo.

Vemos que

10

Qp = —
02 _ 'IIU
5= ——

2

2
a = i5
10 —

2
G
10 —

2

10.6 — COMPRIMENTO DO CIRCULO

Demonstraremos, inicialmente, que os comprimentos de dois cir-
culos sto proporcionais a seus didmetros.

Demonstragéo

Sejam dois circulos de comprimentos C e C’ e raios R e R’. Seja x
um segmento tal que

RI
R

- C

Consideremos dois poligonos regulares convexos semelhantes ins-
critos nos dois circulos. Podemos escrever
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Comon.Il,=2p en.Il = 2p/, temos

2p R
2p’ R’
mas, por (1), temos
R C
R’ x
e entdo
2p’ X
ou
x =S . 2p
2p

< é maior que a unidade, x > 2p’. Analoga-

2p
mente, circunscrevendo dois poligonos regulares semelhantes de peri-

metros 2P e 2P/, temos

Como a relagdo

2P C

2P/ X

X = —C— . 2P,
2P

C
Como a relagdo —— é menor gque a unidade, x < 2P’.

Vemos que x estd compreendido sempre entre 2p’ e 2P,
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Quando o nimero de lados cresce indefinidamente, x = C’.
~ tando, entdo, em (1), temos

Vol-

C = R . C ou
R
C C’
—_— = = cte
R R’

Naturalmente que é constante a relag@o entre o comprimento de um
circulo e seu didmetro. Chamamos essa constante de 7. Entdo,

C

—_— = ==>

2R

C = 2#R

Para que possamos ter uma idéia do nimero m, construimos uma
tabela, utilizando perimetros de poligonos regulares inscritos e circuns-
critos divididos por 2R. Os lados desses poligonos foram obtidos pela
férmula da duplicagdo do género, a partir do hexdgono regular.

Sejam

n = n° de lados do poligono

2p = perimetros dos poligonos inscritos

2P

R = raio do circulo

I

perimetros dos poligonos circunscritos

: 2 2P
2R 2R

6 3,00000 3,46411
12 3,10582 3,21540
24 3,13262 3,15967
48 3,13935 3,14609
@6 3,14103 3,14272
192 3,14145 3,14188
384 3,14156 3,14167
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Notamos que os nimeros da primeira coluna crescem e os da se-
gunda decrescem, tendendo para o nimero m, que apresentamos com
as vinte primeiras decimais.

m = 3,14159265358979323846. ..

10.7 — COMPRIMENTO DE UM ARCO

Seja C,s © comprimento do arco
AB. Como este comprimento é pro-

porcional a sua medida, temos

o em graus

360° — 2#R
. 27R

360

s 4 —> CAB

o em radianos

27rrd — 27R

> CAB = CXR

o —> CAB

10.8 — CALCULO DE =«

Consideremos um circulo de raio R e um poligono regular inscrito
de n lados e perimetro 2p.
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Este perimetro é menor que o comprimento do circulo, mas tende
a esse valor quando o nimero de lados cresce indefinidamente.

Temos

T = £- e, fazendo R = 1,
2R
C

ﬂ‘: —
2

Consideraremos, agora, poligonos regulares inscritos no circulo. de
raio unitdrio, tendo cada um o dobro do nimero de lados do anterior.
Utilizaremos, para isso, a férmula da duplicag@io dos géneros.

l, = /2

(N ve)

Analogamente,

s32=‘/2— ‘/2+\/2+\/§’

screveremos lg; como 1,4 4 1, sendo 4 o nimero de radicais. Assim,

nF1=42-V2+~2 1t vig

com n radicais.
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2n+1

Esse poligono possui género igual a e seu perimetro é

2" n 4 1.

Quando o nimero de lado cresce indefinidamente, esse valor-
tende para o comprimento do circulo que, para R = 1, é igual ao dobro
do nimero 7. Assim, dividindo por 2, temos

r=2"-\/2—\/2+\/2+x/2+\/?ﬁ"?

com n radicais.
10.9 — PROBLEMAS RESOLVIDOS

351. Calcule a drea do hexdgono regular inscrito em um circulo de
raio igual a 6.

Solugdo

|6:R=4

A drea do hexdgono regular
é igual a 6 vezes a drea do
tringulo equildtero de lado
iguval o 4. Entdo,

2 .
s—¢.8V3 _ 54+/3.
4
Resposta: 54 v/'3u. a.

352. Calcule a drea do poligono regular convexo de perimetro 2p
e apdtema a.

Solugdo

Seja | o comprimento do lado e n, seu género. Como o poligono
regular pode ser dividido em n triGngulos de base | e altura q,
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temos
I - CI I r
S=n 5 Mas nl = perimetro do poligono = 2p.
2p -
S = _p.._._i i 3 S = p e |

Resposta: S = pa

Calcvle o lado do poligono regular convexo de 24 lados.
Solugdo

Poderemos calcular |4 partindo de |5, que conhecemos pela
férmula da duplicacéo do género.

T 2
ly, = ‘/2R(R — ‘/RQ — %-) . Comol;, = R~A/2 — 3,
I“:J"ZR(RHJW_ RQ(ZZ'\/3))

1 _
ly, = ‘/2R(R — —2—\/4R2——2R2 + R2\/3)

b = ‘/R(?R~R\/2—|—\/3-)

_l24=R\/2—\/2—|—\/3_

Resposta: R JZ’ — \/2 + V3

A razdo entre os comprimentos de dois circulos é k. Calcule a
razdo entre suas dreas.
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Solugdo
2mR,  _ L= R
27I'R2 R2
SI _ WR? — k2
Sg WRg

Resposta: k2.

355. O comprimento de um circulo de raio R, é igual ao comprimento
de um arco de 30° de um circulo de raio R,. Se a drea do pri-
meiro é igual a 2, calcule a drea do segundo.

Solu¢do

Comprimento do circulo de raio R, = 27R,

Comprimento do arco de 30° do circulo de raio

R, = —0 — 27R, = —_ 24R,
360 12
1
igualando, 2mR, = ——— 27R, _>
12
e Rl e .!
R. 12
2
_S_l._ = R; = Sl = ] Se S1 = 2’
s, R S, 144
2 == ] pem—- 52 == 288
S, 144

Resposta: 288

356. Calcule a drea da coroa circular limitada pelos circulos inscrito
e ciscunscrifo a um quadrado de lado 4.
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Solu¢do

|4=4:R\/2:>R:4—‘2ﬁ=2\/2

4
! 2

S = x (R? — r?)
S = 7w [{24/2)2 — 2% = 4x

Resposta: 4.

357. Sejam P,, P,, P;, P, e P, os vértices de um pentdgono regular
convexo inscrito em um circulo de raio unitdrio. Calcule o produto.

P = P1P2 * P}P3 * P1P4 . P1P5

Solug¢do —— 2
&
Como
P1P2 == P]P5 — 15 e F)]
PP, = PP, = I, temos
P =) ()2 = a
%

] '/*] —
= —(10—24/5) —(10+2 =
4( v)4( +2+/5)

L (100 —20) = 80 _
16 16

Resposta: 5.
Observacdo

Este problema pode ser generalizado. Cabe ao leitor interes-
sado demonstrar que, se P, Py, P;,..., P, sGo vértices de um
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poligono regular de n lados inscrito em um circulo de raio igual
a ], P1P2 . P1P3 . P1P4. .. PIPH = nN.

358. O comprimento de um circulo é 12x. Um arco AB deste circulo

tem comprimento igual a 5x. Calcule em graus a medida do
arco AB.

Solu¢do
12r — 360°
=—=> o = 150°
ST — o
Resposta: 150°

PROBLEMAS PROPOSTOS

359. A drea do tringule equil&tero circunscrito a um circulo de raio unitério é:
A 3¢/3 C) 443
Bl 2v/3 D) 6473
El NRA.

360. Calcule a distdncia enire dois lados opostos de um hexdgono reguler de lado

24/3.

Al 246 C) 4
_ 44/3
E) &
361, Calcule a razto entre as dreas dos quadrados inscrito e circunscrito ao mesmo
circulo.
1 1
Al — ) —
2 4
1 1
B) — D) -
3 8

E} NRA,



244 A. C. MORGADO /E. WAGNER /M. JORGE

362. Cualcule a raz@io entre as dreuas dos triingulos equildteros inscrito e circunscrito ao
mesmo circulo.

1

Al — C) —
2 4
1 1

B) — D) —
3 é

363. Calcule o comprimento do circulo circunserito a um tridngulo equildtero sabendo
que o circulo nele inscrito tem comprimento igual a 8.

A 16r C) 32«
B) 24r D} 48«
E}l 64r
364. A drea do circulo circunscrito a um tridngulo equildtero mede 400r. A drea do
trigngulo equildtero mede:
A) 300 C) 60043

B) 30043 D) 6007
E) NRA.

365. Quantos poligonos regulares ndo semelhantes existem com 48 lados?
Al 5 Q) 7

B) 6 D) 8
E} 9

366. Quantos poligonos regulares ndo semelhantes existem com 32 |ados?
Al 4 Cl 6

B) 5 D) 7
E] NRA.

367. Quando se divide um circulo em 84 partes e se une os pontos de divisGo de 7
em 7, obtemos:

A) um poligono convexo de 84 lados

B) um poligono de 84 lados e espécie 7
C) um dodecdgono de espécie 7

D} um dodecégono convexo

E} NRA.
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368. Quando se divide um circulo em 9?0 partes e se une os pontos de divisGo de 24
em 24, obtemos:

A} um poligono estrelado de 90 lados
B) um poligono convexo de 24 lados
C) um pentadecdgono estrelado

D} um enedgono convexo

E) NRA,

369. Dividindo-se um circulo em 47 partes iguais, quantos poligonos diferentes podem
ser construidos?

Al 21 C) 23
B) 22 D) 24
E} NRA.

370. O lado de um triéngulo equildtero circunscrito a um circulo de raio R é:

_ 2R\/3

A) R\/3 ) - \3/ -

B) 2R\/3 D) 3R\/3
E) NRA.

371. Calcule o perimetro do hexdgono circunscrito a um circulo de raio R,

2 _ _.

A) -3—R\/3 C) 3R\/3

B} 2R4/3 D) 4R\/3
E) 6R\/3

372. Calcule a érea do hexdgono cujos vértices sdo os pontos médios dos lados de um
hexdgono regular inscrito em um circulo de raio 4.

Al 1243 C) 2443
B) 184/3 D) 304/3
E) NRA.

373. Coalcule a disténcia entre dois lados opostos de um octégono regular inscrito em
um circulo de raio unitdric.

A A2 C) 2+42
B} /2 +1 D) V242
E) NRA.
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374. Um circulo de raoio \/F esté dividido em 8 partes iguais, como mostra a figura.
A drea do retdngulo assinalado é:

A} 1
B) /2
C) 2
D) 4
E} NRA.

H 3 ra ra
375. Sejam |z e ljp os lados do pentdgono regular convexo e do decdgono regular
estrelado inscritos em um circulo de raio 1. Entdo, (I5)2 + (13))? & igual e:

Al 1 C} 4
B) 2 D} 10
E}) NRA.

376. Calcvle a altura de um trapézio isdsceles inscrito em um circulo de raio 2 sa-
bendo que as bases estdo situodas em semiplanos opostos determinados por um
didmetro paralelo e s8@o iguais aos lados do triGngulo equildtero e hexdgono
regular inscritos nesse circulo.

Al A3 41 C) /3
B) /3 — 1 D) v/3 +2
E} NRA.

377. O lado do octégono regular inscrito num circulo de raio R mede \/2ﬁ Entéo,

R vale:

A V2442 o 2V2+v2
Bl V2—+/2 D) 2V2— 2

E) NRA.

378. Os catetos de um tridngule reténgulo sdio iguais ao lado do hexdgono e do
decdgono regulares convexos inscritos num mesmo circulo. A hipotenusa desse tri-
angUlO é:

A) 1y c i
B) I D I
E)} NRA.
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379. (CICE — 68) Seja p o perimetro de um poligono regular de n lados inscrito em
um circulo de raio r. Assinale quel das seguintes relagdes é verdadeira.

Al p+ 2n\/27 C p<7r

B) p+in+ 11/5r D) p > 8r
2
E) P"—““%‘"\,/:Tr

380. As cordas AB e CD que ndo se cortam nho interior de um circulo de raio R me-

R - .- - i
dem, respectivamente, —; ‘\/10 + 2\/5 e R 2 — \/3. As retas AC e CD
formam dngulo de:

A) 36° C) 57° ou 87°
B} 21° ou 51° D) o problema estd indeterminado
E) NRA.
381. Considere dois dodecégonos regulares convexos de lados 2 e 4. Calcule o lado

do dodecdgono regular convexo cuja drea sejo a soma das dreas dos dois
primeiros.

Al 6 C) 8
B} 6 D) 245
E) NRA.

382. Considere um tridngulo equilétero e um quadrado inscritos em um circulo de raio
unitdrio. Entdo, I3 + 13 & aproximadamente igual a:

A} 3
B} =«

C) e {base dos logaritmos neperianos)

24
D) ——
7
23
E) ——
6

383. As duas tangentes trocadas de um mesmo ponto a um circulo de raio 2 deter-
- ’n- A
minam dois arcos sobre o circulo, sendo o menor de comprimento —3— O éngulo

entre as tangentes é&:
A) 100° C) 135°
B) 120° D) 150°
E} 160°
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384. A distdncia entre os pontos A e B & 3. Tragam-se circulos de raioc 3 com centros
em A e B, que se cortam em M e N. Ccleule o perimetro da figura curvilinea
AMBN.
A T C) 4r
B) 2r D) ér
E) NRA,

385. Considere o quadrado de lado 6 da figura.

Calcule o perimetro da figura
assinalada.

A) 6érm
B} 8r
Cc) 12r
D} 16«
E) NRA.

Lo

386. Os trés circulos da figura sdo tangentes entre si, dois a dois, nos pontos A, B

P

e C. S5e o raio de cada um deles & igual a 1, o perimetro da figura curvilinea
formada pelos maiores arcos AB, BC e CA mede:

A) 3x
B) 4rx
Cl 5r
D) ér

E} 9r
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387.

388.

389.

390.

391.

Duas diagonais de um pentdgono regular de Jado L cortam-se segundo dois
segmentos m e n. Calcule estes segmentos em fungio de L.

Os pontos A, B, C e D s&@o vértices consecutivos de um decdgono regular de lado
L inscrito em um circulo de centro O e raio R. A diagonal AD corta ¢ raio OB
em J. Calcule os segmentos AJ e JD.

Calcule a raz@io entre os perimetros dos dodecdgonos inscrito e circunscrito o um
mesmo circulo,

Considere um pentégono regular convexo ABCDE de centro O. A reta AO encon-
tra BE em M e DC em N. Demonstre que os pontos A, M, O e N formam uma
diviso harménica.

{IME — 67} A figura abaixo mostra o octégono MNPQRSTU e um quadrado
construido tendo por base MN. Sabendo
que a distdncia entre o centro do circulo
inscrito no octégono e © ponto de inter-
se¢do das diagonais do quadrado & g,
determine a drea do quadrado em fun¢do

de a.



APENDICE

A--1| — HOMOTETIA

1.1 — Dados em um plano os pontos O e A, e um nOmero real k = 0,
* chama-se homotetia de centro O e razdo (ou caracteristica) k &
transformacdo que a todo ponto A faz corresponder um ponto

A’ tal que OA’ = k - OA chamaremos de Hom (O, K).

BI

homotetia
direta

O <K L1
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homotetia
inversa

K < O. (%

Da prépria definicdo decorre que os tringulos CAB e OA’B’ séo
semelhantes, sendo J&E// A’B’. Portanta, a homotetia transforma uma
reta em outra paralela distinta, caso k seja diferente de O’ e de 1,
e caso a reta ndo contenha o centro O.

1.2 — A figura homotética de um dngulo AJB é um angulo A’J'B’
congruente com o primeiro.

Bl

;I
\/
ji

De fato, como JA// VA’ e IB// VB, independentemente da

razdo, o = o',

* Se k = — 1, a transformagdo é uma simetria de centro O.
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1.2.1 — A figura homotética de um triangulo (poligono) é um outro
semelhante ao primeiro.

Este fato decorre imediatamente da definicdo e proprie-
dades anteriores.

1.3 — A figura homotética de um circulo é um outro circulo.

Pl

A
A" o~
R

Seja um circulo de centro A e raio R. Se o imaginarmos formado
pelas extremidades dos segmentos AP, todos congruentes, a figura
deste circulo transformada em uma homotetia serd formada pelos extremos
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dos segmentos A’P’, todos cong-uentes e de comprimento igual a | k| - AP.
Assim, concluimos que:

1)

2)

3)

1.4 —

A figura transformada de um circulo {A, R) em uma Hom(O, K)

é um circulo (A’,|K]R), onde &’ =K . 5;\

Dados dois circulos ndo concéntricos e de raios diferentes
existem sempre duas homotetias que transformam um deles no
outro.

As tangentes comuns a dois circulos passam pelo centro de
homotetia.

Produto de homotetias

1.4.1. — Produtc de homotetias de mesmo centro.

Sejam Hom (O, K,) e Hom (O, K,) duas homotetias. A pri-

— — —_—

meira transforma um vetor AB em outro A;B, = k; - AB e a outra
—_— —_— e

transforma A,B, em outro A,B, = k; - A;B,. Por simples subs-

tituigdo vemos que

;282 = Kl . K2 . AB

- ————

o que mostra que a Hom (O, k, - ky) transforma AB em A,B,.

Vemos, também, que o produto de homotetias é comuta-
tivo, ndo influindo a ordem em que sdo feitas as transformagdes.
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1.4.2. — Produto de homotetias de centros distintos.

Consideremos, agora, Hom (O, K;) e Hom (O, K,). A pri-

—_— —— I,

meira transforma AB em AB, = k,;, AB e a segunda transforma

— _—

AB, em AB, = k; - A;B,. Vemos também que, como

A.B., = k, - ky - AB,
existe uma homotetia de centro O e razdo k, - k, que transforma

AB e, AB,. (%)

* k1 - k2 # 1 para que exista O perfeitamente determinado.
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Concluimos, ainda, que:

1) O, O, e O, sao colineares.

De fato, seja r a reta que contém O, e O,. Na primeira trans-
formagdo, r, =r e, no segunda, r, =r, =r. Como rp =,

entdo r contém o centro O da homotetia que transforma AB
—

em A,B,.

2) A homotetia produto serd direta se as duas primeiras forem
ambus diretas ou ambas inversas e serd inversa se uma for

direta e outra inversa.
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3) Trés circulos de raios distintos e dois ndo concéntricos determinam

sempre seis centros de homotetia.

Este fato decorre imediatamente das propriedades anteriores.
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A-2 | — A RETA DE SIMPSON-WALLACE

2.1 — Os pés das perpendiculares tracadas de um ponto do circulo

circunscrito a um tridngulo aos lados desse triGngulo sdo colineares.

Porque os quadrildteros PMAN e PMLC sdo inscritiveis,
NPA = NMA e CPL= CML.
Porque os quadrildteros BNPL e BAPC sdo inscritiveis,
NPL = APC, pois sdo suplementos de B.

Logo, NPA = CPL ou NMA = CML, o que mostra que os pontos L, M e N
sdo colineares. A reta que os contém é chamada reta de Simpson,

reta de Wallace ou simplesmente simson do ponto P.
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2.2 — Se as perpendiculares de um ponto P do circulo circunscrito .a
um triéngulo ABC aos lados BC, CA e AB encontram novamente
o circulo em L'/, M’ e N/, as retas AL/, BM’ e CN’ sdo paralelas

& simson do ponto P.

o =7 — _IL 1
2 > _
a=8 (quadrilétero inscritivel PMLC) |

=> g=% => AU//S
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2.3 — Se o ponto P move-se sobre o circulo circunscrito de um arco

de medida o, a reta de Simpson move-se de um d&ngulo de

——

. o . fe ~
medida 5 no sentido contrdrio & rotagao de P.

2.4 — A reta de Simpson de um ponto P divide ao meio o segmenio

que une o ortocentro do tringulo ao ponto P.

2.5 — Os simétricos de um ponto do circulo circunscrito em relagdo aos
lados do triGingulo inscrito estdo sobre uma reta paralela & de

Simpson passando pelo ortocentro do tridngulo.

2.6 — O angulo formado pelas retas de Simpson de um ponto P em
relaclio a dois tridngulos inscritos é o mesmo para qualquer

posicdo de P.
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A-3 | — A RETA DE EULER — O CiRCULO DOS NOVE PONTOS

3.1 — A disténcia de um circuncentro de um tridngulo a um dos lados
é a metade da distdncia do ortocentro ao vértice oposto.

Como OA’// HA,
OB’ // HB,
A'B /| AB, e

AR = | AB,
2

os tringulos OA’'B e HAB

. 1
sado semelhantes na razdo > sendo

OA’ = HA.

1
2

3.2 — Em um triGngulo, o ortocentro, o baricentro e o circuncentro
estdo alinhados,

A Como A’ é médio de

BC, AA’ é uma me-

diana, os triGngulos

AHG e GOA’ sao

semelhantes, e sendo

OA’ 1

= —— @ razao
HA

de semelhanga, en-

tdo GA' = ~]7 GA,

sendo G, portanto, o baricentro do tridngulo.
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A reta que contém o ortocentro, o baricentro e o circuncentro de
um triGngulo é chamada reta de Euler do tridngulo.

3.3 — O baricentro de um ftridngulo divide o segmento que une o

|

ortocentro ao circuncentro na razdo - -

Como os triingulos AHG e GOA’ s&o semelhantes na ra-

’
Zao OA = L’ ]ogo
HA 2

GO = i GH.
2

3.4 — Circulo dos nove pontos

Transformemos o circulo circunscrito de um tringulo pela

Hem (G, — —;—) . Seja F o centro do novo circulo. Ele é tal que

GF = — . GO.
2

De acordo com a figura,

—e——— X
|
V
-
O
l
|
X
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Logo, o centro do circulo transformado é o ponto médio do seg-

— 1
mento OH. Ora, segundo a Hom (G, — ?),os pontos A, B e C

transformam-se em A’, B” e C’ médios dos lados do tridngulo.

A

Como F é médio de OH,

FA = ml, o que mostra pas-

sar este circulo também pelos

c pés das alturas do tridngulo.

Da congruéncia dos tridngulos FOA" e FHP,, temos

I
OA’ = HP, = 5 HA.

Llogo, P, é médio do segmento HA e, como FA” = FP;, vemos também
que este circulo passa pelos pontos médios dos segmentos que unem o
ortocentro aos vértices e que sdo chamados de pontos de Euler do tri-
dngulo.

1
Como transformamos o circulo circunscrito segundo a Hom (G, —— ],

2

. . R
o raio do circulo dos nove ponfos tem raio o

Assim, o circulo dos nove pcntos:

. R
a) tem raio —,

b) tem centro no ponto F, médio de OH,
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c) contém

A’, B, C' — pontos médios dos lados
H,, H;, H; — pés das alturas

P, Py, P; — pontos médios dos segmentos que unem o
ortocentro cos vértices.

3.5 — Os trigngulos ABC, BCH, CAH e ABH possuem o mesmo circulo
dos nove pontos.

Observacdo: o circulo inscrito e os trés circulos exinscritos sdo cha-
mados de circulos tritangentes.

3.6 — Teorema de Feuerbach

Cada um dos trigngulos ABC, BCH, CAH e ABH definem quatro
circulos tritangentes. Estes 16 circulos sdo tangentes ao circulo
dos nove pontos. N

A—4 | — TRIANGULOS PEDAIS

4.1 — Seja P um ponto do plano de um tridngulo ABC e sejam PA,,
PB, e PC, as perpendiculares tracadas por P aos lados BC AC
e AB do tridngulo. Se P ndo pertence ao circulo circunscrito, o
tridngulo A,B,C, é chamado tridngulo pedal de P.

A
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4.2 — lLados do triangulo pedal

Como AC,PB, é inscritivel, pela Lei dos Senos,

B
1CL = PA; mas m_a_A — 2R —>
sen A sen A
. B,C, — a - PAﬁ
2R

Assim, se x, y e z sdo as distGncias de P aos vértices A, B e C,
os lados do tridngulo pedal medem

ax bx cX
. e _—

2R’ 2R 2R

A-5| — AS SIMEDIANAS

5.1 — A isogonal de uma mediana chama-se simediana.

5.2 — A  Dbissetriz de um A
dngulo de um trian-
gulo & também bis-
setriz do dngulo for- S5 \(M2

mado pela mediana

e simediana tragadas

do mesmo vértice.
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53 — Se D e E sdo os
pontos em que a
mediana e sime-
diana encontram o
circulo circunscrito
a um tri@ngulo
ABC, entdo DE é
paralela a BC.

b

Como F & médio de BC e
_—._, — A\ 1
DC, logo DE // BC. E\——ﬁ}__ !
5.4 — A simediana relativa co lado a de um fridngulo ABC divide

ao meio qualquer antiparalela ao lado BC.

A
D E
/ MK N
B8 Al C
AA/ —>med|c1nc:1 AS — simediana
—> DM = ME. — .y o= => DM = ME.
DE // BC S DE anti // BC }

A demonstragdo é ele-
mentar. Seja AA’ uma me-
diana, DE // BC, sendo M
médio de DE. A simetria
em relagdo c: bissetriz AZ
do &ngulo A leva a me-
diana AA’ na simediana
AS, D em D, E em E, e
M em M,
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Concluimos imediatamente que & — o', sendo, portanto, D.E, e BC
antiparalelas em relagdo aos lados do dngulo A, e que, se M é médio
do DE, entdo M, é médio de D,E,.

5.5 — Em um triGngulo ABC, o pé da simediana e o pé da tangente
ao circulo circunscrito, tragadas por A, dividem harmonicamente
o lado BC.

Ora, como C = AED =
= BXT, a antiparalela DE
é paralela a tangente AT,
e, como M é médio de DE,

p ha o feixe A(TBSC) é harmé-

ST s BU nico (V. 3.9.2).

5.6 — O ponto S, pé da simediana tracada pelo vértice A de um tri-

— 2
dngulo ABC, divide o lado BC na rczao—;?o

SB
SC

) TB
igual a , calcvlaremos
TC

Como a razdo é

esta Oltima.

Da semelhanca dos tri-

angulos ABT e CAT, temos

TA

C
IC b TC? b?
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T 2
mas TA?Z = TB-TC —> TBIC _ —_
TC? b?
. T8  SB ¢
TC SC b?
5.7 — As distancias de qualquer ponto da simediana cos lados adja-

centes sQ0 proporcionais aos proprios lados.

B S Al C

Como os triingulos ASB e ASC possuem mesma altura em relagdo

X . SB
a BC, a razdo entre suas dreas é igual & razdo ——— de suas bases.

Assim,

S(ASB) _ SB _ ¢ 2
S(ASC) SC  b? by

Il

U'In

< | x
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5.8 — As trés simedianas de um tridngulo sdo concorrentes.

Seja K o ponto de concurso das
simedianas S, e S,.

Kes,—> L =2
b

c
c a
Concluimos que g _y_'
a b

B o C
ou seja, K C S,

O ponto K, de concurso das simedianas, é chamado ponto de Lemoine
e é o Unico ponto cujas distdncias aos lados sGo proporcionais aos pré-
prios lados. Além disso, devemos notar que o ponto K forma os triGn-
gulos KBC, KAC e KAB, de dreas proporcionais a a? b? e ¢ respecti-
vamente.

5.9 — Se por um ponto de uma simediana (mediana) tracarmos per-
pendiculares aos lados adjacentes, o segmento que une os pés
dessas perpendiculares é perpendicular & mediana (simediana)
correspondente.
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Como AM MM, & inscrifivel, M,AM = M;M:M = A'’AC, o que

mostra ser MM, perpendicular a AA’. Da mesma forma demonstramos

que N;N, é perpendicular a AS.

Concluimos, ainda, que:

1) MM, e N,N, sdo antiparalelas em relagGo ao angulo A.

2) M, M,, N, e N, sdo conciclicos.

De fato, pois se AM; M, = AN, N,, os trigngulos AM; M, e AN, N,
sdo semelhantes e AM, - AN, = AM, - AN,, demonstrando as proposi-

¢oes acima.

Devemos notar que estas propriedades valem para duas cevianas

isogonais quaisquer e as demonstra¢des sdo inteiramente andlogas.

5.10 — Comprimento de uma simediana.

Sejam m e s o comprimento da mediana e simediana relafivas ao
lado a de um triGngulo ABC. A mediana AA’ corta o circulo circunscrito

em D, e seja A'D = x.
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Sabemos que

bc=S-AD . . S§= % (1)

1
4. :1—[2(b2 + ¢?) — a?] 4 a? b? 4 o

- VvV 2(b? + ¢2) — a?

AD =

1
4 Vb + ) — o

levando em (1),

bc

S:E2+C2\/2(b2_’_c2)_02
Analogamente, se | S, = *bQ—EE__;—\/2 (b2 + 2} — a?,
entGo Sy, = szai_:&\/g(c2 + ¢?) — b? €
ab
S, = 7:32_*__*|:‘2\/2(c12 4+ b% — 2
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A-6| — AS FORMULAS DE EULER

6.1 — Relacao dos cinco raios

Considerando a figura da pdagina anterior, verificamos inicialmente
que as bissetrizes Al, e Al, sdo perpendiculares e que EF é um di@metro
perpendicular a BC em seu ponto médio D.

No trapézio |, JLI., temos

BJ = p
CL=p

Como D é médio de JL, DF é base média, sendo

rb_|_rc

DF = -- (1)
2

Temos ainda

[ CR = BM
BM=p —b =AU — AC = UC = CR =>
1 RD — DM
e _ gy _ AT C
CIE = ECl = ——- -~ EB — EC — El = EI,
Ci.E = I,CE
Se D e E sdo médios de RM e ll,,
entdo podemos escrever
DE= ‘o © (2)
2
Como DE 4+ DF = 2R,
2R__rb—krc_rc,—r .
2 2
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6.2 — Disténcia do incentro ao circuncentro

No triGngulo OIE, temos

OI> = OE? + |IE2 — 20E - ET, mas
IE2 = EC2 = 2R - ED  —>
—=> OI2 = R+ 2R(ED — ET) = R?2 — 2R (ET — ED)  —>
—> Ol = +/R® — 2Rr

6.3 — Distancia do circuncentro a um exincentro

No tridngulo OI_E, temos

Ol = OF2 4 EI2 + 2 - OE - ES, mas

El = CE=2R-ED  =—>
—=> OlZ = R? + 2R (ED + ES) =>
—=> Ol, =vVR2 + 2R r, e, analogamente,
Ol, =R + 2R, e

Ol. =VR?2 + 2R,

6.4 — Distancia do incentro a um exincentro

Temos
I, = 2 El, = 2 CE?
i2 = 4 - CE? —>
—> 12 =4.2R.ED, mas ED =TT —»
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—> e = 24/R{ry — 1) e, analogamente,
l, = 24/R{r, — ¥) e

"c = 2\/R(rc - r)

6.5 — Distancia entre dois exincentros

Calculemos 1.

Fl, = Fl_, sendo C_f mediana no tridngule retdngulo [,Cl..
2CF = I,

L2 = 4CF =4 . 2R - FD,

rb_l— Fe
2

mas FD =

k. = 24/Rlr, + r.) e, analogamente,

la'e = 2/R(rq + ro) e

lole = 24/R(ra + ro)

6.6 — Exemplos

6.6.1 — Calcular o raio do circulo circunscrito a um triéingulo
sabendo que o circuncentro e os exincentros relativos a a e b
formam um triGngulo equilatero de 4 m de lado.

Solugdo
Pelas férmulas de Euler, temos
Ol, = VRE+ 2R r,
Ol, = \/ﬂm
lh, = 2 V/Rlrs + ri)
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Das duas primeiras vemos que r, = ry.

Na daltima, temos
4 =2+/R(2r,) ou
R.-r,= 2.

Levando na primeira, temos

16 =R+ 2 .2 =>R2=12 =>

= R =2+/3m

6.6.2 — No problema anterior, calcule os raios dos circulos
exinscrito e inscrito.

Solucdo
Do problema anterior,
R -r, = 2 —
V3
R=2+/3 3
Calculamos r, e r pelas relagdes

4R =r, + 1, +r.—r e

6.6.3 — Em um tridngulo de lados 4, 6 e 8, calcule, se possivel,
© comprimento da tangente tragada pelo circuncentro
ao circulo inscrito,

Solugdo

Calculemos a drea do tridngulo.

S = 4 9N3)5) = 3V15 a.a.
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Os raios dos circulos inscrito e circunscrito medem

S = pr —> 3\/]3:9r:>r:_.\/3]5

abc = 4RS —=> 4 .6 -8 =4 .R 315 —> :E@
15

A disténcia d entre o incentro e o circuncentro é dada por uma
das férmulas de Euler.

d? = R? — 2Rr

15 15 3
g 160 32
15 3
== d2 — 9—6
15

Podemos, entGo, calcular a poténcia do circuncentro em relacdo
ao circulo inscrito

POf(u O = d? — r?

POf“) O = —?g — —g'
POT(U O = %;—

Como a poténcia é positiva, o circuncentro é exterior ao circulo
inscrito e, neste caso, a poténcia é dada pelo quadrado do
segmento da tangente. Logo, o comprimento t pedido é

7
15
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A-7 | — INVERSAO

7.1 — Definicao

Consideremos um ponto O de um plano Z. Chamamos de inversdo
positiva de centro O e raioc K a transformacdo em Z que faz corres-

ponder a cada ponto P de Z um ponto P’ da semi-reta OP, tal que

OP . OP' = K>

Os pontos do circulo de centro O
e raio K sdo duplos. Se duas

curvas C e C' sdo inversas, a

sua intersecdo estd necessaria-
mente sobre este circulo. Os

pontos A e A, Be B, C e C’ sGo ponfos inversos e escreveremos
A’ = Inv(A), B = Inv(B) e C’ = Inv(C)

e vice-versq.

7.2 — Produto de inversées de mesmo centro

Consideremos a inversdo de centro O e raio K, que leva P em P,

e a inversdo de centro O e raio K, que leva P, em P,. Entdo,
OP - OP, = Kj e

0P| . OPQ - K‘j.
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Dividindo membro a membro, obtemos

2
K,

Vemos, entdo, que o produto de duas inversdes de mesmo centro e raios

)
K, e Ky é uma homotetia de centro O e razdo (—)

7.3 — lIsogonalidade

7.3.1 — Teorema

Se dois pontos A e A’ pertencem, respectivamente, das curvas
inversas C e C’, as tangentes a essas curvas em A e A’ formam
A . . 7
angulos iguais com a reta AA’.

(J)
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Consideremos os pares de pontos inversos A e A" e B e B,
Porque OA - OA” = OB - OB’, os pontos A, B, A’ e B’ perten-
cem a um mesmo circulo, sendo r e r’ antiparalelas em relagédo
a O. Se B tende a A, B tende a A’ e, quando B = A, B’ = A’.
O circulo (J) serd, entdo, tangente as curvas CeC emAeA,
respectivamente, e as retas r e ' serdo tangentes a esse circulo

e as curvas C e C'.

r

(1)

Vemos imediatamente que

4

oL = o .

7.3.2 — Teorema

Se duas curvas C, e C, formam éngulo o em um ponto de
. ~ N 3 ’ . -
interse¢Go A, as suas inversas C,” e C,’, na mesma inversgo,

formardo dngulo o em um ponto de intersecdo A’, inverso de A.
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Porque os tringulos MAA’ e NAA’ sdo isdsceles, pelo teorema

anterior, concluimos imediatamente que

a:

o

Transformacdo do circulo por inversdo

7.4.1 — O pdlo é um ponto do circulo

Quando o pélo O de inver-
sdo é um ponto do circulo, a
figura inversa do circulo é
uma reta perpendicular ao
didmetro que passa por O.

Seja A’ do didmetro OA
tal que

OA - OA’ = K2
Consideremos a reta r, que
contém A’ e é perpendi-
cular a OA. Seja B um
ponto do circulo.

L

1%
\

()
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Vamos provar que B’, ponto que r intercepta OB, é o
inverso de B.

Sendo os tringulos OA’B’ e OBA semelhantes, temos

oA O . 0B.OB - OA.OA -k
OB OA

Entdo, como B’ = Inv (B}, mostramos que

r = lnv {C).

7.4.2 — O pélo nao pertence ao circulo

(cn

Quando o pdlo de inversdo ndo pertence ao circulo, a sua
figura inversa é um outro circulo homotético do primeiro, numa
homotetia de mesmo centro.

Sejam A" = Inv(A) e B’ = Inv(B).
Consideremos o circulo de diGmetro A’B’. Temos, entdo,

B!
OA - OA" = OB - OB’ = K2=»> OA _ ©

OB OA’

’
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o que mostra que (C’) é homotético de (C), numa homotetia de
centro O. Temos ainda, considerando uma secante qualquer,

oD OA

AE = B'D’ =—> A OAD ~ A OD'A’ =—> — S

OA’ oD’

OD - OD' = OA - OA" = K.

Entdo, C' = Inv (C).

7.5 — Distancia entre dois pontos inversos

Sejam
B’ = Inv(B).

A" = Inv(A) e

Porque as retas AB e

A’'B’ sdo antiparalelas, os

tridngulos OAB e OB’A’ sdo semelhantes. Llogo,

Mas OB =

A'B"  OF s
AB OA
A'B — AB . OF
OA
Entdao,
2
A'B" = AB . K

DA - OB
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7.6 — Observagéo

Se dois circulos sdo ortogonais, a inversdo cujo polo é um ponto
’ - Id
de um dos circulos transforma estas figuras num circulo e numa reta
que passa pelo centro deste.

Este fato decorre imediatamente de 7.4 e 7.3.2.

7.7 — Aplicagdes

1) Demonstrar que, em um quadrildtero inscritivel, o produte das

diagonais é igual a soma dos produtos dos lados opostos.

(Teorema de Ptolomeu).
Sugestdo

Transforme circulo em reta, numa inversdo de pdélo A. Como

B'D" = B'C’ + C'D’, aplique o resultado encontrado em 7.4.
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2)

3)

4)

5)

8

10
11
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Considere um quadrildtero ABCD. Prove que, se os circulos
circunscritos aos tridngulos ABC e ADC forem ortogonais, os

circulos circunscritos aos tridngulos ABD e CBD também o serdo.
Sugestdo

Transforme os circulos (ABC) e (ADC) em retas, por inversdo
de pdlo A. Lembre que essas retas sGo perpendiculares.

Considerando o quadrilatero do problema anterior, se a, b,
c e d sdo os comprimentos dos lados, e p e g, os das diagonais,
prove que

p2q2 — °2c2 + b2d2

Os pontos A, B, C e D formam uma divisdo harménica. Trans-
formemos, por inversdo de pdlo A, os pontos B, C e D. Se
B’ = Inv(B), C' = Inv(C) e D’ = Inv{D), prove que B’ é o ponto
médio de C’'D’.

Se um circulo é tangente internamente ao circulo circunscrito
de um tri@ngulo ABC e é tangente em P e Q a dois lados do
tridngulo,- prcve que o incentro do tridngulo ABC é o ponto

médio de PQ.
Sugestdo

Transforme os dois circulos, utilizando uma inversdo de pdio A
e raio Al.

RESPOSTAS DOS TESTES

31 — D 38 — A
32 — C
33 — 8B
34 — A 51 —

— B 15 —
— D 16 —
— D 17 —
- C 18 —

N T G m

i2—A
13 —C
14 — B

19 —C
20— C
30— C

35— C
36 — E
37 — A
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55— C
56 — C
57 — D
58 — E
59 —D
60 — A
61 —
62 —
63 —
64 —

C
C
D
D
65 — B
66 — B
A
C
C

&7 —
68 —
69 —
70—D
71 — A
72 —C
73 —E
74 — A
/75 —B
76 — B
77 — B
78 — A
79 — A
80 — C
91 — D
92 — C
93 — D
94 — D
95 —1D
96 — B
97 — B
98 — E
99 — A
100 — C

102 — D
103 — D
104 — C
105 — A
106 —
107 —
108 —
109 —
110 —
111 —
112 —
113 —
114 —
115 —
116 —
117 —
118 —
119 —
120 —
121 —
122 —
123 —
124 —
125 —
126 —
127 —
128 —
129 —
130 —
131 —
132 —
133 —
134 —
135 — C
136 — C
137 — D
138 — C

WU’mWﬁUﬁmU>ﬁWﬂW>OWU’UUﬁﬁﬁWﬁU’}mm

139 — B
140 — D
155§ — C
156 — D
157 — D
158 — C
159 — A
160 — E
161 — C
162 — A
163 — C
164 — D
165 — B
166 — A
167 — D
168 — B
169 — D
170 — C
171 — A
172 — D
173 — B
174 — C
175 — A
176 — D
177 — C
178 — D
179 — C
180 — B
181 — C
206 — C
207 — A
208 — C
209 — C
210 — D
211 —C
212 — D
213 — C
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214 — D
215 — A
216 — E
217 — E
218 — B
219 — C
220 - C
221 — D
222 — C
223 — D
224 — A
225 — C
226 — A
227 — B
228 — D
229 — E
230 — B
231 — B
232 — D
233 — C
234 — C
235 — E
236 — C
237 — C
238 — D
239 — A
240 — A
241 — B
242 — C
243 — D
244 — E
245 — B
246 — B
247 — D
248 — C
249 — D
250 — B
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