@ CONICAS

1. (EPCAR (AFA) 2019) No plano

cartesiano, os focos F, e F, da elipse
2 2
x

a:%+§=1 sao pontos diametralmente

opostos da circunferéncia A e coincidem
com as extremidades do eixo real de uma
hipérbole equildtera B.
E INCORRETO afirmar que
aanNnBNi=9
b.Anp={F,F}
canpB={A B, C, D}, sendo 4, B, C,D
pontos distintos
danl+@

2. (ESPCEX (AMAN) 2019) Uma hipérbole
tem focos F, (=5, 0) e F, (5, 0) e passa
pelos pontos P(3, 0) e Q(4, y), com y>0.
O triangulo com vérticesem F,, P e Q tem
dreaigual a

167

a. 3

167
=

327
=5

q 87
3

87
-

3. (IME 2019) Uma hipérbole equildtera de
eixo igual a 4, com centro na origem, eixos
paralelos aos eixos coordenados e focos

no eixo das abscissas sofre uma rotacao
de 45° no sentido anti-horario em torno da
origem. A equacédo dessa hipérbole apds a
rotacdo é:

a. xy=2
b
C
d. xy=-2
e

4. (ESPM 2018) Seja A o Vértice da
pardbola de equacdo y=x?’—4x+6. A
reta que passa pela origem 0 do plano
cartesiano e pelo ponto A intercepta a
parabola também num ponto B. Pode-se
afirmar que:

a. OA =AB

b. OA=2-AB
C. AB=2-0OA
d. AB=3-0A
e. OA=3-AB

5. (FGV 2018) A solucdo gréfica do sistema
3x% + y2 <2

x2+y2s1

de inequacoes { € a regido
sombreada em

YA

%<V

a

D
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6. (IME 2018) Seja uma elipse com focos
no eixo OX e centrada na origem. Seus
eixos medem 10 e 20/3. Considere uma
hipérbole tal que os focos da elipse sdo
0s Vértices da hipérbole e os focos da
hipérbole sdo os vértices da elipse. As
pardabolas que passam pelas intersecoes
entre a elipse e a hipérbole e que sao

tangentes ao eixo QY, na origem, tém as
seguintes equacoes:

a. y2 = iZEX
7

b. y? = J_r4£x
7

C. y2 :i6§x

d. y2 = 16—35 X
7

e. y2 :J_r8ﬁx
63

7. (ESPCEX (AMAN) 2018) Uma elipse
tem centro na origem e vértices em (2a, 0)
e (0, a), com a>0. A drea do quadrado
inscrito nessa elipse é

16a2
a. .

5

4a*

8. (FGV 2017) Na representacao gréfica

x2+y2=4

do sistema de equacdes no

4x2—y:2

plano cartesiano, uma das solugdes é
(0,-2). A distancia entre os pontos que
representam as duas outras solucoes

desse sistema é igual a

a. J14.
b.

0

o
. Nl o= .
A~

®

9. (ESPCEX(AMAN) 2017) Osvaloresreais
de n para os quais a reta (t)y=x+n seja
tangente a elipse de equacao 2x?+3y? =6
sao iguais a

a. /5 e+5



b. -3 e 3
c.-3e3
d 2e2
e. 5e5

10. (Esc. Naval 2017)

onto da elipse x—2+y—2—1 de focos F. e
P P a2  pz 1

Seja P(x,y) um

F, e excentricidade e. Calcule PF;-PF, e
assinale a opcao correta.

a.ex*+a(1+2e?%)
b. e? x—a* (1+e)
c.e? x*+a* (1-2e)
d.e? x—a(1+e?)

e. e’ x*+a* (1-2¢e%)

11. (EPCAR (AFA) 2016) Analise as
proporcoes abaixo e escreva V para a(s)
verdadeira(s) e F para a(s) falsa(s).

l.( ) Adistancia entre o vértice e o foco da
pardbola y? +4x-4=0 € igual a 1 unidade
de comprimento.

. ( ) Numa hipérbole equildtera, as
assintotas sdo perpendiculares entre si.

. () Aequacdo 2x°+y? —4x—4y+4=0
representa uma elipse que tem um dos
focos no ponto P (1,4)

A sequéncia correta é
aF-F-V
b.V-F-V
c.F-V-F
dV-V-F

12. (UEM 2015) No plano cartesiano
xy considere C, a circunferéncia com
centro em 0,=(-4,5) e raio r,=3, C, a
circunferéncia definida pela equacao
(x—2)*+(y—4)*=4 e centro 0, Sobre o
exposto, assinale o que for correto.

01. Adistancia entre 0, e 0, é /37.

02. A equacao da reta que passa

pelos centros de C,e C, é dada por

yo 118
6 3’

04. O raio da circunferéncia €, € maior
que o raio da circunferéncia C,.

08. A distancia entre C, e o eixo 0y é
maior que zero.

16. O ponto (-4,8) ¢ Ca.

13. (ESPCEX (AMAN) 2015) Uma reta t
passa pelo ponto A(—3,0) e é tangente a
pardbola de equagao x= 3 y 2 no ponto P.

Assinale a alternativa que apresenta uma
solucdo correta de acordo com essas
informacoes.

a. t:x-10y+3=0 e P(27,3)
b. t:2x-15y+6=0 e P(12,2)
C.t:2x-15y+6=0 e P(12,-2)
d. t:y=0 e P(0,0)

e. t:x+6y+3=0 e P(3,-1)

14. (IME 2015) Determine o produto
dos valores maximo e minimo de y que
satisfazem as inequacbes dadas para
algum valor de x.

2x% —12x+10 < 5y <10 - 2x
3,2
. -16
0
16
3,2

© o0 T W

15. (UNIFOR 2014) Uma bola é jogada
dentro de uma cesta cuja superficie é
obtida girando a pardbola y = x? em torno
do eixo y. O centro da bola ocupa um
ponto de altura y=3. O raio da bola é:

a. V11
b. 11
2

B
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16. (FGV 2014) No plano cartesiano, ha
dois pontos R e S pertencentes a parabola
de equacao y=x% e que estdo alinhados
com os pontos A(0,3) e B(4,0).

A soma das abscissas dos pontos Re S é:
a.-0,45
b.-0,55
c.-0,65
d.-0,75
e.-0,85

17. (IME 2014) Uma elipse cujo centro
encontra-se na origem e Cujos €eixos sao
paralelos ao sistema de eixos cartesianos
possui comprimento da semi-distancia
focal igual a /3 e excentricidade igual a

g. Considere que os pontos A, B, C e D

representam as intersecoes da elipse com
as retas de equacdes y=x e y=-x. Adrea
do quadrildtero ABCD é

a. 8
b. 16

c. =

18. (UFPE 2013) A seguir, estaoilustradas
partes dos gréficos das pardbolas A e B,
com equacdes respectivas y =-x2 +8x-13
ey= x? —4x-3.

YA

AN

Analise as proposicoes abaixo, acerca
dessa configuracao.

() Um dos pontos de intersecao das
parabolas A e B tem coordenadas (1,-6).

() O vértice da pardbola A é o ponto
(4,2).

( ) A reta que passa pelos pontos
de intersecdo das pardbolas A e B tem
equacao y =2x-6.

() A distancia entre os vértices das
parabolas A e B é J102.

() A pardbola B intercepta o eixo das
ordenadas no ponto com coordenadas
(0,-3).

19. (UFRN 2013) Um arquiteto projetou,
para um salao de dimensdes 22 m por
18 m, um teto de gesso em formato de
elipse com o eixo maior medindo 20 me o
eixo menor, 16 m, conforme ilustra a figura
abaixo.

18 m

g

O aplicador do gesso afirmou que saberia
desenhar a elipse, desde que o arquiteto
informasse as posicoes dos focos.



Para orientar o aplicador do gesso, o
arquiteto informou que, na direcao do
eixo maior, a distadncia entre cada foco e a
parede mais préxima é de

a.3m.
b. 4 m.
c.bm.
d. 6 m.

20. (IME 2013) Considere uma haste
AB de comprimento 10 m. Seja um
ponto P localizado nesta haste a 7 m da
extremidade A. A posicao inicial desta

haste é horizontal sobre o semieixo x

ANOTACOES

positivo, com a extremidade A localizada
na origem do plano cartesiano. A haste
se desloca de forma que a extremidade
A percorra o eixo y, no sentido positivo,
e a extremidade B percorra o eixo x, no
sentido negativo, até que a extremidade B
esteja sobre a origem do plano cartesiano.
A equacdo do lugar geométrico, no
primeiro quadrante, tracado pelo ponto P
ao ocorrer o deslocamento descrito €

a. 49x% +9y? —280x +120y — 441=0
b. 49x? — 406X — 49y? +441=0

C. 9x? +49y? —441=0

d. 9x% +9y? +120y — 441=0

e. 9x% —49y? —441=0

)

B
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2 2
1.d. Daequacio X Y _4
36 32

a=6,b=4\/§,a2=b2+c2 e ¢c>0,

62 = (4&)2 +c?

36 = 32+ c2
c?=4
c=2

Logo,Fy =(-2,0) e F, =(2,0).

Sendo C =(Xg, Y¢) o centro da circunferéncia 4,

242
¢ 2
Xc =0

~0+0
o=
yc =0
C=(0,0)

Sendo r a medida do raio da circunferéncia A,

r2 =(2-0)° +(0-0)?
2 =4

Portanto, 4: x*+y*=4

Como Fy e F, coincidem com as extremidades do
eixo real de uma hipérbole equildtera, a=b =2

2 2
y
Logo,B: ——=—=1
9. B =7
Vamos examinar aNA
2 2
Xy .
2 LY
36 " 32 (I)
x21y? =4 (i)
Das equacdes (i) e (i),
x2 4-x2
_+ =
36 32
8x2+9‘(4—x2)
N Ty
288
8x2 +36-9x% = 288
x? = 252
Como x?=-252,
anl=0

Assim, é INCORRETO dizer que ani=@.

GABARITO

2. a. De acordo com as informacdes do problema,
concluimos que a representacdo da hipérbole no
plano cartesiano serd dada pelo seguinte gréfico.

y

Interbits®

(-5,0) (-3,0)| (3,0) (5,0) X

b2+3=5%=b=4
Portanto a equacdo da hipérbole serd dada por;

Xy,

32 42

Logo, o ponto Q de abscissa 4 serd dada por:
2 2 2 2
4__y_=1:y_=ﬁ_1:y_=13y=iﬂ.
32 42 16 9 16 9 3

Como Y >0 o ponto Q serd dado por: Q[4, ?J

Portanto, a drea do tridngulo pedida serd dada por:

Interbits®

e =

F.(-5,0) P(3,0) X
N 8 ;
s-1g AT
2 3
3

3. a. Do enunciado, a equacdo da hipérbole antes
da rotacdo é:
K2 y2 »

4 4
Apds a rotacdo, a equacdo € dada por:
(x-cos45°+y-sen 45°)2 (y-cos45°—x-sen 45")2

_ -1
4 4




VR
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—_
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+
<
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N
|
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—_
<
|
x
SN—
N
I
N

(x+y)*~(y-x)" =8
(x+y+y—-x)-(x+y-y+x)=8
2y-2x=8

Xy =2

4. b. Calculando:

y= X% —4x+6
-4 4
VETAT 2T
) = A(22)
_ (-4 -416_8_
Y 4.1 4

retar:y—-2=m-(x-2)
Naorigem=0-2=m-(0-2)= -2m=-2=>m=1
retar:y=x
—4x+6=Xx=x>-5x+6=0
x=3=y=3=B(33)
=ou
X =2 (ponto A)

Graficamente:

Interbits®

Assim, pode-se concluir que OA =2-AB.

5. c. As equacdes apresentadas representam

uma elipse e uma circunferéncia de
raio 1. A solucdo gréfica de ser a
interseccdo de duas dreas. Calculando:

2 2

3x2+y2£2:>3i+y—
2 2

J6

<1= raio menor = —

NG

=—x<1
2 2 . 3

X +y“ <1=raio=1

Assim, a solucdo gréfica € a regido sombreada

representada em c. (eixo menor da elipse é menor
que o didmetro da circunferéncia).

6. e. Do enunciado, temos:

2 y2 B )
S+ =1 (equagao da elipse)
b
10
= b=—
a=5¢ 3

x? 9y2
Entdo, a equacgado da elipse é dada por: =—+ =2 =
10 25 100

De a® =b?+c?,a=5eb=—,

3
52 = (?] +c?

o2 125
9
Cc= +i

Dessa forma, os focos da elipse sdo F; [5\;— J

[ 55.0)

Os vértices da elipse sdo V;(5,0) e V»(-5,0).

Assim, pelo enunciado, a equacado da hipérbole é

2 2
dada por F_? =1, de tal forma que:
2
20 =105 55 g 52_<5_ﬁ> _ 10
3 3 3 3

Portanto, a equacédo da hipérbole é dada por:

9x? 9y2

125 100

As interseccbes entre a elipse e a hipérbole sdo
dadas pelas solucdes do sistema abaixo:

x? 9y
25100
9x? 9y
125 100

Somando membro a membro as equagdes do
sistema,

14x27
125
2 125, 5%
4
o 535 x*  9y% _
Substituindo x = 7 na equagao 25 100—

B

onicas

Py
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2
§+9L:1
7 100
9%?_2
100 7
2 200 10414
y =" _—=y==

63 21

Portanto, os pontos de interseccao sao

(5@ 10JﬁJ (_5«/% _10JﬁJ (5& _10Jﬁj

7 21 721 721

e[_wﬁ 10@]_

7 21

Assim, as equacOes das pardbolas sdo dadas por:
2

y< = px
Como [5\4% 10;/11—4J € um ponto da parabola,
1014 535
21 ) "7
835
- 63

Ent3o, as equacdes das pardbolas sdo:

8/35
63

y2 =+ X

7. a. Do enunciado, temos:
y

Interbits®

A equacéo da elipse é dada por:

2 2
XY g

(26)2 aZ
2

2
X_+y_=1

4% a2
A e B sdo Vvértices do quadrado ABCD inscrito na
elipse.

Assim, pela figura, o lado AB do quadrado tem
medida 2y, ou seja, sua drea S € tal que S = 4y?.

Note, na figura, que X =Y, logo,

2 2
y +y—:1

402 a?

y2 + 4y2 = 4a?
5y2 = 4a?

4 4

—.5 2 :_.432
5 y 5

16 >
4y? = 2a
y 5

2
S:16a

5

8. c. Tem-se que

x2+y2:4 4(y2—4)+y+2:0
=
X2:y+2 X2:y+2
4 4

(y+2)(4y-7)=0
= W2 _ y+2

4
y=-2 ouy:Z
= 2 4
2t
4
x=0ey=-2
ou
= X——E ey:Z
4 4
ou
X:E ey:Z
4 4
Portanto, a resposta é */:1_5_(_*/:1—5}_*/;—5_

9. a. Resolvendo, inicialmente, um sistema com as
equacoes da reta e da elipse:

2x? +3y2 =6
y=X+n

Substituindo a segunda equacao na primeira,
temos:

2x2+3-(x+n)2 =6

5% +6nx +3n° —6 =0

Para a equacédo tenha duas raizes reais e iguais, ou

seja a reta deve ser tangente a elipse, deveremos
ter o valor do discriminante (delta) igual a zero.

(6n)* ~4-5(3n° ~6) =0
—24n% +120=0

24n? =120

n2:5

n=+/5



10. e Fy(-¢,0),F,(c,0) e P(x,y).
Entao,
PF; =(x+c,y) e PF, =(x-c,y)
O produto escalar PF,-PF, é dado por:
PF,-PF, =(x+¢)-(x—c)+y-y
PF -PF, =x? —c? +y?

2y
Da equacdo da elipse —2+b—2= 1,

a
202 4 y2a?
— > -

a‘b

2,2 _

y“a %p? -

a
bz(az—xz)
2 .
yo=—> 7 i
.
Da elipse,
a2 =b%+c? (ii)
e=S—=c-ea (ii)
= =

Das equagbes (ii) e (iii),

a? =b? +e%a?
b2 =a2-(1—e2)
b? .
61—2:1—92 (iv)

Das equacdes (i) e (iv),

(-6} )

2 2 2.2 2,2

y? =a? - x? —e?%a? + e%x

(v)
Substituindo as equacdes (i) e (v) em
PRy PRy =x? —c? +y?,

|

PF, =x? —e%a? +a% —x? —e?a” + e2x?

-PF, = e?x? +a? - 2e%a?

-ﬁg:ezx2+az(1—2ez)

ﬂl'U
npan

j

T
iy

11. d. Analisando as proposicdes:

(Il VERDADEIRA. Podemos reescrever a equagao
da pardbola dada:

y2+4x—4=0ax=—%y2+1

Assim, temos que quando x=0, y=42, e quando
y=0, x=1. Com isso pode-se construir um grafico
e identificar que trata-se de uma pardbola com
concavidade voltada para a esquerda, que corta
0 eixo y nos pontos +2 e —2, cujo vértice tem
coordenadas (0, 1). Conclui-se também que eixo
de simetria da pardbola é o préprio eixo x (x=0).

O foco de uma pardbola fica sempre sobre o eixo de
simetria (portanto, nesse caso, x=0), com y=k+p
1

onde k serd a coordenada y do vértice e p= e
a

Assim, a coordenada y do foco sera:
k=1

-

p =

1

4
y=k+1-5y=1-1-y=0

Logo, as coordenadas do foco serao (0,0) e sua
distancia até o vértice € igual a 1. A alternativa é
verdadeira.

(Il VERDADEIRA. A proposicdo € verdadeira
pois esta € justamente a definicdo de hipérbole
equildtera: ter as assintotas perpendiculares entre
si.

(] FALSA. Podemos reescrever a equacao dada
de modo a facilitar as conclusoes:

-1 (-2
1 2

Comparando esta equagao com a equacgao geral
de uma elipse, pode-se concluir que a equagao
dada trata-se de uma elipse de centro (1,2),
semi-eixo menor b =1 e semi-eixo maior a=+2. A
elipse pode ser representada graficamente como
na figura a seguir:

(2x% —4x)+(y? —4y +4)=0 > =1

Ay %
3__
C
1+ v
O >
1 2 S
Sabendo que a?=b%+c?, entdo c=1. Daf

pode-se deduzir que os focos da elipse serdo (1,3)
e (1,1). A proposicdo é falsa.

12.01+02=03.

(01] CORRETA. Se a equagio de Cg ¢é
(x—2) +(y—4)? = 4, entdo seu centro é Og = (2, 4)
e seuraio g =2. A distancia entre Op e Og € dada
por:

2 2
do, g = J(2+4) +(4-5) =/36+1-dg, o =37

(02] CORRETA. Toda reta tem sua equagao geral
na forma y =ax+b. Calculando a, tem-se:

_Ay_4—5_)a 1

a= -
AX 2+4 6

B

onicas

Py
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Utilizando as coordenadas do ponto Og, pode-se
calcular b:

b:yfax—>b:4+1-2:§—>b:E
6 6 3

Substituindo ambos na forma geral, tem que a reta

que passa pelos centros de Cp e Cg tem equacdo

igual a y:—%x+§.

[04] INCORRETA. O raio da circunferéncia Cg €
igual a 2 e o raio da circunferéncia C, € iguala 3.
Portanto ra > 5.

(08]) INCORRETA. Como a coordenada x do centro
da circunferéncia Cg € igual a 2 e seu raio também
€ igual a 2, entdo esta circunferéncia tangencia o
eixo y (ou seja, a disténcia entre eles € igual a zero).
(16) INCORRETA. A equacdo de Cp ¢é
(x+4)? +(y-5)? =9. Substituindo ponto (—4,8) na
equacao, tem-se:
(-4+4)*4+(8-5)*=9-3?=9 portanto, o
pertence a circunferéncia C,.

ponto

13. e Seja (t) a reta tangente a pardbola de
equagao X :3y2.

(t) y=mx+n, como o ponto A(-3,0) pertence a
(t) concluimos que n=3m e a equacdo da reta t
passa a ser escrita por y =mx+3m.

Substituindo y =mx +3m na equagdo da parabola,
temos:

X = 3-(mx + 3m)?

X = 3-(m2x2 +6m2x +9m2)

X = 3m?x? +18m?x + 27m?

3m?x? +(18m? —)x + 27m? =0

Para que a reta seja tangente a pardbola o
discriminante deverd ser igual a zero.
A=0

(18m? —1? =324m* =0

-36m? +1=0=m=1/6 ou m=-1/6
Se m=1/6, temos x—6y+3=0.

Se m=-1/6, temos X+6y+3=0.
Fazendo m=-1/6, temos:

x2—6x—9=03x=30uy=—1.

14. 2. Temos duas regides a serem considerada.
5y > 2x% —12x +10

5y <10 - 2x

A regido que satisfaz as duas inequagdes

simultaneamente estd representada no gréfico a
sequir.

5y A %
(0,10)
1 5 X
(0,-8)
(31'8)

Portanto, -8 <5x<10 = -16<y<2.

O produto dos valores maximo e minimo de y é
-16-2=-3,2.

15. b. Seja r o raio da bola.

A equacdo da circunferéncia de centro (0, 3),
tangente 3 pardbola y = x?, é dada por

x2 +(y—3)2 =r2.

Dal, segue que

x2+(x2 —3)2 =’ ox*-5x2+9-r? =0,

Tomando x2 =t, obtemos t2 —5t+9—r2 = 0. Assim,
como o discriminante dessa equacao deve ser
igual a zero, vem

(-5 -4-1(9-r’)=0 = r? =%
V11
=>r=—r01.

2

16. d. Seja t a reta que passa por A(0,3) e
B(4,0). Tem-se que a equacdode t é
5+X=1<:>y=—§x+3.

4 3 4

As abscissasde R e S correspondem as abscissas
dos pontos de intersecdo de t com a pardbola

y= x2. Logo,

x2 =—§x+3<:>x2+§x—3=0.
4 4

Portanto, pelas Relacdes de Girard, a soma pedida

3
. _2 __075.
-



17. d
y A
y =X
y =-X
B A
b=1 -
\ =F
c D
Excentricidade: c_ ﬁ = ﬁ = ﬁ —=a=2
a 2 a 2

32:b2+c2:>22+«/§2:>b:1

2 2
Equacdo da Elipse: XT+yT =1

Determinando os pontos de encontro através do
sistema, temos:

X2

2
—+yc =1
2 y

(33 (53

{5803l

O lado do quadrado serd dado por:

Gl

y =+x

2 2 4

AD@[@]@

Logo, sua drea serd A :[

18. V-F-F-F-V.
Resolvendo o sistema formado pelas equacoes
das pardbolas, encontramos:
y:—x2+8x—13 {x:1ey:—6
i

y=x%-4x-3 x=5ey=2"

Logo, os pontos de intersecdo das pardbolas séo
(1,-6) e (5,2).

A reta que passa pelos pontos de intersecao das
pardbolas tem por equacdo

y_zz%.(x_5)@y=2x—8¢2x—6.

Completando o quadrado, obtemos:
ya = X% +8x-13 = ~(x-4)? +3,

donde concluimos que o vértice da pardbola A é o
ponto (4,3) = (4,2).

Completando o quadrado, vem
yg = X2 —4x-3=(x-2)*-7.

Daf, segue que o vértice da pardbola B € o ponto
(2,-7).

A distancia entre os vértices das pardbolas A e B
€ dada por

J(4-2% +[3—(-7)P =104 = J102.

A pardbola B intersecta o eixo das ordenadas no
ponto em que x =0, ou seja, (0,-3).

19. c. Adotando convenientemente um sistema
de coordenadas cartesianas, com origem no ponto
médio do segmento FyF,, considere a figura.

y g
P, P,
X

Temos A;=(-10,0), A, =(10,0) B =(08),

BZ = (0, —8), F1 = (—C, 0) e F2 = (01 C)v com c¢>0.

Logo, da relagao fundamental da elipse, vem
—2 —2 —2
BfF, =OF, +0B; <102 =c? +8?
=Cc=6.
Portanto, a distdncia pedida € dada por

OP,-OF, =11-6=5m.

20.c
4
A
i
1
!
1
YAl
i N
1
Py
:
)
________________________ 1

B
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Exercicios Aprofundados: Conicas
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DANP ~AAOB = X = T xg 10X
Xg 10 7

MANP ~pAOB = Y =3y, 10X
ya 10 3

)

ANOTACOES

Logo, (xg)* +(ya )’ =10

2 2
(1&} i (ﬂ] -102
7 3
2 .2

XY 1o 0x24+49y2 —441-0
49 9




