Seja uma circunferéncia de centro 0 sobre a qual
tomamos dois pontos distintos, A e B. A seguir, ainda
sobre a circunferéncia, tomemas um terceiro ponto,
M, distinto dos anteriores.

Relativamente a A e B, M apresenta duas possibi-
lidades:

a) situar-se na parte assinalada na figura (o percur-
S0 mais curto entre A e B);

b) situar-se na outra parte, nao assinalada (o per-
curso mais longo entre A e B).

Cada uma dessas duas partes em que fica dividi-
da a circunferéncia por dois de seus pontos é cha-
mada grco de circunferénciz. No caso, temos os ar-

T /"_"“-. :
cos AMB e AM'B, ambos com extremidades A e B.

Vez por outra, poderemos escrever simplesmen-
te AB, como no caso da figura abaixo, que nao deixa
duvida sobre a qual arco fazemos referéncia.

A

O= B
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Vejamos agora dois casos particulares:

Se A e B sao simétricos em relagdo ao centro 0, 0
segmento AB & um didmetro e cada um dos ar-
cos iguais é urmna semicircunferéncia, ou um arco
de meia volta.

No caso extremo de A ndo ser distinto de B—isto
€,A sero préprio B—, 0 arco determinado é a cir-
cunferéncia (ou arco de uma volta), e a outra par-
te chama-se arco nulo.

\m-._h_,,..-— =

Devemos notar que, quando da construgdo de

arcos, fica implicita a existéncia de um angulo cen-
tral correspondente a cada arco tomado.




Um arco comporta duas modalidades de me-
dicao:

angular

A medida de um arco é igual & medida do angulo
central correspondente; ela independe do raio consi-
derado.

linear

Trata-se de medir o comprimento do arco; essa
medida depende do raio da circunferéncia tomada.

Quando falamos de me=dica de um arco, consi-
deramos a medida angular. Quando nos referi-
mos & medida linear, usamos comprimenio de
um arco.

Quando medimos o comprimento de um arco, a
unidade adotada é amesma unidade (linear) do raio:
metro, centimetro, milimetro, etc.

Ao tratarmos da medida (angular) de um arco,
adotamos o grau (°) ou o radiano (rad).

da circunferéncia na

»= 0 grau corresponde a 350

qual se encontra o arco a ser medido.

RS
bt

A circunferéncia comporta quatro arcos de 90%

ape aoe
= -

[-1+]
=[]

o ™~

g0 a0°

De fato, o arco total de qualquer circunferéncia
vale 360°.

Vamos determinar o menor &ngulo o forma-
do entre os ponteiros de um reldgio ao marcar:

a) 2h30min
2
3
6
ot=90°%+ x
Xias————almnin
30— 60 min
X = 30'300 2150
60

00=90° + 15° = 105°

b) h55min

(60 — 55)
o= 1200+ x v
e o)
30°——— B0 min
30:-5 ;
= =2,5=2°30
60 >

o= 120° + 2°30' = 122°30'



w» 0 radiano é o arco unitario cujo comprimento é
igual ao raio da circunferéncia na qual se encon-
tra o arco a ser medido.

Angularmente, a medida de um arco é a mesma
do angulo central correspondente. Ela é independen-
te do raio do circulo. '

comprimentos iguais

Como o comprimento de uma circunferéncia vale
2T, 0 raio r “cabe” 270 vezes nesse comprimento.
Ainda, se a um raio corresponde um arco de
1 radiano, é correto que em uma volta comple-
ta ha 27 radianos.

Assim, 27 radianos equivalem a 360°.

| 2mrad ——— 360°
Trad ——— 180°
% rad ——  90°
o 0
3 rad 60
—E’— rad —— 45°
; 0 comprimento de um arco

| . , R

| Observe agora as duas figuras a seguir e veja que
| 0 comprimento de um arco depende do raio conside-
rado.

Para transformar um arco de 30° (ou um an-
gule de 309 ¢ em: radranos, estabelecemos are-
'-gra de trés ssmptes ¥ JEathehidi

: s rt'.rad*———lBU” :

} Lo De modo mversa, para transformar a medzda

qu de? rad) .'

; _'de".“ m arco de f rad (ou um'-a_:
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Mantido o &ngulo central, o comprimento de um Essa férmula é usada para calcular o compri-
arco ¢ diretamente proporcional ao raio da circunfe-  mento de um arco de circunferéncia em fungo do

réncia em que o arco é tomado. raio e do dngulo central correspondente, medido em
Para determinar o comprimento de um arco de cir-  graus.

cunferéncia adotamos o procedimento descrito a seguir.

Tkt omprlmento £ deum arco de ?2“ sobre'- :
B s -uma c1rcunferenc1a d > 8 cm de raio g dado por

Sendo AGB o angulo central de medida ot rad e AB
o correspondente arco, de comprimenta €, podemos
estabelecer a regra de trés simples:

comprimento medida
do arco do arco

r — 1lrad

£ —— orad

que nos fornece a relagao:

Essa formula é usada para calcular o comprimen-
to de um arco de circunferéncia em fung&o do raio e
do angulo central correspondente, medido em
radianos.

Vale lembrar que, sendo r o raio da circunferén-
cia de um circulo, temos:

*| C=2%r | é o comprimento da circunferéncia;

e | A=Ttr? | é a drea do circulo.

i

circunferéncia

Para medir o comprimento de um arco, dado em
graus o angulo central correspondente, deve ser con-
siderado o comprimento da circunferéncia da qual o
arco faz parte e qual parcela do arco total (de 360°)
representa o angulo central dado.

Com esse fim construimos a regra de trés simples:

angulo comprimento
360% =——— Fnr
., —— 4

360° _ 2mr _, | p_ ourm

o 4 6_18[]°
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exercicios

Para esta série de exercicios, adote T = 3,14, quando
necessario.

1. Determine o menor 4ngulo formado entre os
ponteiros de um relégio ao marcar:
a) 3h ¢) 5h40min
b) 3h45min d) 9h35min

2. Calcule, em graus, o menor ingulo, em cada
caso, formado entre os dois ponteiros de um
relégio que marca:
a) 2h50min
b) 11h50min

¢) 3h42min
d) 18h30min

2. (PUC-RJ) Calcule o 4ngulo entre os ponteiros
do rel6gio as 4 horas e 20 minutos.

4. Disponha em ordem decrescente, quanto as suas
medldas, os arcos AB, ABC CD ACD BCD e
AMD da figura abaixo.

5. A, B, Ce D sdo pontos situados sobre uma circun-
feréncia, de modo que AB < BC < CD < AD.
Esboce uma representagao para essa situagdo.

. . -
5, Exprima em radianos:

a) 30° d) 210° g) 20°
b) 15° e) 270° h) 150°
c) 120° f) 300°

7. Exprima em graus:

T KL 2n
a) 5 rad d) : rad g) 5 rad
i 1l
b) 5 rad ) 2L rad  h) 6 rad
c) % rad f) 2T rad

&. Disponha em ordem crescente as seguintes me-
didas de 4ngulos (ou de arcos):

(4]
12 rad 70°, 2

d S o
ra 12 T rad e 100

9. Determine o comprimento aproximado de um
arco de 60°, tomado sobre uma circunferéncia

de raio:
a) 1m ¢) 1,2m
b) 3m & %m

10. Sao dados dois arcos de 45°. Um estd sobre uma
circunferéncia de 3 cm de raio; o outro, sobre
uma circunferéncia de 4 cm de didmetro. Com-
pare esses arcos:

a) quanto & medida;
b) quanto ao comprimento.

11. calcule o comprimento de um arco AB defini-
do em uma circunferéncia de raio 8 cm por um
angulo central AOB de 120°

12. Determine o comprimento de uma circunferén-

cia de raio:
a) 10cm c) 0,5m
b) 1m d) -3“- m

13. Dado um circulo de 4rea:

a) 113,04 m? calcule o comprimento de sua
circunferéncia.
b) 78,5 cm?, quanto mede o seu perimetro?

14. Ache a 4rea de um circulo:
a) deraio 11 cm;

b) cujo perimetro mede 28,26 cm.

15. Qual ¢ o comprimento de uma circunferéncia
se a drea do circulo correspondente possui nu-
mericamente o mesmo valor?

16, Determine o comprimento de um arco AB defi-
nido em uma circunferéncia de raio 6 cm por

um angulo central AOB de 1112“:

radianos.

17. Em um dado instante, a distancia que separa
dois corredores, em uma pista circular de 32 m
de raio, é de 25,12 m. Determine, em radianos,
a medida do arco que os separa nesse instante.
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18. Ache o raio da circunferéncia de centro O de
cada caso:

a) b)

0 80° 18 cm 0 18 cm

19

Considere as respostas do exercicio anterior e
responda;

a) Qual é o arco de maior medida?
b) Qual é o arco de maior comprimento?

20. um péndulo de 15 cm de com-
primento oscila entre A e B des-
crevendo um dngulo de 15°.Qual 150

¢ 0 comprimento da trajetéria 1=em
descrita pela sua extremidade
entre A e B? |

A, B

21. Um automével percorre 157 m em uma pista
circular, descrevendo um arco de 72°. Determi-
ne o raio da curva.

o

22 . Escreva em graus e em A
radianos as medidas dos
A . 628 cm
dngulos centrais forma-

B
dos na figura ao lado.

23. As duas polias da figura abaixo giram simulta-
neamente em torno dos respectivos centros, por
estarem ligadas por uma correia inextensivel.
Quantos graus deve girar a maior polia para que
a menor dé uma volta completa?

24, (Vunesp-SP) A figura —_—

. RERR
mostra um sistema rota- . i BERR
. iy - 1 1
tivo de irrigagdo sobre vertical i RN
L] I
uma regido plana, que olmA 3m C

gira em torno de um eixo
vertical perpendicular a
regido. Se denotarmos a
medida em radianos do

angulo AOB por 6, a drea irrigada, representada
pela parte cinza do setor circular, serd uma
fungdo A, que dependera do valor de 6, com
0<0=<2mS OA=1meAC =3 m, deter-
mine:

a) aexpressio matematica para a funcio A(9);

b) ovalor de 6, em graus, se a drea irrigada for
de 8 m?. (Para facilitar os célculos, use a
aproximacio T = 3.)

O ciclo trigonométrico

Fixernos dois eixos perpendiculares cruzando-se
em 0 e orientados conforme as indicag@es: o vertical,
com sentido para cima, e o horizontal, para a direita.

Sobre o sistema assim descrito tamemos um cir-
culo com centro 0 e raio unitario.

Vamas associar a cada ponto da circunferéncia
um ndmero real. Para tanto, faremos com que um
ponto P desloque-se sabre ela a partir de A — ini-
cialmente associado ao nimero zero — no sentido
anti-horario, considerado positivo.

0Os nimeros em algarismas romanos referem-se
a0s quadrantes, que s as quatro partes em que se
divide o circulo por meio dos dois eixos.

NUmeros reais associados a
pontos do ciclo

Como r = 1, o comprimento da circunferéncia é
2T, 0 que garante que a cada posi¢ao de P, ou seja, a
cada ponto da circunferéncia, assotia-se um numero
real pertencente ao intervalo [0, 2x[.
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r/C Al0 '
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D

. Construa um ciclo trigonométrico e marque os

pontos correspondentes aos niimeros 0, %, i—ﬂ,
T

g € %’1 Para justificar sua construgio, utilize

%11 dngulos ou outra indicacdo esclarecedora.
Par exemplo, ao ponto £ associa-se 0 NUMEro T, = ¢
P B - £0. Faga 0 mesmo para os ntimeros 1, % T, ‘Z—n
B é associado a =, D é associado a 2T e a0 ponto £
2 2 o m
¢

seria associado o nimero 2T, que n3o pertence ao
intervalo.

-
Qual seria o ntimero real associado aoponto Pda =+ Agrupe por quadrante os pontos cortesponden-

figura?

Por meio do 4ngulo de 120° (expresso por ADP),
constatamos que P teria percorrida um tergo de volta
( 120° _ 1

== - — ) Assim, a ele seria associado, entdo, 0
360° 3) ’

ndmero ZTR

i " . T
Do mesmo modog, associamos 0 humero I ao

. T 2% 5 4m 7M.
tes aos numeros redls 6 3°12° 3" 4 =
2n 3n S5m 7m 15m | 16w

705 6°12° 11 © 9

28. Sejam os pontos P e Q mostrados na figura

abaixo

et
b
=

Qual é o ntimero real x, com 0 < x << 27, associa-
do ao ponto P? E ao ponto Q?

2% Escreva, em cada caso, a relagio de posicio exis-

tente entre os pontos correspondentes aos nu-
meros dados:

ponto Q.
T 3N
1) e
450 = ﬂ. 2 2
8
—_— b) 3n e 7T
I = l ‘T = .l 2T 4 4
4 4 . 8 -
me.g co‘rﬁmta 30}, Determine, em cada caso, no ciclo trigonomé-

Dessa forma, a este ciclo, cujos pontos podem ser
associados a nimeros reais, chamamos ciclo trigono-
metrico.

Por enquanto, tratando apenas do intervalo
[0, 27[, estudaremos a Trigonometria da primeira

volta.

trico, a distdncia entre os pontos corresponden-
tes aos nimeros dados:

n_7n T _5m
v EeE 9 727

m 3N 5t 7n
b) 4 ET d) —“6 8—6




Simetrias

i i étrico, i ssam- ireta- ' e
No ciclo trigonométrico, intere G Em rela;ao a0 eixo honznntal s80 5|metrlcns

mente trés tipos de simetria, a saber: em relacio ao i :
; wo U N , _ § 08 pontos Pe P (note a congruencra entre 05
eixo vertical, em relacdo ao eixo horizontal e emrela- _

: angulos assmalados) e

¢ao ao centro.
Para o estudo de cada uma delas, tomaremas um
arco de medida a, do 1° quadrante.

w  Simetria em relag3o ao eixo vertical
Seja P a extremidade do arco de medida a.

0 simétrico de P em relac&o ao eixo vertical é o
ponto P, imagem do nimero T — a, visto que 0s

angulos centrais assinalados na figura séo
congruentes. »
(a+n)\

Quando dois pontos sdo extremidades opostas
de um didmetro, como P e P' da figura, a diferen-
¢a entre 0s nUmeros correspondentes vale T.

._.Ds-pontos correspondentes aos numeros

?_n sao srmetrlcos (os éngulos assmaia-

£,
N

Levando em conta a congruéncia entre os an-
gulos centrais assinalados na figura, podemos
afirmar que o nimero que possui imagem simé- 3 3
trica & imagem de o é o nimero 2w —a, simetria, se houver.

exercicios

31. Marque no ciclo trigonométrico os pontos cor-

respondentes a0s nGmeros — e <% AL Fiea




32. Proceda da mesma forma para:

T 5. T 3N
a) € €3 d) 464
3n

b) Oem KA
) Oe e) 2{32

T 157 2 4w
c) i f) 3 €3

33.a que valores da primeira volta se referem os

pontos Q e Q' da figura abaixo? Hé alguma si-
metria? Cite-a.

Qg
/ 3097

< S
A

1. (U. E Ouro Preto-MG) Um ciclista de uma prova de
resisténcia deve percorrer 500 km em torno de uma
pista circular de raio 200 m. O niimero aproximado
de voltas que ele deve dar é:

a} 100 c) 300 e} 500

b) 200

d) 400

2. (UF-AM) A medida do menor dngulo central for-

34. sabendo-se que P e P' sdo simétricos em rela-

¢d0 ao eixo horizontal, a que valor corresponde
o ponto P?

4l
k o

i : . ,
35. Associe aos pontos assinalados os nimeros cor-
respondentes e cite as simetrias entre os pon-
tos, em cada caso. '

({ERGEE de vestibulares ERiESEEENENERE

5. (UE-PA) Em Belém, George costuma levar Thales,

seu filho, 4 praca Batista Campos. Certo dia, obser-
vando Thales brincar no balango da praca, George,
que ¢ professor de Matematica, resolveu calcular a
medida do arco {AB), formado pela trajetdria do ba-
lan¢o no momento em que descrevia um movimen-
to pendular, como mostra a figura. -0

mado pelos ponteiros de um relégio que estd mar-

Considerando que o angulo (AOB),
observado por George, tenha sido de

cando 10h30min, em graus, & 30°, que a medida da corrente que of 30°

a) 150 d) 135 sustenta o balanco era de 3 m e que o

b) 120 e) 115 valor atribuido a &t foi de 3,14, a me- 4

€ 105 dida de AB calculada foi: A B
3. (U.F. Juiz de Fora-MG) Testes efetuados em um pneu a) 1,35m d) 2,15m

de corrida constataram que, a partir de 185 600 vol- b) 1,57 m e) 23lm

tas, ele passa a se deteriorar, podendo causar riscos 4 ¢c) 1,89m

seguranca do piloto. Sabendo-se que o didmetro do
- pneu € de 0,5 m, ele poderd percorrer, sem riscos para
o piloto, aproximadamente:

6. (Funrei-MG) Na figura abaixo, estd representado um_

a) 93km d) 592 km
b) 196km - e) 291km
c) 366 km

4, (FMU/Fiam/Faam-8P) Uma pessoa da 5 voltas ao
redor de uma praca circular de 32 m de raio. Essa
pessoa percorre, aproximadamente:

a) 502,40 m d) 200,96 m
b) 175m e) 549,50 m
¢) 1004,80 m

21/

aro circular de espessura desprezivel, em repouso, de
1 m de raio, sendo o didmetro AB perpendicular ao
didmetro CD e A o ponto de contato do aro com a
superficie lisa e reta.




Considerando-se 7t = 3,14, é correto afirmar que, se
o aro rolar, sem deslizar, ininterruptamente, para a
direita, parando depois de 21,98 m, entio a figura
correspondente nesse momento serd a que estd na
alternativa:

a)

?. (Fuvest-SP) Considere um arco AB de 110° numa
circunff_ezéncia de raio 10 cm. Considere, a seguir, um
arco A'B' de 60° numa circunferéncia de raio 5 cm.
Dividindo-se 0 comprimento do arco AB pelodo arco
A'B' (ambos medidos em centimetros), obtém-se:

11 11

a) 6 c) 5 e) 11
22
bh) 2 d) =5

8. (UF-SE) Sabe-se que o comprimento do arco ACB,

, 2
destacado no circulo de centro O, é Tﬂ cm.

AC B
Nessas condicées, a drea do circulo, em centimetros
quadrados, é:

a) 6T
b) 8n

c) 9¢ e) 157

d) 12%=

9. (UF-RN) No protétipo antigo de uma bicicleta, con-
forme figura abaixo, a roda maior tem 55 cm de raio
e a roda menor tem 35 cm de raio.

Bettmann/Corbis

5

10

11

12

O numero minimo de voltas completas da roda
maior para que a roda menor gire um niimero intei-
ro de vezes é:

a) 5voltas

b) 7 voltas

c) 9wvoltas

d) 11 voltas

(Unifor-CE) Em uma circunferéncia de raio r, um arco

de medida % radianos tem comprimento 67.cm.

Um hexdgono regular inscrito nessa circunferéncia
tem perimetro, em centimetros, igual a:

a} 30 d) 60
b) 45 e} 75
c) 50

(UE-RJ) Uma pista de corrida com 7,5 km de ex-
tensdo tem a forma de uma curva circular fechada.
Um ciclista ¢ capaz de fazer o percurso completo
em 20 minutos, enquanto um corredor o faz em
meia hora, Considere que o ciclista e o corredor
partam do mesmo ponto A da pista, no mesmo ins-
tante, ambos mantendo velocidades constantes ao
longo de todo o percurso, porém deslocando-se em
sentidos contrdrios. O tempo minimo necessdrio,
em minutos, para que ambos voltem a se encontrar
é igual a:
a) 10

by 12

13
15

c)
d)

(UF-GO) Deseja-se marcar nas trajetérias circula-
res concéntricas, representadas na figura abaixo, os
pentos A e B, de modo que dois méveis partindo,
respectivamente, dos pontos A e B, no sentido ho-
rdrio, mantendo-se na mesma trajetdria, percorram
distdncias iguais até a linha de origem.

linha de origem

Considerando-se que o ponto A deverd ser marcado
sobre a linha de origem a 8 m do centro e o ponto B
a 10 m do centro, o valor do angulo o, em graus, serd
igual a:

a) 30 d) 60
b) 36 e} 72
c) 45



13. (Vunesp-SP) Em um jogo eletronico, o “monstro”

temn a forma de um setor circular de raio 1 ¢m, como n . )
mostra a figura. _ to de arco de T radianos e ¢, é o comprimento da

14. (Fuvest-SP) Numa circunferéncia, ¢, é 0 comprimen-

secante determinada por esse arco, como ilustrado

. . € il
1 Fda na figura abaixo. Entdo, a razio o igual a 5 mul-

tiplicado por:
a) 2
A parte que falta no circulo é a baca do “monstro’ e b) V1+2v3

o 4ngulo de abertura mede 1 radiano. O perimetro o V2++v3

do “monstro”, em u;m, é ) d) / 21243
a) m—1 c) 2m—1 e} 2m+1 T
b) m+1 d) 2m ¢) V343

1- (Vunesp-SP) Paulo fabricou uma bicicleta, tendo rodas de tamanhos distintos, com o raio da roda maior
| (dianteira) medindo 3 dm, o raio da roda menor medindo 2 dm e a distincia entre os centros A e B das
rodas sendo 7 dm. As rodas da bicicleta, ao serem apoiadas no solo horizontal, podem ser representadas no
plano (desprezando-se os pneus) como duas circunferéncias, de centros A e B, que tangenciam a reta r nos
pontos P e @, como indicado na figura.

a) Determine a distincia entre os pontos de tangéncia P e Q e o valor do seno do dngulo BPQ.

b) Quando a bicicleta avanga, supondo que néo haja deslizamento, se os raios da roda maior descrevem
um angulo de 60° determine a medida, em graus, do angulo descrito pelos raios da roda menor.
Calcule, também, quantas voltas terd dado a roda menor quando a maior tiver rodado 80 voltas.

2. Unma pergunta com trés respostas possiveis, A, B e C, foi respondida da seguinte maneira: 22,2% dos entre- l'
vistados responderam A, B foi a resposta de 33,3% dos pesquisados e os demais responderam C.

Para construir o grafico de setores relativo a essa situagdo, tomamos um circulo com raio unitario € os
angulos medidos em radianos. Responda:

a) = Quais as medidas dos 4ngulos tomados na construcio do gréfico?

b) Se 7 200 pessoas responderam A, qual foi o universo pesquisado?

¢) Qual ¢ nessa ordem, a razdo entre a medida do segmento que une as extremidades do arco relativo as
respostas B e o comprimento desse arco? ¢




