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APRESENTACAO

Nesta aula, veremos as equagdes das principais conicas e os seus elementos. Também,
estudaremos a interpretacdo geométrica de um sistema de inequacdes. A aula pode parecer
extensa, e isso é devido a grande quantidade de assuntos que veremos, mas nao se assuste!

Se vocé ja é experiente no assunto, pule para a lista de exercicios e tente resolver todas as
guestdes. Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes, entre em contato no forum de duvidas ou se
preferir:

@ Jprofvictorso
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1. CONICAS

Vamos iniciar o estudo das conicas. Essas figuras sao lugares geométricos obtidos pela
interseccao de um plano com cones retos duplos opostos pelo vértice. Vejas as figuras abaixo:

parabola circunferéncia elipse hipérbole

Perceba que a elipse é formada pela intersec¢cao de um plano inclinado em relagao as bases
dos cones. Se esse plano for paralelo as bases, obtemos a figura de uma circunferéncia, e esse é
um caso particular de elipse. Se o plano for paralelo a geratriz de um dos cones, obtemos uma
parabola (dessa forma nao formamos uma elipse). Por fim, a hipérbole é obtida passando-se um
plano paralelo ao eixo de simetria dos cones. Além desses, temos as conicas degeneradas: um
ponto (elipse degenerada), uma reta (pardbola degenerada), para de retas (hipérbole
degenerada) ou o conjunto vazio.

Estudaremos a equacdo das principais conicas.

1.1. CIRCUNFERENCIA

A circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de um ponto
fixo. Esse ponto é chamado de centro da circunferéncia.

Seja A a circunferéncia de centro C(x,,y,) e r 0 seu raio. Se P € 4, entdo, pela defini¢cdo
desse L.G., temos

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 5
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Sendo P(x,y) um ponto qualquer de A, podemos aplicar a férmula da distancia entre dois
pontos:

\/(x_xo)2+(y_J’0)2=7”
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos a equagao reduzida da
circunferéncia:

(x—x)%+(y—y)? =12

Desenvolvendo-se a equacgao reduzida, obtemos a equagao geral da circunferéncia:

x2+y? = 2x0x =2y y+ (X3 +y2 —13) =0

Usando a equacdo da circunferéncia, podemos escrever duas equacdes de
semicircunferéncias. Vamos tomar a circunferéncia centrada na origem.

x% 4+ y? =r?

Isolando y:

y2=r2—x2=>y=i/r2—x2

Representando as curvas no grafico, temos:

A
Yy

= \/r2 — z2

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 6
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1.1.1. POSICOES RELATIVAS ENTRE PONTO E CIRCUNFERENCIA

Dados um ponto P(x;,y;) e uma circunferéncia A: (x — x,)? + (y — y,)? = 12, para saber
a posicdo relativa do ponto em relacdo a A, basta substituir as coordenadas de P na expressao
(x — x0)? + (y — y,)? e analisar o nimero encontrado com o raio ao quadrado. Desse modo:

o (x;—x0)%+ (y; —y9)?> <r?-> Péinterior al
o (x;—x)°+(;—y)?=1r>?>P€A
o (x;—x0)%+ (y; —yo)?>>1r?—> Péexterioral

Exemplo:

Seja a circunferéncia A: (x — 2)? + (y — 1)? = 9, qual a posi¢3o relativa do ponto P(0, 3)
em relacdoa A?

Substituindo as coordenadas de P na circunferéncia:
(0-2)24+3B3-1?=44+4=8<9

Assim, o ponto é interior a circunferéncia.

1.1.2. POSICOES RELATIVAS ENTRE RETAS E CIRCUNFERENCIA

Dadas as equa¢des de umaretar: ax + by + ¢ = 0 e de uma circunferéncia A: (x — x,)? +
(y —y0)2 = r?, para saber a posicdo relativa da reta em relacio a A, basta isolar uma das
variaveis da reta (x ou y) na equagdo da circunferéncia e verificar o valor do discriminante da
equacgao.

Assim:

e TNA=0 A<O0(réexterior)

r

e rNA={P} o A=0(étangente)

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 7



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

e rNA={P,P,} & A>0(résecante)

Exemplo:
Qual a posicdo relativadaretar:2x +y — 1 = 0 emrelagio a A: (x — 1)2 + y2 = 9?
Da reta r, temos y = 1 — 2x. Substituindo na equagado de A:
(x—1)2+(1-2x)?>=9=>x*>—-2x+1+1—4x+4x*>=9
=>5x2—-6x—7=0
Analisando o discriminante dessa equacao, temos:
A=36—-4-5-(-7)=176 >0

Portanto, temos duas solucdes, logo, a reta intercepta a circunferéncia em dois pontos.
Assim, r é secante a A.

1.1.3. POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS CIRCUNFERENCIAS

Dadas as circunferéncias A;: (x —x)?+ (y—y)? =1 e A,:(x —x,)2+ (y — y,)% =
rZ, para analisar a posic3o relativa entre as circunferéncias, devemos calcular a distancia entre
seus centros e fazer as seguintes comparagdes:

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 8
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Seja 0; o centro da circunferéncia A4, e 0, o centro da circunferéncia 4,.

e 0,0, =1 +71, (1 e, sdo tangentes externamente)

e 0,0, =|r, — 1| (A, e A, sdo tangentes internamente)

o | —n]<0,0,<r +r1, (4 e, sdo secantes)

e 0,0, >r1 +71, (as duas circunferéncias sio externas uma a outra)

e 0,0, <|r, —r,| (uma das circunferéncias é interna a outra)

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il
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Quando duas circunferéncias satisfazem a seguinte relagao:
0,03 = r# + 17 (condicdo de ortogonalidade)

Dizemos que as circunferéncias sao ortogonais entre si. Note que os pontos de
interseccao das circunferéncias formam retas tangentes que passam pelo centro das
circunferéncias.

HORADE

PRATICAR!

1. Determine o raio e o centro das circunferéncias abaixo:
%a)x2—2x+y2+4y+1=0
b)x% + 6x +y2 + 10y + 24 = 0

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il
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Resolugao:

Aqui, podemos escrever as equagdes gerais na forma reduzida para encontrar os dados
pedidos.

a) Completando os quadrados:
x?=2x+1-14+y*4+4y+4-44+1=0
x—1)*+@y+2)2=4
r’=4=r=2
=C=(01,-2)
b) Completando os quadrados:
x2+6x+9—-9+y2+10y+25—25+24=0
(x+3)2+(y+5)?2=10
r2=10=r =10
= C =(-3,-5)
Gabarito:a) C = (1,-2)er =2 b)C =(-3,-5)er =10

2. Determine as equacgdes das seguintes circunferéncias, sabendo que C é ocentroer éo
raio:

a)C(-1,2)er =3
b)C(0,5)er =5
Resolugao:

Conhecendo-se o centro C(x,,y,) e o raio r, podemos usar a equacdo reduzida da
circunferéncia:

(= x0)* + (y —y0)* =77
a) (x— (-D)* + (y - 2)* =32
x+1D*+(@y—-2)=3
b) (x — 0)* + (y — 5)* = 52
x2+(y—5)2=25
Gabarito:a) (x + 1)2 + (y—2)2=3 b)x? + (y — 5)2 = 25

3. Determine a posicado relativa entre as circunferéncias abaixo sem esbocar o grafico:
a)(x—2)2+(y—-3)2=1ex?+(y+2)?=1
b)x?+2x+y*—2y=0e(x—2)>+(y+2)* =8

Resolugao:

a) Os centros e os raios das circunferéncias sao:

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il
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x=2)2+@y-3)¢=1=>=23)>nn,=1
X+ (y+2)2=1>C=0,-2)=>nrn=1
A soma dos raios resulta r; + r, = 2 e a diferenga [r; — 1,| = 0.
A distancia entre os centros é
deyc, =J(2-02+B+2)2=V4+25=v29>2=1 +r1,

Como a distancia entre os centros é maior que a soma dos raios, temos que as
circunferéncias sao externas uma a outra.

b) Fatorando a primeira equag¢ao, obtemos:
x+1)*+(@y—-1)2=2
Os centros e os raios das circunferéncias sao:
x+1)2+@y-1)?2=2=>C=(-1,D)>nrn =42
(x—2)24+@+2)?*=8=2C,=2,-2)=>r,=2V2
A soma e a diferenca dos raios é
n+r, =32
Iy — 7l = V2
A distancia entre os centros é
dee, =V (1-22+ (1 +2)2=V9+9=3V2=n+r,

Portanto, as circunferéncias sao tangentes.

Gabarito: a) externas b) tangentes

1.2. PARABOLA

A equacdo da parabola ja nos é conhecida. Vamos entender melhor os elementos
geomeétricos dessa figura.

Dada uma reta d e um ponto F tal que F & d, o lugar geométrico chamado de pardbola é
a figura formada por todos os pontos que equidistam de F e de d, isto é, se P é um ponto da
parabola A, entdo

PEAC}dPFZdP,d

Observe a figura abaixo e veja as nomenclaturas dos principais elementos da parabola.

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 12
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Elementos da
parabola

F — foco
V — vértice
d - reta diretriz

p = parametro

i | o Perceba que P,Q €
i . » parabola e PF = PP’ e
i i QF = QQ'.

reta d [3 [3 — [ A distancia do foco da

parabola a reta diretriz é p
e, por isso, temos

VF — P
2
Outro ponto a se notar é que a reta que contém V e F é o eixo de simetria da parabola.

Vamos deduzir a equag¢ao da parabola usando a definicao desse lugar geométrico.

Vamos considerar apenas 0s casos mais simples.

Inicialmente, vamos deduzir a equagao da figura acima. Ela € uma parabola com vértice na
origem e possui eixo de simetria vertical. Assim, temos:
p
V=(0,0)eF = (O,E)
p
d:y=—=
Y=773
Pela definicdo do L.G., se P € A (parabola), entao:

P = (x,y)IEfP’= (x,—g)

dPF = dP,d = dPP‘

2 2

) = (x—x)2+(y+§) =>x2+(y—§)2=(y+g)

o= (4D - (=D e = [0+ D)+ G-D) [+ D) - (=D

- |x* = 2py

2

(c-02+(y-5

Essa é a equacdo reduzida da pardbola, considerando que o ponto V é a origem do sistema
e 0 seu eixo de simetria é vertical.

Da mesma forma, podemos provar que se o eixo de simetria for horizontal e o vértice for
a origem, encontramos

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 13
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y? = 2px

E se o vértice nao estiver na origem?

Seisso ocorrer, podemos transladar a origem até o vértice e escrever a equagao em fungao
no novo sistema x'0'y’. Se V = (x,,y,) e lembrando quex’' = x —x,ey’ =y — y,, entdo

x'? =2py' = (x —x0)* = 2p(y — o)

y'?=2px' = (y — yo)? = 2p(x — x)

4. Determine o parametro da seguinte pardbola:
8x—y*+6y—17=0
Resolugao:
Fatorando a equacao para obter a forma reduzida:
8x—(y?—6y+17) =0
8x—[(y—3)2—-9]-17=0
8x—(y—3)2-8=0
8(x —1) = (y —3)?
Lembrando que a equagao reduzida da parabola é
2p(x — x0) = (¥ — ¥)*
Portanto:
2p=8=>p=4
Gabarito: p = 4

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 14
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5. Determine a distancia entre o foco e o vértice da seguinte parabola:
x2+2x—2y+5=0
Resolugao:
Fatorando a equagao para obter a forma reduzida:
x*+2x+1)—-2y+4=0
(x+1)2=2y—4
(x+1?=2@-2)
Lembrando que a equagao reduzida da parabola é
(x —x0)? = 2p(y — ¥,)
Portanto:
2p=2=>p=1
A distancia entre o vértice e o foco é p/2, logo:
dyr = 1/2
Gabarito: dy = 1/2

6. Sabendo que a reta diretriz da pardbola A é y = —3 e o seu foco é o ponto (1,2),
determine a equacao de A, as coordenadas de seu vértice e seu parametro.

Resolugao:

Aplicando a definicdo da parabola:

dpr = dpg
Da reta, temos:

y+3=0
Seja P(x,y) o ponto da pardbola, logo:

VG- -2 =22
(x—1)2+y*—4y+4=y>+6y+9
(x—1)2 =10y +5
(x—1)? =10y +1/2)

As coordenadas do vértice sdao dadas por:

v(,-1/2)

O parametro é

2p=10=>p =5
Gabarito: (x —1)2 =10y + 1/2);V (1,—%) ep=>5

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il
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1.3. ELIPSE

A elipse é o lugar geométrico dos pontos P, pertencentes a um plano a, cuja soma das
distancias a dois pontos fixos, F; e F,, é constante. Chamamos esses pontos fixos de focos da
elipse ou pontos focais e o ponto médio do segmento que liga esses focos é o centro da elipse.

Assim, a definicdao da elipse é

PF, + PF, = constante

Essa figura possui um eixo maior e um eixo menor, esses sao os eixos de simetria da elipse.
O diagrama a seguir mostra os principais elementos da elipse.

B,

F, e F, — pontos focais
O — centro da elipse
AL A, — eixo maior

BB, — eixo menor

2c¢ — distancia focal
2a — medida do eixo maior

2b — medida do eixo menor

1.3.1. RELACAO FUNDAMENTAL DA ELIPSE

A constante resultante da soma PF; + PF, é a medida do eixo maior, isto é, 2a. Desse
modo, temos:

PFE, + PF, = 2a

Como a elipse é simétrica em relagao aos seus eixos, tomando-se o ponto B;, vemos que
B.F; = B,F,
Da defini¢ao da elipse:

B,F, + ByF, = 2a= B,F, = B,F, = a

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 16
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Note que o eixo maior e 0 eixo menor sao ortogonais entre si, logo, podemos aplicar o
teorema de Pitagoras e obter a relagao fundamental da elipse:

B,

Al A2

B,

la® = b + 2|

1.3.2. EXCENTRICIDADE DA ELIPSE

A excentricidade da elipse, indicada por e, € um numero real positivo dado pela razao entre
a metade da distancia focal e a metade da medida do eixo maior, ou seja,

e =—
a

Note que e varia no intervalo entre 0 e 1, poisa > ¢ > 0.

Veja o que acontece com a elipse, variando-se os valores da excentricidade.

excentricidade crescente e —1
-
e —0 excentricidade decrescente

Como podemos ver pela figura, quando e tende a 1, a elipse se aproxima de um segmento
de reta. Por outro lado, quando e tende a zero, a elipse se aproxima de uma circunferéncia. Por

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 17
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gue isso acontece? Quando a excentricidade tende a um dos extremos, temos que a semidistancia
focal c também tendera ao mesmo valor, pois e é dada por c/a e, assim,

c>0=>e-0
coa=>e—1

Note que ¢ tendendo a zero implica que os pontos focais tendem ao centro da elipse e,
consequentemente, o eixo maior e o eixo menor tendem a medidas iguais. Como esses sao 0s
eixos de simetria da elipse, ela se aproxima de uma circunferéncia.

Da mesma forma, c tendendo a a, implica que b tende a zero, pois da relacdo fundamental
a? = b? + ¢?. Assim, a elipse se degenera num segmento de reta.

Podemos entender a elipse como uma circunferéncia “achatada”. E quanto mais
“achatada” for, maior sera o numero real e.

1.3.3. EQUACAO REDUZIDA DA ELIPSE

Vamos deduzir a equagao da elipse usando sua definicao. Aprenderemos aqui as equagoes
das elipses com eixo maior vertical e com eixo maior horizontal.

Sejam os pontos focais F; (—c, 0) e F, (0, ¢). Sabemos que se P(x, y) é um ponto da elipse
de focos F; e F,, entdo
PF, + PF, = 2a

A
Yy

f-i"

Usando a formula de distancia entre dois pontos:

J(x— (=) + =02+ — )%+ (y - 0)2 = 2a

J(x — (=) + -02=2a—/x— )2+ (y - 0)?
Elevando ao quadrado os dois membros da equacgao:

7+ 2cx + &%+ ¥ = 4a? — 4aJx? — 2cx + c? + y? + x% — 2cx + &2 + P

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 18
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4a/x* — 2cx + c2 + y2 = 4a® — 4cx

a\Jx2 —2cx +c2+y?2 =a%—cx
a’?(x? — 2cx + ¢? + y?) = a* — 2a’cx + c*x?

a’x?=2a*cx + a*c? + a’y? = a*=2a’*cx + c*x*

(a% — c2)x? + a2y? = a* — a2c? = a%(a? — c?)
Usando a rela¢do fundamental a? = b? + c?, temos a® — ¢? = b?, logo:

b2x2 + a?y? = a2h>
Dividindo os dois membros da equacdo por a?b?, encontramos a equag¢do reduzida da
elipse:

X2 y2
2 !

Essa é a equacao da elipse com centro na origem e eixo maior na horizontal.

Perceba que se a = b, temos a equacdo reduzida da circunferéncia:
xZ 2

;+Z—2=1:'x2+y2=a

2

Por isso, dizemos que a circunferéncia é um caso particular da elipse.
Vejamos agora a equac¢ao da elipse com eixo maior na vertical.

Usando a definicdo do lugar geométrico:

P
{p=-

Y PF, + PF, = 2a
\/(x—O)Z + (y — ¢)? +\/(x—0)2 + (y — ¢)?
= 2a
Fz(o,(:}
Procedendo de forma analoga ao caso anterior,
encontramos
P
x2 2
Xy
i b2 a2

Se o centro da elipse nao estiver localizada na origem, podemos fazer artificio do sistema
de eixos transladado:

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 19
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b2 a?

X2y
et =t
 — 2 )2 — V2
( 20) +(y Zyo) —1
a b
X — Xxg)? — V)2
( o) +(y yo) —1

Como saber se a elipse possui eixo maior (ou eixo focal) paralelo ao eixo x ou ao eixo
y?

Para saber isso, devemos observar a equacao reduzida da elipse. Se o0 maior niumero
estiver abaixo da varidvel x, entdo a elipse tem eixo paralelo ao eixo das abcissas. Se o

maior numero estiver abaixo da variavel y, entao o eixo maior é paralelo ao eixo das
ordenadas.

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il
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Veja dois exemplos:
x2 yZ
1) e + o =1
Nesse exemplo, perceba que a? = 16 e b?> = 9, pois 16 > 9. Como 16 estd abaixo
de x2, essa elipse possui eixo focal paralelo ao eixo x.
2 2
9 16
Aqui, temos b? = 9 e a? = 16. Como 16 esta abaixo de y?, essa elipse possui
eixo focal paralelo ao eixo y.

Lembre-se, na elipse, a? sempre serd o maior nimero da equacio reduzida.

@
Podemos calcular a area da elipse pela seguinte férmula:

A = mab

Exemplo:
. . x?  y? . , o
Considere a elipse dada por P + 5= 1. Determine a area da regidao interna dessa

elipse.
Para calcular a drea, basta ver que a? = 16 e b? = 9. Assim, temos:
a=4eb=3
Logo:
A=mab =1n1(4)(3) = 12n
Perceba que essa formula lembra muito a formula da area do circulo.

7. Dada a equacao

x%  (y-2)% _
4 25

Determine o centro, a medida do eixo maior, a medida do eixo menor e a distancia focal.

Resolugao:

Note que o maior numero esta abaixo da variavel y, logo a elipse possui eixo de simetria

vertical e:

a’?=25=>a=5=2a=10
b2=4=>b=2=>2b=4
O centro é
0(0,2)
Pela relagao fundamental:
a® = b? + c?

25 =4+ ¢?
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c?=21=c=+21=2c=2V21
Gabarito: centro (0,2), 2a = 10,2b = 4,2¢ = 2v/21

8. Determine a equagdo da elipse de excentricidade 1/2, sabendo que seus focos sdo
F,(—2,0) e F,(2,0).

Resolugao:

Do enunciado, temos das coordenadas dos focos:

c=2
A excentricidade é e = 1/2. Assim:
e=St=lo4=4
a a 2

O centro da elipse é o ponto médio do segmento F; F,, como F; e F, sdo simétricos em
relacdo a origem e estdo localizados no eixo x, temos como centro a origem.

Pela relacao fundamental da elipse, temos:
a?=b2+c?=42=p2+22=>p=V16—-4=32

Como o eixo focal é horizontal, temos que o eixo maior esta abaixo da varidvel x, logo,
a equacado reduzida é

2 2
X y
—+Z=1
16 12
2

2
Gabarito: — +—==1
16

y
12

9. Determine as coordenadas dos focos da elipse abaixo:

—1)2 _c)2
(12 | 0-9? _
16 25

1

Resolugao:
Inicialmente, devemos determinar as coordenadas do centro:
0(1,5)

Como o maior numero estd abaixo da varidvel y, temos que o eixo maior é vertical, logo
temos que os focos serao dados por:

F,(1,54+c)eF,(1,5-7¢)
Da equacgao:
a’* =25eb* =16
Pela relagao fundamental:
a’?=b*+c*=>25=16+c*=>c*=9-¢c=3

Logo, os focos sao:

F,(1,5 +3) e Fy(1,5 — 3)
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Fi(1,8) e F,(1,2)
Gabarito: F;(1,8) e F,(1,2)

1.4. HIPERBOLE

A hipérbole é o lugar geométrico formado pelos pontos P do plano cujo mddulo da
diferenga a dois pontos fixos, F; e F,, é uma constante.

Veja na figura os elementos da hipérbole.

Bie
b
c c
u :
a o a A2 Fz
b
By*

O — centro da hipérbole
F, e F, — pontos focais
A,A, — eixo real ou eixo transversal
B; B, — eixo imaginario ou eixo conjugado
2c¢ — distancia focal
2a — medida do eixo real

2b — medida do eixo imaginario

Perceba que, ao contrario da elipse, o valor 2a é menor do que a distancia dos focos, 2c.
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1.4.1. RELACAO FUNDAMENTAL DA HIPERBOLE

Sabendo que o eixo imagindrio é perpendicular ao eixo real, temos que a relagao
fundamental da hipérbole é

¢ = a? + b?|

B1l

B,*

1.4.2. EXCENTRICIDADE DA HIPERBOLE

Da mesma forma como a elipse, a hipérbole também possui excentricidade e ela é
calculada pela mesma razao

e=—
a

Como ¢ > a > 0, temos que e é um numero real positivo maior que 1.

1.4.3. EQUACAO REDUZIDA DA HIPERBOLE

Vamos deduzir a equacdo da hipérbole. Inicialmente, consideremos uma hipérbole com
eixo real na horizontal e centro na origem.
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Fy Ay o] Ay F, x

B;

Seja P(x,y) um ponto qualquer da hipérbole de focos F; (—c, 0) e F,(c, 0). Pela defini¢do
desse lugar geométrico, temos:

|PF1—PF2|=261

Usando a formula da distancia entre dois pontos, podemos escrever:

\/(x— =)+ =02 /Gx—0? + (y — 0)%| = 2a

Desenvolvendo a equacgao e simplificando:

\/(x—(—C))Z+(y—0)2—J(x—C)2 +(y—0)2=42a

J(x — =)  +(y—02=+2a+-/(x—0)2 + (y - 0)2

X%+ 2cx + 2%+ yF = 4a% + 4aJx% — 2cx + c? + y2 + ¥ — 2cx + 2% + VP

4ex — 4a? = +4ax? — 2cx + c? +y?

cx —a? = +a\x — 2cx + c2 + y?
c?x? — 2a%cx + a* = a®(x? — 2¢cx + c? + y?)
clx?=2a’cx + a* = a’x?=2a*cx + a%c? + a?y?
(c2 — a®)x? — a?y? = a?c? — a* = a2(c? — a?)
Usando a relacdo fundamental, temos c¢? — a? = b?, logo:
b2x2 — a?y? = a?b?

x2 2
—-=1
a? b2

Essa é a equacao reduzida da elipse com eixo real na horizontal e centro na origem.

Se o eixo real estiver na vertical, a equagao passa a ser
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Se o centro da hipérbole ndo estiver na origem, basta usar o sistema de eixos transladados
para encontrar a equacio. Nesse caso, considerando como centro o ponto C(x,,y,), temos:

X — Xxg)> — Y0)?
( . ) — O = %) = 1|eixo real horizontal
a b?

(v — 3’0)2 (x — xo)z . :
. — = 1|eixo real vertical
a b?

1.4.4. RETAS ASSINTOTAS

A medida que os pontos da hipérbole se afastam dos focos, a hipérbole tende a tangenciar
duas retas, essas retas sao chamadas de retas assintotas.

Como fazemos para achar as retas assintotas de uma hipérbole? Para isso, usamos a
equacao reduzida da hipérbole e igualamos a expressao do membro a esquerda a 0.

Vejamos um exemplo. Seja a hipérbole de equacgao reduzida dada por:

(x—x0)* (r—y0)* _

a? b? =1
Igualando a expressao da esquerda a 0, obtemos:
(x—x0)* (¥ —y0)* _ 0

a? b?
Agora, fatorando a diferencga de quadrados, encontramos dois fatores:

(x = xo) _ (y— J’O)] [(x — Xo) N (v = ¥o)
a

a b o
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Cada fator representa uma reta assintota, portanto:

' a b = Y a a ’ .
X—X - b b
S:( 0)+(y YO):O S;y:—ax+ax0+yo

a b
Podemos ver pelo diagrama abaixo as retas assintotas.

[
y

C(ﬂ?m ’yn)

Note que as assintotas passam pelo centro da hipérbole. Um outro modo de encontrar
essas retas assintotas é encontrar o coeficiente das retas assintotas pela razao

b

mr—a
b
ms——a

E substituir os coeficientes na equacgao da reta
Y — Yo =m(x — x,)
Vejamos um exemplo.
Seja a hipérbole dada por
X2 y?

M
16 9

Encontre as retas assintotas dessa hipérbole.
Pela equagao dada, podemos ver que
a’=16>a =4
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b?=9=hp=3

Os coeficientes angulares das assintotas sao
+ b + 3
m = —_= —_
“a T4

O centro dessa hipérbole é o ponto (0, 0), logo, as assintotas sdo dadas por

3 3
r:y—Ozz(x—O):M":y:Zx

3 3
s:y—0=—Z(x—O):>s:y=—Zx

Prof. VictorSo

Outra forma de encontrar essas retas é igualando a expressdo a esquerda a zero e fatora-

Retas assintotas:

x y 3

r:Z—§—0=>r:y=—x
x y 3
S:Z+§:O:>S:y:—zx

10.Dada a equagao

(x+1)2  (y+3)?
100 125

Determine o centro, a medida do eixo real, a medida do eixo imaginario e a distancia focal.

=1

Resolugao:
O centro é
0(—-1,-3)
A medida do eixo real é:
a’* =100 > a =10 2a =20
A medida do eixo imagindrio é:
b? =125 = b = 5V5 = 2b = 10v5
A distancia focal é dada pela relacao fundamental:
c* = a® + b?
c?=100+125=225=¢=15= 2c = 30
Gabarito: centro (—1,—3), 2a = 20,2b = 10v/5,2¢ = 30

11.Determine as coordenadas dos focos da hipérbole abaixo:
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Resolugao:
Inicialmente, devemos determinar as coordenadas do centro:
0(0,-1)

Como a variavel positiva é o x, temos que o eixo real é horizontal, logo seus focos sao
dados por:

F,(c,—1) e F,(—c,—1)

Da equacao:
a’ =16eb* =9
Pela relagao fundamental:
c2=a’+b*=>c?=16+9=25-¢c=5

Logo, os focos sao:

F,(5,—1) e F,(-5,-1)

Gabarito: F;(5,—1) e F,(—5,—1)

12.Determine as assintotas da seguinte hipérbole:

(x-2)>  +2)* _
4 16

1

Resolugao:

Igualando a expressao da esquerda a zero e fatorando:

x-2? _ +2)? _ 0
[x—z :;/+2)] [x__1t25+E]

2 4 2 4

=0

As assintotas s3o:

Gabarito: 2x —y—-6=0e2x+y—-2=0

13.Sabendo que a excentricidade da hipérbole é 5/3 e seus focos sdo os pontos F;(0,5) e
F,(0,—5), determine a sua equac¢do reduzida e encontre as equacbes das retas
assintotas.

Resolugao:
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Os focos estdo localizados no eixo y, logo, seu eixo focal é vertical. Das coordenadas dos
focos, temos ¢ = 5.

Da excentricidade:

c 5 5
e=—-—=>-=-=>a=3
a a 3

Usando a relagdao fundamental da hipérbole:
c’=a’+b>=>52=32+b> b =4
Como os focos sao simétricos em relagao a origem, temos como centro a prépria origem.
Portanto, a equacao reduzida é:

y2 x2

9 16
2 x2

Gabarito: = - = =1
9 16

1.5. RECONHECIMENTO DE UMA CONICA

Estudamos a equagao das cOnicas que podem ser cobradas na prova, resta aprender a
identificar cada uma delas. As questdes, normalmente, dardao a equacgao geral da conica e, para
saber qual figura ela representa, devemos fatorar e analisar a sua equacgao reduzida. Vamos usar
os exemplos abaixo para isso.

1) x — 10y% + 60y — 90 = 0

O primeiro passo é fatorar a equagao. Note que temos apenas um termo linear em x e dois
termos em y. Vamos fatorar os termos na variavel y:

x—10(y>—6y) —90 =0
Agora, vamos completar a express3o quadratica y2 — 6y somando e subtraindo 9:
x—10(y2 =6y +9—-9)—90=0
x—10[(y —3)2—9]-90=0
x—10(y —3)2+90-90=0
% =@y —3)?

Essa é a equagao de uma parabola da forma

2p(x — x0) = (¥ — yo)?
Assim, o pardmetro dessa pardbola é 2p = 1/10 = p = 1/20 e seu vértice é (0, 3).

2)x?—10x+y*+4y+28=0

Aqui temos duas expressdes quadraticas nas variaveis x e y. Vamos fatorar cada uma delas.
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x% —10x + 25— 25+ y% + 4y +28=0
(x—5)2+(y+2)2—-25-4+28=0
(x—572+@+2)?%=1

Essa é a equacao de uma circunferéncia, pois é da forma
2 2 _ .2
(x=x)>+(y—y)=r

Seu raio é 1 e seu centro é (5, —2).

3)16x% —32x +9y? —36y—92=0
Novamente, vamos iniciar pela fatoragao.
16(x%? —2x) +9(y2 —4y) —92=0
Completando os quadrados:
16(x? —2x+1—1)+9(y* — 4y )—92=0
16[(x —1)2—=1]+9[(y —2)2—4]—-92=0
16(x —1)2—16+9(y—2)2—-36—-92=0
16(x —1)2 +9(y — 2)? = 144
16(x — 1)? N 9(y — 2)? B
144 144
G- -2 _
9 16

Encontramos a equacao de uma elipse. Perceba que o maior niumero estd abaixo da
variavel y, logo, ela possui eixo focal paralelo ao eixo y. Ela é da forma

1

(x —x0)® (y—yo)®

b2 + a? B

As variaveis sdo b* = 9 = ea’? = 16 = [a = 4], e seu centro é (1, 2).
Da relagdao fundamental, encontramos a distancia focal:

a? =b%+c?=c? =a?—b*=c =16 — 9 =7 (semidistancia focal)

1

2¢ = 2+/7 (distancia focal)

A excentricidade da elipse é

~%

Qo

4)5x? — 10x — 4y?> — 495 =0

Fatorando a expressdao do membro a esquerda:
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5(x? —2x) —4y? —495 =0
5(x2—2x+1—1)—4y?—495=0
5[(x — 1)? — 1] — 4y — 495 = 0
5(x —1)2—-5—4y2—-495=0
5(x — 1)? — 4y? =500
x—-12 y?
100 125

Essa é a equacdo de uma hipérbole com eixo real paralelo ao eixo x, pois o termo que esta
subtraindo é y2. Ela é da forma

1

(x — xo)z (y — J’o)z _
a? B b? =1

Temos a? = 100 = [a = 10]e b? = 125 = |b = 5v/5| Seu centro é (1,0).
Da relagao fundamental:

c2=a%+b?=c =100 + 125 = V225 = |[c = 15|

A excentricidade dessa hipérbole é

1.6. PROBLEMAS DE TANGENCIA COM CONICAS

Com o que aprendemos até aqui, j3 conseguimos resolver diversos problemas de
Geometria Analitica. Uma questao muito recorrente nas provas militares é sobre reta tangente as
cOnicas. Para resolver esse problema, devemos nos lembrar que, se a reta é tangente, o ponto de
interseccao dela com a conica é apenas um ponto. Dessa forma, vejamos como procedemos com
um exemplo.

Seja a equacdo de cdnica dada por A: x? + y? = 1. Determine a equacio da reta tangente

s . A V2 V2
a circunferéncia no ponto P <5 )

Resolugao:

Dado que temos o ponto da reta tangente, podemos escrever a seguinte relacdo para a
equacao da reta tangente r:

Y=y, =m(x —xy) =y =mx + y, — mx,

Substituindo as coordenadas do ponto P na reta:

V2 my2 V2

2 2

Agora, temos as seguintes equacgdes:
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ALix?+yr=1

V2
r:y=mx+7(1—m)

Fazendo a intersecgdo de r com A, devemos encontrar apenas um ponto. Desse modo:

2

V2
x% + mx+7(1—m) =1

Desenvolvendo e simplificando, encontramos:

m? —2m —1
(14+m»)x? +v2(1 — m)mx + =

Prof. VictorSo

2
Essa é uma equacao do segundo grau em X, para termos apenas uma solu¢ao, devemos
ter A =0, logo:
2
2 m-—2m-—1
A= (V21 -m)m) —4-(1+m2)-( 5 )=0
Fazendo as contas e simplificando, obtemos:
(m+1)2=0=>m=-1
Substituindo esse valor na equacgao da reta:
V2
y= (—1)x+7(1 —(-D))=>y=-x+V2
Portanto, a equacgao da reta tangente a circunferéncia no ponto P (‘/Z—Eg) é

r:y=—x+\/§

N
Vocé deve ter notado que o problema de tangéncia acima se resumiu em encontrar
o valor do coeficiente angular m da reta. H4 um método mais facil de encontra-la,
nesse usaremos um pouco de cdlculo. Dado que temos um ponto da circunferéncia e
gueremos a reta tangente a ela nesse ponto, podemos calcular o coeficiente angular
derivando-se a equacdo da circunferéncia (também funciona para qualquer equacao
de cbnica, ndo apenas a circunferéncia), assim, analisemos a equacao:
x2+yr=1
Nessa equagdo, temos duas variaveis (x e y), podemos deriva-la em relagdo a x.
ax? | dy? _a)

dx dx - dx
Para o primeiro termo, temos:
dx?

— =2x
dx

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il

33



=

y

Estratégia

Militares

Para o segundo termo, temos uma fungdo em y e queremos deriva-la em relagdo a
x. Podemos de maneira simplificada, proceder da seguinte maneira:
dy? _dy

= .= =2v.v

dx dy dx y-y
-
2y Yy

*A principio o método acima é informal, mas para a prova, faca desse modo.
E, por fim, a derivada de uma constante é zero, logo:

a@)

dx
Assim, obtemos:

2x+2y-y'=0=> y’=—f—/
y' é o coeficiente angular que procuramos e (x,y) é a coordenada do ponto da

circunferéncia. Substituindo os valores, encontramos:

m=y =—42=—-1.m=-1

NN

E esse é o mesmo resultado que encontramos sem o uso do calculo.
Dado que qualquer cbnica possui como equacao geral:
Ax?> 4+ Bxy + Cy*+Dx+Ey+F =0
Um bizu para aplicar a derivada nessa equacdo é decorar as seguintes derivadas:

x
d(Bxy) ,
(sz 2)— B(y + xy')
d(Cy . ) )
dx d(D_ )C 2_'y y
X
d(dx) =D
Ey !
dx - Ey
a(F) _
dx -

A maioria das questdes podem ser resolvidas sem o uso de calculo, por isso, nao é
obrigatdrio que vocé aprenda esse assunto. Mas essa ferramenta pode facilitar a
resolucao de algumas questdes.

Prof. VictorSo

14.Determine as equacdes das retas que passam pelo ponto P(0,—4) e s3o tangentes a

circunferéncia A: (x + 2)2 + y2 = 9.

Resolugao:

A reta que passa pelo ponto P é
y—yo=mx—xy) >y+4d=mx=>t:y=mx—4

A reta é tangente a circunferéncia, entdo, substituindo-a na equac¢ao da circunferéncia,

devemos encontrar apenas uma solugao, isto é, A = 0.

Lx+2)2+y?=9=21x2+4x+y>—-5=0

Substituindo y = mx — 4 na equagdo acima:
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x> +4x+(mx—4)>-5=0

x?+4x+m*x?—8mx+11=0

m?+1Dx?2+4(1-2m)x+11=0
Encontramos uma equac¢ao do segundo grau em x, fazendo A = 0, temos:
A=16-(1-2m)>—4-(m?*+1)-11=0

4-(1-2m)>*—-11-(m?*+1) =0
4(4m?> —4m+1)—-11(m?*+1) =0

16m? —16m+4—11m? - 11=0

S5m?—-16m—7=0
8+99 8-99

m em, = ——
1 5 2 5

Portanto, as equag¢Oes das tangentes sao:

tiry = (8+;/%)x —4

8—v99

x—4

tz:y=(

Gabarito: t;:y = (8+;/@) xX—4 tyy= (8_5 x—4

2.CONICAS ROTACIONADAS

Vimos, no capitulo anterior, apenas a equacdo das cOnicas com eixos paralelos aos eixos
cartesianos. Mas além desses, podemos encontrar questdes sobre cOnicas rotacionadas. Vamos
aprender a resolver problemas desse tipo.

ul
Ne)
O
N—— —

Toda cOnica possui uma equacao geral da forma
Ax* +Bxy +Cy*+Dx+Ey+F =0
Onde 4, B,C, D, E e F sao constantes reais.
As equacdes das cOnicas que estudamos até aqui possuiam o coeficiente B = 0 e, por isso,
bastava completar os quadrados para encontrar a equac¢ao reduzida e identificar o lugar
geométrico. Mas se B # 0, temos cOnicas de eixos ndao paralelos aos eixos coordenados e nao

podemos usar o método de completar quadrados para fatorar a equagao da conica. Para resolver
esse problema, podemos fazer uso de um sistema coordenado rotacionado.

2.1. SISTEMA COORDENADO ROTACIONADO

Seja P(xq,¥,) um ponto qualquer do plano representado pelo sistema cartesiano
ortogonal xOy. Vamos rotacionar esse sistema de um angulo 6 no sentido anti-horario e obter
uma relagao entre as coordenadas do novo XOY e do antigo sistema x0y. Observe a figura abaixo.

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 35



=

5 Estratégia Prof. Victor Sa
ilitares

Yo cos@

Xy senf

o

Note que (X,,Y,) é a coordenada de P no sistema rotacionado.
Do diagrama, podemos escrever as seguintes relagdes:
Xp-cosO =x,+Y,-senf
Yo = Xp-senf + 7Y, -cosf
Isolando as coordenadas x, e y,, obtemos:
{xo =X, -cosO —Y, -senb
Yo = Xy -senf +Y,-cosf
Assim, dado um ponto P(x,y) no plano cartesiano, se quisermos rotacionar o sistema de

eixos do plano de um angulo 8 no sentido anti-hordrio e obter as coordenadas de P no novo
sistema, basta fazer as seguintes transformacdes:

{sz-cos@—Y-senH
y=X-senf +Y-cosb

Podemos representar essa transformacdo usando matrizes:
(X) _ (cos 6 —sen 9) (X)
y sen @ cos @ Y

Multiplicando a equagao acima pela inversa da matriz (

cosf —senéb
sen @ cos @

()= Cove o) &)

), obtemos:
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2.2. RESOLUGCAO DE CONICAS ROTACIONADAS

Agora que aprendemos como rotacionar o sistema de eixos coordenados, podemos
proceder a resolugao das questdes de cOnicas rotacionadas. Tomemos o caso geral, onde B # 0.

Ax*> +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

Como B # 0, nao podemos simplesmente completar os quadrados para encontrar a
equacado reduzida. Nesse caso, devemos fazer as transformacgdes

{x=X-cos¢9—Y-sen9
y=X-senf+Y-cosb

E encontrar um 6 que zere o termo xy. Essa transformacgao rotacionara o sistema de eixos
coordenados de um angulo 8 no sentido anti-horario de tal forma que a figura fique na forma de
equacao reduzida no novo sistema de eixos coordenados.

Assim, transformando as coordenadas, obtemos:

A(X -cos@ —Y -senB)? +B(X -cosf —Y -senB)(X -sen@ +Y - cos8)
+C(X-senf+Y -cos8)?>+D(X-cos@—Y -senf) +E(X-sen@+Y -cosf)+F=0

Fazendo as contas e simplificando, encontramos a seguinte equacao:

Bsen(20)
2

Bsen(20)
2

+[(C — A)sen(268) + Bcos(20)]XY + F =0
Queremos zerar o termo XY, logo, devemos ter
(C — A)sen(20) + Bcos(26) =0

cos(28) _A-C
sen(20) B

[ACOSZH + + Csenzel X% + (DcosO + Esenf)X

+ [Asenzé? + + 600529] Y? + (—Dsenf + Ecos0)Y

cotg(260) =

Se A + C, podemos escrever

B
tg(29) = m

Essa é a condigdo que o angulo deve satisfazer para zerar o termo misto XY
Vejamos um exemplo para praticar.
1) Determine o lugar geométrico definido pela equagao
4x% — 8xy + 4y* — N2x + 72y + 16 = 0
Perceba que temos o termo misto xy na equag¢do. Na notagdo da equagao geral, temos
A=4,B=-8,C =4

Como A = C, para zerar o termo misto, devemos usar a seguinte relagdo
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A-C
cotg(20) = ——

Substituindo os valores:

COtg(ZQ) =_—8= 0= 20 =90°> 60 = 45°

Dessa forma, temos que rotacionar o sistema de um angulo de 45°. Usando a seguinte
transformacao

V2
{sz-cos45°—Y-sen45°=> =7(X_Y)
y =X-sen45°+Y - cos45° V2
y=7(X+Y)

Encontramos

[_(x Y)] —8[—(X Y)]l—(X+Y)]+4[£(X+Y)] —9f[£(x Y)]

+7\/_l—(X+Y)]+16—0

Fazendo as contas e simplificando, obtemos:

X—4
— = +1)

Essa é a equacdo de uma pardbola com eixo de simetria na horizontal e vértice (4,—1),
rotacionada de 45°. O parametro dessa parabola é

) 1 1
e = —
P 4 P 8

O esboco dessa pardbola é representado pela seguinte figura:
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Uma equacdo que pode ser cobrada nas provas é da seguinte hipérbole rotacionada:
xy =k, k €R"

Essa hipérbole possui como retas assintotas os proprios eixos coordenados.

Decore essa equacgao, pois caso ela seja cobrada, vocé ganhara tempo na prova!

2.3. CLASSIFICAGCAO DAS CONICAS PELO DISCRIMINANTE

Dada uma equacao geral de conica da forma
Ax*+ Bxy +Cy*+Dx+Ey+F=0

Podemos classificar as conicas pelo niumero B? —4AC, esse é conhecido como o
discriminante da equagao da conica.

Veja a tabela abaixo as classificagdes.

Classificacdao das cOnicas

B? —4AC >0 Hipérbole
B> —4AC<0eA+C Elipse
B> —-4AC<0eA=C Circunferéncia
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B2 —-4AC =0 Parabola

Nos casos em que a equacao geral possui B = 0, podemos fatorar a equacao geral para
encontrar a equacao reduzida pelo método de completar quadrados, fazendo isso, os termos que
multiplicam x? e y?, isto é, A e C, respectivamente, s3o colocados em evidéncia, e esses s30 0s
termos que determinam a equacao reduzida da cbnica. Veja para cada caso de cOnica.

Pardbola: a pardbola possui apenas um termo elevado ao quadrado e, por isso, um dos
numeros A ou C deve ser zero. Multiplicando-os encontramos sempre AC = 0.

Elipse: No caso da elipse, a equacao reduzida é da forma

— 2 _ 2
(x :Co) + v — o) —1
a b2

Assim, os termos A e C da equacdo geral da elipse sao necessariamente positivos e,
portanto, o produto deles sempre deve resultar em um numero positivo, ou seja, AC > 0.

Circunferéncia: Esse é um caso particular de elipse e, nesse caso, temos da sua equacao
geral A = C. Para ser elipse, sabemos que devemos ter AC > 0.

Hipérbole: Aqui, diferentemente da elipse, os termos quadraticos sao subtraidos e, por
isso, A e C da sua equagdo geral devem ter sinais opostos. Desse modo, o produto AC < 0.

Com os casos acima, vemos que para o caso onde B = 0, podemos classificar as conicas
pelo produto AC. Mas como fazemos a classificacdo se B # 0? Ai entra o discriminante da
equacao da conica. Fazendo uma rotacdo de sistema usando as transformacdes

{x=X-cosH—Y-sen9
y=X-senf+Y-cosb

Podemos reescrever Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 sem o termo misto xy:
AX*+C'Y?+D'X+EY+F =0
Fazendo as contas, podemos provar que
B? — 4AC = —4A'C’

Sabemos como classificar a conica pelo produto A'C’. Como B? — 4AC possui sinal oposto
ao de A'C’, temos o resultado da tabela apresentada nesse tdpico.

Tomemos o exemplo do tdpico anterior para verificar por esse método a classificacao da
conica.
4x% — 8xy + 4y% —N2x + 72y + 16 = 0

Nessa equacdo, temos A =4,B = —8 e C = 4. Calculando o discriminante da conica,
obtemos:

B>?—4AC=(-8)>—4-4-4=64—-64=0
~B*—4AC =0

Portanto, como B? — 4AC = 0, temos que a equacdo representa uma parabola, o que
condiz com o resultado que verificamos rotacionando-se o sistema.
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15. Classifique as seguintes equacdes de conicas:
a)xy =1
b) 57x% — 144/3xy + 43y* — 576 = 0
c) 6x% + 4v/3xy + 2y> —9x + 9v/3y—63 =0
Resolugao:
Vamos usar o método do discriminante da cénica.
a)Temos A=0,B=1e(C =0, logo:
B2 —4AC=1*-4-0-0=1>0
A equacao é uma hipérbole.

b) Temos A = 57,B = —14+/3 e C = 43, logo:
B2 — 4AC = (14V3)" —4-57 43 = —9216 < 0
Como A # C, temos que a equacgao representa uma elipse.
c)A=6B=4/3eC=2
B2 —4AC = (4V3) —4-6-2=0
Como o discriminante é nulo, temos uma parabola.

Gabarito: a) hipérbole b) elipse c) parabola

16. Determine a excentricidade da conica dada pela equagao
57x% — 14+/3xy + 43y* — 576 = 0
Resolugao:

Note a presenga do termo misto xy, assim, devemos rotacionar o sistema de um angulo
0 para zerar o termo misto. Esse angulo deve satisfazer a seguinte relagao:

cotg(20) = %
Da equacdo, temos A = 57,B = —14+/3 e C = 43, substituindo na relacdo acima:
= tg(20) = —/3

57-43 14 1

—14y3 - —143 = _\/§

2T s

20 =—=0=-
3 3

cotg(20) =

Agora, devemos transformar as coordenadas para o novo sistema. Para isso, podemos
usar a matriz de rotacgdo:
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_11 3

= TRy
=

_ Y3 1y

Yy =3 5y

Substituindo na equagao:
57 Gx’ - \/Z—gy’)z — 1443 Gx’ — \/;y’) (\/;x’ + %y’) + 43 (\/;x’ + %y’)2 —576 =0

Fazendo as contas e simplificando, obtemos:

2 2
X y
—4+—=1
16 9

Essa é a equacdo de uma elipse, com a = 4 e b = 3. Usando a relacao fundamental:

a2 =b2+c2=c=V16—-9=+7

Portanto, a excentricidade é

~ |G
* S

@
Il
IS
I

Gabarito: e = g

3. INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS INEQUACOES

Estudamos inequagdes em aulas passadas, veremos aqui a interpretacdao geométrica das
inequagodes.

3.1. INEQUAGOES LINEARES

Sabemos da Geometria Plana que uma reta divide o plano em dois semiplanos. Assim, a
inequagao ax + by + ¢ > 0 representa um semiplano. Vamos aprender a identifica-lo.

Tomemos a inequagdao x + y + 1 > 0, o que ela representa no plano cartesiano?

Para saber isso, podemos esbogar o grafico da equagcdox +y + 1 = 0:
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Perceba que areta x + y + 1 = 0 divide o plano nos semiplanos a e 5. Para saber qual a
regido da inequacdao x +y + 1 > 0, podemos testar a veracidade da inequagao com um ponto
qualquer. Vamos testar o ponto P (0, 0).

P(0,00=04+0+1=1>0

Como a inequacdo é verdadeira para P(0,0), temos que P € x + y +1 > 0. O ponto P
esta localizado na regido « e, portanto, x + y + 1 > 0 é a regido a.

FIQUE
ATENTO!

Q0

' 4

Os pontos dareta x + y + 1 = 0 ndo fazem parte do plano a, pois a inequagdo nao
possui o simbolo de igualdade!

Vejamos outro exemplo.
Qual a regido dainequagaox +y < 0?

Nesse caso, note que x +y < 0 é igual a unido daregidox +y <0 edaretax+y=0.
Além do método que aprendemos, podemos analisar o grafico de outro modo. Vamos isolar y da
inequacao:

y< —Xx

Representemos y = —x no grafico:
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Agora, vamos testar os valores de x na inequacgao:
x=1=>y<-1
x=0=>y<0
x=-1=>y<1
x=—-2=>y<2

Representando essas coordenadas no plano, temos:

y<2 y<1 y<0 y<-1

Perceba que qualquer x que tomarmos, o intervalo resultante sera todos os pontos abaixo
da reta. Desse modo, a inequacao representa o semiplano formado pelos pontos abaixo da reta
e os pontos da reta.
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3.1.1. SISTEMA DE INEQUAGCOES LINEARES

Um sistema de inequacgdes lineares representa a regido do plano delimitada pela regiao
comum a cada inequacao linear do sistema. Considere o sistema abaixo.
{ x+y>0
—2x+3y+1<0
Vamos esbogar a regiao delimitada pelo sistema. Inicialmente, devemos desenhar a regido

de cada inequacao conforme acabamos de aprender e, por fim, fazemos a interseccao dessas
regioes.

Comegaremos por x +y > 0, isolando y, temos y > —x. Essa inequagdo representa a
regidao do plano acima da reta y = —x (perceba que a reta estd em pontilhado para indicar que
ela ndo faz parte do semiplano).

~
-~
.
-
/ . a:y>—x
~

O proximo passo € esbogar —2x + 3y + 1 < 0, isolando y:
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L2 o1
—x — —
YS3%¥73

. ~ . 2 1
Essa inequagdo representa todos os pontos abaixo daretay = -x —-.

Note que temos uma regidao comum as duas inequacgdes. Essa é a solucdo do sistema.

. [ }
s Y
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3.2. INEQUACOES QUADRATICAS

Da mesma forma como fizemos com as inequacdes lineares (retas), vamos analisar

inequac¢des quadraticas.

3.2.1. CIRCUNFERENCIA

Para analisar as inequac0des de circunferéncias, podemos usar o que aprendemos no topico
posicdo relativa entre ponto e circunferéncia. Assim, temos:

(x —x0)* + (¥ — yp)? < 12

— todos os pontos dentro da circunferéncia

--------
-
-

- -
- -
T

(=) + (v = y)? = 12

— pontos da circunferéncia
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(x —x0)% + (y —y)? >1?

— pontos fora da circunferéncia

3.2.2. ELIPSE

Como a circunferéncia é um caso particular da
serao andlogas aos casos da circunferéncia.

Y

Prof. Victo

elipse, as inequagdes envolvendo elipse

(x —x0)* (¥ —y0)?
a? + b2

— regiao interna da elipse

<1

(x —x0)* (¥ =)
a? + b2

- regido externa da elipse

>1
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3.2.3. PARABOLA

Para a pardbola, temos a regidao interna e a regiao externa.

2p(y — yo) > (x — x0)?
- regido interna a parabola

8y

2p(y — yo) < (x — xp)?

- regido externa a parabola

3.2.4. HIPERBOLE

Para a hipérbole, temos duas regides definidas por cada curva e uma regiao entre as curvas.

(x — xo)z (y— 3’0)2
a? B b?

— regido entre as curvas

<1
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‘\‘\‘ y ""f
e 2 2
\ p (x —x0)? (¥ =)
\\ r" 2 - 2 > 1
‘\‘ f‘ a b
; N = — duasregides delimitadas pelas curvas
PROVAI

-y

(ITA/2004) Determine os valores reais do parametro a para os quais existe um numero real x
satisfazendo v1 — x%2 > a — x.

Resolucgao:

A primeira vista, esse problema aparenta ser um problema puramente algébrico. Mas
podemos resolver a questao usando a Geometria Analitica. Observemos as expressdes envolvidas

efagamosy =vV1 —x%?ey =a — x.

Note que y = V1 — x? representa, no plano cartesiano, uma semicircunferéncia de raio 1
ey = a — x é uma reta de coeficiente angular —1 e coeficiente linear a (parametro). Veja como
o esboco do grafico pode simplificar a resolucao da questao.

Inicialmente, desenhamos o esquema da semicircunferéncia.

y=+1—x?
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Como a é um parametro, a reta y = a — x pode transladar ao

y=+1—x?

//

y=a—x

N

A questdo pede os valores do parametro real a para que a inequag¢do V1 —x2 > a —x
tenha solug¢ao real. Pelo grafico acima, podemos ver que enquanto houver pontos da
semicircunferéncia acima da reta y = a — x, teremos alguma solugao real:
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A curva em vermelho indica as solucdes reais da inequacdo V1 —x?>a—x.
Aumentando-se o valor de a, a reta translada para a direita. Assim, o problema se resume a
encontrar o limite superior de a para que exista algum ponto da semicircunferéncia que ainda

esteja acima da reta. Isso ocorrerd quando a reta tangenciar a semicircunferéncia no seu lado
direito.
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" Note pela figura ao lado que ABC é
um triangulo retangulo. Podemos
r

encontrar o valor dos seus angulos
internos. Da reta r:y =a—x, temos
como coeficiente angularm, = —1. AC é
perpendicular a essa reta, logo, o
coeficiente da reta que contém AC é

1 1

Sendo 6 o angulo da reta
perpendicular, temos

mAC=tg9=1$0=450

Sabendo que AC é o raio da
semicircunferéncia, temos

AC
cos @

AC
cosf@ =—= AB =

Portanto, temos o seguinte esquema
gl A equagaoder é
rry=—-x+a
Como (v2,0) é ponto da reta,
temos
y=0=20=—2+a=a=+2
Esse é o maior valor que a pode

assumir para V1—x?>a-—x ter
alguma solucdo real em x.

Portanto, para a< \/7, a
inequacgao possui solugao real.
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PRATICAR!

17. Calcule a drea delimitada pelo seguinte sistema de inequacgdes abaixo:

x—y+2=>20
a) x<0
y=0

x2+y2—-4<0
b) x+y=0
y=0
Resolugao:

a) Nesse sistema, perceba que x < 0 ey = 0 representam os pontos do segundo quadrante.
Assim, vamos analisar a primeira inequacao.

x—y+2=20>y<x+2

Para essa inequagao, temos como reta y = x + 2. Essa reta possui coeficiente angular
m = 1, entdo, o angulo que essa reta forma com o eixo x € 45° e ela cruza o eixo y no ponto
2. Alinequacao pede todos os pontos abaixo dessa reta (pois a desigualdade é <), fazendo a
interseccao das regides definidas pelas trés inequagdes, encontramos a seguinte figura:

1
Yy

Essa figura é um triangulo retangulo isdsceles de base e altura igual a 2. Dessa forma, a
area é dada por:
b-h 22
S = = — = 2

2

b) Da primeira inequacdo, temos x% + y? < 4. Ela representa um circulo de raio 2 centrado
na origem.
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A inequagdo y = 0 pede todos os pontos do primeiro e segundo quadrantes incluindo
o eixo das abcissas. Assim, temos um semicirculo.

yll
2
..f/ \\_
I.-"f \
II I: -
-2 0 |2 =
"\\ /
2|
A segunda inequagdo € um semiplano dividido pela reta y = —x, queremos os pontos
y = —x, logo, sao os pontos acima dessa reta. Dessa forma, temos a seguinte figura:
Y= — -
2
\\
N
135°
| L.
-2 0 2 =z
"\‘ X
—2

ULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA II 55



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Essa regido é um setor circular com angulo central 135°. Vamos calcular a area do

circulo:
S,=m-2%=4n
Perceba que a regido é a soma de um setor circular de 90° com um setor circular de 45°,
o setor circular de 90° é 1/4 da area do circulo:
41
Si=—=m
17 4
A drea do setor circular de 45° é metade da area de S;, logo:
S1 s
S = == -
2727 2

Portanto, a area pedida é

S=5+8,="

Gabarito:a) S =2 b) S = 3m/2

4. NOCOES ELEMENTARES DE CALCULO

Vamos dar uma breve nogao de Calculo Diferencial e Integral. No primeiro ano do ensino
superior, vocé vera toda demonstracao e todo rigor das notag¢des do Calculo. Aqui, daremos
apenas as informagdes necessarias para que vocé acumule mais uma ferramenta no seu arsenal
de conhecimento.

Para isso, relembre alguns conceitos de fun¢des da matematica. Dizemos que uma fungao
é bijetora quando ela é injetora e sobrejetora. Conhecer bem todas as propriedades e saber
trabalhar com fung¢des é fundamental para compreender essa matéria.

O primeiro tema do Cdlculo que iremos abordar é o conceito de Limite.

4.1. LIMITE

Dada a fungdo f(x) definida para x € [ — {a}, onde I é um intervalo aberto que contém o
numero real a. Chamamos de L o limite de f(x) quando x tende a a, escrevemos lim f(x) = L,
xX—a

se paratodo € > 0, existir § > Otalquese 0 < |[x —a| < §, entdo |[f(x) — L| < &.
Exemplo 1: f(x) = x3, lirr;f(x) = 8.
xX—
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Figura 1: Grdfico da fungdo x® utilizada no exemplo 1.

Exemplo 2: f(x) = xm_am, lim f(x) =?
xX'r=a x-a
_ o xM—a C[x—a) ™+ x"2a+ -+ a™ 1)
lim f(x) = lim——— = lim — — —
x—a xsax™ — g™ xsal|(x—a) (x™ T+ xm2a+ -+ a™ 1)

Note que x™" 1+ x™" 2 + -+ a™ 1 temntermos e x™ 1 + x™ 2q + .-+ a™ 1 temm
termos, entdo:

Lqm

}Cl_rg fx) =

3=

Algumas propriedades do limite:
e P1) Unicidade do limite: se lim f(x) = L, elim f(x) = L,, entdo L, = L,.
Caso lim f(x)=L; (x —J:;a‘ significa xx_)t(:endendo a a pela esquerda) e
)}Lrgl+f?;;= L, (x — a significa x tendendo a a pela direita), com L; # L,,

dizemos que ndo existe o limite de f(x) quando x tende a a. Exemplo:
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-
-

- H
+

2

———
T —a T —

Figura 2: Exemplo de fungéo na qual o limite néo existe quando x tende a a. Entretanto, f(a) existe e é igual a L,.

P2) Limite de uma fung&o constante: se f(x) = c definida dos reais nos reais, entdo

limc =c.

x—a

P3)sek € Relimf(x) =L (f:R > R), entdo lim[k - f(x)] = k-lim f(x) =k -

x-a x—-a xX—a

L.

P4)se lim f(x) = L elim g(x) = M, entdo lim(f + g)(x) =L + M.
xX—a x—a xX—a

P5)se lim f(x) = L elim g(x) = M, entdo lim(f - g)(x) = L - M.
xX—a x—a xXx—a

P6) se lim f(x) = L, entdo lim(f)™(x) = L",n € N*.
xX—a x—a

P7)se lim f(x) = Lelim g(x) = M # 0, entdo lim (i) (x) = =.
x—a x-a x—-a \g M

P8) se lim f(x) = L, entdo lim VL = YL comL > 0en € N*ou L < 0 e n impar.
xX—a x—a

P9) o limite de uma func¢do polinomial f(x) = a,x™ + a,_;x""* + --- + a4, com

a; € R, para x tendendo a a é igual ao valor numérico de f(x) para x = a.

Alguns limites fundamentais:

. senx
e |lim =1
x-0 X
. senx—sena
e lim (—

lim — ) = cos (a)

. cosx—cosa — _

o }Cl_rg (T) = —sen(a)

e lim (1 + l)x = lim(1 + x)% =e
X—00 X N x—0 N

e a>0lim (ax_l) =Ina.

x—0 X

Exemplos:

1.1im
x—0

sen(Zx).

X
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lim sen0) _ lim 2 (Sen(zx)) = 2lim sen(2x) se y = 2x quando x = 0, entdo y—> 0
x-0 X x—0 2x x-0 2x
também. Entdo: lim sen(@x) _ lim seny) _ 1. Logo: lim sen(2) _ 2 lim sen(@r) _ 2:-1=
x—-0 2Xx y—0 ¥ x-0 X x—0 2x
2.
X
2.1im (1+3):
X—00 X

x - . 3\* ) 3\3Y
Fazendo y ==, se x = o, entdo y — oo, logo: lim (1 + —) = lim (1 + —) =
3 X—00 x y—00 3y
3

1 X
lim [(1+2) ] =e®.
X—00 X
Dada uma fungao definida em um intervalo aberto I e a um elemento de I, dizemos que f
é continua em a, quando lim f (x) = f(a).
xX—a

Nosso objetivo nao é sabermos tudo de limite, mas apenas ter uma nog¢ao. Por isso, nao
vamos nos estender muito nesse assunto.

4.2. DERIVADAS

Dada f uma fungao definida em um intervalo aberto I e x, um elemento de I. Denota-se
derivada de f no ponto x, o limite:
. f(x) = f(x)
lim

X—Xg X — Xg

se este limite existe e for finito.

Comumente, indicamos a derivada de f no ponto x, com as seguintes notagdes:
d
f'(xo) ou [—f] ou Df (x)
dxly—y,

Chamamos a diferenga Ax = x — x, de acréscimo ou incremento da variavel x
relativamente ao ponto x,. Da mesma forma, chamamos de acréscimo ou incremento da fungao
f relativamente ao ponto x,.

. . . A
Denotamos por razao incremental de f relativamente ao ponto x, o quociente é =
f(x0)—f (xo)

X—Xo

E comum indicar a derivada de f no ponto x, das seguintes maneiras:

0 = tin POZLE aul = g 2 o) = g LD 2T

4.2.1. REPRESENTACAO GEOMETRICA DA DERIVADA

Dada f uma fungdo definida em um intervalo aberto I e x, um elemento de I. Vamos
admitir que f é derivada no intervalo aberto I, isto &, existe f'(x,) para todo x, € I.
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Podemos representar graficamente por:

y“

F(xo + Axg) |=========memecccccccccccenencnananaas

Ay reta tangente em P

f(ﬂ.'(]) -------------------

xg xg + Ax

- -

xTr

Figura 3: Interpretagcdo geométrica da derivada de uma fungdo em um dado ponto.

. . . Ay .
Note que a reta secante em vermelho possui coeficiente angular tg6 = -~ Logo, tgl é a
razao incremental de f em relagdo ao ponto x,.

Desde que f é continua em I, a medida que vamos caminhando com O as retas secantes
se aproximam cada vez mais da reta tangente a curva no ponto P. No limite teremos que:

y Ay dy]
im —=|— =tga
Ax—0 AX dX xX=Xg g
d e N )
Chamamos [ﬁ] de variagao instantanea relativamente ao ponto x,.

Algumas derivadas elementares:

fx)=cte=>f'(x)=0

fX)=x"=f'(x) =n-x"1

f(x) = senx = f'(x) = cosx

f(x) = cosx = f'(x) = —senx

f(x) =a*= f'(x) =a*lna, quando a =¢e (e é o nimero de Euller), entdo
fx)=e*=f'(x) =e*lne=¢e*-1~|f'(x) =e*
e f(x)=log,x=f'(x) = !

xlna
Algumas regras de derivagdo importantes. Vamos considerar duas fung¢des u(x) e v(x)
derivaveis em um intervalo aberto. Temos as seguintes regras:

e Derivada da soma: se f(x) = u(x) + v(x), entdo:
1) =u'(x) +v'(x)

e Derivada do produto: se f(x) = u(x) - v(x), entdo:
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10 =u(x) - v(x) +ulx) - v'(x)
e Derivada da fungdo multiplicada por uma constante: se f(x) = k - u(x), ent3o:

f'(x) =k-u'(x)

u(x)

e Derivada do quociente: se f(x) = ) com v(x) # 0 em I, entdo:
. u'(x) - vix) —ulx) - v'(x)
1o = B

e Derivada de uma fungdo composta (regra da cadeia):

Fx)=f(g(x) = F'(x) =f'(g(x) g'x)

Exemplo 1: F(x) = cos (2x). Definindo as fun¢des que estabelece a composi¢do das
funcdes, temos:

f(x) = 2x e g(x) = cos(x), logo:
f'(x) =2eg'(x) = —sen(x)
Se F(x) = g(f(x)) = cos(f(x)) = cos(2x), entdo:
F'(x) = g'(f() - f'(x)
F'(x) = —sen(f(x)) )
F'(x) = —sen(2x) - 2

Exemplo 2: F(x) = cos3 x. Definindo as funcdes que estabelece a composicdo das funcdes,
temos:

f(x) = cos(x) e g(x) = [x]?

Entdo:
f'(x) = —sen(x)eg'(x) =3 x?
SeF(x) = g(f(x)) = g(cos(x)) = cos? x, ent3o:
F'(x) = g'(f(x) - f'Gx) = 3+ [f(0)]? - (=sen(x))
F'(x) = 3-cos? x - (—sen(x))

ATENGAO
DECORE!

0.9

L =
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4.2.2. DETERMINACAO DE MAXIMOS E MINIMOS

Dada uma fungdo f uma fungdo continua e derivavel até f" em um dado intervalo I. Se
f'(x,) = 0, entdo:

e X, é ponto de maximo local quando: " (x,) < 0.
e X, é ponto de minimo local quando: " (x,) > 0.

Se f admite f'" (derivada até a terceira ordem), ent3o:
e X, € ponto de inflexdo se: f"'(x,) =0e f"""(x,) # 0.

Exemplo gréfico da fungdo f(x) = x* + 3x3 — 2x.

ponto dé maxrimo

ponto de in flexao

ponto de minimo

™  ponto de inflexao

ponto de minimo
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4.3. NOCOES DE CALCULO INTEGRAL

A razao que levou a criagao do Calculo Integral surgiu com a necessidade de calcular areas
de figuras onde os contornos nao eram linhas retas.

Para introduzirmos a ideia da integral, vamos admitir conhecida a area de um retangulo
definido por uma fungdo constante f(x) = h tal que h > 0, entdo:

Yy

area A

a b T

Figura 4: Area de um reténgulo.

Assim, temos que a drea desejadavale A = h - (b — a).

Contudo, caso f(x) ndo fosse constante, um caminho para procurarmos o valor da area
abaixo da curva no intervalo [a, b] seria dividirmos o intervalo em subintervalos suficientemente
pequenos de tal maneira que podemos considerar neles f(x) constantes, fazendo uma boa
aproximacgao.

Podemos aplicar essa ideia da seguinte forma:

A
Yy

/

/
7

F(@2) oo —

To=a I Ty . Tp1 T,=DH -

Figura 5: Area abaixo da curva de a até b, sendo aproximada pela soma de n dreas de retdngulos.
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Note que ao dividir [a, b] em subintervalos, temos as seguintes condigdes:
A=X) <X <Xy < <X 1 <X << Xp1 <Xp=Db

Observe que os n subintervalos possuem comprimento de A;x = x; — x;_4, onde [ =
1,2,3,..,n. Tomando X; € [x;_q, x;] e admitindo f(x) constante e igual a f(xX;) em [x;_4, x_i],
entao temos que a area de cada retangulo pequenino é dada por:

Assim, podemos aproximar a area delimitada pela curva pela soma desses retangulos
pequeninos:

A=) Mx+fO) Ayx + -+ f(x)Ajx + -+ f(x,) - Ax,

De outra forma, podemos representar essa soma por uma nota¢do mais enxuta:

Analisando essa equag¢do, cada vez que dividimos nosso intervalo [a,b] em mais
retangulos, estamos aproximando a soma das areas dos retangulos a area desejada. Dessa forma,
quando pegamos intervalos (A;x) tao pequenos quanto desejamos, a soma das pequenas areas
deixa de ser chamada de somatdrios discretos e passa ser chamada de integral de f em [a, b] e

representado por f(ff(x)dx.

Podemos usar a integral para calcular area de figuras curvas, como, por exemplo, f(x) =
2
x“—2x+ 1.

Nosso objetivo aqui ndo é dar um curso completo de Calculo, apenas aprender um método
bastante pratico para resolver questdes de Matematica. Por isso, vamos apresentar alguns
resultados Uteis para nosso curso.

Teorema Fundamenta do Calculo:

SeA(x) = f;f(t)dt, entdo A'(x) = f(x) (ou flx) = dA(x)).

dx

De modo geral, dizemos que a integral é indefinida quando fazemos apenas o processo de
antiderivacao, isto é, ndo definimos seu valor numérico para um intervalo fechado.

Exemplo:
5
f(x) =x?+2 e g(x) = x*

Note que ao fazer temos:

5-1

X
f® =5 ——=x"=g(x)

Isto mostra que:
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f'lx) =g ()
Chamamos f de primitiva de g ou de integral indefinida de g.

Entretanto, quando vamos fazer fx4dx, devemos levar em consideracao uma possivel
constante que existia e se perdeu no processo de derivagao:

fx4dx—x—5+C
5

Essa constante C sera encontrada de acordo com alguma informacdo do problema.

Assim, quando estamos procurando a primitiva F(x) devemos buscar a fungao tal que
F'(x) = f(x).

Algumas integrais indefinidas conhecidas:

xn+1

o [xM™dx= +C,n+1
n+1

e [e¥dx=e*+C

ax eax
[e dx =—+C

sen(ax)

+C

cos(ax)

[ cos(ax) =

e [sen(ax) =— +C

a

o f%-dx=1n|x|+C

Por outro lado, para integral definida temos que:
b
jf(x)dx =F(b) — F(a)
a

Exemplo: foz x3dx?
Vamos pensar inicialmente na primitiva:
jx?’dx = x_4 +C
4
Como os limites de integragdo sdo [0,4], entdo temos que:

st o) (£0) s

Para o cdlculo da integral indefinida, ndo interessa quem é a constante C pois ela sera
cancelada ao efetuar F(b) — F(a).

4.4. LISTA DE NOCOES DE CALCULO

1. (Exercicio de fixacdo)

Calcule os seguintes limites:
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a)lim(4x? — 5x + 6)
x—2

- senx—sena
d) lim S sena

x—a xX—a

- x+1\*
e) lim (23)
2. (Exercicio de fixa¢ao)

Determine a equagdo da reta tangente a curva y = x* — 2x no seu ponto de abscissa x = —2.

3. (Exercicio de fixa¢ao)

Um ponto material se move sobre uma reta com velocidade descrita por v = V2t (SI), no instante

de tempo t. Determine a acelera¢ao do ponto no instantet = 3 s.

4. (Exercicio de fixagao)

Encontre a reta tangente ao grafico de f(x) = sen(x), parax ==~

3
5. (Exercicio de fixa¢ao)

Um ponto material movendo sobre uma linha reta de acordo com a equagdo horaria s(t) =
2cos (3t) (Sl). Determine a velocidade no instante t = g s e a aceleragao noinstante t = g S.

6. (Exercicio de fixa¢ao)

Utilizando as regras de derivacao, calcule a derivada de cada uma das fungoes:
a) f(x) = sen™(x),n € N*

b) f(x) = sen*4x

c) f(x) = sen(cos(x))

d) f(x) = log x

e) a derivada da inversa da fungdo f(x) = x> + x, no ponto x; = 1.

7. (Exercicio de fixa¢ao)

Calcule os pontos de maximos, de minimos e de inflexdo da fungdo f(x) = 2x3 — 8x.
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8. (Exercicio de fixa¢ao)

Calcule as integrais indefinidas:

a) [(x® + cos x)dx

b) [(3senx + 4cosx)dx

o f& N ax

9. (Exercicio de fixa¢ao)

21
Calcule [ senx dx.

10. (Exercicio de fixacdo)

Calcule aregido entreas curvasy = x> ey = —x2 + 6x.

Prof. VictorSo

4.5. GABARITO SEM COMENTARIOS

1. a) 12 b) —2c¢c) —3/5d) cos a e) e?

2. y=—-6x—4
3. 0,20 m/s?

X 3\V3-m
==+
2 6

5. 0e18m/s?

6. a)n-sen™1(x)  cosxb)16 - sen3(4x) - cos 4x c) —sen(x) - cos(cos(x)) d) xl% e) i

7. maximos locais: x = —\/g ef (—\E); minimos locais x = +\/§ e f<+\/§>; ponto de inflexdao

4
8. a)xz+sen(x)+C;b):—3cosx+4senx+C;c)x+%+C

(0,0).
9. 0
10. 9u.a

4.6. LISTA NOGCOES DE CALCULO COMENTADA

1. (Exercicio de fixacdo)
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Calcule os seguintes limites:

a) lim(4x% — 5x + 6)
x—2

2
. x“—2x+3
b) li
x—1 2x-3
2
. x“—x+1
c) lim
x—>—1 3x-2
senx—sena
d) 1
xX—-a xX—a
. x+1
e) lim (—)
x—+00 \x—1

Comentarios:

a) utilizando a propriedade do limite para fun¢do polinomial (f(x) = 4x? — 5x + 6),
temos que o limite sera dado pelo f(2), entdo:

Li_r)rzlf(x)=f(2)=4-22—5-2+6=12

b) utilizando a propriedade do limite do quociente de duas fun¢des (f(x) = x2 — 2x + 3
e g(x) = 2x — 3), temos:

. 2
limxz_2x+3:}C1_r>r}x 2x+3:f(1):i
x->1  2x—3 lim2x — 3 g(1) -1

x—-1

=2

c) semelhante ao item b), temos o quociente de duas fun¢des f(x) = x> —x + 1le g(x) =
3x — 2. Assim, teremos:

y ¥—x+1 Jmx-x+1l rq 33
xot1 3x—2 lim3x-2 gD -5 5
xX——

d) utilizando a transformacao trigonométrica de soma em produtos, temos que:

X—a x+a
senx —sena = 2 sen( ) * COS

2 2
Assim, podemos reescrever o limite da seguinte forma:
xX—a x+a xX—a
_ senx — sena _ [2 Tsen (—2 ) " COS (_2 )] . Sen (_2 ) x+a
lim —— = lim = llmW-cos( )
x—-a X —a x—-a X —a x-a 2

sen(t)

Lembrando do limite trigonométrico fundamental lim = 1, podemos utilizar a

t—b
propriedade do limite do produto de duas fungdes:

Xx—a x—a
Senx(f?l) * COS <)C;L—a) = lim %' }Clir(ll cos

lim
x—-a

x+a
=1-cosa =cosa
x—a

e) vamos manipular algebricamente a fun¢ao da qual queremos conhecer o limite quando
x tende ao mais infinito até chegarmos em algo que remete ao limite exponencial fundamental:
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) x+1 ) % e e 5
llm( ) = lim = - = —==—=e
x—+400 \X — x40\ X —1 lim (1 _ 1) _ 1 —X l
X e X (xl_l)rlloo (1 + —_x) ) e
Gabarito: a) 12 b) —2 ¢) —3/5 d) cos a e) e?
2. (Exercicio de fixa¢ao)
Determine a equacgao da reta tangente a curva y = x% — 2x no seu ponto de abscissa x = —2.

Comentarios:

De acordo com a interpretacao geométrica da derivada, sabemos que a derivada é a reta
tangente no ponto e que o coeficiente angular dessa reta é o valor da derivada nesse ponto. Logo,
temos que:

y=x2—-2x>y =2x—-2
Para x = —2, temos que:
y' =2(-2)—-2=-6
Da geometria analitica, a equac¢ao da reta pode ser dada por:
Y = ¥o = m(x — xo)
Quando x = —2 temos y = 8, entdo:
y—8=—6(x—(-2))
Ly = —6x —4

Gabarito: y = —6x — 4

3. (Exercicio de fixa¢ao)

Um ponto material se move sobre uma reta com velocidade descrita por v = /2t (Sl), no instante

de tempo t. Determine a aceleragdao do ponto no instante £ = 3 s.

Comentarios:

. Ly dv . ~ .
Sabemos da cinematica que a = o Portanto, basta derivarmos a fun¢ao da velocidade em
relagao ao tempo e aplicarmos ao ponto de interesse:

v=V2t=0QO)V3=>v = %(Zt)%_l - (2)

Note que ndao podemos esquecer da regra da cadeia, ja que estamos derivando 2t e nao
apenast.

2 2
a(t) =v'(t) = §(2t)_§

a(3) = %(2 - 3)72/3

a(3) = 0,20 m/s?
Gabarito: 0,20 m/s?
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4. (Exercicio de fixagao)

Encontre a reta tangente ao grafico de f(x) = sen(x), parax = 73—t

Comentarios:

Calculando a derivada da fungdo f temos que:

f(x) =sen(x) = f'(x) =cosx

Para x = g temos y = f(g) = \/; ef' (g) = cos (g) = % Portanto, a equagdo da reta é
dada por:
Yy —yo = mx — xp)
V3 _ 1 T
-5 =3(-3)
i N 3V3—n
=3 6

3V3-m
6

Gabarito: y = g +

5. (Exercicio de fixagao)

Um ponto material movendo sobre uma linha reta de acordo com a equag¢do horaria s(t) =
2cos (3t) (SI). Determine a velocidade no instante t = g s e a aceleragdao noinstante t = g S.

Comentarios:

De acordo com a cinematica, sabemos que:

ds dv
v=—ea=—
dt dt
Portanto, devemos calcular as fung¢des derivadas da equagao hordria do mével:

ds
v = yri 2 (—sen(3t)) -3

Note que devemos usar a regra da cadeia, ja que se trata de uma composicao de funcgdes.

v(t) = —6 - sen(3t)

s
Parat = 3 s, temos que:

v(z)=—6-sen(3-g)=—6-sen(7r)=—6-0=0

3
A equacgao horaria da aceleracao é dada por:
dv
=—=—-6" 3t))-3
a=— (cos(3t))

a(t) = —18- cos(3t)

Vs
Parat = 3 s, temos:
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a(g) = —18 - cos (3 %) = —18-cos(m) = —18-(-1) = 18 m/s?

Gabarito: 0 e 18 m/s?

6. (Exercicio de fixa¢ao)

Utilizando as regras de derivacgao, calcule a derivada de cada uma das fungdes:
a) f(x) = sen™(x),n € N*

b) f(x) = sen*4x

c) f(x) = sen(cos(x))

d) f(x) = log, x

e) a derivada da inversa da fungdo f(x) = x3 + x, no ponto x; = 1.

Comentarios:

a) Utilizando as regras de derivacdo, temos que:
g(x) =sen(x) eh(x) = x™
g'(x) =cosx eh(x) =n-x"1

Note que f(x) = h(g(x)). Pela regra da cadeia, temos:

f'(x) =h'(gx)) g'(x) =n-sen™ ' (x) - cosx

A partir de agora utilizaremos a regra da cadeia direto, tendo em mente que derivamos a
funcdo como se nao houvesse composicao e multiplica pela derivada da fungdao que esta dentro
da composicdo e assim sucessivamente.

b) f(x) = sen*4x = f'(x) = 4-sen34x - cos4x -4 = 16 - sen3(4x) - cos 4x
c) f(x) =sen(cosx) = f'(x) = cos(cos(x)) - (—Sen(x)) = —sen(x) - cos(cos(x))
d) f(x) =log,x=f'(x) = L

dy dx 1
e) y=x +x=>==3x>+1=>—=
dx dy 3x2+1

x-ln 2

Para x; = 1, temos que:
dx 1 1
dy wex, 3 124+1 4

Gabarito: a) n - sen™ 1(x) - cos x b) 16 - sen3(4x) - cos 4x c¢) —sen(x) - cos(cos(x)) d) —xl;z

1
E)Z

7. (Exercicio de fixa¢ao)
Calcule os pontos de maximos, de minimos e de inflexdo da fungdo f(x) = 2x3 — 8x.
Comentarios:

Para os maximos, temos que:

ffx)=0ef"(x) <0

4
ffx) =6x>-8=0=>x,=1% 3
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f"(x) =12x

4 4 4 , .
Parax = —\/; temos que f" (—\/;) < 0. Portanto,em x = —\/; temos um maximo local.

Parax = +\Etemos que f" (+\/§> > 0. Portanto,emx = +\Etemos um minimo local.

Para acharmos o ponto de inflexdao, devemos ter que:

f'"x)=0ef"(x)#0
f'fx)=0=2>12x=0=>x=0
f"(x) =12+ 0

Y

g4

ponto de maximo
B g

ponto de inflerxao

A )

5 _4 > 0 4 6 8

—4

—f

ponto de minimo

. . . 4 4 - . 4 4
Gabarito: maximos locais: x = —\E ef <—\[§>; minimos locais x = +\/; ef <+\E>; ponto de

inflexao (0, 0).

8. (Exercicio de fixa¢ao)
Calcule as integrais indefinidas:
a) [(x3 + cos x)dx
b) [(3senx + 4cosx)dx

(x*-1)
c) [“5—dx

Comentarios:
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a) [(x®+ cosx)dx = [x3dx + [ cosxdx = x: + C; + sen(x) + C, = x: + sen(x) + C

b) [(3senx + 4cosx)dx = [(3senx)dx + [(4cosx)dx = 3 [ senxdx + 4 [ cosxdx =
—3cosx+4senx+C

2_
c) f%dx=f(1—é)dx=f1-dx—fx—12dx=x+61—(—x_1)+C2=x+%+C

4
Gabarito: a)x: + sen(x) + C;b) = =3 cosx + 4 sen x + C; c)x+§+ C

9. (Exercicio de fixacao)
2r
Calcule [ senx dx.

Comentarios:

Podemos escrever a primitiva de sen x da seguinte forma:
f(senx)dx = —COoSX
Portanto:
21T
f (senx)dx = —(cosx)|3™ = —cos2m +cos0 =1—-1=0
0
Quando fazemos o gréfico da fungdo sen(x), temos que a drea do grafico é a mesma na

parte de cima e na parte de baixo do eixo x:

vy

Ay

As
Se dividirmos em dois intervalos de integracdo, [0, ] e [, 2], temos:

Vs
A = f(senx)dx =—cos(m) +cos(0)=1+1=2
0

A, = f (senx)dx = —cos(2m) + cos(m) = -1+ (—1) = -2

Dessa forma, temos que adreadeOa 2w éA4; + 4, = 0.

Generalizando o resultado, se f(x) = 0 em [a,b] e f(x) < 0 em [b, c], entdo:
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Além disso, temos o seguinte resultado: se a funcdo é impar e continua no intervalo

[—x0, x,0], entdo:

jof(x)dx =0

. 2w
Gabarito: [, (senx)dx = 0
10. (Exercicio de fixagdo)
Calcule aregido entreas curvas y = x> ey = —x2 + 6x.

Comentarios:

Graficamente, temos a area desejada:

O ponto de encontro das curvas pode ser encontrado fazendo a intersec¢ao das curvas:

x=0

xz=—x2+6x=>2x2—6x=0=>2x(x—3)=0=>{x_3

Logo, nossos limites de integragcao vao de 0 a 3. Portanto, temos que a area desejada é:

3 3 3
2
A= j(—x2 + 6x)dx — J x%dx = f(—ZxZ + 6x)dx = (—§x3 + 3x2)
0 0

0

3

=9u.a.
0

Gabarito: 9 u. a.

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il

74



-

¥ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

5. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2018)

Se A(x,y) pertence ao conjunto dos pontos do plano cartesiano que distam d do ponto C(x,,y,),

sendod > 2, entdo

a) (x—x0)°+ (¥ —y0)2+d*=0
b) (x—x0)*+ (¥ —yo)* =d?

) (x—x0)*+ (Y —y0)>=2d
d) ¥y —yo=d(x—x0)

2. (EEAR/2017)

As posicdes dos pontos A(1,7) e B(7,1) em relagdo a circunferéncia de equagdo (x — 6)% +
(y — 2)? = 16 sdo, respectivamente,

a) Interna einterna

b) Interna e externa

c) Externa einterna

d) Externa e externa

3. (EEAR/2017)

Seja (x —1)2 + (y — 6)% = 25 a equagdo reduzida de uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio
R. Assim,a + b + R éigual a

a) 18

b) 15

c) 12

d) 9

4. (EEAR/2016)
Para que uma circunferéncia 1: x* + y> — mx — 4y — ¢ = 0 tenha centro C(1,2) eraio R = 5, os
valores de m e de c sdo respectivamente
a) -1e-10
b) -2e25
c) 1e-20
d) 2e20
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5. (EEAR/2015)

Seja O o centro da circunferéncia a: (x — 1)% + (y — 3)2 = 9. 0 ponto P(3,2) é
a) Interior a a, estando mais préximo de a que de O

b) Interior a a, estando mais préximo de O do que de

c) Pertencentea«a

d) Exteriora a

6. (EEAR/2014)

Se C(a,b) e r sdo, respectivamente, o centro e o raio da circunferéncia de equagdo (x — 2)% +
(y+1)2=16,0valordea+b+1é

a) 4

b) 5

c) 6

d) 7

7. (EEAR/2011)

A parabola y = x? intercepta a circunferéncia de centro (0, 0) e raio v/2 nos pontos
a) (-1,1)e(2,4)
b) (-1,1)e(1,1)
c) (-2,4)e(2,4)
d (-2,49)e(1,1)

8. (EEAR/2011)
Dados os pontos B(1,2) e €(0,1) e uma circunferéncia A de equagdo x> + y> —3x—4 =0, é
correto afirmar que
a) Béinteriorade C éexteriora A
b) B é exteriora AeC éinteriora 4
c¢) B e Csaoexterioresa A

d) B e Csaointerioresa A

9. (EEAR/2010)

Considere a circunferéncia de equagdo (x — 2)? + (y — 4)? = 9 e uma reta r secante a ela. Uma

possivel distancia entre 7 e o centro da circunferéncia é
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a) 5,67
b) 4,63
c) 3,58
d) 2,93

10. (EEAR/2009)

Se o ponto Q(2, 1) pertence a circunferéncia de equagdo x> + y? + 4x — 6y + k = 0, entdo o valor
deké

a) 6

b) 3

c) -7

d) -10

11. (EEAR/2007)
Para que areta de equagdo y = \3x + n seja tangente a circunferéncia de equagdo x> + y: =4,0
valor de n deve ser
a) -3ou3
b) -2o0u2
c) -3ou3
d) -4ouid

12. (EEAR/2007)

Se a distancia entre uma reta t e o centro da circunferéncia (4:) x* + (y — 2)? = 16 é /17, entido
te Asao

a) Secantes

b) Tangentes

c) Exteriores

d) Interiores

13. (EEAR/2006)

Se uma circunferéncia tem centro C(1,0) e raio 1 e outra tem equagdo x> + y* —2x — 8y + 8 =
0, entdo essas circunferéncias sdo
a) Secantes

b)._Externas
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c) Tangentes internas

d) Tangentes externas

14. (EEAR/2006)

Se a circunferéncia de equagdo x> + by? + cx + dy + k = 0 tem centro C(1,—3) e raio v/3, entdo
b+ c+d+ kéigual a:

a) 12

b) 11

c) 10

d 9

15. (EEAR/2005)

O raio da circunferéncia de equagdo x> + y> —2x + 10y + 1 = 0 éigual a
a) 5
b) 4
c) 6
d) 7

16. (EEAR/2004)

Uma circunferéncia tem centro (4, 3) e passa pela origem. A equacgao da dessa circunferéncia é
a) x2 +y?=25

b) xX2+y2+8x+6y=0

c) x2+y*—8x—6y=25

d) x?+y?—8x—6y=0

17. (EEAR/2003)

A equacao da circunferéncia em que os pontos M(—3,2) e N(5,4) sao extremos de um diametro é
a) x? +y?=25

b) x?+y*—17=0

c) x2+y2—2x—-6y—7=0

d) x2+y2—2x—6y—5=0

18. (EEAR/2003)
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Uma corda é determinada pela reta x — y = 0 sobre a circunferéncia (x — 2)? + (y + 2)2 = 16.A

area da menor regiao determinada por essa corda e o circulo é

a) 4w — 8
b) 4w — 16
c) 4m—2
d) 4™ —4

19. (EEAR/2003)

O maior valor inteiro de k para que a equagdo x2 + y% + 4x — 6y + k = 0 represente uma
circunferéncia é

a) 14

b) 13

c) 12

d) 10

20. (EEAR/2003)

Sendo C(3, —2) o centro de uma circunferéncia de raio igual a 4, entao sua equag¢ao normal ou geral
é

a) x!+y?—6x+4y+3=0

b) x?+y*—6x+4y—-3=0

c) x*+y*+6x—4y—-3=0

d x*+y*-3=0

21. (EEAR/2002)

Dadas a reta de equagao y = ?x e a circunferéncia de equagdo x? + y?> — 4x = 0. A area do

triangulo determinado pelo centro da circunferéncia e os pontos de intersec¢ao entre a reta e ela,
em unidades de area, é igual a

a) V3
b) 3

c) 3V3
d) 6

22. (EEAR/2002)
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No plano cartesiano, os pontos A(1,0) e B(0,2) sdao de uma mesma circunferéncia. Se o centro
dessa circunferéncia é ponto da reta y = 3 — x, entao suas coordenadas sao

A (33)
b) (1,2)
9 (32)

d) (0,3)

23. (EEAR/2002)
A distancia do centro da circunferéncia x*> + y> — 6x — 8y + 21 =0 a bissetriz do II° e IV®
quadrantes, vale

V2
3)7

b) V3/2
c) V7/2
d) 7v2/2

24. (EEAR/2002)

Seja uma circunferéncia com centro sobre a reta y = 3x. Se a circunferéncia é tangente a retay =

X na ordenada 4, entdo as coordenadas do centro da circunferéncia sao
a) (4,12)

b) (2,6)

c) (3,9

d) (5,15)

25. (EEAR/2001)

Considere as circunferéncias que passam pelos pontos (0, 0) e (2, 0) e que sao tangentesaretay =
x + 2 as coordenadas dos centros dessas circunferéncias sao

a) 1,1)e(1,-7)

b) (1,1)e(-7,1)

c) (1,-7)e(1,7)

d (1,-7)e(—1,7)

26. (EEAR/2001)
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No sistema de coordenadas cartesianas, a equagao x? + y2 = ax + by, onde a e b sdo nimeros

reais ndo nulos, representa uma circunferéncia de raio
a) Va? + b?/2
b) VaZ+b?
c) (a+b)/2
d a+b

27. (EEAR/2001)

A circunferéncia (x +2)>+ (y—1)>=1 e a reta x —3y —2 = 0 possuem ___ ponto(s) em
comum

a) 2

b) 1

c) Infinitos

d) Nenhum

28. (EEAR/2000)

A posigdo dos pontos P(3,2) e Q(1,1) em relagdo a circunferéncia (x — 1) + (y —1)? = 4 é:
a) P éinterior e Q exterior

b) P é exterior e Q é interior

c) PeQsado interiores

d) P e Qsdo exteriores

29. (ESA/2016)

A equagao da circunferéncia de centro (1, 2) e raio 3 é:
a) x!+y?—2x—4y+14=0
b) x?+y*—2x—4y—4=0
c) x2+y*—4x—-2y—4=0
d) x2+y>—4x—-2y—14=0
e) x!+y*—2x—4y—-14=0

30. (ESA/2014)

Em um sistema de coordenadas cartesianas no plano, considere os pontos 0(0,0) e A(8,0). A
equacao do conjunto dos pontos P(x, y) desse plano sabendo que a distanciade O a P é o triplo da
distanciade P a A, é uma
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a) Circunferéncia de centro (9,0) e raio 3

b) Elipse de focos (6,0) e (12,0), e eixo menor 6

c) Hipérbole de focos (3,0) e (15,0), e eixo real 6

d) Parabola de vértice (9, 3), que intercepta o eixo das abscissas nos pontos (6,0) e (12,0)

e) Reta que passa pelos pontos (6,0) e (9,3)

31. (ESA/2013)

Dada a equagdo da circunferéncia é: (x — a)? + (y — b)?> = 12, sendo as coordenadas do centro e
T a medida do raio, identifique a equacao geral da circunferéncia de centro (2, 3) e raio igual a5
a) x! +y?=25

b) x> +y*—4xy—12=0

c) x*—4x=-16

d) x2+y>—4x—-6y—12=0

e) y2—6y=-9

32. (ESA/2011)

Aretay = mx + 2 é tangente a circunferéncia de equagdo (x — 4)% + y? = 4. Asoma dos possiveis
valores de m é:

a) 0

b) 4/3

c) -4/3

d) -3/4

e) 2

33. (ESA/2008)

As equagdes (x+1)*+(y—4)%?=64e(x—4)*+(y+8)2=25 representam duas
circunferéncias cuja posigao relativa no plano permite afirmar que sdao

a) Interiores (sem ponto de intersec¢ao)

b) Tangentes interiores

c) Secantes

d) Tangentes exteriores

e) Exteriores (sem ponto de intersec¢do)

34, (ESPCEX/2011)
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Uma circunferéncia tem centro no eixo das abscissas, passa pelo ponto (4,4) e nao intercepta o
eixo das ordenadas. Se a area do circulo definido por essa circunferéncia é 17, a abscissa de seu
centro é

a) 3
b) 4
c) 5
d) 6

7

e)

35. (ESPCEX/2016)

Seja C a circunferéncia de equagdo x% + y% + 2x + 4y + 2 = 0. Considere em C a corda MN cujo

ponto médio é P(—1,—1). O comprimento de MN (em unidade de comprimento) é igual a
a) V2

b) V3

c) 22

d) 2V3
e) 2

36. (ESPCEX/2015)

Considere a circunferéncia que passa pelos pontos (0,0), (0,6) e (4,0) em um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais. Sabendo que os pontos (0,6) e (4,0) pertencem a uma reta
que passa pelo centro dessa circunferéncia, uma das retas tangentes a essa circunferéncia, que
passa pelo ponto (3, —2), tem por equagao

a) 3x—2y—-13=0

b) 2x-3y—-12=0

c) 2x—y—8=0

d x—5y—13=0

e) 8x+3y—-18=0

37. (ESPCEX/2013)

Sejam dados a circunferéncia 4: x* + y* + 4x + 10y + 25 = 0 e o ponto P, que é simétrico de
(—1,1) em relagao ao eixo das abscissas. Determine a equagao da circunferéncia concéntricaa 1 e
que passa pelo ponto P

a) L:x>+y>+4x+10y+16 =0
b) 2:x2 +y?2+4x+10y+12=10
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) 1:x*—y>+4x-5y+16=0
d) 1:x2+y?—4x—-5y+12=0
e) 1:x?—y?—4x—10y—-17=0

38. (ESPCEX/2012)

Considere a circunferéncia (1)x? + y?> — 4x = 0 e o ponto P(1,+/3). Se a reta t é tangente a A no
ponto P, entdao a abscissa do ponto de intersec¢do de £ com o eixo horizontal do sistema de
coordenadas cartesianas é

a) -2
b) 2++/3
c) 3
d) 3++3
e) 3+3/3

39. (ESPCEX/2011)

O ponto da circunferéncia x> + y% + 2x + 6y + 1 = 0 que tem ordenada maxima é
a) (0,-6)

b) (—-1,-3)

c) (-1,0)

d) (2,3)

e) (2,-3)

40. (ESPCEX/2017)

Uma elipse tem centro na origem e vértices em (2a,0) e (0,a), com a > 0. A area do quadrado
inscrito nessa elipse é

a) 16a?/5

b) 4a?/5

c) 12a?/5

d) 8a?/5

e) 20a?/5

41. (ESPCEX/2016)

Os valores reais de 1 para os quais a reta (t) y = x + n seja tangente a elipse de equagdo 2x? +

3y? = 6 sdoiguais a
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a) —V/5e+5
b) —vV3e+3
c) —3e3
d —2e2
e) —5e5

42. (ESPCEX/2015)

Considere as afirmacgoes:
l. Uma elipse tem como focos os pontos F{(—3,0), F5(3,0) e a medida do eixo maior é 8.
Sua equagado é % + y7—2 =1.
1. Os focos de uma hipérbole sio F{(—10,0),F,(10,0) e sua excentricidade é ; Sua
equagdo é 16x% — 9y% = 576.
1. A parabola 8x = —y% + 6y — 9 tem como vértice o ponto V (3, 0).
Com base nessas afirmagoes, assinale a alternativa correta.
a) Todas as afirmacgoes sao falsas
b) Apenas as afirmacgodes | e 1l sdo falsas
c) Apenas as afirmagoes | e Il sdo verdadeiras
d) Todas as afirmacgdes sao verdadeiras

e) Apenas a afirmagao lll é verdadeira

43. (ESPCEX/2014)

Uma reta t passa pelo ponto A(—3, 0) e é tangente a parabola de equagdo x = 3y% no ponto P.
Assinale a alternativa que apresenta uma solugao correta de acordo com essas informagoes

a) t:2x—-154+6=0e P(12,2)

b) t:y=0eP(0,0)

c) t:2x+15y+6=0e P(12,-2)

d tx+6y+3=0eP(3,—-1)

e) t:tx—10y+3 =0eP(27,3)

44. (ESPCEX/2013)

Sobre a curva 9x% + 25y% — 36x + 50y — 164 = 0, assinale a alternativa correta
a) Seucentroé (—2,1)
b) A medida do seu eixo maioré 25

c¢) ‘A medida do seu eixo menor é 9

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 85



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

d) A distancia focal é 4

e) Sua excentricidade é 0,8

45. (ESPCEX/2011)

Num estadio de futebol em forma de elipse, o gramado é o retangulo MNPQ, inscrito na cOnica,

conforme mostra a figura. Escolhendo o sistema de coordenadas cartesianas indicado e tomando o
2
y

2
. . e . ~ X
metro como unidade, a elipse é descrita pela equagao 362 + Py

= 1. Sabe-se também que os focos

da elipse estao situados em lados do retangulo MNPQ.

F Y

N
_—
‘\_l
/
———

\Wani \

Assim, a distancia entre as retas MN e PQ é
a) 48m
b) 68m
c) 84m
d) 92m
e) 96m

46. (ESPCEX/2011)

A representagdo no sistema cartesiano ortogonal da equagdo 9x? — y2 = 36x + 8y — 11 é dada
por

a) Duas retas concorrentes

b) Uma circunferéncia

c¢) Uma elipse

d) Uma parabola

e) Uma hipérbole
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O ponto P(a, 1/3) pertence a parabola x = (y* + 3)/3. A equagdo da reta perpendicular a bissetriz

dos quadrantes impares que passa por P é:
a) 27x+27y—-37=0

b) 37x+27y—-27=0

c) 27x+37y—-27=0

d) 27x+27y—-9=0

e) 27x+37y—-9=0

GABARITO

LooNOU A WNPE
O c oo oo oo

o

=
= o
o o

12.c
13.d
14.a
15.a
16.d
17.c
18.a
19.c
20.b
21.a
22.c
23.d
24.b
25.3a
26.2a
27.d
28.b
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29.b
30.a
31.d
32.c
33.d
34.c
35.c
36.a
37.b
38.a
39.c
40.a
41.a
42.c
43.d
44.e
45.e
46.e
47.a

RESOLUCAO

1. (EEAR/2018)
Se A(x,y) pertence ao conjunto dos pontos do plano cartesiano que distam d do ponto C(x,,y,),
sendo d > 2, entdo
a) (x—x0)°+ (Y ~-y9)?+d*=0
b) (x—x0)°>+ (y—y)? =d?
) (x—x0)*+ (Y —y0)>=2d
d) y—yo=d(x—xp)
Comentarios

Do estudo da geometria analitica, temos que a distancia entre um ponto A(x,y) desse
conjunto e o ponto C é dada por:

AC =/ (x — x0)% + (¥ — y,)?

Mas AC = d, logo:

d =\/(x—x0)2 + (v — ¥o)?
Elevando ambos os lados ao quadrado:
(x —x0)* + (y — 0 ) = d?
Gabarito: “b”.
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2. (EEAR/2017)
As posi¢cdes dos pontos A(1,7) e B(7,1) em relagdo a circunferéncia de equagdo (x — 6)% +
(y — 2)? = 16 sdo, respectivamente,
a) Interna e interna
b) Interna e externa
c) Externa einterna
d) Externa e externa
Comentarios

Para avaliar a posi¢ao dos pontos em relagao a circunferéncia devemos identificar o raio e
o centro dessa circunferéncia.

Observando a equacgao, temos:
C = (6,2)

Veja que:

AC=(1-6)2+(7-2)2=+25+25=5V2

Como AC > r, entdao A é exterior a circunferéncia.

BC=,(7-62+(1-22=V1+1=+2

Como BC < 4, entdo B é interior a circunferéncia.

Gabarito: “c”.

3. (EEAR/2017)
Seja (x — 1)%? + (y — 6)% = 25 a equagdo reduzida de uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio
R. Assim,a+ b + R éiguala
a) 18
b) 15
c) 12
d) 9
Comentarios

Observando a equacao:

Portanto:
a+b+R=14+6+5=12

Gabarito: “c”.
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4. (EEAR/2016)

Para que uma circunferéncia 1: x* + y> — mx — 4y — ¢ = 0 tenha centro C(1,2) eraio R = 5, os

valores de m e de c sao respectivamente

a) -1e-10

b) -2e25

c) 1e-20

d) 2e20
Comentarios

Completando os quadrados:

2 2m+m2 m2+2 2:2v+4—4 =0
X 2x4 4y y Cc =

Ou seja:

mZ

(x—%)2+(y—2)2—7—4—c=0

A coordenada x do centro é 1, logo:

Como o raio é 5, temos que:
22

Z+4+c=25:>c=20

Gabarito: “d”.

5. (EEAR/2015)
Seja O o centro da circunferéncia a: (x — 1)% + (y — 3)2 = 9. O ponto P(3,2) é
a) Interior a a, estando mais préximo de a que de O
b) Interior a a, estando mais préximo de O do que de a
c) Pertencentea«a
d) Exteriora a
Comentarios

Observando a equagdo, veja que ela possui raio 3 e centro 0(1,3). A distancia de P ao
centro é:

PO=/(3B-12+(2-3)2=V4+1=+5
Como+/5 < 3,0 ponto é interior a circunferéncia.
Veja ainda que v/5 > 3/2, isso significa que P estd mais préximo de a que de 0.

Gabarito: “a”.

6. (EEAR/2014)

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 90



;)“’ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Se C(a,b) e r sdo, respectivamente, o centro e o raio da circunferéncia de equagdo (x — 2)% +
(y+1)2=16,0valordea+b +1é

a) 4
b) 5
c) 6
d) 7
Comentarios
Observando a equagao, temos:
C2,-Der=+v16 =4
Do que segue que:
a+b+r=2-1+4=5
Gabarito: “b”.

7. (EEAR/2011)

A parabola y = x? intercepta a circunferéncia de centro (0, 0) e raio /2 nos pontos
a) (-1,1)e(2,4)
b) (-1,1)e(1,1)
c) (-2,4)e(2,4)
d (-2,49)e(1,1)
Comentarios
A circunferéncia de centro (0,0) e raio V2 possui equacio:
x2+y?=2
Substituindo o x? da parabola:
y+y*=2
Resolvendo para y:
y=1louy=-2
Veja que y = x? > 0, do que segue que y = 1. Disso, temos que |x| = 1, isto é, x = +1.
Os pontos sdo, portanto: (1,1) e (—1,1).
Gabarito: “b”.

8. (EEAR/2011)

Dados os pontos B(1,2) e €(0,1) e uma circunferéncia A de equagdo x> +y> —3x—4=0, é
correto afirmar que

a) Béinteriora de C é exteriora A

b) B é exteriora A e C é interiora A

c) BeCsaoexterioresa A
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d) B e Csaointerioresa A
Comentarios

Primeiramente precisamos completar os quadrados na equacgao da circunferéncia:

223+9 9+24—0
X 2X Ty =

Ou seja:

( 3)2+2_4+9_25
¥Tg) Ty TETET Y

Veja que ela possui centro 0(3/2,0) e raio 5/2.

Vamos calcular as distanciasde B e O a A:

2

BO = (1—%) +(z—0)2=g

BO<5
2

Logo, B é interior a A.

Distancia entre C e O:

2

co = (0—;) +(1—0)2=§

Veja que CO < 5/2, do que temos que C é interior a A.
Gabarito: “d”.

9. (EEAR/2010)
Considere a circunferéncia de equagdo (x — 2)? + (y — 4)? = 9 e uma reta r secante a ela. Uma
possivel distancia entre 7 e o centro da circunferéncia é
a) 5,67
b) 4,63
c) 3,58
d) 2,93
Comentarios

Uma condicdo necessaria para que uma reta seja secante a circunferéncia é que a distancia
do centro dessa circunferéncia a reta seja menor que o raio.

O raio da circunferéncia vale V9 = 3, do que temos que, dentre as alternativas, a Unica
distancia possivel é 2,93.

Gabarito: “d”.

10. (EEAR/2009)
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Se o ponto Q(2, 1) pertence a circunferéncia de equagdo x* + y? + 4x — 6y + k = 0, entdo o valor
deké

a) 6
b) 3
c) -7
d) -10
Comentarios
Se Q pertence a circunferéncia, entao temos que:
224124+4-2-6-1+k=0=>k=-7

Gabarito: “c”.

11. (EEAR/2007)
Para que a reta de equacdo y = v/3x + n seja tangente a circunferéncia de equagdo x* + y?> = 4,0
valor de n deve ser
a) -3ou3
b) -20u2
c) -3ou3
d) -“4ouid
Comentarios

Para que haja a tangéncia, a distancia da reta ao centro da circunferéncia deve ser igual ao
raio:

5 — \/§-0—0+n =|g|=>n=i4

_ \/(\/§)2 +(~1)2

Gabarito: “d”.

12. (EEAR/2007)
Se a distancia entre uma reta t e o centro da circunferéncia (4:) x* + (y — 2)? = 16 é /17, entido
t e Asao
a) Secantes
b) Tangentes
c) Exteriores
d) Interiores

Comentarios

O raio dessa circunferéncia vale +/16 = 4. Como V17 > 4, isto é, a distancia da reta ao
centro da circunferéncia é maior que o raio, a reta deve ser exterior a circunferéncia.
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Gabarito: “c”.

13. (EEAR/2006)
Se uma circunferéncia tem centro C(1,0) e raio 1 e outra tem equagdo x> + y* —2x — 8y + 8 =
0, entdo essas circunferéncias sao
a) Secantes
b) Externas
c) Tangentes internas
d) Tangentes externas
Comentarios
Completando os quadrados da segunda circunferéncia:
x2—2x+1—-1+y2—2-4y+16—-16+8=0
Ou seja:
(x—1)P2+@-4)?*=9

O centro da segunda circunferéncia é C;(1,4). A distancia entre os centros dessas
circunferéncias vale:

CC,=yJ1-1)24+(0-4)2=4

O raio da primeira vale 1 e o raio da segunda vale V9 = 3, a soma dos raios é 4, que é igual
a distancia entre os centros. Disso, temos que as circunferéncias sao tangentes externas.

Gabarito: “d”.

14. (EEAR/2006)

Se a circunferéncia de equagdo x> + by? + cx + dy + k = 0 tem centro C(1,—3) e raio v/3, entdo
b+ c+d+ kéigual a:

a) 12

b) 11

c) 10

d) 9

Comentarios

Como a equagdo é uma circunferéncia, os coeficientes de x? e y? devem ser iguais:

1=0b
Completando os quadrados da equacado da circunferéncia:
2 422 +C2 Cz+ 2+2d +d2 d2+k—0
AT T T Y ey T T TS

Ou seja:
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(3 +r+3) =5+

As coordenadas do centro sdo (1, —3), entdo:

c
—§=1=>c=—2
d
—E=—3:>d=6
Além disso:
c?  d? \/_2 4 36
Z+T_k: 3 :Z+T_k:3:k:7
Por fim:

b+c+d+k=1-2+6+7=12

Gabarito: “a”.

15. (EEAR/2005)

O raio da circunferéncia de equagdo x> + y> —2x + 10y + 1 = 0 éigual a
a) 5
b) 4
c) 6
d) 7
Comentarios
Para identificar o raio, precisamos escrever a equacdao em sua forma reduzida:
x2—2x+1—-1+y*+2-59+25-25+1=0
(x—1)2+(y+5)?2=25
Logo, o raio vale:
V25 =5

Gabarito: “a”.

16. (EEAR/2004)

Uma circunferéncia tem centro (4, 3) e passa pela origem. A equacao da dessa circunferéncia é
a) x2+y%2=25
b) x2+y>+8x+6y=20
c) x*+y*—8x—6y=25
d) x?+y*—8x—6y=0
Comentarios
Sua equagao reduzida é:
(x—4)?2+(y—=3)=r?
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Além disso, como ela passa pela origem:
(0-4)?+(0-3)2=r*=>r=5
Do que segue que:
(x—4)2+(y—-3)?2=25=>x2-8x+16+y? -6y +9=25>
=>x>+y*—8x—6y=0
Gabarito: “d”.

17. (EEAR/2003)

A equacao da circunferéncia em que os pontos M(—3,2) e N(5,4) sdao extremos de um didametro é
a) x2+y%2=25
b) x> +9y2—-17=0
c) x!+y?—-2x—-6y—7=0
d) x2+y>—-2x—-6y—5=0
Comentarios

Como sao extremos de um diametro, temos duas informacdes que determinam a
circunferéncia:

12: 0 ponto médio de MN é o centro da circunferéncia:

_M+N_ (-32)+(54) (26)
2 2 =7 -3

22: a metade da distancia entre eles é o raio:
MN = /(-3 -5)2+ (2 —4)2 = 2V/17
Do que temos que r = V17.

Por fim, a equacgao da circunferéncia:
(x—1)24+(@y—-32=17=>x2+y>-2x—6y—7=0

Gabarito: “c”.

18. (EEAR/2003)

Uma corda é determinada pela reta x — y = 0 sobre a circunferéncia (x — 2)? + (y + 2)2 = 16. A

area da menor regidao determinada por essa corda e o circulo é

a) 4w — 8
b) 4w — 16
c) 4m—2
d) 4T —4

Comentarios

O primeiro passo é encontrar os pontos de intersecgdo entre a circunferéncia e a reta. Da
equacao da reta, temos:
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Assim:
x—2)+(x+2)?=16=>2x2+8=16>x’=4=>x=+2
Assim os pontos de intersecgao sao:
A(2,2) e B(—-2,-2)

A distancia entre A e B:

AB = \/(2 —EED) '+ (2-=D) =42

A reta determina uma corda de tamanho 4+/2 em uma circunferéncia de raio 4, disso temos
o triangulo ABC, onde C é o centro da circunferéncia:

C

A 22 B

Observe, na figura acima, que sen (ACD) = %E = \/75 = ACD = 45° = ACB = 90°. A

area procurada corresponde a area do setor circular subtraida da area do tridngulo ABC:

. 0
A =— - 42 =4
rea do setor 360 T T
. » 4-4
Area do triangulo ABC = — = 8
Ou seja:
4t — 8

Gabarito: “a”.

19. (EEAR/2003)

O maior valor inteiro de k para que a equagdo x? + y? + 4x — 6y + k = 0 represente uma
circunferéncia é

a) 14

b). 13
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c) 12
d) 10
Comentarios
O primeiro passo € completar os quadrados:
x2+2:2x+4—-4+y*—2:3y4+9-9+k=0
Ou seja:
(x+2)2+(y—-3)?%=13-k

Para que essa equacgao possa representar a equacao de uma circunferéncia, temos que
13—k=1r>>0=>k<13.

Assim, o maior valor inteiro para k é k = 12.

Gabarito: “c”.

20. (EEAR/2003)
Sendo C(3, —2) o centro de uma circunferéncia de raio igual a 4, entao sua equag¢do normal ou geral
é
a) x2+y2—6x+4y+3=0
b) x?+y?—6x+4y—-3=0
c) x!+y*+6x—4y—-3=0
d x*+y?-3=0
Comentarios
A partir dos dados fornecidos, temos que sua equacao reduzida é:
(x—3)*+(y+2)2=16
Desenvolvendo as poténcias:
x2—6x+9+y2+4y+4=16=>x>+y>2—6x+4y—-3=0
Gabarito: “b”.

21. (EEAR/2002)

Dadas a reta de equagao y = ?x e a circunferéncia de equagdo x? + y?> — 4x = 0. A area do

triangulo determinado pelo centro da circunferéncia e os pontos de intersec¢ao entre a reta e ela,
em unidades de area, é igual a

a) V3
b) 3

c) 3V3
d) 6

Comentarios
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O primeiro passo é encontrar os pontos de intersec¢ao. Para isso, da equagao da reta,

temos:
2 V3 i 2 x?
ye=|—= X4 = —
3 3
Assim:
2+x2 4x = 0 4 4x=0= 4 (x 1) 0
_— = > — — = = —_—— =
X 3 X 3 X X 3
Ou seja:

x=0o0ux=3

Do que segue que:

y:—-O:OOuyz :\/§

3
Os pontos s3o: (0,0) ou (3, \/§)

V3 V3
37

Para encontrarmos o centro devemos completar os quadrados:
x?—2-2x+4-44y*=0=>(x—-2)2+y*=4

O centro é, portanto, (2,0). Do estudo da geometria analitica, temos que a drea de um
triangulo dados seus vértices, é:

ooy
3113 V3 1 =E|—2\/§|=\/§
2 0 1

Gabarito: “a”.

22. (EEAR/2002)

No plano cartesiano, os pontos A(1,0) e B(0,2) sdao de uma mesma circunferéncia. Se o centro

dessa circunferéncia é ponto da reta y = 3 — x, entao suas coordenadas sao
A (32)
b) (1,2)
9 (32)
d) (0,3)
Comentarios
Seja C(x,y) o centro dessa circunferéncia. Como ele pertence a reta, temos:
y=3—-x
Logo:
C(x,3—x)

Se A e B sao pontos dessa circunferéncia, temos que:
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AC = BC
Isto é:

Jax-124+@-x—-0)2=/(x—0)2+ (3 —x —2)2
3
(x—1)2?+B—-x)2=x?+(1—x)? =>9—6x=0=>x=§
Assim, suas coordenadas s3o:

6(33 3>_C(3 3)
2’ 2/ "\2’2

Gabarito: “c”.

23. (EEAR/2002)

A distancia do centro da circunferéncia x? + y? — 6x — 8y + 21 = 0 a bissetriz do II% e IV?®

guadrantes, vale
a) \/Z—E
b) V3/2
c) V7/2
d) 7v2/2
Comentarios
A bissetriz do 112 e IV2 quadrantes é a reta:
y=—x=>y+x=0

Para encontrar o centro da circunferéncia devemos completar os quadrados na equagao
geral:

x2—23x+9-94+y?—-2-4y+16—-16+21=0
Ou seja:
(x—3)2+(y—-4)?%=4

O seu centro é o ponto (3,4). Do que segue que:

_|3+4 7 T2
viz+1z2l V2o 2

Gabarito: “d”.

24. (EEAR/2002)

Seja uma circunferéncia com centro sobre a reta y = 3x. Se a circunferéncia é tangentearetay =

X na ordenada 4, entdo as coordenadas do centro da circunferéncia sao
a) (4,12)

b) (2,6)

c)-(3,9)
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d) (5,15)
Comentarios
Se ela é tangente a reta y = x na ordenada 4, a abscissa do ponto de tangéncia é:
x =4
Assim:
P(4,4)
E o ponto de tangéncia.

A reta perpendicular a reta y = x no ponto P encontra a reta y = 3x no centro da
circunferéncia, pela tangéncia.

Como o coeficiente angular de y = x é 1, o coeficiente angular da perpendicular é —1 e
ela é do tipo:

y=—x+b

Como ela passa por P:
4=—-4+b=>b=28

Earetaé:

y=-x+38
Fazendo a intersec¢ao com a reta y = 3x:

3x=—x+8=>x=2=>y=6
Por fim, a coordenada do centro é:
(2,6)
Gabarito: “b”.

25. (EEAR/2001)

Considere as circunferéncias que passam pelos pontos (0, 0) e (2, 0) e que sdo tangentesaretay =

x + 2 as coordenadas dos centros dessas circunferéncias sao
a) 1,1)e(,-7)
b) (1,1)e(-7,1)
o (1,-7)e(1,7)
d (1,-7)e(—1,7)
Comentarios
Seja C(a, b) o centro dessa circunferéncia. Sua equacgdo reduzida é:
(x—a)>+ (y—b)? =r?
Como os pontos (0,0) e (2,0) pertencem a essa circunferéncia, temos:
a’ + b? = r?

2—-a)*+b>=r2
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Subtraindo membro a membro, temos:
a* - 2-a))=0=>2Q2a-2)=0>a=1
Disso, temos que:
1+ b%=r?

Como ela é tangente areta y = x + 2, a seguinte equagao:

(x—1)2+&x+2-b)*>=1+b?
Possui discriminante nulo, ja que ha somente um ponto de intersecc¢do. Logo:

x> —2x+1+x*2+4+b*>+202x—bx—2b) =1+ b?

O ainda:

2x2+2(1—-b)x+4(1—-b) =0

A=4(1-b)>—-4-2-41-b)=0=>41-b)(1-b—-8)=0
Disso, temos que:
b=1oub=-7
As circunferéncias possuem centros:
(1,1)e(1,-7)

Gabarito: “a”.

26. (EEAR/2001)

No sistema de coordenadas cartesianas, a equag¢do x? + y2 = ax + by, onde a e b sdao nimeros
reais ndo nulos, representa uma circunferéncia de raio

a) Va? + b?%/2
b) VaZ? + b?
c) (a+b)/2
d) a+b
Comentarios

O primeiro passo é completar o quadrado:

2

2+2a +a2 a2+ 2+2b +b2 b’ 0 ( +a)2+( +b) @+ b
— _ — —_— — — = — — —_
x 2XT T T Y TR YT Ty Xty yTs 4

Disso, temos:

4P Ny

2

T S7r=
2
Gabarito: “a”.
27. (EEAR/2001)
A circunferéncia (x +2)?+ (y—1)>=1 e a reta x —3y —2 = 0 possuem ___ ponto(s) em

comum
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a) 2

b) 1

c) Infinitos

d) Nenhum
Comentarios

Seu centro é (—2,1) e seu raio é r = 1. A distancia do centro a reta:

B —2—-3"1-2 _|—7|_ 7
V1% + (=3)2 viol V10

. 7 . . . . A —
Vejaque— > 1, ou seja, a reta é externa a circunferéncia, de modo que nao ha ponto de
V10

intersecgao.

Gabarito: “d”.

28. (EEAR/2000)
A posigdo dos pontos P(3,2) e Q(1,1) em relagdo a circunferéncia (x — 1) + (y —1)? = 4 é:
a) P éinterior e Q exterior
b) P é exterior e Q é interior
c) PeQsdointeriores
d) P e Qsdo exteriores

Comentarios

O centro dessa circunferéncia é o ponto 0(1,1) e seu raio V4 = 2.

A distancia dos pontos dados ao centro:
oP=(1-32+1-2)2=V4+1=+5
0Q=/1-12+(1-1)2=0
Como /5 > 2, P é exterior a circunferéncia. Q = 0, logo, é interior a circunferéncia.
Gabarito: “b”.

29. (ESA/2016)

A equacao da circunferéncia de centro (1, 2) e raio 3 é:
a) x2+y2—2x—4y+14=0
b) x?+y2—2x—4y—4=0
) x!+y?—4x—-2y—-4=0
d) x?+y*—4x—-2y—-14=0
e) x!+y?—2x—4y—-14=0
Comentario

A sua equagdo reduzida é:
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x—D*+(@y-22%=9
Desenvolvendo os quadrados:
x?—2x+14y>—4y+4=9=>x*4+y>—2x—4y—4=0
Gabarito: “b”.

30. (ESA/2014)

Em um sistema de coordenadas cartesianas no plano, considere os pontos 0(0,0) e A(8,0). A
equagcao do conjunto dos pontos P(x, y) desse plano sabendo que a distanciade O a P é o triplo da
distanciade P a 4, é uma

a) Circunferéncia de centro (9,0) e raio 3

b) Elipse de focos (6,0) e (12,0), e eixo menor 6

c) Hipérbole de focos (3,0) e (15,0), e eixo real 6

d) Pardbola de vértice (9, 3), que intercepta o eixo das abscissas nos pontos (6,0) e (12,0)
e) Reta que passa pelos pontos (6,0) e (9,3)

Comentario

Temos que:
OP = 3AP = OP? = 9AP?
Logo:
(x—02+(@y—-02=9[(x—8)?+(y—-0?]=>x*+y>=9x2—-9-16x +9 - 64 + 9y?
Ou seja:

8x2+8y2—9-16x+9:-64=0=>x>+y2—-18x+72=0
Completando o quadrado de x:
(x—9)?2+y2=9
Que corresponde a uma circunferéncia de centro (9,0) e raio V9 = 3.

Gabarito: “a”.

31. (ESA/2013)
Dada a equagdo da circunferéncia é: (x — a)? + (y — b)? = 1%, sendo as coordenadas do centro e
r a medida do raio, identifique a equacdo geral da circunferéncia de centro (2, 3) e raioigual a 5
a) x2+y?=25
b) x> +y%>—4xy—12=0
c) x!—4x=-16
d) x> +y>—4x—-6y—12=0
e) y?—6y=-9
Comentario

A equacado reduzida pode ser expressa por:
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(x—2)>+(y—3)2=25
Desenvolvendo os quadrados:
x2—4x+4+y2—6y+9=25>x*+y*—4x—6y—12=0

Gabarito: “d”.

32. (ESA/2011)
Aretay = mx + 2 é tangente a circunferéncia de equagdo (x — 4)% + y? = 4. Asoma dos possiveis
valores de m é:
a) 0
b) 4/3
c) -4/3
d) -3/4
e) 2
Comentario

O centro dessa equagdo é o ponto (4,0) e o seu raio é V4 = 2. Para que a reta seja
tangente a circunferéncia, a distancia entre ela e o centro da circunferéncia deve ser igual ao raio:

m-4—-—0+2

Jmr+ D2

Ou seja:

24m?*+1D)=UAm+2)?>=24m? +4=16m?*+16m+4

4
12m2+16m=0:>4m(3m+4):O:>m:00um=—§

A soma dos valores é:

Gabarito: “c”.

33. (ESA/2008)
As equagdes (x+1)2+(y—4)2=64e(x—4)*+(y+8)2=25 representam duas
circunferéncias cuja posi¢ao relativa no plano permite afirmar que sao
a) Interiores (sem ponto de intersec¢do)
b) Tangentes interiores
c) Secantes
d) Tangentes exteriores
e) Exteriores (sem ponto de intersec¢do)
Comentario

Os seus centros sdo os pontos (—1,4) e (4, —8). A distancia entre eles é dada por:

JE1—4)2+ (4 —(—8))2 = V25 + 144 = 13
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Os seus raios sdo V64 = 8 e V25 = 5. Como a distancia entre os centros é igual a soma
dos raios:

8+5=13
Elas sdo tangentes externas.

Gabarito: “d”.

34. (ESPCEX/2011)

Uma circunferéncia tem centro no eixo das abscissas, passa pelo ponto (4,4) e nao intercepta o
eixo das ordenadas. Se a area do circulo definido por essa circunferéncia é 17, a abscissa de seu
centro é

a) 3
b) 4
c) 5
d) 6
e) 7
Comentario
A area de uma circunferéncia, em func¢do de seu raio, é dada por:
nr? =17n = r? =17
Como seu centro estd sobre o eixo das abscissas, suas coordenadas sao do tipo:
C(a,0)
A sua equacdo reduzida é dada por:
(x—a)+y*=r2=17
Como ela passa por (4,4):
4—-a))+4*°=17>(@—-4)?*=1>a=50ua =3

Como seu raio é+/17, para que ele nao intercepte o eixo das abscissas, a distancia do centro
ao eixo y maior que o raio:

a>+\17

Logo, a = 5.

Gabarito: “c”.

35. (ESPCEX/2016)

Seja C a circunferéncia de equagdo x? + y* + 2x + 4y + 2 = 0. Considere em C a corda MN cujo

ponto médio é P(—1,—1). O comprimento de MN (em unidade de comprimento) é igual a
a) V2

b) V3

c)-2v2
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d) 2V3
e) 2
Comentario

O primeiro passo é identificar o centro e o raio da circunferéncia. Para isso, vamos
completar os quadrados:

x>+ y*+2x+4y+2=0=>x*+2x+1-1+y*+4y+4—-4+2=0
x+1D*+@+2)?2=3
Seu centro é 0(—1,—2) e seu raio é /3.

Como MN é corda da circunferéncia, temos o triangulo OMN e o triangulo retangulo OPM,
retangulo em P, pois OMN é isdsceles. Como M estd sobre a circunferéncia, temos que:

OM =+/3

Veja que:

0P =/(-1- (D)2 +(—2—-(-D)* =1
Por Pitagoras:
PM? + OP? = OM? = PM?> +1 =3 = PM =2
Como PM = PN, temos:
MN = PM + PN = 22

Gabarito: “c”.

36. (ESPCEX/2015)

Considere a circunferéncia que passa pelos pontos (0,0), (0,6) e (4,0) em um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais. Sabendo que os pontos (0,6) e (4,0) pertencem a uma reta
gue passa pelo centro dessa circunferéncia, uma das retas tangentes a essa circunferéncia, que
passa pelo ponto (3, —2), tem por equagao
a) 3x—2y—-13=0
b) 2x-3y—-12=0
c) 2x—-y—8=0
d x—5y—13=0
e) 8x+3y—18=0

Comentarios

Observe que esse triangulo é retangulo em (0,0) com catetos 6 e 4. O centro dessa
circunferéncia é o ponto médio da hipotenusa, isto é:

(0,6) + (4,0)
C=-—"~=_~""7
2
Seu raio é a metade da hipotenusa, isto é:

=(2,3)
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V4? + 62
=T =B

Seja y = mx + b essa reta tangente, podemos dizer que a distancia entre C e essa reta é
igual ao raio, isto é:
2Zm—3+b
-
m? +1
Como (3, —2) pertence a reta:

—2=3m+b=>b=-2-3m

Logo:
2m—3—-2—-3m m+ 5)?
V13 = = =u=>13m2+13=m2+10m+25
m?+1 m? +1
Ou seja:

Resolvendo para m:

Do que segue que:

As retas sao:

_3 13 3 2 13=0 -2
=y - — — — — —_— e —
y=5x— x—2y ouy 37X

Gabarito: “a”.

37. (ESPCEX/2013)

Sejam dados a circunferéncia A: x> + y* + 4x + 10y + 25 = 0 e o ponto P, que é simétrico de
(—1,1) em relagdo ao eixo das abscissas. Determine a equagdo da circunferéncia concéntricaa 1 e
gue passa pelo ponto P

a) 1:x2+y2+4x+10y+16=0

b) A:x2+y?+4x+10y+12=0

c) 1:x*—y>+4x—-5y+16=0

d) 2:x>+y2—4x—-5y+12=0

e) 1:x?—y?—4x—10y—-17=0
Comentarios

O primeiro passo é completar os quadrados da equacao da circunferéncia:

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 108



a E r L]
< estrategia
y Militares g
x*+4x+4—4+y>*+10y+25=0
Ou seja:

(x+2)2+(y+5)32=4

Seu centro é, portanto, (—2,—=5).

Prof. VictorSo

Como P é simétrico de (—1,1) em relagdo ao eixo das abcissas, temos que ele é dado por:

P(—1,-1)

A equacao reduzida da circunferéncia procurada é dada por:

(x+2)+(@y+5)?2=1r2
Como ela passa por P:

(-1+2)2?+(-1+5?=r?=>r?2=1+16=17

Logo:

(x+2)2+(@y+5)?2=17
Desenvolvendo os quadrados:

x2+4x+4+y2+10y+25=17=>x*+y*+4x+ 10y +12=0
Gabarito: “b”.

38. (ESPCEX/2012)

Considere a circunferéncia (1)x? + y?> — 4x = 0 e o ponto P(1,/3). Se a reta t é tangente a A no

ponto P, entdao a abscissa do ponto de intersec¢do de £ com o eixo horizontal do sistema de

coordenadas cartesianas é
a) -2

b) 2++3

c) 3

d) 3++3

e) 3+3V3

Comentarios

Se t é tangente a circunferéncia e sua equacgao reduzida é da forma mx —y +b =0,

temos que a distancia entre t e o centro de A é igual ao raio da circunferéncia.
Completando os quadrados na equacao da circunferéncia, temos:
(x—2)2+y2 =22

Seu centro é (2,0) e seu raio vale 2. Disso:

2m + b

2 = |[———

m?+1

Como P esta sobre a reta, temos:

m—-vV3+b=0=>b=vV3-m
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Logo:

_(@m+V3-m)’
B m2+1

22 >4m2+1) =m2+2V3m+3
Ou ainda:

2

1
3m2—2\/§m+1=02>3(m——) =0
V3

Resolvendo para m, vem:

1
"t
Do que temos que:
1 2
b=V3-F= 7
Assim, a reta t é dada por:
1 2
GRNERRNE
O eixo horizontal é areta y = 0, logo:
1 2
0= ﬁx + ﬁ >x=-2
O ponto é, portanto:
(=2,0)

Gabarito: “a”.

39. (ESPCEX/2011)

O ponto da circunferéncia x* + y? + 2x + 6y + 1 = 0 que tem ordenada maxima é
a) (0,—6)
b) (—1,-3)
c) (-1,0)
d) (2,3)
e) (2,-3)
Comentarios
O primeiro passo é completar os quadrados para obter a equacgao reduzida:
x2+2x+1+y2+6y+9-9=0=>(x+1)?+(¥y+3)2=9
Veja que (x + 1)? > 0 e que:
(x+1)2=9-(y+3)2=0
Isto é:

3>|y+3|=232y+3>-320=>y>—6
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Do que segue que o ponto de ordenada maxima tem ordenada 0 e sua abscissa &, portanto:
x+1*+9=9=>x=-1
O ponto é:
(=1,0)

Gabarito: “c”.

40. (ESPCEX/2017)
Uma elipse tem centro na origem e vértices em (2a,0) e (0,a), com a > 0. A area do quadrado
inscrito nessa elipse é
a) 16a?/5
b) 4a?/5
c) 12a?/5
d) 8a?/5
e) 20a?/5
Comentarios
O centro dessa elipse é a origem, do que segue que sua equagao é do tipo:

2 2
X y
—+—==1
az b2
Seu eixo maior estd sobre o eixo x, e mede 2 - 2a = 4a e seu eixo menor esta sobre o eixo
y, do que segue que ele mede 2 - a.

Portanto, a equacao fica:

x2 y? x2
———t—=1—+==1
2a)?  (a)? 4a?2 g2

- . o . L L , :
O vértice superior direito do quadrado possui coordenadas (5,5) e esta sobre a elipse.

Disso, temos que:
2

N (L
(j) +(§) . LZ( 1 N 4 ) 1o 2 16a*
—_ —_— = = — | — —_ ) = = = —
4q? a? 4 \4a? 4q?
A 4rea do quadrado é dada por L?, do que segue que ela vale:

B 16a?
-5

A=1?

Gabarito: “a”.

41. (ESPCEX/2016)

Os valores reais de 1 para os quais a reta (t) y = x + n seja tangente a elipse de equagdo 2x? +

3y? = 6 sdoiguais a

a) —/5e+5
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b) —vV3e3
¢c) —3e3
d —2e2
e) —5e5

Comentarios
Substituindo y da reta na elipse:
2x2+3(x+n)?=6
2x2 4+ 3(x*+2nx+n?) =6=25x2+6nx+3n>—-6=0

Queremos que a reta seja tangente a elipse, do que segue que o discriminante da equacgao
acima deve ser nulo (apenas uma raiz real):
120
A= (6n)2—4-5-(3n2—6)=0=>—24n2+120=0=>n2=E=
Ou seja:

n=i\/§

Gabarito: “a”.

42. (ESPCEX/2015)

Considere as afirmacgodes:
. Uma elipse tem como focos os pontos F;(—3,0), F,(3,0) e a medida do eixo maior é 8.

2 2

~ s X y
Suaequacaoé—+—=1.
quac 16 7

Il. Os focos de uma hipérbole sao F;(—10,0),F,(10,0) e sua excentricidade é ; Sua
equagdo é 16x% — 9y? = 576.
. A parabola 8x = —y? + 6y — 9 tem como vértice o ponto V (3, 0).
Com base nessas afirmacgoes, assinale a alternativa correta.
a) Todas as afirmagdes sao falsas
b) Apenas as afirmagoes | e lll sdo falsas
c) Apenas as afirmacgoes | e Il sdo verdadeiras
d) Todas as afirmagdes sao verdadeiras
e) Apenas a afirmagao lll é verdadeira
Comentarios
Vamos analisar cada afirmacao:
Afirmacao I:
A semidistancia focal vale ¢ = 3 e o semieixo maior vale a = g = 4. Disso, seu semieixo
menor vale:
b2 +32=42p%2=7
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O seu centro é o ponto médio de F, F,, isto é, (0,0) do que segue que sua equagdo é:
X2 y? X2 y?
S+ s=1>—+7=1
b? 16 7
Verdadeira.
Afirmacao Il

A semidistancia focal vale ¢ = 10. Da sua excentricidade, temos:
10

> 6
—_—=— =
3 a @

Além disso:
62+ b*>=10°=>b =8
Assim, sua equacado é dada por:
xZ yZ

g 1= 64x% — 36y? = 482 = 16x* — 9y? = 576

Verdadeira.
Afirmacao Il
Completando o quadrado do lado direito:
8(x—0)=-(y* -6y +9)=—(y—3)?
Logo, o vértice da pardbola é o ponto (0,3).
Falsa.

Gabarito: “c”.

43. (ESPCEX/2014)

Uma reta t passa pelo ponto A(—3, 0) e é tangente a parabola de equagdo x = 3y? no ponto P.

Assinale a alternativa que apresenta uma solugdo correta de acordo com essas informagoes
a) t:2x—15+6=0e P(12,2)
b) t:y=0eP(0,0)
c) t:2x+15y+6=0e P(12,-2)
d) t:tx+6y+3=0eP(3,—-1)
e) t:x—10y+3 =0eP(27,3)
Comentarios
Seja t:y = mx + b a equacgado reduzida da reta t. Como ela passa por A, temos:
0=-3m+b=>b=3m
Ou seja:
y =mx +3m
Substituindo na equag¢ao da parabola:

x = 3(mx + 3m)? = x = 3(m?x? + 6m?x + 9m?)
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3m?x? + (18m? — Dx +27m? =0
Da tangéncia, temos que o discriminante deve ser nulo:
A=(18m?—1)2—-4-27m?-3m?* =0
A=(18m? —1)2 — (18m?)? = 0= (18m? — 1 — 18m?)(18m? — 1+ 18m?) = 0

Disso, temos que:

1
36m2=1:>m=ig
Assim, b = i% e temos duas retas possiveis:
ty: —1 +1 6y+3=0 —1
1.y—6x 2oux y = (m—6)
1 1 1
t2:y=—gx—§=>x+6y+3=0(m=—g)

Os pontos de tangéncia sdo, usando que m? = 1/36:

1 1 27 1
3-—x2+(18-——1)x+—=0=>ﬁ(x—3)2=0=>x=3

36 36 36
m=1/6:
3 1
y = g+ > =1
P(3,1)
m=-1/6:
3 1
y=§727 "
P(3,-1)

Gabarito: “d”.

44. (ESPCEX/2013)

Sobre a curva 9x% + 25y% — 36x + 50y — 164 = 0, assinale a alternativa correta
a) Seucentroé (—2,1)
b) A medida do seu eixo maior é 25
¢) A medida do seu eixo menor é 9
d) A distancia focal é 4
e) Sua excentricidade é 0, 8
Comentarios
Vamos completar os quadrados para identificar a conica:
9(x? —4x+4—-4)+25(y*+2y+1—-1)—164=0
9(x —2)? —36+25(y+1)2—25-164 =0
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9(x —2)? + 25(y + 1)? = 225
(x—2)* (y+1)? (x—2)* (y+1)?
+ =1> +
225 225 52 3
9 25
Seu semieixo maior vale a = 5 e seu semieixo menor vale b = 3, do que temos que sua
semidistancia focal é:

c?2+32=52=>¢c=4

Assim, sua excentricidade é dada por:

c
e=—=-==0,8
a

Gabarito: “e”.

45. (ESPCEX/2011)

Num estadio de futebol em forma de elipse, o gramado é o retangulo MNPQ, inscrito na conica,

conforme mostra a figura. Escolhendo o sistema de coordenadas cartesianas indicado e tomando o

2 2
X 4
362 602

da elipse estao situados em lados do retangulo MNPQ.

metro como unidade, a elipse é descrita pela equagdo = 1. Sabe-se também que os focos

Ay

Y
_—
-\l
/
——

..H

\Wani \

M N

Assim, a distancia entre as retas MN e PQ é
a) 48m
b) 68m
c) 84m
d) 92m
e) 96m

Comentarios
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Os focos da elipse estdo situados nos pontos médios de QP e MN. Disso, temos que, sendo
¢ a semidistancia focal:

QM = PN = 2c
Da equacdo da elipse, a = 60 e b = 36, do que segue que:
c?2+36%2=60%2>c=148
Veja que a distancia entre MN e PQ vale QM = PN = 2¢c = 2- 48 = 96.

Gabarito: “e”.

46. (ESPCEX/2011)
A representagdo no sistema cartesiano ortogonal da equagdo 9x? — y* = 36x + 8y — 11 é dada
por
a) Duas retas concorrentes
b) Uma circunferéncia
c¢) Uma elipse
d) Uma parabola
e) Uma hipérbole
Comentarios
Vamos completar os quadrados para identificar a provavel conica:
9x2 —36x—y?>—8y+11=0>9(x>—4x+4—-4)— (y2+8y+16)+11 =0
Ou ainda:

(y + 4)? _

9(x—2)2 - (y+4)2-9=0= (x —2)?— 5

1

Que corresponde a equagao de uma hipérbole.

Gabarito: “e”.

47. (ESPCEX/2011)

O ponto P(a, 1/3) pertence a parabola x = (y% + 3)/3. A equagdo da reta perpendicular a bissetriz
dos quadrantes impares que passa por P é:

a) 27x+27y—-37=0
b) 37x+27y—-27=0
c) 27x+37y—-27=0
d) 27x+27y—-9=0
e) 27x+37y—-9=0
Comentarios

Como P pertence a parabola, temos:
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, (28 1
EopontoP é (—,—).
27’3
A bissetriz dos quadrantes impares é a reta y = x, de coeficiente angular 1. Disso, segue
que a reta buscada possui coeficiente angular —1, pois:

1-(-1)=-1
Isto é:
y=—x+b
Como ela passa por P:
1 37
3= _ﬁ+ b=b= 57

Logo:
37
y=—x+ﬁ:~27x+27y—37=0

Gabarito: “a”.

6. QUESTOES NIVEL 2

48. (AFA/2020)

O ponto da reta r:x + 3y — 10 = 0 que esta mais préximo da origem do sistema cartesiano é

também exterior a circunferéncia 1: 2x* + 2y?> + 4x — 12y + k—4 = 0,com k € Z.
E correto afirmar que dentre os possiveis valores de k:

a) existem 8 elementos.

b) trés sao niimeros primos.

c) ha um elemento que é um quadrado perfeito.

d) existem numeros negativos.

49. (AFA/2019)
Considere no plano cartesiano os pontos A(2,0) e B(6,—4) que sdo simétricos em relagdo aretar.

Se essa reta r determina na circunferéncia x2 + y?> — 12x — 4y + 32 = 0 uma corda que mede n

unidades de comprimento, entdo n pertence ao intervalo
a) [4,5]
b) [3, 4]
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c)[2,3]
d)[1,2]

50. (AFA/2019)

2 2
o . X ~ .
No plano cartesiano, os focos F; e F, da elipse -+ ;—2 = 1 sdo pontos diametralmente opostos

da circunferéncia A e coincidem com as extremidades do eixo real da uma hipérbole equilatera g.
E INCORRETO afirmar que:

aJanBni=0

b) AN B = {Fy,F3}

c)an B ={A B,C, D} sendo A, B,C, D pontos distintos

dani=0

51. (AFA/2018)

Considere no plano cartesiano a circunferéncia A tangente a bissetriz dos quadrantes impares no
ponto A(1,1). Sabendo que a reta t: x — y + 4 = 0 tangencia 4 no ponto B, marque a opgao

correta.

a) A soma das coordenadas de B é igual a 3.

b) P(—1,2) é exterior a A.

c) O ponto de A mais préximo da origem é Q(0,2 — /2).

d) A bissetriz dos quadrantes pares é exterior a A.

52. (AFA/2018)

. . ~ (=12 (y+2)?
No plano cartesiano, os pontos P(x, y) satisfazem a equacgao st = 1 da curva de A.

Se F, e F, sdo os focos de 4, tais que a abscissa de F;é menor que a abscissa de F,, é INCORRETO
afirmar que

a) a soma das distanciasde Pa F; ede P a F, é igual a 10.
b) F; coincide com o centro da curva x? + y? + 6x — 4y = 0.
c) F, é exterior a x2 + y? = 25,

d) o ponto de abscissa maxima de A pertencearetay = x — 8.

53. (AFA/2017)
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Seja A:3x%> +3y?> —6x—12y+ k =0, uma circunferéncia que no plano cartesiano tem
intersec¢do vazia com os eixos coordenados.

Considerando k € R, é correto afirmar que:
a)P (g,g) é inferior a A.

b) existem apenas dois valores inteiros para k.
c) aretar:x = k intersecta A.

d) se ¢ é o comprimento de 4, entdo ¢ > 2  unidades de comprimento.

54. (AFA/2016)
Analise as proporgoes abaixo e escreva V para a(s) verdadeira(s) e F para a(s) falsa(s).

I.( ) A distancia entre o vértice e o foco da parabola y? + 4x — 4 = 0 é igual a 1 unidade de

comprimento.
Il.( ) Numa hipérbole equilatera, as assintotas sdo perpendiculares entre si.

lL( ) A equagdo 2x% + y2 —4x — 4y + 4 = 0 representa uma elipse que tem um dos focos no
ponto P(1,4)

A sequéncia correta é
a) F-F-v
b) V-F-V
c) F-V-F

d) V-V-F

55. (AFA/2015)
Considere no plano cartesiano um triangulo equilatero ABC em que:

- os vértices B, de abscissa positiva, e C, de abscissa negativa, estdao sobre o eixo 0X;

- possui baricentro no ponto G (O, ?)

Considere também, nesse mesmo plano cartesiano, a circunferéncia A, inscrita e a circunferéncia

A, circunscrita ao triangulo ABC.
Analise as proposi¢oes abaixo e escreva (V) para verdadeira e (F) para falsa.

( ) Areta 1, suporte do lado AB, passa pelo ponto (—1,b), em que b é o dobro do oposto do
coeficiente angular de 7;

( ) Ocirculo delimitado por 4, contém o ponto (—% \/3_’);
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( ) O ponto da bissetriz dos quadrantes impares de abscissa 3 pertence a 4.
3

A sequéncia correta é
a) V-F-V
b) F-F-V
c) V-F-F

d) F-V-F

56. (AFA/2015)

Considerando a circunferéncia de equagdo 4: x> + y* + 2x — 4y — 4 = 0, é correto afirmar que
a) A é concéntricacoma: (x — 1)+ (y —2)2 =1

b) o ponto 0(0,0) é exteriora 4

c)aretar:x —y+ 3 = 0étangentea i

d) 1 é simétrica da circunferéncia : (x — 1)? + (y + 2)? = 9, em relagéo ao ponto 0(0, 0).

57. (AFA/2014)
A circunferéncia A é tangente aretar:y = %x e também é tangente ao eixo das abscissas no ponto

de abscissa 6.

Dentre as equacgdes abaixo, a que representa uma parabola que contém a origem do plano

cartesiano e o centrode 4 é
a)12(y—x)+x2=0
b)3y2 — 12y +2x =0
c)2y*—3x=0

d)12y —x2=0

58. (AFA/2013)

Sobre a circunferéncia de menor raio possivel que circunscreve a elipse da equagdo x? +
9y? — 8x — 54y + 88 = 0 é correto afirmar que

a) tem raio igual a 1.
b) tangencia o eixo das abscissas.
c) é secante ao eixo das ordenadas.

d) intercepta a reta de equagao 4x —y = 0.
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59. (AFA/2012)

No plano cartesiano, a circunferéncia A de equagdo x* + y> —6x + 10y + k = 0, com k € R,

determina no eixo das ordenadas uma corda de comprimento [ = 8.
Dessa forma, é correto afirmar que

a) 4 é a tangente ao eixo Ox

b) o raio de 1 é igual a vk

c)P(k,-1)€e i

d) A ésecantearetax =k

60. (AFA/2010)

Considere as circunferéncias dadas pela equagdo x* + y? = biz (b € R").

A circunferéncia que circunscreve um quadrado de area igual a 1250 é tal que b pertence ao

intervalo
a)10, 5, [
072
55l

b) ]

1 1
61. (EFOMM/2021)

Uma circunferéncia tem seu centro sobre a reta parametrizada por:

.{x=3—t
" y=t—1

Se os pontos A(2,4) e B(—1,3) também pertencem a essa circunferéncia, assinale a alternativa
que corresponda ao centro dessa circunferéncia.

d) (0,3)
e) (1,2)
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62. (EFOMM/2019)

A equagdo (x% /144) + (y?/ 225) = 1 representa uma
a) elipse com focos em (0,9) e (0,—9).

b) circunferéncia de raio igual 9.

c) parabola.

d) hipérbole.

e) elipse com centro em [12,15].

63. (EFOMM/2017)

Sejam as circunferéncias c¢;: x2 + y2 — 16 = 0 e ¢;: (x — 2)%2 + (y + 2)% = 4. Considere A e B os
pontos de interseccdo dessas circunferéncias. Determine a distancia ente A e B.

a) 2V7
b) V14
c) 2/14

d)V7
V7
E)?

64. (EFOMM/2016)

Quanto a posicdo relativa, podemos classificar as circunferéncias (x — 2)?> + (y—3)2 =9 e x* +
y?—8x+15=0

a) secantes.
b) tangentes internas.
c) tangentes externas.
d) externas.

e) internas.

65. (EFOMM/2015)

Seja C uma circunferéncia de raio 2 centrada na origem do plano xy. Um ponto P do 12 quadrante
fixado sobre C determina um segmento OP, onde O é a origem, que forma um angulo de /4
radianos com o eixo das abscissas. Pode-se afirmar que a reta tangente ao grafico de C passando
por P é dada por

ajx+y—2=0.
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b)vV2+y—-1=0.

c)—V2+y—-2=0
dx+y—-2v2=0
ex—y—-2v2=0

66. (EFOMM/2013)

Um muro sera construido para isolar a area de uma escola que esta situada a 2 km de distancia da
estacdao de metr6. Esse muro sera erguido ao longo de todos os pontos P, tais que a razdo entre a
distancia de P a estacdo do metrd e a distancia de P 3 escola é constante e igual a V2. Em razdo
disso, dois postes, com uma camera cada, serao fixados nos pontos do muro que estao sobre a reta
que passa pela escola e é perpendicular a reta que passa pelo metro e pela escola. Entao, a distancia

entre os postes, em km, sera:
a) 2.

b) 2v/2.

c) 24/3.

d) 4.

e) 2+/5.

67. (EFOMM/2013)

Um ponto P = (x,y), no primeiro quadrante do plano xy, situa-se no graficode y = x2.Se @ é o
angulo de inclinagao da reta que passa por P e pela origem, entdo o valor da expressao 1 + y (onde

y é aordenada de P) é:
a) cos6.

b) cos? 6.

c) sec? 0.

d) tg?e.

e) sen®.

68. (EFOMM/2006)

O valor de b para que aretay = x + b ndo intercepte os ramos da hipérbole x? — y? =1 é
a)—1

b) 0
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o1
d)2
e) V2

69. (EFOMM/2006)

O centro da circunferéncia de equagdo cartesiana x? + y> + 16x — 4y + 12 = 0 é o ponto de

coordenadas:
a) (—8,2)

b) (—16,4)
c) (8,-2)

d) (4,—-1)

e) (16,—4)

70. (EN/2021)

Seja uma elipse centrada na origem de focos A(0; —4) e B. Considere C(4;4) e P pontos sobre a
elipse. Dado o ponto D(3; 2), considere m a distancia de D a P e n a distancia de P a um dos focos.
O menor valor possivel de m + n é:

a)2-(2+ ?)
b) 2+ %9
9z -2-2)
d)2-(2++5)
e) (2 +5)

71. (Escola Naval/2018)

2 2
Sejam a elipse de equagao :—6 + ;’—5 =1 e o ponto P(8,0). Duas retas r e s, que passam por P,

tangenciam a elipse nos pontos A e B, respectivamente. Sendo assim, a area do triangulo ABP é
igual a:
a) 40

b) 153

80V3
c) S
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35V15

d)4

e)21V3

72. (Escola Naval/2018)

Seja a familia de fungdes reais f, definidas por f(x) = 2x% + bx + 3, sendo b € R e, seja a fungdo
real g, definida pelo lugar geométrico dos pontos extremos das fungdes f. Sendo assim, o valor de

g(7)é:
a) 101
b) —101
c) 95

d) —95
e) —98

73. (Escola Naval/2018)

O lugar geométrico dos pontos P do plano de mesma poténcia em relagdo a duas circunferéncias
ndo concéntricas é chamado eixo radical. Seja C; a circunferéncia de equagdo x> + y> = 64 e C, a
circunferéncia de equagdo (x + 24)% + y2 = 16. Sejam a e b as distancias do eixo radical a cada
uma das circunferéncias, assinale a op¢ao que apresenta o valor de |a — b|.
3
a —
) 2
5
b =
) 2
c)2
d1

1
E)E

74. (Escola Naval/2017)

Seja P(x,y) um ponto da eIipsez—z + Z—Z = 1,defocos F, e F, e excentricidade e. Calcule PT”'l . P—FZ)
e assinale a op¢ao correta.

a) ex” + a(1 + 2e?)

b) e’x —a?(1+e)

c) e?x* + a*(1 — 2e)

d) e?x —a(1 + e?)
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e) e?x? + a%(1 - 2¢e?%)

75. (Escola Naval/2016)
3vV2+2x

A area da regido limitada pelos graficos das fungbes y = V9 — x2,y = |x|ey = éigual a:

22 @n-2)

b) 2 (m — 2)
0 (- 2v2)
d) (3m—2)

e) % (3w — 2v2)

76. (Escola Naval/2015)

Asretasr:2x —y+1=0;r:x+y+3=0er3z:ax+y—5=0 concorrrem em um mesmo
ponto P para determinado valor de @ € R. Sendo assim, pode-se afirmar que o valor da expressao

cos ()~ 3sens [ 2525|5819 (1)
a)3 (1 + g)

32

b) 2 — "

V2
c)2 +?

a3+
4

3(1-)

77. (Escola Naval/2014)

Quantas unidades de area possui a regido plana limitada pela curva de equagdox =1 — /1 — y? e
pelasretas2y +x—-3=0,2y—x+3=0ex=27?

1
a)1t+5

3
b)Tl’+E

>+1
2
dymr+3

e)§+;
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78. (Escola Naval/2014)

Sejam y = myx + b; e y = m,x + b, as equagdes das retas tangentes a elipse x + 4y* — 16y +
12 = 0 que passam pelo ponto P(0,0). O valor de (m? + m3) é

a)l
b)>
c);
d) 2
e)g
79. (Escola Naval/2014)

A equacao da circunferéncia tangente asretas y = x e y = —x nos pontos (3,3) e (—3,3) é
a)x?+y2—12x+18=0

b) x> +y?2 —12y +18 =0

x’+y*—6x+9=0

d)x>+y>*—6y+9=0

e)x’+y*—-16x+20=0

80. (Escola naval/2013)

A figura abaixo mostra um ponto P # 0, O origem, sobre a parabola’y = x? e o ponto Q, intersecio
da mediatriz do segmento OP com o eixo y. A medida que P tende a origem ao longo da parabola,

o ponto Q se aproxima do ponto:

a) (0,0)
0 (0.2
a(o2)

9(0)
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81. (Escola Naval/2013)

Quantas unidades de area possui a regido plana limitada pela curva de equagdo y = —V3 — x2 — 2x
earetay=x-—1?

T 1
Ay

T 1
b~
c)3m+2

T 1
D%
e)m—2

82. (Escola Naval/2013)

Quantas unidades de area possui a regidao plana limitada pela curva de equagao y =
—/—(x*+6x +8)epelaretay =x +2?

"]
-]
c)§+1s
031
eym—2

83. (Escola Naval/2013)

2_
A reta no R? de equagdo 2y — 3x = 0 intercepta o grafico da fungdo f(x) = |x| le nos pontos P

e Q. Qual a distancia entre P e Q?
a) 2V/15

b) 213

c) 27

d) V7
e)g

84. (Escola Naval/2013)

AULA 14 — GEOMETRIA ANAL{TICA I 128



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

A equagdo 4x* — y* — 32x + 8y + 52 = 0, no plano xy, representa
a) duas retas

b) uma circunferéncia

c) uma elipse

d) uma hipérbole

e) uma parabola

85. (Escola Naval/2012)

Considere a sequéncia (a, b, 2) uma progressao aritmética e a sequéncia (b, a, 2) uma progressao
geométrica nao constante, a, b € R. A equagao da reta que passa pelo ponto (a, b) e pelo vértice

dacurvay? —2y+x+3 =06
a)6y—x—4=0

b)2x —4y—-1=0
c)2x—4y+1=0
dx+2y=0

e)x—2y=0

GABARITO

48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.a
60.d
61.a

o Q o

Q T T o

o T o o

AULA 14 — GEOMETRIA ANAL{TICA I 129



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

62.
63.
64.
65.
66.
67.c
68. b
69. a
70. a
71.b
72.d
73.c
74. e
75.d
76. e
77. e

T o

o o 9

78.c
79.b
80.
81.
82.
83.
84.
85.

(¢}

Q Q9 T Qo o

RESOLUCAO

48. (AFA/2020)

O ponto da reta r: x + 3y — 10 = 0 que esta mais préximo da origem do sistema cartesiano é

também exterior a circunferéncia 1: 2x* + 2y? + 4x — 12y + k— 4 = 0,com k € Z.
E correto afirmar que dentre os possiveis valores de k:

a) existem 8 elementos.

b) trés sdo nimeros primos.

¢) ha um elemento que é um quadrado perfeito.
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d) existem niumeros negativos.
Comentarios

O ponto da reta r mais préoximo da origem é aquele que é intersecao da reta perpendicular
a T que passa pela origem. Chamemos essa reta de p: y = ax, veja que ela passa pela origem (o
ponto (0,0) satisfaz a equagdo de p). Queremos que p L 7, o que implica que o produto de seus
coeficientes angulares é -1:

1
|l—=)=—1=>a=3=>p:y=3
a-(-3) a

I
TP lx+3y—10=0

> |lrnp=X=(13)

=>x+3:3x=10=>2x=1=>y=3

E dada no enunciado a circunferéncia A de equacio:

2x2+ 2y +4x— 12y +k—4=0=>2(x*+2x+ 1)+ 2(y*—6y+9) =24 —k

=>(x+1)2+(y—3)2=2 = R?(x)

2
ComoR2>0=>24—k>0z(**)

E dito que X = (1,3) é exterior a circunferéncia e, portanto, a distancia dele ao centro da
circunferéncia deve ser maior que o raio. Lembrando que o lado esquerdo de (*) corresponde ao
valor dessa distancia ao quadrado, substituindo o ponto X:

4 —k 24 — k
=>4 > >

(xX+1)2+(YX—3)2=(1+1)2+(3—3)2>2

=>8>24—k=>(***)
Assim, de (xx) e (x*x):
16 < k < 24

Assim, como k € Z, ele pode ser 17,18,19, 20, 21, 22, 23. Assim, a alternativa verdadeira
sobre esses niUmeros é a alternativa b), pois temos 17, 19 e 23 como Unicos numeros primos.

Gabarito: “b”

49. (AFA/2019)
Considere no plano cartesiano os pontos A(2,0) e B(6, —4) que sdo simétricos em relagdo aretar.

Se essa reta r determina na circunferéncia x2 + y? — 12x — 4y + 32 = 0 uma corda que mede n

unidades de comprimento, entdo n pertence ao intervalo
a)[4,5]
b) [3,4[
c)[2, 3]
d) [1,2]
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Comentarios

O conceito de simetria de dois pontos em relagdao a uma reta r implica que a reta t que
une esses pontos A e B seja perpendicular a r, e que se cruzem no ponto médio de t. A reta que
passa por A e B satisfaz:

Ya—¥p_Y~Ya_0-(4 _y-0
Xqg—Xg X —X4 2—6 x—2

24x—-8=—-4y=>|tty=2—x

Essaretat L r, e o ponto médio M do segmento AB pertencear.
n«—A+B—(Zm+(&_®
2 2

Se chamarmos a equagdo de r:y=ax+b, como r Lt entdo o produto de seus
coeficientes angulares é -1:

=(4,-2)€er

rJ_t=>a-—1=_1=>
M € r = (4,-2) satisfaz a equagioder = —2 =4+ b =[b = —6|

Assim, sabemos a equagao de r: y = x — 6. Queremos saber quanto mede a corda que r
determina em A. Para isso basta acharmos os pontos de intersec¢do de A e r, isto é, os pontos
gue satisfazem:

{x2+y2—12x—4y+32=O=>(x—6)2+(y—2)2=8
y=x—6

Substituindo a segunda equagao na primeira:

y2+(y—2)2=8>2y2—4y+4=8>y>-2y+2=4=>(y—1)2 =3
>y—1=4V3

Assim, os pontos possiveis sdo:
y1=1+V3=3x, =y, +6=7++3
Y, =1-V3=2x,=y,+6=7—-+3

Assim, A= (7++3,1+V3)eB =(7-v3,1-+3)

Portanto, a corda desejada é:

18 = (7-F= (7 +V3)) + (1-V3— (1+3) = [(-2v3)" + (-2v3)" = 248

Assim, n = 24/6 =~ 4,9. Portanto, a corda esta entre 4 e 5.

Gabarito “a”

50. (AFA/2019)

2 2
. . X ~ .
No plano cartesiano, os focos F; e F, da elipse a: st ;’—2 = 1 sao pontos diametralmente opostos

da circunferéncia A e coincidem com as extremidades do eixo real da uma hipérbole equilatera S.
E INCORRETO afirmar que:

a)anBni=g
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b)An g ={FF,}
c)anf ={A B,C, D} sendo A, B,C, D pontos distintos
danidzp

Comentarios

. , x?  y? . . .
A elipse dada é a: v + e 1. Portanto, podemos dizer que os semieixos maior e menor

a=+V36=6eb=+32=4/2
a?=b%+c?>36=32+c?=>][c=2]

Em que a distincia focal é 2c¢. Portanto, os focos dessa elipse sdo (—c,0) e (¢,0) =

(=2,0) e = (—2,0). Se esses pontos s3o diametralmente opostos na circunferéncia, entdo o
ponto médio entre eles (0,0) é o centro dessa circunferéncia e seu raio mede 2.

Até agora, fica 6bvio que a circunferéncia e a elipse ndo se intersectam, pois ambas tém
como centro a origem, e o raio da circunferéncia tanto € menor que o semieixo maior quanto que
0 semieixo menor.

Porém isso ja nos garante resolver a questdo e marcar a alternativa d) como incorreta, uma
vez que ndo hd interseccdo entre a e A, isto é:

anNA=0
Gabarito “d”

51. (AFA/2018)

Considere no plano cartesiano a circunferéncia A tangente a bissetriz dos quadrantes impares no
ponto A(1,1). Sabendo que a reta t: x — y + 4 = 0 tangencia 4 no ponto B, marque a op¢ao
correta.

a) A soma das coordenadas de B é igual a 3.

b) P(—1, 2) é exteriora A.

c) O ponto de A mais préximo da origem é Q(0,2 — /2).

d) A bissetriz dos quadrantes pares é exterior a A.
Comentarios

Perceba que a circunferéncia A tangencia duas retas: a bissetriz dos quadrantes impares
(y —x =0earetat:y—x = 4. Portanto, vemos que essas retas nunca se interceptam, isto é,
sdo paralelas.

Quando temos uma circunferéncia que tangencia duas retas paralelas distintas, existe um
diametro dessa circunferéncia cujas extremidades sdo esses pontos de tangéncia, sendo assim,
perpendicular a essas duas retas.
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Assim, para achar o ponto B, basta nds acharmos a reta p:y = ax + b perpendicular a
bissetriz dos quadrantes impares (y = x) e que passa por A(1,1). Sabemos que o produto dos
coeficientes angulares precisa ser -1:

la=-1=2a=-1
Al ep=>1=—-1+b=>b=2
>py=2—-x>y+x=2
Calculando agorao ponto B =t N p:

V+x=2
y—x=4%

=>2y=6=>y=3|=>[x=-1

Logo, B = (—1,3)
Assim: a) errada, poisB = (-1,3) > —-1+3 =2+ 3

Se estamos interessados em calcular a equacdo de A, basta encontrarmos a distancia AB =
2R, sabendo que o centro de A (x,, y,) € 0 ponto médio de AB:

A+B (1,1 +(-13)
2 2

AB=(-1-1)2+(B-1)2=V8=2V2=>2R=2V2=>|R=12

Assim, a equacao da circunferéncia é:

(x0,¥0) = = (0,2)

(x—x)>+(—y)*=R*=>[1: x>+ (y—2)? =2

Letra b): P(—1,2) estard fora de A apenas se a distancia deste ao centro for maior que o
raio:

(-1D)?+(2-2)2=1<2=R?
Portanto, é uma alternativa falsa. O ponto é interno a circunferéncia.

Letra c): O ponto da circunferéncia mais préximo da origem é o ponto de intersec¢do do
segmento que liga a origem ao centro de A com a prdpria circunferéncia A. Isso pode ser provado
por desigualdade triangular.

Como o centro é (0,2) e a origem é (0,0) esse segmento esta contido no eixo ordenado,
onde x = 0. Portanto esse ponto é da forma (0, y). Aplicando na equacgao da circunferéncia:

(y-2=2=y=21£V2
Como queremos aquele ponto com menor moédulo: y = 2 — V2. Assim, esse ponto mais
préoximo é (O, 2— \/f) Portanto, a alternativa c) é correta.

Letra d): Falsa. Basta ver que se resolver sistema da interseccdo da bissetriz dos quadrantes
pares (y + x = 0) com a circunferéncia A: x* + (y — 2)? = 2, achara pelo menos um ponto de
intersecdo. Isto garante que essa reta nao é externa a A.

Gabarito: “c”

52. (AFA/2018)
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No plano cartesiano, os pontos P(x, y) satisfazem a equacao e + 5 = 1 da curva de A.

Se F, e F, sao os focos de 4, tais que a abscissa de F;é menor que a abscissa de F,, é INCORRETO

afirmar que

a) a soma das distanciasde Pa F; ede P a F, é igual a 10.

b) F; coincide com o centro da curva x% + y? + 6x — 4y = 0.
c) F, é exterior a x* + y% = 25.

d) o ponto de abscissa maxima de A pertencearetay = x — 8.

Comentarios

Uma equacdo de uma elipse centrada em (x,,Y,), com eixos paralelos aos eixos
coordenados, de semieixo maior a, semieixo menor b e distancia focal 2c é dada por:
2 2
(x — x0) (v = ¥o)
2 + 2 =1
a b
a’ = b? + ¢*

Se a > b, as posi¢des dos focos sdo dadas por (x, — ¢, y,) e (xo + ¢, Vo).

Portanto, equacdo dada é de uma elipse de centro em (1, —2) com semieixo maior igual a
5, semieixo menor igual a 3. Vamos calcular o valor de c:

a’?=b*+c2=225=9+c2=c=4

Portanto, os focos sdo F; (1 — 4,—2) = |F,(—3,—-2)|e F,(1 + 4,-2) =|F,(5,-2)

Letra a): Verdadeira, pois essa é a definicao dos pontos que satisfazem a elipse: a soma das
distancias de P aos focos é igual ao eixo maior (2a = 2 -5 = 10).

Letra b): vamos calcular o centro da curva
x2+y2+6x—4y=0=>(x+3)2+(y—-2)>=13
Centro:(—3,2) # F;
Portanto, b) é incorreta! Alternativa que deve ser marcada.

Letra c): F,(5,—2) é exterior a x* + y2 = 25 & 52 + (—2)? > 25, que é fato. Portanto,
alternativa correta.

Letra d): Pelo formato de ume elipse, é imediato saber que quando a abscissa é maxima, o
ponto esta no eixo maior, isto é P(x,y,) = P(x,—2). Aplicando na equacdo:
(x — 1)? N (=2 +2)2
25 9

Portanto, o ponto de abscissa maxima é (6, —2). Esse ponto satisfaz y = x — 8. Portanto,
alternativa verdadeira.

Gabarito “b”

=1=>x—-1=45=2>xy,, =1+5=6

53. (AFA/2017)
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Seja A:3x%> +3y?> —6x—12y+ k =0, uma circunferéncia que no plano cartesiano tem

intersecc¢ao vazia com os eixos coordenados.
Considerando k € R, é correto afirmar que:
a)P (g,g) é inferior a A.

b) existem apenas dois valores inteiros para k.
c) aretar:x = kintersecta A.

d) se ¢ é o comprimento de 4, entdo ¢ > 2 w unidades de comprimento.
Comentarios

Se a circunferéncia ndao tem intersec¢do com os eixos coordenados, entdao o centro dela
precisa distar mais que o seu préprio raio dos eixos coordenados. Isso significa que os mddulos
de suas coordenadas devem ser maiores que o raio. Vamos identificar essas coordenadas do
centro:

k
3x2+3y2—6x—12y+k=O=>x2+y2—2x—4y+§=0

k
=>(x—1)2+(y—2)2+§—5=0

:(x—1)2+(y—2)2=5—§

. . A : [ K
Assim, o centro dessa circunferéncia é (1,2) e o seu raiomede R = |5 — 3

k
=5— § >0=>|k<15
Como a menor coordenada do centro é 1, temos que o raio tem que ser menor que 1:
k k
5—§<1=>5—§<1$

Assim, vemos que a letra b) estda correta, pois hd apenas dois valores inteiros de k possiveis:
13 e 14.

Gabarito: “b”

54. (AFA/2016)
Analise as proporcoes abaixo e escreva V para a(s) verdadeira(s) e F para a(s) falsa(s).

I.( ) A distancia entre o vértice e o foco da parabola y? + 4x — 4 = 0 é igual a 1 unidade de

comprimento.
Il.( ) Numa hipérbole equilatera, as assintotas sao perpendiculares entre si.

I.( ) A equagdo 2x? + y2 —4x — 4y + 4 = 0 representa uma elipse que tem um dos focos no
ponto P(1,4)
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A sequéncia correta é
a) F-F-V
b) V-F-V
c) F-V-F
d) V-V-F
Comentarios
l. A pardbola dada tem equagao:
y2=4(x—1)
Sabendo que a equacdo geral para parabolas desse tipo, com vértice (x,,y,,) é:
v —y)? =2p(x — x,)
Onde g é a distancia do foco ao vértice. Portanto, vemos que o vértice é (1,0) e quep =
2= g = 1. Portanto, a distancia do vértice ao foco da parabola é, de fato, 1. Verdadeira!
Il. Uma hipérbole equildtera é da forma:
x—z—y—2= londea=0»b
a’? b?
As assintotas sao dadas por y = i%x. Como b = a = y = *x, que sdo as bissetrizes do
guadrante par e impar, que sao perpendiculares entre si. Portanto, afirmativa verdadeira.
. Ajeitando a equacgao:
22 =2x+ 1)+ (2 —4y+4)—2=0=>2(x—-1)*+(y—2)*=2
(y—-2)?
2
Portanto, nessa elipse a? = 2, b? = 1, o semieixo maior é na vertical, e os focos também:

aA?=b*+c?=22=1+c?>=[c=1]

Portanto, os focos sdo F; (1,2 — 1) = F,(1,1) e F,(1,2 + 1) = F,(1,3).

= x-1D%+ 1

Assim, essa alternativa é falsa.
A ordem correta é VVF.

Gabarito: “d”

55. (AFA/2015)
Considere no plano cartesiano um triangulo equilatero ABC em que:

- os vértices B, de abscissa positiva, e C, de abscissa negativa, estdo sobre o eixo ﬁ;
. . V3
- possui baricentro no ponto G (O, ?)

Considere também, nesse mesmo plano cartesiano, a circunferéncia A, inscrita e a circunferéncia

A, circunscrita ao triangulo ABC.
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Analise as proposi¢oes abaixo e escreva (V) para verdadeira e (F) para falsa.

( ) Areta r, suporte do lado AB, passa pelo ponto (—1,b), em que b é o dobro do oposto do

coeficiente angular de 1;

( ) O circulo delimitado por A, contém o ponto (—%, \/5);

( ) O ponto da bissetriz dos quadrantes impares de abscissa ? pertence a 4.

A sequéncia correta é

a) V-F-V

b) F-F-V

c) V-F-F

d) F-V-F
Comentarios

Sabe-se que, num triangulo retangulo, o baricentro é exatamente o incentro e o
circuncentro do tridngulo. Além disso, a projecdao do baricentro em qualquer lado do tridngulo
equilatero incide no ponto médio deste. Como o baricentro esta no eixo y, e o lado BC esta no
eixo x, entdo o eixo y é mediatriz do lado BC. Isso implica que os lados B e C sdo simétricos: B =

l (.1 o e . - _ (o W3 o
(E’ 0) eC = (— > 0). Além disso, implica também que o vértice A = (0, . ), pelo sen 60°.

A féormula da Geometria Analitica para o baricentro, em coordenadas cartesianas é:

W3 l l
L_A¥BHC (O’T>+(7'O)+(_7’O)=<O@>=< \/§>

G = vo
3 3 6 3
W3 3
SV =
6 3

Assim, sabemos agora o valor do lado do triangulo e os seus vértices. Assim, podemos
analisar a alternativa I:

l. A reta r que contém A(O, \/§) e B(1,0) é tal que o coeficiente angular é constante e
igual a:

Y=¥s _Ya=¥s _¥=0_V3-0
XxX—xp x4—xg x—1 0-1

> —y=V3x—-1)=|ry=—3x++3

O ponto (—1,b) é tal que b é o dobro do oposto do coeficiente angular de r. Como o
coeficiente angular de r é —v3 = b = 2+/3. Vejamos se r passa por (—1,2\/§):

243 = —V3(~=1) + V3 = 2¢/3 = FATO

Portanto, afirmativa verdadeira!

Sabemos que o raio de A; é a distancia de G (O,?) ao ponto médio de BC (origem):
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O raio de 4, é a distancia de G ao vértice A. Como estdo ambos no eixo y:

V3 2v3
=V3- =

. . 3
Assim, podemos calcular as equagdes de A, e 4,, ambas centradas em G (0, \/?_)

2

V3 1
. 42 o — _
Aix +< 3> 3

V3 4
Ao x? —— ) ==
2t X +< 3 3
Analisando a afirmativa Il:

1. O circulo delimitado por A, é todo (x, y) que satisfaz:
2

2 4+ V3 < *
* 3 3
Verificando para (—%,\E):
1 2\/§2<4 1+4<4ABSURD0
—_ R —_— @ —_— —_— —_—
4 3 3 4 3 3’

Portanto, alternativa falsa!
[l A bissetriz dos quadrantes impares: y = x. Se a abscissa é S oY= Assim,

(?g) €l & (?) + (?—\9 = %,FATO!

Portanto, afirmativa verdadeira!

Ordem correta: VFV

Gabarito: “a”

56. (AFA/2015)

Considerando a circunferéncia de equagdo A: x% + y% + 2x — 4y — 4 = 0, é correto afirmar que
a) A é concéntricacoma: (x — 1)?+ (y —2)2 =1

b) o ponto 0(0,0) é exteriora 4

c)aretar:x —y+ 3 = 0étangentea l

d) A é simétrica da circunferéncia : (x — 1)? + (y + 2)? = 9, em relagao ao ponto 0(0, 0).

Comentarios
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Ajeitando a equacao da circunferéncia:
2+2x+1D)+(B2—4y+4)—9=0=>(x+1)?*+(y—-2) =32

Portanto, temos uma circunferéncia de centro (—1,2) e raio 3.

Letra a) é falsa, pois o centro de a é (1,2).

Letra b) é falsa, pois a distancia da origem para o centro de A é menor que 3 (raio de A).

Letra c) é falsa também, poisx —y+3 =0 = x 4+ 1 = y — 2. Substituindo na equagdo da
circunferéncia, encontraremos dois pontos de intersec¢ao. Portanto, ndo pode ser uma reta
tangente.

Letra d) é verdadeira, pois 8 é uma circunferéncia de mesmo raio que 4, e possui o centro
(1,—2), que é simétrico ao centro de A (—1,2) em relagdo a origem.

Gabarito: “d”

57. (AFA/2014)

. a e o . 3 L . .
A circunferéncia 4 é tangente aretar:y = Jxe também é tangente ao eixo das abscissas no ponto

de abscissa 6.

Dentre as equacgdes abaixo, a que representa uma parabola que contém a origem do plano

cartesiano e o centrode 4 é

a)12(y—x)+x2=0

b)3y2 — 12y +2x =0

)2y —3x=0

d)12y —x2 =0
Comentarios

Fazendo um esquema grafico do que o enunciado fala:
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Veja que os tridngulos OTM e OMP sao iguais, pois sdo triangulos retangulos (em T e P) e
possui 0 mesmo cateto (raio do circulo) e uma mesma hipotenusa (OM). Sabemos, do coeficiente
angular da reta:

tg 2 > 2tga > 3 — 3tg? 8t 3tg?a + 8t 3=0
a=—>———=—=3 - a= a= a a—3=
g 4 1—tg?a 4 g g g g

Resolvendo essa equagao do 22 grau em tga, sabendo que apenas ficaremos com o

resultado positivo:

—8+,/64—4-3-(=3) 1
2-3 B

tga =

Assim:

R 1
tga = c = 3 >R=2
Portanto, a coordenada do centro é (6,2) e seu raio é 2.
Assim, como todas as alternativas contém a origem, queremos achar a que contém o
centro (6,2). Apenas b) satisfaz. Portanto, é a alternativa correta.

Gabarito: “b”

58. (AFA/2013)

Sobre a circunferéncia de menor raio possivel que circunscreve a elipse da equagdo x% +
9y? — 8x — 54y + 88 = 0 é correto afirmar que

a) tem raio igual a 1.
b) tangencia o eixo das abscissas.
c) é secante ao eixo das ordenadas.

d) intercepta a reta de equagdo 4x — y = 0.
Comentarios

Se a circunferéncia circunscreve a elipse, entdo o didmetro da circunferéncia deve ser igual
ao eixo maior da elipse, a fim de que a circunferéncia tangencie a elipse.

Vamos achar o eixo maior da elipse. Reescrevendo a equagao dada:
x?+9y? —8x—54y+88=0> (x?—8x+16)+9(y?—6y+9)—9=0
(96—4)2_|_(y—3)2 _
9 1

Portanto, vemos que o semieixo maior é tal que a’> =9 = q = 3. Portanto, o eixo maior
é 2a = 6. Queremos que seja igual ao diametro da circunferéncia:

6=2R=>R=3

> (x—-4)249(y—-3)2=9> 1

Portanto, o raio é igual a 3 e seu centro é o mesmo da elipse: (4,3). Assim, como o raio é
3 e a ordenada do centro é 3, entao podemos dizer que a circunferéncia tangencia o eixo das
abscissas, conforme a letra b), que é a correta.
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Gabarito: “b”

59. (AFA/2012)

No plano cartesiano, a circunferéncia A de equagdo x* + y> —6x + 10y + k = 0, com k € R,

determina no eixo das ordenadas uma corda de comprimento [ = 8.
Dessa forma, é correto afirmar que
a) A é a tangente ao eixo Ox
b) o raio de A é igualaVk
c)P(k,—1) €A
d) A ésecantearetax =k
Comentarios
Vamos escrever adequadamente a equacgao da circunferéncia para acharmos o seu centro:
x> +y?—6x+10y+k=0= (x> —6x+9)*+ (y*— 10y +25)+k—-34=0
> (x—3)2+(y—5?%=34—k

Portanto, o centro é (3,5). O eixo ordenado determina uma corda de 8 unidades de
comprimento, entdao a projecao do centro na corda atinge seu ponto médio, como mostrado na
figura abaixo:

-2 0 2 A 6 8

. n . L a 8
Assim, como o tridangulo DBA da figura é retangulo com catetos DB = 5= 4eAD =x, =
3, entdo, por Pitagoras:

AB? =R? =42 +32=25=[R=5

Assim, o raio da circunferéncia é 5 e, portanto, ela tangencia o eixo das abscissas, sendo a
letra a) a alternativa correta.

Como R? = 34 — k na equacio da circunferéncia, ent3o:
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34—k=25=>k=9

O que ja confirma que as letras b) e c) estao erradas. A letra d) estd errada pois a reta x =
9 nao intersecta a circunferéncia, até porque todos os seus pontos estao distantes em x do centro
de 6 unidades, valor maior que o raio.

Gabarito: “a”

60. (AFA/2010)

Considere as circunferéncias dadas pela equagdo x% + y? = % (b € R").

A circunferéncia que circunscreve um quadrado de area igual a 1250 é tal que b pertence ao
intervalo

Comentarios

Se uma circunferéncia circunscreve um quadrado, quer dizer que o quadrado esta inscrito
nela. Nessas condi¢des, sabemos que a diagonal do quadrado é o diametro da circunferéncia. A
area do quadrado é 1250, portanto, seu lado mede:

1250 =12=12=25-5-10= [ = 25V2
Portanto, a diagonal do quadrado é, pelo teorema de Pitdgoras, tal que:
d? =12+1?>=d? = 1250 + 1250 = 2500 = d = 50
Como a diagonal do quadrado é o didametro da circunferéncia:
50=2R=>R =25
Portanto, o raio é 25. Porém, na representacao da equacgao analitica da circunferéncia:

x2 + 2—i=>l—R=>l—25=>b—i
Y T Ty T T =25

. . . , , 1 1 1
Assim, dentre as alternativas, o intervalo que contém b é % < > < oL letra d).

Gabarito: “d”

61. (EFOMM/2021)

Uma circunferéncia tem seu centro sobre a reta parametrizada por:

_{x:B—t
" y=t—1

Se os pontos A(2,4) e B(—1,3) também pertencem a essa circunferéncia, assinale a alternativa

que corresponda ao centro dessa circunferéncia.
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) (53)
b) (1,1)
a2
d) (0,3)
e)(1,2)
Comentarios

Se A(2,4) e B(—1, 3) pertencem a circunferéncia e o centro 0(x,y) é o centro que esta

na reta
x=3—-t
o W
Temos que a distancia de A a O e a distancia de B a O sdo iguais ao raio da circunferéncia,
logo:
dao = dpo
(dAO)Z = (dBo)2
2-x)P+@-y)?=-1-x*+CB-y)
2-6-0)+0@-¢t-1D)=(-1-6-0)"+B-(-D)
t—1)?+G-0)2=(t—-4)>2+ 4 —-1)?
t? —2t+1+t*—10t + 25 = 2t? — 16t + 32
4t =6
3
2
Portanto, o centro é dado por:
33 31
06y =G-te-D=(3-35-1)=(37)
Gabarito: A

62. (EFOMM/2019)

A equacdo (x% /144) + (y*/ 225) = 1 representa uma
a) elipse com focos em (0,9) e (0,—9).

b) circunferéncia de raio igual 9.

c) parabola.

d) hipérbole.

e) elipse com centro em [12,15].

Comentarios

A equacgao:
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144 " 225
€ uma elipse centrada na origem, de semieixo maior a = V225 = 15, situado no eixo y, e

de semieixo menor b =144 = 12, situado no eixo x. Portanto, calculando a metade da
distancia focal:

a?=b*+c?*=2225=144+c*=>c*=81=>c=9

Portanto, como o eixo maior esta situado no eixo y, entao os focos também estdo. Suas
coordenadas s3o (0,¢) e (0, —c):

Fl = (O, _9) Fz = (0,9)
Assim, a alternativa correta é a letra a).

Gabarito: “a”

63. (EFOMM/2017)

Sejam as circunferéncias c;: x%2 + y> —16 = 0 e ¢,: (x — 2)%? + (y + 2)? = 4. Considere A e B os
pontos de interseccdo dessas circunferéncias. Determine a distancia ente A e B.

a) 2V7
b) V14
c) 214

d) V7
V7
6)7

Comentarios
Os pontos de interse¢do desejados devem satisfazer as duas equagdes das circunferéncias:
x2+y2—16=0 x2+y2—-16=0
{(x—2)2+(y+2)2 =4:>{x2—4x+y2+4y+4=0
Subtraindo ambas equagdes:
=24y —-4x+20=0=>y=x-5
A equacgdo acima é da reta que passa por AB. Substituindo em c;:
x>+ (x—-5?—-16=0=22x2-10x+9=0
_10+VI00—-4-2-9 547

= 2.2 2
: 5++v7 10 —-5++7
: — —_— = _—,— —
y=x 2 2 2

Portanto, os pontos sao A = ( , ,
2 2 2 2

5+7 —5+\/7) 0B = (5—_ﬁ —5—\/7)

A distancia entre eles é:
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= (555 (5)) +[F55-(577)) -

Gabarito: “b”

64. (EFOMM/2016)

Quanto a posicdo relativa, podemos classificar as circunferéncias (x — 2)2 + (y—3)2 =9 e x? +
y?—8x+15=0

a) secantes.

b) tangentes internas.

c) tangentes externas.

d) externas.

e) internas.
Comentarios

Analisando (x — 2)%? + (y — 3)? = 9, vemos que se trata de uma circunferéncia de centro
C,(2,3) e raio 3. Vamos agora analisar melhor a segunda equac3o:
x2+y2—8x+15=0=> (x2—-8x+16)+y*—-1=0=>(x—4)?+y2=1

Portanto a segunda circunferéncia possui centro C,(4,0) e raio 1. Se calcularmos a
distancia entre os centros dessas circunferéncias:

d(C;,C,) =/(4—2)2+(0-3)2=/4+9 =113
Porém a soma dos raios é 1 + 3 = 4, que é maior que a distancia entre os centros (4 =

V16 > +/13). Isso significa que elas ndo podem ser tangentes (caso em que a distancia entre os
centros seria igual a soma dos raios), nem tampouco externas (caso em que a soma dos raios seria
menor que a distancia entre os centros). As circunferéncias sao, portanto, secantes.

Gabarito: “a”

65. (EFOMM/2015)

Seja C uma circunferéncia de raio 2 centrada na origem do plano xy. Um ponto P do 12 quadrante
fixado sobre C determina um segmento OP, onde O é a origem, que forma um angulo de /4
radianos com o eixo das abscissas. Pode-se afirmar que a reta tangente ao grafico de C passando
por P é dada por

a)x+y—2=0.
b)vZ+y—1=0.
)—V2+y—-2=0
dx+y—-2V2=0
e)x—y—2J2=0
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Comentarios

A reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio. Como P estd sobre a
circunferéncia, entao OP é raio. Portanto, a reta que queremos achar é perpendicular a reta OP

. N . . , T o~
e passa por P. Como OP passa pela origem e o angulo entre OP e o eixo das abscissas é » entao:

s
0P:y=tg(Z)-x=>y=x
O ponto P é tal que:

T Xp ﬁ_xp B o
cos4—0P: 7 =3 S>xp=V22yp=xp =2

Logo: P(\/f, \/f) Como queremos uma reta p:y = ax + b perpendicular a OP, entdo o
produto dos coeficientes angulares deve ser -1:

a-l=—-1=2a=-1=>p:y=—x+b
Como passa porP(\/Z\/f):
V2=—24+b=>b=22

S>py=—x+2V22px+y—2/2=0

Gabarito: “d”

66. (EFOMM/2013)

Um muro sera construido para isolar a area de uma escola que esta situada a 2 km de distancia da
estacdo de metro. Esse muro sera erguido ao longo de todos os pontos P, tais que a razdo entre a
distancia de P a esta¢do do metrd e a distancia de P a escola é constante e igual a V2. Em razdo
disso, dois postes, com uma camera cada, serao fixados nos pontos do muro que estao sobre a reta
gue passa pela escola e é perpendicular a reta que passa pelo metr6 e pela escola. Entao, a distancia

entre os postes, em km, sera:
a) 2.
b) 2/2.
c) 2v/3.
d) 4.
e) 21/5.
Comentarios

O lugar geométrico no qual é sera construido o muro é uma circunferéncia, chamada
circunferéncia de Apolonio, caracterizada por fixar a razao entre as distancias a dois certos
pontos.
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Sendo a escola localizada em E = (0,0), o metré em M = (2,0), onde as coordenadas sdo
dadas em quildmetros, o lugar geométrico dos pontos P é:

\/§-|ﬁ|=|W|<=>2~(x2+y2)=(x—2)2+y2(=>x2+y2+4x+4=8
o (+2)?+y2=(2v2)

Como o raio da circunferéncia de Apoldnio é V2 vezes maior que a distancia entre a escola
e 0 metrd, conclui-se que os postes, o metrd e o centro da circunferéncia formam um quadrado,
como na figura acima. Desta forma, segue que a distancia entre os postes é o dobro da distancia
entre a escola e o metrd, isto €, dposres = 2 dgy = 2 - 2km = 4km.

Gabarito: “d”

67. (EFOMM/2013)

Um ponto P = (x,y), no primeiro quadrante do plano xy, situa-se no graficode y = x%.Se @ é o
angulo de inclinagdo da reta que passa por P e pela origem, entao o valor da expressdo 1 + y (onde
y é a ordenada de P) é:

a) coso.
b) cos? 6.
c) sec? 6.
d) tg?e.
e) sen®.

Comentarios
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A reta é que passa por P e pela origem é dada por y = tg0 - x, por definicao de equagao
da reta pela sua inclinagdo. Como P esta sobre a parabola y = x?, ent3o suas coordenadas s3o
P(x,x?%). Além disso, como satisfaz a equacdo da reta e a parabola simultaneamente:

y=tgh -x=>x*=tgh -x=>x=tgh

Assim, a ordenada do ponto P é y = x? = tg?6. A questdo pede o valor de 1 + y:

1+y=|1+tg%0 =sec?d

Gabarito: “c”

68. (EFOMM/2006)
O valor de b para que areta’y = x + b ndo intercepte os ramos da hipérbole x? — y? =1 é
a) -1
b) 0
1
d) 2
e) V2
Comentarios
Perceba que a reta dada é paralela a assintota a hipérbole x? — y2 = 1 (y = x). Lembre-
x2 2 b

se que uma hipérbole de equacgao prie % = 1 possui assintotas da forma y = izx.

Porém, a reta assintota, por defini¢ao, ja ndo toca os ramos da hipérbole, de modo que,
se for transladada verticalmente (somar b na sua equacao), passard a tocar. Assim, queremos que
a reta continue sendo a prépria assintota, isto &, que:

y=x=>b=0
Gabarito: “b”

69. (EFOMM/2006)

O centro da circunferéncia de equagdo cartesiana x? + y2 +16x —4y +12 = 0 é o ponto de
coordenadas:

a) (—8,2)
b) (—16,4)
c) (8,-2)
d) (4,-1)
e) (16,—4)

Comentarios
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Sabendo que uma circunferéncia de centro (x,,y,) e raio R, possui equac¢io geral dada
por:

(x = x0)* + (y — yo)? = R?
Ajeitando a equacao da circunferéncia para identificar os centros:
x2+y?+16x—4y+12=0> (x> +16x+ 64) + (y2 — 4y +4) =56
>(x+8)2+(y—2)2=56
Portanto, é uma circunferéncia de centro em (—8,2).

Gabarito: “a”

70. (EN/2021)

Seja uma elipse centrada na origem de focos A(0; —4) e B. Considere C(4;4) e P pontos sobre a
elipse. Dado o ponto D(3; 2), considere m a distancia de D a P e n a distancia de P a um dos focos.

O menor valor possivel de m + n é:
a2 2+ )

b) 2+ )

9z (2-)

d)2-(2++5)

e) (2 ++/5)

Comentarios

Se um dos focos é o ponto A(0; —4) e a elipse estd centrada na origem, ent3o o outro foco
é o ponto B(0; 4). Fazendo um esboco da situacdo, temos:
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Sabemos que a elipse possui eixo maior na vertical e o seu centro esta na origem, logo sua
equacao é dada por:

2 2

X y
2t
Como C (4, 4) pertence a elipse, temos:
42 42
— + — =1(eq.I)

b2
Dos focos, temos ¢ = 4. Da relagao fundamental da elipse:
2=p>+c*=b*+16>b*>=0a*-16
Assim, temos na equacao I:
16 16
@Z—16 "
16a? + 16(a® — 16) = a?(a? — 16)
16a* + 16a* — 256 = a* — 16a*
a* —48a? + 256 =0
Encontrando as raizes em funcdo da a?:
2=244+320 =24+8V5

Como a? > 0 e b? > 0, temos:

— =1

2 =24+8V5

*Caso tomassemos o valor a? = 24 — 8+/5, isso acarretaria em b% < 0.
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a= /4(6+2\/§)=2\/6+\/§=2\/(1+\/§)2=2(1+\/§)

Note que n, e n, sao as distancias do ponto P até os focos A e B. Para termos o menor
valor de m + n, devemos usar o foco B. Assim, temos:

Prof. VictorSo

n, +n, =2a=n, =2a—n,; (eq.1l)
Veja que nos pontos A, P e D, temos:

AP < AD + PD
n, <J(0 =32+ (-4-2)2+m

Usando a equacao |l
2a—n1S\/4_5+m
=>m+n122a—3\/§
Usando a = 2(1 ++/5):
:>m+n124+4\/_—3\/§
=>m+n124+\/§

Portanto, o menor valor da soma ocorre quando:

m+n=4++5
Gabarito: A

71. (Escola Naval/2018)

2 2
Sejam a elipse de equacgao ’1‘—6 + Z—S =1 e o ponto P(8,0). Duas retas r e s, que passam por P,

tangenciam a elipse nos pontos A e B, respectivamente. Sendo assim, a area do triangulo ABP é
igual a:

a) 40

b) 153
80V3
c)—
3
35v15
4

d)

e) 21v/3
Comentarios
Seja a reta tangente passando por P(8,0) t:y = a(x — 8). Perceba que tem essa forma

pois quando x = 8 a funcdo deve ser nula. Assim, aplicando na equac¢ao da hipérbole, sé deve
haver uma solucao em x, isto é, o A deve ser nulo:

x?  y? x?  [a(x — 8)]?
E+§_5:1:>E %:1:>25x2+16a2x2—162a2x+16-64a2—400=0

A=0>16%*—4-(25+ 16a?)(16 - 64a* —400) =0
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= 4-16%a* — (25 + 16a?)(64a® — 25) = 0 = —25-64a* + 25-25+ 25 -16a* =0

5 5V3
= 48a’ =25=>a=+ =4
43 12
Assim, como A = 0, a solu¢ao em x é:
400 400
b 162a? 3 3 3 ,
T 24 2025+ 16a?) 2(25+ ) =200 -
3 3
Assim, a ordenada desses pontos sao:
5v3 6 5v3
y1=—(2—8) ——-5V3=—-—
y=alx—8) = 12 12 2
5v3 5V3
Y2 = __( -8)=— 5\/§ = T
Portanto, queremos a drea do triangulo cujos vértices sao (2, 5;/_) (2 ——) (8,0).

Como dois dos pontos sdo simétricos em relagdo ao eixo x e o terceiro ponto estd no eixo x (8,0),

. . . , A . 5V3
fica facil calcular a drea desse triangulo usando como base o segmento que vai de (2,7) a

5 . n . .
(2, - T\E), medindo 5v/3 e como altura do tridngulo o segmento que vai do ponto x = 2 até x =

8, medindo 6. Portanto:

) 5vV3-6

Area =

= 15V3

Gabarito: “b”

72. (Escola Naval/2018)

Seja a familia de fungdes reais f, definidas por f(x) = 2x% + bx + 3, sendo b € R e, seja a fungdo

real g, definida pelo lugar geométrico dos pontos extremos das fungdes f. Sendo assim, o valor de
g(7) é:
a) 101
b) —101
c) 95
d) —95
e) —
Comentarios

As fungdes f sdao fungbes polinomiais do segundo grau, para as quais existe férmula para
o ponto extremo (de vértice):
b A

Xy = =5V = _E'A =b? — 4ac

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 153



ﬁ Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Logo,coma = 2,b = b,c = 3, temos:

b b? -2
x,(b) = _Z'y”(b) = —%

Colocando y em fungdo de x:
2

16 (/b\*> 24 b
Yo = ‘?((z) _E> =-2:(-3) +3=-2+3
Logo g(x) = —2x? + 3.
Portanto, g(7) = —2-7? + 3 = —95.
Gabarito: “d”

73. (Escola Naval/2018)

O lugar geométrico dos pontos P do plano de mesma poténcia em relagao a duas circunferéncias
ndo concéntricas é chamado eixo radical. Seja C; a circunferéncia de equagdo x> + y* = 64 e C, a
circunferéncia de equagdo (x + 24)% + y?> = 16. Sejam a e b as distancias do eixo radical a cada

uma das circunferéncias, assinale a op¢ao que apresenta o valor de |a — b|.
3
a) E
5
b) 5
c)2
d1
1
E) E
Comentarios

Um ponto P tem mesma poténcia com relagdo a duas circunferéncias quando a distancia
entre ele e os pontos de tangéncia nas circunferéncias sao iguais. Podemos escrever o quadrado
dessas circunferéncias em funcao da distancia entre P e os centros e os respectivos raios das
circunferéncias.

Se chamarmos de T; o ponto de tangéncia em C; da reta PT; e T, o ponto de tangéncia
em C, dareta PT,. Queremos que PT; = PT,. Mas veja a seguinte imagem genérica da situagao:

T

Como o tridngulo CTP é retangulo: PT? = PC? — CT? = PC? — R?, onde R é o raio do
circulo. Portanto, aplicando no nosso caso em particular:
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PTZ = PC? — R? e PTZ = PC2 — R2

= PT2? = PT? =|PC2 — R? = PC? — R2

Portanto, vamos achar os pontos P(x,y) que satisfazem a relagdo enquadrada acima.
Primeiramente vamos achar quem sao os centros e os raios das circunferéncias por meio de suas
equacgoes:

Ci:x%+y2=64=C(00)eR, =64 =8
Cp: (x +24)2 4+ y2 =16 = (,(—24,0)e R, =V16 = 4
Agora, escrevendo a distancia de P(x,y) a C;(0,0) e C,(—24,0):
PCZ=(x—0)2+ (y—0)% = x2 + y2
PC? = (x+24)* + y?
Assim, substituindo tudo na equa¢ao emoldurada:

PC?—R} =PC}—R3=>x*+y* —64=(x+24)* +y*> — 16

624
=>—64=48x+242—16=>x=—E=—13
Assim, o eixo radical é a reta vertical x = —13. Assim, a distancia dos centros até essa reta

€ nada mais que o médulo da subtracdo de suas abcissas:
a=|-13-(-24)|=24-13 =11
b=|0-13| =13
la —b| =111 —-13| =2

Gabarito: “c”

74. (Escola Naval/2017)

yZ

2 —_—
Seja P(x,y) um ponto da elipse Z_Z t2= 1, de focos F; e F, e excentricidade e. Calcule PF - PF,

e assinale a opgao correta.

a) ex? + a(1+ 2e?)

b) e’x —a?(1+e)

c) e’x? + a’(1 - 2e)

d) e’x — a(1 +e?)

e) e?x? + a*(1 — 2e?)
Comentarios

As coordenadas dos focos sdo F; = (¢, 0) e F,(—c, 0) para uma elipse centrada na origem
tal como dada no enunciado, onde a? = b? + c*ee = ¢/a.

PF = (F,—P)=(c,0) — (x,y) = (c — x,—y)
PF, = (F,—P) = (=¢,0) — (x,y) = (—c —x,—Y)
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:>P—Fl)-P—FZ): (c—x)(—c—x)+ (—y)(—y) =x* —c? +y?
Mas como e = 2 = ¢ = ea. Como a? = b? + ¢? = b? + a%e? = b? = a?(1 — e?). Além
disso, da equacao da elipse, temos que:
X2y b2
5= 1= y*=b? —ﬁxz =a%*(1—-e?*) —(1—e?*)x?

PF, - PF, = x* — a?e? + y2 = x* — a?e? + (a? — a?e?) — (1 — e?)x?

= P—Fl)P—FZ)= e?x? + a*(1 — 2e?)

Gabarito: “e”

75. (Escola Naval/2016)
3vV2+2x

A area da regido limitada pelos graficos das fungbes y = V9 — x2,y = |x|ey = é igual a:

a)¥(3n —2)

b); (m — 2)
c)%(n—Z\/Z)
d)2 (3m - 2)

e)> (3m — 242)
Comentarios

Temos o seguinte esboco para as fungdes acima:

o)

Repare que as trés fungdes se encontram no ponto A = ( i

A drea da regidao ABC é a drea do setor circular de 90° AOB menos a darea do triangulo
retangulo AOC:
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Sapc = Saop — Saoc =T |07|2 ‘ﬂoo__' |0A| -|oC|
360 2
Vamos calcular o ponto C:
y=-X N
2 V2 V2
3v2 + 2x =>—4x=3«/§+2x=>x=——=>c=(——,—>.
y = — 2 2 2
— V2 V2 V2
Logo, [0C| = |(-3.5)| = 5vZ =1
Portanto:
5 9 3
SABC_T[ 3 _____ 3 12177,-_5—1(37-[—2)

Gabarito: “d”

76. (Escola Naval/2015)

Asretasr:2x—y+1=0;r,:x+y+3=0er;:ax+y—5 =0 concorrrem em um mesmo

ponto P para determinado valor de a € R. Sendo assim, pode-se afirmar que o valor da expressao
amr) _ 3 [(B-@m| _5V3, o (_am) g
cos () e [(2,27] 55 g ()
V2
a)3(1+%)
3v2

b)2 ——=

c)2 +@
8

d)3 + 2
4

V2
e)3(1-7)
Comentarios

Vamos calcular a intersegdo das retas r; e 1, ja que a questao quer que analisemos a
concorréncia das trés retas em um Unico ponto. Vamos assim descobrir que ponto é esse:

{x+y+3:0 :>3x+4_0:>x—_§:>Y——3—x——3+§:> =-3

. . 4 s .
Portanto, o ponto de intersecdo é P (_5'_§)' Queremos que esse ponto satisfaca a

equagado de 73, a fim de que ele também concorra nesse ponto:

4 5
a:x+y—5=0=>a-(—§)+(—§)—5=0=>—4a—5—15=0=>—4a=20

> a=-5
Portanto, agora, queremos saber o valor da expressao:

cos (ag_rt) — 3sen?® [(_3 ; a)n] — Sf tg (— a6_7r)
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Por partes:
an —5m 1
oS (?) = cos (T) = cos(—300°) = cos 60° = 3
3
(-3—-a)r (-3+5)m vis V2 3v2
3|—— 7 = 3 —— -~ = 31— = —_— = —
3sen [ 3 3sen 3 3sen [4] 3 > 2
5v3, ( an)_sx/?t <5n>_sv§ V3) 5

Portanto, a expressdo é:

{2 (90218

Gabarito: “e”

77. (Escola Naval/2014)

Quantas unidades de area possui a regido plana limitada pela curva de equagdox =1 — /1 — y2? e
pelasretas2y +x—-3=0,2y—x+3 =0ex=27?

1
a)1T+E

3
b)Tl’+E

c)§+1

Comentarios

Abaixo, ha um esboco das curvas definidas no enunciado.

x=1-yJ1-y*=2x-1D*=1-y’=>x-1D*+y*=1°
= a primeira curva esta contida numa circunferéncia de raio 1 (na verdade, é uma

semicircunferéncia.

A area da regido encapsulada pelas curvas é a area do semicirculo de extremidades A e B
somada com a area do trapézio ABCD. Portanto:
m-04*> (AB+CD)-h m-1> (2+1)-1 =m+3
2 2 - T T
Logo, o gabarito é a alternativa “e”.

S =S85 + Sapcp =
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G
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Gabarito: “e”.

78. (Escola Naval/2014)
Sejam y = m,x + b; e y = m,x + b, as equagdes das retas tangentes a elipse x> + 4y% — 16y +
12 = 0 que passam pelo ponto P(0,0). O valor de (m? + m3) é
a)l
b) >
c)%
d) 2
e);
Comentarios
Se as retas tangentes passam pela origem, entdo sdo da forma:
y = mx
Assim, na equacao da elipse:
x*+4y? —16y+12=0=>x*+4m?x* —16mx+12=0

O A dessa equacdo em funcao de x deve ser nulo, para que ndao haja mais que um ponto
de intersecdo entre a reta e a curva (isto é, pra que seja tangente):

A=16°m?*—-4(1+4m?)-12=0
48 3

=>64m? —48=0=>m? = —=-—
m m =611
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Como queremos:

Gabarito: “c”

79. (Escola Naval/2014)
A equagao da circunferéncia tangente asretasy = x e y = —x nos pontos (3,3)e (—3,3) é
a)x>+y*—12x+18=0
b)x* +y*—12y +18 =10
)x?+y>2—6x+9=0
d)x*+y2—6y+9=0
e)x’*+y*—16x+20=0
Comentarios

Se essas retas tangenciam a circunferéncia nos pontos dados, entdo as retas
perpendiculares a elas passando pelos mesmos pontos de tangéncia se cruzardo no centro.

Vamos calcular areta p: y = ax + b perpendicular a y = x que passa por (3,3). O produto
dos coeficientes angulares deve ser -1:

a-l=—-1=2a=-1=>y=-x+b

B3)ep=>3=-3+b=>b=6=>p:ly=—x+6

Vamos calcular a reta m:y = cx + d perpendicular a y = —x que passa por (-3,3). O
produto dos coeficientes angulares deve ser -1:

c-—1=-1=2c=1=>y=x+d

(—3,3)€m=>3=—3+d=>d=6=>

y=—-x+6

=>pnm:{y=x+6

>y=6=>x=0

Portanto, o centro da circunferéncia é (0,6), e o raio é igual a distancia entre (3,3) e (0,6):
R=yJ(3-0)2+3B-6)2=+V18=3V2

Agora, ja sabendo as coordenadas do centro (x,,y,) = (0,6) e a medida do raio R = 3v/2,
a equacao da circunferéncia é:

(= x)? + 0 = 30 = B?
>x*+(y—6)2=18
=>x?+y?—-12y+36=18

>|x2+y?—12y+18=0

Gabarito: “b”

80. (Escola-naval/2013)
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A figura abaixo mostra um ponto P # 0, O origem, sobre a parabola’y = x? e o ponto Q, intersecio
da mediatriz do segmento OP com o eixo y. A medida que P tende a origem ao longo da parabola,

o ponto Q se aproxima do ponto:

Ay g

o
> ¥

a) (0,0)
(0.2
a(o2)
00
a(02)
Comentarios

O ponto P pode ser parametrizado por: P = (¢, t?)

O ponto Q é caracterizado por ter coordenada x, = 0 e estar sobre a mediatriz do
segmento OP, ou seja, ter a mesma distancia aos pontos O e P. Portanto, sendo Q = (0, q),
temos:

0G| = 0P| = [0G]" = 0P| = (= 0)2 + (0—0)2 = (t — 0)? + (t2 — )% =

2 _ g2 4 gt _ g2 X t2+t* 14t? 01+t2
= = — = = = = = .
q + q+q q 212 > Q '

. . , 1
Quando P tende a origem, t tende a zero,isto ¢, P> 0 & t-> 0 Q - (O’E)'

Gabarito: “e”

81. (Escola Naval/2013)

Quantas unidades de area possui a regido plana limitada pela curva de equagdo y = —V3 — x2 — 2x
earetay=x-1?
T 1
Ay
T 1
b %
c)3m+2
1

%2

e)m—2
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Para a primeira curva: y?=3—-x?-2x=y?+(x?+2x+1) =4 (x+1)* +
y? = 22 = estd contida numa circunferéncia centrada em (—1,0) de raio 2 (na verdade é a
semicircunferéncia inferior). Esbocando num grafico:

A drea pedida é a area de um segmento circular de 90° de abertura e raio 2. Logo, é a area
. 1 . A n n .
do setor circular de " de circunferéncia menos a do triangulo retangulo isésceles de cateto 2:

1 1
=—-m1(2)?—=-2-2=m—2
S 2 m(2) > T

Gabarito: “e”

82. (Escola Naval/2013)

Quantas unidades de drea possui a regidao plana limitada pela curva de equagdo y =
—J/—(x2+6x+8)epelaretay =x+2?

S
;-]
c)§+1s
97}
e)mwr—2

Comentarios
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Para a primeira curva: y2 = —(x? + 6x + 8) & (x + 3)? + y? = 1?2 = a primeira curva é

um semicirculo inferior de raio 1 centrado em (—3,0). Fazendo um esboco:

Logo a area pedida é a area do segmento circular de raio 1 e abertura 90°:

1 1
__ 2_-.1.1=
S = 47T(1) > 1-1

Gabarito: “d”

s
4

N =

83. (Escola Naval/2013)

2_
A reta no R? de equagdo 2y — 3x = 0 intercepta o grafico da fungdo f(x) = |x| le nos pontos P

e Q. Qual a distancia entre P e Q?
a) 2+/15
b) 2v13
c) 2v/7
d) V7

V5
e) —

2

Comentarios
Suponhax > 0:

x> -1

= f(x) = ||

. ~ 3
A intersecdo ocorre quando y = X
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3
§x=x2—1=>2x2—3x—2=0=>A=9—4-2(—2)=25
3+5 5
= = —=
YT

Veja que so consideramos x positivo como solugdo. Assim, esse primeiro ponto de intersecao é:

3
x=2=>y=§x=3=>P=(2,3)

Agora, suponha x < 0:

x? -1
fx) = |x| " =—(x?-1)=1-—x?
A intersecdo com a reta ocorre quando:
3 3
y=zx=>5x=1—x2=>2x2+3x—2=0=>A=9—4-2-(—2)=25
*T
3x 3
= = — = —
=7

Assim, Q = (—2,—3). A distancia pedida é:
PQ =/ (2-(-2))2+ (3B - (=3))2 =V52 = 2/13

Gabarito: “b”

84. (Escola Naval/2013)
A equagdo 4x* — y* — 32x + 8y + 52 = 0, no plano xy, representa
a) duas retas
b) uma circunferéncia
¢) uma elipse
d) uma hipérbole
e) uma parabola
Comentarios

Reescrevendo a equagdo, buscando agrupar os trindbmios de quadrados perfeitos,
somando e subtraindo algumas constantes numéricas para completar os quadrados:

4(x> —8x+16)— (y>—8y +16) — 48 +52 =0
=2>4(x-4)P-(y—-4)*=—4
S (y—4)?2—4(x—4)? =4

(y — 4)?
4

= —-(x—-4)?*=1
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Essa é uma equagao de uma hipérbole de centro em (4,4) e eixo vertical.

Gabarito: “d”

85. (Escola Naval/2012)

Considere a sequéncia (a, b, 2) uma progressao aritmética e a sequéncia (b, a, 2) uma progressao
geométrica nao constante, a, b € R. A equacao da reta que passa pelo ponto (a, b) e pelo vértice

dacurvay? —2y+x+3 =06
a)6y—x—4=0
b)2x —4y—-1=0
c)2x—4y+1=0
dx+2y=0
e)x—2y=0

Comentarios

Se (a,b,2) é uma PA, entdo: 2b =a+ 2, poisbh=a+re2 =a+ 2r, onder é a razdo
da progressdo aritmética. Além disso, se (b, a,2) é uma PG, entdo a? = 2b. Portanto, temos:

2b=a+2 2
>a‘—a—2=0>a=2oua=-1
{ a’>=2b
Se a = 2, teremos uma PA e uma PG constantes. Nao é desejado. Portanto, a = —1 =

p==1
2

Portanto, a reta pedida passa pelo ponto (a,b) = (—1,%). Ela também passa pelo vértice
da seguinte curva:
y2—=2y+x+3=0=>—-(y—-1)?2?=(x+2)

Essa curva é uma pardbola de vértice em (—2,1) como pode-se observar na equagdo acima.

Assim, queremos a reta que passa pelos pontos (—1,%) e (—2,1):

ry=cx+d
( 11)6 1— +d
—1 — = — = —
'2) =" 72 ¢

(-21)€er=>1=-2c+d
Subtraindo as equag¢des acima:

L - fod=itc=0
;= ¢>c=-s2d=s+c=

oriy= -2 [FH=0

Gabarito: “d”
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7. QUESTOES NIVEL 3

86. (ITA/2021)

Determine todos os pontos (x,y) que pertencem a circunferéncia de centro (5,0) e raio 5, que

satisfazem a equacao:

J3x—y—4=/x2-7x—-5y—4

87. (ITA/2020)
Seja A a circunferéncia que passa pelos pontos P = (1,1),Q = (13,1) e R = (7,9). Determine:
a) A equagdo de A.

b) Os vértices do quadrado ABCD circunscrito a 4, sabendo que R é o ponto médio de AB.

88. (ITA/2020)

Sejam a e b dois nimeros reais. Sabendo que o conjunto dos niimeros reais k para os quais a reta
y = kx intersecta a pardbolay = x* + ax + b é igual a (—o0, 2] U [6, +), determine os niimeros
aeb.

89. (ITA/2019)

Seja ¥ a circunferéncia de equagdo x2 + y% = 4. Se r e s sdo duas retas que se interceptam no

ponto P = (1, 3) e sdo tangentes a y, entdo o cosseno do angulo entre r e s é igual a
1
a) E
7
b) 2
7
1
C) E
2
d) 2
2

26
e) -

90. (ITA/2019)

Seja F o foco da parabola de equagdo (y — 5)% = 4(x — 7), e sejam A e B os focos da elipse da
(x-9* | -2)*
T

que a area do triangulo ABP seja numericamente igual ao dobro da distanciade P a F.

equacao = 1. Determine o lugar geométrico formado pelos pontos P do plano tais

91. (ITA/2018)
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Considere a definicdo: duas circunferéncias sdao ortogonais quando se interceptam em dois pontos
distintos e nesses pontos suas tangentes sdo perpendiculares. Com relagdo as circunferéncias
Ci:x*+ (y+4)2=7,C,:x* +y* =9 e C3:(x — 5)% + y* = 16, podemos afirmar que

a) somente C, e C, sao ortogonais.

b) somente C; e C3 sdo ortogonais.

c) C, é ortogonala C; ea Cs.

d) C4, C, e C3 sdao ortogonais duas a duas.

e) ndo ha ortogonalidade entre as circunferéncias.

92. (ITA/2018)

No plano cartesiano sdo dadas as circunferéncias Ci: x> +y%2 =1 e Cy: (x — 4)% + y* = 4.
Determine o centro e o raio de uma circunferéncia C tangente simultaneamente a C, e C,, passando
pelo ponto 4 = (3,/3).

93. (ITA/2017)

Sejam §; = {(x,y) e R:y > ||x| - 1|} e S, ={(x,y) e R%:x* + (y + 1)*> < 25}. A 4rea da
regi5051 ﬂSZé

a)i—sn—z
b) 2w —1
C)24—51T

d2m-1
e)74—57r—2

94. (ITA/2016)

Considere as circunferéncias A;:x* +y?> —8x+4y=20 e A;:x*+y*-2x—-8y=8. 0O

triangulo ABC satisfaz as seguintes propriedades:

a) o lado AB coincide com a corda comum a 4, e 4,;

b) o vértice B pertence ao primeiro quadrante;

c) o vértice C pertence a A, e a reta que contém AC é tangente a 4,.

Determine as coordenadas do vértice C.
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95. (ITA/2016)

Se P e Q sdo pontos que pertencem a circunferéncia x> + y> = 4 e areta y = 2(1 — x), entdo o

valor do cosseno do angulo POQ é igual a

a) -2
b) -2
)<
d) -2
e)—

96. (ITA/2016)

Sejam S um subconjunto de R? e P = (a, b) um ponto de RZ. Define-se distanciade Pa S, d(P,S),
como a menor das distancias d(P,Q),com Q € S: d(P,S) = min{d(P,Q): Q € S}.

Sejam S; = {(x,y) ER% :x=0ey>2}eS, = {(x,y) € R%:y = 0}.
a) Determine d(P,S;) quando P = (1,4) e d(Q,S{) quando Q@ = (—3,0).

b) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de S; e de §,.

97. (ITA/2015)

Considere uma circunferéncia C, no primeiro quadrante, tangente ao eixo Oxearetar:x —y = 0.
Sabendo-se que a poténcia do ponto O = (0,0) em relagao a essa circunferéncia é igual a 4, entdo
o centro e o raio de C sao, respectivamente, iguais a

a)(2,2v2-2)e2v2 -2
(22 2)e

o(2v2-1)ev2-1
d)(2,2-+v2)e2-+20

e)(2,4V2 -4)e4V2 -4

2 2

98. (ITA/2015)
Considere as afirmacgOes a seguir:

I. O lugar geométrico do ponto médio de um segmento AB, com comprimento [ fixado, cujos

extremos se deslocam livremente sobre os eixos coordenados é uma circunferéncia.
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Il. O lugar geométrico dos pontos (x, y) tais que 6x> + x2y — xy? — 4x* — 2xy = 0 é um conjunto

finito no plano cartesianoR?.

lll. Os pontos (2,3),(4,—1) e (3,1) pertencem a uma circunferéncia.

Destas, é (sao) verdadeira(s)
a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenas lll.

d)lell.

e)lelll

99. (ITA/2014)

A equacdo do circulo localizado no 12 quadrante que tem drea igual a 4 (unidades de area) e é

tangente, simultaneamente, asretasr: 2x — 2y +5=0es:x+y—4=0¢

(-2 (-2 -

100. (ITA/2013)

Determine a drea da figura plana situada no primeiro quadrante e delimitada pelas curvas

(y—x—Z)(y+§—2)=0ex2—2x+y2—8=0

101.(ITA/2013)

Sobre a parabola definida pela equagdo x* + 2xy + y%> — 2x + 4y + 1 = 0 pode-se afirmar que
a) ela ndo admite reta tangente paralela ao eixo Ox.

b) ela admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox.

c) ela admite duas retas tangentes paralelas ao eixo Ox.

d) a abscissa do vértice da parabola é x = —1.
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e) a abscissa do vértice da parabola é x = —

102.(ITA/2011)

. . . . m 2, ~
Sejam m e n inteiros tais que — = —3€aequagdo 36x% + 36y + mx + ny — 23 = 0 representa
uma circunferéncia de raio r = 1 cm e centro C localizado no segundo quadrante. Se A e B sdo os
pontos onde a circunferéncia cruza o eixo 0y, a area do triangulo ABC, em cm?, é igual a

8V2
a)=5-
42
b) =~
2\2
5
2V2
d) =5~

V2
E)?

103. (ITA/2010)

Um triangulo equilatero tem os vértices nos pontos A, B e C do plano xOy,sendoB = (2,1)e C =
(5,5). Das seguintes afirmacdes:

I. A se encontra sobrearetay = — %x + %

Il. A esta naintersec¢dodaretay = — %x + %5 com a circunferéncia (x — 2)? + (y — 1) = 25,
2

1. A pertence as circunferéncias (x — 5)2 + (y —5)2 =25e (x — %) +(y—3)% = 775,

é (sdo) verdadeira(s) apenas

a)l.

b) Il.

c) .
d)lell.
e)llelll.

104. (ITA/2010)

Considere as circunferéncias C;: (x —4)2 + (y—3)2=4eCy: (x —10)2 + (y —11)2 = 9. Sejar
uma reta tangente interna a C; e C,, isto é, r tangéncia C; e C, e intercepta o segmento de reta
0,0, definido pelos centros 0, de C; e 0, de C,. Os pontos de tangéncia definem um segmento

sobre 1 que mede
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a)5v3

b) 44/5

c) 3V/6
25

d) 5

e)9

105. (ITA/2010)

Determine uma equagao da circunferéncia inscrita no triangulo cujos vértices sao A = (1,1), B =
(1,7)e C = (5,4) no plano x0y.

106. (ITA/2008)

Dada a cénica 4: x> — y? = 1, qual das retas abaixo é perpendicular 3 4 no ponto P = (2,/3)?

a)y=+3x-1
b)y=?x
c)y=§x+1
d)yz—ﬁx—7

5

e)y=—§x—4

107.(ITA/2008)

Considere a parabola de equagdo y = ax? + bx + ¢, que passa pelos pontos (2,5),(—1,2) e tal
que a, b, c formam, nesta ordem, uma progressao aritmética. Determine a distancia do vértice da

parabola a reta tangente a parabola no ponto (2,5).

108.(ITA/2007)

Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferéncias C; e C,, que se tangenciam exteriormente
em P: (5,10). 0O ponto Q: (10,12) é o centrode C,. Determine o raio da circunferéncia C,, sabendo

que ela tangencia a reta definida pela equagdao x = y.

109.(ITA/2006)

Sejam a reta s:12x — 5y + 7 = 0 e a circunferéncia C: x% + y* + 4x + 2y = 11. A reta p, que é
perpendicular a s e é secante a C, corta o eixo Oy num ponto cuja ordenada pertence ao seguinte

intervalo
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a) (—91/12,-81/12)
b) (—81/12,—74/12)
c) (—74/12,30/12)
d) (30/12,74/12)

e) (75/12,91/12)

110. (ITA/2006)

Sabendo que 9y? — 16x% — 144y + 224x — 352 = 0 é a equagdo de uma hipérbole, calcule sua

distancia focal.

111. (ITA/2006)

Os focos de uma elipse sdao F{(0,— 6) e F,(0,6). Os pontos A(0,9) e B(x,3), x > 0, estdo na
elipse. A area do tridangulo com vérticesem B,F, e F, é igual a

a) 2210
b) 18110
c) 15V10
d) 12410
e) 68/10

112. (ITA/2005)

Uma circunferéncia passa pelos pontos A = (0,2),B = (0,8) e C = (8,8).
Entdo, o centro da circunferéncia e o valor de seu raio, respectivamente, sao
a)(0,5)e6b.

b) (5,4) e 5.

c)(4,8) e5,5.

d) (4,5) e5.

e) (4,6)e 5.

113. (ITA/2005)

Seja C a circunferéncia de centro na origem, passando pelo ponto P = (3,4). Se t é a reta tangente
a C por P, determine a circunferéncia C' de menor raio, com centro sobre o eixo x e tangente

simultaneamente a reta t e a circunferéncia C.
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114. (ITA/2005)

A distancia focal e a excentricidade da elipse com centro na origem e que passa pelos pontos (1,0)

e (0, —2) sao, respectivamente,

a)\/§e%
b)ie\/g
1

V3
ey

d)ﬁe?

e)Z\/?jeg

115. (ITA/2004)
Sejam os pontos A: (2,0), B: (4,0) e P: (3,5 + 2+/2).

a) Determine a equacao da circunferéncia C, cujo centro esta situado no primeiro quadrante, passa

pelos pontos A e B e é tangente ao eixo y.

b) Determine as equagdes das retas tangentes a circunferéncia C que passam pelo ponto P.

116. (ITA/2004)

Sejam 1 e s duas retas que se interceptam segundo um angulo de 60°. Seja C, uma circunferéncia

de 3 cm de raio, cujo centro O se situaems,a5cmder.

Determine o raio da menor circunferéncia tangente a C, e a reta r, cujo centro também se situa na

reta s.

117. (ITA/2003)

A darea do poligono, situado no primeiro quadrante, que é delimitado pelos eixos coordenados e

pelo conjunto {(x,y) € R%: 3x% + 2y* + 5xy — 9x — 8y + 6 = 0}, éigual a:
a) V6

b) 5/2

c) 242

d)3

e) 10/3
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118. (ITA/2003)

2 2
Sabe-se que uma elipse de equacgdo (x—z) + (y—z) = 1 tangencia internamente a circunferéncia de
a b

equagdo x2 +y%2 =5 e que a reta de equagdo 3x + 2y = 6 é tangente a elipse no ponto P.

Determine as coordenadas de P.

119. (ITA/2003)

Considere a familia de circunferéncias com centros no segundo quadrante e tangentes ao eixo Oy.
Cada uma destas circunferéncias corta o eixo Ox em dois pontos, distantes entre si de 4 cm. Entao,
o lugar geométrico dos centros destas circunferéncias é parte:

a) de uma elipse.

b) de uma parabola.

c) de uma hipérbole.

d) de duas retas concorrentes.

e)daretay = —x.

120. (ITA/2002)

Considere o seguinte raciocinio de cunho cartesiano: "Se a circunferéncia de centro C = (h;0) e
raio " intercepta a curva’y = +1/x,x > 0, no ponto A = (a,/a) de forma que o segmento AC seja
perpendicular a reta tangente a curva em 4, entao x = a é raizdupla da equacdao em x que se obtém
da intersec¢ao da curva com a circunferéncia."

1

Use este raciocinio para mostrar que o coeficiente angular dessa reta tangenteem A é NG
a

121. (ITA/2001)

O coeficiente angular da reta tangente a elipse

2 2

X y

—+—=—=1
16 9
no primeiro quadrante e que corta o eixo das abscissas no ponto P = (8,0) é
V3
a)——
3
1
b) — 5
V2
C) —?
d) -2
4
e) 2
4
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122. (ITA/2001)

Seja o ponto A = (1,0),r > 0. O lugar geométrico dos pontos P = (x,y) tais que é de 37% a
diferenca entre o quadrado da distancia de P a A e o dobro do quadrado da distancia de P a reta
y=-r,é:

a) uma circunferéncia centrada em (7, —27) com raio .

b) uma elipse centrada em (7, —27) com semieixos valendo r e 2r.
c) uma parabola com vértice em (7, —1).

d) duas retas paralelas distando rv/3 uma da outra.

e) uma hipérbole centrada em (7, —27) com semieixos valendo 7.

123.(ITA/2000)

Duas retas r; e 1, sdo paralelas a reta 3x — y = 37 e tangentes a circunferéncia x* + y* — 2x —
y = 0. Se d é a distancia de r até a origem e d, é a distancia de r, até a origem, entdod,; + d, é
igual a

a)V12.
b) V15.
c)/7.
d) v10.
e) V5.

124. (ITA/1999)

Pelo ponto C:(4,—4) sdo tragadas duas retas que tangenciam a parabola y = (x — 4)% + 2 nos

pontos A e B. A distancia do ponto C a reta determinada por A e B é:
a) 6312

b) V12

c)12

d)8

e)6

125. (ITA/1999)
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Considere a circunferéncia C de equagdo x* + y2 +2x+ 2y +1 = 0eaelipse E de equagao x* +
4y? — 4x + 8y + 4 = 0. Entio:

a) C e E interceptam-se em dois pontos distintos.

b) C e E interceptam-se em quatro pontos distintos.
c) C e E sao tangentes exteriormente.

d) C e E sdo tangentes interiormente.

e) C e E tém o mesmo centro e ndo se interceptam.

126.(ITA/1998)

Considere a hipérbole H e a pardbola T, cujas equagdes sao, respectivamente,
5(x+3)2—4(y—2)2=-20e(y—3)2=4(x—-1).

Entdo, o lugar geométrico dos pontos P, cuja soma dos quadrados das distancias de P a cada um dos

focos da hipérbole H é igual ao triplo do quadrado da distancia de P ao vértice da parabola T, é:

(x-3)2 | (y+2)%2 _
. + e 1.
o+D? _ x=3)% _ 1
5 4

a) A elipse de equacgao

b) A hipérbole de equagao
c) O parde retas dadas pory = +(3x — 1).
d) A parabola de equagdo y? = 4x + 4.

e) A circunferéncia centrada em (9, 5) e raio v120.

127. (ITA/1997)

Seja m € R tal que a reta x — 3y — m = 0 determina, na circunferéncia (x — 1)? + (y + 3)? =

25, uma corda de comprimento 6. O valorde m é
a)10 + 4410

b)2 ++3

c)5—+2

d) 6 + V10

e)3

128. (ITA/1997)
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Seja A o ponto de intersecg¢ao das retas 1 e s dadas, respectivamente, pelas equagbes x +y =3 e
x —y = —3. Sejam B e C pontos situados no primeiro quadrante com B € r e C € s. Sabendo que
d(A,B) = d(4, C) = /2, entdo a reta passando por B e C é dada pela equagdo

a)2x+3y=1
b)y=1
cy=2
dx=1
e)x=2

129.(ITA/1996)

Sabendo que o ponto (2,1) é o ponto médio de uma corda AB da circunferéncia (x — 1)% + y? =
4, entao a equacao da reta que contém A e B é dada por:

a)y=2x-3
b)y=x-1

cJy=—-—x+3
d)y=32—x—2

e)y=—%x+2

130. (ITA/1996)

Sdodadasasretas(r) x —y+1++2 =0e (s)xvV3 +y — 2 + /3 = 0 e acircunferéncia (€)x? +
2x + y% = 0. Sobre a posicdo relativa desses trés elementos, podemos afirmar que:

a) r e s sdo paralelas entre si e ambas sdo tangentes a C.

b) e s sdo perpendiculares entre si e nenhuma delas é tangente a C.
c) r e s sdo concorrentes, r é tangente a C e s ndo é tangente a C.

d) e s sdo concorrentes, s é tangente a C e r ndo é tangente a C.

e) r e s sao concorrentes e ambas sao tangentes a C.

131. (ITA/1996)

Tangenciando externamente a elipse tal que £;: 9x% + 4y — 72x — 24y + 144 = 0, considere
uma elipse &, de eixo maior sobre a reta que suporta o eixo menor de &; e cujos eixos tém a mesma
medida que os eixos de £;. Sabendo que &, estd inteiramente contida no primeiro quadrante, o
centro de &, é:
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a)(7,3)
b) (8,2)
c)(8,3)
d) (9,3)
e)(9,2)

132. (ITA/1996)
Sdo dadasaspardbolasp,:y = —x%2 —4x —lep,:y=x%—3x + %cujos vértices sao denotados,
respectivamente, por V; e V,. Sabendo que 7 é a reta que contém V, e V,, entdo a distanciade r
até a origem é:
)2
N3
7
b) 7%
)L
“ 750
17
9 %5

)i
SN

133.(ITA/1995)

Uma reta t do plano cartesiano x0y tem coeficiente angular 2a e tangencia a parabolay = x2 — 1
no ponto de coordenadas (a, b). Se (¢, 0) e (0,d) sao as coordenadas de dois pontos de t tais que

¢c>0ec=—2d,entaoa/b éigual a:
a)—4/15
b) -5/16
c)-3/16
d) —-6/15
e)—-7/15

134.(IME/2021)
No que diz respeito a posi¢ao relativa das circunferéncias representadas pelas equagdes
x> +y2—6x—-8y=11
x2+y*—8x+4y=-16

pode-se afirmar que elas sao:
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a) exteriores.

b) tangentes exteriores.
c) tangentes interiores.
d) concéntricas.

e) secantes.

135.(IME/2021)

Considere as retas que contém o ponto C(3, 3) e interceptam os eixos coordenados x e y nos pontos
A e B, respectivamente. O ponto P pertence a reta AB e sua distancia do ponto A é a terga parte
do comprimento do segmento AB. ldentifique o lugar geométrico do ponto P e escreva a sua

equacao.

136.(IME/2020)

O lugar geométrico definido pela equagdo x* + 3y? + 5 = 2x — xy — 4y representa
a) uma elipse.

b) uma hipérbole.

¢) uma circunferéncia.

d) um conjunto vazio.

e) duas retas paralelas.

137. (IME/2020)

Os pontos A(—5,0) e B(5, 0) definem um dos lados do tridngulo ABC. A bissetriz interna do angulo
correspondente ao vértice C é paralela a reta de equagao 14x — 2y + 1 = 0. Determine o valor da

excentricidade do lugar geométrico definido pelo vértice C deste triangulo.

138. (IME/2020)

Sobre uma reta r sao marcados trés pontos distintos A, B e C, sendo que C é um ponto externo ao
segmento de reta AB. Determine o lugar geométrico das interseg¢des das retas tangentes a partir de

A e B a qualquer circunferéncia tangente a reta r no ponto C. Justifique sua resposta.

139.(IME/2019)
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Uma hipérbole equilatera de eixo igual a 4, com centro na origem, eixos paralelos aos eixos
coordenados e focos no eixo das abscissas sofre uma rotacao de 45° no sentido anti-horario em

torno da origem. A equacdo dessa hipérbole apds a rotagdo é:

a)xy =2

b) x> +xy —y?* =4
c)x2—y*t=2
d)xy=-2

e)x?—y*=-2

140. (IME/2019)

. s . ~ 35\ .
A reta r é normal a conica C, de equagdo 9x* — 4y* = 36, no ponto A = (3,7\/—) e intercepta o
eixo das abcissas no ponto B. Sabendo que F é o foco da conica C mais proximo ao ponto A4,

determine a area do triangulo ABF.

141. (IME/2018)

Considere a elipse abaixo, onde DD’ é uma corda passando pelo seu centro, MM’ uma corda focal

e o eixo maior da elipse é 2a.

Prove que: DD'? = MM' - 2a

MJ‘

142.(IME/2018)

Seja uma elipse com focos no eixo 0X e centrada na origem. Seus eixos medem 10 e 20/3. Considere
uma hipérbole tal que os focos da elipse sdao os vértices da hipérbole e os focos da hipérbole sdao os
vértices da elipse. As parabolas que passam pelas interse¢des entre a elipse e a hipérbole e que sao
tangentes ao eixo O0Y, na origem, tém as seguintes equacodes:
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a)y? = iZ@x

b) y? = i4§x

c)y? = i6§x

d)y? = i6§x

e)y? = iS%x

143. (IME/2017)

Um tridangulo ABC tem o seu vértice A na origem do sistema cartesiano, seu baricentro é o ponto

D(3,2) e seu circuncentro é o ponto E(55/18,5/6). Determine:
- a equacao da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC;

- as coordenadas dos vértices B e C.

144. (IME/2016)

A circunferéncia C tem equagdo x> + y* = 16. Seja C’ uma circunferéncia de raio 1 que se desloca
tangenciando internamente a circunferéncia C, sem escorregamento entre os pontos de contato,

ou seja, C' rola internamente sobre C.

E ] C & c
Figura a Figura b

Define-se o ponto P sobre C’ de forma que no inicio do movimento de C’ o ponto P coincide com o
ponto de tangéncia (4, 0), conforme figura a. Apds certo deslocamento, o angulo de entre o eixo x

e a reta que une o centro das circunferéncias é a, conforme figura b.
- Determine as coordenadas do ponto P marcado sobre C’' em fung¢do do angulo a.

- Determine a equagao em coordenadas cartesianas do lugar geométrico do ponto P quando a varia

no intervalo [0, 2).

145.(IME/2015)

AULA 14 — GEOMETRIA ANAL{TICA I 181



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

Pelo ponto P de coordenadas (—1,0) tragam-se as tangentes t e s a parabola y?> = 2x. Areta t
intercepta a parabola em A e a reta s intercepta a parabola em B. Pelos pontos 4 e B tragam-se
paralelas as tangentes encontrando a parabola em outros pontos C e D, respectivamente. Calcule o
valor da razao AB/CD.

146. (IME/2015)

Sejam 1 a circunferéncia que passa pelos pontos (6,7),(4,1) e (8,5) e t a reta tangente a , que
passa por (0, —1) e o ponto de tangéncia tem ordenada 5. A menor distancia do ponto P(—1,4) a

retat é:
a)3v2

b) 4

c) 23
d)3

e) 4/10/5

147.(IME/2015)

Determine o produto dos valores maximo e minimo de y que satisfazem as inequag¢oes dadas para

algum valor de x.
2x*—12x+10 <5y <10 — 2x
a)—3,2
b)-1,6
o0
d)1,6
e)3,2

148. (IME/2014)

Uma elipse cujo centro encontra-se na origem e cujos eixos sdao paralelos ao sistema de eixos
cartesianos possui comprimento da semidistancia focal igual a v/3 e excentricidade igual a v/3/2.
Considere que os pontos 4, B, C e D representam as interse¢oes da elipse com as retas de equagoes
y =xey = —x.Aareado quadrilaitero ABCD é

a)8
b) 16
c)16/3
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d)16/5
e)16/7

149.(IME/2012)

E dada uma parabola de parametro p. Traga-se a corda focal MN, que possui uma inclinagdo de 60°
em relagao ao eixo de simetria da parabola. A proje¢ao do ponto M sobre a diretriz é o ponto Q, e
o prolongamento da corda M N intercepta a diretriz no ponto R. Determine o perimetro do triangulo

MQR em fungao de p, sabendo que N encontra-se no interior do segmento MR.

150. (IME/2012)

Os triangulos ABC e DEF sao equilateros com lados iguais a m. A area da figura FHCG é igual a
metade da drea da figura ABHFG. Determine a equagao da elipse de centro na origem e eixos
formados pelos segmentos FC e GH.

=

Ko------»

==m====T

a) 48x% + 36y% —V2m? = 0
b) 8x% + 16y* —/3m? = 0
c)16x? +48y* —3m? =0
d)8x% +24y* —m? =0

e) 16x* —24y> —m? =0

151. (IME/2011)

Determine o valor da excentricidade da cénica dada pela equagdo x? — 10v/3xy + 11y% + 16 = 0.

152.(IME/2010)
Uma hipérbole de excentricidade v/2 tem centro na origem e passa pelo ponto (V5,1).
A equagdo de uma reta tangente a esta hipérbole e paralelaay = 2x é:

a)V3y=2V/3x+6
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b)y = —2x +3V3
c)3y =6x+ 23

d)V3y =2/3x+ 4
e)y=2x++3

153. (IME/2010)

Seja M um ponto de uma elipse com centro O e focos F e F'. A reta r é tangente a elipse no ponto

!

M e s é uma reta, que passa por O, paralela a 7. As retas suportes dos raios vetores MF e MF
interceptam a reta s em H e H', respectivamente. Sabendo que o segmento FH mede 2 cm, o

comprimento F'H' é:
a)0,5cm
b) 1,0 cm
c)1,5cm
d)2,0cm

e)3,0cm

154. (IME/2004)

Considere a parabola P de equagdo y = ax?, com a > 0 e um ponto 4 de coordenadas (x,, y,)
satisfazendo a y, < ax%. Seja S a drea do triangulo ATT’, onde T e T’ sdo os pontos de contato
das tangentes a P passando por A.

a) Calcule o valor da area S em fungao de a, x; e y,.

b) Calcule a equagao do lugar geométrico do ponto A4, admitindo que a area S seja constante.

c) Identifique a conica representada pela equagdo obtida no item anterior.

GABARITO

C=S5=1{(0;0),(10;0),(2; —4),(8; —4)}

g86. R=S5=1{(10;0),(2;—4),(8;—4)}
87.a) (x — 7)? + (y—%)2 =2 ma(i9)B(Z9)c(Z2)p(ET)
88.a=4eb=1

89. a

(x-8)% | (y-6)* _
90. S + = 1
91.c

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA II 184



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

92.r=2eC= (l,ﬂg)
2 4’ 4
93.a
38 36
94.¢=(3.-%)
95.a

96.a)d(P,S;) = 1;d(Q,S;) =V13;b) |y| = |x|,sey > 2ey =§+ 1,sey <2
97.a
98.a
99.d

100.Area pedida = 94_” _ %
101.b
102.d

103.e
104.a

5\ 2 9
105.(x - E) +y-4% =
106.e
107.d(V,r) = =

V5
5v29

108.r = =

109.c
110.F,F, = 10
111.d
112.d

25\%2 5, 25
us.(x-%) +y2 =2
114.e
115.1tem a) (x — 3)% + (y—Z\/f)z =9;Itemb)y = §x+ 1+2vV2o0uy= —§x+ 9 + 2+/2.

116.r = 29 — 16+/3
117.b
8 5
us.p=(3%)
119.c
120.Demonstragao.
121.d
122.e
123.e
124.c
125.c
126.e
127.a
128.b
129.c
130.e
131.d
132.e
133.a
134.e
135.Unido de duas hipérboles rotacionadas (x = 2)(y —1)=2e(x—4)(y + 1) = -4
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136.d

137.Hipérbole de excentricidade v2
138.Elipse

139.a
117+/5-12v65
140'SABF = T

141.Demonstracao.
142.e

143.Item a) (x - g)z +(y- Z)Z - (@)2; ltemb) B = (3,4) e C = (6,2)
144.P = (4 cos3(a),4sen’ (a)); (%”)g + (3;—”)2 =1
14528 -1
CcD 3
146.e

147.a
148.d

149.2p(V3 + 3)
150.d

151.e = g
152.a

153.d

2(ax3 ~yo).|a2x3—ay 352
154.3) S = ’ . ’ b) yo = ax% — % c) Parabola P transladada de —

3/2as?
2

RESOLUCAO

86. (ITA/2021)

Determine todos os pontos (x,y) que pertencem a circunferéncia de centro (5,0) e raio 5, que

satisfazem a equacao:

J3x—y—4=/x2-7x-5y—4
Comentarios
Temos a equacao da circunferéncia:
(x=5)2+y2=25=>x2—-10x+25+y?=25x2—-10x+y2 =0 (I)

Vamos elevar a equagdo dada ao quadrado e depois testar as raizes para ver se satisfazem
a equacao.

3x—y—4=x*—7x—5y—4
= x%2 —10x = 4y (II)
Substituindo (1) em (I):
y2+4y=0=>y,=0o0uy, = —4
Paray, = 0:

x2—10x=0>=>x, =0oux, =10

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 186



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Portanto, temos os pares (0,0) e (10, 0).

Paray, = —4:
x2—10x+16=0=>((x—-2)(x—8)=0=>x3; =20ux, =8

Temos os pares (2, —4) e (8, —4).

Testando as raizes na equagao:

J3x—y—4=x2—7x—5y—4
(0,0) = /3(0) —0—4=102-7(0)—5(0) —4=>vV—-4=+/-4
= convém nos complexos
(10,0) = /3(10) — 0 — 4 = /102 — 7(10) — 5(0) — 4 = V26 = V26 = ok
(2,—4) > /3@2) - (—4) —4=4/22-7(2) —5(—4) —4>V6 =6 = ok
(8,—4) = /3(8) — (—4) —4 =/82—7(8) — 5(—4) — 4 > V24 =24 = ok
Assim, podemos concluir que
C =5 ={(0;0),(10;0),(2;—4), (8 —4)}
R =S ={(10;0), (2; -4), (8; -4}
C=5=1{(0;0),(10;0),(2; —4), (8 —4)}

Gabarito: R =5=1{(10;0),(2;-4),(8;-4)}

87. (ITA/2020)
Seja A a circunferéncia que passa pelos pontos P = (1,1),Q = (13,1) e R = (7,9). Determine:
a) A equagdo de A.
b) Os vértices do quadrado ABCD circunscrito a 4, sabendo que R é o ponto médio de AB.
Comentarios
a) Equacdo da circunferéncia de raio r centrada no ponto O(a, b):
(x—a)> + (y—b)? = r?
Substituindo os pontos dados:
Equacgio 1 - P(1,1): (1 —a)> + (1 — b)? = r?
Equacio 2 - Q(13,1): (13 —a)? + (1 = b)?2 =12
Equacio - R(7,9): (7—a)?+ (9 —Db)? =12
Deeq.leeq.2:
(1-a)? =13 —a)?
1—2a+a* =169 — 26a + a*
24a = 168

a=7
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Substituindo o valor de a na eq. 1:
(1-7)+ 1 —-b)*=1r?
Equacio 4 - 36 + (1 —b)? =1r?
Substituindo o valor de a na eq. 3:
(7-=7)*"+ (9 —b)* =r?
Equacio 5 - r* = (9 — b)?
Daseq. 4 e 5:

36 +(1—-b)2=(9—-b)*~36+1-2b+b*=81-18b+ b? . 16b = 44 .. |b = —

Substituindo o valor de b na eq. 5:

, ( 11>2 25
re = ——) ~|r=—
4

Portanto, a equacdo da circunferéncia sera:

11,2 625
—7)2 ) 2=
(a=7) +(y 4) 16

b) Percebendo que o centro da circunferéncia estd na mesma abscissa que o ponto R, o
lado AB do quadrado é tangente a circunferéncia em R e paralelo ao eixo x. Assim:

A
Yy

Logo:

A—(7 25 11+25>_(39>
N 4’4  4) \4
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25 11 25 53
B (7425 1,2 (8 )

44 " 4 4
c _( 25 11 25) (53 —7)
4’ 4 4 4° 2
D_( _Eﬂ_é)_(ﬁi)
4’ 4 4 4’ 2
2
Gabarito:a)(x—7)2+(y—%) Z%: b)A( )B(?,9)C(i—3,77)D(i 27)

88. (ITA/2020)

Sejam a e b dois nlimeros reais. Sabendo que o conjunto dos niimeros reais k para os quais a reta
y = kx intersecta a parabolay = x* + ax + b é igual a (—o0, 2] U [6, +), determine os niimeros

aeb.
Comentarios
Devemos ter que:
kx=x*+ax+b
x>+ (a—k)x+b=0
A = (a —k)* — 4b = 0 (pois existe intersec¢do)
a’* —2ak + k*—4b =0
k? —2ak +a*—4b =0 (I)
A =(-2a)? —4-1-(a® — 4b) = 4a® — 4a* + 16b

=> A =16b
Encontrando as raizes em k:
2a +V16b
= = a2
2a —\16b
=" =a-2b

O intervalo que satisfaz a inequagao (1) é:
k €(—o,a— 2\/5] Ula+ 2vb, +00)
Comparando com o intervalo dado no enunciado:
k € (—o0,2] U [6, +0)

Temos que:

a+2Vb=6 _
{a_z\/zzz:»(a,b)—(él,l)

Gabarito:a=4eb =1

89. (ITA/2019)
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Seja y a circunferéncia de equagdo x> + y2 = 4. Se r e s sao duas retas que se interceptam no

ponto P = (1, 3) e sdo tangentes a y, entdo o cosseno do angulo entre r e s é igual a
1
a) E
b)
7
1
C) E

V2
d);

2V/6

E)T

Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte figura:

Queremos descobrir o valor de cos ().

Das propriedades da reta tangente na circunferéncia, temos:
e AOQ é perpendicularar e BO é perpendicular a s.
e PA = PB

Analisando a equagdo da circunferéncia, podemos ver que o seu raio é dado por R = V4 =
2. Como A e B sdo pontos dessa conica, temos:

e A0 = BO = 2 = raiodacircunferéncia.

Note que pelo critério de congruéncia LLL, temos APAO = APBO. Logo, OPB = 0PA.
Fazendo OPB = 0PA = B:
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Sabemos que a distancia do ponto P a origem O é dado por:

dpo =+/(1=0)2+(3-10)2 =10

Desse modo, temos:

®) =—
sen(f) = —
V10
Queremos saber cos(a) = cos(2B). Usando a férmula do arco duplo do cosseno da
trigonometria:

cos(2f) =1—2sen(f)?>=1-2 (\/%

Gabarito: “a”.

90. (ITA/2019)

Seja F o foco da parabola de equagdo (y — 5)% = 4(x — 7), e sejam A e B os focos da elipse da
Y Y

equacgao % + % = 1. Determine o lugar geométrico formado pelos pontos P do plano tais

qgue a area do tridangulo ABP seja numericamente igual ao dobro da distanciade Pa F.

Comentarios

Precisamos encontrar os pontos A, B, F e achar a equagao que representa a situacdao do
problema. Vamos analisar a parabola dada:

y—52=4(x-7)

Essa é a equag¢ao de uma parabola com eixo de simetria na horizontal, pois o termo
quadratico estd em y. Lembrando que uma parabola desse tipo pode ser escrita como:

Zp(x - xv) = (y - yv)z
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Sendo p seu parametro e (x,, y,) as coordenadas do seu vértice. Da equacdo da parabola
dada, podemos ver que:

(xy;3) = (7, 5)
2p=4=>p=2
As coordenadas de F s3o dadas por:
_ PoY= (742
F = (%"‘E»J’v) = (7+2,5)
F =(8;5)

Resta analisar a elipse:
(96—4)2_|_(y—2)2 3
9 8

O centro dessa elipse é dado por 0 = (x,;y,) = (4;2). Note que o semieixo maior é
paralelo ao eixo das abcissas, pois o maior denominador esta abaixo de x. Entdo, sendo a o
semieixo maior e b o semieixo menor, temos:

1

a?=9=a=3
b2=8=b=2V2

Lembrando que a semidistancia focal pode ser calculada usando o teorema de Pitagoras,
podemos escrever:

a’?=b*+c?=29=8+c?=>c=1
Logo, os focos A e B sao dados por:
A=(x,—cvy,)=(4—-1;2)

A=(3;2)
B=((x,+c¢vy,) =04+1;2)
B = (5;2)

Agora, temos os dados dos focos, o enunciado pede o lugar geométrico que satisfaz a
seguinte relagao:

AAABP I;’ 2 dP,F

Vamos representar a figura apenas para visualizar a situacao:
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F(8;5)

Y

Como o ponto P nao foi dado, ndo sabemos onde ele estd localizado. Devemos calcular a
area A pp € a distancia dp i supondo P = (x;y).

Para calcular a area Ap45p do triangulo, podemos tomar como base o segmento AB. Entdo,
essa drea é dada por:

base - altura |xg—x4|-ly—2| |5=3| |y —2|
Apapp = > = > = 5 = |y — 2|

Para a distancia do ponto P ao foco F:

dp =\/(x_xF)2+(y_yF)2 =\/(x—8)2+(y—5)2
Desse modo, temos:

Apapp = ZdP,F

ly — 2| = 2/(x —8)2 + (y — 5)?

Elevando ao quadrado a equacdo e desenvolvendo:

2
y-2? = (2JG =87+ (y - 5)7?)
y*—4y +4 =4(x?*—16x + 64 + y* — 10y + 25)

Como a expressao a esquerda possui apenas a variavel y, vamos manter a expressao em x
em evidéncia e tentar simplificar a expressao em y.

4(x% — 16x — 64) + 4y% — 40y + 100 — y* + 4y — 4 = 0
4(x —8)2+ 3y —-36y+96 =0
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4(x —8)2+3(?*—-12y)+96 =0
(y-6)2-36

Note que a expressao em y pode ser escrita como:
y2—12y =y?>—12y+36—-36=(y — 6)> — 36
Desse modo:
4(x—8)*+3[(y—6)2—36]+96 =0
4(x —8)*+3(y—6)*—108+96 =0
4(x —8)2+3(y—6)2=12

Dividindo a equacgao por 12:

(x—8)* (y-6)*

3 ' 4
Esse lugar geométrico representa uma elipse com as seguintes caracteristicas:
Centro = (8;6)

Semieixo maior - a = 2

1

Semieixo menor —» b = V3

(x-8)2 -6 _

Gabarito: 3 + " 1

91. (ITA/2018)

Considere a definicdo: duas circunferéncias sdao ortogonais quando se interceptam em dois pontos
distintos e nesses pontos suas tangentes sdo perpendiculares. Com relagdo as circunferéncias
Ci:x2+ (y+4)2=7,C:x*+ y* =9 e C3:(x — 5)% + y? = 16, podemos afirmar que

a) somente C, e C, sao ortogonais.

b) somente C; e C3 sdo ortogonais.

c) C, é ortogonala C; ea C;.

d) C4, C, e C3 sdao ortogonais duas a duas.

e) nao ha ortogonalidade entre as circunferéncias.

Comentario

Questdo que exige que o candidato faca um diagrama inicial com o intuito de ndo perder
tempo demasiado em contas. Observe a figura abaixo que contempla a situagdo sobre a qual o
enunciado trata:
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Observe que a perpendicular a tangente no ponto de tangéncia passa pelo centro da
circunferéncia dada.

Dessa forma, para duas circunferéncias cumprindo as condi¢des do enunciado, teremos a
configuracao mostrada na figura acima.

Assim, devemos ter a seguinte relagdo, advinda do triangulo retangulo C; C,P:
(C,C,)? = (C,P)? + (C,P)? = R? + RZ (eq.01)

Note que essa condicdo € necessdria e suficiente para termos a condicdo de
ortogonalidade, ou seja, se um par de circunferéncias satisfaz a eq. 01, entdao elas sao ortogonais.

Obs.: Muito cuidado nesse ponto! Usamos o diagrama para buscar alguma relagdo que
pudesse simplificar as contas, mas poderiamos ter encontrado apenas uma condigGo necessdria,
ou seja, se duas circunferéncias sdo ortogonais, entdo satisfazem a eq.01. O que queremos é
justamente o contrdrio, usar a eq.01 para concluir que elas sdo ortogonais, isso exigiria que o
candidato partisse da volta e concluisse que de fato isso implica que elas sGo ortogonais. Verifique!

Assim, devemos simplesmente verificar se os pares de circunferéncias satisfazem a eq.01.
Vamos seguir entao os seguintes passos:

Passo 01:

Determinar as coordenadas dos centros. Para isso, lembre-se que a equagdao de uma
circunferéncia é:

(x—x)*+ (y —y)? =R
Do enunciado:
Ci:x?+(y+4)2=7;Cx>+y>=9;C3:(x —5)?%2+y2 =16
Denotando por C;, C, e C5 os centros das circunferéncias, temos:
C, =(0,—4);C, = (0,0); C; = (5,0)
Passo 02:
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Determinar os raios. Por inspegao, determinamos os raios Ry, R, e Rj:
Rl :ﬁ’RZ = 3,R3 =4
Passo 03:

Determinar as distancias entre os centros. Da geometria analitica, temos:

C,C, = J(o —0)2+(0—(-4)" =4

C,Cs = \/(5 —0)2+ (0— (-4) =41

C,C3=+(5-0)2+(0-0)2=5
Passo 04:
Verificar se os pares de circunferéncias satisfazem a eq.01.
Para C; e Cy:
(C,C)? = 42 = 16;R? + R} = (V7)  +32 = 16;(C,C,)? = R? + R}
Para C; e C3:
(€,C)? = (VA1) = 41;R2 + R3 = (V7) + 4% = 23; (C,C3)? # R? + R}
Para C, e C3:
(C,C3)* = 5% = 25;RZ + R3 = 3% + 42 = 25;(C,C3)> = R* + R}
De onde se conclui que C, é ortogonal a C; e a (5.

Gabarito: “c”.

92. (ITA/2018)

No plano cartesiano sdo dadas as circunferéncias C;: x> +y%> =1 e Cy: (x — 4)?> +y* = 4.
Determine o centro e o raio de uma circunferéncia C tangente simultaneamente a C; e C,, passando
pelo ponto 4 = (3,/3).

Comentarios

Primeiramente, perceba que o ponto A dado também pertence a C,, pois substituindo o ponto

A na equagao de C,, temos satisfeita a equagao:
2
B-42+(V3-0) =1+3=4

Dessa forma, seja C o centro da circunferéncia que é tangente a C; e C,. Do enunciado, podemos

tragar o seguinte diagrama:
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Como — = —

T i 3, temos que o angulo C;AD = 60°. Além disso, como DC, =4 -3 =1,
DC, 1
temos que—= =

A= 7=, do que segue que 0 dngulo DAC, = 30°. Assim, concluimos que C;AC, = C;AD +
DﬁCZ = 90° e o tridngulo AC, AC é retangulo.

Note que, como a circunferéncia que buscamos é tangente as duas, temos que CA =re CC; =

CB + BC, = r + 1. Além disso, olhando para o tridngulo AC;AD, temos que sen(60°) = Gb_ 3

CiA €A
3 ~ . oo .
Px entdao C{A = 2+/3. Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo 4C;AC, temos:

2 11
r+12=1r*+(2V3) =22r+1=12=>r="—

Observe, pelo diagrama abaixo, que a coordenada x de C é dada por 4 — CC,sen(30°) = %e a
coordenada y de C é dada por CC, cos(30°) = 15V3
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Gabarito: r = — e C = (l,%).
2 4’ 4

93. (ITA/2017)
Sejam §; = {(x,y) e R:y > ||x| - 1|} e S, ={(x,y) e R%:x?* + (y + 1)> < 25}. A 4rea da

regiaoS; NS, é

a)%sn—z
m§n—1
C)24—5T[

d)2m—1
e)74—51t—2

Comentarios

Primeiramente, vamos determinar a regido §;. Em questdes desse tipo, é bastante util comegar
de fungdes que ja conhecemos o comportamento e, apds isso, ir fazendo as alteragdes propostas. Nesse

caso, vamos olhar para a fungao y = x, que tem grafico:
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Apos isso, olhamos paraafungaoy = |x|ey = |x| — 1:

y= |z

Por fim, temos o graficode y = ||x| — 1[:
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y=|lz|-1]

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Observe, que o queremos é a regidao que satisfaz y > ||x| — 1|, ou seja:

Agora, vamos determinar a regido S,. Note que temos um circulode raior = V25 =5e
centro C = (0, —1), observe no grafico abaixo:
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Sobrepondo as duas regies, observamos que o que o enunciado pede é a area correspondente
a um quarto da circunferéncia subtraida da drea de um quadrado de lado I = /2. Assim:

. 1
AreadeS; NS, = 1(2511) - (\/2)2 = 2

Gabarito: “a”.

94. (ITA/2016)

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 201



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Considere as circunferéncias A;:x* +y?> —8x+4y=20 e A;:x*+y*—-2x—-8y=8. 0O

triangulo ABC satisfaz as seguintes propriedades:

a) o lado AB coincide com a corda comum a 1, e 1,;

b) o vértice B pertence ao primeiro quadrante;

c) o vértice C pertence a 1, e a reta que contém AC é tangente a A,.

Determine as coordenadas do vértice C.

Comentarios
Primeiramente, vamos encontrar os vértices A e B subtraindo 4, de A;:

(x?2 +y2 —8x+4y) — (x* + y* — 2x — 8y) = (20) — (8)
—6x+ 12y =12 ©x-2y=-2ox=2(y—1) (eq.01)
Substituindo eq. 01 em 4,, vem:
4(y—1)2+y2—-2-2(y—1) -8y =8 & 5y%2 — 20y = 0 (eq.02)

Resolvendo a eq.02 para y, temos y =0 ouy = 4. Paray =0, temos x =2(0—1) =
—2.Paray = 4,temos x = 2(4 — 1) = 6. Como B pertence ao primeiro quadrante, temos ent3o:

B=(6,4)eA=(-20)
Agora, vamos descobrir a equagdo da reta tangente que passa por AC. Seja ela da forma:
ry=mx+b
Como ela passa por A = (—2,0),temos 0 = m - (—2) + b © b = 2m. Assim:
y =m(x + 2) (eq.03)
Ela é tangente a 4,. Vamos escrever a equacgao de A, na forma reduzida:
Aix?+y2—-2x—8y=8=>1:(x—-1)*+(y—4)??=8+1+16 =25

Assim, a distancia da reta ao centro da circunferéncia, C, = (1,4) deve ser igual ao raio
dela. Dessa forma:

3
=5:>(3m—4)2=25(m2+1):>m=—Z

m—4+42m
¢ = [Pt 2m
m?+1

Norare
Logo, a reta:
3
y=-7(&+2)
Substituindo a equagdo da reta em A;:

9 3
2 2 Sz =
X +16(x+2) 8x + 4 ( 4)(x+2) 20

38 , .
Resolvendo pra x, vemx = —2 oux = = Para x = —2, teriamos o ponto A. Assim, x, =

%. Substituindo na equacgdo da reta:
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Portanto: C = (?, —%),
Gabarito: C = (% —?),

95. (ITA/2016)

Se P e Q s3o pontos que pertencem a circunferéncia x* + y* =4 earetay = 2(1— x), entdo o

valor do cosseno do angulo POQ é igual a

Comentarios
Se os pontos pertencem a circunferéncia e a reta, o primeiro passo é substituir a equacao
da reta na equacao da circunferéncia. Desse modo:

8
x> +4(1—x)*=4 :>x=00ux=§

. 8 6 .
Assim, para x = 0, temos y = 2. Para x = o temos y = -7 Sem perda de generalidade,
seja:

P =(0,2)

o8

Observe a figura:
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y=2(1-=)

Vamos calcular PQ? usando distancia de pontos:
re=(o-3 +(-(-9) -5
5 5 5
Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo APOQ:
PQ?=71%+71%—2r-rcos(POQ) = 65—4 =2-4—2-4cos (POQ)

Logo, cos(POQ) = —%.

Gabarito: “a”.

96. (ITA/2016)
Sejam S um subconjunto de R% e P = (a, b) um ponto de R?. Define-se distanciade Pa S, d(P,S),
como a menor das distancias d(P,Q),com Q € S: d(P,S) = min{d(P,Q): Q € S}.
Sejam S; = {(x,y) e R%::x =0ey > 2}e S, = {(x,y) € R:y = 0}.
a) Determine d(P,S1) quando P = (1,4) ed(Q, S1) quando Q = (—3,0).
b) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de $; e de §S,.
Comentarios
a) Nessa questdo, o primeiro passo é identificar os conjuntos S; e S,.

Observe que S; corresponde a um intervalo sobre o eixo y, ou seja, x = 0. A distancia de
um ponto qualquer a esse conjunto vai depender da coordenada y desse ponto. Se y > 2, entao
sua distancia serd apenas a sua distancia usual ao eixo y, ou seja, |x|. Se y < 2, temos que sua
distancia serd a sua distancia usual ao ponto (0,2), que é o ponto mais préximo nessa situagao.
Para facilitar, observe o diagrama abaixo:
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O conjunto S,, pode-se observar facilmente que ele é o préprio eixo x, consequentemente,
a distancia de qualquer ponto a esse conjunto é o mdédulo de sua coordenada y, ou seja, |y|.

Na questdo sdo dados dois pontos, P = (1,4) e Q = (—3,0). Observe que y, > 2, da
discussdo acima:

d(P,s) =1 =1

E temos y, < 2, do que segue:

d(Q,5)) =/ (=3-0)2+(0-2)2=+13

b) Seja um ponto qualquer do plano, P = (x, y).

Vimos acima que sua distancia a S, é dada por d(P, S,) = |y|.
Para calcular sua distancia a §;, devemos considerar dois casos:
1%caso:y = 2
Disso, temos que:
d(P,S;) = |x|
Fazendo d(P,S;) = d(P,S,), vem:
Iyl =lx| =y =1x
2%caso:y < 2
Disso, temos que:
d(p,S;) = \/(x —0)2+(y—-2)2= \/x2 + (y — 2)?
Fazendo d(P,S;) = d(P,S,), vem:

2
X
VPGP =lo P+ (-2 =y sy ="+1

Graficamente, temos:
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2
Gabarito: a) d(P,S;) = 1;d(Q,5,) =V13;b) |y| = |x|,sey=>2ey = x: +1,sey<2.

97. (ITA/2015)

Considere uma circunferéncia C, no primeiro quadrante, tangente ao eixo Oxearetar:x —y = 0.
Sabendo-se que a poténcia do ponto O = (0,0) em relagao a essa circunferéncia é igual a 4, entao

o centro e o raio de C sao, respectivamente, iguais a
a)(2,2v2-2)e2v2 -2

(2o

o(2v2-1)ev2-1
d)(2,2-+v2)e2—-+20
e) (2,4V2-4)eaV2 -4
Comentarios

Primeiramente devemos lembrar a definicdo de poténcia de ponto. Dado um ponto P e
uma circunferéncia A, a funcdo poténcia de ponto é definida por:

P(d) = d* —r? (eq.01)
Onde d é a distancia de P ao centro da circunferéncia e r o raio dela.

Observe o diagrama abaixo que ilustra a situagao:
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Utilizando a eq.01, podemos determinar o valor de OM, pois a poténcia do ponto O =
(0,0) é 4, ou seja, 4 = 0C? — CM? (eq.02) e também, pelo tridngulo retdngulo AOCM temos
que OC? = CM? + OM? = OM? = 0C?> — CM? = 4 =5 OM? = 4= OM = 2.

Do diagrama apresentado, observa-se que a coordenada x. do centro da circunferéncia
corresponde a OM. Sendo assim, x, = 2.

Do diagrama apresentado, temos que 26 = 45. Da trigonometria:

2tg(0)

T-tg2(8) =tg(45°) = 1> tg?(0) + 2tg(6) —1 =0

tg(20) =

Resolvendo a equacdo do segundo grau acima para tg(8), obtemos tg(6) = —1 — V2 ou
tg(8) =2 — 1. Mas 0 esta no primeiro quadrante, entdo tg(8) > 0. Assim, tg(8) =2 — 1.

Observando o diagrama, temos que a coordenada y. é igual ao raio da circunferéncia.
Além disso, % = tg(0). Dessa forma, temos CM = MOtg(8) = 2(v/2 — 1). Logo, CM = y, =
r=2(2-1).

Gabarito: “a”.

98. (ITA/2015)
Considere as afirmacgdes a seguir:

I. O lugar geométrico do ponto médio de um segmento AB, com comprimento [ fixado, cujos

extremos se deslocam livremente sobre os eixos coordenados é uma circunferéncia.

Il. O lugar geométrico dos pontos (x, y) tais que 6x3 + x2y — xy? — 4x* — 2xy = 0 é um conjunto

finito no plano cartesiano R2.
lll. Os pontos (2,3),(4,—1) e (3,1) pertencem a uma circunferéncia.
Destas, é (sao) verdadeira(s)

a) apenas .
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b) apenas Il.
c) apenas lll.
dlell
e)lelll
Comentarios
Vamos analisar cada afirmativa.

Afirmativa I:

Se os extremos percorrem o0s eixos coordenados, podemos supor, sem perda de
generalidade que:

A = (xAI O)

B = (0,y5)
Além disso, como seu comprimento é fixado, temos que:

| =4B =/ (x,—0)2+ (0 — yz)% = ,xj + y2 = 1?2 = x5 + y§ (eq.01)
O ponto médio do segmento AB é dado por:

A+ B x4 +0 0+ yg X4 Vg
M: = =
2 ( 2 2 ) ( )

Dessa forma, temos que:

— (XA z VB 2 |xa®  ¥p*  —,  Xa®  Yp?
OM = (2 0) +(2 0) = L T 2 0M = 77 (eq.02)

Combinando eq.01 e eq. 02, temos:
OM? = . = OM = :
4 2

. . N .1 . . .
Ou seja, M pertence a uma circunferéncia de raio p centrada na origem. Logo, é verdadeira.

Afirmativa ll:

Nessa questdo, basta observar que qualquer ponto do tipo P = (0,y), com y € R, satisfaz
a equagao, pois:

6:034+0%2-y—0-y2—4:02-2:0-y=0
Entdo, esse conjunto nao é finito, pois pode-se escolher y livremente nos reais. Logo, é
falsa.

Afirmativa lll:
Da geometria plana, temos que:
Trés pontos nao colineares formam um triangulo;

Todo triangulo é inscritivel em uma circunferéncia.
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Logo, basta verificar se esses pontos sao ou nao colineares.

Da geometria analitica, temos que trés pontos sao colineares se, e somente se, eles
obedecem a equac¢ao de uma reta. Ou seja, se tivermos trés pontos A, B e C, eles pertencem a
uma mesma reta se, e somente se:

Xa Ya 1
xg Y 1] =01(eq.03)
Xx¢ Yo 1

Do enunciado, temos que A =(2,3),B = (4,—1) e C = (3,1). Substituindo na eq.03,
temos, usando regra de Sarrus:

2 3 1
4 -1 1/=3-3-1+2-(-1)-1+4-1-1-(4-3-1+3-(-1)-1+2-1-1) =
3 1 1

=9-2+4+4-12+3-2=0

Logo, eles pertencem a uma mesma reta e ndo pertencem a uma mesma circunferéncia.
Logo, a afirmativa é falsa.

Gabarito: “a”.

99. (ITA/2014)

A equacao do circulo localizado no 12 quadrante que tem area igual a 41 (unidades de drea) e é
tangente, simultaneamente, asretasr: 2x — 2y +5=0es:x+y—4=0¢

o) (x=3) + (v-5) =4
o) (x=3)" + (o= (22 +) = 4
o(x—(22+3)) +(y-2) =4

4

o (x-(vee)) s (- 2) -4

4
2 2
3 11
Comentarios
Primeiramente devemos determinar o raio da circunferéncia. Da geometria plana, temos:
A= nr?
Onde A é a area da circunferéncia e r seu raio. Do enunciado, A = 4m. Ou seja:

At =nr: = r: =4

LT =2
Para entender melhor a situacdo, facamos os diagrama das retas no plano cartesiano,
percebendo que r L s, umavez que m, = 1 em, = —1 e, portanto, m,mg = —1.
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Dessa maneira, podemos melhorar ainda mais essa figura, pois sabemos que a
circunferéncia se encontra totalmente no primeiro quadrante, do que resta apenas a seguinte
possibilidade:

Pela construgao, observamos que o segmento PC é horizontal, uma vez que ele representa
a bissetriz do angulo NPM = 90° e, portanto, faz com a reta r o mesmo angulo que essa faz com
O €eixo x.

Disso, temos que a coordenada y do centro, y., € a mesma do ponto P =r Ns. Além
disso, observe também que a coordenada x, obedece:

xc=xP+PC

Além disso, observe que:
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2 1
T sen(45°) \/§=> C v

Encontrando o ponto P:

: +5—0
riX—Yy 5=
six+y—4=0
5 3 3
Xp—ypts+@p+yp—4)=0>2xp—5=0>xp =~
2 2 4
Disso:
3 +5 0 13
—_— _—— = = —_—
4 Yp 5 Yp 4
Por fim, temos que:
3

Ou seja:
3 13
C=(E=+2V2,—
Do que segue que a equacao da circunferéncia é dada por:

(= Gr2)) (-3 =

Gabarito: “d”.

100.(ITA/2013)
Determine a area da figura plana situada no primeiro quadrante e delimitada pelas curvas
(y—x—2)(y+§—2) =0ex’*—2x+y2-8=0
Comentarios
Observe que a primeira equacao representa duas retas, pois ela implica:
X
y—x—2= 00uy+§—2 =0
Vamos investigar a segunda equacgado. Observe que ela parece muito com uma equagao de
circunferéncia. Vamos tentar representa-la na forma:
(x —xc)* 4+ (y —ye)? =r?
Para isso, vamos completar os quadrados:
x2—-2x+y*—-8=0>®*—-2x+1)—-1+y>2-8=0
Logo:
(x—1D?+y*=9=(3)?
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Assim, observamos que de fato temos uma circunferéncia, de raio r = 3 e centro C =
(1,0).

O préximo passo é representar as curvas em um plano cartesiano. Observe abaixo:

(z—-1)°+y*=9

Do diagrama acima, temos trés pontos de interseccao importantes:
19) Entre as retas (C);
29) Entrearetay + g — 2 = 0 e acircunferéncia (B);

39) Entrearetay —x — 2 = 0 e a circunferéncia (A).

O ponto de intersecgdo das retas, pelo préprio diagrama, é o ponto C = (0,2), obtido
fazendo-se x = 0 na equacao das retas. O ponto B também pode ser obtido facilmente
observando-se que, pra y = 0 temos x = 4, o qual corresponde ao ponto mais extremo da
circunferéncia. Ou seja, B = (4,0). Para encontrar o ponto 4, isole y na equagdo da reta:

y=x+2
E substitua na equacao da circunferéncia:
(x—1)?+(x+2)?2=9=22x2+2x—4=0

Resolvendo para x, obtemos x = 1 oux = —2. Mas A pertence ao primeiro quadrante, ou
seja, x > 0.Logo, x = 1. Assim,y =x+ 2 =1+ 2 = 3. Porfim, A = (1,3).

De posse dos pontos, podemos calcular a drea hachurada na figura abaixo, observe:
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Note que O, centro da circunferéncia, esta na mesma vertical que o ponto A.
Para calcular a area do triangulo ABC, podemos usar a seguinte equacao, do estudo da

geometria analitica:

) 1[|%¥a Ya 1 1 3 1
Area do AABC = 3 xg ¥y 1lll==[14 0 1| =3
Xxc Yo 1 0 2 1

Para calcular a area restante, perceba que ela corresponde a area de um quarto da
circunferéncia subtraida da area do triangulo retangulo AABO. Assim:

. 1 1 o
Area de — de circunferéncia = Zn(B)Z =
. 3-3 9
Area do AABO = - =3
Do que segue que:
9 9
=73
Finalmente, a area pedida:
9t 9 Or 3

Areapedlda=7—§-|-3=T_E

Gabarito: Area pedida = %ﬂ — %

101. (ITA/2013)
Sobre a parabola definida pela equagdo x* + 2xy + y%> — 2x + 4y + 1 = 0 pode-se afirmar que

a) ela ndo admite reta tangente paralela ao eixo Ox.
b) ela admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox.

c) ela admite duas retas tangentes paralelas ao eixo Ox.
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d) a abscissa do vértice da pardbola é x = —1.

. A . , 2
e) a abscissa do vértice da parabola é x = — 3

Comentarios

A primeira coisa que se observa é que a equacao da parabola nao se apresenta da forma
como normalmente conhecemos. No entanto, observe que os itens a, b e ¢ versam sobre
tangentes paralelas ao eixo Ox. O que sabemos sobre retas paralelas ao eixo Ox? Sabemos que
elas sao do tipo:

y=aa€R

Além disso, para que uma reta seja tangente a uma curva do segundo grau, sabemos que
basta fazer seu discriminante nulo quando substituimos a equacado da reta na equacao da conica,
Ou seja, a equagao

X’ +2xa+a’>—2x4+4a+1=0=2x*+2(a—DDx+a*>+4a+1=0
Deve ter o discriminante (A) nulo. Dessa forma, teremos:
A=[2(a—-1]?-4-1) (a*?+4a+1)=0=>-24a=0=>a=0

Assim, a reta y = 0 (o proprio eixo Ox) é a Unica tangente a curva, o que torna o item b
verdadeiro.

Gabarito: “b”.

102. (ITA/2011)

. . . . m 2, o~
Sejam m e n inteiros tais que . = —3€aequagdo 36x% + 36y2 + mx + ny — 23 = 0 representa
uma circunferéncia de raio r = 1 cm e centro C localizado no segundo quadrante. Se 4 e B sao os
pontos onde a circunferéncia cruza o eixo 0y, a area do triangulo ABC, em cm?, é igual a

8v2
a) =5~
42
b) =~
2V2
)5
2V2
d) =5~

V2
E)?

Comentarios

Antes de qualquer coisa, vamos fazer algumas substituicdes que vao simplificar bastante o
problema. Divida a equacdo da circunferéncia por 36, para normalizar os termos quadraticos:

n 23

m
36x2 +36y?+mx+ny—-23=0 ©x*+y’+—x+—y——=0
Y Y Y 7367367 " 36
m ;ni m 2
Note que o enunciado fixou a razdo — Ou seja, ele também ficou a razao % =—=-3

De maneira esperta, podemos fazer a seguinte substituicdo de variaveis:
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M o 4k e =6k
36 ®36

Que é valida, pois preserva a razdo estabelecida no enunciado. Assim a equac¢ao da
circunferéncia fica:

23 23
x2+y2_4kx+6ky—£=()¢>(x_Zk)z+(y+3k)2_£_4k2_9k2=0

Logo, seu centro é: C = (2k, —3k).

Como o raio da circunferéncia é 1, devemos ter:

12 23 + 4k? + 9k? = 13k? + 23 13k? 56 _Z_13 k? k =+ !

= — = —_— = = = —= = —

36 36 36 36 36 36 6
Como ela tem centro no segundo quadrante, k < 0, ou seja, k = —%.

Assim, teremos a equacao da circunferéncia:

1\* 1\?
+=) +(y—-2) =1
(x 3) (y 2)

Sua intersecgdo com o eixo y ocorre quando x = 0. Logo:

(0+1)2+( 1)2 ) ( 1)2 . 1 8 1+2\/7
— —_— = = —_— = —_—=—_- = — —_—
3 y=3 Y3 9 -9 YT* 3
2V2

Sem perda de generalidade, seja A = (O,% + T) eB = (O,% - %7). Teremos

2

1 2v2 (1 2V2 42
AB = —0)2 -t — = — =—
0-0)+ 2+ 3 (2 3> 3
Observe o diagrama abaixo:
y
\
/,
B
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Dele, temos que a altura do triangulo AABC é a coordenada x de C. Assim:

AB-x; 42 1 1 242
2 3 32 9

Area do AABC =

Gabarito: “d”.

103.(ITA/2010)

Um triangulo equilatero tem os vértices nos pontos A, B e C do plano xOy,sendo B = (2,1)e C =
(5,5). Das seguintes afirmacdes:

3 11
. Ase encontrasobrearetay = —~x + —

Il. A estd na interseccdodaretay = —Zx + ?5 com a circunferéncia (x — 2)% + (y — 1)% = 25,
1. A pertence as circunferéncias (x — 5)2 + (y —5)2=25e (x - %)Z +(y-3)2=2,

é (sao) verdadeira(s) apenas

a) l.

b) II.

c) Il

d)lell

e)llelll.

Comentarios

Como o triangulo AABC é is6sceles, A esta sobre a mediatriz de BC. Para encontrar essa
reta, precisamos de duas informacdes:

12) O coeficiente angular, o qual podemos obter diretamente da reta BC, uma vez que elas
sao perpendiculares;

22) Um ponto pelo qual a mediatriz passa, o ponto médio de BC, por exemplo.

Da geometria analitica, o coeficiente angular de BC é dado por:

mBC:yc—yBZS—lzf
Xc—xg 5-—2 3
Assim, seja r a mediatriz, seu coeficiente angular é dado por:
3
m, = _Z
O ponto médio do segmento BC, que chamaremos de M, é:
542 5+1 7
w=(5"5) =63
Por fim, a mediatriz r, da geometria analitica:
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3 y—3 3,45
_——-—= = = —_—— —_
1~ 77777
2
Isso invalida a afirmativa I, pois y = —%x +% é paralela a r. Se passasse pelo mesmo

ponto, A, elas deveriam ser iguais, o que nao é verdade.

A afirmativa Il é verdadeira, uma vez que a circunferéncia dada esta centrada em B e possui
raio 5, ou seja, ela representa o conjunto de todos os pontos que distam 5 de B, que é o caso de

A, dado que AABC é equilatero. Além disso, A €Er:y = — Zx + %, como visto anteriormente.
A afirmativa lll também é verdadeira. Vamos analisar:
(x —5)2 + (y — 5)% = 25 representa o conjunto de pontos que distam 5 de C = (5,5),

gue é o caso de A, uma vez que AABC é equilatero.

2

(x - g) +(y—3)= % representa o conjunto de pontos que distam %g deM = (%, 3),
ponto médio de BC. A deve pertencer a esse conjunto, uma vez que BC =
\/(5 —2)24+(5—-1)2 =5, eaaltura AM do AABC é dada por:

Gabarito: “e”.

104.(ITA/2010)

Considere as circunferéncias C;: (x —4)?> + (y—3)2=4eCy: (x —10)> + (y—11)2 = 9. Sejar
uma reta tangente interna a C; e C,, isto é, 1 tangéncia C; e C, e intercepta o segmento de reta
0,0, definido pelos centros 0, de C; e 0, de C,. Os pontos de tangéncia definem um segmento
sobre r que mede

a) 5V3
b) 4v/5
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c) 3V6
25

d)?

e)9

Comentarios

Tudo que precisamos nessa questdo é de um bom diagrama, observe:

Da figura:

m+n=0,0,=+(4—-10)2+ (3 —11)2 = 10 (eq.01)
Observando os triangulos APP,0, e APP,0,, temos que:
3 2 2
sen(f) =—=—=>n=-m
m n 3
Substituindo na eq. 01, temos:

5
m+§m=10=>§m=10=>m=6

Logo, n = g -6 = 4. Teorema de Pitagoras para os triangulos APP,0, e APP,0,:
m? =32 + (P,P)* = 62 = 9+ (P,P)?> = P,P = 3V3
n? =224+ (P,P)2=>42>=4+ (P,P)?=>P,P =23

Queremos:

P,P, = P,P 4+ PP, = 3v3 +2V/3 =53
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Gabarito: “a”.

105.(ITA/2010)

Determine uma equagao da circunferéncia inscrita no triangulo cujos vértices sao A = (1,1), B =

(1,7) e C = (5,4) no plano x0y.

Comentarios
Vamos encontrar primeiramente o centro dessa circunferéncia. Da geometria plana,
sabemos que o centro dessa circunferéncia é a intersec¢ao das bissetrizes internas do triangulo,

o incentro.

Observe o digrama abaixo:

M
a

Pelo Teorema da Bissetriz Interna, aplicado ao tridngulo AABC, temos:

CM b M-C b cC + bB
—=—-> =—M=—
MB ¢ B-M ¢ c+b
Como CB = a,%z%eCB = CM + MB, temos que CM =i—ab. Aplicando o Teorema da

Bissetriz Interna ao triangulo ACMA, temos:
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MI ba 1 I —M a
ﬁ=c+b.5 =>A—I =c+b
Como M = CC+bB, temos que:
c+b
aA + bB + cC
- a+b+c

Vamos calcular entdo os valores de a, b e c:
a=BC=(5-1)2+4-7)2=5
b=AC=y5-1)2+@-1)2=5
c=AB=J(1-1)2+(7-1)2=6

Assim, temos que:

5-(1,1)+5-(1,7)+6-(54) 5
I'= 16 =G4
Por fim, devemos encontrar o raio da circunferéncia. Para isso, vamos encontrar a reta
base do lado AB. Note que ambos estdao sobre areta r: x = 1. Assim, para calcular o raio, R, basta
encontrar a distancia de I a essa reta:

5
2|3
d(1,r) =R = | Al ==

VT 02

Logo, a circunferéncia pedida:
2

(-3) +o-0r=3

. 5\2 2 9
Gabarito: (x—E) +(y—4) =
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106.(ITA/2008)

Dada a cénica 4: x> — y? = 1, qual das retas abaixo é perpendicular 3 4 no ponto P = (2,/3)?

a)y=+3x-1
b)y=\/2—§x
c)y=§x+1
d)y=—§x—7

e)y:—?x—él

Comentarios

Esse problema trata, basicamente, de encontrar o coeficiente angular da tangente a conica
no ponto P, uma vez que de posse desse valor podemos determinar o coeficiente angular da
perpendicular a cOnica nesse ponto.

Seja, entdo, r: y = mx + b uma reta tangente a conica. Como P € r, temos:
V3=m-2+b=>b=+v3-2m
Ouseja, 1y = mx + V3 = 2m.
Substituindo y na cOnica, temos:
x% — [mx+(\/§—2m)]2 =1= (1 —m?)x? —Zm(\/g—Zm)x—(\E—Zm)z -1=0

Seu discriminante deve ser zero, logo:

A =4m?(V3 - Zm)2 +4(1 -m?») (V3 - Zm)2 +4(1-m?)=0

2 2
A=(3m—-2) =0=>m=—
( ) V3
A reta s que queremos é tal que:
3
msm=—1=>ms=—7

Gabarito: “e”.

107. (ITA/2008)

Considere a parabola de equagdo y = ax? + bx + ¢, que passa pelos pontos (2,5),(—1,2) e tal
que a, b, c formam, nesta ordem, uma progressao aritmética. Determine a distancia do vértice da
parabola a reta tangente a parabola no ponto (2,5).
Comentarios
Como a, b e c sdao uma P.A., nesta ordem, podemos escrever que:
(a,b,¢c) =(b—1,b,b+T1) (eq.01)

Como a parabola passa pelos pontos dados, temos que:
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S5=4a+2b+c
2=a-b+c
Usando a eq.01:
5=40b-r)+2b+b+1r=7b—3r
2=b—r—b+b+r=0>

Resolvendo o sistema, temos b = 2 er = 3. Portanto,a = —1,b = 2 e ¢ = 5. A parabola:

y=—-x*+2x+5
Observe que podemos reescrever a parabola como:

y=—x2+2x—-1+6=6—-(x—1)2<6

O vértice, V, esta associado ao maximo ou minimo valor de y. Nesse caso, y € maximo
quandox —1 = 0= x = 1 e, portanto, y = 6. Dessa forma, o vértice da pardbola é: V = (1,6).

Sejar:y = mx + b a reta tangente a pardbola no ponto (2,5). Temos:
5=2-m+b=>b=5-2m
Assim,r:y =mx +5 — 2m.
Substituindo y na parabola, vem:
—x2+2x+5=mx+5-2m=—x 4+ Q2 -m)x+2m
Queremos que seu discriminante seja nulo, pela condi¢ao de tangéncia, ou seja:

A=2-m)i?—-4-(-1)2m=m?>+4m+4=(m+2)?*=0

Logo, m = —2. Dessa forma, r:y = —2x + 9. Fazendo a distancia de V a r, temos:
D —2-1-1-6+4+9 1
,T) = = —
JE22+ (02 V5

1

Gabarito: d(V,r) = =

108. (ITA/2007)

Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferéncias C; e C,, que se tangenciam exteriormente
em P: (5,10).0ponto Q: (10,12) é o centro de C;. Determine o raio da circunferéncia C,, sabendo

que ela tangencia a reta definida pela equagao x = y.
Comentarios

Essa questdao é um pouco mais elaborada e exige um diagrama inicial bem feito, observe:
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Vamos dividir a solucao em trés partes:
Encontrar sen(6);
Encontrar PR;
Encontrar r.
Para calcular sen(8), observe, do diagrama acima, que:
a+60=45° =60 =45°—«a
Assim, temos que sen(f) = sen(45°— a) = sen(45°) cos(a) — cos (45°)sen(a).

Portanto:

sen(@) = iz(cos(a) — sen(a))

\/—
Note que tga é o coeficiente angular da reta que passa por PQ. Assim, temos que:
10—-12 2
tglaa) =——=—
90 =575 =53
" - _ 2 _ 5
Usando o tridngulo abaixo, podemos observar que sen(a) = =e cos(a) = = Dessa
forma, temos que:
V29
2
5
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Para encontrar R e posteriormente PR, é conveniente encontrar a equagao da reta PQ.
Isso é bem simples, pois temos seu coeficiente angular e temos um ponto dela (tome P, por
exemplo). Da geometria analitica, sabemos que:

2 Y Sy+40=0
-—— = —_ =
5 x—5 X7
Fazendo y = x na reta PQ podemos encontrar as coordenadas de R:
40
2x—5x+40=0=>x=?=y
R = (40 40)
~\3’3
. _[ra0 Z2 140 2 [2525 | 254 _ [25:(25+4) _ 5
A55|m, PR = \/(?— 5) + (?— 10) = T+T— f— §V29
Para encontrar r, observe na figura que:
© r 3 r 5v29
sen = = = S5r=—
r+ PR 58 - 5v29 V58 — 3
3
. _ 5v29
Gabarito: r = N

109. (ITA/2006)

Sejam a reta s: 12x — 5y + 7 = 0 e a circunferéncia C: x% + y? + 4x + 2y = 11. A reta p, que é
perpendicular a s e é secante a C, corta o eixo Oy num ponto cuja ordenada pertence ao seguinte
intervalo

a)(—91/12,-81/12)

b) (—81/12,-74/12)

c)(—74/12,30/12)

d) (30/12,74/12)

e) (75/12,91/12)

Comentarios

Inicialmente, vamos definir o formato de p usando que ela é perpendicular a s. O

. . : N 12 12
coeficiente angular de s é, por inspe¢do, m, = = Dessa forma, temos que ~ My = —1=>m, =
5

12
Assim, p é da forma:
5
p:y = —Ex + b (eq.01)
Observe o seguinte diagrama:
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Nele, podemos observar que qualquer reta secante a circunferéncia estara na regidao entre
as retas tangentes de mesmo coeficiente angular.

E conveniente calcular o valor de b para a condi¢do de tangéncia. Para isso, lembre-se que
uma reta é tangente a uma circunferéncia se, e somente se, a distdncia do centro da
circunferéncia a reta for igual ao raio da circunferéncia.

Nesse caso, temos que o centro é C = (—2,—1), do que temos que:

14 (D -b| | —H-b
d(C!p) = 5 > = (122 n 52) =4
2 -~ -~ - 7
1 +(12) vz
11
—5 —b —22 —12b —22—12b
1_32 13 13
\/122
Caso 01: —22°128 _ 4
—22 - by ioh=52 ip= -t
13 12
Caso 02: —22°128 _ _4

221 i2b=—52o =0
= -4 = — — = — = = —
13 12

Queremos a intersec¢ao com o eixo Yy, ou seja, queremos y para x = 0. Da eq.01, temos:
5
y=—E-O+b:y=b
Observe, entdo, a figura abaixo:
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y s

tangente

30
12

secante

tangente

74

e

Dela, temos que a intersec¢ao das retas secantes com o eixo y, como dito antes limitadas

74 30

pelas retas tangentes, estd no intervalo [ =] — ' [.

Gabarito: “c”.

110.(ITA/2006)

Sabendo que 9y? — 16x% — 144y + 224x — 352 = 0 é a equagdo de uma hipérbole, calcule sua
distancia focal.

Comentarios
O primeiro passo é escrevé-la da forma:

(x—xc)* (y—y)*
a? P2 =1

Ou

(v —yc)? (x—x0)?
a? - p? =1

Para isso, vamos dividir a equagdo, membro a membro, por 9 - (—16), observe:

9 , 16 144 224 352 _
9-(=16)" 9-(=16)" " 9-(-16)Y T9-(=16)* " 9-(=16) _
Lo, 1, 16 14 352 _
167 T9¥ T16Y T 9 T 9. (<16) _
1 1 352
_(+v2 _ - 2 _ _ =
5 (x% — 14x) Te (y? —16y) + Tad 0
Completando os quadrados de x e y, vem:
1 49 1 64\ 352
S(x2 =2 Tx+49) - — — —(y2 —2- 64 —(——) N
g x+49) 5 —1p 0 By + 64) 16) 1220
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Do que obtemos:
-8 G-7*_
(4)? (3)?
Assim, temos que a = 4 e b = 3. Do estudo da hipérbole, sabemos que a distancia focal é
dada por F, F, = 2¢, onde ¢? = a? + b?.

Dessa maneira, temos: c2 = 4?2 + 32 =25 = ¢ = 5.
Por fim:
FF,=2-5=10
Gabarito: F;F, = 10.

111.(ITA/2006)

Os focos de uma elipse sdao F{(0,— 6) e F,(0,6). Os pontos A(0,9) e B(x,3), x > 0, estdo na
elipse. A area do triangulo com vérticesem B,F; e F, é igual a

a) 2210

b) 18110

c) 15v/10

d) 12v/10

e) 6+/10

Comentarios

Ele nos da os elementos necessarios para que consigamos construir a equacao da elipse.
Lembre-se que a equacgao geral da elipse com seus eixos paralelos aos eixos coordenados é da
forma:

(x —x¢)? N (y —ye)? _

a? b2 1

Ou
(x—xc)? (y—yc)?
b? + a? B
Onde 2a é o tamanho do eixo maior e 2b a medida do eixo menor da elipse. Além disso,
também sabemos que a distancia focal € chamada de 2¢ = F; F,. Nesse caso:

1

F1Fz=\/(0—0)24-(6—(—6))2=12=>20=12=>c=6

Sabemos também que o centro da elipse é o ponto médio do segmento F; F,. Portanto:

04+0 6 —6
C=(xc:3’c)=< —; ) +§ )>=(0'0)

Assim, nossa elipse tem a seguinte forma:
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Note que a estd sob y pois o eixo maior sempre € aquele que contém os focos. Nesse caso,

o eixo focal esta sobre o eixo y.

Como o ponto A pertence a elipse, temos que:

02

bZ

Do estudo da elipse, também sabemos que: a? = b? + c?. Logo:

B pertence a elipse, logo:

Observe a figura:

(9)?

a?

=1=>a=9,poisa>0

92 =b? +(6)2=>b =3V5

Nossa elipse esta completa, veja:

2

2

Logo, a area do AF, F, B é dada por:

12 - 2410

Area do AF,F,B = —
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Gabarito: “d”.

112.(ITA/2005)

Uma circunferéncia passa pelos pontos A = (0,2),B = (0,8) e C = (8,8).
Entdo, o centro da circunferéncia e o valor de seu raio, respectivamente, sdo
a)(0,5) e6.

b) (5,4) e 5.

c)(4,8)e5,5.

d) (4,5) e 5.

e) (4,6)e5.

Comentarios

Faca um diagrama e perceba que o triangulo é retangulo de diametro AC. Disso, podemos
tirar duas informagdes importantes:

yh

B

8"

[ ]

(]

O @mmmmmmmmmemmemeemmmeeessme———————

12) Seu centro esta no ponto médio de AC;
22) Seu raio é a metade do comprimento de AC.
Logo, o ponto médio de AC:
A+C 0+8 2+8
T2 ( 2 2
Além disso, o comprimento de AC:

AC=,(0-8)2+(8-2)2=5

)= @5)

Gabarito: “d”.

113.(ITA/2005)
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Seja C a circunferéncia de centro na origem, passando pelo ponto P = (3,4). Se t é a reta tangente
a C por P, determine a circunferéncia C' de menor raio, com centro sobre o eixo x e tangente

simultaneamente a reta t e a circunferéncia C.

Comentarios

Seja r a reta tangente a C por P = (3,4). Observe o diagrama:

yh

O ponto R, de intersecg¢do da reta com o eixo x, é do tipo R = (xg,0). Note que o triangulo
AOPR é retangulo, pela tangéncia. Seja 68 o angulo POT. Temos, do tridngulo APOT, que

cos(0) = E, pois OP? = 32 + 42 = 25 = OP = 5. Olhando agora para o tridngulo AOPR, temos:

© op 5 3 25
= — - —_——_—
c0s OR x; 5 "R™73

Note que OC' =5 + r, pois o raio de C é 5, ainda da condic3o de tangéncia a reta. Além
disso, da condicdo de tangéncia de C’, temos que C'S = r. Olhando para o tridngulo AC'SR,
temos:

C'S r r 3 c 10— 3 10 5
= = —_-= = — = = —_—= —
c r rr 3 =1

C'R_ 25 10
?—(54'7") ?—T‘

cos(@) =

Por fim, sabemos que OC' = x.» =5 + % = % e ycr = 0. Portanto, a equagdo de C’ é:

( 25)2+ , 25
%) Y T 16
_2

2
Gabarito: (x — %) + y% = —

114.(ITA/2005)
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A distancia focal e a excentricidade da elipse com centro na origem e que passa pelos pontos (1, 0)

e (0, —2) sdo, respectivamente,

a)\/?je%
b)%e\/g

NEI|
c)—e-
2 2

d)ﬁe?
e)Z\/?:e?

Comentarios

Pontos do tipo (0,y) e (x,0) delimitam os tamanhos dos semieixos maiores e menores.
No nosso caso, temos entdo que um dos semieixos deve medir 1 e o outro |—2| = 2, pois a elipse
passa pelos pontos (1,0) e (0, —2).

Como 1 < 2, o semieixo maior, a, mede 2, ou seja, a = 2 e, portanto, b = 1.
Do estudo da elipse, sabemos que:
a® = b* + ¢?
Onde 2c é a distancia focal.
Dessa forma:
(2?=1)2+c?=>c2=3>c=3

Do que temos que a distancia focal é dada por 2¢ = 2+/3.

Da definicao de excentricidade: e = 2 = —

Gabarito: “e”.

115.(ITA/2004)
Sejam os pontos A: (2,0), B: (4,0) e P: (3,5 + 2/2).

a) Determine a equacao da circunferéncia C, cujo centro esta situado no primeiro quadrante, passa

pelos pontos A e B e é tangente ao eixo y.
b) Determine as equagdes das retas tangentes a circunferéncia C que passam pelo ponto P.

Comentarios

a) Esse item é resolvido rapidamente quando se representa a situacdo graficamente,
observe:
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Y

z

Do digrama acima, notamos que a coordenada x. do centro esta no ponto médio de AB,
ou seja:

_A+B_<2+4 0+0>_ 30
2\ 2 2 =30

Dessa forma x. = 3. Ainda do diagrama, pela tangéncia do eixo y, observe que x, também
corresponde ao raio da circunferéncia, do que temos que AC = 3. O triangulo AAMC é retangulo,
logo, aplicando o teorema de Pitagoras:

32 = CM?+ AM? = CM?* + 1% = CM = 22
Portanto, a equacdo da circunferéncia é:
2
(x—=3)2+(y—2v2) =9

b) Se vocé proceder com calma, vai observar que P estd sobre a reta CM, a uma distancia
5 de C. Assim, faca o seguinte diagrama:
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Para simplificar, vamos fazer PCQ = 6. Note que +tg(8) corresponde ao coeficiente
angular das retas procuradas, pois o angulo que a reta base de PQ faz com o sentido positivo de
x € 180 — 0 e 0 angulo que a reta base de PR faz com o sentido positivo do eixo x é 8, conforme
se deduz rapidamente no diagrama acima.

Como dito acima, CP =5 e da tangéncia, CQ = 3. Sendo o triangulo APCQ retangulo,
temos, por Pitagoras:

52 = 3% + PQ? = PQ = 4

PQ 4 , .
Dessa forma, tg(6) = 0 =3 Concluimos que as retas possuem coeficiente angular m =
4
+ . Como elas passam por P, podemos escrever:

Caso01: m = g.

4_y—(5+2\/§)
3 x—3 B

4
y=§x+1+2\/§
4
Caso02: m = —3
4 y—(5+2V2)
3 x—3

Gabarito: Item a) (x — 3)% + (y — Zx/f)z =9;ltemb)y = gx +1+2V2o0uy= —§x+ 9 +
2+/2.

4
=>y=—§x+9+2\/§

116.(ITA/2004)

Sejam 1 e s duas retas que se interceptam segundo um angulo de 60°. Seja C, uma circunferéncia

de 3 cm de raio, cujo centro O se situaem s,a5cmder.
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Determine o raio da menor circunferéncia tangente a C, e a reta r, cujo centro também se situa na

reta s.

Comentarios

Pelo enunciado, podemos construir a seguinte figura:

Retirando as circunferéncias para facilitar a visao e inserindo os valores fornecidos, temos:

O triangulo ABC é retangulo com o angulo CAB = 60°. Disso, temos que:

V3 5 10

60° = — = — AB = —
sen > AB=> \/§

O triangulo ADE também é retangulo e compartilha o angulo CAB com o triangulo ABC.
Disso, podemos escrever:
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Por outro lado:

AE+r+3=—=2AE=——-(r+3)
V3 V3
Ou seja:
—=——(r+3):2r=10—\/§r—3\/§=>r=—
V3 V3 2+3
Ou ainda:
10-3v3 2—-4/3
r= : =29 —16V3
24+v3 2-43

Gabarito: r = 29 — 16/3.
117.(ITA/2003)

A area do poligono, situado no primeiro quadrante, que é delimitado pelos eixos coordenados e
pelo conjunto {(x,y) € R%: 3x% + 2y% + 5xy — 9x — 8y + 6 = 0}, éigual a:

a) V6

b)5/2

c)2v2

d)3

e)10/3

Comentarios

Temos uma equagao do segundo grau com termo xy. Nossa primeira suspeita é de que
seja a equacdo de duas retas multiplicadas, vamos tentar fatorar.

Uma boa ideia para fatorar equacdes dessa forma é “resolver” a equagao de segundo grau
em alguma das varidveis. Vamos escolher x, veja:

3x2+2y>+5xy—9x—-8y+6=03x>+ 5y —9)x+ 2y -8y +6 =0
O seu discriminante é:
A=(G5y—9)P2—-4-3-2y*—-8y+6)=y*+6y+9=(y+3)*
x=—(5y—9)i(y+3)
6
Ouseja:6x +4y —12=00ubx + 6y —6 = 0.

Graficamente:
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6r+4y—12=0

bz +6y+6=0

1%

A area do poligono é dada pela diferenca das dreas do triangulo retangulo de catetos 3 e 2
e do triangulo retangulo isdsceles de cateto 1:

s . . 2 - 3 1 * 1 1

118.(ITA/2003)

2 2
Sabe-se que uma elipse de equagao (x—z) + (y—z) = 1 tangencia internamente a circunferéncia de
a b

equagdo x2 +y?> =5 e que a reta de equagdo 3x + 2y = 6 é tangente a elipse no ponto P.
Determine as coordenadas de P.

Comentarios
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O primeiro passo é observar que ambas as cOnicas estao centradas na origem, ou seja,
possuem mesmo centro, do que podemos tragar o seguinte diagrama:

Logo, o eixo maior da elipse mede 2+/5.

Antes de decidirmos se a ou b é o semieixo maior, vamos plotar o grafico da circunferéncia

e da reta dada juntamente, supondo que o eixo maior da elipse estd sobre o eixo x:
U

S:r' +2y=9

Note que ndo seria possivel a tangéncia caso o semieixo maior estivesse sobre o eixo x.
Assim, temos que b = V5.

A equacao da elipse se torna, entao:

—t+—=1

x2 y2
az 5

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 237



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Se a reta é tangente a elipse, temos que o discriminante da equagdao do segundo grau
obtida quando se substitui x ou y na equacgao da elipse deve se anular. Ou seja:

3
y=3—zx
E
2
x? (3—%x) 1 9y, 9 4
§+—5 =1@(;+%)x —§x+§=0(eq.01)
Queremos:
92 4 (1 9
2=(-3) -+ (5) (G +20) =0
16 92 46 16 92-6%2 (9+6)-(9—-6) 153 1 32
T5qz 52 52 5q2 52 52 T2 g 42
4
=>a=§
Assim, a equacao da elipse é dada por:
2 2

X Y

@ °

Fazendo a = % e multiplicando a equag¢ao obtida por 80, vem:

81 9 4
—x2—=x+-=02(9x)?-(9x)-2:8+82=0 (9x—8)>=0
80 5 5
- 8
X = 9
Para achar a coordenada y de P, substituimos x = - na equacgado da reta:
_ 3 38 5
Y=273'973

Gabarito: P = (g,g).

119.(ITA/2003)

Considere a familia de circunferéncias com centros no segundo quadrante e tangentes ao eixo Oy.
Cada uma destas circunferéncias corta o eixo Ox em dois pontos, distantes entre si de 4 cm. Entao,

o lugar geométrico dos centros destas circunferéncias é parte:
a) de uma elipse.
b) de uma parabola.

c) de uma hipérbole.
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d) de duas retas concorrentes.
e)daretay = —x.
Comentarios

Comentarios

Fazendo o diagrama para uma circunferéncia qualquer que obedece as condi¢des do
enunciado, temos que:

C (:1!(_., yc)

"y

r=|xc|
Como AB = 4, temos que AM = 2, sendo M ponto médio de AB;
CM =y,
Como o triangulo ACMA é retangulo, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras:
AC? = AM? + MC? > r? =y} + 22 = x? =y§+4=>2—g—y§= 1 (eq.01)

Temos que os centros das circunferéncias que obedecem as condi¢des do enunciado estao
sobre a hipérbole representada pela eq.01.

Gabarito: “c”.

120. (ITA/2002)

Considere o seguinte raciocinio de cunho cartesiano: "Se a circunferéncia de centro C = (h;0) e
raio 7 intercepta a curva y = ++/x,x > 0, no ponto A = (a,/a) de forma que o segmento AC seja
perpendicular a reta tangente a curva em 4, entao x = a éraizduplada equacdo em x que se obtém

da intersec¢do da curva com a circunferéncia."

L .. L1
Use este raciocinio para mostrar que o coeficiente angular dessa reta tangente em A é N
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Comentarios

Fazendo um esboco da situagao, obtemos:

Afa, va)

C(h,0)

(x — h"}z + f;: = 2

Intersecgdo da curva com a circunferéncia:
y=+Vx=>y?=x
(x—h)+y’=r’=>(x—-h)?+x =12
Ou ainda:
x>+ (1 —-2h)x+h?>—1r2=0

Se ela possui raiz dupla, seu discriminante, A, é nulo. Isso implica que sua Unica raiz é dada

por:
1-2h 2h-1

T2 T2

X =
Mas a é sua raiz dupla, ou seja:

2h—1 b 4
= = = —
2 @ 473

Assim, concluimos que o centro é dado por:

1
C=(Cl+§,0)

A reta tangente é perpendicular a reta base de AC, logo, seu coeficiente angular é:

O coeficiente angular da reta AC é dado por:
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Va -0
Mye = ————=~2va
a-(G+a
O coeficiente de sua reta tangente é, portanto:
1 1
m= — =
—2va 2va
Gabarito: Demonstragao.
121.(ITA/2001)
O coeficiente angular da reta tangente a elipse
X2 y?
4+ =1
16 " 9
no primeiro quadrante e que corta o eixo das abscissas no ponto P = (8,0) é
V3
a)——
3
1
b) — 5
V2
C) — ?
d) -2
4
e) 2

Comentarios
Sejaaretar:y =mx + b. Como ela passa por P = (8,0), temos que:
0O=m-8+b=>b=-8m
Assim:r:y = m(x — 8).

Queremos que a interseccao da elipse e da reta tenham solug¢do Unica. Para isso, vamos
substituir a equacdo da reta na equacao da elipse, veja:

x? 2 x?> [m(x — 8)]? x?> m?(x?—16x + 64
AR S UG ) DI S L ) 4

16 9 16 9 16 9
= 9x2 + 16m?(x? — 16x + 64) = 122 = (9+ 16m?)x?> —16m?x + 16 -64m? —16-9=0

Para que a solugao seja Unica, o discriminante dessa equacdo deve ser nulo, ou seja:
A=(-16m?)?—-4-(9+16m?)-(16-64m?* —-16-9) =0

Simplificando a equacgdo acima, temos que:

, 9 RE
m-=-—=m=+—
48 T4
Como a reta tangencia a elipse no primeiro quadrante, devemos ter m = -

Gabarito: “d”.
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Seja o ponto A = (1,0),r > 0. O lugar geométrico dos pontos P = (x,y) tais que é de 372 a
diferenca entre o quadrado da distancia de P a A e o dobro do quadrado da distancia de P a reta
y=-r1,6:

a) uma circunferéncia centrada em (7, —2r) com raio r.

b) uma elipse centrada em (7, —21) com semieixos valendo r e 271
c) uma parabola com vértice em (7, —1).

d) duas retas paralelas distando /3 uma da outra.

e) uma hipérbole centrada em (7, —21) com semieixos valendo 7.

Comentarios
Questao de interpretacao. Vamos organizar as informacgoes:
1) Quadrado da distdnciade Pa A: (x — )2 + (y — 0)? = (x — r)? + y?;

y+r

V12+02

2
=2(y +1)?

2) Dobro do quadrado da distanciade P aretay = —r: 2- |

Queremos:

(x —1)? B (y + 2r)?

3rP=(x-r)i+y*-2(y+r)? =>1= 2 2

Logo, temos uma hipérbole de centro (1, —2r), com semieixos valendo .

Gabarito: “e”.

123. (ITA/2000)

Duas retas 1, e T, sdo paralelas a reta 3x — y = 37 e tangentes a circunferéncia x> + y? — 2x —
y = 0. Se d é a distancia de r; até a origem e d, é a distancia de r, até a origem, entaod, + d, é
igual a

a)V12.

b) V15.

c) V7.

d) v10.

e) V5.

Comentarios

Se elas sao paralelas a reta dada, elas sdao do tipo:
riy=3x+b

Queremos que elas sejam tangentes a circunferéncia, paraisso, vamos substituir a equagao
da reta na circunferéncia:

x>+ Bx+b)?>*—2x—Bx+b)=010x2+(6b—=5)x+b>—-b=0
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Fazendo o discriminante dessa equacao ser nulo, temos:
A=(6b—-5)?%2—-4-10-(b*—-b)=0=>—4b>—-20b+25=0

5 5 5 5 . .
Resolvendo para b, temos b = —; -~ Zou b = 57 Sem perda de generalidade, seja:
=3 5 5
r:y = 3x 2" h
3x + >
r:y=3x+—=—=
Calculo de d;:
5 5 5 5
—-1:04+43:0—5——=| 5+—=
! ey V10
Calculo de d,:
5 5 5 5
-1:0+3:0—5+—| —=-—5
4 - AR
2 JCDE+ 32 V1o
Por fim:
z%
d+d, =—= =15
1 2 \/1—0

Gabarito: “e”.

Prof. VictorSo

124.(ITA/1999)

Pelo ponto C:(4,—4) sdo tragadas duas retas que tangenciam a parabola y = (x — 4)? + 2 nos

pontos A e B. A distancia do ponto C a reta determinada por A e B é:
a) 64/12
b) V12
c)12
d) 8
e)6
Comentarios

Seja a reta r tangente da forma:

rry=mx+»
Temos que C € 1, logo:
—4=4m+b=>b=-4(m+1)
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Assim:
ry=mx—4(m+1)
Substituindo y na equagao da parabola, temos:
y=@x—-4)?2+2>mx—4(m+1)=(x—-4)*+2
Simplificando a equagdo acima, temos: x% — (8 + m)x + 22 + 4m = 0 (eq.01)
Calculando seu discriminante, temos:
A=B+m)?—4-(1)-22+4m)=m?+16m+4-16—-4-22—16m=m?—-4-6
Fazendo A = 0, vem:
mi=4-6=>m=1+2vV6
Como A = 0, unica solugao da equagao 01 é dada por x = 8+Tm. Substituindo na equacgao
da reta, temos que:

8+m m?2 m?
y=m-( 5 )—4(m+1):4m+7—4m—4:7—4

Ou seja, para ambas as retas teremos o mesmo y, observe:

2 2
_ (+2v6) 4 (—2v6)
Va = > = >
Para facilitar, observe o diagrama:

4=yB=8

y
= A Note que a reta AB é horizontal, pois A e B
possuem mesma coordenada y, de modo
gue a distancia do ponto C a ela é dada
" simplesmente por:
\ d(C,AB) = |ysl + lycl =8+ 4 =12
4
2
0 2 -3
xr
-2
—-4
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Gabarito: “c”.

125.(ITA/1999)

Considere a circunferéncia C de equagdo x* + y? + 2x + 2y + 1 = 0 e a elipse E de equagdo x* +
4y? — 4x + 8y + 4 = 0. Entio:

a) C e E interceptam-se em dois pontos distintos.

b) C e E interceptam-se em quatro pontos distintos.

c) C e E sao tangentes exteriormente.

d) C e E sao tangentes interiormente.

e) C e E tém o mesmo centro e nao se interceptam.

Comentarios
Multiplicando a equacado da circunferéncia por 4, temos:
x2+y?+2x+2y+1=04x*+4y2+8x+ 8y + 4 =0 (eq.01)
Subtraindo a equacao da elipse da equac¢ao da circunferéncia, temos:
(x? +4y* —4x + 8y +4) — (4x* +4y*+8x+8y+4) =0
Logo:
—3x2—-12x=0=>x-(3x+12)=0
Ouseja, x = 0oux = —4.

Vamos encontrar as coordenadas y dos pontos de interseccdo. Para isso, basta escolher
uma das equac0es, da circunferéncia ou da elipse, e substituir os valores de x encontrados. Por
simplicidade, vamos escolher a circunferéncia.

Parax = 0:
y2+2y+1=0=>(y+1)?=0
sy =-—1
Para x = —4:
(—4)?+y*+2- () +2y+1=0=>y>+2y+9=0
Seu discriminante: A = 4 — 4 -9 < 0, ou seja, ndo possui solucdes reais.
Ou seja, temos apenas um ponto de intersec¢do, P = (0, —1).

Para saber se elas se tangenciam internamente ou externamente, primeiramente vamos
escrevé-las na forma usual, ou seja:

Circunferéncia:

x2+y24+2x+2y+1=0 (x +1)?+ (y +1)?> =12
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Logo, seu centro e raio sdo, respectivamente: C = (=1,—1)er = 1.

Elipse:

x —2)? +1)?

-2 G+
4 1

Logo, seu centro é C = (2,—1). Seus semieixossdoa =2eb = 1.

x2+4y? —4x+8y+4=0=>(x—-2)’+4(y+ 1) =4 &

Fazendo um diagrama:

(z+1) +(w+1)" =1 [1—2}-+(g+1}3=1

Logo, sdo tangentes externas.

Gabarito: “c”.

126. (ITA/1998)

Considere a hipérbole H e a pardbola T, cujas equagdes sao, respectivamente,
5(x+3)2—-4(y—2)2=-20e(y—3)2=4(x—1).

Entdo, o lugar geométrico dos pontos P, cuja soma dos quadrados das distancias de P a cada um dos

focos da hipérbole H é igual ao triplo do quadrado da distancia de P ao vértice da parabola T, é:

(x-3)%2 | (y+2)?

+3=1.

a) A elipse de equacgao

O+D? _ @ _ 4
4

b) A hipérbole de equagdo
c) O parde retas dadas pory = +(3x — 1).
d) A parabola de equagdo y? = 4x + 4.
e) A circunferéncia centrada em (9, 5) e raio V120.
Comentarios
O primeiro passo nessa questdo é saber identificar, dadas as equagdes:
O vértice da pardbola;
Os focos da hipérbole.

Para a parabola, devemos lembrar que ela é “centrada” em seu vértice. Observe que a
equacdo dada possui o seguinte padrao:
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(y —k)? =4a(x — h)

De modo que seu vértice tem coordenadas (h, k). Em nosso caso, temosque h =1ek =
3. Logo, o vértice da pardbola é V = (1,3).

A hipérbole dada possui equacao:
(y—2)* (x+3)?

=1
5 4
Fazendo um diagrama dessa hipérbole, temos:
8
u
B
F
@-------—rleen =0
4
[
C
@ =0
C
3 -7 - =5 -4 -+ -2 -1 1] 1 T 2 3
F, @====e=eg=om 2 ]
2%

Sabemos que a abscissa dos focos, F; e F,, € —3, pois eles estdo na mesma reta vertical
que o centro C = (—3,2). Note que as coordenadas y de F; e F, correspondem a:

yi=2+cey,=2-c
Onde c é a metade da distancia focal. Do estudo das hipérboles, sabemos que:
c? = a® + b?
Para a equacao da hipérbole:

v —ye)* (x—=x0)*
a? - p? =1

Em nosso caso, a? = 5 e b? = 4, do que temos que c2 =5+ 4 = 9 = ¢ = 3. Ou seja:

yp1=5ey,=-1
Do que segue que F; = (—=3,5) e F, = (—3,-1).
Do enunciado, P obedece:
(x+3)+@—-52+x+3)+ @+ 1*=3[(—-1*+ (y —3)7]
Ou seja:
x2—18x+y?—-10y—14 =0 (x—-9)?%+ (y —5)? =120
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Entdo P pertence a uma circunferéncia de centro (9,5) e raio v120.

Gabarito: “e”.

127.(ITA/1997)

Seja m € R tal que a reta x — 3y — m = 0 determina, na circunferéncia (x — 1)? + (y + 3)? =
25, uma corda de comprimento 6. O valorde m é

a) 10 + 410
b)2 ++3
c)5—+/2

d) 6 +/10
e)3
Comentarios

Note que essa circunferéncia possui raio 5. Fagcamos o diagrama abaixo que representa
essa circunferéncia e uma corda qualquer de comprimento 6:

Observe que a distancia do centro dessa circunferéncia a uma reta que determina uma
corda de tamanho 6 é igual a 4, pois o triangulo AABC é isésceles de base AB = 6, do que temos
gue sua altura é também mediana e podemos calcular CH por Pitagoras:

CH*+3?=52=(CH=4

O centro da nossa circunferéncia é C = (1,—3) e a reta é x —3y —m =0, do que
devemos ter:

1-3-(-3)—-m

V12 + (=3)2

Comom > 0, segue que m = 10 + 4+/10.

=2 10—m=14v10 & m =10 + 4v10

4= |
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Gabarito: “a”.

128.(ITA/1997)

Seja A o ponto de intersec¢ao das retas 1 e s dadas, respectivamente, pelas equacdes x +y =3 e
x — 7y = —3. Sejam B e C pontos situados no primeiro quadrante com B € r e C € s. Sabendo que
d(A,B) = d(4, C) = /2, entio a reta passando por B e C é dada pela equagio

a)2x+3y=1
b)y=1
cy=2
dx=1
e)x=2

Comentarios

Faca o diagrama das retas no plano cartesiano:

1

Observe que o ponto de interseccdao entre as retas surge naturalmente, uma vez que ele
corresponde a intersecgao de ambas as retas como o eixo y, isto é, A = (0,3).

Além disso, perceba que as retas sdo perpendiculares, ja que m, = —1em, = 1, ou seja,
temos m,my = —1.

O conjunto de pontos que distam /2 de A, é uma circunferéncia de raio V2 e centro em A.
Observe o seguinte esquema:
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—4/—3 -2 -1 0 1 2 3\ 4 g !

A Unica forma de B e (C estarem, simultaneamente, no primeiro quadrante é se
escolhermos os pontos de intersec¢do superiores com conjunto de retas, ou seja:

Veja que, como AABC é isésceles e BAC = 90°, devemos ter ACB = ABC = 45°. Sendo
o coeficiente angular de s igual a 1, ela faz 45° com o eixo x, de modo que BC é paralelo ao eixo

y.

Perceba que a coordenada x de B e C é dada por:

V2
xB=xC=AC-sen45°=\/§°7=1

Disso, podemos concluir que a reta que passa por BC tem equagao x = 1.

Gabarito: “d”.

129. (ITA/1996)
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Sabendo que o ponto (2,1) é o ponto médio de uma corda AB da circunferéncia (x — 1)? + y? =

4, entdo a equacao da reta que contém A e B é dada por:

aJy=2x-3

b)y=x-1

cdJy=—-x+3
_3x_

e)y=—%x+2

Comentarios

Uma maneira simples de resolver esse problema é perceber que a reta que passa pelo
ponto médio de uma corda e pelo centro da circunferéncia é perpendicular a corda, veja:

Isso ocorre porque o triangulo AABC é isésceles e a mediana relativa a base AB também
é altura.

Seja M = (2,1) o ponto médio e C = (1,0) o centro da circunferéncia. Dessa forma, o
coeficiente angular de MC é dado por my,, = % = 1. Areta AB é tal que mygmy = —1, ou

seja, myp = —1.
Além disso, ela passa por M, do que temos:

y—1
X—2

mAB=_1= :y=_x+3

Gabarito: “c”.

130.(ITA/1996)

Sdodadasasretas (1) x —y+1++/2 =0e (s)xvV/3 +y — 2 + /3 = 0 eacircunferéncia (€)x?* +
2x + y2 = (0. Sobre a posigdo relativa desses trés elementos, podemos afirmar que:
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a) r e s sdo paralelas entre si e ambas sdo tangentes a C.

b) r e s sao perpendiculares entre si e nenhuma delas é tangente a C.
c) r e s sao concorrentes, r é tangente a C e s ndo é tangente a C.

d) r e s sdo concorrentes, s é tangente a C e r ndo é tangente a C.

e) r e s sao concorrentes e ambas sao tangentes a C.

Comentarios

Por inspecao, temos que m, =1 e mg = —/3, ou seja, nao sao paralelas e nem
perpendiculares, sdo apenas concorrentes.

Para que elas sejam tangentes a C, a distancia do centro de C, que denominaremos de
ponto C, a cada reta deve ser igual ao raio da circunferéncia. Mas qual o raio e quem é C? Veja:

x2+2x+y’ =0 (x+1)?+y2=1
Ouseja,oraioé R =1eC = (—1,0). Calculando a distanciade C ar:
~1-0+1++2

Logo, d(C,r) = R, er é tangente a C.

d(C,r) =

Calculando a distanciade C a s:

(-1)V3+0-2++3 1
(63 +

Logo, d(C,s) = R, e s étangente a C.

d(C,s) =

Gabarito: “e”.

131.(ITA/1996)

Tangenciando externamente a elipse tal que £;: 9x% + 4y* — 72x — 24y + 144 = 0, considere
uma elipse &, de eixo maior sobre a reta que suporta o eixo menor de &; e cujos eixos tém a mesma
medida que os eixos de &£;. Sabendo que &, estd inteiramente contida no primeiro quadrante, o

centro de &, é:
a)(7,3)
b) (8,2)
c)(8,3)
d) (9,3)
e) (9,2)

Comentarios
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Primeiramente, vamos escrever a elipse na sua forma usual completando os quadrados
para x e paray:

9x2 +4y?> —72x — 24y + 144 =0 &
S92 —8x+16) +4(y2 -6y +9)—9-16—4-9+ 144 = 0
x — 4)? — 3)?
( ) +(y ) .
4 9

Logo, seu centro é dado por C; = (4,3), seu semieixo maior a = 3 e seu semieixo menor
b= 2.

©9(x—4)2?+4(y—-3)?=4-9o

A posicao relativa das elipses é dada no diagrama cartesiano abaixo, levando-se em
consideragao que ¢, estd totalmente primeiro quadrante:

(xz—4)°
4

(y—3)°" _
9

1

-+

Iy

_____-______-’

1

1

1

: :
e '
- ~ -

4. T2 x
1

Note que o eixo maior de ¢, é paralelo ao eixo x, do enunciado. Além disso, as elipses sao
idénticas a menos de suas posi¢cdes no plano, isto &, seus eixos correspondentes sdo iguais.

Do diagrama acima, podemos perceber que a coordenada y dos centros das elipses sao
iguais, matematicamente, seja C, = (x,,y,) o centro de &,, temos que y; = 3 = y,. Além disso,
temos a seguinte relacao entre as coordenadas x:

X,=x,+b+a=4+3+2=9
Portanto, C, = (9,3).
Gabarito: “d”.

132.(ITA/1996)

~ . 11 . . ~
Sdo dadasaspardbolasp,:y = —x2 —4x —1lep,:y=x%—3x + — Cujos vertices sdo denotados,

respectivamente, por V; e V,. Sabendo que 7 é a reta que contém V, e V,, entdo a distancia de r
até a origem é:

)i
N7
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7
b) 7%

)L
NG

17
d) 7%

)1
N7

Comentarios

G

Vamos completar os quadrados para x em ambas as pardbolas:

priy=—x*>—4x—4+4—-1=3—(x+2)*

2

5 9 9 11 3
Py =x —3x+———+—=(x——) +=

4 4 4 2

Prof. VictorSo

Do estudo das parabolas, sabemos que o x do vértice maximiza ou minimiza o y da curva.

Dessa forma, o vértice de p, é dado por V; = (—2,3) e o vértice de p, é dado por V, =

Coeficiente angular da reta r:

3—% 5
mr—_z_i——7
2
Do que temos:
5 y—3
r:—;=x_—(_2)<:)r:5x+7y—11=0

Distancia de 0 = (0,0) até r:
5:0+7-0-11 11
iz | 74

do,r) =

Gabarito: “e”.

133. (ITA/1995)

Uma reta t do plano cartesiano x0y tem coeficiente angular 2a e tangencia a parabolay = x* — 1

no ponto de coordenadas (a, b). Se (¢, 0) e (0,d) sao as coordenadas de dois pontos de t tais que

c>0ec=—-2d,entaoa/b éigual a:
a)—4/15
b) -5/16
c)—3/16
d) —6/15
e) —7/15

Comentarios
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Seja t da forma:
tty =2ax +k
Sabemos que (a, b) pertence a parabola, temos entao:
b=a?>-1
Além disso, (a,b) € t,logo:b =2a-a+k =a*—1=k =—(a’? + 1). Ou seja:
t:y = 2ax — (a®* + 1)
Temos que ¢ = —2d e que os pontos (¢,0) = (—2d, 0) e (0, d) pertencem a reta.
Portanto:
a’+1
4a
d=2a-0—(a?+1) =—(a?+1)eq.02

Comparando a equag¢ao 01 com a equagao 02, temos:

0=2a-(-2d)—-(a*+1)=>d=- eq.01

a’+1
4a
Pois (a? + 1) > 0 sempre.

Por fim, b = G)Z —-1= —Eeg=i-(—g) = —%.

1 1 1
= —(@+1) e (a +1)(1 4a> 01-—=0=a=7

Gabarito: “a”.

134.(IME/2021)
No que diz respeito a posi¢ao relativa das circunferéncias representadas pelas equagoes
x2+y*—6x—8y=11

x2+y*—8x+4y=-16

pode-se afirmar que elas sao:

a) exteriores.

b) tangentes exteriores.

c) tangentes interiores.

d) concéntricas.

e) secantes.
Comentarios
Completando os quadrados das equagdes e fatorando, temos:
x2—6x+9+y2—-8y+16=11+9 + 16
(x—3)2+(y—4)? =36 =6

Temos uma circunferéncia de centro 0,(3,4) eraior; = 6.
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x2—8x+16+y>+4y+4=-16+16+4
(x—4)2+(y+2)*=4=2?
Temos uma circunferéncia de centro 0,(4, —2) eraior, = 2.
Vamos calcular a distancia dos seus centros e comparar com seus raios:
0,0, =/(4=3)2+ (=2 —4)2 =37
n+r=6+2=8=64
n—-1r=6—-2=4=416
Assim, temos:
V16 < V37 <64
n—1<0,0,<n+rn
Portanto, as circunferéncias sdo secantes.
Gabarito: E

135.(IME/2021)
Considere as retas que contém o ponto € (3, 3) e interceptam os eixos coordenados x e y nos pontos
A e B, respectivamente. O ponto P pertence a reta AB e sua distancia do ponto A é a terga parte

do comprimento do segmento AB. Identifique o lugar geométrico do ponto P e escreva a sua
equacgao.

Comentarios
A reta AB contém o ponto C(3, 3), logo, ela possui equacdo dada por:
y—3
x—3
Em que m # 0, pois a reta intercepta os eixos x e y. Assim, temos para as coordenadas de

AeB:

=m=>y=mx-—3m-+3

3
A(3 ——,0) e B(0,3 —3m)
m
O ponto P pertence a reta AB tal que AP = gAB. Podemos ter duas possibilidades:

1) Ponto P divide o segmento AB internamente:
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Nesse caso, temos:

BP =2PA=P—-B=2(A—-P)=3P=2A+8B

3 3
(x,y) = 2(3 ).3G-3m)
x’y 3 ;3 m

2

{x:2——

m

y=1—m

Da primeira equacao:
>—=2—-—x>m= , X F 2
m 2—x

Substituindo na segunda:

2
2—Xx
=>x-2)y—-1)=2

y=1-

Prof. VictorSo

Essa é a equagao de uma hipérbole rotacionada, pois é do tipo xy = a, em que as

assintotas foram transladadas.

2) Ponto P divide o segmento AB externamente:
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C(3,3)

3

P(z,y)

Nesse caso, temos:
BA = 3AP
A—B=3(P—-A)
4A — B = 3P
4 1

>P=-A—-B
37 3

o =(3fa-2) -a-m)

Da primeira equagao:

Substituindo na segunda:

-1

y=4—x
>k-4Dy+1)=-4
Essa é a equacdo de uma hipérbole rotacionada.
Portanto, o lugar geométrico é a uniao de duas hipérboles rotacionadas:
>x-2)(y—-1)=2
>x-4Hy+1)=-4
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Gabarito: Unido de duas hipérboles rotacionadas (x —2)(y—1) =2e(x—-4)(y+ 1) = -4

136.(IME/2020)

O lugar geométrico definido pela equagdo x* + 3y% + 5 = 2x — xy — 4y representa
a) uma elipse.

b) uma hipérbole.

¢) uma circunferéncia.

d) um conjunto vazio.

e) duas retas paralelas.
Comentarios

Nessa questao, poderiamos ficar tentados a calcular o discriminante da cbnica e, assim,
achariamos que o lugar geométrico é uma elipse. No entanto, devemos nos atentar as alternativas
e ver que nas letras (D) e (E), temos um conjunto vazio e duas retas paralelas, respectivamente.
Assim, vamos verificar se a equac¢ao dada pode ser uma dessas possibilidades. Analisemos a
equacao quadratica em funcao de x:

x2+3y2+5=2x—xy —4y
x2+(y—2)x+3y*+4y+5=0

Devemos verificar se essa equac¢do possui solucdo. Para isso, vamos calcular seu
discriminante:

A=(y—-2)>—-4By*+4y+5)
A=y —4y+4—12y% — 16y — 20
A=—11y2 — 20y — 16

Encontramos uma fungdo em y. Ao analisarmos o discriminante da equagdo —11y? —
20y — 16 = 0, verificamos que ele é menor que zero:

A = (-20)? —4(—11)(—16) = 400 — 704 = —304 < 0

Como o discriminante dessa equac¢do é menor que zero e a fun¢do A = f(y) = —11y% —
20y — 16 representa uma pardbola com concavidade para baixo, temos que Vy € R, f(y) < 0,
ouseja, A <0,Vy € R. Portanto, a equacao inicial em x nao possui solugao, logo, o lugar

geométrico é o conjunto vazio.

Gabarito: “d”.

137.(IME/2020)

Os pontos A(—5,0) e B(5, 0) definem um dos lados do tridangulo ABC. A bissetriz interna do angulo
correspondente ao vértice C é paralela a reta de equagdao 14x — 2y + 1 = 0. Determine o valor da

excentricidade do lugar geométrico definido pelo vértice C deste triangulo.
Comentarios

Solugdo 1) Representando a figura do enunciado, temos:
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Y
« p

A(—5,0) M (k,0) B(5,0) x

CM é a bissetriz interna do triangulo ABC, a questao afirma que ela é paralela areta 14x —
2y +1 =0, logo, areta CM deve possuir o mesmo coeficiente angular:

1
14x—2y+1=0=>y=7x+E:m=7

Assim, o coeficiente angular da reta CM é:

Mmey = tgp =7

A reta CM é dada por:

y=7(x—k)
Logo:
y
k=x—-—=
77

Aplicando o teorema da bissetriz interna, temos:
AC _BC =>\/(x+5)2+y2 Y —5) +y?
AM BM k+5 5—k
Elevando ao quadrado:
(5—k)*(x? + 10x + 25+ y2) = (k + 5)?(x? — 10x + 25 + y?)
(25 — 10k + k?)(x? + 10x + 25 + y?) = (k? + 10k + 25)(x2 — 10x + 25 + y?)

25%7 + 250x + 625 + 2597 — 10kx?=100%x — 250k — 10ky? + k*%% + 10k?x + 25k7
+k2y%

= k%x? — 10k?x + 25k% + k297 + 10kx?=100%kx + 250k + 10ky? + 25%% — 250x + 625
+ 2597

500x — 20kx? — 500k — 20ky? + 20k?x =0
25x — 25k —kx* — ky? + k*x =0
25(x — k) —kx(x—k) —ky?> =0
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Substituindo o valor de k:

zs(x_(x_;))_(x_;)x(x_x__) (x=2)y* =0

25y x(7x —y) ry ( ) 7xy
7 7 7 7
175y — 7x?y + xy? — 49xy? + 7y3 = 0

=o

Como y # 0, temos:
175 — 7x* — 48xy + 7y* = 0
sz +é§xy;7y2 —-175=0
A B c
Fazendo a rotacdo de modo a eliminar o termo misto, temos:
B
tg(20) = ——
9(20) = -—
48 24

tg(29) = ﬁ = 7

2tg0 24
1—-tg?0 7
24tg%0 + 14tgh — 24 =0
12tg%6 + 7tgf — 12 =0

Encontrando as solugdes:

—7+v49+4-144 -7 1++V625 —7+£25

tgl =

24 24 24
3 4
tgo, =z 0u tgo, = -3
Vamos usar tgf = 3/4, aplicando a transformacgao de coordenadas:
3
c059=§esen9=§
4 3
{x=X-cost9—Y-sen9=> x=§X—§Y
y=X-senf +Y -cosb 3
y:§X+§Y
4 3 4\? 4 3 \(3_ 4 3. 4.y
7(§X—§Y) +48(§X—§Y)(§X+§Y>—7<§X+§Y) —175=0

7 48 7
o (16X? — 24XY + 9Y?) + = (12X° + 7Y — 12Y?) — - (9X* + 24XY + 16Y?) — 175
=0

7-16X%2+7-9Y%+48-12X* —48-12Y?>—-7-9X*—7-16Y?2—-175-25=0

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 261



=

5 I\IﬂElstratégia Prof. Victor So
ilitares

(49 +48-12)X* — (49+48-12)Y2—-175-25=0
625X2% — 625Y% —7-625 =0
X?—-Y2=7

Portanto, temos a equacdo de uma hipérbole equilatera. Logo, sua excentricidade é

e =12

Solugao 2) Para facilitar a resolugao da questdo, podemos utilizar uma rotacao do eixo de
coordenadas em torno do ponto A. Para isso, tomemos o eixo y’ como paralelo a reta que é a
bissetriz fornecida no enunciado e o eixo x’ é perpendicular a y’ passando no ponto A.

B=90°-«a

Definimos também o ponto Z(c,0) como o encontro entre a reta s e o eixo x’. Devemos
observar que a reta r é altura e bissetriz no triangulo ABZ, portanto, é também mediana do lado
AZ, como mostrado no desenho.

O ponto C desejado é o encontro das retasres.

Primeiramente, vamos calcular as coordenadas do ponto B nesse novo sistema de
coordenadas. Note que a mera rotacao do eixo de coordenadas ndo altera a distancia AB = 10.
Além disso, as proje¢des de B formam um triangulo retangulo que possui um dos angulos como o
arco tangente de 1/7.

xg + yg =102
XB
Y = 2 ~Xg =7Yg

Agora, podemos calcular as novas coordenadas de B.
(7yg)? + y§ = 102
49y3 + y3 = 100
50y3 = 100
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Facamos a conta de xs.

xp =Tyg = TV2

A reta r é paralela ao eixo y’. Portanto, a sua equacao é dada por:

A reta s é dada pelos pontos B(7\/§, \/f) e (c,0). Sua equacdo pode ser expressa em funcdo
do coeficiente angular:

Ay V2 -0 _ V2
Ax 72 —c¢ 7WZ-c

Podemos agora obter o coeficiente linear da reta n considerando que (c, 0) pertence a reta

mg =

y' =myx' + ng

0 =mg.c +ny

V2 V2 o)
SNe=——MC=———7"7"7——.,C =———.(—C
: * 7V2 — ¢ 7V2 — ¢
Logo, a equagao dareta s é:
l4 I_I_ ﬁ I+ ﬁ ( )
ssyy=mx' +ng=——7-——.x'+—.(—c
Y * g 7V2 — ¢ 7V2 — ¢
' i [x" —c]
s:y' = x'—c
Y 7V2 — ¢

Note que o ponto C é o encontro das retas r e s. Portanto, basta resolver o sistema de
equacoOes definido pelas duas equacgdes de reta.

I ¢ _ 2 ’
r:x' = 5 c=2x
Substituindo o parametro ¢ na equacao da reta s é:
V2 V2
sy =——[x' —c] = —[x — 2x]
N 7V2 — 2x'
Fazendo as manipulacdes algébricas.
2 2
r_— [X’ _ 2x’] — [_xr]
Y 72 — 2x' 72 — 2x'

Passando o denominador para o outro lado, temos:
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y1(7\/i _ Zx/) — \/E[—X’]
7\/§y1 _ Znyl — \/E[—x']
wN2x + TNy = 2x'y' = 0

.0 \/z 14 7\/2 !
XYy —gx - =10

Podemos fatorar a equacgao obtida, observando que:

( 7@)(,\/5)_,,\/2 N2, 7

o XY T Ty

2

Portanto, temos que a equacgao da curva é:

I.,7 \/z 14 7\/2 !
Xyogr oy =0

, N2\ ([, N2\ 7
(=) -7)-5=0

;T2\ ([, N2\ 7
(=15 -5)-

Trata-se, portanto de uma hipérbole equildtera deslocada da origem. Portanto, a sua

excentricidade é igual a V2.

Gabarito: Hipérbole de excentricidade v2

138.(IME/2020)

Sobre uma reta r sao marcados trés pontos distintos A, B e C, sendo que C é um ponto externo ao
segmento de reta AB. Determine o lugar geométrico das interseg¢oes das retas tangentes a partir de

A e B a qualquer circunferéncia tangente a reta r no ponto C. Justifique sua resposta.

Comentarios

Sem perda de generalidade, consideremos a seguinte figura que representa o problema:

r
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AD e BE sao as retas tangentes a circunferéncia tangente a reta r no ponto C. Para
simplificar os calculos, consideramos a reta r como a reta coincidente com o eixo das abcissas.
Sabendo que a equacao de uma reta é

Yy —¥o = m(x — x,)
Temos para a reta AD:
y=ya=mupx —x4) 2y =(x+a) tg(2a) (eq.I)
Para a reta BE:
y—yp =mpg(x —x5) >y = (x+b) tg(2p) (eq.1I)

A intersecao da reta AD e areta BE éo ponto P(x,y). Igualando as equagdes das retas,
temos:

(x+a) tgQRa) = (x+b)-tg(2B) (eq.III)

Pela figura, vemos que:

t = R t = R
ga=—_etgh =7
Pelas relagbes trigonométricas, temos:
R
2tga 2 (5) 2Ra
20) =—mm = 2q) = ——~— = 2a) =
tg(2a) 1—tg’a tg(2a) (R tg(2a) = >3
-(@
R
tgﬁ 2(3 2Rb
tg(2p) = =>1:(2/)’)—L)2=> tg(2B) = 5——;
1-tg?p 1 (B) b2 — R
b
Substituindo os valores encontrados na eq. I11:
2Ra 2Rb
o+ o) () = 40 (=)

(x + a)(b? — R?)2Ra = (x + b)(a® — R?)2Rb
a(xb? — xR? + ab? — aRZ) = b(xa? — xR? + a®b — bR?)
axb? — axR? + a*b? — a’R? = bxa® — bxR? + a*b? — b?R?
ab’*x — a’*bx — asz + bR?x — a’R? + b?R? =0

abx(b —a) + R?x(b—a) + R? (b>* —a?®) =0
(b—a)(b+a)

Como b # a, temos:
abx + R?x +R*(a+b) =0

R?(a + b)
ab + R?

Substituindo o valor de x na equacgdo I, obtemos:
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B Rz(a+b)+ <2Ra)
Y= ab + R? a a’? — R2

_ 2Ra(—aR? — bR* + a’b + aR?)

Simplificando:

Y= (ab + R?)(a® — R?)
_ 2Rab(a*—R?)
Y= (ab + R (a2—R?)
_ 2Rab
y_(ab+R2)
Escrevendo R? em fungdo de x:

R*(a+b
__CLISTIQZ)ﬁabx"‘RZx:_aRZ—bRZ=>R2(a+b+x)=—abx
2 abx

 a+b+x
Substituindo em y:
212 ( _ abx
2Rab . 4a’b?R? . <4ab( a+b+x)>
= Yyl = y? =
YT wrry ") Trr2 Y P )2
a+b+x
2457 abx __ 4abx
=% = 4 (_a+b+x) > y? = Mﬁy2=_4abx(a+b+x)
(1 - —% (a + b#+x=x)? (a + b)?
a+b+x (a+b+x)?
5 4ab(a+b)x+ 4abx®
(a + b)? (a+b)?2
2y 4ab x2+2(a+b)x+(a+b)2_(a+b)2 — 0o
Y T a+ by 2 Z o
(s+952)
2, 4ab ( a+b>2 Do
Y (a + b)? * 2 @b =
a + b\
+572) ., )
(a + b)? ty =a
4ab
2
(+a+b) )
2 +y ~1
(a + b)? ab
4
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Portanto, o lugar geométrico dos pontos que satisfazem as condi¢des do problema é uma
elipse.

Gabarito: Elipse

139.(IME/2019)

Uma hipérbole equilatera de eixo igual a 4, com centro na origem, eixos paralelos aos eixos
coordenados e focos no eixo das abscissas sofre uma rotagdo de 45° no sentido anti-horario em

torno da origem. A equacao dessa hipérbole apds a rotagao é:

a)xy =2

b) x> + xy —y?> =4
c)x?—y* =2

d) xy = -2

e)x’ —y*=-2
Comentarios

A equacao de uma hipérbole é dada por:

(x — xo)z (y — J’O)Z _
a? B b? =1

A hipérbole da questdo possui centro na origem, entdo, (x,,y,) = (0,0). Ela também é
equilatera de eixo igual a 4, logo:

Assim, temos:

X2 y? ;
4 4
Precisamos rotacionar essa equacdo 45° no sentido anti-horario. Podemos usar a matriz
de rotagao:
<x’) _ (cos 45° —sen 45°) (x)
, =
y sen45° cos45° /\Y
N’ " ~
coordenadas rotacionadas matriz de rotacio
cos45° —sen45°% | . o . . .
Se M = ( o N ) é a matriz de rotagdo no sentido anti-horario e sabendo
sen 45 cos 45

gue ela é ortogonal, podemos escrever:
M™™ = MMT =1

x' X
(y’) =M (y)
Vamos multiplicar a esquerda da equac3o por MT:

w (5) = uru ()
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(Crenase cosase) ()= ()

Assim, obtemos:

. :I I !
2 2
V2 , V2 ’

Agora, basta substituir essas relagdes na equagao da hipérbole:

x2  y?
4 4 4 4
Simplificando:
2 ! ! 2 ! !
Z (x' + )2 ) (—x"+ y )?
4 4 B
x?+2x'y" +y? — ("2 -2x'y +y'?) .
. =
4x'y’
y —1
8
x'y' =2
Gabarito: “a”.
140.(IME/2019)
P N A ~ 2 2 35 .
A reta r é normal a conica C, de equagao 9x“ — 4y“ = 36, no ponto 4 = (B’T) e intercepta o

eixo das abcissas no ponto B. Sabendo que F é o foco da conica C mais proximo ao ponto A4,

determine a area do tridngulo ABF.
Comentarios

A cbnica pode ser escrita em sua forma reduzida:
2 2

X2y
Ox2 —4y2 =36 @ ——2_ =1
TRy 49

Assim, temos que o semieixo real a e o semieixo imagindrio b sdo dados por:
a?=4=a=2
b? =9=>b=3

Com esses dados, podemos calcular o valor da semidistancia focal:

c?=a*’+b>*=>c>=4+9=13=>c=+V13
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Como a coOnica possui centro na origem e é da forma

Podemos afirmar que seus focos estdao no eixo x, logo:
F, = (=V13,0)
F, = (V13,0)

F é o foco da cOnica mais proximo ao ponto A. Como A estd localizado no primeiro
quadrante do plano cartesiano, temos que F deve serigual a F,.

F = (¥13,0)

Vamos esbocar o grafico para visualizar a situagao:

y
@ ® -
F(—V13,0) F»(v13,0) ©

Resta encontrar o ponto B. Para isso, devemos encontrar a equacao da reta r normal a C.
Sabendo que o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto (x,y) é dado por:

dy
" dx
Entdo, aplicando-se a derivada na equac¢ao da hipérbole, obtemos:
d(9x? —4y?) d(36)
dx T dx
9:2:x—4-2:-y-y'=0

— !
mg =Yy
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18x —8ym; =0

O9x
=>m; = E
Para obter o coeficiente angular da reta r, podemos usar a seguinte relagao:
1 4y
mm,=-1=>m, = —E:mr = "o
Como A é um ponto da reta r, temos:
A=<3i§>=> m =_4-¥=_i§
T2 " 9-3 9

A forma geral de uma reta é:
y — Yo = m(x — x,)

Conhecemos o coeficiente angular de r e A é um ponto pertencente a reta, assim, sua
equacdo é dada por:

3W5  2V5
Ty - == 5 (x —3)
B é um ponto do eixo das abcissas, logo, yz = 0. Desse modo:
35  2V5
Y — 5 = - 9 (xg —3)
3v5 25
— = - 3)
2 9
_Z + 3
Xpg = 2
39
Xg = 2
B= (39 0)
=7

Esbogo do grafico:
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Fy(—v13,0) F(+/13,0) B{@ 0
4 El

A area do AABF éigual a:

1 /39 35
S =5 (3 V1)
11745 — 124/65
ABF — 16

117/5-12V65

Gabarito: S 5r = o

141.(IME/2018)

Considere a elipse abaixo, onde DD’ é uma corda passando pelo seu centro, MM’ uma corda focal

e o eixo maior da elipse é 2a.

Prove que: DD'? = MM’ - 2a

Mi‘

Comentarios
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Sejap = MF e ¢ = FM'. Vamos nomear o outro foco como sendo F,. Observe o diagrama
abaixo:

Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo AFMF,, temos:
F,M? = FF? + FM? — 2FF, - FM - cos (180° — 0)

Observe que, por M estar sobre a elipse, temos FM + MF, = 2a = MF, = 2a— FM =
2a — p. Além disso, a distancia focal, 2c, corresponde a FF,.

Ou seja:

(2a —p)? = (2c)? + p? + 4cpcos(8) © 4a? — 4ap + p? = (2¢)? + p? + 4cpcos(6)
a? — c?
& 4(a? —c?) =4ap + 4 )l op=———
(@® —c) ap cpeos(0) < p a + ccos(0)

De maneira analoga ao que foi feito acima, vamos aplicar a lei dos cossenos ao tridngulo

AFM'F,:

F,M'?> = FF2 + FM'? — 2FF, - FM' - cos (6)

Ou seja:
(2a —q)% = (2c)? + q*> — 4cqcos(0) © 4a? — 4aq + q* = (2¢)* + q* — 4cqcos(0)
a2 — o2
& 4(a? — c?) = 4aq — 4cqcos(0) © q = pp—c
Dessa forma, temos que
a’ — c? a?—c*  2a(a®—c?)

MM =p+q=

a + ccos(0) + a—ccos(8) a? — c?cos2(6)
Lembre-se que a? = b? + ¢? = b? = a? — ¢?, ou seja:

2ab?
a? — c?cos?(0)

Por outro lado, observe a seguinte figura:

MM' =
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Essa elipse obedece a equacao:

X2 y?

2 Tt
Da figura, temos que D = (mcos(8), msen(0)) e D' = (—ncos(8), —nsen(h)).
Para o ponto D:

m?cos?(8) m?sen?(0) cos?(0)b? + (1 — cos?(68))a?
+ =1=m? =1

a? b? B a’b?
ab
Ja? — c?cos?(9)

am =

Para o ponto D":
n? cos?(8) n?sen?(0) , <cosz(6?)b2 +(1- cosz(G))a2>
+ =1=n

a? b? a’b?
ab
an =
Ja? — c%cos?(0)
Logo,
2ab
DD'=m+n=
Ja? — c? cos?(0)

Veja que:

(DY = 4a?b? B 2ab? o UM

" a?—c%cos2(0) T \az =2 cos2(0)) ¢4

~ (DD)? =2a-MM'

Gabarito: Demonstragao.
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142. (IME/2018)

Seja uma elipse com focos no eixo 0X e centrada na origem. Seus eixos medem 10 e 20/3. Considere
uma hipérbole tal que os focos da elipse sdao os vértices da hipérbole e os focos da hipérbole sao os
vértices da elipse. As parabolas que passam pelas interse¢des entre a elipse e a hipérbole e que sao

tangentes ao eixo 0Y, na origem, tém as seguintes equacgodes:

a)y? = izgx
my2:14§x
oy = i6§x
d) y? = i6§x

e) y? = iS%x

Comentarios

Para essa questao é indispensavel um diagrama esquematico da situagdao. Vamos chamar
de F, e F, os focos da elipse e F{ e F, os focos da hipérbole. Observe:

hipérbode h.ipérbo!e
elipse

pardbola

Ja temos, do enunciado, como construir a equagao da elipse, pois nos foi dado seu centro,
as retas que definem seus eixos e o tamanho de seus eixos. Logo:

x2 yZ
—2+ 5 = 1
T3
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Antes de continuar, vamos calcular a distancia focal da elipse: a? = b? + ¢? = ¢%? = 5% —
2
10 5v/5
(—) Z =5

No diagrama, podemos observar que a distancia focal da hipérbole, 2c, corresponde ao

eixo maior da elipse, ou seja, 2c = 10 = ¢ = 5. A distancia entre seus vértices, eixo real (2a),

s ean . . 10v/5 5vV5 .
corresponde a distancia focal da elipse, ou seja, 2a = — ca=— Podemos calcular o eixo

imaginario da hipérbole (b), através da relagdo:

125 100 10
bZ 2 _ 2=>b2=2— 2=25_ — $b=—
+a c c a 9 9 3
Portanto, a equacao da hipérbole é:
X2 2
— y =1
125 100
9 9

Fazendo a interseccao entre a hipérbole e a elipse somando suas equac¢des, temos:

x2 yZ xZ yZ x2 x2 14x2
St ot os 0= Lt IO E T s =2 T35 = 2
) 5 < 9
.'.x=-|—£
/35

Para encontrar o y correspondente, basta substituir x em uma das equagdes, da elipse ou
da hipérbole. Perceba que, como nas equagdes x aparece elevado ao quadrado, tanto faz pegar
o seu valor positivo ou negativo, pois:

= -5

- 25 . .
Logo, substituindo x = = Na equagdo da elipse, vem:

—
(=)
35 y? 9y? 5 2 10 |2
25 T 100 100 777V 3 |7
9

Temos, dessa forma, quatro pontos:

2 25 10 (2 B 25 10 |2
= —, |z e = —_—, — |=
V35 3.7 V35 3.7

c 25 10 |2 D 25 10 |2
= ——,— = ]e = —_—,—— =
\/35 3.7 V35 3.7

A equacao da parabola, como foi dada no enunciado, é da forma:
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Pn: V2 = 4a,x

Disso, concluimos que os pontos com mesma abscissa pertencem a uma mesma parabola.
Logo, vamos encontrar as possiveis parabolas:

Usando o ponto A:

100 2 4 25 235
_—— = — = —
9 7 "Mz T NMT 63
Usando o ponto C:
100 2 25 2+/35
L (O T
9 7 \/35 63
Logo, as pardbolas sdo:
. +8\/35
P12:Y" = T 63 x

Gabarito: “e”.

143.(IME/2017)

Um tridngulo ABC tem o seu vértice A na origem do sistema cartesiano, seu baricentro é o ponto
D(3,2) e seu circuncentro é o ponto E(55/18,5/6). Determine:

- a equacao da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC;
- as coordenadas dos vértices B e C.

Comentarios

O vértice A do triangulo é dado por A = (0,0). Da geometria plana, sabemos que o
circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita a um dado triangulo. Logo, para determinar
o que é pedido no primeiro item, como ja temos o centro da circunferéncia, temos que determinar
o raio.

A distancia do circuncentro a qualquer um dos vértices é igual ao raio da circunferéncia.
Vamos entdo calcular EA:

6

55\2 5\> 5v130
18 18
Temos, entdo, a circunferéncia pedida:

o (- 52) o (y- ) - (20

Sejam os vértices B e C dados por B = (xg,y5) e C = (X, Y. ). Foi dado o baricentro do
triangulo, do que podemos escrever:
O+xg+x; 0+yg +
(3,2) = ( B c’ Y T Yc
3 3
Disso, temos o sistema:

Xpt+Xc Ygt+Yc
3 ’ 3

)= G2=( )
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Isolando as coordenadas de B, vem:
Xg =9 —x¢
yg=6—Y¢
Ouseja, B =(9—x.,6—yc).

O proéximo passo é perceber que B, C € A. Do que temos as duas equacdes abaixo:

(xc 55)2 + (yc — E)Z = <5m>2 eq.01

18 6 18
(9 55)2 N (6 5)2 B 54130 2 02
¢ T 18 Ye—g) T\ 718 | ¢4

Subtraindo as equagdes:

(3 e [l (o) ()

55\° 55\° 5 5
(ve=15) ~(0-x—15) +(re=5) ~(6-»—5) =0
55 55 55 55 5 5 5 5
(re =g+ 9w —15) (e~ — 9+ et gg) + (v g+ 6y —g) (e —g -6 +ye+g) =0

26 26
?(Zxc—9)+?(2yc—6) =0 3y.+ 2x; = 18 ¢q.03

Ouseja: y. = 6 — ZxTC Substituindo isso na eq. 01, vem:

o3 + (o523 - (050

Por simplicidade, faremos x, = x.

Desenvolvendo os termos, sempre observando fatores que possam se repetir:

o 110 55% 4x? 124 93" 13-250 13x? 224  55°+93% 250
18 182 9 18 182 182 9 18 182 182
Note que: 224 = 18- 13 e que 552 + 932 = 898 - 13. Ou seja:
13x%? 18-13 898 -13 250
o "1t ~B1e

Simplificando, temos:
x> —9x+18=0

Que possui raizes x, = 6 ou x, = 3.
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Note quese x, = 6,temosxg =9 — 6 = 3.Sex, = 3,temosxzp = 9 — 3 = 6. Entdo, sem
perda de generalidade, vamos tomar x. = 6.

Da eq. 03, temos:
Ye=6 6 =2
C 3

Eainda, yg =6 — 2 = 4.
Por fim:
B=34)eC =(62)

Gabarito: Item a) (x — %)2 + (y — g)z = (51—\/?_0)2; Itemb)B=(3,4)eC = (6,2).

144.(IME/2016)

A circunferéncia C tem equagdo x> + y* = 16. Seja C’ uma circunferéncia de raio 1 que se desloca
tangenciando internamente a circunferéncia C, sem escorregamento entre os pontos de contato,
ou seja, C' rola internamente sobre C.

* C
\ /_r,..--—
-
APH A

- ]

Figura a Figura b

Define-se o ponto P sobre C’ de forma que no inicio do movimento de C’ o ponto P coincide com o
ponto de tangéncia (4, 0), conforme figura a. Apds certo deslocamento, o angulo de entre o eixo x

e a reta que une o centro das circunferéncias é a, conforme figura b.
- Determine as coordenadas do ponto P marcado sobre C’' em fung¢do do angulo a.

- Determine a equac¢ao em coordenadas cartesianas do lugar geométrico do ponto P quando «a varia

no intervalo [0, 2).

Comentarios

Observe o diagrama abaixo:
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3sen(a)

Nele, observe que CC' = 4 — 1 = 3, pois C e C' s3o tangentes internamente.

Pelo que foi dado no enunciado, P se desloca sem escorregamento, ou seja, os arcos BA e
BP sao iguais.

Pela definicao de angulo, temos:

BA
CZ=—4

E
BP
b=

Mas BA = BP, logo, = 4a.

Observe a figura abaixo, com os angulos marcados:
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3sen(a)

@---nn=n

Da figura, podemos observar que a coordenada x de P, CM, é a soma das projecdes de CC’
e C'P sobre o eixo x, isto é:

x, = CC' cos(a) + C'Psen(90 — 3a) = 3 cos(a) + sen(90 — 3a) = 3 cos(a) + cos (3a)

A coordenada y de P, PM, por sua vez, é a projecdo de CC’' sobre o eixo y subtraida da
projecdo de C'P sobre o eixo y, isto é:

yp = CC'sen(a) — C'Pcos(90 — 3a) = 3sen(a) — sen(3a)

Da trigonometria, temos que:

cos(3a) = 4 cos®(a) — 3cos (a)

sen(3a) = 3sen(a) — 4sen3(a)
Ou seja:

xp = 3 cos(a) + 4 cos®(a) — 3 cos(a) = 4 cos®(a)
yp = 3sen(a) — (3sen(a) — 4sen®(a)) = 4sen’(a)
Por fim:
P = (4 cos®(a),4sen(a))

O ponto P, conforme dado acima, esta em sua forma paramétrica, isto é, suas coordenadas
estdao em funcdo de um parametro, no caso a. Para encontrar o lugar geométrico dos pontos P,
devemos explicitar uma relagdo obedecida entre suas coordenadas.

Um fato simples, porém, fundamental, é a equacao:
sen?(a) + cos?(a) =1

Como podemos usa-la? Veja:
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3|Xp
xp = 4cos*(a) = cos(a) = /T
E
— 3 _ 3
yp = 4sen’*(a) = sen(a) = n
Ou seja:
2 2
sen*(a) + cos?*(a) =1 = (x_Pf + (y_P)§
4 4

Xp % Yp %
() ) =1

Logo, a equacgao acima representa o lugar geométrico dos pontos P que satisfazem o
enunciado.
E 2

Gabarito: P = (4 cos3(a),4sen?(a)); (%”)3 + (’%’)§ = 1.

145. (IME/2015)

Pelo ponto P de coordenadas (—1,0) tragam-se as tangentes t e s a parabola y? = 2x. Areta t
intercepta a parabola em A e a reta s intercepta a parabola em B. Pelos pontos A e B tragam-se
paralelas as tangentes encontrando a parabola em outros pontos C e D, respectivamente. Calcule o
valor da razao AB/CD.
Comentarios

Inicialmente, podemos fazer o seguinte diagrama:

O primeiro passo é descobrir a equacao das retas t e s. Seja entdo a reta:

y=mx+b
Se ela passa por P = (—1,0), temos:
0=(-1)m+b=>b=m
Assim, a reta é da forma:
y=m(x+1)

Para que ela seja tangente a pardbola, vamos substituir a equacao da reta na equacao da
parabola, ou seja:

mi(x+1)?2 =2x © m?x2 + 2(m? — )x + m? = 0 eq.01
Seu discriminante é dado por:
A= 4(m? — 1)?> — 4m? - m? = 4[(m? — 1)? — (m?)?] = 4[(m? — 1 + m*)(m? — 1 — m?)]
A= 4(2m? — 1)(=1)

Para a condicao de tangéncia, devemos ter:
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A= 0= 2m—1=05m=+—
V2
Logo, sem perda de generalidade, seja:
1
ty = NG (x+1)
1
Siy = —ﬁ(x + 1)

Observe, na eq.01, que ela depende de m?. Dessa forma, podemos encontrar as
coordenadas x de A e B fazendo m? = % naeq.01, veja:

1 1 1
Ex2+2(5—1)x+5=0=>x2—2x+1=0:}(x—1)2=0

~x=1
Ouseja, x4 = x5 = 1.

Assim, temos:

1
Aet=>y,=—0+1)=+2
V2

1
BeEs=ay,=——=(1+1)=—/2
V2

Do que segue: A = (1,v2) e B = (1,—V2) e AB = \[(1 - 1)+ (\/7 — (—\/7))2 =22

Sejamu e v, taisqueu || tev || s. Temos, entdo:

1
m, =m,=—
Tt 2
1 y—(—2) 1
BeEu=—= suy=—(x—-3
> p— y 7( )
1
mv—ms———,_z
1 y—(2) 1
AErv=S ——= viy=——(x—23
G xor W T TREY
Note que, para ambas as retas, temos:
1
2 _ _ _32
y*=5-3)

Substituindo na equacao da parabola, vem:
1
E(JC—S)2 =2x©x*—10x+9=0

Resolvendo para x, temos x = 1 ou x = 9. Note que se fizermos x = 1 em qualquer uma
das retas, vamos obter os pontos A e B. Portanto, somente x = 9 convém.
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Do enunciado, C € v, do que temos x. = 9 e:
1 6
=——(9-3)=-—
YC \/E \/E
= (9 %
Ouseja C = (9, ﬁ)‘
Ainda do enunciado, D € u, do que temos x|, e:
6

1
yD=5(9_3)=E

2D = (9 2%
Ouseja D = (9, ﬁ)'

Calculode DC:

2 12
DC = (9 9) +<T_(_T) \/Z
Por fim:
AB  2V2 1
cp 12 "3
V2

. AB 1
Gabarito: — = -.
ch__ 3

146.(IME/2015)

Sejam r a circunferéncia que passa pelos pontos (6,7),(4,1) e (8,5) e t a reta tangente a r, que
passa por (0, —1) e o ponto de tangéncia tem ordenada 5. A menor distancia do ponto P(—1,4) a

reta t é:

a) 3v2

b) 4

c)2v3

d) 3

e) 4/10/5
Comentarios

Precisamos encontrar o centro e o raio da circunferéncia. Uma forma de fazer isso é
lembrar, da geometria plana, que o circuncentro é o encontro das mediatrizes dos lados do
triangulo.

Vamos nomear os pontos: A = (6,7),B = (4,1) e C = (8,5).

Sendo assim, vamos encontrar as mediatrizes das retas suporte dos lados AB, que vamos
chamar de reta AB e do lado BC, analogamente, reta BC.

Para encontrar a mediatriz, seguiremos os seguintes passos:
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1) Calcular o ponto médio do segmento:

1.1) Ponto médio de AB:

A+ B
Myp = T = (54)
1.2) Ponto médio de BC:
B+C
Mpc = ——=(63)

2) Calcular o coeficiente angular da reta suporte do segmento.

2.1) Coeficiente angular de 145:

7-1
M =g
2.2) Coeficiente angular de 15.:
5-1
Mec =g g !

Determinar o coeficiente angular da mediatriz (m') e encontrar a reta:

3.1) Mediatriz de AB:

1
quBmAB=_1$quB'3=_1:quB=__
1 y—4 1 +17
- — = =3 e J—
3 x—5 Y= 73¥"3
3.2) Mediatriz de BC:
mIBCmBC = _1 = mégc - 1 = _1 =4 mgc = _1
y—3
—-1= Sy=-—x+9
x—6 Y x

O centro da circunferéncia é a interseccdao dessas retas. Seja C = (x¢, y) o centro dessa
circunferéncia, devemos ter:

1 17
_xC+9=_§xc+?@xC=5

Ye=—-5+9=4
Portanto C = (5,4).
Para descobrir seu raio, basta calcular a distancia de C a um dos vértices:
R=AC=+(5-6)2+(4-7)?=+10
Portanto, a circunferéncia é:
ri(x—572%+ Wy —-4)?%2=10

Seja T = (x,yr) o ponto de tangéncia. Temos que y; = 5. Substituindo na equagdo da
circunferéncia:

(x;y =52+ (B-6)22=10=>x; =8oux; =2
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Temos entdo dois candidatos a ponto T
T1 = (2,5) e T2 = (8,5)

As retas que passam por (0,—1) e T; e (0,—1) e T, sdo, respectivamente:

0 -1 1

2 5 1l=0=>y-3x+1=0

x y 1

0 -1 1

8 5 1|=0=24y—-3x+4=0

x y 1

Suas respectivas distancias ao ponto C, centro da circunferéncia:
1-4—-3-5+1
1= = V].O

V12 + (=3)2
4-4—-3-54+4

2 =

J¥+ (3

Para que reta seja tangente a circunferéncia, sua distancia ao centro da mesma deve ser
igual ao raio. Isso somente ocorre para a reta que passa por (0,—1) e T;. Calculando o que é
pedido no enunciado, temos:

d_‘1-4—3-(—1)+1_4\/ﬁ
Iy e |

Gabarito: “e”.

147. (IME/2015)

Determine o produto dos valores maximo e minimo de y que satisfazem as inequag¢des dadas para

algum valor de x.
2x2 —12x+10 <5y <10 —2x
a) —3,2
b)-1,6
c)0
d)1,6
e)3,2
Comentarios

Do enunciado, y satisfaz, simultaneamente, as desigualdades:
2 12

gxz—?x+2 <y des.01
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2
ySZ—gx des.02

Por simplicidade, vamos resolver essa questdo graficamente.

Observe que o lado esquerdo da desigualdade 01 corresponde aos pontos acima da
pardbolap:y = gxz - %x + 2 e que o lado direito da desigualdade 02 corresponde aos pontos

2
sobaretar:y =2 - X

Representando essa situacdo graficamente, temos:

A regido hachurada na figura acima representa o conjunto de pontos que obedece,
simultaneamente, as duas desigualdades dados no enunciado.

Como ele pede o produto entre o maximo e minimo valor de y, basta observar no grafico
que Ymax Ocorre na intersecgdo das curvas com o eixo y, enquanto Y,,;, ocorre no vértice da
parabola.

Para encontrar y,,4,, basta fazer x = 0 em qualquer uma das curvas. Na reta:

2
yméx=2—§'0=2

Do estudo das fung¢des de segundo grau, sabemos que o y do vértice da parabola é dado
por:

Ymin =~ 44 4a 4_() T 5

. 8
Por fim: Ypax * Vimin = 2 (— —) = —-3,2

Gabarito: “a”.

AULA 14 — GEOMETRIA ANALITICA Il 286



¥ Estrategla Prof. Victor Sa
ilitares

148.(IME/2014)

Uma elipse cujo centro encontra-se na origem e cujos eixos sao paralelos ao sistema de eixos
cartesianos possui comprimento da semidistancia focal igual a v/3 e excentricidade igual a \/§/2.
Considere que os pontos A, B, C e D representam as interse¢oes da elipse com as retas de equagoes

y =xey = —x.Aadreado quadrilatero ABCD é
a)8

b) 16

c)16/3

d)16/5

e)16/7

Comentarios

Do enunciado, temos que a semidistancia focal, ¢, é dada por V3, isto é, ¢ = /3. Por
definicdo, a excentricidade e da elipse é dada por:

c
e =—
a
Onde a é o semieixo maior da elipse.
Mas
e = = — => a=?2
2 a

Além disso, sabemos que o semieixo menor, b, obedece a seguinte relacao:
2
2=p2+c?=22=p2+(V3) =2b=1

A elipse esta centrada na origem e seus eixos sao paralelos aos eixos coordenados. Disso,
podemos concluir que a equacdo da elipse é:
2 2
x= -y
—+—=1
4 1

Como a equacao da elipse apresenta as coordenadas ao quadrado, a interseccdo entre as
retas e a elipse deve vir da seguinte condigdo:

x? = y?
Ou seja:
X +x2=1 + 2
—4x=1=2>2x=+—
Z V5
2
Para x = \/_, temos duas possibilidades: y = E' Analogamente, para x = —F, temos
y = \/—_ Entdo, os pontos sdo:
2 2 2 2 2 2 2 2
e
VAN NN R
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Note que

2 2 2
2 23\° 2 2 4 2 2 2 2
o= G2 (5-00) - [0 (H-
V5 5 V5 V5 V5 V5 V5 V5 V5
= BC
Calculando as distancias, como feito acima, temos:
AB = BC = CD = DA
Note ainda que A e B possuem mesma abscissa, logo estdao sobre a reta x = %, que é
paralela ao eixo y. Além disso, B e C possuem mesma ordenada, logo estdo sobrearetay = — %,
que é paralela ao eixo x. Ou seja, AB L BC. Repetindo o raciocinio, temos que CD L DA, do que
temos que ABCD é um quadrado.

Por fim:

Area de ABCD ( 4 )2 16
rea ae = |— = —
V5

Gabarito: “d”.

149. (IME/2012)

E dada uma parabola de parametro p. Traga-se a corda focal M N, que possui uma inclinagdo de 60°
em relagdo ao eixo de simetria da parabola. A projecao do ponto M sobre a diretriz é o ponto Q, e
o prolongamento da corda M N intercepta a diretriz no ponto R. Determine o perimetro do tridngulo
MQR em fungao de p, sabendo que N encontra-se no interior do segmento MR.

Comentarios

Inicialmente, vamos representar a situacao graficamente:
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Eixo de simetria

O parametro, p, corresponde a distancia do foco F a diretriz. Ou seja: PF = p.

Pela definicdo de parabola, MQ = MF. Como o angulo QMR = 60°, pois QM || PF, temos

que cos(60°) = % = % = RM = 20QM.

Mas
RM = 2Q0M = RF + MF = RF + QM = RF = QM
Olhando para o triangulo APFR, temos

1 PF
cos(60°) ===—=RF = 2PF =2p

2 RF
Ou seja
RF =QM = QM = 2p = RM = 4p
Além disso
RQ  RQ
tg(60°) =v3=——=—= RO = 2V3
g(60°) =3 oM = zp = ke V3p

Por fim, temos
Perimetro de MQR = MQ + RM + RQ = 2p + 4p + 2+/3p = 2p(V/3 + 3)
Gabarito: 2p(V/3 + 3).

150.(IME/2012)
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Os triangulos ABC e DEF sao equilateros com lados iguais a m. A area da figura FHCG é igual a
metade da area da figura ABHFG. Determine a equacao da elipse de centro na origem e eixos
formados pelos segmentos FC e GH.

=

Ko------»

==m====T

a) 48x% + 36y? —\2m? = 0
b) 8x% + 16y* —/3m? = 0
c) 16x% + 48y%* —3m? =0
d) 8x% + 24y  —m? =0

e) 16x% —24y> —m? =0
Comentarios

Por simetria, os triangulos AGHC e AGHF sao congruentes. Além disso, perceba que eles
também sdo equildteros, pois GH || DE. Seja a a area de um desses triangulos.

A area do triangulo equilatero AABC é dada pela soma das areas dos triangulos AGHC e
AGHF (figura FHCG) e da figura ABHFG. Além disso, temos:

Aréa da figura FHCG = 2a
Do enunciado:
Area da figura ABHFG = 2 - (2a) = 4a
Ou, seja:
Area do triangulo AABC = 2a + 4a = 6a

Como AABC e AGHC sao semelhantes, podemos escrever:

6a (AB)2 - 1 1B m
_—= —_— = [ — e —
GH V6 V6

Pois a razdo entre as areas é o quadrado da razdo entre os lados correspondentes.

a

Pela congruéncia, FC mede o dobro da altura do triangulo AGHC. Mas ele é equilatero, do
gue temos que sua altura mede:
FC _GCvV3 GHY3 m V3 m

2 2 2 V6 2 2v2

Seja a elipse:
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Ou seja:

+

e GR

s=18x*+24y* —m?> =0

Gabarito: “d”.

151.(IME/2011)
Determine o valor da excentricidade da conica dada pela equagdo x* — 10+/3xy + 11y + 16 = 0.

Comentarios

Observe que a equacgao dada corresponde a uma conica, conforme dito no enunciado, mas
apresenta um termo estranho: xy.

Para retira-lo da equagao, vamos lancar mao da matriz de rotacdao, a qual possui como
efeito efetuar uma rotacao de um angulo 6 nos eixos coordenados. Ela é dada por:

__(cos(8) sen(6)
M= (—sen(@) cos (9))

Apos aplica-la as coordenadas (x, y) de um ponto, obtém-se as coordenadas desse mesmo
ponto, (x',y'), em um sistema cartesiano rotacionado de 6, no sentido anti-horario, em relagio
ao sistema original. Matematicamente:

(x’) _ ( cos(8) sen(Q)) (x)
y')  \—sen(8) cos(8)/\y
Ou ainda, multiplicando por M~ pela esquerda:
(x) _ (cos(@) —sen(Q)) (x’)
y) \sen(8) cos(8) /\y'
Multiplicando as matrizes do lado direito da equag¢ao matricial acima, temos:

(6) x" — sen(6)y’
(ch) - (Z:;(e); + z(i:(e) i)

Fazendo a substituicao na equagdo da cbnica, temos:

(cos(8) x' — sen(0)y')? — 10v/3(cos(0) x' — sen(8)y")(sen(0)x’ + cos(0) y")
+ 11(sen(8)x" + cos(8) y)2+16 = 0

Desenvolvendo e agrupando os termos semelhantes, temos:
x% = cos? 0 x'* — 2senfcosOHx'y' + sen?0y’?
11y% = 11(sen?0x'? + 2senfcosfx’y’ + cos® 8 y'?)
—10v3xy = —10v3(cosbsenfx'? + (cos? 6 — sen?0)x'y’ — senfcosy'?)

Estamos interessados em zerar o coeficiente do termo x'y’. Olhando para as expressdes
acima, seu coeficiente é:
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—2senfcosh + 22senbcosd — 10vV3(cos? 6 — sen?0)

Ou ainda

20senfcos® — 10v/3(cos? § — sen?0)

Da trigonometria, temos:

2senfcosf = sen(20)
cos? 0 — sen?8 = cos (20)
Assim, o coeficiente de x'y’ fica:

10sen(26) — 10v3 cos(20) = 0 = tg(20) =3

A . T . 1 V3
Por conveniéncia, vamos escolher § = < Assim: sen(0) = Se cos(@) = >

O coeficiente de x'?, por sua vez, sera:

(1).@ 4

3 1
cos? 0 + 11sen?6 — 10v/3senbcosh = 7 +11-=—10V3- 2) 7 =

4
O coeficiente de y'?, por sua vez, sera:

1 3 1\ V3
sen?d + 11 cos? 6 + 10v/3senbcosh = 7 +11- 7 +10V3 - <§> = 16

Logo, a conica, no novo referencial, sera:

xlz 12
—4x? + 16y +16 =0 @T_yTz 1

Ou seja, uma hipérbole de semieixo real a = 2 e semieixo imaginario b = 1. Sua semi-
distancia focal é dada por:

2=22412=5=c¢c=+5

Por fim, sua excentricidade:

Gabarito: e = \/;

152. (IME/2010)

Uma hipérbole de excentricidade /2 tem centro na origem e passa pelo ponto (\/g, 1).
A equagdo de uma reta tangente a esta hipérbole e paralelaay = 2x é:

a)V3y =2V3x+6

b)y = —2x + 33

c)3y = 6x+ 23

d)vV3y =2/3x+4
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e)y=2x++/3
Comentarios

Vamos utilizar a seguinte equac¢ao da hipérbole, conforme descrita no enunciado:

xZ 2
=1
a? b2

Temos que 2 = /2, ou seja, ¢ = aV/2.
Além disso, temos também:
c’=a*+b*=2a*=>b*=a*=>b=a

Ou seja, nossa hipérbole tem a forma:

xZ 2
- =1
a’> a
Sabemos que ela passa por (v/5, 1), ent3o:
5 1
? — ; =1=>a=2
Assim, a hipérbole esta determinada:
x:—y2=4

A reta que buscamos é paralela a reta y = 2x. Entdo, ela deve ser da forma:
ry=2x+b

Substituindo na equacao da hipérbole, temos:

x> —2x+b)?> =4 -3x2—4bx—b?>*—-4=0
Seu discriminante deve ser nulo, da condi¢ao de tangéncia, ou seja:

A= 16b2 —4-(=3)(-b?—4)=0=>b2=12=>b = +24/3
Logo, as possiveis retas sao:
ray=2x+2V3er,:V3y=2V3x+6

Gabarito: “a”.

153.(IME/2010)

Seja M um ponto de uma elipse com centro O e focos F e F'. A reta r é tangente a elipse no ponto
M e s é uma reta, que passa por O, paralela a r. As retas suportes dos raios vetores MF e MF'
interceptam a reta s em H e H', respectivamente. Sabendo que o segmento FH mede 2 cm, o
comprimento F'H' é:

a)0,5cm
b) 1,0cm

c)1,5cm
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d)2,0cm
e)3,0cm
Comentarios

Observe o diagrama:

Como r é tangente a elipse, temos que os angulos que FM e F'M fazem com ela s3o iguais.
Além disso, como 7 || s, temos que:

OAM = OH'M = B
E como O é o centro da elipse: FO = OF'.

Disso, temos a seguinte figura:
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Agora, trace por F' uma reta paralela ao segmento FM:

Como a reta base de FH é paralela a reta base de O'F’, os angulos HF O e OF' 0’ s3o iguais.
Os angulos HOF e FFOO’ s3o opostos pelo vértice, logo, sdo iguais. Além disso, FO = OF".
Portanto, concluimos que os tridngulos AOO'F’ e AOFH s3o congruentes pelo caso ALA. Disso,
temos que:

FH = O'F'
Pelo mesmo motivo da igualdade dos angulos HFO e 0?’0’, temos F'O'H' = B, ou seja,
o tridngulo AO'F'H’ é is6sceles e
O'F'=F'H' =FH=2=FH
Gabarito: “d”.

154.(IME/2004)

Considere a parabola P de equagdo y = ax?, com a > 0 e um ponto A4 de coordenadas (x,, yo)
satisfazendo a y, < axﬁ. Seja S a drea do triangulo ATT’, onde T e T’ sdo os pontos de contato
das tangentes a P passando por A.

a) Calcule o valor da area S em fungao de a, x, e y,.

b) Calcule a equagao do lugar geométrico do ponto A4, admitindo que a drea S seja constante.

c) Identifique a conica representada pela equagdo obtida no item anterior.
Comentarios

a) Conhecendo a equac3o da parabola e sabendo que o ponto 4 é tal que y, < axZ, entdo
podemos fazer o esbogo da situacdao. Sem perda de generalidade:
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T (2, y2)

T(mla yl)

A(xo,yo)

Como T e T' s3o pontos de tangéncia da pardbola, temos que y; = ax? ey, = ax3. Além
disso, podemos derivar a pardbola para encontrar o coeficiente angular das retas tangentes que
passamporT e T':

y =ax? =7y = 2ax
Para calcular a drea do AATT', devemos escrever x; e x, em fungdo de a, x, e y,. Vamos
encontrar a equacado das retas tangentes que passam pelo ponto A. Perceba que escolhendo-se
qualquer um dos pontos (T ouT') para obter a reta tangente, encontraremos uma situac¢io
analoga em ambos os casos. Entdo, vamos chamar (x,,y,) como o ponto que é tangente a

parabola e que passa por A (encontraremos uma equagdo do segundo grau na variavel x; e suas
raizes serao x; e x,).

y' = 2ax, (coeficiente angular da reta)
y —y: = 2ax,(x — x,) (equacio da reta)
A reta passa pelo ponto A, desse modo:
Yo — ¥ = 2ax.(xo — x;)
Yo = 2axoX, — 2ax{ + Yo = Yo = 2axoX, — ax?
ax?
Assim, obtemos uma equagao do segundo grau na variavel x;:

ax? — 2axex; + v, =0
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Resolvendo a equagado, obtemos:

ax, t+/a?xs — ay,
Xp =

a

Como definimos anteriormente que (x;,y,) € o ponto de tangéncia a conica e que passa
por A, temos que essas raizes sao x, e x,. Dessa forma:

ax, ++/a?xt — ay, ax, —+ a?xg — ay,
= ex, =
a a

, =
Agora, podemos proceder ao célculo da drea do AATT'. Usaremos o método do
determinante:

X1

1x0 Yo 1

S==||x; ax? 1
2 2
x, ax; 1

_ 2 2
S = E laxoxi + yox, — axoxs — YoX1|

O bizu comega aqui, antes de substituirmos as varidveis x; e x,, iremos fatorar a expressao.
1

S =E|axo(x1 —xz)(x1+x2)—y0(x1 _xz) |
1
S = E |(x1 - xz)[axo(x1 + xz) — Yo — ax1x2]| )]

Lembra da equagao do segundo grau que encontramos? Podemos aplicar as relagdes de
Girard nela para encontrar as varidveis da equacdo (/). Veja:
ax{ — 2axyx; +y, =0
Como x; e x, s3o as raizes dessa equagdo, temos:

x1+x2:2x0
o x Yo
142 — 7

a

Também podemos escrever x; — x,:

axy ++/a?xg —ay, [axo—+a*xi—ay,\ 2+ a%xi-—ay,

a a a

Substituindo os valores em (I):

1|(2ya*x; — ayo Yo
S = 2 . ax,(2x,) —yo—a (;)

¢ _ 2(axg — yo)ya?xg — ay
a

b) Para encontrar o lugar geométrico de A, vamos usar o resultado encontrado no item a
e manipular a equagao.
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_ 2(ax§ — 3’0)\/ a’xi — ay, 2\/(‘”3 - YO)Z\/E\/GXS — Yo

2
=6 = (ax2 —y,)3 => — /(ax0 V)3 => — = (ax% —y,)®
Va

VZaSZ ,
= 2 == axo - yo
, V2as?
“ | Yo = AXg —
2
3
A . . V2as?
c) A conica resultante é a parabola P transladada de — za .
_ 2(ax3-yo) Ja2x3-ayo . Yzas , 3 2as?
Gabarito:a) § = . b) yo = axj — — c) Parabola P transladada de — >

8. CONSIDERAGCOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da Geometria Analitica. Esse assunto possui alta taxa de incidéncia nas
provas militares, é muito provavel que caia uma questdo dela no seu concurso. Resolva muitos
exercicios e memorize as equacdes reduzidas das principais conicas. E importante que vocé saiba
os elementos de cada uma dessas conicas, pois pode ser que uma questao lhe peca para encontrar
as equagOes usando os elementos das coOnicas como, por exemplo, parametro da parabola,
excentricidade da elipse, etc...

Sempre que vocé tiver duvidas, ndo hesite em nos procurar. Estamos sempre prontos para
atendé-lo.

(W)W

@ /profvictorso
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