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APRESENTACAO

“Competéncia é a faculdade de mobilizar um conjunto de recursos cogni-
tivos — como saberes, habilidades e informacdes — para solucionar
com pertinéncia e eficacia uma série de situagdes. Pensar em termos de
competéncia significa pensar a sinergia, a orquestragao de recursos cog-
nitivos e afetivos diversos para enfrentar um conjunto de situagdes que
apresentam analogias de estrutura.”

Philippe Perrenoud
Caro estudante,

Os novos desafios e mudangas propostas para a melhoria da educacao brasileira
tém provocado significativas transformacdes, exigindo mudancas tanto por parte da
escola como por parte dos estudantes do ensino médio.

Nossa tradicdo escolar ainda tem muito do enciclopedismo iluminista. Muitos edu-
cadores ainda acreditam que devem fazer com que os alunos absorvam todo o conhe-
cimento que existe no mundo, o que é impossivel.

O novo aprendizado deve promover, ndo apenas a mera reproducao de dados, mas
sim ajuda-lo a responder as transformacdes da sociedade e da cultura em que esta in-
serido, desenvolvendo a capacidade cognitiva de interpretar textos, solucionar proble-
mas e relacionar diferentes areas do conhecimento.

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), desde a sua criacdo em 1998, procu-
ra avaliar as competéncias e habilidades adquiridas pelos estudantes ao término do
ensino médio. Em 2009 o ENEM foi reformulado e, a partir de entao, ganhou maior
importancia no cenario nacional, tornando-se o principal instrumento de selecdo para
as universidades no pais. Ademais, ainda é o primeiro passo na promog¢ao de um novo
curriculo para o ensino médio do Brasil.

A adocao do ENEM por todas as instituicdes federais de ensino superior do pais em
2013 e o numero recorde de inscritos em 2014 (que superou os 9,5 milhdes de candida-
tos), revela que, além de ser hoje a forma principal de conquistar a tao sonhada vaga no
Curso superior, o exame esta cada vez mais concorrido.

Com o intuito de oferecer condi¢des mais efetivas para o aprendizado e o desen-
volvimento das competéncias e habilidades estabelecidas pelo exame, o Sistema de
Ensino PreparaEnem (SEP), apresenta os conteldos de forma a desvendar os mistérios
do exame, e de outros vestibulares, para garantir a vocé uma preparacdo completa e
eficaz.

Grupo PREPARAENEM
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MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as areas de conhecimento)

dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer
|. Dominar linguagens (DL) uso das linguagens matematica, artistica e cientifica e
das linguas espanhola e inglesa.

construir e aplicar conceitos das varias areas do conhe-
cimento para a compreensao de fendbmenos naturais, de
processos histérico-geograficos, da producao tecnoldgica
e das manifestacoes artisticas.

Il. Compreender fendbmenos (CF)

selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e
informacdes representados de diferentes formas, para
tomar decisdes e enfrentar situagdes-problema.

IIl. Enfrentar situacoes-

problema (SP)

relacionar informacgodes, representadas em diferentes

ANA @IS VI de[Blagl-Ipl - I- TN (VM formas, e conhecimentos disponiveis em situacdes con-
cretas, para construir argumentagao consistente.

recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola

para elaboragao de propostas de intervengao solidaria

na realidade, respeitando os valores humanos e consi-
derando a diversidade sociocultural.

MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

Competéncia de area 1

Construir significados para os nUmeros naturais, inteiros, racionais e reais.

V. Elaborar propostas (EP)

Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representa¢des dos nimeros e opera-

H1 ~ S . . .
¢oes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 | Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H3 | Resolver situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construgao de argumentos sobre afirmagoes

s quantitativas.

H5 | Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2

Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representagao da realidade e agir sobre ela.

Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua

H6 ~ g 3
representacao no espago bidimensional.

H7 | Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 | Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecao de argumentos propostos

H9 como solugado de problemas do cotidiano.




Competéncia de area 3

Construir nogdes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e a solugao de problemas
do cotidiano.

H10 | Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 | Utilizar a nogao de escalas na leitura de representacao de situagao do cotidiano.

H12 | Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 | Avaliar o resultado de uma medi¢ao na construgao de um argumento consistente.

Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geométricos relaciona-

H14 dos a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4

Construir nogdes de variagao de grandezas para a compreensao da realidade e a solugdo de problemas
do cotidiano.

H15 | Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 Resolver situacao-problema envolvendo a variagao de grandezas, direta ou inversamente propor-
cionais.

H17 Analisar informagdes envolvendo a variagdo de grandezas como recurso para a construgao de
argumentagao.

H18 | Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variagao de grandezas.

Competéncia de area 5

Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando
representagdes algébricas.

H19 | Identificar representagdes algébricas que expressem a relagao entre grandezas.

H20 | Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

H21 | Resolver situagao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 | Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de argumentacéo.

H23 | Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6

Interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizan-
do previsao de tendéncia, extrapolacao, interpolagao e interpretacao.

H24 | Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

H25 | Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.

Analisar informagdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construgao de argu-

mentos.

H26




MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

Competéncia de area 7

Compreender o carater aleatdrio e ndo-deterministico dos fendbmenos naturais e sociais e utilizar
instrumentos adequados para medidas, determinacao de amostras e calculos de probabilidade para
interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados expressos em

H27 uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em graficos.

H28 | Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.

Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcao de argu-

H29 -
mentacao.

Avaliar propostas de interveng¢ao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e pro-

. babilidade.

OBJETOS DE CONHECIMENTO ASSOCIADOS A MATRIZ DE REFERENCIA

operagdes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros,

racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatora-

Conhecimentos numeéricos cdo, razdes e proporcdes, porcentagem e juros, relacdes

de dependéncia entre grandezas, sequéncias e progres-
soes, principios de contagem.

caracteristicas das figuras geométricas planas e espa-
ciais; grandezas, unidades de medida e escalas; com-
primentos, areas e volumes; angulos; posicoes de retas;
Conhecimentos geométricos simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia e
semelhancga de triangulos; teorema de Tales; relagdes
métricas nos triangulos; circunferéncias; trigonometria
do angulo agudo.

Conhecimentos de estatistica e representacao e analise de dados; medidas de tendén-
" cia central (médias, moda e mediana); desvios e varian-
probabilidade

cia; nogdoes de probabilidade.

graficos e fungoes; funcdes algébricas do 1° e do 2°
graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmi-
cas; equagoes e inequagodes; relagdes no ciclo trigono-
métrico e fungdes trigonométricas.

Conhecimentos algébricos

Conhecimentos algébricos/ plano cartesiano; retas; circunferéncias; paralelismo e
geométricos perpendicularidade, sistemas de equacgdes.

Disponivel em: http://portal.mec.gov.br. Acesso em : 28 jul. 2014.




GEOMETRIA ESPACIAL

PIRAMIDES
DEFINICAO E ELEMENTOS

Dado um plano o, uma superficie poligonal P contido em o e um ponto V fora de 0. Da-se o nome de piramide, a figura
geométrica espacial obtida pela unido de todos os segmentos com uma extremidade no ponto V outra extremidade em um

ponto da superficie P. Observe a figura a seguir:
\

o
Note que, assim como no prisma, a piramide é um sélido delimitado por faces planas. Na figura a seguir, podemos destacar

0s seus principais elementos.
V

o

O poligono ABCDEF é a base da piramide.
As demais faces sdo as faces laterais da piramide.
Os lados das bases sdo as arestas da base da piramide.
Os lados das faces laterais sdo as arestas laterais da piramide.
Os vértices das faces também sdo os vértices da piramide.
A distancia h entre V e 0. é a altura da piramide.

OBSERVACAO:
Todas as faces laterais de uma piramide sdo triangulos.

NOMENCLATURA DAS PIRAMIDES

As piramides recebem nomes diferentes de acordo com os poligonos que formam as suas bases. Observe as figuras a seguir:

| Pentagonal | Hexagonal

Quadrangular

Triangular
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PIRAMIDE REGULAR

Denomina-se piramide regular toda piramide cujas bases sdo poligonos regulares (lados e angulos congruentes) e as ares-
tas laterais sdo congruentes entre si. Observe as figuras a seguir:

Piramide regular | Piramide irregular

\

Assim como nos prismas, uma piramide também pode ser representada por meio de planificagdes de sua superficie. Na
figura a seguir, temos a planificagdo de uma piramide pentagonal regular:

Forma espacial | Forma planificada

ELEMENTOS DE UMA PIRAMIDE REGULAR

Dada a piramide quadrangular regular a seguir, podemos destacar os seguintes elementos:

= méamedida do apétema da base da piramide.

= g éamedida do apétema da piramide.

= héamedida da altura da pirdmide.

Para uma piramide regular, pode-se ainda destacar que:

= A projecdo ortogonal do vértice coincide com o centro da base.
=  Todas as suas faces laterais sdo triangulos isdsceles congruentes.

= O apodtema da piramide é a altura de suas faces laterais em relagdo a aresta da base.




MATEMATICA e suas Tecnologias
RELACAO NOTAVEL

Em toda piramide regular, o triangulo formado por seu apétema, pelo apdtema da base e pela altura é retangulo. Portanto,
aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo VOM, temos que:

g2 = m? + h?

Na tabela a seguir, temos as relagGes entre as medidas do lado, do apdtema e o raio da circunferéncia circunscrita a um

triangulo equilatero, um quadrado é um hexagono regular. Tais poligonos sdo as bases mais comuns no estudo das piramides
regulares.

Base | Lado | Apodtema
A
R
0 0=Ry3 m= %
R R
m
]
B M C
A
R

a=
m
R
M
D
E 0 D
0 0
F © c 0=R _RyY3
m="3
R/ |m \R
0 0
A M B
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AREAS DA SUPERFICIE DE UMA PIRAMIDE

= Areadabase (Ag): a drea da base de uma piramide ¢ a drea delimitada pelo poligono que compde a base.
= Area lateral (A,): a drea lateral de uma pirdmide é a soma das dreas de todas as suas faces laterais.

=  Area total (A;): a drea total de uma piramide € a soma das dreas de todas as suas faces, ou seja, a soma das dreas da
base com a area lateral.

VOLUME DE UMA PIRAMIDE

Considerando um prisma e uma piramide de bases e alturas congruentes, é possivel mostrar experimentalmente que para
preencher um volume do prisma com um liquido sdo necessarios trés volumes da piramide. Observe a figura a seguir:

-

Percebe-se também que, dado um prisma triangular é possivel, a partir dele, obter trés piramides de mesma altura e mes-
ma base. Observe o esquema abaixo:

D

Portanto, se o volume do prisma triangular € V = Ag.h, cada piramide destacada tem volume € igual a:

_ Ash
V=73

TETRAEDRO REGULAR

Tetraedro regular é uma piramide o qual suas quatro faces sdo triangulos equilateros. Observe a figura a seguir:




MATEMATICA e suas Tecnologias

AREA TOTAL DE UM TETRAEDRO REGULAR

A drea total de um tetraedro regular (A;) de aresta a € igual a soma das dreas de suas quatro faces triangulares. Assim,
temos que:

2
a“v3
Ar=4.—7
Portanto:
Ar=a’y3

ALTURA DE UM TETRAEDRO REGULAR

Para determinar a altura de um tetraedro regular de aresta a, basta aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo VOM da
figura a seguir.

\Y

23 g af3
3

Note que: g = 7 em=

Assim, temos que:

\‘

2 2
et (2 22 o

m’

Portanto:

h=

av6
3

VOLUME DE UM TETRAEDRO REGULAR

O volume de um tetraedro regular de aresta a é dado por:

a’y/3 ave

-1 -1
V_3.AB-h_3. 4 . 3

Portanto:

_a’y2
V="
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SECCAO TRANSVERSAL DE UMA PIRAMIDE

A intersecgdo de uma piramide com um plano o paralelo a sua base é denominada secgdo transversal da piramide. Na
figura a seguir, o poligono A’B’C’D’ é uma secgdo transversal da pirdmide VABCD.

Nessa situacdo, obteremos dois novos sélidos. Uma piramide (figura 1) acima do plano o e um sdlido abaixo do plano a
chamado de tronco de piramide (figura 2). Observe as figuras a seguir:

Figura 1 Figura 2

PIRAMIDES SEMELHANTES

Ao seccionarmos uma piramide de altura h por um plano paralelo a base, distando d de seu vértice, obteremos as pirami-
des VABCD e VA'B’C’D’. Essas duas piramides sdo solidos semelhantes. Observe a figura a seguir:

\

N
I\

=
\
\
.
i
i
|
i
i
i
I
i
|
i
i
i
i
i
i
L
h
i
i
o

. ————-
1
1
|
(@]

o




MATEMATICA e suas Tecnologias

As arestas laterais e as arestas das bases das piramides VABCD e VA'B'C'D' sdo proporcionais as suas alturas. Assim, temos

que:
VA‘_VO'_VB‘_VC'_VD'_g_k( 30.d h )
VA~ VO — VB —VC — VD — h — k(razdo de semelhanca
AB' _B'C _CD' _AD _d
AB =~ BC = CD =~ AD " h
Se a razdo entre os elementos lineares homélogos de dois poligonos semelhantes é k, entdo a razdo entre suas areas é k2.
Assim, sendo A, a drea da base da piramide VA'B'C’D’ e A, a drea da base da piramide VABCD, temos que:
A _ (Q)Z
A2 ~ \h

= k (razdo de semelhanga)

Sendo V, a drea da base da piramide VA'B’'C'D’ e V, a drea da base da piramide VABCD, vamos calcular a razdo entre esses

volumes:

M 3 Aoy

Va7 A.h T Azh

Portanto, Sendo V, o volume da piramide VA'B’C'D’ e V,, 0 volume da piramide VABCD, temos que:

4=

TRONCO DE PIRAMIDE

Ja sabemos que, ao interceptar uma piramide por um plano o paralelo a sua base obteremos uma nova piramide acima de

o e um tronco de cone abaixo de o.. Observe as figuras a seguir.




w SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

A superficie poligonal ABCD é sua base maior.
A superficie poligonal A’'B’C’D’ é sua base menor.
As superficies trapezoidais AA'B’B, BB’C’'C, C'CDD’ e DD’A’'A sdo suas faces laterais.

k a medida de sua altura.

AREAS DA SUPERFICIE DE UM TRONCO DE PIRAMIDE

Area da base maior (Ag): a drea da base maior de um tronco de pirdmide € a drea delimitada pelo poligono que com-
pOe essa base.

Area da base menor (Ap): a drea da base menor de um tronco de piramide € a drea delimitada pelo poligono que com-
pOe essa base.

Area lateral (A,): a area lateral de um tronco de piramide é a soma das éreas de todas as suas faces laterais.

Area total (A;): a drea total de um prisma € a soma das dreas de todas as suas faces, ou seja, € a soma das areas das
bases com a drea lateral.

VOLUME DO TRONCO DE PIRAMIDE

Considere o tronco de piramide da figura a seguir.

Para essa figura, temos que:

Ag € a drea de sua base maior do tronco.
A, € a drea de sua base menor do tronco.
h é a altura da piramide VABCD.

d é a altura da piramide VA'B'C’'D’.

k é a altura do tronco.

V é o volume do tronco.

Pela figura, podemos observar que:
V = volume da pirdmide VABCD - volume da piramide VA'B’C’D’

Assim, temos que:

V=2 Aeh— 3 Au.(h—d) = F{(Ae — Ab).h + Ab.d]




MATEMATICA e suas Tecnologias

Utilizando as relagGes entre as piramides semelhantes, temos que:

As _da _ (h—Kk) ky/As

A TR TR TN /A

Substituindo, na expressao do volume do tronco, temos que:

1 kv As
V=%5[(As—Ay).———F—+Av.d
3| ) — e ]

Desenvolvendo essa expressao, temos que:

V= %.(AB + /Ag.Ap + Ap)

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Considere uma piramide quadrangular regular cujo apé- @ A drea lateral (A,) € dada por:
tema mede 6 dm. Sabendo que a area da base é igual a 4/2.6
32 dm?, determine: A=4—5 = 48y2 cm’
) aaresta da base. @ A drea total (A,) é dada por:
T
OF oapdtemaidalbase: Ar=As+ AL = 48y2 +32 = 16(3/2 + 2) dm’
® aaltura da piramide.
(® aaresta lateral. 02| Na figura abaixo temos uma piramide quadrangular re-
@ ad ealateral. gular de 4 m de altura e aresta da base medindo 6 m.

, Determinar o seu volume e a sua area total.
@ a4 eatotal.

Resolugao:

Observando a figura a seguir, temos que:

A

Resolugao:

O volume (V) da pirémide é dado por:
O A aresta (a) da base é dada por:

As.h _ 6.4
As=d’=32=a’=a=4y/2dm V= % :T:48m3
® 0 apdtema (m) é dado por: A drea da base (Ag) € dada por:
4y2 Ag=6%=36m’

m=72=2«/§dm

O apotema da pirdmide (g) é dada por:
® Aaltura (h) é dada por:

9?=32+42=259g=5m

2_ 2 2 2 _ 2 2
g’ =m’+h*=6°=(2/2) +h A drea lateral (A,) é dada por:

36=8+h?=h=2y/7dm AL=4.6'75=60m2
® Aaresta latertle (L) é dada por: A drea total (A) é dada por:
2
=g +(§) = 2=6"+(2/2) A;=Ag+A, =36+60=96m?
L=2y/11dm Portanto, o volume é 48 m? a drea total é 96 m?.
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03| Seja uma piramide regular de base quadrada seccionada
por um plano paralelo a base e situado a 60 metros de
altura. Se os lados da base da piramide medem 18 me a
area da seccdo é de 100 m?, qual é a altura da torre?

Resolugao:

Pela figura, temos que:

10 __ x
18 ~ 60 +x

=75m
Portanto, a altura da torre € 135 m.

04| Na figura a seguir, temos uma piramide de altura 10 m
que foi seccionada por um plano paralelo a base de tal
forma que a piramide obtida e o tronco de piramide res-
tante tenham o mesmo volume. Determine a distancia d
do vértice de V ao plano secante.

Resolugao:

Sendo V o volume da pirdmide obtida e do tronco, temos
que o volume da pirdmide maior é V + V = 2V.

Pela relacdo entre os volumes de duas pirdmides seme-
Ihantes, temos que:

vV _(dY¥ & 1 _
wv=10) = Tooo=g=d=5V4m

Portanto, a disténcia é 5%/4 m.

05| Uma caixa tem o formato de um tronco de pirdamide
quadrangular regular. Sabendo-se que a sua aresta la-
teral mede 5 m e as arestas das bases medem 8 cm e 2
cm, calcule a quantidade total de papel necessaria para
embrulhar esta caixa sem que haja desperdicios e sobre-
posicao do material usado no embrulho.

Resolugao:
Observando a figura a seguir, temos que:

M é o ponto médio de AD e M’ o ponto médio de BC, logo
temos que:

AB=4-1= 3cm.
AB=5cm, logo52=32+x2=x=4cm
A drea total do tronco (A;) é dada por:

(8+5).4

Ar=8°+5°+4. 5 = 148 cm?

Portanto, a drea total é 148 cm?.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Uma piramide quadrangular regular tem 4 m de altura e
aresta da base medindo 6 m. Determine:
O Asua area lateral.
® Asuaéareada base.
® Asua area total.
® O seuvolume.

02| Calcule o perimetro da base de uma piramide quadran-
gular regular que possui 12 cm de altura e 15 cm de ap6-
tema.

03| Calcular a area da base, area lateral, area total e o volu-
me da piramide quadrangular regular abaixo.
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04| Para a fabricagdo de uma joia na forma de um tetraedro
regular, um designer ird usar placas de prata nas faces
laterais e uma placa de ouro na base. Se o preco da prata
é de RS 30,00 por centimetro quadrado, e o de ouro é de
RS 50,00 por centimetro quadrado, qual seria o custo,
em reais, dessa joia? (Despreze a espessura das placas e
considere \/5 =1,7).

05| Um engenheiro deseja construir uma pirdmide cuja base
é um quadrado com 100 m de lado e cuja altura é tam-
bém de 100 m. No projeto, feitos os cdlculos de forma
precisa, o engenheiro desistiu de sua construcdo. Gas-
taria-se tempo demais! E que para construir cada parte
da piramide, equivalente a 1.000 m3, os pedreiros gasta-
riam, em média, 54 dias. A persistir essa média, calcule
quantos anos comerciais (360 dias) seriam gastos em
sua construgao.

06| Considere um tronco de piramide regular quadrada de
arestas das bases com medidas 4 m e 12 m. Se a altura
desse tronco é de 3 m, determine:
0 Aarealateral.
(O Adreatotal.
® O volume.
® A medida de uma aresta lateral.

07| Um recipiente em forma de tronco de pirdamide regular
de bases quadradas tem volume de 336 cm3. Determine
asuaaltura e a sua area lateral sabendo que os lados das
bases medem 6 cm e 12 cm.

08| Um frasco de perfume tem o formato de um tronco de
piramide hexagonal de aresta lateral 5 cm e areas das
bases iguais a 54 cm? e 6 cm?.

Calcule o volume desse frasco. Dado \fS =1,7.

09| Um depdsito tem o formato de um tronco de pirdamide
hexagonal regular. Sabendo que a altura do tronco vale
0,6 dam e as arestas das bases medem 0,2 dam e 0,4
dam, determinar, em metros cubicos, o seu volume.

10| UNESP Para calcularmos o volume aproximado de um
iceberg, podemos compara-lo com sélidos geométricos
conhecidos.

O sélido da figura, formado por um tronco de piramide
regular de base quadrada e um paralelepipedo reto-re-
tangulo, justapostos pela base, representa aproximada-
mente um iceberg no momento em que se desprendeu
da calota polar da Terra. As arestas das bases maior e
menor do tronco de piramide medem, respectivamente,
40 dam e 30 dam, e a altura mede 12 dam.

30 dam

12 dam

A
Y

40 dam

Passado algum tempo do desprendimento do iceberg, o
seu volume era de 23.100 dam?3, o que correspondia a
% do volume inicial. Determine a altura H, em dam, do
sélido que representa o iceberg no momento em que se
desprendeu.

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Um artesdo construiu pecas de artesanato in-
terceptando uma piramide de base quadrada com um
plano. Apés fazer um estudo das diferentes pecas que
poderia obter, ele concluiu que uma delas poderia ter
uma das faces pentagonal. Qual dos argumentos a se-
guir justifica a conclusdo do artesdo?

@ Uma pirdmide de base quadrada tem 4 arestas la-
terais e a interse¢dao de um plano com a piramide
intercepta suas arestas laterais. Assim, esses pon-
tos formam um poligono de 4 lados.

() Uma piramide de base quadrada tem 4 faces trian-
gulares e, quando um plano intercepta essa pira-
mide, divide cada face em um triangulo e um tra-
pézio. Logo, um dos poligonos tem 4 lados.

® Uma piramide de base quadrada tem 5 faces e a
interse¢do de uma face com um plano é um seg-
mento de reta. Assim, se o plano interceptar todas
as faces, o poligono obtido nessa interse¢ao tem 5
lados.

® O numero de lados de qualquer poligono obtido
como intersecdo de uma piramide com um plano
é igual ao niumero de faces da piramide. Como a
piramide tem 5 faces, o poligono tem 5 lados.

® 0 numero de lados de qualquer poligono obtido in-
terceptando-se uma piramide por um plano é igual
ao numero de arestas laterais da piramide. Como a
piramide tem 4 arestas laterais, o poligono tem 4

lados.
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02| ENEM Uma fabrica produz velas de parafina em forma
de piramide quadrangular regular com 19 cm de altura
e 6 cm de aresta da base. Essas velas sdao formadas por
4 blocos de mesma altura; 3 troncos de piramide de ba-
ses paralelas e 1 piramide na parte superior; espagados
de 1 cm entre eles, sendo que a base superior de cada
bloco é igual a base inferior do bloco sobreposto, com
uma haste de ferro passando pelo centro de cada bloco,
unindo-os, conforme a figura.

A
4

6cm

Se o dono da fabrica resolver diversificar o modelo, reti-
rando a piramide da parte superior, que tem 1,5 cm de
aresta na base, mas mantendo o mesmo molde, quanto
ele passara a gastar com parafina para fabricar uma vela?
156 cm?
189 cm?
192 cm?
216 cm?
540 cm?3

WO

03| ENEM Devido aos fortes ventos, uma empresa explora-
dora de petréleo resolveu reforcar a seguranga de suas
plataformas maritimas, colocando cabos de ago para me-
Ihor afixar a torre central. Considere que os cabos ficardo
perfeitamente esticados e terdo uma extremidade no
ponto médio das arestas laterais da torre central (pirami-
de quadrangular regular) e a outra no vértice da base da
plataforma (que é um quadrado de lados paralelos aos
lados da base da torre central e centro coincidente com
o centro da base da pirdmide), como sugere a ilustracdo.

Torre Central

Base da
Plataforma

Se a altura e a aresta da base da torre central medem,
respectivamente, 24 m e 6/5 m e o lado da base da pla-
taforma mede 19\/5 m, entdo a medida, em metros, de
cada cabo sera igual a:

A

© @ ©
I

(E]

04| UFRR Uma barraca de acampamento tem a forma de
uma piramide com 1 m de altura, cuja base é um qua-
drado com 2 m de lado. A quantidade de lona usada nas
faces laterais da barraca é, em metros quadrados:

0 s
0 12
© /2
® 42
G 4+/4
05| UFLA Dobrando a figura plana nas linhas tracejadas,

é possivel construir um octaedro regular de volume
igual a:

© @ © ©

° 2

06| UFG A figura abaixo representa uma torre, na forma
de uma piramide regular de base quadrada, na qual foi
construida uma plataforma, a 60 metros de altura, para-
lela a base. Se os lados da base e da plataforma medem,
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respectivamente, 18 e 10 metros, a altura da torre, em Na representacdo a seguir, a é o lado da base maior, b
metros, é: é o lado da base menor e V é o volume do tronco de
piramide ABCDEFGH. Se a = 4b e p é o volume total da
piramide ABCDI, entdo:

Plataforma

0 75
0 9%
® 120 (A
® 135 O v= % 5
0O 145
® v= %p
07| UEPB Uma peca de cristal de rocha tem o formato de 15
um tetraedro regular. Se cada aresta da pega mede 2 cm, ® v= 64 P
entdo o volume desse cristal, em centimetros cubicos, é 63
igual a: 0 v= 64 P
2¢2 . .
(A) =5 09| UFPB As rapaduras, fabricadas no Engenho JB, tém a
forma de um tronco de piramide regular ABCDEFGH,
0 V2 conforme ilustra a figura a seguir.
3y2
0 32

® 2/2
G 3/2

08| PUC O metrbnomo é um reldgio que mede o tempo
musical (andamento). O metrénomo mecanico consiste
num péndulo oscilante, com a base fixada em uma cai-
xa com a forma aproximada de um tronco de piramide,
como mostra a foto.

Sabendo-se que os segmentos AB e EF medem, respec-
tivamente, 15 cm e 12 cm, e que a altura da piramide
VABCD mede 20 cm, o volume de cada rapadura, em
cm3, é igual a:

0O 2.304
0 1.500
® 768
® 732
@ 500

Shutterstock.com
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10| ENEM O Museu do Louvre, localizado em Paris, na Fran- A projecdo do trajeto da pessoa no plano da base da pi-
¢a, € um dos museus mais visitados do mundo. Uma de ramide é melhor representada por:
suas atracGes é a Piramide de Vidro, construida no final 0

da década de 1.980. A seguir tem-se, na Figura 1, uma
foto da Piramide de Vidro do Louvre e, na Figura 2, uma
piramide reta de base quadrada que a ilustra.

Watcharee Suphaluxana / Shutterstock.com

Figura 1

Figura 2
Considere os pontos A, B, C, D como na Figura 2. Suponha
que alguns reparos devem ser efetuados na piramide.

Para isso, uma pessoa fara o seguinte deslocamento: 1)
partir do ponto A e ir até o ponto B, deslocando-se pela (E ]
aresta AB; 2) ir de B até C, deslocando-se pela aresta que
contém esses dois pontos; 3) ir de C até D, pelo caminho
de menor comprimento; 4) deslocar se de D até B pela
aresta que contém esses dois pontos.

Disponivel em: http://viagenslacoste.blogspot.com.

Acesso em: 29 fev. 2.012.

ESFERAS
DEFINICAO E ELEMENTOS

Dados um ponto O e um segmento de medida R. Da-se o nome de esfera ao conjunto de pontos do espaco cuja distancia
ao ponto O é menor ou igual a R. Observe a figura a seguir:




MATEMATICA e suas Tecnologias

Na esfera dessa figura, temos que:
= O ponto O é o seu centro.
=  AmedidaR é o seu raio.

= O ponto P é um ponto de sua superficie.

E importante diferenciar os termos esfera e superficie esférica.
=  Esfera é o conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao centro O é menor ou igual a R.

=  Superficie ou casca esférica é o conjunto de pontos do espago cuja distancia ao centro O igual a R.

Por exemplo:

= Uma bolinha de gude é uma esfera. Observe a figura a seguir:

£
S
M
<
S
2
2
o
£
ES
£
&

= Uma bolinha de ténis de mesa é uma superficie ou casca esférica. Observe a figura a seguir:

Shutterstock.com

A esfera também é um sélido de revolugdo, pois pode ser obtida através da revolugdo (rotagdo) de 360° de um semicirculo
em torno do um eixo que contém o seu centro. Observe as figuras a seguir:

Qo
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SECCOES DA ESFERA

A seccdo de uma esfera é um circulo obtido através da intersec¢do da esfera por um plano o.. Observe a figura a seguir:

A partir do triangulo retdngulo OO’P, pode-se estabelecer uma relagdo entre a distancia (d) do plano ao centro da esfera, o
raio (r) da se¢do e o raio da esfera (R) através do teorema de Pitagoras:

R®=r’+d

Na figura a seguir, podemos destacar os elementos de uma esfera de centro O e raio R.

O}
®

= Qs polos sdo as intersec¢Ges da superficie esférica com o eixo da esfera.

= 0O equador é a sec¢do maxima determinada pela intersecgdo de um plano perpendicular ao eixo que passa pelo centro
da esfera.

= Qs paralelos sdo secgbes determinadas pela intersec¢do de planos perpendiculares ao eixo que ndo passam pelo cen-
tro da esfera.

=  Os meridianos sdo sec¢des maximas determinadas pela intersecgédo de planos que contém o eixo da esfera.

OBSERVACAO:

= Da-se o nome de hemisfério a cada uma das duas metades de uma esfera dividida por um plano que passa por seu
centro.

AREA DA SUPERFICIE ESFERICA
E possivel demonstrar que a area da superficie de uma esfera de raio R é dada por:
A = 47IR?
VOLUME DA ESFERA
E possivel demonstrar que o volume de uma esfera de raio R é dada por:

_4 -3
v—3’n:R
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FUSO ESFERICO

Fuso esférico é uma superficie obtida através de um semicirculo que gira 0. graus, com 0° < o < 360°, em torno do seu eixo.
Observe a figura a seguir.

T

Observe que ao dobrando o angulo @, a drea do fuso também dobra, triplicando o angulo @, a drea do fuso também triplica,
e assim sucessivamente. Assim, podemos afirmar que o angulo o é proporcional a area do fuso.

Para o0 = 360°, o fuso esférico se transforma na superficie da esfera. Logo, a expressdo da drea de um fuso esférico pode ser
obtida através da seguinte regra de trés simples.

Medida do angulo ‘ Area do fuso esférico

360° 47R?

o As

Dai, temos que:

CUNHA ESFERICA

Cunha esférica é um sdlido obtido através de uma semicirculo que gira o graus, com 0° < o < 360°, em torno do seu eixo. Observe
a figura a seguir.

Cunha Esférica

Observe que ao dobrando o dngulo o, o volume da cunha também dobra, triplicando o angulo @, o volume da cunha tam-

bém triplica, e assim sucessivamente. Assim, podemos afirmar que o angulo a é proporcional ao volume da cunha.
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Para o0 = 360°, a cunha esférica se transforma na esfera. Logo, a expressdo do volume de uma cunha esférica pode ser ob-
tido através da seguinte regra de trés simples.

Medida do angulo ‘ Area do fuso esférico

4

o a 3
360 3 TR

Dai, temos que:

OBSERVACAO:

= A drea total da cunha esférica de raio R é dada pela soma da drea do fuso esférico de raio R e as areas de dois semicir-
culos também de raio R.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Determine o volume de uma bola de borracha cuja su-
perficie tem area de 3241 cm?.

O raio pedido é o da secg¢do transversal formada pelo
plano que no caso, é a superficie da dgua. Pela figura,
note que temos um tridngulo retdngulo. Aplicando o te-
orema de Pitdgoras, temos:

R=4+132—122=,/169— 144 = 5cm

Resolugao:
Determinando o raio dessa esfera, temos que:

47R?> =324 = R?=81=R=9cm

) ) Portanto, o raio da circunferéncia é 5 cm.
Com a medida do raio da bola (esfera), podemos calcu-

lar seu volume:

v=57R = 57.9° = 9727 cm®

03| Uma fruta em formato esférico, com um carogo tam-

bém esférico no centro, apresenta % de seu volume
ocupado pela polpa. Desprezando-se a espessura da
casca, considerando que o raio da esfera referente a
fruta inteira é de 12 cm, qual é a area da superficie do
carogo? Adote 1T = 3,1.

Portanto, o volume da bola é 9727t cm?.

02| Uma esfera, com 26 cm de didmetro, flutua sobre a dgua
de um aqudrio, afundando 1 cm no mesmo. Qual é o raio

da circunferéncia definida na superficie da dgua desse
aquario?

Resolugao:

llustrando a situagdo descrita, temos:

04| De quantos por cento aumentara o volume de uma esfe-

Resolugao:
Determinando o volume da esfera, temos que:

V=%.7.12° = 2.3047 cm’

Sendo r o raio do carogo, temos que:
ar=2%230amcm’ =P =216 5r=6cm
Assim, a drea da superficie do carogo é de:
Acarogo = 471.6° = 144.3,1 = 446,40 cm®

Portanto, a drea do carogo é de 446,40 cm?.

ra cujo raio foi aumentado em 20%?
Resolugao:

Sendo r o raio da esfera inicial, se o seu aumento foi de
20%, entdo o raio da esfera final é R = 1,2 r. Assim, temos:

O volume inicial é Vi = %.ﬂ.ﬁ.
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O volume inicial é Vs = %.ﬂ.(l, 2rP = %.ﬂ.l, 728r°
v 3717288
=3 = 1,728=172,8%

! ‘§ﬂj

Portanto, o volume final é 72,8% maior que o volume
inicial.

05| Uma semiesfera esta colada em um cilindro, assim como
nos mostra a figura abaixo. Sabe-se que a medida do
raio da semiesfera é de 3 m e essa medida é a mesma do
raio da base do cilindro. Se a altura do conjunto desses
dois sdlidos é de 6 m, qual é o volume desse conjunto?

3

<t

h=8m

Resolugao:

O volume de todo o conjunto (semiesfera mais cilindro) é
dado pela soma dos seus volumes.

O volume (V) da semiesfera € dada por:

14 27R® _ 273°

Vse = 7.§.7TR3 =3 3 = 1871 m?

O volume (V) da cilindro € dada por:

Ve = 7tr’.h = 13%2.5 = 451 m?

O volume total (V) é dado por:
V,= 187 + 457 = 637 m?

Portanto, o volume total é 637t m>

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Calcule a area da superficie e o volume de uma esfera de
4 metros de diametro.

02| A area da superficie de uma esfera é 144 cm?. Determine
o seu volume.

03| Calcular a area da superficie esférica sabendo que o vo-
lume da esfera em questdo é 32 cm3.

04| Considerando o planeta terra como uma esfera e saben-
do que o seu raio é algo préximo de 6,3.103 km, deter-
mine a drea aproximada de sua superficie. Dé a resposta
em notacdo cientifica.

05| Se a area total de um cone circular reto e a area da
superficie de uma esfera sdo iguais, calcule o raio e o
volume da esfera sabendo que o volume do cone é de
127 dm? e o raio de sua base é 30 cm.

06| Em um recipiente de capacidade igual a 300 ml sdo mergu-
Ihadas 60 bolas iguais e perfeitamente esféricas de raio 1
cm cada. Calcule, em mililitros, o volume de 4gua existen-
te nesse recipiente sabendo que o mesmo esta completa-
mente cheio.

07| Um tanque de comprimento 4 m tem forma de um cilin-
dro acrescido de duas semiesferas como mostra a figura
a seguir.

Determine a altura e o raio da parte cilindrica de modo
que a area total do tanque seja igual a 4 m2.

08| Uma tangerina de 12 gomos iguais assemelha-se a uma
esfera de raio R. Qual a area da superficie total de cada
gomo?

09| Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridia-
nos. Os volumes das respectivas cunhas esféricas contidas
em uma semiesfera formam uma progressdo aritmética

3
~ Tr .
de razao g5 -Seo volume da menor cunha for igual a

mr
18 entdo, qual é o valor de n?

10| FGV Um sorvete de casquinha consiste de uma esfera
(sorvete congelado) de raio 3 cm e um cone circular reto
(casquinha), também com 3 cm de raio.

Se o sorvete derreter, ele enchera a casquinha completa
e exatamente. Suponha que o sorvete derretido ocupe
80% do volume que ele ocupa quando estd congelado.

Calcule a altura da casquinha.
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ENEM E VESTIBULARES

01| ACAFE Um tubo cilindrico reto de volume 1287 cm?
contém oito bolinhas de ténis de mesa congruentes en-
tre si e tangentes externamente. Sabendo que o cilindro
esta circunscrito a reunido dessas bolinhas, o percentu-
al do volume ocupado pelas bolinhas dentro do tubo é,
aproximadamente, de:

0O 75
6O 50
® 33
® 66

02| CEFET Um artesdo resolveu fabricar uma ampulheta
de volume total V constituida de uma semiesfera de
raio 4 cm e de um cone reto, com raio e altura 4 cm,

comunicando-se pelo vértice do cone, de acordo com
a figura abaixo.

Para seu funcionamento, o artesdo depositard na am-
pulheta areia que corresponda a 25% de V. Portanto o
volume de areia, em cm3, é:

O 167
64T
B/ 3
® 321
1281
© 3
O 64m

03| ESPCEX Considere que uma laranja tem a forma de uma
esfera de raio 4 cm, composta de 12 gomos exatamente
Iguais. A superficie total de cada gomo mede:

3
Q 4371? sz

47 2
9 cm

2
437[ i

2
497[ o

@O0 ® ©

437 cm?

04| UECE Um circulo de raio R gira em torno de seu diame-
tro, gerando uma esfera de volume V. Se o raio do circulo
é aumentado em 50%, entdo o volume da esfera é au-
mentado em:

O 100,0%
0 1250%
® 2150%
® 2375%

05| UNEB Sua bexiga é um saco muscular elastico que pode
segurar até 500 ml de fluido. A incontinéncia urindria, no
entanto, tende a ficar mais comum a medida que enve-
Ihecemos, apesar de poder afetar pessoas de qualquer
idade; ela também é mais comum em mulheres que em
homens (principalmente por causa do parto, mas tam-
bém em virtude da anatomia do assoalho pélvico).

(BREWER. 2.013, p. 76).

Considerando-se que a bexiga, completamente cheia,
fosse uma esfera e que T = 3 pode-se afirmar que o
circulo maximo dessa esfera seria delimitado por uma
circunferéncia de comprimento, em cm, igual a:

20
25
30
35
40

@ 0@ 09O

06| UDESC Seja S uma sec¢do de uma esfera determinada
pela interse¢cdao com um plano, conforme figura.

o

Se S estd a 3 cm do centro da esfera e tem area igual a
167 cm? entdo o volume desta esfera é:

0O 36mcm’®

25??7[ cm?

1007 cm?

167 cm®

SO?E)TE cm?

@ © @ @
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07| PUC Resolver a questdo com base na regra 2 da FIFA, se-

gundo a qual a bola oficial de futebol deve ter sua maior
circunferéncia medindo de 68 cm a 70 cm. Considerando
a mesma circunferéncia de 70 cm, o volume da bola re-

ferida na questdo anterioré _ cm?3.
2
0
3
o %49
2
e %3
2
® %5
3
e %5

08| ENEM Um artista plastico construiu, com certa quan-

tidade de massa modeladora, um cilindro circular reto
cujo diametro da base mede 24 cm e cuja altura mede
15 cm. Antes que a massa secasse, ele resolveu transfor-
mar aquele cilindro em uma esfera. Analisando as carac-
teristicas das figuras geométricas envolvidas, conclui-se
que o raio R da esfera assim construida é igual a:

15

12

24
/60
® 6%/30

© @ @ O

09| ENEM Em um casamento, os donos da festa serviam

champanhe aos seus convidados em tagas com forma-
to de um hemisfério (Figura 1), porém um acidente na
cozinha culminou na quebra de grande parte desses re-
cipientes.

Para substituir as tacas quebradas, utilizou-se um outro
tipo com formato de cone (Figura 2). No entanto, os noi-
vos solicitaram que o volume de champanhe nos dois
tipos de tagas fosse igual.

~R=3cm_,
o E—
. R=3cm_, !
0
Figura 1 Figura 2

Sabendo que a tagca com o formato de hemisfério e ser-
vida completamente cheia, a altura do volume de cham-

panhe que deve ser colocado na outra taga, em centime-
tros, é de:

0O 1,33
O 6,00
® 12,00
® 56,52
O 113,04

10| FUVEST Uma superficie esférica de raio 13 cm é cortada
por um plano situado a uma distancia de 12 cm do cen-
tro da superficie esférica, determinando uma circunfe-
réncia. O raio desta circunferéncia, em cm é:

01

@ @

2
3
4

©

(E I

11| UFPE Derretendo uma pega maci¢a de ouro de forma
esférica, quantas pegas da mesma forma se pode con-
feccionar com este ouro, se o raio das novas pecas é um
terco do raio da anterior? Admita que ndo houve perda
de ouro durante o derretimento.

3
9

18
21
G 27

© @ @ ©

12| UFF Na figura estdo representados trés sélidos de mes-
ma altura h — um cilindro, uma semi-esfera e um prisma
— cujos volumes sdo V. V, e V;, respectivamente.
| 2r
r r :

-« -«

! /| o

Arelagdo entre V,, V, e V; é:

0O Vv, <V, <V,
V, <V <V,
V, <V, <V,
V<V, <V,

@ 0 @ ©

V, <V, <V,
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INSCRICAO E CIRCUNSCRICAO DE UMA ESFERA

Iremos estudar aqui, casos nos quais teremos uma esfera inscrita ou circunscrita a um outro sélido. S3o casos particular-
mente relevantes dentro do estudo da geometria espacial. Examinaremos as situagdes mais comuns, aquelas que representam
varias situagdes praticas ou de fendGmenos recorrentemente observados na natureza. Na figura a seguir, temos o modelo do
sistema solar idealizado por Johannes Kepler. Ele utiliza inscrigdo e circunscrigao de alguns sélidos geométricos.

GEOMETRICA EXHIBENS, =~

E: 4 TS o

v .I\ . , % o
PNo.RNQ R RIc. DYGT YR

Uma esfera esta inscrita em um poliedro se, e somente se, ela tangencia todas as faces do poliedro. Nesse caso, dizemos
que o poliedro esta circunscrito a esfera. Na figura a seguir, temos uma esfera inscrita em um cubo.

Uma esfera esta circunscrita a um poliedro se, e somente se, todos os vértices do poliedro pertencem a superficie da esfera.
Nesse caso, dizemos que o poliedro esta inscrito na esfera. Na figura a seguir, temos uma esfera circunscrita em um octaedro.




MATEMATICA e suas Tecnologias
ESFERA INSCRITA EM UM CUBO

Dada uma esfera de raio r inscrita em um cubo de aresta a.

Observe que a aresta do cubo é igual ao diametro da esfera. Portanto, temos que:
a=2r

ESFERA CIRCUNSCRITA A UM CUBO

Dada uma esfera de raio R circunscrita a um cubo de aresta a.

Observe que a diagonal do cubo é igual ao diametro da esfera. Portanto, temos que:

_ay3
R=75

ESFERA INSCRITA EM UM TETRAEDRO REGULAR

Dada uma esfera de raio r inscrita em um tedraedro de aresta a.




&
M4 SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

Observe que os triangulos DFM e DOE sdo semelhantes. A partir dessa semelhanca, temos que:

_a/6
=12

r

Para obter o raio R da esfera circunscrita no tetraedro, basta observar que a soma dos raios das esferas inscrita e circuns-
crita é igual a altura do tetraedro. Portanto, temos que:

a

_a/6
R="4

ESFERA INSCRITA EM UM CONE CIRCULAR RETO

Dada uma esfera de raio r inscrita em um cone circular reto de raio da base R e altura h.

\Y

Observe que os triangulos VCA e VOB sdo semelhantes. Portanto, temos que:

R.(h—r)

r=—

g

ESFERA CIRCUNSCRITA EM UM CONE CIRCULAR RETO

Dada uma esfera de raio R circunscrita a um cone circular reto de raio da base r e altura h.
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Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OAC, temos:

R*=r"+(h—R)’

ESFERA INSCRITA EM UM OCTAEDRO REGULAR

Dada uma esfera de raio r inscrita em um octaedro de aresta a.

Utilizando as relagGes métricas no triangulo retangulo OEH, temos:

a

a6
=7%

ESFERA CIRCUNSCRITA A UM OCTAEDRO REGULAR

Dada uma esfera de raio r circunscrita a um octaedro de aresta a.

Utilizando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OAB, temos:

ay2
5

R =




&
M4 SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Calcule a area total de um cubo inscrito em uma esfera
de raio R.

Resolugao:

codloocoboodlbocos

Sabemos que a aresta do cubo em fungdo do raio da es-
fera, é dada por:

2R3

3
Area total do cubo é dada por:
Ar = 6a°

Assim temos que:

2
ZR*@) = 8R?

AT=6.< 3

Portanto, a drea é 8R2.

02| Encontre a razdo entre o volume da esfera inscrita e da es-
fera circunscrita a um cone equilatero.

Resolugao:

Sendo h a altura do cone, temos que:

h=3reR=%h, logo R =2r
Vinscrita _ (r V¥ _(r V¥ _ 1
Veircunscrita - ( R> <2I’> 8

Portanto, a razéo é %

03| Uma esfera esta inscrita num cubo cuja aresta mede 20
cm. Calcule a area da superficie esférica adotando para
T, o valor de aproximado de 3,14.

Resolugao:

E

A
\ A

20

O raio da esfera inscrita é igual a metade da medida da

aresta do cubo, ou seja, r = %

=10cm.
A drea dessa esfera é dada por:
A =471’ = 475.10%° = 4007 = 400.3,14 = 1.256 cm?

Portanto, a drea é igual a 1.256 cm?.

04| Calcule o volume da esfera circunscrita a um cone equi-
latero cujo raio da base mede 3y/3 m.

Resolugao:

O lado () da seccdo meridiana é dado por:
0=23/3=6y3cm
A altura (h) do cone é dada por:

R

O apdtema (a) da sec¢éo meridiana é dado por:
_9 _

a=3= 3cm

O raio (R) da esfera é dado por:

RP=a’+r?>R>=32+(3/3Y=36..R=6cm
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O volume (V) da esfera é dado por: Il

v="57R> = 476> = 2887 cm’

Portanto, o volume é 2887t cm>.

05| Uma esfera é inscrita num cone de revolugdo de raioR e
altura h. Encontre o raio da esfera em fun¢do de R e h.

Resolugao:
llustrando a situagdo descrita, temos:

Na figura, os triGngulos AOD e ABC sdo semelhantes. As-
sim teremos:
r _h-—r hR

R="g ="=g+r (I
Através do Teorema de Pitdgoras, temos que:

g=+vh*+Rr> (I

Substituindo (Il) em (1), temos:

. hR
Vh?+R?+R

E EXERCICIOS DE FIXACAO

H 3 .. .
01| Dada uma esfera de volume igual a 36w m?, calcule a Se a joia tem 9./2 cm? de volume, determine quantos
area total de um octaedro regular nela inscrito. centimetros cubicos de rocha foram retirados do cristal
02| Seja um cone equildtero que circunscreve uma esfera de original para lapida-la. (Use: = 3)
raio r. Calcule a sua area lateral, a sua area total e o seu ) ) )
volume. 06| UFRRJ Em uma caixa d’dgua cubica vazia de lado 2 m,

é colocada, cheia de dgua, uma esfera inscrita, com
espessura da parede desprezivel. Estoura-se a esfera e
retiram-se seus residuos. Qual a altura de dgua que per-
04| Dado um cubo de aresta a. Nele ha uma esfera inscrita. manecerd dentro da caixa?
Ha, ainda, uma outra, maior, que o circunscreve. Deter-
mine a razdo entre o volume da esfera maior e o volume | 07| A figura abaixo nos mostra um cilindro circunscrevendo
da esfera menor. uma esfera de raio R.

03| Calcule a medida da diagonal de um cubo circunscrito
em uma esfera que possui volume de 367 cm3.

05| De um cristal de rocha, com o formato de uma esfera,
foi lapidada uma joia na forma de um octaedro regular,
como mostra a figura seguinte.

Calcule o valor de \/:1%;/1\/2

,sendo que V, é o volume da

esfera inscrita e v, é o volume do cilindro circunscrito.
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08| Numa caixa em forma de paralelepipedo reto-retangulo
de dimensdes 26 cm, 17 cm e 8 cm, que deve ser tam-
pada, coloca-se a maior esfera que nela couber. Qual é o
maior numero de esferas iguais a essa que cabem juntas
nessa caixa?

09| Uma esfera de centro A e raio igual a 3 dm é tangente
ao plano o de uma mesa em um ponto T. Uma fonte de
luz encontra-se em um ponto F de modo que F, Ae T sdo
colineares. Observe a ilustragdo:

Considere o cone de vértice F cuja base é o circulo de
centro T definido pela sombra da esfera projetada sobre
a mesa. Se esse circulo tem drea igual a da superficie
esférica, entdo, qual é a distancia FT?

10| Por motivo de seguranca, construiu-se um superaqua-
rio de vidro, em formato esférico, dentro de um cilindro
também de vidro, conforme esquematizado na figura a

seguir. A esfera esta completamente cheia de agua e,
caso quebre, toda a dgua passara para o cilindro.
< R >

/__3_\1
77/

2R

\ 4

‘TV
Desconsidere a pequena diferenga entre os raios da es-
fera e do cilindro e o volume de agua deslocado pelos
pedacos de vidro da esfera quando quebrada. Supondo
que R é igual a 2 m, determine:

@ 0 volume de 4gua da esfera.
® A capacidade volumétrica do cilindro.

® A altura do nivel da dgua no cilindro, caso a esfera
quebre.

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Uma empresa farmacéutica produz medicamen-
tos em pilulas, cada uma na forma de um cilindro com
uma semiesfera com o mesmo raio do cilindro em cada
uma de suas extremidades. Essas pilulas sdo moldadas
por uma maquina programada para que os cilindros
tenham sempre 10 mm de comprimento, adequando
o raio de acordo com o volume desejado. Um medica-
mento é produzido em pilulas com 5 mm de raio. Para
facilitar a degluticdo, deseja-se produzir esse medica-
mento diminuindo o raio para 4 mm, e, por consequén-
cia, seu volume. Isso exige a reprogramacao da maquina
que produz essas pilulas. Use 3 como valor aproximado
para m. A reducdo do volume da pilula, em milimetros
cubicos, apds a reprogramacao da maquina, serd igual a:

0O 168
0O 304
® 306
® 378
0O 514

02| EPCAR Uma caixa cubica, cuja aresta mede 0,4 metros,
. . 7 " .
estd com dgua até g de sua altura. Dos sélidos geomé-

tricos abaixo, o que, totalmente imerso nessa caixa, ndo
provoca transbordamento de agua é:

() uma esfera de raio 3«/5 dm.

® uma piramide quadrangular regular, cujas arestas da
base e altura megam 30 cm.

® um cone reto, cujo raio da base meca @dm ea
altura 3 dm.

® umocilindro equildtero, cuja altura seja 20 cm.

03| IFPE Um designer criou pesos para papel usando cubos
e esferas. Nas pegas criadas a esfera estd inscrita no
cubo, que tem aresta medindo 6 cm. Para dar um efeito
visual, ele colocou na parte interna do cubo, e externa a

esfera, um liquido vermelho. Com 1 litro desse liquido o
designer pode confeccionar no maximo quantas pegas?

(A B
0 12
©® 18
® 24
0 27




MATEMATICA e suas Tecnologias

04| UEPA A ideologia dominante também se manifesta por | 06| UNESP O trato respiratério de uma pessoa é compos-

intermédio do acesso aos produtos do mercado, sobre- to de varias partes, dentre elas os alvéolos pulmonares,
tudo daqueles caracterizados por tecnologias de ponta. pequeninos sacos de ar onde ocorre a troca de oxigénio
O “Cubo Magnético” € um brinquedo constituido por por gas carbdnico. Vamos supor que cada alvéolo tem
216 esferas iguais e imantadas. Supondo que esse brin- 4 ia A

g p a forma esférica e que, num adulto, o didmetro médio de

quedo possa ser colocado perfeitamente ajustado den-
tro de uma caixa, também no formato de um cubo, com
aresta igual a 30 mm, a razdo entre o volume total das
esferas que constituem o “Cubo Magnético” e o volume
da caixa que Ihe serve de depdsito é:

um alvéolo seja, aproximadamente, 0,02 cm. Se o volu-
me total dos alvéolos de um adulto é igual a 1.618 cm?3,
0 numero aproximado de alvéolos dessa pessoa, consi-
derando 7w =3, é:

1.618103
1.618-10%

5.393-102

© @ ©@ ©

4.045-104

Shutterstock.com

@ 4.04510°

07| UFPR Um recipiente com agua tem, internamente, o

n formato de um cilindro reto com base de raio R cm. Mer-
6
o e gulhando nesse recipiente uma esfera de metal de raio
5 r cm, o nivel da agua sobe % cm. Qual é o raio dessa
1 esfera?
4
n
DR TN
b
(E \/
05| UFRGS Duas esferas de raio r foram colocadas dentro de o
um cilindro circular reto com altura 4r, raio da base r e //" TN
\|
espessura desprezivel, como na figura a seguir.
/_\
A

0 r 16 cm
Nessas condicdes, a razdao entre o volume do cilindro
ndo ocupado pelas esferas e o volume das esferas é: O r= 3;3_R o
1
0 =
i ® r= % cm
® 7
(C % ® r= % cm
1
© 2 () 2R
r= cm
2 3
G 3
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08| UNIFOR Uma esfera estd inscrita em um cilindro circular
reto. Se o volume da esfera é igual a 367 cm?3, o volume
do cilindro, em centimetros cubicos, é igual a:

0O 481
O so0m
® s54n
® s57n
O 601

09| UERJ Duas esferas metalicas macigas de raios iguais a 8
cm e 5 cm sdo colocadas, simultaneamente, no interior
de um recipiente de vidro com forma cilindrica e diame-
tro da base medindo 18 cm. Neste recipiente despeja-se
a menor quantidade possivel de agua para que as esfe-
ras figuem totalmente submersas, como mostra a figura.

Posteriormente, as esferas sdo retiradas do recipiente. A
altura da dgua, em cm, apds a retirada das esferas, cor-
responde, aproximadamente, a:

O 10,6

0O 124

® 145

® 250

10

EFOA Um paralelepipedo retangulo, inscrito em uma es-
fera de raio r, tem &rea igual a 992 cm2. Sabendo-se que
suas trés arestas sdo proporcionaisa 2,3 e 5, ovalorder,
emcm, é:

438
24/39
3438
24/38
4439

11| MACK Um cubo estd inscrito numa esfera. Se a area to-
tal do cubo é 8, o volume da esfera é:

8T
AN

an
3

167
3

121

WO

@0 @ ©

8T

12| UFOP Uma piramide reta de base quadrada estd inscrita
num cone reto de raio da base Zﬁ cm. A relagdo entre
os volumes do cone e da piramide, nesta ordem, é:

A
f\

/i

71\
1
1
I
i
1
I
I
I
1
1
1
1
1
1
I
]
1
1
1
1
1
-
1

© ®© © ©
Ng MR W o

13| UECE Uma esfera estd circunscrita a um cubo cuja medi-
da da aresta é 2 m. A medida do volume da regido exte-
rior ao cubo e interior a esfera é:

0 4(ny3-2)m?
0O 3(n/3+2)m?
® 4(my3+2)m?
® 3(my/3-2)m?

14| UFPE Qual o volume do cubo que tem todos os vértices
em uma superficie esférica de raio 3 cm?

243 cm?
18/§cm3
242 cm?
28«/5 cm?®

48 cm?

[ IO IO oo I >>)
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15| UESPI Um prisma hexagonal regular, com lado da base

medindo 3 cm e altura 8 cm, esta inscrito em uma esfe-
ra, como ilustrado a seguir.

Qual a area da superficie da esfera?

927 cm?
947 cm?
967 cm?
9871 cm?
1007 cm?

WO

16| ENEM Os trés recipientes da figura tém formas diferen-

tes, mas a mesma altura e o mesmo didmetro da boca.
Neles sdo colocados liquido até a metade de sua altura,
conforme indicado nas figuras. Representando por V1,
V2 e V3 o volume de liquido em cada um dos recipien-
tes, tem-se

Vi=V,=V;
V, < V5 <V,
V=V, <V,
V<V, <V,
V, <V, =V,

QOO

17| UDESC Algumas caixas de pizza para entrega tém o for-

mato de um prisma regular de base hexagonal. Conside-
re uma caixa destas com altura de 4 cm e, com base, um
poligono de perimetro 72 cm. Se a pizza tem o formato
de um cilindro circular, entdo o volume maximo de pizza
gue pode vir nesta caixa é:

0O 216/3 cm®
5767 cm®
86443 cm®
1087 cm?
4327 cm?®

@ 0@ O©

18| UCS A embalagem de um minipanetone tem a forma de
um tronco de piramide quadrangular regular (Veja a fi-
gura abaixo.). A aresta da base maior, a aresta da base
menor e a aresta lateral, medidas externamente, tém,
respectivamente, 10 cm, 8 cm e 10 cm. Desconsideran-
do dobras e sobreposi¢des, foram necessarios, aproxi-
madamente, __ cm? de material para confec-
cionar a embalagem. E, considerando, para efeitos de
calculo, que o panetone tenha forma de cilindro, o raio
maximo que a base desse panetone pode ter, sem levar
em conta a espessura do material da embalagem, é de
cm.

Assinale a alternativa que completa, correta e respecti-
vamente, as lacunas acima.
Dado: (3,32)%2 = 11,0224

459,84 e 5
459,84 e4
522,56e4
522,56 e 5
520,40 e 5

WO

19

PUCPR Em certas culturas, é de extremo bom gosto
presentear com frutas, como melancia, meldo, laranja
ou ameixa. Um bom presente requer uma embalagem
a altura. Pode ser, por exemplo, uma bela caixa para pre-
sente em forma de cubo. Vamos considerar que as fru-
tas selecionadas sejam muito préximas de esferas e que
o lado da caixa tenha 32 cm. Quanto ao diametro das
frutas, levemos em conta que melancias tém 32 cm de
diametro; melGes, 16 cm; laranjas, 8 cm e ameixas, 4 cm.
Com base nessas informagdes, constatamos que, na cai-
xa cheia com o mesmo tipo de fruta, cabem: 1 melancia,
ou 8 melGes, ou 64 laranjas, ou 512 ameixas.

Pergunta: qual é o volume resultante, VR, do espacgo
vazio dentro da caixa, isto é, qual é a diferencga entre o
volume da caixa e das frutas dentro da caixa?

@ A melancia deixa o maior volume do espaco vazio
dentro da caixa; os 8 melGes, o segundo maior, as
laranjas, o terceiro, e as ameixas, 0 menor.

® Arelagdo do volume resultante &, respectivamente:
Ve Ve W W

O volume resultante é préximo de 0 cm3.

Nada podemos afirmar sobre o volume resultante.

MmO N

O volume resultante é VR = 15.610,7 cm3, indepen-

dente do tipo das frutas.
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POLIEDROS
DEFINICAO E ELEMENTOS

Poliedro é um sélido limitado por quatro ou mais poligonos planos que pertencem a planos diferentes e que possuem dois
a dois, exatamente um lado comum. Observe as figuras a seguir:

Para os poliedros em geral, temos que:
= Qs poligonos sdo chamados de faces do poliedro.
= Oslados dos poligonos sdo chamados de arestas do poliedro.

= Os vértices dos poligonos sdo chamados de vértices dos poliedros.

POLIEDROS CONVEXOS

Dizemos que um poliedro é convexo quando qualquer segmento de reta que liga dois de seus pontos estd totalmente con-
tido no poliedro. Caso contrario, o poliedro é chamado de cdncavo (ou ndo convexo). Observe as figuras a seguir:

r r

P e

N\

AN

Poliedro Convexo Poliedro Céncavo

NOMENCLATURA DOS POLIEDROS

Os poliedros recebem seus nomes de acordo com o numero de faces que possuem. Observe a tabela a seguir:

FACES | NOME
4 Tetraedro
5 Pentaedro
6 Hexaedro
7 Heptaedro
8 Octaedro
9 Eneaedro
10 Decaedro
11 Undecaedro
12 Dodecaedro
15 Pentadecaedro
20 Icosaedro
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RELACAO DE EULER

E uma express3o criada pelo matematico suico Leonhard Euler que relaciona o nimero de arestas, vértices e faces de todos
os poliedros convexos. Assim, dado um poliedro convexo que possui V vértices, F faces e A arestas, temos a seguinte relagdo:

V-A+F=2

Note a validade da relacdo de Euler em cada um dos casos da tabela a seguir:

Numero de vértices (V) Numero de faces (F) Numero de arestas (A)

Tetraedro

Pentaedro

Hexaedro

W 6 8 12

Octaedro

QUANTIDADE DE ARESTAS DE UM POLIEDRO CONVEXO

= Em fun¢do do numero de faces: Considere um poliedro que possui F faces com n arestas cada face. O nimero A de
arestas desse poliedro é dado por:

_Fn
A=5

=  Em fun¢do do numero de vértices: Considere um poliedro que possui V vértices com m arestas cada vértice. O numero
A de arestas desse poliedro é dado por:

_ V.m
A="5
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SOMA DOS ANGULOS DE TODAS AS FACES

Dado um poliedro convexo que possui V vértices, a soma (S) dos angulos de todas as faces desse poliedro é dada por:
S=(V—2).360°
POLIEDROS DE PLATAO

Platdo foi um filésofo grego, que viveu entre os séculos V e IV a.C., e estabeleceu importantes propriedades em alguns

poliedros.

Shutterstock.com

Um poliedro convexo é poliedro de Platdo se:
=  todas as suas faces tenham o mesmo numero de arestas;
=  todos seus vértices concorrem exatamente o mesmo numero de arestas.

Existem exatamente 5 poliedros de Platdo. Observe a tabela a seguir:

Poliedro | Caracteristicas | llustragoes
Tetraedro 4 faces triangulares, e em cada
regular vértice concorrem 3 arestas
Hexaedro 6 faces quadrangulares, e em cada
regular vértice concorrem 3 arestas /
Vi 4
Octaedro 8 faces triangulares, e em cada
regular vértice concorrem 4 arestas " /
Dodecaedro 12 faces pentagonais, e em cada ' ‘
regular vértice concorrem 3 arestas ‘l
| AN
Icosaedro 20 faces triangulares, e em cada
regular vértice concorrem 5 arestas
=
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Um poliedro convexo é formado por 4 faces triangula-
res, 2 faces quadrangulares e 1 face hexagonal. Calcule o
numero de vértices desse poliedro.
Resolugao:
O numero de arestas desse poliedro é dado por:

_43+24+16 _ 12+8+6 _
= 5 = > = 13 arestas

A
O numero total de faces é dado por:
F=4+ 2+ 1=7faces.
Utilizando a relagdo de Euler, temos que:
V-A+F=2=V-13+7=2=V=8
Portanto, o numero de vértices é dado por:

02| Se a soma dos angulos das faces de um poliedro regular
é 1.440°, calcule o nimero de arestas desse poliedro.
Resolugao:

A soma dos dngulos das faces em fungdo do numero de
vértices é dada por:

S=(V—2).360°= 1.440 = 360V — 720
V = 6 vértices

O poliedro regular com 6 vértices é o octaedro regular,
que possui 8 faces. Assim, temos que:

V—A+F=2=A+2=6+8=A=12arestas

Portanto, que o poliedro possui 12 arestas.

03| Um poliedro convexo possui 8 faces, todas triangulares.
Calcule o nimero de arestas e o numero de vértices des-
se poliedro.

Resolugao:

Cada uma das 8 faces triangulares possui 3 arestas. As-
sim, o numero de arestas (A) é dado por:

A= FTn = 8273 = 12 arestas

Utilizando a relagdo de Euler, temos que:
V—12+8=2= V=6 vértices

Portanto, o poliedro tem 12 arestas e 6 vértices.

04| Um poliedro tem dez angulos poliédricos, todos trie-
dros. Determine quantas arestas e quantas faces tem
esse poliedro.
Resolugao:

Angulo triédrico é aquele composto por um vértice no qual
chegam trés arestas. Assim, o numero A de arestas desse
poliedro é dado por:

A= % = 15 arestas

Utilizando a relagdo de Euler, temos que:
10— 15+ F=2= F=7 faces

Portanto, o poliedro possui 7 faces.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Num poliedro convexo, o nimero de vértices é 8 e o nu-
mero de arestas é 12. Calcule o niumero de faces.

02| Um poliedro convexo tem 10 faces, todas quadrangula-
res. Calcule o nimero de vértices desse poliedro.

03| Calcule o nimero de arestas e o nimero de vértices de
um icosaedro regular, sabendo que todas as faces do ico-
saedro sdo triangulares.

04| Um heptaedro convexo tem uma face quadrangular, 2
faces pentagonais e 4 faces triangulares. Determine o
seu numero de arestas e o seu nimero de vértices.

05| Um poliedro convexo tem 20 vértices e de cada um deles
saem 3 arestas. Determine:

@ O seunumero de arestas.
( 0 seunumero de faces.

06| Calcule o nimero de vértices de um poliedro convexo de
10 faces quadrangulares.

07| Um poliedro convexo possui faces triangulares e qua-
drangulares. Sabendo que ele tem 12 arestas e que a
soma dos angulos das faces é 1.800°, quantas faces exis-
tem de cada tipo?

08| Num poliedro convexo, o nimero de arestas supera o
nuimero de vértices em 10 unidades. Qual é o niumero
de faces desse poliedro?

09| UFGO Um joalheiro produzird um ornamento para um pin-
gente a partir de uma pedra preciosa, originalmente em
forma de um cubo. Para isso, ele retirara de cada vértice do
cubo um tetraedro cujos vértices sado o vértice do cubo e os
pontos médios das arestas que concorrem neste vértice.

Os tetraedros serdo descartados. Considerando-se as
condi¢Ges apresentadas, calcule:

@ O numero de faces do poliedro que constitui o orna-
mento.

(® A fracdo do volume do cubo original que constitui

cada tetraedro retirado.
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ENEM E VESTIBULARES

01| UNIFICADO Um poliedro convexo tem 14 vértices. Em 6
desses vértices concorrem 4 aresta, em 4 desses vértices
concorrem 3 arestas e, nos demais vértices, concorrem 5
arestas. O numero de faces desse poliedro é igual a:

16

18

24

30

44

WO

02| FCC O numero de diagonais de um poliedro regular com
10 vértices é:
0 50
O 40
® 20
(® n3o existe poliedro regular com 10 vértices.
® nenhuma das anteriores.

03| UFSCAR Os pontos médios das arestas de um tetraedro
regular sdo vértices de:
) um hexaedro regular
® um cubo
® um octaedro
® um icosaedro regular
(@ um dodecaedro regular

04| MACK Seja V o vértice de uma piramide. Cada uma de
suas faces tem no vértice V. um angulo de 50°. O nimero
maximo de faces dessa piramide é:

5

WO
O 00 N O

05| UFAM Um poliedro convexo tem trés faces triangulares,
uma face quadrangular, uma face pentagonal e duas fa-
ces hexagonais. Entdo o numero de vértices desse poli-
gono é igual a:

07
O 15
® 10
® 12
(E Jc}

06| UNIFESP Considere o poliedro cujos vértices sdo os
pontos médios das arestas de um cubo. O numero de
faces triangulares e o nimero de faces quadradas desse
poliedro sdo, respectivamente:

)9
8e8 ké

8e4d
6eb

WO

07| IME O volume do octaedro cujos vértices sdo os pontos
médios das arestas de um tetraedro regular de volume V é:

© ®©@ @ ©
ool< A< M<K

<

SIS

(EJ

<

08| UEPB Um poliedro convexo tem 25 arestas e todas as
suas faces pentagonais. Entdo o nimero de faces e de
vértices do poliedro sdo respectivamente:

0O 14e16
O 12e¢14
® 10e14
® 10e12
@ 10e17

09| UESPI Um tetraedro tem cinco arestas medindo 6cm, e a
sexta aresta mede 6/5 cm. Qual o volume do tetraedro?
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0O 28cm3 14| UFCE Um poliedro convexo s6 tem faces triangulares e
3 qguadrangulares. Se ele tem 20 arestas e 10 vértices, en-
© 19/2cm tdo, o numero de faces triangulares é:
3
® 26cm 0 1
3
® 27cm 0 11
3
@ 18/2 cm ® 10
10| FUVEST Os vértices de um tetraedro regular sdo tam- o 9

bém vértices de um cubo de aresta 2. A area de uma O s

face desse tetraedro é:

0 Zﬁ 15| ENEM Para confeccionar, em madeira, um cesto de lixo
que compora o ambiente decorativo de uma sala de

(B I} aula, um marceneiro utilizara, para as faces laterais, re-

® 3.2 tangulos e trapézios isdsceles e, para o fundo, um qua-
drilatero, com os lados de mesma medida e angulos re-

® 3/3 tos. Qual das figuras representa o formato de um cesto

G s que possui as caracteristicas estabelecidas?
(A]

11| UDESC Considere um prisma triangular reto e um te-
traedro de mesma base, a qual é um triangulo retangu-
lo isdsceles de hipotenusa medindo 3y/2 cm. Sabendo
que a altura do tetraedro é igual a um terco da altura do
prisma, e que a diferenca entre o volume do tetraedro
e o volume do prisma é igual a 8 cm?, entdo a altura do
prisma é:

£ cm

3

24

3 om

lcm

2
§Cm

V4
y 4
y 4
y 4

© @ @ O

12| UECE Um poliedro convexo tem 32 faces, sendo 20 he-
xagonos e 12 pentagonos. O nimero de vértices deste
poligono é:

0 9%
0 72
® 60
® 56
13| UECE Se um poliedro convexo tem exatamente 20 fa-

ces e todas sao triangulares, entdo o nimero de vértices
deste poliedro é: [k}

0O 16
0O 14
® 12
® 10




GEOMETRIA ANALITICA

CIRCUNFERENCIA
DEFINICAO

Dados um ponto C e uma distancia R, denomina-se circunferéncia o conjunto de pontos do plano distantes R do ponto C.
Observe a figura a seguir:

Nessa circunferéncia, temos que:
= O segmento CP de medida R é o seu raio.
= O ponto Cé o seu centro.

EQUACAO REDUZIDA DA CIRCUNFERENCIA

Sendo P(x, y) um ponto qualquer de uma circunferéncia de centro C(x,, y,) e raio R, a distancia entre esses pontos € cons-

tante e igual R. Observe a figura a seguir:
A
y

P(x, y)

\/

Dai, temos que:

ch:R=>\/(X_X0)2+(V_y0)2: R

Elevando ambos os membros dessa equagdo ao quadrado, temos que:
(x=xof +(y—yof =R

Essa é a equacdo reduzida de uma circunferéncia de centro C(x,, y,) e raio R.
Por exemplo:

=  Para determinar o centro e o raio da circunferéncia de equagdo (x — 2)2 + (y + 3)2 = 25, basta comparar essa equacio
com (x —xo) + (y — yof* = R%.

Assim, temos que:

"Xy = 2= Xy = 2.

" oYy =3>y,="3.

= RZ=25=R=5.

Portanto, essa circunferéncia tem centro C(2, —3) e raio R =5.
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OBSERVACOES:

= Para obter as coordenadas do centro a partir da equacgdo reduzida, basta trocar os sinais dos nimeros que acompa-
nhamxey.

= Para obter a medida do raio a partir da equagdo reduzida, basta extrair a raiz quadrada do numero do segundo
membro.

= A equagdo de uma circunferéncia com o centro na origem do sistema cartesiano e raio R é dada por x2 + y2 = R2.

Observe a figura a seguir:
A

y
R

—R

EQUACAO GERAL DA CIRCUNFERENCIA

A equacdo geral de uma circunferéncia é a equagao obtida a partir do desenvolvimento da equagdo reduzida. Assim, dada
uma circunferéncia de equacao reduzida (x —xo)* + (y — yo)* = R?, temos que:

(x=x0f +(y—yof = R* = x2 — 2xx + x,2 + Y2 — 2ygy +y,2 = R?
Dai, temos que:

X% +y? — 2xx — 2yoy + (x> + v, —R?) =0

Essa é a equagdo geral (ou desenvolvida) da circunferéncia.

Por exemplo:

=  Para determinar a equacgao geral da circunferéncia de centro C(—4, 3) e raio 2, temos:
(x=x0P+(y—yof =R?= (x+4P+(y—3P=22=x2+8x+16+y2—6y+9=4

Portanto, a equacdo geral dessa circunferéncia é x> + y2 + 8x — 6y + 21 = 0.

OBSERVACAO:

* Fazendo —2x,=m, -2y, =ne xo2 + yo2 — R2 =k, a equacdo geral de uma circunferéncia também pode ser expressa
pela seguinte expressao:

X2 +y2+mx+ny+k=0

DETERMINACAO DO CENTRO E DO RAIO A PARTIR DA EQUACAO GERAL

Dada a equacgdo geral de uma circunferéncia, os elementos que a definem (centro e raio) nao ficam evidentes. Com isso,
vamos apresentar dois métodos para, a partir da equacgado geral, se obter o centro e o raio dessa circunferéncia.

METODO DA COMPARACAO

Dada a circunferéncia de equacdo geral x2 + y2 — 6x + 4y + 12 = 0, podemos determinar seu centro e raio comparando sua
equagdo com a equagdo geral x* +y2 — 2x,x — 2y, + (X,% +y,> — R?) = 0. Assim, temos:

" =2 = 6= X%, =3

" 2y, =4Sy, =2

- 2 2_p2_

X"+ Yyt —RE=12.
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Dai, temos que:

= 324 (-2)2-R2=12=R=1.
Portanto, a circunferéncia x2 + y2 — 6x + 4y + 12 = 0 tem centro C(3, —2) e raioR = 1.

METODO DOS QUADRADOS PERFEITOS

Dada a circunferéncia de equacdo geral x2 + y2 + 2x — 6y + 6 = 0, podemos determinar seu centro e raio transformando-a
numa soma de dois trindbmios quadrados perfeitos (equacdo reduzida).

=  Agrupando os termos em x, os termos em y e passando o termo independente para o 22 membro da equagado, temos:
(x4 2x) + (Y2 — 6y) = —6

= Adicionando em ambos os membros da equagdo os mesmos nimeros de modo que os agrupamentos em x e y se
transformem em quadrados perfeitos, temos:

(C+2x+1)+(y>—6y+9)=—6+1+9

Note que o termo a ser somado ao agrupamento em x é o quadrado da metade de coeficiente de x e o termo a ser somado
ao agrupamento emy é o quadrado da metade do coeficiente de y.

= Escrevendo a equagdo na forma reduzida, temos:
(x+1)24+(y—3)2=4

Portanto, a circunferéncia x2 + y2 +2x — 6y + 6 =0tem centro C(—1, 3) eraio R=2.

EQUACAO DO 2° GRAU COM DUAS VARIAVEIS

Denomina-se equagdo do 22 grau nas varidveis x e y toda a equagdo na forma:
Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey =0

Sendo {A, B, C, D, E} C IR com A, B e C ndo simultaneamente nulos.

Essa equagdo representa uma circunferéncia se, e somente se, obedecer as trés condi¢des a seguir:

= 12 condigdo: A=B #0.

= 22 condigdo: C=0.

= 32 condigdo: obedecidas as duas primeiras condi¢des, ao obter uma equagdo equivalente na forma (x — a)2 + (y — b)2 = c2,
sendo {a, b, ¢} C IR (forma reduzida), o valor numérico da constante c2 deve ser positivo.

Por exemplo:

Vamos analisar qual das equagdes a seguir representam circunferéncias.

= 2x2+4+3yZ—4x+2y+1=0.

N3o é uma circunferéncia pois os coeficientes de x2 e y2 sdo diferentes.

" xX®+y?+3xy+x—3y+6=0.

N3o é uma circunferéncia pois o coeficiente de xy é diferente de zero.

= x24+y24+4x—2y+8=0.
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Essa equacdo obedece as duas primeiras condi¢ées. Vamos verificar a terceira condigdo, transformando-a numa soma de
dois trindmios quadrados perfeitos (equac¢do reduzida).

" x4y A2y +8=0= (x> +Ax+4)+ (Y2 —2y+1)=—8+4+ 1= (x+2)° + (y—1)?=—-3.

N&o é uma circunferéncia pois, o termo do segundo membro da equacdo reduzida é negativo.
" xX®+y?—6x+2y—67=0.

Essa equacgdo obedece as duas primeiras condi¢des. Vamos verificar a terceira condigdo, transformando-a numa soma de
dois trindmios quadrados perfeitos (equac¢do reduzida).

x4y —6x+2y—6=0=(x2—6x+9)+ (y2+2y+1)=6+9+ 1= (x—3)2+ (y—1)2=16.

E uma circunferéncia pois, o termo do segundo membro da equagdo reduzida é positivo.

OBSERVACAO:

=  Nem toda equagdo da forma xZ + y2 + mx + ny + k = 0, sendo {m, n, k} € IR, representa uma circunferéncia.
Por exemplo:

= Vamos determinar os valores reais de k para que a equacdo x% + y2 + 6x — 8y + k = 0 represente uma circunferéncia
pelo método dos quadrados perfeitos:

x2+y2+6x—8y+k=0= (x> +6x+9)+ (y2—8y+16) =—k+ 9+ 16 = (x +3)> + (y —4)> = —k + 25
Comparando essa equagdo com a equagado reduzida (x — xo)2 +(y— yo)2 = R?, com R2 > 0, temos que:
" Xy =3=x%x,=-3.
" Y= A=y, =4
* R2=-k+25=—-k+25>0=k<25.

Portanto, a equacdo x2 + y2 + 6x — 8y + k = 0 representa uma circunferéncia para {k € IR | k < 25}.

POSICOES RELATIVAS ENTRE PONTO E CIRCUNFERENCIA

Dados um ponto P(x, y) e uma circunferéncia A: (x — xo)2 +(y— yo)2 =R2. Esse ponto pode ser interior, exterior ou pertencer
a circunferéncia A. Assim, temos que:

= Oponto P(x,y) é interior a A se, e somente se, a distincia entre ele e o centro da circunferéncia for menor que a medida
do raio. Observe a figura a seguir:

drc <R

Nessa situagdo, temos que:

drc <R = ¢ (x—=x0f +(y —yof <R = (x—x0)+(y—yo) <R

Assim, um ponto P(x, y) é interior a A se, e somente se, as coordenadas de P satisfazem (x — xo)* + (y — yo)* < R%. Essa

desigualdade representa a regido interior a A.
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= O ponto P(x, y) é exterior a A se, e somente se, a distancia entre ele e o centro da circunferéncia for maior que a medida
do raio. Observe a figura a seguir:

dec > R

Nessa situagdo, temos que:

dpc > R=>\/(X—Xo)2+(y—yo)2 >R=(x—xof +(y—yo) > R?

Assim, um ponto P(x, y) é exterior a A se, e somente se, as coordenadas de P satisfazem (x — xo)2 +(y— yo)2 > R%. Essa
desigualdade representa a regido exterior a A.

= O ponto P(x, y) pertence a A se, e somente se, a distincia entre ele e o centro da circunferéncia for igual a medida do
raio. Observe a figura a seguir:

dec =R

Nessa situacdo, temos que:
dec = R = y/(x —xo) +(y —yo) = R = (x —x0)* +(y — yo)* = R?

Assim, um ponto P(x, y) pertence a A se, e somente se, as coordenadas de P satisfazem (x — xo)2 + (y + yo)2 =R%.

POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E CIRCUNFERENCIA

Dadas uma reta r: ax + by + ¢ = 0 e uma circunferéncia A: (x — xo)2 +(y— Vo)2 = R2. Essa reta pode ser secante, tangente
ou exterior a circunferéncia A. Assim, temos que:

"= Aretar:ax+ by +c =0 ésecante a A se, e somente se, a distancia entre ela e o centro da circunferéncia for menor
que a medida do raio. Observe a figura a seguir:

dCr<R
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Aretar:ax + by + ¢ = 0 é tangente a A se, e somente se, a distancia entre ela e o centro da circunferéncia for igual a
medida do raio. Observe a figura a seguir:

dCr:R

r

Aretar: ax + by + c = 0 é exterior a A se, e somente se, a distAncia entre ela e o centro da circunferéncia for maior que
medida do raio. Observe a figura a seguir:

dCr>R

OBSERVACAO:

Para determinar os pontos de intersec¢do da circunferéncia A: (x — xo)2 +(y— yo)2 =RZedaretar:ax + by +c=0,
basta resolver o sistema a seguir formado por suas equagées.

ax+tby+c=0
(x=xof +(y—yof = R?
Ao substituirmos a equacgdo da reta na equacgao da circunferéncia, obteremos uma equagdo do segundo com apenas uma

variavel. A andlise do seu discriminante (A) nos dird o nimero de soluc¢des e, consequentemente, o nimero de pontos de inter-
seccdo. Assim, para determinar a posicdo da reta r em relac3o a circunferéncia A, temos que:

Se A > 0, temos duas solucdes reais distintas, ou seja, dois pontos de interseccdo. Nessa situacdo, a reta é secante.

Se A =0, temos duas soluc¢des reais iguais, ou seja, um ponto de intersec¢do. Nessa situacdo, a reta é tangente.

Se A <0, ndo temos solucdes reais, ou seja, 3o temos pontos de interseccdo. Nessa situacdo, a reta é exterior.

A vantagem desse método esta no fato dele ser capaz de determinar as coordenadas dos pontos de intersecgao da reta e
da circunferéncia.

POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS CIRCUNFERENCIAS

Dadas as circunferéncias 7&1 e ?\2 de centros C, e C, e raios medindo R, e R,, respectivamente, temos que:

As circunferéncias 7L1 e 7&2 sdo exteriores se, e somente se, a distancia entre os centros C, e C, € maior que a soma das
medidas dos raios. Observe a figura a seguir:

G G dC1C2 > R1+R2
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= Ascircunferéncias 7\1 e 7»2 sdo tangentes exteriores se, e somente se, a distancia entre os centros C,eC, éigual asoma
das medidas dos raios. Observe a figura a seguir:

“ o

= As circunferéncias 7&1 e 7&2 sdo tangentes interiores se, e somente se, a distancia entre os centros C, e C, for igual ao
modulo da diferenca das medidas dos raios. Observe a figura a seguir:

@ o

= As circunferéncias 7»1 e 7»2 sdo secantes se, e somente se, a distancia entre os centros C,eC for menor que a soma e
maior que o médulo da diferenca das medidas dos raios. Observe a figura a seguir:

A
1%\ |[R1—R2| < deie; < R+ R2

Note que essa expressdo € a condi¢do de existéncia do tridngulo AC,C,.

=  Ascircunferéncias 7&1 e 7&2 sdo interiores se, e somente se, a distancia entre os centros C, e C, for menor que o médulo
da diferenca das medidas dos raios e maior que zero. Observe a figura a seguir:

Q O<dC1cz<|R1_R2|
G
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= As circunferéncias 7»1 e 7&2 sdo concéntricas se, e somente se, a distancia entre os centros C, e C, for igual a zero. Ob-
serve a figura a seguir:

dee, = 0

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Determine a equacgdo da circunferéncia que contém os
pontos A(0, 1) e B(4, 4), sabendo que seu centro esta

sobre a reta x = 2. 4+<1_%)2=RZ:R2=%

Substituindo yo = g em (1), temos:

Resolugdo: Portanto a equagdo reduzida da circunferéncia é

A Xx=2 (X—2)2+<y—%>2:%.

B(4, 4) 02| Verifique se as equagdes representam circunferéncias e,
em caso afirmativo, determine o seu centro e raio:
0O x2+y>—2x—2y+16=0
C(2,y,)

A0, 1) O X®+y>—8x+4y+11=0

[+] = Resolugdo:

O As duas primeiras condi¢bes sdo vdlidas, ou seja,
A=B=1#0 e C=0.

Aplicando o método dos quadrados perfeitos, temos:

Como o centro C pertence a reta x = 2, temos que C(2, yo): 2 — 2x + o+ yz —y+ =—16+ +

Substituindo o ponto A(0, 1) na equagdo, temos:

X—2x+12+y*—2y+1°=—16+1°+ 12
(0—2)°+(1—y))?=R* (I)

(x—1P+(y—1¥=-14<0
Substituindo o ponto B(0, 1) na equagdo, temos:

(4=2F+(4—yo¥ =R> (1)

Logo, ndo é uma circunferéncia.

® As duas primeiras condi¢bes séo vdlidas, ou seja,
A=B=1#0¢e C=0.
Fazendo (1) = (ll), temos:

Aplicando o método dos quadrados perfeitos, temos:
(—2)*+(1=y0)* = (2)*+ (4= y0)?

X’ =8+ +y’+ay+ =—11+ +
4+1=2potyr = 4+16= 8y +ys =Bt Ay b Ayt 2= 11+ 47+ 2
6yo=15:yo=%=% (x—4P+(y+2¥=—11+16+4
Entdio: (x—4P+(y+2F=9
C(Z, % ) ;oi]g é uma circunferéncia de centro C(4, —2) e raio
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03| Para quais valores de p, o ponto A(—1, p) ndo é exterior
a circunferéncia de equagdo x> +y>—7x +4y—6 =07
Resolugao:
Para que o ponto ndo seja externo a circunferéncia, bas-
ta que ele satisfaca a condigdo de ser interno ou perten-
cer a circunferéncia, ou seja, dcp < R. Também podemos
substituir as coordenadas do ponto P na desigualdade
x2+y?—7x+4y— 6 < 0. Assim, temos que:
(—1)°+p*—7(—1)+4p—6<0
p’+4p+3<0=—-3<p<-—-1
Portanto, temos que: {p EIR [-3<p <—1}

04| Determine as equagdes das retas t tangentes a circunfe-

réncia de equagdo x> +y? =1, que passam pelo ponto
P(2, 0).

Resolugao:

Primeiramente, vamos verificar a posicdo relativa do

ponto em relagdo a circunferéncia.
der =y (2— 0 +(0—0F=2>R

Entdo o ponto P é externo a circunferéncia, sendo assim, de-
vemos determinar as duas retas tangentes que possuem o
ponto P em comum. Como a unica informagdo é um tnico
ponto, serd necessdrio utilizar a equagdo fundamental, de
modo a determinar os coeficientes angulares.
y—yo=m(x—x0)=y—0=m(x—2)
y=mx—2m=mx—y—2m=20

Basta determinar a distdncia do centro a reta e garantir
que tal distdncia serd igual ao raio.

Entdo:

0—0—-2
_Im ml_,

o S 12

|—2m|=+ym?+1 :4m2=m2+1.-.m=i@
Para m =@, temos: 3x—y—2\/§= 0
Para m =—§, temos: ﬁx+y—2/§= 0

05| Qual a equagdo da circunferéncia de centro C,(7, 3)
que é tangente a circunferéncia de equacgdo
Axx®+y2—6x—6y—14 =0.

Resolugao:

Como ja sabemos a posigdo relativa das circunferéncias, te-
mos que utilizar a condigdo de tangéncia para determinar o
raio da circunferéncia C,, ou seja dc,c, = R1 + R.

Portanto é necessdrio determinar pela equagdo dada, o
centro e o raio da circunferéncia /12:

Pelo método da comparagdo temos:
x> +y’—6x—6y—14=0
x2+y2 — 2XoX — 2ygy+x02+ y02 —R’=0

2X%0=6=x0=3
Ho=6=y=3

xi+yd—R*=14
3*+3°-R°=14
RP=4=R=2

C2(33)

Verificando a condigdo temos:
dcic; = Ri+R2

V(=7 +(3-3F=Ri+2
4=Ri+2

Ri=2

Entéo:

A (x=7Y+(y—3) =22

Portanto, x*>+ y?> — 14x + 6y + 54 = 0.

EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Determine a equacdo reduzida da circunferéncia de cen-
tro C e raio R nos seguintes casos.

O C(0,0)e R=2
® C(1,2)eR=2
® C(-1,2)eR=43
® C(0,—5)eR=2y2

02| Escreva a equacdo reduzida da circunferéncia represen-
tada no grafico a seguir.

C(4, 3)
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03| Obtenha o centro C e o raio R das circunferéncias a se-
guir:

x2+y2=9

x2+<y—1)2=5

X — 3)2+(y+4)2— 1

O @ 0 @ © ©

(
(
(x—0,5 +(y+1F=1,44
(x+5P+(y+17F =36

(

® (x+10¢+(y—10)Y =100

04| UEMA O proprietario de um lote, visando a sua orna-
mentacdo, dividiu-o em darea circular, tendo subdividi-
do-o em dois triangulos idénticos opostos, inscritos no
circulo, cujos vértices sdo A(—14, 9), B(—4, 9) e C(—9, 14),
sendo AB o didametro da circunferéncia. Considerando as
condig¢des descritas e as medidas em metros,

) faca ailustracdo grafica desse lote no sistema carte-
siano ortogonal do plano.

16

14

12

10

\/

-6 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2

() determine a equacdo da circunferéncia.

® determine a area correspondente aos triangulos
idénticos.

05| Escreva cada uma das equagdes a seguir na forma geral.
0O (x—1)
O (x+3)+(y—47=36

+(y+2y=2

® (x+0,5°+(y—0,37=1,44
® xX+(y+1¥=7

(E) (x—5)2+y2=1

06| UNICAMP Os ciclistas A e B partem do ponto P(—1, 1) no
mesmo instante e com velocidades de mddulos constan-
tes. O ciclista A segue a trajetdria descrita pela equagdo
4y — 3x — 7 =0 e o ciclista B, a trajetdria descrita pela
equacdo x2 + y2 — 6x — 8y = 0.

As trajetdrias estdo no mesmo plano e a unidade de medida
de comprimento é o km. Pergunta-se:

@ Quais as coordenadas do ponto Q, distinto de P,
onde havera cruzamento das duas trajetorias?

( Seavelocidade do ciclista A for de 20 km/h, qual de-
vera ser a velocidade do ciclista B para que cheguem
no mesmo instante ao ponto Q?

07| UFRRJ Em um circo, no qual o picadeiro tem, no plano
cartesiano, a forma de um circulo de equagdo igual a x2 +
yZ — 12x — 16y — 300 < 0, o palhago acidentou-se com o
fogo do malabarista e saiu desesperadamente do centro
do picadeiro, em linha reta, em dire¢do a um pogo com
agua localizado no ponto (24, 32). Calcule a distdncia d
percorrida pelo palhago, a partir do momento em que sai
do picadeiro até o momento em que chega ao pogo.

08| Determine, caso existam, os pontos de intersegdo entre
aretar e acircunferéncia A nos itens a seguir.

O rx+y—-3=0
A:x2+y2=5
® s:x+2y—-5=0
A:(x—6)>+y?=10
® s:2x+y—-5=0
Ax2+y2=5
09| UERJ Um objeto de dimens&es despreziveis, preso por
um fio inextensivel, gira no sentido anti-horario em tor-

no de um ponto O. Esse objeto percorre a trajetéria T,
cuja equacdo é x>+ y? = 25. Observe a figura:

Admita que o fio arrebente no instante em que o objeto
se encontra no ponto P(4, 3). A partir desse instante, o
objeto segue na direcdo da reta tangente a T no ponto P.
Determine a equacdo dessa reta.

10| Qual a equagdo da circunferéncia de centro C,(4, 4)
que é tangente exterior a circunferéncia de equagdo

Aa:x*+y?>—8x— 18y + 81 =0.
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ENEM E VESTIBULARES

01| PUC Resolver a questdo com base na regra 2 da FIFA, se-
gundo a qual a bola oficial de futebol deve ter sua maior
circunferéncia medindo de 68 cm a 70 cm.

Considerando essa maior circunferéncia com 70 cm e
usando um referencial cartesiano para representa-la,
como no desenho abaixo, poderiamos apresentar sua
equagdo como:

1IN
1/

02| MACK Vitéria-régia é uma planta aquatica tipica da regido
amazonica. Suas folhas sdo grandes e tém formato circu-
lar, com uma capacidade notavel de flutuagdo, gragas aos
compartimentos de ar em sua face inferior. Em um belo
dia, um sapo estava sobre uma folha de vitéria-régia,
cuja borda obedece a equacdo x*+y*+2x+y+1=0
, apreciando a paisagem ao seu redor. Percebendo que
a folha que flutuava a sua frente era maior e mais boni-
ta, resolveu pular para essa folha, cuja borda é descrita
pela equacdo x> +y? — 2x — 3y + 1 = 0. A distancia line-
ar minima que o sapo deve percorrer em um salto para
nao cair na agua é:

0 2(/2-1)
6 2

@ 22

® V2-2
Qe /s

03| UFU Inimeras pinturas e desenhos em tela fazem uso
de sobreposicao de formas circulares, conforme ilustra a
figura abaixo.

Disponivel em: <http://www.google.com.br/>. Pinturas Circulares. Robert Delaunay. Acesso
em: 12 jul. 2.012.
Para a representagdo grafica desses trabalhos artisticos,
faz-se necessaria a determinagdo de elementos geomé-
tricos associados. Suponha que, relativamente a um sis-
tema de coordenadas cartesianas xOy, duas circunferén-
cias, presentes no desenho, sejam dadas pelas equacdes
X>+y?—6y+5=0ex’+y>*—6x—2y =—6.
Assim sendo, a reta que passa pelos centros dessas cir-
cunferéncias pode ser representada pela equagao:

0O 2x+3y=9
O 2x+3y=-9
® x+2y=4

® x+2y=—-4

04| UEPA Pilates é um sistema de exercicios fisicos que inte-
gra o corpo e a mente como um todo, desenvolvendo a
estabilidade corporal necesséria para uma vida mais sau-
davel. A figura abaixo mostra um dos exercicios trabalha-
do no Pilates e é observado que o corpo da professora
gera um arco AB. Supondo que o arco gerado pelo corpo
da professora seja um quarto de uma circunferéncia de
equagao 100x* + 100y2 —400x — 600y +1075=0, o
valor aproximado da altura da professora é:

.—————_—-

Fonte: http://www.apontador.com.br
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0,247 u.c.
0,5Tt u.c.

0,75T u.c.
0,95T u.c.
1,241 u.c.

@ 0@ QO

05

UFSM Uma lumindria foi instalada no ponto C(—5, 10).
Sabe-se que a circunferéncia iluminada por ela é tangente
a reta que passa pelos pontos P(30, 5) e Q(—30, —15). O
comprimento da linha central do passeio correspondente
ao eixo y, que é iluminado por essa luminaria, é:

O 10m
® 20m
® 30m
® 40m
@ 50m

06| UNICAMP A figura a seguir apresenta parte do mapa
de uma cidade, no qual estdo identificadas a catedral,
a prefeitura e a cdmara de vereadores. Observe que o
quadriculado ndo representa os quarteirées da cidade,
servindo apenas para a localizagao dos pontos e retas no
plano cartesiano. Nessa cidade, a Avenida Brasil é for-
mada pelos pontos equidistantes da catedral e da pre-
feitura, enquanto a Avenida Juscelino Kubitschek (ndo
mostrada no mapa) é formada pelos pontos equidistan-
tes da prefeitura e da camara de vereadores.

A

y Avenida Brasil

7

camara

catedral | prefeitura

»
'

(0] 1 2 3 4 5 6 7 X

O ponto de intersecao das avenidas Brasil e Juscelino Ku-
bitschek pertence a regido definida por:

0O (x-22+(y-6)2<1
O (x-1)2%2+(y-5)2<2
® x€11,3[,y< 14,6]
® x=2,yE [57]

07| EMESCAM Em anatomia, denomina-se arcada dentaria

o arco formado pelo conjunto de dentes e respectivos
ossos de sustentacdo de cada maxilar. Considere que a
parte da arcada acima da seta horizontal na figura abai-
xo tenha aproximadamente o formato de uma semicir-
cunferéncia de raio R centrada no ponto (1, 2) de um
diagrama cartesiano.

Considerando a circunferéncia completa, podemos afir-
mar que sua equagao é dada por:

x2+y2+2x—4y=R2—5
x2+y?—2x—4y=R?-5
x?—y?—2x—4y=R?>-5
x2+y?—2x+4y=R?-5
x2+y2—2x—4y=R2+5

WO

08| ENEM A figura mostra uma crianga brincando em um

balango no parque. A corda que prende o assento do ba-
lango ao topo do suporte mede 2 metros. A crianga toma
cuidado para ndo sofrer um acidente, entdo se balanga
de modo que a corda ndo chegue a alcangar a posi¢ao
horizontal.

Topo do
suporte

Chéo do parque

Na figura, considere o plano cartesiano que contém a
trajetdria do assento do balango, no qual a origem esta
localizada no topo do suporte do balanco, o eixo X é pa-
ralelo ao chdo do parque, e o eixo Y tem orientacdo po-
sitiva para cima. A curva determinada pela trajetdria do
assento do balanco é parte do grafico da funcao

@0 @O
Eoee et
|N
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09| UFSM Uma antena de telefone celular rural cobre uma
regido circular de area igual a 900 TTkm? Essa antena estd
localizada no centro da regido circular e sua posi¢cdo no
sistema cartesiano, com medidas em quilémetros, é o
ponto (0,10).

Assim, a equacao da circunferéncia que delimita a regido

circular é

O x2+y2—20y—800=0
O x2+y2—-20y+70=0
® x2+y2—20x—800=0
® x2+y2—20y—70=0

O X+y?=900

10| UEG Um espelho no formato de circunferéncia foi pen-
durado em uma parede. Considerando o canto inferior
esquerdo como a origem de um sistema cartesiano, o
espelho pode ser representado pela equagdo da cir-
cunferéncia x> +y?— 4x— 4y + 7,84 = 0. Dessa forma,
constata-se que o espelho esta a uma altura do chao de

© 1,00 metros.
® 1,55 metros.
® 1,60 metros.
® 1,74 metros.

11

UEMA Um fabricante de brinquedos utiliza material re-
ciclado: garrafas, latinhas e outros. Um dos brinquedos
despertou a atengdo de um estudante de Geometria,
por ser confeccionado da seguinte forma: amarra-se um
barbante em um bico de garrafa pet cortada e, na extre-
midade, cola-se uma bola de pldstico que, ao girar em
torno do bico, forma uma circunferéncia. O estudante
representou-a no sistema por coordenadas cartesianas,
conforme a figura a seguir:

Y

.C(34)

Considerando o tamanho do barbante igual a 6 unidades
de comprimento (u.c.) e o bico centrado no ponto a
equacgdo que representa a circunferéncia é igual a

x> +y>—6x—8y—11=0
x2+y?+6x+8 —11=0
X2 +y>+6x+8y+11=0
XX +y2—6x—8y+11=0
x2+y2—8x—6y—11=0

WO

12| UFSM O diagrama Taiji, da figura a seguir, representa,
na filosofia chinesa, a integragdo entre Yin e Yang. Essa
figura é encontrada em varios periodos da histdria da
arte.

A

B

Sabendo que as coordenadas do diametro AB da circun-
feréncia externa ao diagrama Taiji sao, respectivamente,
A(13, 20) e B(1, 4), assinale verdadeira (V) ou falsa (F)
nas afirmativas.

() A equacdo da reta que passa pelos pontos A e B é
x—3y—-11=0.

() O raio da circunferéncia é 10.

() A equagdo da circunferéncia é x2 — 14x + y2 — 14y +
+93=0.

A sequéncia correta é

WO

13| UFPB O Governo pretende construir armazéns com o in-
tuito de estocar parte da producdo da safra de grdos, de
modo que ndo haja desperdicios por situa¢des adversas.
A secdo transversal da cobertura de um desses arma-
zéns tem a forma de um arco de circunferéncia, apoiado
em colunas de sustentacdo que estdo sobre uma viga. O
comprimento dessa viga é de 24 m e o comprimento da
maior coluna de sustentacdo é de 8 m, conforme figura
a seguir.

8m

24 m
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14

15|

Considerando um sistema cartesiano de eixos ortogo-
nais xy, com origem no ponto C, de modo que o semieixo
X positivo esteja na dire¢do CD e o semieixo y positivo
apontando para cima, é correto afirmar que a equagado
da circunferéncia que contém o arco CD da sec¢do trans-
versal do telhado, com relagdo ao sistema de eixos xy, é
dada por:

0O (x-12)2+(y+5)2=169
O (x-12)2+(y-7)2=193
® (x-12)2+(y-6)2=180
® (x-12)2+ (y+6)2=180
O (x-12)2+(y-5)2=169
UFSM A massa utilizada para fazer pastéis folheados, de-
pois de esticada, é recortada em circulos (discos) de igual
tamanho. Sabendo que a equagdo matematica da circun-
feréncia que limita o circulo é x> + y> —4x —6y —36=0e
adotando T = 3,14, o diametro de cada disco e a area da

massa utilizada para confeccionar cada pastel sdo, respec-
tivamente,

7 e 113,04
7 e 153,86
12 e 113,04
14 e 113,04
O 14e153,86

© @ @ &

UFSM A construgdo da cobertura de um palanque usa-
do na campanha politica, para o 12 turno das elei¢des
passadas, foi realizada conforme a figura. Para fixa¢do
da lona sobre a estrutura de anéis, foram usados rebites
assim dispostos: 4 no primeiro anel, 16 no segundo, 64
no terceiro e assim sucessivamente.

Se, no plano cartesiano, a equacgdo da circunferéncia ex-
terna do anel externo da figura é

x2+y2—12x + 8y + 43 =0,

entdo o centro e o raio dessa circunferéncia sdo, respec-
tivamente,

O (6,-4)e3
O (-6,4)e9
® (6,-4)e9
® (-6,4)e3
O (64)e3

16| UFSM A equipe de arquitetos e decoradores que fez o

projeto de um shopping deseja circunscrever uma cir-
cunferéncia ao quadrado maior Q;, que possui lado de
10 m. Se as coordenadas do centro da circunferéncia fo-
rem dadas pelo ponto (10, 8) e se forem usadas a parede
da porta de entrada (x) e a lateral esquerda (y) como
eixos coordenados referenciais, a equacdo da circunfe-
réncia sera

y

10
x2+y2—20x — 16y +139=0
x2+y2—20x — 16y +64=0

x2+y2—20x— 16y +114=0

© @ ©@ ©

x2+y2—20x— 16y —36=0
@ x2+y2—16x—20y+139=0

17| FGV A cidade D localiza-se a mesma distancia das cida-

des A e B, e dista 10 km da cidade C. Em um mapa rodo-
vidrio de escala 1:100 000, a localizacdo das cidades A,
B, C e D mostra que A, B e C ndo estdo alinhadas. Nesse
mapa, a cidade D estd localizada na interseccdo entre

() a mediatriz de AB e a circunferéncia de centro C e
raio 10 cm.

() a mediatriz de AB e a circunferéncia de centro C e
raio 1 cm.

® as circunferéncias de raio 10 cm e centros A, B e C.

(® as bissetrizes de CAB e CBA e a circunferéncia de
centro C e raio 10 cm.

@ as bissetrizes de CAB e CBA e a circunferéncia de

centroCeraiolcm.




GEOMETRIA PLANA

CIRCUNFERENCIA

Circunferéncia é um conjunto de pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado desse plano é igual a uma distancia
ndo nula. O ponto dado é seu centro e a distancia o seu raio.

A

Circunferéncia A de centroO eraior (P € A)

CORDA E DIAMETRO

Corda de uma circunferéncia é um segmento cujas extremidades pertencem a circunferéncia.
Diametro de uma circunferéncia é uma corda que passa pelo seu centro.
A

ABé uma corda e CD é um didmetro da circunferéncia A.

ARCO DE CIRCUNFERENCIA

Arco de circunferéncia AB é a reunido dos conjuntos dos pontos A e B e de todos os pontos da circunferéncia que estdo no
interior do angulo AOB.
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COMPRIMENTO DE UMA CIRCUNFERENCIA

A razdo entre o perimetro de uma circunferéncia (comprimento C) e seu didmetro é um nUmero constante representado
por Tt.

c _ _
ﬁ—ﬂ?:C—Z.TE.R

COMPRIMENTO DE UM ARCO DE CIRCUNFERENCIA

O comprimento de um arco de circunferéncia ({) é proporcional a sua medida a.

Para a em graus:

360° —— 2nR}:>Q: TRQ
o — 0 180°

Para a em radianos: .

27 rad —ZTER}
I I B

o rad {=Ra

RADIANO

Radiano é todo arco de circunferéncia cujo comprimento é igual ao comprimento do raio da circunferéncia que o contém.

1 radiano

ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

ANGULO CENTRAL
Angulo central relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice no centro da circunferéncia.

A medida de um angulo central é igual a medida do arco de circunferéncia correspondente.

B

‘ o =AB
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ANGULO INSCRITO

Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice na circunferéncia e os lados secantes a ela, ou
seja, interceptando a circunferéncia em dois pontos distintos.

A medida de um angulo inscrito é igual a metade da medida do arco correspondente.

B

N
)

ANGULO EXCENTRICO INTERIOR

Angulo excéntrico interior a uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice sendo um ponto interno a circunferéncia.

ANGULO EXCENTRICO EXTERIOR

Angulo excéntrico exterior a uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice sendo um ponto externo a circunferéncia.

ANGULO DE SEGMENTO

Angulo de segmento relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice na circunferéncia, um lado secante e o
outro tangente a circunferéncia.
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A medida de um angulo de segmento é igual a medida do arco correspondente.

\\\ [ ]
\\m Y=%
A%/B

QUADRILATERO INSCRITIVEL

Quadrilatero inscritivel é todo quadrilatero que tem os vértices pertencentes a uma circunferéncia.

Todo quadrildtero inscritivel admitira angulos opostos suplementares.

ABCD é inscritivel = 0.+ 3 = @+ 6 = 180°

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| As circunferéncias destacadas abaixo sdo tangentes ex- Sendo os raios das circunferéncias de centros A, B, e C,
ternas duas a duas e seus centros sdao os vértices do tri- dados por: x, y e z, temos:
angulo ABC. Se AB =11 cm, AC=9 cm e BC =10 cm,

+y=11(/
determine a soma de seus comprimentos. xTy ()
y+z=10(ll)

x+z=9(ll

Adicionando as trés equagdes, concluimos que:
2x+2y+2z=20
>x+y+z=15(1V)
d Substituindo (1) em (IV):
11+z=15=2z=4, logo:
y=6ex=5

Portanto, a soma de seus comprimentos é:

Resolugao: 2.4+ 2.71.5+2.1.6 = 307T cm
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02| Determine a medida do angulo x, na figura a seguir:

i/

{)x

35°

Resolugao:

Os dngulos de 45° e 35° sdo dngulos inscritos na circun-
feréncia, logo, seus arcos medem 90° e 70°, veja:

'
70° ' 90°

35°

90° +70° _

Portanto: x = 7 80°

(Gngulos excéntrico interior)

EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Se uma circunferéncia tem centro O e raio 4 cm, escreva
se sdo internos, pertencentes ou externos a circunferén-
cia cada um dos pontos dados a seguir.

@ Um ponto X que dista 3,5 cm de O.
® Um ponto Y que dista 4,0 cm de O.
® Um ponto Z que dista 4,5 cm de O.

02| Considerando a circunferéncia de centro O e sabendo
que AB=4x—-5e AO = x + 2, determine o valor de x.

B

A

03| Duas circunferéncias sdo tangentes externas se tém um
Unico ponto comum e os demais pontos de uma sdo exter-
nos a outra. Sabendo que as circunferéncias abaixo sdo tan-
gentes externas, a distancia entre seus centros € 32 cme a
diferenca entre seus raios é 10 cm, determine seus raios.

04| As circunferéncias destacadas abaixo sdo tangentes
externas duas a duas e seus centros sdo os vértices do
triangulo ABC. Se AB=9cm, AC=7cme BC =8cm,
determine seus raios.

-

05| Qual é o comprimento de uma circunferéncia que tem
raio igual a 6 cm? Use 7T= 3,14.

06| Determine o valor do dngulo x:

A

80°
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__

07| Determine o valor do arco x.

A

™
400

(B

82°
120° X
125°
(C

N\




&
M4 SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

o B

08| Determine o valor de x. C/
(A}
D A
27°
C
(B)
(D)

92°

09| Nas figuras seguintes ABCD sdo quadrilateros inscriti-
veis, determine o valor de x.

10| Calcule o valor de x na figura a seguir, sabendo que Be C
sdo os centros das circunferéncias.




MATEMATICA e suas Tecnologias

ENEM E VESTIBULARES

01| IFAL A estrada que liga duas cidades tem 4.396 m de
extensdo. Quantas voltas completas dara uma das rodas
da bicicleta que vai percorrer essa estrada se o raio da
roda € 0,35 cm?

Considere 7T = 3,14
50.000 voltas
200.000 voltas
100.000 voltas

© @ @ O

150.000 voltas
(3 20.000 voltas
02| IFMG Uma particula descreve um arco de 1080° sobre

uma circunferéncia de 15 cm de raio. A distancia percor-
rida por essa particula, em cm, é igual a:

O 90n
O 120m
® 140m
® 1607
03| UFRGS Um disco de raio 1 gira ao longo de uma reta

coordenada na diregdo positiva, como representado na
figura abaixo.

- —

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Considerando-se que o ponto P esta inicialmente na ori-
gem, a coordenada de P, apds 10 voltas completas, esta-
ra entre:

0O 60e62
® 62e64
® 64e66
® 66¢e68
O 68e70

04| ENEM O atletismo é um dos esportes que mais se iden-
tificam com o espirito olimpico. A figura ilustra uma pista
de atletismo. A pista é composta por oito raias e tem
largura de 9,76 m. As raias sdo numeradas do centro da
pista para a extremidade e sdo construidas de segmen-
tos de retas paralelas e arcos de circunferéncia. Os dois
semicirculos da pista sdo iguais.

(v
°°

e A e

84,39 m

NGUT, M. S. M &o A atica como método de ensino-aprendizagem
de Matematica em cursos de 1° e 2° graus. 1990. Dissertagdo de Mestrado.
IGCE/UNESP, Rio Claro, 1990 (adaptado).

Se os atletas partissem do mesmo ponto, dando uma
volta completa, em qual das raias o corredor estaria sen-
do beneficiado?

01
B 4
® s
® 7
G 8
05| UFTM O maior relégio de torre de toda a Europa é o

da Igreja St. Peter, na cidade de Zurique, Suica, que foi
construido durante uma reforma do local, em 1970.

O mostrador desse relégio tem formato circular, e o
seu ponteiro dos minutos mede 4,35 m. Considerando
T = 3,1, a distancia que a extremidade desse ponteiro
percorre durante 20 minutos €, aproximadamente:

10 m

9m

8m

7m

WO

6m

06| AFA Na figura abaixo, tém-se quatro circulos congruen-
tes de centros O,, O,, O; e O, e de raio igual a 10 cm.
Os pontos M, N, P, Q sdo pontos de tangéncia entre os
circulos e A, B, C, D, E, F, G, H sdo pontos de tangéncia
entre os circulos e a correia que os contorna.

e
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Sabendo-se que essa correia é inextensivel, seu perime-
tro, em cm, é igual a:

0O 2(m+40)
O 5(m+16)
® 20(m+4)
® 5(m+38)
07| ENEM A ideia de usar rolos circulares para deslocar

objetos pesados provavelmente surgiu com os antigos
egipcios ao construirem as piramides.

Representando por R o raio da base dos rolos cilindricos,
em metros, a expressao do deslocamento horizontal y
do bloco de pedra em fung¢do de R, apds o rolo ter dado
uma volta completa sem deslizar, é:

O y=R

O y=2R
® y=7R
® y=2mR
O y=47R

08

UNIFESP A figura mostra duas roldanas circulares liga-
das por uma correia. A roldana maior, com raio 12 cm,
gira fazendo 100 rotagdes por minuto, e a fungdo da cor-
reia é fazer a roldana menor girar. Admita que a correia
nao escorregue.

Para que a roldana menor faga 150 rotagdes por minuto,
0 seu raio, em centimetros, deve ser:

0O 3
7

@ 0 @ @

09| IFSP Uma mangueira de jardim enrolada forma uma
pilha circular medindo cerca de 100 cm de um lado a
outro. Se ha seis voltas completas, o comprimento da
mangueira é de, aproximadamente:

9m
15m
19m

© @ @ ©

35m
O 39m

10| IFSP Na figura, a reta t € tangente, no ponto P, ao circulo
de centro O. A medida do arco AB é 100° e a do arco

BCP é 194°. O valor de X, em graus, é:

t

A

53
57
61

© @ @ O

64
O 66

11| FUVEST Na figura, B, C e D sdo pontos distintos da cir-
cunferéncia de centro O, e o ponto A é exterior a ela.
Além disso,

(1)A,B,C,eA, O,D, sdo colineares;
(2) AB = OB;
(3) COD mede a radianos.

Nessas condi¢des, a medida de ABO, em radianos, é
igual a:
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0 n~(3)
0 n-(%)
0 (%)
0 x-(¥)
0 (%)

12| FGV Dado um pentagono regular ABCDE, constréi-se
uma circunferéncia pelos vértices B e E de tal forma que
BC e ED sejam tangentes a essa circunferéncia, em B e E,
respectivamente.

B €

E

A medida do menor arco BE na circunferéncia cons-
truida é:

0 7
® 108°
® 120°
® 135
O 144°
13| IFMG Na figura, os segmentos PB e PD sdo secantes a

circunferéncia, as cordas AD e BC s3o perpendiculares e
AP = AD. A medida x do angulo BPD é:

A
B P
C
D
0O 30°
0 40°
® 50°
® 60°

14| IFMG Na figura, os tridngulos ABC e BCD estdo inscritos na
circunferéncia. A soma das medidas m + n, em graus, é:

70
90

110
® 130

@ @ O

15| UFES Na figura, os segmentos de reta AP e DP sdo tan-
gentes a circunferéncia, o arco ABC mede 110 graus e
o angulo CAD mede 45 graus. A medida, em graus, do
angulo APD é:

A
B
P
C
D
0 15
O 20
® 25
® 30
G 35

16| ENEM As cidades de Quito e Cingapura encontram-se
proximas a linha do equador e em pontos diametral-
mente opostos no globo terrestre. Considerando o raio
da Terra igual a 6 370 km, pode-se afirmar que um avido
saindo de Quito, voando em média 800km/h, descon-
tando as paradas de escala, chega a Cingapura em apro-
ximadamente:

®© 16 horas
® 20 horas
® 25 horas
® 32horas
@ 36horas
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17| MACK 20| FATEC Na figura a seguir, o triangulo APB estd inscrito na
circunferéncia de centro C.
P
’& 23°45°
A B
66°15°
O angulo a da figura mede:
0O 60°
® 55°
® 50°
® 45° Se os angulos assinalados tém as medidas indicadas, en-
tdo x é igual a:
@ g
0O 23°45
18| FUVEST Um arco de circunferéncia mede 300°, e seu 0 30°
comprimento é 2 km. Qual o nimero inteiro mais proxi-
mo da medida do raio em metros? ® 60°
0O 157 ® 62°30'
O 284 @ 66°15'
® 382
® 628 21| UFMG Observe a figura.
O 764 A

19| UFES Na figura, A, B, C e D sdo pontos de uma circunfe-
réncia, a corda CD é bissetriz do angulo ACB e as cordas
AB e AC tém o mesmo comprimento. Se o angulo BAD
mede 40°, a medida o do dngulo BAC é:

A

</\ i

D
C
Nessa figura, BD é um diametro da circunferéncia cir-
cunscrita ao tridngulo ABC, e os angulos ABDe AED me-
dem, respectivamente, 20° e 85°. Assim sendo, o angulo
B \_/C CBDmede :
0 10° 0 25
O 15° ® 35°
20°
g 55 ® 30°
@ 30° ® 40°
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POTENCIA DE PONTO
INTRODUCAO

Considere as seguintes relagdes:

12 RELAGAO:

Se duas cordas de uma mesma circunferéncia se interceptam, entdo o produto das medidas das duas partes de uma é igual
ao produto das medidas das duas partes da outra. Veja:

A

De fato: os tridngulos PAD e PCB sdo semelhantes (A.A.), logo:
=55 < (PA).(PB) = (PC).(PD)

22 RELAGAO:

Se por um ponto P exterior a uma circunferéncia e tracarmos dois segmentos tangentes (PA ePC), entdo o produto da

medida do primeiro PA pela sua parte externa PB é igual ao produto da medida do segundo PC pela sua parte externa PD.
Veja:

POTENCIA DE PONTO

12 CASO:

Sendo P um ponto interior a uma circunferéncia A, chamamos de Poténcia de P em relac3o a circunferéncia A o produto

das medidas das duas partes de uma corda de A que passe por P.
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(PA).(PB) = (PC).(PD) = (PE).(PF) = ... = Poténcia de P em relagdo a circunferéncia A

22 CASO:

Sendo P um ponto exterior a uma circunferéncia A, chamamos de Poténcia de P em relagdo a circunferéncia A o produto
das medidas do segmento secante com extremidade em P pela sua parte externa.

C P
E
T
M
(PA).(PB) = (PC).(PD) = (PE).(PF)=... = (PT)% = Poténcia de P em relagdo a circunferéncia A
SEGMENTOS TANGENTES

Se deim ponto P exterior a uma circunferéncia A tragarmos os segmentos PA e PB, ambos tangentes a A, com A e B em
A, entdo PA = PB.
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QUADRILATERO CIRCUNSCRITO

Um quadrilatero convexo é circunscrito a uma circunferéncia A se, e somente se, seus quatro lados s3o tangentes a circun-
feréncia.

D

PROPRIEDADES

PROPRIEDADE 1

Se um quadrildtero convexo é circunscrito a uma circunferéncia, entdo a soma de dois lados opostos é igual a soma dos
outros dois.

PROPRIEDADE 2

Se num quadrilatero convexo a soma de dois lados opostos é igual a soma dos outros dois, entdo o quadrilatero convexo é
circunscrito a uma circunferéncia.

D

Em consequéncia da propriedade dos segmentos tangentes:

RIQIZZ
NI N| x| X

gA=x

>
ve)
+

(@]
v
1

g
+

los]




&
M4 SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Acircunferéncia de centro O na figura abaixo estd inscrita
no triangulo ABC. Sabendo que BD =4, AF=6¢e EC =3,
determine o perimetro do triangulo ABC.

A

Resolugao:

Os segmentos BD e BE, AF e AD e CE e CF
Séo dois a dois tangentes a circunferéncia, logo:
BD=BE=4, AF=AD=6e CE=CF=3
Portanto: AB+ BC+ CA = 26 cm

02| Determine o perimetro do quadrildtero ABCD circunscri-
tivel, destacado abaixo.

D x+1 C

Como o quadrilatero ABCD é circuscritivel, podemos afir-
mar que a soma de seus lados opostos é igual, ou seja:
AB+ CD = AD + BD

=23x+2+tx+t1=2x+3x =2x=3

Logo: AB=11,BC=9,CD=4eDA=6

Portanto: 2pascp) = 11+9+4+6 = 30

03| Na figura a seguir, AB = 8 cm, BC = 10 cm, AD = 4 cm
e o ponto O é o centro da circunferéncia. Determine o
perimetro do triangulo AOC mede, em cm.

Resolugao:
Prolongando o segmento AO , temos:

2x 3x AC e AE sdo segmentos secantes, logo:
(3+2R).3=(4+5).4
=>9+6R=36=>6R=27:R=%cm
A X+ 2 ° 3+9+9+9=21
_ 9+ 9+9=21cm
Resolug3o: 2p(4A0C) = 2 2
E EXERCICIOS DE FIXACAO
01| Determine o valor de x: (B)

<

‘b
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\ X
4 |
(F
; 6
02| Calcule as medidas das cordas BD e CE.

BQE
D
C

(C)
X
6
(D)
4

03| Sabendo que o perimetro do tridangulo ABC vale 20 m, a
base BC mede 8 m e que a circunferéncia esta inscrita
no quadrilatero BCDE, determine o perimetro do trian-

gulo ADE.

A
/é\
C B

04| A hipotenusa de um tridngulo retdngulo mede 20dme o
raio da circunferéncia inscrita mede 2 dm. Determine o

perimetro do triangulo.

05| Determine o raio dos circulos nos casos seguintes:

06| Determine a medida do didmetro de uma circunferéncia
inscrita num triangulo retangulo cujos lados medem 6

cm,8cme 10 cm.
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07| A circunferéncia de centro O na figura abaixo estd inscrita
no triangulo ABC. Sabendo que BD =5, AF=4eEC=7,
determine o perimetro do triangulo ABC.

A

08| Calcule o raio da circunferéncia inscrita no tridangulo
retangulo ABC, sabendo que: AB=8 cm, AC=15cme
BC =17 cm.

09| Sabendo que PA = 18 cm, determine o perimetro do tri-
angulo PRS.

10| Determine o perimetro do quadrilatero ABCD circunscri-
tivel, destacado abaixo.

D x+1 C

A 3x+1 B

ENEM E VESTIBULARES

01| UNIFESP Na figura, o segmento AC é perpendicular a
reta r. Sabe-se que o angulo AOB, com O sendo um pon-
to da reta r, sera maximo quando O for o ponto onde r
tangencia uma circunferéncia que passa por A e B.

A

. [l T
0 C

Se AB representa uma estatua de 3,6 m sobre um pedgs-
tal BC de 6,4 m, a distancia OC, para que o angulo AOB
de visdo da estatua seja maximo, é:

10 m

8,2 m

8m

7,8 m

4,6 m

PO

02| CESGRANRIO Na figura a seguir, AB=8cm, BC=10cm,
AD =4 cm e o ponto O é o centro da circunferéncia. O
perimetro do triangulo AOC mede, em cm:

36
45
48
50
54

@0 @0 o

03| ITA Seja E um ponto externo a uma circunferéncia. Os
segmentos EA e ED interceptam essa circunferéncia nos
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pontos B e A, e, C e D, respectivamente. A corda AF da
circunferéncia intercepta o segmento ED no ponto G.

SeEB=5,BA=7EC=4,GD=3¢eAG = 6, entdo GF
vale:

A
(B
e
®
(EJ

“u A W N

04| MACK Na figura a seguir, M, N e P sdo pontos de tan-
géncia e a medida de OM é 16. Entdo o perimetro do
triangulo assinalado é:

M

O A\,
0 32
O 34
® 36
® 38
O 40

05| MACK No tridngulo da figura a seguir, a circunferéncia
inscrita tem raio 1 e T é o ponto de tangéncia.

Entdo o menor lado do triangulo mede:

-
R -
(AN
o ¥
°}
° 3
° ¥

06| MACK Na figura a seguir, M e N sdo pontos médios dos
lados do quadrado ABCD e T é o ponto de tangéncia. Se
CT mede k, entdo a area do quadrado vale:

A N B
T
M
D C
0O 2k?
3k?
0
® K
2
o K
4k?
0 5

07| CFTMG Na figura, AB = 4, BC = 2, AC é diametro e
os angulos ABD e CBD sdo iguais. A medida da corda

BD é

A

D
B

C
0O 2/3+1
o (9[5)
® 3/2
® 2+45

08| UFSC Em um centro de eventos na cidade de Madri,
encontra-se um mural de Joan Mird (1893-1983) con-
feccionado pelo ceramista Artigas. O mural estd co-
locado no alto da parede frontal externa do prédio e
tem 60m de comprimento por 10m de altura. A borda
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09

inferior do mural estd 8m acima do nivel do olho de
uma pessoa. A que distancia da parede deve ficar essa
pessoa para ter a melhor visdo do mural, no sentido de
gue o angulo vertical que subtende o mural, a partir
de seu olho, seja 0 maior possivel? O matematico Re-
giomontanus (1436-1476) prop6s um problema seme-
Ihante em 1471 e o problema foi resolvido da seguinte
maneira:

10

Linha do nivel do olho

€ 0]

Imagine uma circunferéncia passando pelo olho O do
observador e por dois pontos P e Q, verticalmente
dispostos nas bordas superior e inferior do mural. O
angulo O serd maximo quando esta circunferéncia for
tangente a linha do nivel do olho, que é perpendicular
a parede onde se encontra o mural, como mostra a fi-
gura. Com estas informacg@es, qual é a que distancia
gue OC da parede deve ficar para que o observador te-
nha a melhor visdo do mural de Joan?

10
12
14

© @ ©@ ©

16

QO 18

FUVEST As circunferéncias C, e C, estdo centradas em
0,e0,, tém raios r, =3 er, =12, respectivamente, e
tangenciam-se externamente. Uma reta t é tangente a
C, no ponto P, tangente a C, no ponto P, e intercepta a
reta 010, no ponto Q. Sendo assim, qual é a medida do
comprimento P, P,?

0O 6

0 10
11
12

@ 0O @

15

10| UNB A partir de um ponto C, exterior a uma circunfe-

11

réncia tracam-se duas retas tangentes, como mostra a
figura adiante. Os segmentos tangentes CR e CS, que
sdo necessariamente congruentes, medem, cada um,
23,5 cm. Em um dos arcos de extremos R e S, esco-
Ilhe-se, ao acaso, um ponto P, tracando-se o segmento
AB, tangente a circunferéncia em P.

1

N

B

Qual é, em centimetros, o perimetro do triangulo ABC,
desprezando a parte fracionaria de seu resultado, caso
exista?

40
42
45
47

© @ @ ©

(E JCY)

FGV As cordas AB e CD de um circulo sdo perpendicu-
lares no ponto P, sendo que AP =6,PB=4eCP=20
raio desse circulo mede

(A I
O 6
® 3/3
© 442
@ 5/2
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POLIGONOS

E uma regido plana formada por trés ou mais segmentos de reta que se intersectam dois a dois. Os segmentos de reta sdo
denominados lados do poligono e os pontos de intersec¢ao sdao denominados vértices do poligono, veja:

ABCDE é um poligono

A, B, C, D e E sdo vértices

AB, BC, CD, DE e EA s3o seus lados

o, B, 7Y, A, @ sdo seus angulos internos

a, b, ¢, d, e sdo seus angulos externos

Existem poligonos convexos e cdncavos, que sdo definidos pela medida de seus angulos internos, ou seja, poligonos com
angulos internos convexos ( maiores que zero e menores que 180°), sdo poligonos convexos e poligonos concavos possuem
angulos internos concavos (maiores que 180° e menores que 360°).

NOMENCLATURA
3 Triangulo
4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octdgono
9 Eneagono
10 Decagono
11 Undecagono
12 Dodecdgono
15 Pentadecdgono
20 Icosagono

NUMERO DE DIAGONAIS DE UM POLIGONO

Diagonal de um poligono é um segmento de reta cujas extremidades sdo vértices ndo consecutivos do poligono, veja:
B A
A

D

(Quadrilatero) Diagonais: AC e BD (Pentagono) Diagonais: AC, AD, BD, BE e CE
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Com extremidade num dos vértices de um poligono, ha n — 3 diagonais, entdo com extremidades nos n vértices teremos
n.(n — 3) diagonais, no entanto, cada diagonal é contada duas vezes, pois tem extremidades em dois vértices do poligono, por-
tanto, o numero de diagonais, d, de um poligono com n lados é:

_n(n—3)
o 2

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM POLIGONO

Observe abaixo como podemos calcular a soma dos angulos internos Si de alguns poligonos convexos:

d

Poligono Numero de Triangulos Soma dos Angulos Internos
A
B 1 Triangulo 180°
C
Triangulo
A B
D 2 Triangulos 2.180° =360°
C
Quadrilatero
A
B
E
3 Triangulos 3.180° = 540°
C
D
Pentagono

Tracando todas as diagonais que tém como extremidade um mesmo vértice do poligono, observamos que o numero de
triangulos determinados por essas diagonais € n — 2, como a soma dos angulos internos de cada um desses triangulos é 180°,
podemos concluir que a soma dos angulos internos de um poligono de n lados é:

Si=(n—2).180°

SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS DE UM POLIGONO

Considerando um poligono convexo qualquer de n lados, onde ai e ae, sdo, respectivamente, as medidas de um angulo
interno e do angulo externo adjacente a ele, Si como sendo a soma dos angulos internos e Se a soma dos angulos externos.
Sabemos que: a; + a, = 180° para cada um dos vértices do poligono, portanto:

Si+Se =180°.n < Se = 180°.n — Si & Se = 180°.n —(n —2).180° < Se = 360°




MATEMATICA e suas Tecnologias
POLIGONOS REGULARES

Poligono Regular é todo poligono convexo equilatero e equidangulo, ou seja:
=  Todos os seus lados sdo congruentes.

=  Todos os seus angulos internos sdo congruentes.

Triangulo Regular Quadrilatero Regular Pentdgono Hexagono
(Triangulo Equilatero) (Quadrado) Regular Regular

PROPRIEDADES DE UM POLIGONO REGULAR
PROPRIEDADE 1

Todo poligono regular é inscritivel, ou seja: existe uma circunferéncia que contém todos os seus vértices.
T~

Hexagono Regular Inscrito

PROPRIEDADE 2

Todo poligono regular é circunscritivel, ou seja: existe uma circunferéncia que é tangente a todos os seus lados.

N\

Hexagono Regular Circunscrito

N S

Veja alguns elementos importantes de um poligono regular:

O é o centro

M é o ponto médio do lado
OM é o apétema=a_

a_ € o angulo central

a, € 0 angulo interno

a, € o angulo externo
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ADMITINDO UM POLIGONO REGULAR DE N LADOS:

PROPRIEDADE 3

Angulo Central: ac = 3?10

PROPRIEDADE 4

Angulo Interno: aj =2 =
PROPRIEDADE 5

Angulo Externo: ae = > = 222~
PROPRIEDADE 6

ai+ae=180°

PROPRIEDADE 7

Se n for PAR, exatamente % diagonais passam pelo seu centro O.

PROPRIEDADE 8

Se n for IMPAR, nenhuma de suas diagonais passam pelo seu centro O.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Considerando um decagono, determine: 03| Um poligono regular possui a partir de cada um de
seus Vvértices tantas diagonais quantas sdo as diagonais
de um hexdgono. Cada angulo interno desse poligono
mede em graus:

@ O nimero de diagonais que saem de um de seus
vértices;
® 0 numero total de diagonais. -
Resolugao:
Resolugao: 6.(6—3
Um hexdgono possui: d = % =9
O dv=n—-3=10-3=7

Logo, o poligono citado:

n(n—3) 10.(10—3) _
= - =

O d= 3 35 dy=n—3=9=n—-3=>n=12

) . ) é o dodecdgono
02| Determine o poligono regular com exatamente 14 dia-

gonais. Portanto:
_(n—2).180°

Resolugao: ai = n

L, n.(n2—3) = 10.11280 = 150°

n.(n—3) , 04| A medida do angulo central de um poligono regular é
=14=—F5=28=n"—3n 20°. De acordo com esta informagdo, determine as se-

guintes medidas:
>n’—3n—28=0

A=(—3%—4.(1).(—28)
A=9+112=121

:—(—3)1@ n'=7

@ Do angulo interno.
® Do angulo externo.

Resolugao:

dc = @e = 20°, como a; + a. = 180°
n 2'(1) =>< n”=_4 Q c e i 3

ai = 160°
Logo, n = 7, o poligono é o heptdgono. O a.=a.=20°
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05| O angulo interno de um poligono regular mede 162°, de-
termine quantas diagonais passam pelo seu centro.

Resolugao:

- (n—2).180° (n—2).180°
ar=-——p— B

=162° = =

= 162°n = 180° n — 360°
= 18°n=360° = n =20
Portanto:

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Considerando um dodecagono, determine:

@ O numero de diagonais que saem de um de seus
vértices;

(® O numero total de diagonais.

02| Determine o nimero de lados de um poligono convexo,
sabendo que de um de seus vértices saem 20 diagonais.

03| Determine o niumero de diagonais de um icosagono.

04| Determine o poligono cujo nimero de diagonais é o tri-
plo do nimero de lados.

05| Determine o poligono cujo niumero de diagonais é o séx-
tuplo do numero de lados.

06| Determine o poligono que possui 20 diagonais distintas.

07| Determine a soma dos angulos internos de um hepta-
gono.

08| Determine x:

105° 105°

09| Qual é o poligono convexo cuja soma dos angulos inter-
nos é 1080°?

10| Determine a soma dos angulos internos de um poligono
que possui 35 diagonais.

ENEM E VESTIBULARES

01| UTPR A soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo é 180°. A soma das medidas dos angulos inter-
nos de um hexagono é:

A
(B
CJ
®
(EJ

180°
360°
540°
720°
900°

02| PUCRIO Os éangulos internos de um quadrildtero me-
dem 3x — 45, 2x + 10, 2x + 15 e x + 20 graus. O menor
angulo mede:

90°

Q0O @O
&

03| FUVEST Na figura adiante, ABCDE é um pentagono re-
gular. A medida, em graus, do angulo a é:

A
B E
C D
0O 32
O 34°
® 36°
® 38
@ 40°
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04| ITA De dois poligonos convexos, um tem a mais que o | 08| FAAP A medida mais proxima de cada dngulo externo do

outro 6 lados e 39 diagonais. Entdo, a soma total dos heptagono regular da moeda de RS 0,25 é:
numeros de vértices e de diagonais dos dois poligonos é
igual a:
O 63
B 65
® 66
® 70
e 77
05| FUVEST Dois angulos internos de um poligono convexo O 60°
medem 130° cada um e os demais angulos internos me- O 45°
dem 128° cada um. O nimero de lados do poligono é:
® 36°
(A NN
o ® 83
7
O 51
® 13
09| FEI A sequéncia a seguir representa o nimero de diago-
® 16 . 7
nais d de um poligono regular de n lados:
G 17
3 4 5 6 7 13
06| ITA Considere as afirmagdes sobre poligonos convexos: d 0 2 5 9 14 | .. X
I. Existe apenas um poligono cujo nimero de diago- O valor de x é:
nais coincide com o numero de lados. 0O 44
Il. N&o existe poligono cujo nimero de diagonais seja o ® 60
quadruplo do nimero de lados. ® 65
Ill. Se arazdo entre o numero de diagonais e o de lados ® 77
de um poligono é um ndmero natural, entdo o nu-
mero de lados do poligono é impar. R
) Todas as afirmagdes sdo verdadeiras. 10| MACK As medidas dos angulos assinalados na figura a
. . seguir formam uma progressdo aritmética. Entdo, ne-
© Apenas (1) e (Ill) sdo verdadeiras. cessariamente, um deles sempre mede:
® Apenas (1) é verdadeira.
® Apenas (Ill) é verdadeira.

® Apenas (ll) e (lll) sd3o verdadeiras.

07| MACK Os angulos externos de um poligono regular
medem 20°. Entdo, o numero de diagonais desse po-

ligono é:

0O % 0O 108°
0 104 0 104°
® 119 ® 100°
® 135 ® 86
0 152 e
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11| USF O poligono regular cujo angulo interno mede o tri-
plo do angulo externo é o:

Pentagono
Hexagono

Octdgono

© @ @ ©

Decédgono

® Dodecégono

12| ITA Considere trés poligonos regulares tais que os nu-
meros que expressam a quantidade de lados de cada um
constituam uma progressao aritmética. Sabese que o
produto destes trés nimeros é igual a 585 e que a soma
de todos os angulos internos dos trés poligonos é igual a
3780°. O numero total das diagonais nestes trés poligo-
nos é igual a:

63
69
90

© @ ©@ ©

97
O 106

13| UNITAU O poligono regular convexo em que o n2 de la-
dos é igual ao n2 de diagonais é o:

Dodecagono

Pentagono

Decagono

© @ @ ©

Hexagono

@ Heptagono

14| UECE Sejam P e Q poligonos regulares. Se P é um hexa-
gono e se o numero de diagonais do Q, partindo de um
vértice, é igual ao nimero total de diagonais de P entdo
a medida de cada um dos angulos internos de Q é:

0 144 graus
(® 150 graus
® 156 graus
® 162 graus

15| ENEM Na construgdo civil, ¢ muito comum a utilizagdo
de ladrilhos ou azulejos com a forma de poligonos para
o revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, ndo sdo
todas as combinagdes de poligonos que se prestam a pa-
vimentar uma superficie plana, sem que haja falhas ou
superposi¢oes de ladrilhos, como ilustram as figuras:

Figura 1: ladrilhos retangulares

pavimentando o plano

Figura 2: heptagonos regulares
ndo pavimentam o plano
(ha falhas ou superposigdo)

A tabela traz uma relagdo de alguns poligonos regulares,
com as respectivas medidas de seus angulos internos.

Nome Triangulo Quadrado Pentdgono
Figura

Angulo 60° 90° 108°
interno

Nome Hexagono Octdégono Enedgono
Figura <:> O O
Angulo 120° 135° 140°
interno

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinagao de dois
tipos diferentes de ladrilhos entre os poligonos da ta-
bela, sendo um deles octogonal, o outro tipo escolhido
devera ter a forma de um:

@ Triangulo
Quadrado
Pentagono

Hexagono

@ 0@ 0O

Eneadgono
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AREAS DAS SUPERFICIES PLANAS
IDEIA INTUITIVA DE AREA

O calculo de areas tem sido uma preocupagdo constante na histéria da Matemadtica, desde o Egito, os homens procuravam
medir e demarcar suas terras, surgindo o nome Geometria (medida da terra).

Estabelecendo como unidade de drea uma regido quadrada cujo lado mede uma unidade de comprimento, e sua drea por
defini¢do é igual a 1, ao compararmos a 4rea de uma regido plana R com a regido quadrada unitaria, obteremos um nimero
que indicard a drea da regido plana R. Veja:

1

(Regido quadrada unitaria) (Regido plana R)

Admitindo como unidade de medida a 4rea da regidao quadrada unitaria igual a 1 unidade de area, concluimos que a area
da regido plana R é 11 unidades de area.

AREA DOS QUADRILATEROS NOTAVEIS

Os quadrilateros notaveis sdo: os quadrados, os retangulos, os losangos, os paralelogramos e os trapézios.

Paralelogramas

Trapézios

AREA DO QUADRADO

Quadrado é todo quadrilatero plano convexo que possui os quatro angulos congruentes e os quatro lados congruentes
(equidngulo e equilatero).

A area de um quadrado ABCD (Q) cujo lado mede 0 é dada por: Aq = ?

D C
0 Q
A 0 B
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PROPRIEDADES DOS QUADRADOS

= Asdiagonais se interceptam em seus respectivos pontos médios;
= Asdiagonais sdo as bissetrizes dos angulos internos;

= Asdiagonais sao perpendiculares;

=  As diagonais sdo congruentes.

AREA DO RETANGULO

Retangulo é todo quadrildtero plano convexo que possui os quatro angulos congruentes (equiangulo).

A area de um retangulo ABCD (R) de base b e altura h é dada por: AR = b.h

D C
R h
A b B

PROPRIEDADES DOS RETANGULOS

=  Lados opostos congruentes;

= Asdiagonais se interceptam em seus respectivos pontos médios;
=  Asdiagonais sdo congruentes.

AREA DO PARALELOGRAMO

Paralelogramo é todo quadrilatero plano convexo que possui lados opostos paralelos.
A drea de um paralelogramo P de base b e altura h é dada por: A, = b.h
D C

A b B

PROPRIEDADES DOS PARALELOGRAMOS

=  Lados opostos congruentes;

= Angulos opostos congruentes;

=  Asdiagonais se interceptam em seus respectivos pontos médios.

AREA DO TRAPEZIO

Trapézio é todo quadrilatero plano convexo que possui dois lados paralelos.

B+b).h
A area de um trapézio ABCD (T) de bases B, b e altura h é dada por: At = %
D b c
T h
A B
' B




w SISTEMA DE ENSINO PREPARAENEM

CLASSIFICACAO DE UM TRAPEZIO

Um trapézio pode ser classificado em:
D C

D C D C
-]
o
A B A B A B
Trapézio Isdsceles Trapézio Escaleno Trapézio Retangulo
(lados obliquos congruentes) (lados obliquos distintos) (dois angulos internos sdo retos)

PROPRIEDADES DOS TRAPEZIOS
Os angulos internos adjacentes a um mesmo lado obliquo sdo suplementares.

BASE MEDIA é o segmento que une os pontos médios dos lados n3o paralelos. O seu comprimento m é igual &8 média dos
comprimentos das bases do trapézio.

A B

C

MEDIANA DE EULER (segmento PQ)) é o segmento que une os pontos médios das diagonais do trapézio. O seu comprimen-
to € éigual a metade do mddulo da diferenga de suas bases.

A B

M N _‘@—ﬁ‘
E=17""73

AREA DO LOSANGO

Losango é todo quadrilatero plano convexo que possui os quatro lados congruentes (equilatero).

A area de um losango ABCE cujas diagonais medem D e d é dada por: AL = Dz—d

ve)
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PROPRIEDADES DOS LOSANGOS

= Angulos opostos congruentes;

= Asdiagonais se interceptam em seus respectivos pontos médios;
=  Asdiagonais sdo as bissetrizes dos angulos internos;

= As diagonais sdo perpendiculares.

AREA DO TRIANGULO

EM FUNGAO DE UM DE SEUS LADOS E DA ALTURA RELATIVA A ESSE LADO

Considerando um triangulo ABC, onde a base mede b e a altura mede h, e um triangulo BCD equivalente ao triangulo ABC.
Podemos concluir que a drea do triangulo ABC é a metade da area do paralelogramo ABCD, de base mede b e altura h.

B D
Ap = bh
<]
A b C
PARA TRIANGULOS RETANGULOS
C _bc
AA = 2
o
b

PARA TRIANGULOS EQUILATEROS

EM FUNGAO DE SEUS LADOS

Heron de Alexandria é o responsavel por elaborar uma férmula matematica que calcula a drea de um triangulo em funcéo
das medidas dos seus trés lados. A formula de Heron de Alexandria é muito Util nos casos em que ndo sabemos a altura do
triangulo, mas temos a medida dos lados. Em um triangulo cujos lados medem a, b e c podemos calcular sua drea com o uso
da férmula de Heron:

atb+c
2

Ax=p.(p—a).(p—b).(p —c), sendo:p = (semiperimetro)

EM FUNCAO DE SEU SEMIPERIMETRO E O RAIO DA CIRCUNFERENCIA INSCRITA
Considerando um triangulo cujo semiperimetro é p e o raio da circunferéncia inscrita é r, sua area é dada por:

AAr=p.r
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EM FUNGAO DE SEUS LADOS E O RAIO DA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA

Considerando um triangulo cujos lados medem a, b e c e o raio da circunferéncia circunscrita é R, sua area é dada por:

Ar= _ahkkc

EM FUNGAO DE DOIS DE SEUS LADOS E O ANGULO COMPREENDIDO ENTRE ELES
A

b _ a.b.sena
2

C a B

AREA DO POLIGONO REGULAR

Considerando um poligono regular de semiperimetro p e apétema a, sua area é dada por:

A=p.a

AREA DO CIRCULO

O circulo é determinado de acordo com o aumento do nimero de lados de um poligono. Quanto mais lados um poligono
admite, mais ele se assemelha a um circulo. Observe as figuras na seguinte ordem: hexagono (6 lados), octégono (8 lados),
dodecagono (12 lados) e icosagono (20 lados).

Admitindo um poligono regular de n lados, sendo n “muito grande”, podemos observar que o perimetro do poligono regu-
lar tende ao comprimento da circunferéncia que limita o circulo e o apétema do poligono regular tende ao raio do circulo, logo:

Apoligono = p.@ = Acirculo = T.R.R = TC-RZ

AREA DA COROA CIRCULAR

Coroa circular é uma regido limitada por dois circulos concéntricos (mesmo centro). Sendo R o raio da circunferéncia exter-
na e r o raio da circunferéncia interna, a drea da coroa é dada pela diferenca entre a area do circulo externo e a area do circulo
interno, veja:

Acoroa = TR —m.rr= TE.(RZ - rz)
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AREA DO SETOR CIRCULAR

Um setor circular (fatia de pizza) é a parte de um circulo limitada por dois raios e um arco. Sua area é diretamente propor-
cional ao seu angulo central 6, calculada a partir de uma regra de trés, veja:

360 ———— TR?
e - ASetor
. 360° Asetor = T.R?.0

2
.. Asetor = %09 (6 em graus)

AREA DO SEGMENTO CIRCULAR

@ Asegmento circular = Asetor — AAoAB

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| UEGA figura abaixo representa uma circunferéncia de | 02| UFPR Calcule a érea do quadrilatero P,P,P.P,, cujas co-
raior =2 cm, em que AC é o diametro e AB é uma corda. ordenadas cartesianas sdo dadas na figura abaixo.
Sabendo-se que o dngulo BOC = 60°, calcule a area da
regido hachurada.

P, (2,6)

P, (8,3)

o P, (4,0) A

Resolugao:

A
62 P, (26) 6
P.(0,5)

A 5 C
\i/

Resolugao:

A = Asetor(aos) — Adaos 4 P.(4,0) 4 8

A=Ar—A1—A>—A3— A4

_m2%1200 1 \
A—W—j.z.Z.Senlzo AZSG—Q—M—Q—@
e - 2 2 2 2
_4m _1,,4v3 A=48—1-10—-6-9
A_3 2.2.2.2
A=48—26

_ 47w 2
A= 3 ‘Ecm A = 22 unidades de drea
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03| UFES Sob um segmento de reta AB é construido um
quadrado ABCD. A partir do ponto médio E do lado
DA do quadrado ABCD, o segmento de reta EA é pro-
longado em linha reta até o ponto F, de modo que os
segmentos EF e EB sejam congruentes e o ponto A es-
teja entre os pontos E e F. Utilizando-se o segmento
AF, é construido o quadrado AFGH, tendo o ponto H no
segmento de reta AB. O lado GH do quadrado AFGH é,
entdo, prolongado em linha reta até o ponto | no lado
CD do quadrado ABCD.

) Faca um esbogo da figura descrita acima.

() Determine o valor numérico da razdo entre as areas
do quadrado AFGH e do retangulo HBCI.

® Determine o valor numérico da razdo entre os com-
primentos dos segmentos AH e AB.

Resolugao:
(A}
D C
| a
i b H
di A B
| b
b .
2_ 2,(aV _ 5% _a«/g
P=a?+(§) cd=2-=d="5

|58 ) e
(6}
[Mr , 3-/5)

2 :a. 3 .,
00(3_‘/§) a2 (3-/5)
o =

(C}
b_ a.(x/g_l) _/5-1
a a 2

04| UFSC Calcule a drea, em cm?, de um triangulo retangulo

cuja hipotenusa mede 10 cm e cujo raio da circunferén-
cia inscrita mede 1 cm.

Resolugao:

x—1+y—1=12
x+y=12

x>+ y?+2xy = 144
100 + 2xy = 144

Xy =22

Logo, a drea de um triGngulo serd dada por:
X.

A=2 =2 = gqcm?

05| UEGO trapézio retdangulo ABCD representa um terreno,

com area de 800 m? situado em certo condominio. Uma
das cldusulas que regulamentam as construgdes nesse
condominio exige que a area construida, indicada pelo
trapézio AECD na figura, ocupe no minimo 50% e no ma-
ximo 70% da d4rea do terreno.

D 30m

20m

A———8B
Desse modo, determine:

@) Ointervalo de todos os possiveis valores que x pode
assumir para atender a clausula especificada.

, o p 2
® 0 valor de x, se a drea ndo construida ocupar = da
& ea total do terreno.

Resolugao:

@ De acordo com as informagdes, segue que:
0,5.(ABCD) < (AECD) < 0,7.(ABCD)
— 400 < *3% 50 < 560
=210m=x=<26m

® Sea drea ndo construida ocupar % da drea total do

~ z g 0 S P
terreno, entdo a drea construida ocupard T da drea
total. Portanto, o valor de x deve ser tal que:

(AECD) = = a5y = X539 20 = 480

=x=18m
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H EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Julgue os itens:
O ( )Quaisquer dois dngulos opostos de um quadri-
latero sdo suplementares.
() Todo quadrado é um losango.
() Todo quadrado é um retangulo.
() Todo retangulo é um paralelogramo.

() Quaisquer dois angulos consecutivos de um
paralelogramo sdo suplementares.

() Emtodo paralelogramo n3o retangulo, a diago-
nal oposta aos angulos agudos é menor que a outra.

@ 9 PO

() Se as diagonais de um paralelogramo sdo per-
pendiculares entre si e se cruzam em seu ponto mé-
dio, entdo esse paralelogramo é um losango.

02| Na figura tem-se o trapézio isésceles ABCD no qual as
bases medem 17 cm e 25 cm. Os lados AB e CD foram
divididos em 4 partes iguais, e pelos pontos de divisdo,
foram tracados 3 segmentos paralelos as bases. Deter-
mine a soma das medidas dos trés segmentos tracados.

A D

/ \
/ \
[ \

B c

03| Determine a area de um quadrado nos seguintes casos:
0 Seuladotem 8 cm.
® Seu perimetro é 44 cm.
® Sua diagonal mede 5y6 cm.

04| Determine o lado de um quadrado, sabendo que, se au-

mentarmos seu lado em 3 cm, sua drea aumentard em
81 cm?.

05| UFSC Queremos revestir uma parede usando azulejo de
20 cm x 20 cm. Ja dispondo de 342 pecas desse azulejo,
qual a quantidade de pegas a serem compradas?

0,80
e

1,20| 2,80 m

*112,10 m

1,10

06| Determine a area do paralelogramo nos casos seguintes,
sendo a unidade das medidas o metro:

A
/ 10
]
6 8
B
10
60°

20

07| Determine a area do trapézio nos casos seguintes, sendo
a unidade das medidas o metro:

(A}
12
17
o
20
(B)
20
26 26
40
(C)
8
60°
o
14
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08| Determine a area da regido hachurada nos casos se- ® Quadrado de lado 5 m.
guintes:

® Quadrado de lado 8 dm.

\ @ Quadrado de perimetro 48 cm.

® Quadrado de diagonal 10v2 m.

09| Determine a area da regido hachurada, sabendo que AB-
CDEF é um hexagono regular de lado igual a 8 cm.
D

® Quadrado de lado 6 m. E C

A

10| UNIFESP Na figura, sdo exibidas sete circunferéncias. As
seis exteriores, cujos centros sdo vértices de um hexa-
gono regular de lado 2, sdo tangentes a interna. Além
disso, cada circunferéncia externa é também tangente
as outras duas que Ihe sdo contiguas. Nestas condicdes,
calcule a area da regido sombreada, apresentada em
destaque a direita.

® Quadrado de perimetro 40 cm.




MATEMATICA e suas Tecnologias

ENEM E VESTIBULARES

01| UEL Considere que um tsunami se propaga como uma

onda circular.
10 horas

A 9 horas

&

Epicentro
do tsunami

Representacédo da propagagéo de um tsunami

Se a distancia radial percorrida pelo tsunami, a cada in-
tervalo de 1 hora, é de k quilometros, entdo a area A, em
quilémetros quadrados, varrida pela onda entre 9 horas
e 10 horas é dada por:

0O A=T1k?
O A=97mk?
® A=127k?
® A=157mk?
O A=197k?

02| UNICAMP Um vulcdo que entrou em erupgdo gerou
uma nuvem de cinzas que atingiu rapidamente a cidade
de Rio Grande, a 40 km de distancia. Os voos com desti-
no a cidades situadas em uma regido circular com centro
no vulcdo e com raio 25% maior que a distancia entre

o vulcdo e Rio Grande foram cancelados. Nesse caso, a
area da regido que deixou de receber voos é:

@ Maior que 10000 km?
® Menor que 8000 km?
® Maior que 8000 km? e menor que 9000 km?
® Maior que 9000 km?2 e menor que 10000 km?

03| UFPR Uma praca semicircular de 250 m de raio ficou
lotada em um determinado evento. Considerando uma
ocupacdo média de 5 pessoas por m2, a melhor estima-

tiva para o numero de pessoas neste evento é de: (Use:
T =3,14)

1 milhdo
500 mil
200 mil

© @ ©@ ©

100 mil
O 20mil

04| ENEM Em uma certa cidade, os moradores de um bair-
ro carente de espagos de lazer reivindicam a prefeitu-
ra municipal a constru¢do de uma praca. A prefeitura
concorda com a solicitagdo e afirma que ird construi-la
em formato retangular devido as caracteristicas técni-
cas do terreno. Restrigdes de natureza orgamentdria
impdem que sejam gastos, no maximo, 180 m de tela
para cercar a praga. A prefeitura apresenta aos mora-
dores desse bairro as medidas dos terrenos disponiveis
para a construgdo da praga:

Terreno 1: 55 m por 45 m
Terreno 2: 55 m por 55 m
Terreno 3: 60 m por 30 m
Terreno 4: 70 m por 20 m

Terreno 5: 95 m por 85 m

Para optar pelo terreno de maior area, que atenda as
restricdes impostas pela prefeitura, os moradores deve-
rdo escolher o terreno:

01
(B J)
® 3
o 4
(E Y

05| FAAP Um outdoor retangular tem area A = base x al-
tura. Se a base aumenta 50%, e a altura diminui 50%,
entdo:

() Adrean3o se altera
A drea diminuira 25%
A drea aumentara 25%

A drea aumentara 50%

@ © @ ©

A area diminuira 50%
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06| ENEM Uma metaldrgica recebeu uma encomenda para

fabricar, em grande quantidade, uma pega com o forma-
to de um prisma reto com base triangular, cujas dimen-
sdes da base sdo 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura é 10
cm. Tal pega deve ser vazada de tal maneira que a perfu-
ragdo na forma de um cilindro circular reto seja tangente
as suas faces laterais, conforme mostra a figura.

6cm 8cm

Soocooooodbos
N
/

O raio da perfuragdo da peca é igual a:
lcm
2cm
3cm

4 cm

Q0@ OO

5cm

07| IFTSC Para cobrir o piso de uma cozinha com 5 m de

comprimento por 4 m de largura, serdo utilizados pisos
de 25 cm x 25 cm. Cada caixa contém 20 pisos. Supondo
gue nenhum piso se quebrara durante o servico, quan-
tas caixas sdao necessarias para cobrir o piso da cozinha?

0 17 caixas
® 16 caixas
® 20 caixas
® 15 caixas

@ 12 caixas

08| ENEM O quadro apresenta informac&es da area aproxi-
mada de cada bioma brasileiro.

co:tl;:'nne‘li:ais apr:):i(::‘ada Area/ t.otal
brasileiros (Km2) sl
Amazonia 4,196.943 49,29%
Cerrado 2.036.448 23,92%
Mata atlantica 1.110.182 13,04%
Caatinga 844.453 9,92%
Pampa 176.496 2,07%
Pantanal 150.355 1,76%

Area Total Brasil 8.514.877

Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 10 jul. 2009 (adaptado).

E comum em conversas informais, ou mesmo em notici-
arios, o uso de multiplos da darea de um campo de fute-
bol (com as medidas de 120 m x 90 m) para auxiliar a vi-
sualizacdo de dreas consideradas extensas. Nesse caso,
qual é o nimero de campos de futebol correspondente
a area aproximada do bioma Pantanal?

0O 1.400

O 14.000

® 140.000
® 1.400.000
(O 14.000.000

09

ENEM O tangram é um jogo oriental antigo, uma espécie
de quebra-cabeca, constituido de sete pecas: 5 triangu-
los retangulos e isdsceles, 1 paralelogramo e 1 quadrado.
Essas pecas sdao obtidas recortando-se um quadrado de
acordo com o esquema da figura 1. Utilizando-se todas as
sete pecas, é possivel representar uma grande diversida-
de de formas, como as exemplificadas nas figuras 2 e 3.

A

B
’A‘

SR BN

Figura 1 Figura 2 Figura 3

AN

Se o lado AB do hexagono mostrado na figura 2 mede 2
cm, entdo a drea da figura 3 que representa uma "casi-
nha", é igual a:

4 cm?
8 cm?
12 cm?
14 cm?
16 cm?

WO

10| FAAP Para a instalagdo de um caixa eletronico Bradesco
Dia e Noite (BDN), dispGe-se de uma area triangular de
esquina com frentes de 6 metros e 8 metros. As ruas
formam um angulo de 75°.

A drea do terreno (em metros quadrados) é:
O 6/2(1+3)
Q 12/2(1+y3)
® 6/3(1+2)

2442
®© 5
6 6y3+1

/2
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11| UEG

150 m 50 m

Na venda de uma chacara com formato e dimensdes
dados na figura acima, o corretor recebeu uma comis-
sao de cinco por cento sobre o prego de venda. Como
o preco de venda do metro quadrado foi de 12 reais, o
corretor recebeu de comissao:

0 R$11.040,00
O R$10.205,00
® R$10.095,00
® R$8.785,00

12| UFG Um terreno tem a planta representada num plano
cartesiano, como mostra o gréfico a seguir.

y(m) A

3094

A0k

C A -
et Lal
50 x(m)

0 : : : 40
A area do terreno, em metros quadrados, sera:
O 1400
© 1100
® 1000
® 900
G 800

13| UEG

6m

ol

8m

O jardim da casa de Teréncio tem o formato e as dimen-
sGes descritas na figura acima, em que uma parte é um

semicirculo e a outra é um triangulo retangulo. Se cada
planta que Jodo tem no jardim ocupa 0,25m? e utilizan-
do a aproximagdo T = 3,14, a quantidade maxima de
plantas que Teréncio podera plantar é:

0O 222
O 253
® 287
® 410

14| ENEM Uma empresa produz tampas circulares de alu-
minio para tanques cilindricos a partir de chapas qua-
dradas de 2 metros de lado, conforme a figura. Para 1

tampa grande, a empresa produz 4 tampas médias e 16
tampas pequenas.

GRANDE

W
N

—2m —

MEDIA PEQUENA

Area do circulo: 7tr?

As sobras de material da produc¢do diaria das tampas
grandes, médias e pequenas dessa empresa sdo doadas,
respectivamente, a trés entidades: |, Il e lll, para efetu-
arem reciclagem do material. A partir dessas informa-
¢Oes, pode-se concluir que:

A entidade | recebe mais material do que a entidade II.

A entidade | recebe metade de material do que a
entidade Ill.

A entidade Il recebe o dobro de material do que a
entidade IlI.

As entidades | e Il recebem, juntas, menos material
do que a entidade IlI.

@ 0 @®© ©©

As trés entidades recebem iguais quantidades de
material.

15| UFG A matematica grega, sintetizada nos Elementos de
Euclides (300 a.C.), ndo conhecia nimeros irracionais.
No entanto, Euclides provou que as areas de dois circu-
los estdo entre si como os quadrados dos seus diame-
tros. Se considerarmos dois circulos de raios r, er, e
areas A; e A,, respectivamente, a relagdo provada por
Euclides pode ser escrita como:

O AJA=n

A /A, = (r,/r,)?
A/A, =12,
A/A, =r,/r)?
(A /A =1/,

@ O @0
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16| FATEC Trés pedagos de arame de mesmo comprimento
foram moldados: uma na forma de um quadrado, outro
na forma de um tridngulo equildtero e outro na forma de
um circulo. Se Q, T e C sdo, respectivamente, as areas das
regides limitadas por esses arames, entdo é verdade que :

0O Q<T<C
O c<T<Q
® c<Q<T
® T<C<Q
O T<Q<cC
17| UNESP A figura adiante mostra a planta baixa da sala
de estar de um apartamento. Sabe-se que duas pare-
des contiguas quaisquer incidem uma na outra perpen-

dicularmente e que AB=2,5m,BC=1,2m,EF=4,0m,
FG=0,8m,HG=3,5meAH =6,0m.

A B
25m [12m D
C
6,0 m
3,5m G
H 0,8m
F 40m E
Qual a drea dessa sala em metros quadrados?
0O 37,2
O 382
® 40,2
® 41,2
G 42,2

18| UNIRIO Uma placa de ceramica com uma decorag3o si-
métrica, cujo desenho estd na figura a seguir, é usada
para revestir a parede de um banheiro. Sabendo-se que
cada placa é um quadrado de 30 cm de lado, a area da
regido hachurada é:

[5 cm

5cm

900 — 1257
900 (4 — m)
5007 — 900
500 — 225
225 (4 —m)

Qoo

19| CESGRANRIO No futebol de saldo, a drea de meta é de-

limitada por dois segmentos de reta (de comprimento
de 11 m e 3 m) e dois quadrantes de circulos (de raio
4 m), conforme a figura. A superficie da drea de meta
mede, aproximadamente:

N\
%a%)

TR

X2
L

Yo%

Q
o%
%%

%%
%
%%

o9
%
o9

QK

AR
LR
06099

L 4m | 3m L 4m |
o s
I o i
0O 25m?
® 34m?
® 37m?
® 41m?
O 61m?

20| IFSC Um campo de futebol tem o formato de um re-

tangulo de comprimento (2x + 20) metros e largura
(x + 45) metros, conforme a figura ao lado. Saben-
do que a 4rea desse campo é de 8500 m? assinale a
alternativa que indica CORRETAMENTE a medida do
raio do circulo central:

L]

\./

[ ]

10m
15m
20m
25m

[ I O O o I >>)

30m




FUNCAO LOGARITMICA

LOGARITMOS
DEFINICAO

Sendo a e b numeros reais e positivos, com b #+ 1, da-se o nome de logaritmo de a na base b, o nimero real x ao qual se
eleva a base b para se obter a. Simbolicamente, temos:

log,a=xeb*=a

Sendo:
= aum numero real positivo chamado de logaritmando ou antilogaritmo.
= b um ndmero real positivo e diferente de 1 chamado de base.

= x um numero real chamado de logaritmo.

Por exemplo:

" log, 64 =x 2X=64 = 2*=2°%= x=6. Portanto, log, 64 = 6.

= Iog3<21—7) =xo 3= % = 3*=373 5 x =— 3. Portanto, logs (%) =—3.
" Jog,;s25=xe (y/5)=25= 52 =52 x=4, Portanto, log/s 25 = 4.
OBSERVACAO:

Chamamos de sistema de logaritmos de base b, o conjunto de todos os logaritmos escritos na forma log, x, comb>0eb #+ 1.

Dois sistemas de logaritmos se destacam devido a sua grande aplicabilidade. Sdo eles, o sistema de logaritmos decimais
(base 10) e o sistema logaritmos naturais (base e).

®  No logaritmo decimal, temos que log x = log,, x.

*  No logaritmo natural, temos que In x = log, x, sendo e = 2,7182... o nimero de Euler.

CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO

Sendo a e b numeros reais e positivos, com b = 1, temos as seguintes consequéncias imediatas da defini¢cdo de logaritmos.

a) O logaritmo de 1 na base b é igual a zero. Simbolicamente, temos:
log, 1=0

Fazendo Iogb 1 =x, temos que:

= log l=xeb‘=1=b*=b=x=0.

* Portantolog, 1 =0.

b) O logaritmo do nimero b na base b é igual a 1. Simbolicamente, temos:
log,b=1

Fazendo log, b = x, temos que:

* log b=xeb‘=b=b*=bl=>x=1

= Portantolog, b =1.

c) O logaritmo da poténcia b™ na base b é igual a m. Simbolicamente, temos

log, b™=m
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Fazendo log, b™ = x, temos que:
* logybM=xeb*=b"=x=m.

=  Portanto log, b™ = m, para todo real m.
d) O ndmero b elevado a log, a é igual a a. Simbolicamente, temos:

blogba =3
Fazendo log, a = x, temos que:

* logya=x=b*=a.. b =a
e) O logaritmo de a na base b é igual ao logaritmo de c na base b se, e somente se, a = c. Simbolicamente, temos que:

colog,a=log cea=c
Fazendo log, a = log, ¢ = x, temos que:
* logya=xeb*=a.
= logyc=xeb=c
*  Assim, a = c. Portanto, log, a =log, c=a=c.
PROPRIEDADES
Sendo a, b e c nimeros reais e positivos, com b ¥+ 1, temos as seguintes propriedades:
a) Logaritmo do produto:
O logaritmo do produto entre a e ¢ na base b é igual a adicdo dos logaritmos de a e c na base b. Simbolicamente, temos:
log, (a.c)=log,a+log, c
Fazendo log, a =x, log, c =y e log, (a.c) = z, temos que:
* logya=xeb=a.
= logyc=yebi=c
* log, (a.c)=zeb*=a.c=b*=b%b"= b?=b**V
*  Assim, z=x+y. Portanto log, (a.c) = log, a + log, c.
b) Logaritmo do quociente:

O logaritmo do quociente entre a e ¢ na base b é igual a subtragdo dos logaritmos de a e ¢ na base b. Simbolicamente, temos:

logp (%) = logpa — logpC

Fazendo log, a =x, log, c =y e log, (a.c) = z, temos que:
* logya=xseb*=a.
= log c=yeb'=c

a\_ _a _b* _x—
" logs(2)=zebi=2 b=y abi=b Y,
=  Assim, z=x—y. Portanto logp <%> = logra — logpcC.
c) Logaritmo da poténcia:

O logaritmo da poténcia a™ na base b é igual a m vezes o logaritmo de a na base b. Simbolicamente, temos:

logba" = n.logpa
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COLOGARITMO

a na base b. Simbolicamente, temos que:

MUDANCA DE BASE

de a na base c pelo logaritmo de b na base c, nessa ordem. Simbolicamente, temos:

Fazendo log, a = x, log, a" =y, temos que:
* logya=xeb*=a.
* log a"=yeb'=a"= b¥=(bX)"= b¥=b"™.

= y=nx=log, a"=n.log, a.

Sendo a e b numeros reais e positivos, com b #* 1, da-se o nome de cologaritmo de a na base b ao oposto do logaritmo de

cologra =— logpa = Iogba_1 = logp (%)

Sendo a, b e c nimeros reais e positivos, com b # 1 e c # 1, temos que o logaritmo de a na base b é igual a razdo do logaritmo

logca
IOgcb

logha =

Fazendo log, a =x, log_a =y e log_b =z, temos que:
1
* logha=xeb*=a=b=ax.

1
* logca=yec'=a=c=ay.
= log.b=zec?=b

(i —abmaicatn 2ol
[ ] = ax = ax _ ==
ay ax =ay a :>y X

logca
|Ogcb '

[<

=  Assim, x = —-. Portanto, logpra =

7
Consequéncias:
a) Ologaritmo de a na base b igual ao inverso do logaritmo de b na base a. Simbolicamente, temos:

logha = N -
8b3 = Jog.b

Mudando a base de log, a para a base a, temos:

logaa 1
logab ~ logab

=  |ogpa =
b) O logaritmo de a na base b" é igual % vezes o logaritmo de a na base b. Simbolicamente, temos:
1
logpra = (F) logpa

Mudando a base de log,: para a base b, temos:

logha _ logpa :<1

* logwa= logob” ~ N F).Iogba
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EQUACOES

Equacdes logaritmicas na variavel x sdo aquelas que a incdgnita x se apresenta no logaritmando ou na base dos logaritmos
dessa equacdo. Para resolvé-las, deve-se:

=  Estabelecer as condigGes de existéncia de cada logaritmo da equacao.
=  Resolver a equagdo utilizando a definigao, suas consequéncias e as propriedades.

= \Verificar se as solu¢des obtidas na resolucdo satisfazem as condic¢des de existéncia.

FUNCAO LOGARITMICA

Uma fungdo f: IRY — IR é chamada de funcdo logaritmica de base b se, e somente se, for expressa pela seguinte lei de
formacéo.

f(x) = log, x, comb & IRy eb # 1.

Assim, sdo exemplos de fungGes logaritmicas:
= f(x)=log,x,comb=2.

= f(x)=loglx,comb= %

A partir das fung¢Bes logaritmicas do tipo f(x) = log, x, podemos obter outras fungdes logaritmicas mais complexas.

Por exemplo:
= f(x)=log, (x—1)
. g(x)=2+|og%x

GRAFICO CARTESIANO

O formato do grafico cartesiano de uma fungdo do tipo f(x) = log, x, comb & IR% eb = 1, é chamado de curva logaritmica.
Para ilustra-lo, considera-se dois casos:

12 caso: b > 1, por exemplo, a fungdo f(x) = log, x.

Para esbogar esse grafico podemos montar uma tabela numérica escolhendo alguns valores arbitrarios para x e calculando
os correspondentes valores de y.

Y

Assim, para o grafico de f(x) = log, x, temos que:
= O seudominio é o conjunto D(f) = IR .

= Asuaimagem é o conjunto Im(f) = IR.
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= Euma funcio crescente e bijetora.
=  Passa pelo ponto (1, 0).
= Quando x aumenta indefinidamente, temos que y = f(x) também aumenta indefinidamente.

= Quando x se aproxima cada mais de zero, temos que y = f(x) diminui indefinidamente.

22 caso: 0 < b < 1, por exemplo, a fungdo f(x) = |0g% X.

Para esbocar esse grafico podemos montar uma tabela numérica escolhendo alguns valores arbitrarios para x e calculando
os correspondentes valores de y.

1 1
X 4 > 1 2 4 8
f(x) = loglx ] 1 0 -1 | -2|-3

Y

Assim, para o grafico de f(x) = |0g% X, temos que:

= O seudominio é o conjunto D(f) = IR%.

= Asuaimagem é o conjunto Im(f) = IR.

= Euma funcdo decrescente e bijetora.

=  Passa pelo ponto (1, 0).

= Quando x aumenta indefinidamente, temos que y = f(x) diminui indefinidamente.

= Quando x se aproxima cada mais de zero, temos que y = f(x) aumenta indefinidamente.

Assim, de maneira geral, os graficos de fungbes do tipo f(x) = log, x, se comportam de acordo com as ilustragBes a seguir:
Parab >1 Para0 <b <1
YA VA

Y
4

Portanto, para a fungao logaritmica f: IRY — IR expressa por f(x) = log, x, sdo validas as seguintes propriedades:
= QO grafico de f é crescente para b > 1 e decrescente para 0 < b < 1.

= O grafico de f intercepta o eixo das abscissas no ponto (1, 0), pois f(1) = log, 1 =0.
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= O grdfico de f ndo intercepta o eixo das ordenadas pois, o dominio de f é IR
= Parab > 1, osvalores de y = f(x) diminuem indefinidamente para valores de x cada vez mais préximos de zero.

= Para0 < b <1, os valores de y = f(x) aumentam indefinidamente para valores de x cada vez mais proximos de zero.

=  Aimagem de f é o conjunto Im(f) = IR.

Shutterstock.com

PR S - 4 '
Nessa imagem, temos um molusco marinho chamado nautilus. E incrivel como
lha a uma curva chamada espiral logaritmica.

FUNCOES LOGARITMICAS E EXPONENCIAIS

Através da definigdo de logaritmos, percebe-se que existe uma importante relagdo entre os logaritmos e as exponenciais e,
em especial, entre a fungdo logaritmica e a fungdo exponencial. Observe:

Dada a fungdo bijetora f: IR — IR definida pela lei f(x) = b*. Permutando as suas varidveis x e y, e em seguida, isolando a
variavel y, temos:
= y=b*=x=b"'=y=log, x .. fi(x) =log, x.

Assim, conclui-se que as fungdes logaritmicas e exponenciais sdo inversas entre si. Portanto, seus graficos sao simétricos em
relagdo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares). Observe as figuras a seguir:

0<b<1

1% yA

Y

log, x

INEQUACOES

InequacgGes logaritmicas na variavel x sdo aquelas que a incégnita x se apresenta no logaritmando ou na base dos logarit-
mos dessa inequagdo. Para resolvé-las, deve-se:

=  Estabelecer as condic¢Bes de existéncia de cada logaritmo da inequagao.

= Resolver a inequacgdo utilizando uma das seguintes propriedades:
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12 caso: Para a fungdo logaritmica f(x) = log, x, com b > 1, temos o seguinte grafico:
A

log,x,

lOng1 T g

Y

Nesse caso, observe que a fungdo f é crescente, assim, temos que:
log,x,> logyx; & X, > X;

Portanto, para resolver uma inequacdo de base b > 1, basta conservar a desigualdade.
22 caso: Para a fungdo logaritmica f(x) = log, x, com 0 < b < 1, temos o seguinte grafico:

Ay

Y

log,x,

log,x,

Nesse caso, observe que a fungdo f é decrescente, assim, temos que:
logyx,< log,x; & x, > x;

Portanto, para resolver uma inequacgdo de base 0 < b < 1, basta inverter a desigualdade.

= Verificar se as solu¢Ges obtidas na resolugdo satisfazem as condi¢des de existéncia.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Utilizando a defini¢do, calcule o valor de cada um dos (B) log,0,01=x = 10=0,01 = 10"= 102=>x=-2
logaritmos a seguir:
Portanto, long,Ol ==2
® log.125
X L\
@ log/2128=x = (y2) =128 =(22) =128
O log,,0,01
X
5 — o7 —
@ |0g\2128 22 =2"=5x=14.
(D) Ioggl(%) Portanto, log,>128 = 14
1 1 -
Resolugdo: © logs: (?) =x=81"=3-037"=3"
O log,125=x= 5 =125=5=5 =x=3 3" =315 x=—2
Portanto, logs125 = 3 Portanto, logs: % z_%

107
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02| Aplicando as propriedades dos logaritmos, calcule o va-
lor de x que satisfaz a igualdade a seguir, sendo a, b e c
numeros reais positivos.

logx=2.loga—3.logb + logc

Resolugao:

Aplicando as propriedades dos logaritmos, temos que:
logx = log a® — log b> + log c

a’.c

b3

a’.c
b3

Iogx=log( >=>x=

03| O pH é uma escala muito utilizada na Quimica para in-
dicar o grau de acidez ou basicidade de uma solugdo
aquosa. Para o cdlculo do pH pode-se usar a expressao a
seguir:
pH = colog [H™]
Sendo:
=  pHum nimero que variade 0a 14

= [H*] é a concentracdo de fons de hidrogénio em
mol/litro.

Nessas condi¢des, qual o pH de um suco de limdo que
a concentragdo de fons de hidrogénio é de 5.1073 mol/
litro? Dado: log 5 =10,7.

Resolugao:
Fazendo [H'] = 5.1073, temos:
pH = colog [5.10%] = —log (5.1073)
pH=—(log 5 + log 1073) = —(0,7 — 3) = 2,4.
Portanto, o pH desse suco de limdo é 2,4.
04| A altura h, em metros, de uma arvore de pequeno por-

te t anos apos sua plantagdo é dada pela expressao a
seguir:

h(t)=2+0,5.log, (t+ 1), para0 = t = 20
Nessas condi¢des, determine:

(@ O comprimento dessa drvore no momento em que
ela foi plantada.

(® O tempo necessario para essa arvore atinja 4 me-
tros de altura apos ter sido plantada.

Resolugao:
® Fazendo t =0, temos:
h(o):2+0,5./0g2(0+1):2+0=2

Portanto, a arvore foi plantada com 2 metros de altura.

® Fazendo h(t) = 4, temos:
4=2+0,5.log,(t+1)=log,(t+1)=4
t+1=2"=>t+1=16>t=15
Portanto, a drvore terd 4 metros apos 15 anos.
05| Suponha que atualmente a poupanga renda juros com-
postos de 9% ao ano. Se uma pessoa fizer hoje um Unico
deposito de RS 300,00 o valor V, em reais, acumulado

pela poupanga apds n meses é dado pela fungdo expo-
nencial a seguir:

V(n) =300. 1,09

Apds quantos anos o valor acumulado pela poupanga
serd de RS 900,00? Suponha que nesse periodo n3o ha-
vera nenhum deposito ou retirada?

Dados: In 1,09 =0,09 e In 3 = 1,08.

Resolugao:

Fazendo V(n) = 900, temos que:

900 = 300. 1,09" = 3=1,09" = In 3=In 1,09"
In3=n.In1,09 = 1,08 =0,09n = n=12.

Portanto, o valor serd de RS 900,00 apés 12 meses.

06| Resolva as inequagdes logaritmicas a seguir:

O log.(2x—6) < log, 12
') Iog%(—x+2)>log%7

® log,(5x—2)=>1
Resolugao:
O log.(2x—6) < log, 12
Estabelecendo a condicdo de existéncia, temos:
2x—6>0=x>3(1)
Resolvendo a inequagdo, temos:
logs (2x —6) <logs 12 = 2x— 6 < 12 = x < 9(2)

Observe que ao comparar os logaritmandos, a desi-
gualdade foi mantida.

A solugdo da inequagdo é dada pela intersecgdo de (1)
e (2). Portanto, S={x € IR [3<x <9}

O logl(—x+2)>logl7
Estabelecendo a condigdo de existéncia, temos:
—Xx+2>0=>x<2(1)
Resolvendo a inequagdo, temos:

logl(—x+2) <logl7=-x+2>7=-x<-5(2)
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Observe que ao comparar os logaritmandos, desi-
gualdade foi invertida.

A solugdo da inequagdo é dada pela interseccdo de
(1) e (2). Portanto, S={x € IR [ x < —5}.

c)log; (5x—2) = 1
Estabelecendo a condicdo de existéncia, temos:

5x—2>0=x> % (1)

Resolvendo a inequagéo, temos:
logy(5x—2) = 1=5x—2 > 31=x>5(2)

Observe que ao utilizar a defini¢do, desigualdade foi
mantida.

A solugdo da inequagdo é dada pela intersecgdo de
(1) e (2). Portanto, S={x € IR [ x = 5}.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Utilizando a definigdo, calcule o valor de cada um dos
logaritmos a seguir:

(A) |ogz%
® log,,0,0001
® log,.125
® log,20,25

02| Aplicando a definicdo, calcule o valor das expressdes a
seguir.

O A=log79+log; Sx/ﬁ +logo,25
® B =logo30,027 — logs13/9 — logs, 432

03| UFG As indicagbes R, e R,, na escala Richter, de dois ter-
remotos estdo relacionados pela féormula:

M
R2 —R1 = logio (M—:)

onde M, e M, medem as energias liberadas pelos respec-
tivos terremotos, sob a forma de ondas que se propagam
pela crosta terrestre. Considerando que ocorreram dois
terremotos, um correspondente a R, = 6 e outro corres-
pondente a R, = 4, determine a razdo entre as energias
liberadas pelos mesmos.

04| Calcule os valores numéricos de cada uma das expres-
sdes a seguir:
Q zlong.Iogs 12
@ 3—Iog34.log49
@ 4*Iog112.log411
® e2.|og45.|n4
05| Calcule o valor numérico de cada umas das expressdes a
seguir:
O A=log,,18 +log,,8
® B=1log,600 — log,25 — log,3
® C=log,.;243 + log,625 — log,.27 — log, 25

06| Marcio aplicou RS 4.000,00 em um fundo de renda fixa que
rende 2,4% ao més. Assim, supondo que ndo houve novas
aplicagdes ou retiradas, o valor V, em reais, acumulado por
Marcio apds n meses é dado pela expressdo a seguir:

V =4.000.1,024"

Apds quantos meses inteiros, o valor acumulado por
Marcio sera superior a R$ 8.000,00? Dado: log 2 =0,301.

07| UFRN Os habitantes de um certo pais sdo apreciadores
dos logaritmos em bases poténcias de dois. Nesse pais,
0 Banco Zig oferece empréstimos com a taxa (mensal) de
juros T=logg 225, enquanto o Banco Zag trabalha com a
taxa mensal S = log, 15. Com base nessas informacdes:

() Estabeleca umarelagioentre TeS.

() Determine em qual dos bancos um cidaddo desse
pais, buscando a menor taxa de juros, devera fazer
empréstimo.

08| UFGO A capacidade de produg¢do de uma metaldrgica
tem aumentado em 10% a cada més em relagdo ao més
anterior. Assim, a produc¢do no més m, em toneladas,
tem sido de 1800.1,1™ ~ 1. Se a indUstria mantiver este
crescimento exponencial, quantos, meses, aproximada-
mente, serdo necessarios para atingir a meta de produzir,
mensalmente, 12,1 vezes a produ¢do do més um? Dado:
log 1,1 =0,04.

09| UFGO Suponha que o total de sapatos produzidos por
uma pequena industria é dado, aproximadamente, pela
fungdo S(t) = 1000.log, (1 + t), onde t é o nimero de
anos e S o nimero de sapatos produzidos, contados, a
partir do inicio de atividade da industria.

Determine:

@ o numero de sapatos produzidos no primeiro ano
de atividades da indUstria;

(® o tempo necessdrio para que a producdo total seja

o triplo da produgdo do primeiro ano.
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10| UNICAMP As populagBes de duas cidades, A e B, s3o dadas
em milhares de habitantes pelas fungdes A(t) = logg (1 + t)®
e B(t) = log, (4t + 4), onde a varidvel t representa o tempo
em anos.

© Qual é a populagdo de cada uma das cidades nos
instantest=1et=77?

(® Apéds certo instante t, a populagdo de uma dessas ci-
dades é sempre maior que a da outra. Determine o
valor minimo desse instante t e especifique a cidade
cuja populagdo é maior a partir desse instante.

ENEM E VESTIBULARES

01| UNICAMP Uma barra cilindrica é aquecida a uma tem-
peratura de 740°C. Em seguida, é exposta a uma corren-
te de ar a 40°C. Sabe-se que a temperatura no centro do
cilindro varia de acordo com a fungao

t
T(t)=(to—tar).10 12 + Tar

sendo t o tempo em minutos, T, a temperatura inicial e
T,g @ temperatura do ar. Com essa fungdo, concluimos
que o tempo requerido para que a temperatura no cen-
tro atinja 140°C é dado pela seguinte expressdo, com o
log na base 10:

O 12[log(7)— 1] minutos
O 12[1—log(7)] minutos
® 12log(7) minutos

® 17le@]

1 minutos

02| INSPER Para combater um incéndio numa floresta, um
avido a sobrevoa acima da fumacga e solta blocos de gelo
de uma tonelada. Ao cair, cada bloco se distancia da al-
titude em que foi solto pelo avido de acordo com a lei
d = 10t2, em que t é o tempo em segundos. A massa M
do bloco (em quilogramas) varia, em fungdo dessa dis-
tancia de queda d (em metros), conforme a expressao
M = 1.000 — 250.log d. Se o bloco deve chegar ao chao
totalmente derretido, a altitude minima em que o avido
deve solta-lo e o tempo de queda nesse caso devem ser:

10.000 metros e 32 segundos
10.000 metros e 10 segundos

1.000 metros e 32 segundos

© @ ©@ ©

2.000 metros e 10 segundos
(@ 1.000 metros e 10 segundos

03| UFGO Em um experimento hipotético com cinco espé-
cies de bactérias em meio de cultura, cada uma com
populacdo inicial de 10 células, registraram-se as popu-
lagGes apresentadas na tabela a seguir, uma hora apds o
inicio do experimento.

Numero de células

Bactéria uma hora apods o

inicio

Chlamydia trachomatis 160
Escherichia coli 50
Leptospira interrogans 40
Streptococc.:us pneumo- 100

niae

Vibrio cholerae 80

Considerando-se que o numero de bactérias duplica a
cada geracao, define-se o nUmero de geragao, n, quando
a populagdo chega a N células, pela formula

N=N,.2"

em que N, € o numero inicial de células. O tempo de
geracdo é definido como o tempo necessario para a po-
pulagdo dobrar de tamanho, e pode ser obtido dividin-
do-se o tempo decorrido para a populagdo passar de N,
a N pelo numero de geragao correspondente. O bacilo,
nesse experimento, causa diarreia e seu tempo de gera-
¢do, em minutos, foi de: Dado: log 2 =0,3

O 30
O 26
® 20
® 18
QO 15
04| MACK A expressdo log32 + log100,001 — logo,1 10410
éigual a:
13
0 7
13
6 3
® o
5
® 7
19
G -7
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05| UFSM Segundo a Organizagdo Mundial do Turismo
(OMT), o Ecoturismo cresce a uma taxa de 5% ao ano.
No Brasil, em 2.011, o Ecoturismo foi responsavel pela
movimentagdo de 6,775 bilhdes de dodlares.

Supondo que o percentual de crescimento incida sobre
a movimentagdo do ano anterior, pode-se expressar o
valor movimentado V (em bilhdes de ddlares), em fun-
¢do do tempo t(em anos), por

V=6,775.1,05t 1

comt =1 correspondendo a 2.011, t =2 a 2.012 e as-
sim por diante. Em que ano o valor movimentado sera
igual a 13,55 bilhdes de ddlares? Dados: log 2 =0,3 e
log 1,05 = 0,02.

0O 2.015
O 2016
® 2.020
® 2.025

@ 2026

06| UFSM Suponha que um campo de futebol seja colocado
em um sistema cartesiano ortogonal, conforme mostra
a figura.

Para que A(logio(x+ 1)+ 1,logio(x*+ 35)) tenha abs-
cissa e ordenada iguais, é necessario e suficiente que:

x> -1

© @ @ &

O x>5

07| UPE Terremotos sdo eventos naturais que ndo tém re-
lagdo com eventos climaticos extremos, mas podem ter
consequéncias ambientais devastadoras, especialmente
quando seu epicentro ocorre no mar, provocando tsu-
namis. Uma das expressdes para se calcular a violéncia

de um terremoto na escala Richter ¢ M = % logio (Eio)

onde M é a magnitude do terremoto, E é a energia libe-

rada (em joules) e Eo = 10*° joules é a energia libera-
da por um pequeno terremoto usado como referéncia.
Qual foi a ordem de grandeza da energia liberada pelo
terremoto do Japao de 11 de margo de 2.011, que atin-

giu magnitude 9 na escala Richter?
101 Joules
101® Joules
107 Joules
10'8 Joules

101 Joules

QOO

08| FUVEST O numero real x que satisfaz a equagao logarit-
mica log, (12 — 2X) = 2x &:

O log,5
(B) Iogz«/§
@2
® log,/5
O log,3
09| FUVEST Seja f(x) = log; (3x + 4) — log, (2x — 1)

Os valores de x, para os quais f esta definida e satisfaz
f(x) > 1, sdo:

7
(A) x <3
(B) %<x

1 7
(C) ?<X<§
(D) —%<x

4 1
(E} —§<X<7

10| UFMG Seja n = 82'°82157108245 pri24 6 valor de n é:

0O 52
QO 8
® 2°
® 53

11| FUVEST Se log 8 = a, entdo log 5 vale:
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12| PUCSelog2 =xelog 3 =Yy, entdo log 375 é:
0O y+3x
O y+5x
® y—x+3
® y—3x+3
O 3.(y+x)

13| FUVEST Se x é um nimero real, x > 2 e
log,(x — 2) — log, x = 1, entdo o valor de x é:
0 4-2/3
0 4-43
® 2+2/3
® 4+2/3
@ 2+4y3

14| UFES Sabe-se que log,, 3 = 0,477, aproximado até a
terceira casa decimal. O nimero de algarismos do intei-
ro N = 3030 ¢ igual a:

0 43
O 44

® 45
® 46
QO 47

15| ESPM Se log,. 2 = a e log,, 2 = b, o valor de log,, 3 é:

a

O at+ty-1
® b+2-1
CJ a+%+1
® b+i+1
@ atptb

16| ESPCEX Considerando log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48 0 nu-
mero real x, solucdo da equacio 5%~ 1= 150 pertence ao
intervalo:

O |-x,0]
O [ 5[
® 11,3
® [0 2]
B [5, +oof

17|

18|

UNESP A figura representa o grafico de y = log, jx. Sa-
be-se que OA = BC. Entdo pode-se afirmar que:

A
y
c
B
A
0 a b ¢ X>
O log,b=c
® at+tb=c
® a‘=b
® ab=c
@ 10°+10°P=10°

ENEM A Escala de Magnitude de Momento (abreviada
como MMS e denotada como MW), introduzida em 1.979
por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a Escala
de Richter para medir a magnitude dos terremotos em
termos de energia liberada. Menos conhecida pelo pu-
blico, a MMS é, no entanto, a escala usada para estimar
as magnitudes de todos os grandes terremotos da atuali-
dade. Assim como a escala Richter, a MMS é uma escala
logaritmica. M,, e M, se relacionam pela férmula:

Mw =—10,7 + %|0g10(mo)

Onde M, é o momento sismico (usualmente estimado a
partir dos registros de movimento da superficie, através
dos sismogramas), cuja unidade é o dina.cm. O terremo-
to de Kobe, acontecido no dia 17 de janeiro de 1.995,
foi um dos terremotos que causaram maior impacto no
Japdo e na comunidade cientifica internacional. Teve
magnitude M,, =7,3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY, Historic Earthquakes. Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov.
Acesso em: 1 maio 2.010 (adaptado).

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. USGS Earthquake Magnitude Policy. Disponivel em: http://earth-
quake.usgs.gov.

Acesso em: 1 maio 2.010 (adaptado).

Mostrando que é possivel determinar a medida por
meio de conhecimentos matematicos, qual foi o mo-
mento sismico M, do terremoto de Kobe (em dina.cm)?

10—5,10

10—0,73
1012,00

1021,65

@00

1027,00




FRENTE A
PIRAMIDES
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 20)
01]
a) 60 m? c) 96 m?
b) 36 m? d) 48 m3
02| 72cm
03| A;=16cm? A =40cm? A =56cm?e
V= @ cm?®
04| R$23.800,00
05| 50 anos
06|
a) 160 m? c) 208 m3
b) 320 m? d) V41m
07| h=4cmeA =180cm?
08| 132,6 cm3
09| 8443m?
10| 22 dam
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 21)
01| C 04| D 07| A 10| C
02| B 05| A 08| E

03| D 06| D 09| D

FRENTE A
ESFERAS

EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 29)
01] A=16mm?ev= 3212
02| 288mcm3
03| 487 cm?
04| 5.10% km?
05| R=+6 dmeV =287 v/6 dm3
06| 60ml
07] h=3meR=0,5m

2
0] LR

09| 6
10| 9,6 cm

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 30)

01| D 04| D 07] E 10| E

02| A 05| C 08| D 11] E

03| A 06| E 09| B 12| E
FRENTE A

INSCRIGCAO E CIRCUNSCRICAO DE UMA ESFERA
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 37)

01| 3643 m?

02| A =6mr? A =9mr’eV =3mr}

03| 6y3cm

04] 343

05| 18y2

06| 3 m

07] 2

08| 6
09| 8dm
10]
32T 3

a) 3 M c) %m

b) 16w m3

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 38)

01| E 06| E 11| B 16| B
02| D 07| C 12| C 17| €
03| A 08| C 13| A 18| C
04| A 09| C 14| A 19| E

05| D 10| D 15| E

FRENTE A
POLIEDROS
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 45)
01| 6faces
02| 12 vértices
03| 30 arestas e 12 vértices
04| 13 arestas e 8 vértices

05|
a) 30 arestas

b) 12 vértices
06| 12

07| 4 faces triangulares e 3 faces quadrangu-
lares

08| 12 faces
09|

a) 14 faces 1

) b) 78

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 46)
01] A 05| C 09| E 13| C
02D 06| B 10]A  14|E
03| C 07| A 11] E 15| C
04| C 08| E 12| C

FRENTE B

CIRCUNFERENCIA

EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 56)
01|

a) X*+y’=4

b) (x—1P+(y—2P=4

¢ (x+1P+(y—2¢=3

d) x*+(y+57=8
02] (x—4P+(y—3F=25
03]

a) C(0,0)eR=3

b) C(0,1)eR =45

c) C(—2,0)eR=14

d) c(3,—4)eR=1

e) C(0,5—1)eR=1,2

f) C(—5—1)eR=6

g) C(—10,10)eR=10

04|
a)
A
1y
5 i
o
e :_9: " »
b) (x+9)P+(y—97=25
c) 50 m?
05|
a) x*+y*—2x+4y+3=0
b) x¥*+y?+6x—8y—11=0
c) X*+y’+x—06y—1,1=0
d) X*+y*+2y—6=0
e) X*+y>—10x+24=0
06|
a) Q(7,7)
b) 107 km/h
07| d=10
08|
a) (2,1)e(1,2)
b) (31)e(~3)
c) (2,1)
09| 4x+3y—25=0
10| (x—4P+(y—4y=1
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 58)
01| B 06| B 11] A 16| C
02| A 07| B 12| C 17| A
03| A 08| D 13| A
04| C 09| A 14| E
05| C 10| C 15| A
FRENTE C
CIRCUNFERENCIA
EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 66)
01|
a) Interno. c) Externo.
b) Pertence.
02| x=3
03] 21e11
04| 3,4e5
05| 37,68 cm
06|
a) x=140° d) x=59°
b) x=44° e) x=30°
¢) x=100° f) x=125°

GABARITOS




GABARITOS

07|
a) x=38°
b) x=87°
c) x=54°
d) x=29°
08|
a) x=9°
b) x=24°
09|
a) x=95°
b) x=60°
c) x=140°
d) x=92°
10| x=20°
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 69)
01| B 07| E 13| A 19| C
02| A 08| A 14| A 20| E
03| B 09| C 15| B 21| A
04| A 10| D 16| C
05| B 11| C 17| C
06| C 12| E 18| C
FRENTE C
POTENCIA DE PONTO
EXERCICIOS DE FIXACAO (PAG. 76)
01|
a) x=12
b) x= 62—3
) x= 6v2
d) x=2
e) x=1
f) x=5
02] BD=17eCE=19
03| 12
04| 44dm
05|
a) R=16 b) R=13
06] 4cm
07| 32
08| 3cm
09| 36cm
10| 20
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 78)
01| C 04| C 07| C 10| D
02| D 05| A 08| B 11| E
03| B 06| C 09| D
FRENTE C
POLIGONOS
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 85)
01|
a) 9 b) 54

02|
03|
04|
05|
06|
07]
08|
09|
10]

o1]
02|
03|
04|

01]

02]
03]

04|
05]
06|

07|

08|

09|
10]

23

170

Enedgono
Pentadecdgono
Octdégono

900°

x=110°
Octégono
1440°

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 85)

D 05| B 09| C 13| B
B 06| B 10| A 14| B
C 07| D 11| C 15| B
B 08| E 12| D

FRENTE C

AREAS DAS SUPERFICIES PLANAS
EXERCICIOS DE FIXAGAO (PAG. 95)

a) F
b) Vv
c) Vv
d) v
e) Vv
f) v
g Vv
63 cm

a) 64 cm?
b) 121 cm?
c) 75cm?
12 cm

73 pegas

a) 112 m?
b) 10043 m?

a) 240 m?
b) 720 m2
c) 664/3m?

a) 16(4—m)dm?
b) 25(4—m)dm?
9 9(112—2)mz

0 25(44—1r)cm2

o 25.(7;2)m2
f) 72(m—2)cm?
32(2m—3¢3)

32(3y/3 —7)em?

ENEM E VESTIBULARES (PAG. 97)

01| E 06| B 11| C 16| E
02| B 07| B 12| B 17| E
03| B 08| E 13| B 18| E
04| C 09| B 14| E 19| C
05| B 10| A 15| B 20| A
FRENTE D
LOGARITMOS
EXERCICIOS DE FIXAGCAO (PAG. 109)
01]
a) 5
b) 4
c) 4
d) 3
02|
a) %
b) —%
03| M1 = 100.M;
04|
a) 12
b) &
c) 0,5
d) 25
05|
a) 2
b) 3
c) 2
06] 31 meses
07]
a) T= %S
b) T
08| 28
09]
a) 1.000 sapatos
b) 7 anos
10|
a) A(1)=2,A(7)=6,B(1)=3,B(7)=5
b) apds 3 anos a populagdo da cidade A é
maior
ENEM E VESTIBULARES (PAG. 110)
o1 C 06| B 11] E 16| B
02| A 07| D 12| D 17| D
03| B 08| E 13| D 18| E
04| B 09| C 14| C
05| E 10| D 15| B
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