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Problema 1. Para qualquer conjunto A = {ay, as,as,as} de quatro inteiros positivos distintos,
a soma a; + as + ag + a4 é denotada por sa. Seja n4 o nimero de pares de indices (4,j), com
1 <1< j <4, para os quais a; + a; divide s4.

Encontre todos os conjuntos A de quatro inteiros positivos distintos para os quais n4 alcanga o seu
valor maximo.

Problema 2. Seja S um conjunto finito de dois ou mais pontos do plano. Em S néo hé trés pontos
colineares. Um moinho de vento é um processo que comega com uma reta ¢ que passa por um Unico
ponto P € §. Roda-se ¢ no sentido dos ponteiros do relégio ao redor do pivot P até que a reta
encontre pela primeira vez um outro ponto de S, que denotaremos por ). Com () como novo pivot,
a reta continua a rodar no sentido dos ponteiros do relégio até encontrar outro ponto de S. Este
processo continua sem parar, sendo sempre o pivot algum ponto de S.

Demonstre que se pode escolher um ponto P € § e uma reta £ que passa por P tais que o moinho
de vento resultante usa cada ponto de S como pivot infinitas vezes.

Problema 3. Seja f: R — R uma fun¢éo real definida no conjunto dos niimeros reais que satisfaz

flx+y) <yflx)+ f(f(x))

para quaisquer nimeros reais = e y.
Demonstre que f(x) = 0 para todo = < 0.
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Problema 4. Seja n um inteiro positivo. Temos uma balanca de dois pratos e n pesos cujas massas
sao 20, 21, ..., 2771 Devemos colocar os pesos na balanca, um por um, de tal forma que o prato
direito nunca seja mais pesado do que o prato esquerdo. A cada passo, devemos escolher um dos
pesos que ainda nao estejam na balanca e colocé-lo sobre o prato esquerdo ou sobre o prato direito,
procedendo assim até que todos os pesos tenham sido colocados nela.

Determine o nimero de maneiras em que isso pode ser feito.

Problema 5. Seja f:Z — N* uma fung¢do do conjunto dos inteiros para o conjunto dos inteiros
positivos. Supomos que para quaisquer inteiros m e n, a diferenca f(m) — f(n) é divisivel por
f(m —n).

Demonstre que, para todos os inteiros m e n com f(m) < f(n), o nimero f(n) é divisivel por f(m).

Problema 6. Seja ABC um triangulo acutangulo cuja circunferéncia circunscrita é I'. Seja £ uma
reta tangente a I' e sejam £, ¢, e £. as retas obtidas ao refletir £ em relacao as retas BC, CA e AB,
respectivamente.

Demonstre que a circunferéncia circunscrita ao tridngulo determinado pelas retas £, ¢ e £, é tangente
a circunferéncia I'.
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