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Considere os seguintes problemas:

* De quantos modos distintos oito pessoas podem
se sentar lado a lado em uma fila de cinema?

* Quantas placas de automéveis podem ser for-
madas sem repeticdo de letras e de algarismos?

¢ Dequantos modos distintos pode ocorrer o resul-
tado de um sorteio da Mega Sena?

* [De quantas maneiras diferentes pode-se definir
as chaves de selecdes da primeira fase de uma
Copa do Mundo de futebol?

Todas as questdes levantadas definem um pro-
blema de contagem.

A Andlise Combinatéria é a parte da Matematica
que desenvolve técnicas e métodos de contagem que
nos permitem resolver tais questdes.

Principio fundamental
da contagem (PFC)

Um quiosque de praia em Florianépalis lan-
¢ou a seguinte promogao durante uma tempo-
rada de verdo: '

“Combinado de sanduiche natural e
suco a R$ 5,007
Nesse combinado, constam quatro opces de
sanduiche (frango, atum, vegetariano e queijo bran-
o) e trés opgdes de suco (laranja, uva e morango).
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De quantas formas distintas uma pessoa
pode escolher 0 seu combinado?

‘¢ Em primeiro lugar, a pessoa devers optar

pelo sabor do lanche. Ha quatro opgoes:

frango (F), atum (4), vegetariano (V) e queijo

branco (). . |
e Paracadaumadas possibilidades anteriores,

a escolha do suco pode ser feita de trés ma-

neiras possiveis: laranja (L), uva (U) ou mo-

rango (M).

A representagdo dessas possibilidades

pode ser feita por meio de um diagrama seguen-
cial, conhecido como diagrama da arvore,

Observe:

12 etapa 2% etapa ;
(escolha do (escolha  combinado
sanduiche) do suco)

Ialranja' — (FL)
frango éuva == (el
morango —= (F M)
laranja — (A, L)

atum uva == (A )
morango — (A, M)
laranja — (VL)
uva =
morango —= (V, M)

I

vegetariano

i

laranja -+ (0,1)
uwva — (Q,U)
morango —= (0, M)

queijo branca

\



Cada sequiéncia obtida é umé'tsifiﬁz’% b;‘_{‘geﬁg_g;i“a' :
de faces (f;, f5, f2), em que f; € {K, C}, f, E{K, C}

Observe que cada combinado consta de um
par ardenado (x, y), em gue x E {FAV0}e

y € {L, U M}. efs € {K, C} _ _
0 nGmero de combinados passiveis & 0 nimero de triplas ordenadas posswels e
Zipil=8 :

4:3=12

Uma moeda nao viciada € lancada trés vezes
sucessivamente. Quais sdo as sequéncias pos-
siveis de faces obtidas nesses lancamentos?

Vamos representar cara por K e coroa por C.

Ha& trés etapas (lancamentos) a serem anali-
sadas:

* 0 primeiro langamento pode resultar em cara
ou coroa.

* Paracada resultado obtido na primeira vez que
a moeda for langada, o segundo langamento
podera resultar em cara ou coroa.

¢ Apartir de cada um dos resultados anteriores,
o terceiro langamento pode resultar em cara
au coroa.

Vamos representar essas possibilidades no
seguinte diagrama:

19 2° 3 i
seqliéncia
lancamento lancamento langamento
K — (KKK
=
L+ KD
K
Kb G EK)
=
== (K[ C)
; K== (LK, K
K<
L= (CKT)
s
K DR
E<
B ==ife 0

g
oo

mada por k elementos (a4, ay, ...,

truir a seqliéncia (ay, a5, as, ...,

Lamental Ga

Suponha que uma sequliéncia ordenada seja for-
a,), em que:

a4 pode ser escolhido de ny maneiras distintas;
a, pode ser escolhido de n; formas diferentes, a
partir de cada uma das possibilidades anteriores;
a3 pode ser escolhido de ny modos diferentes, a
partir de cada uma das escolhas anteriores;

ay pode ser escolhido de n, maneiras distintas, a
partir das escolhas anteriores.

Entao, o numero de possibilidades para se cons-
ak) é:

Ny Mot N3 .. Ny

Esse resultado é conhecido como principia fun-
cortagemn {PFC) e serve de base para a

resolucao de problemas de contagem.

Quantos nimeros de trés algarismos distin-

tos podem ser formados com os algarismos 1, 2,

3,4,56e??

Trata-se de construir uma seqiéncia ordena-
da de trés algarismos (a, b, ¢), respeitadas as con-
dicoes:a #b,b# cea # c,coma,b,c €{1,2,3,
4,5,6, 7}. Hé trés etapas a serem analisadas:

* Paraaescolha do algarismo da centena (a) ha
sete opgoes.

» Para a escolha do algarismo da deze_na'(b) ha
seis opgoes, uma vez que o algarismo esca-
lhido para a centena nao pode se repetir.

« Paraaescolha do algarismo da unidade (c) hd
cinco opcoes, pais devemos excluir 0s algarls-
mos ja escolhidos paraaeb. o

Assim, pelo PFC, a quantldade de nimeros €
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Aselecdo brasileira de futebol ird disputarum
torneio internacional com outras cinco sele¢oes,
no sistema “todos jogam contra todos uma Uni-
ca vez”. Quais as possiveis seqliéncias de resul-
tados — vitéria (V), empate (F) e derrota (0) —
da equipe brasileira nesse torneio?

Aseqléncia de resultados dos jogos pode ser

representada por (jy, jg, J3» j4,J'5), e, em cada jogo,

pode ocorrer V, D ou E.
Pelo PFC, o nimero de seqléncias possiveis
£€3-3:3:3:3=35=243.

Considerando os algarismos 0, 1,2, 3,4,5e6,
responda:

a) Quantos numeros de trés algarismos pode-
mos formar?

Devemos construiruma tripla ordenada (x, y, z)
de modo que:

* x pode ser escolhido de seis modos distin-
tos, pois 0 nimero que serd formado néo
pode comecar por zero. Note que 034 = 34;

* y pode ser escolhido de sete formas dife-

. rentes, pois pode haver repeticdo de alga-
rismos;

* zpode serescolhido de sete maneiras dis-
tintas, pois ndo ha restrigdes.

Assim, pelo PFC, a quantidade de nimeros é
6:7:7=2%4

Quantos nimeros impares de trés algaris-
mos distintos podemos formar?

b)

Devemos construir uma tripla ordenada (x, y,2),
respeitadas as restrigdes. Ja que um nime-
ro € impar quando termina por algarismo im-
par, & mais pratico iniciar a discussao do pro-

0 -

blema pela “dltima casa” (das unidades):

* 7 pode ser escalhido de trés modos distin
tos (1,3 ou 5); ]

* x pode ser escolhido de cinco maneiras di-
ferentes, pois ndo podemos escolher o
zero nem o algarismo escolhido para z;

il

* y pode ser escolhido de cinco formas dis-
tintas, pois devemos excluir os dois alga-
rismos ja escolhidos para x e para z.

Assim, pelo PFC, o resultado é 355 = 75.

Pt

b)

Um restaurante oferece almoco a R$ 20,00, in-
cluindo: entrada, prato principal e sobremesa. De
quantas formas distintas um cliente pode fazer
seu pedido, se existem quatro op¢oes de entra-
da, trés de prato principal e duas de sobremesa?

Uma prova consta de oito questdes, do tipo C/E

{certo ou errado).

a) Quantas seqliéncias de respostas sio possi-
veis na resolucdo dessa prova?

b) Em quantas dessas seqiiéncias a resposta da
primeira questao € assinalada como certo?

Em um laboratério, um professor de Quimica
tem disponiveis nove 4cidos diferentes e seis ba-
ses diferentes. Se, em uma aula, o professor pre-
para trés reacdes de neutralizacdo (dcido +
+ base — sal + dgua), determine o ntimero de
aulas necessdrias para que ele demonstre todas
as possiveis reacoes.

Considerando os algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7 e 8,
responda:

a) Quantos nimeros de quatro algarismos
podemos formar?

Quantos ntmeros pares de quatro algaris-
mos podemos formar?

Quantos nimeros impares de quatro alga-
rismos distintos podemos formar?
Quantos nimeros de quatro algarismos

distintos sdo divisiveis por 57

c)

d)

Responda:
a)

Quantos ntimeros de cinco algarismos
existem?

Quantos ntimeros impares de cinco alga-
rismos existem?

Quantos nmeros pares de cinco algarismos

distintos existem?

b)

c)



- Em uma excursio, o passageiro deve escolher a
categoria de hotel em que se hospedara (turfs-
tica, turistica superior, primeira, luxo) e o regi-
me de alimentacdo (s6 café da manha ou café
da manhi + jantar). De quantos modos distin-
tos o turista poderd fazer a escolha, se os hotéis
de luxo $6 oferecem café da manha?

7. Pode-se ir da cidade A a cidade C pagando ou
nio o peddgio. Existem duas rodovias que li-
gam A a C diretamente, com cobranga de peda-
gio. Quem quer “fugir” do peddgio deve passar
obrigatoriamente pela cidade B.De Aa Bhd trés
ligactes distintas e de B a C existem quatro li-
gagoes distintas. De quantas formas diferentes
pode-se ir de A até C?

Em uma festa, ha 32 rapazes e 40 mogas; 80%
dasmogase % dos rapazes sabem dangar. Quan-

tos pares podem ser formados de modo que:
a) ninguém saiba dancar?
b) apenas uma pessoa do par saiba dancar?

Uma moeda ¢ lancada duas vezes sucessiva-
mente. Quantas seqiiéncias de faces podem ser
obtidas? Quais sio elas?

'. Uma moeda foi lancada n vezes sucessivamen-
te. Se o numero de seqiiéncias de resultados
possiveis ¢ 256, qual é o valor de n?

- Um dado foi lancado n vezes sucessivamente.
Sabendo-se que o nimero de seqiiéncias de faces
possiveis de se obter ¢ 36%, qual é o valor de n?

. Para acessar os servicos de um portal de vendas
pela Internet, o usudrio deve cadastrar uma se-
nha formada por quatro algarismos distintos. O
sistema, entretanto, ndo aceita as senhas que con-
tenham um ou mais algarismos corresponden-
tes a0 ano de nascimento do cliente. Determine
o numero de senhas que podem ser cadastradas
por alguém que nasceu em:

a) 1966 b) 1954 c) 1999

'. Uma senha bancéria é composta de duas letras

distintas (considere o alfabeto com 26 letras)

seguidas de quatro algarismos.

a) Quantas senhas podem ser formadas?

b) Quantas senhas contém apenas algarismos
impares?

¢) A senhora Alzira Borges Costa, nascida em
27/06/1953, foi ao banco fazer um saque e
esqueceu sua senha. Ela se lembra, no en-
tanto, que usou, sem repeticdo, letras refe-
rentes s iniciais de seu nome completo e
algarismos distintos referentes a data de seu
nascimento. Quantas tentativas, no méxi-
mo, ela deve fazer até acertar a senha?

(U. E Ouro Preto-MG) No primeiro semestre
de 2003 serdo oferecidas quatro turmas de Cdl-
culo I, trés turmas de Geometria Analitica, duas
turmas de Fundamentos de Matematica Elemen-
tar e apenas uma turma de Introdugdo a Logica
Matematica. Sabendo-se que um calouro apro-
vado para o curso de Matematica deverd cursar
todas as disciplinas acima mencionadas, de
quantas maneiras distintas ele podera se matri-
cular nas mesmas, levando-se em consideragio
que as turmas de uma mesma disciplina sdo ofe-
recidas num mesmo horério e ndo existe coinci-
déncia de hordrios entre as disciplinas?

Para os hospedes que desejam tomar café da
manhi no quarto, um hotel oferece as seguin-
tes opg¢des:

e bebidas quentes: chocolate, café puro, ché e
café com leite.

* sucos: laranja e abacaxi.

 pies: croissant, pao francés, pao de forma e
pdo integral.

¢ queijo: branco, mussarela e queijo prato.

O héspede X fez a seguinte solicitagao: um suco,

um pdo e um tipo de queijo. O héspede Y pediu:

uma bebida quente ou um suco, um pdo € um

tipo de queijo. :

De quantas formas distintas cada héspede po-

derd ser servido?

. (UF-PE) De quantas maneiras podemos classi-

ficar os quatro empregados de uma microem-
presa nas categorias A ou B, se um mesmo
empregado pode pertencer as duas categorias?

Dispondo dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5 € 6, de-

termine:

a) aquantidade de niimeros pares de trés alga-
rismos que podemos formar;

b) a quantidade de nimeros divisiveis por 5,
compostos por trés algarismos distintos que
podemos formar;



¢) a quantidade de nimeros de trés algaris-
mos distintos maiores que 321 que pode-
mos formar.

Um estudante escolheu as vogais A, I e as con-
soantes B, C, F, G para formar uma seqiiéncia
ordenada de trés letras.

a)
b)

Quantas seqiiéncias podem ser formadas?
Quantas seqtiéncias sdo formadas por letras
distintas?

Quantas seqiiéncias de letras diferentes sdo
formadas apenas por consoantes?
Quantas seqUiéncias de letras distintas apre-
sentam as vogais intercaladas com as con-
soantes?

c)

Um encontro anual de pecuaristas serd realiza-
do durante cinco anos consecutivos. A sede do
encontro, em cada ano, deverd ser escolhida
entre sete cidades candidatas.

a) De quantas formas distintas podem ser es-
colhidas as sedes do encontro, se a organiza-
¢do do evento ndo pretende realizar o encon-
tro em uma mesma cidade mais de uma vez?

escolha das cidades, se a sede do encontro,
em um determinado ano, nio pode ser a
mesma que a do encontro do ano anterior?

(UF-SC) Um grupo formado por 4 rapazes e
uma senhorita vai visitar uma exposi¢do de arte.
Um dos rapazes é um perfeito cavalheiro e, por-
tanto, ndo passa pela porta da sala de exposi-
¢Oes sem que a senhorita j4 o tenha feito.
Considerando que a entrada é de uma pessoa
por vez, entdo havera 72 diferentes possibilida-
des para a ordem de entrada do grupo.

Julgue como verdadeira (V) ou falsa (F) essa
conclusdo e justifique sua resposta.

. Um programador de computadores criou um
c6digo especial que utiliza apenas trés simbolos:
€7 4“2 “X7 Os diferentes codigos sdo seqiiéncias
formadas por esses simbolos. Quantos cédigos:
a)
b)
)

de cinco sirnbolos comecam por “+?
contém de dois a quatro simbolos?

sdo formados por trés simbolos, sendo um
de cada tipo?

com quatro simbolos apresentam, pelo
menos, trés “-7?

d)

De quantas formas distintas pode ser feitaa

Quantos divisores positivos tem o niimero:
a) 120 b) 3780

(Sugestdo: Faga a decomposicdo em fatores
primos.)

© . (UF-PE) O ntimero N = 6 - 10¢ - 15% sendo x

um inteiro positivo, admite 240 divisores intei-
ros € positivos. Indique x.

- (UE-PR, adaptado) O mapa abaixo representa

as regides em que estd dividido o Brasil.

Cantro-Osste

3
B25
km

1650

Cadaregido do mapa deve ser colorida de modo
que regides com uma fronteira comum tenham
cores distintas (por exemplo, as regides Sul e
Sudeste devem ter cores diferentes, enquanto as
regides Sul e Nordeste podem ter a mesma cor).
Tendo como base essa condi¢do, assinale V para
a(s) afirmativa(s) verdadeira(s) e F para a(s)
falsa(s), fazendo a devida correcdo:

a)
b)

Trés cores diferentes sdo suficientes para
colorir o mapa.

Estando disponiveis cinco cores, existem
5 X 4 X 3 X 2 modos diferentes de colorir o
mapa se, em cada um desses modos, forem
aplicadas as cinco cores. -

Estando disponiveis cinco cores, e colorin-
do-se as regides Nordeste e Sul com a mes-
ma cor, existem somente 4 X 3 X 3 modos
diferentes de colorir o mapa.

Estando disponiveis cinco cores, e colorin-
do-se as regides Nordeste e Sul com a mes-
ma cor, assim como as regides Norte e Su-
deste, existern 5 X 4 X 3 modos diferentes de
colorir 0 mapa.

c)

d)

.Sejam A e B dois conjuntos, com 6 e 8 elemen-
tos, respectivamente. Quantas fungdesf : A— B
podem ser definidas?




de um nUmero

|
: é Para calcularmos o valor de 1?8", podemos

Definicao desenvolver o fatorial do nimero maior (10) até
(LS 1{.: eel? ot :
; chegarmos ao fatorial do menor (7).
Dado um nudmero natural n, definimos o fatorizl

Temos:
de n (indicado por n!) através das relagdes:
| s e

2 Pt : : . l?Ul.zlﬂ ;(8’?!/:1[]-9-8:?20
nl=n-(n—-1)-(n-2)-..-3:2-1paran=2 (D e /
Sen=1,11=1 (2
Sen=0,0l=1 (3

Notemos que, em @, o fatorial de n representa o Qual é o valor de 41+ 5! ?

produta dos n primeiros naturais positivos, escritos
desde n até 1. Temos:

Assim, temos, por exemplo: 4145 41+5-41 4{(1+5) 6 1

6! 6-5- 4! 6:5-4 65 5

31=3-2-1=6 Bl=5-4:3:2" 1 =120

A medida que n aumenta, o calculo de n! torna-se
mais trabalhoso. Notemos, entdo, as seguintes sim-
plificacdes:

Vamos resolver a equa éo—(ﬂfl—)!—
*© 6/=6-54-3-21=6-5! e T
R e
[
) Notando que V n € N, n+1>n-1,desen-

*» 91=9-8-7-6:5:4-3-2-1=9-8louvainda volvemos (n + 1)! da seguinte forma:

8! (n+1)-n;(,n-—-i’)’!’=6
9:8:7:6°5:4:32:1=9:87! Lo—4T
7| n+n-6=0=n=2o0un=-3

Esses exemplos sugerem a seguinte relacio de n=-3 n&o convém, pois s6 existe fatorial de
recorréncia: numero natural. Portanto, S ={2}.

nl=n-(n-1)! ,nEN*en=2

- Calcule:
. 0 fatorial de um nGmero natural é uma ferra- a) 6l c) Ooi+1 e) 7!-5l
b) 4! d) 3!-2I

menta de calculo importante em Analise

Combinatéria. Conforme vimos nos exercicios " Calcule o valor de

~ anteriores, célculos envolvendo produto de nd- 8! 9! 2 008!

.meros naturais consecutivos s3o comuns em 1) 6 ©) 10! e 2 007!
~ problemas de contagem. " 15! ! !
P g b) 2 d) _3_'+ 4
12! 4! 5!




+. Calcule o valor de:
7! 15! - 4!
d
RETNET TR
1. gl 1. 31
b) 8!- 6! & 2!+ 3!
717! 4!
20!
c)
181 . 2!
o Efetue:
[+ 9l 1-3.20!
a) 111 + 9! d) 211-3-20!
10! 19!
| — 391
by A=dh &) 171-17- 16l
41!
271+ 6!
c) ————
5!

- Simplifique as expressoes seguintes, admitindo
que todos os fatoriais estejam definidos:

Q) (n+ 113; + n!
d) nl — gnr: + 1)!
e) (—n:}i)_' + nn—jl
o e

Resolva as seguintes equagdes:

n!

W e
nl
b) —(n—Z)! =42
(n+1)! _
c) '—(n—l)I =90
d) nl=24
e) (n-5)=1
g (n-1)! (n+D! _5
(n!)? 4

- Resolva a equagio:
(n!)? - 100n! = 2 400

o

Agrupamentos

0 principio fundamental da contagem (PFC) ¢ a
principal técnica para a resolucéo de problemas de
contagem. Muitas vezes, porém, se sé utilizarmos
o PFC, a resolugdo desses problemas pode se tor-
nar trabalhosa.

Vamos, entdo, desenvolver métodos de conta-
gem de determinados agrupamentos, baseados no
PFC, os quais simplificardo a resolugao de muitos pro-
blemas.

Inicialmente faremos o estudo dos agrupamen-
tos simples — grupos de k elementos distintos, es-
colhidos entre n disponiveis (k < n). S3o eles: arran-
jos, permutacdes e combinagdes.

Arranjos

Vamos formalizar os conceitos relativos a um tipo
de agrupamento j4 bastante caracterizado no princi-
pio fundamental da contagem.

Dado um conjunto com n elementos dis-
tintos, chama-se arranjo dos n elementos, to-
mados k a k, a qualquer seqliéncia ordenada
de k elementos distintos escolhidos entre 0s
n existentes,

Como podemos encontrar a quantidade de ar-
ranjos formados por k elementaos, escolhidos entre
n disponiveis?

Vamos usar o PFC:

0 primeiro elemento da seqliéncia pode ser es-
colhido de n formas possiveis.

0 segundo elemento da seqiiéncia pode ser es-
colhido de n — 1 maneiras distintas, pois ja fize-
mos a escolha anterior e ndo hé repeticdo de ele-
mentos.

Feitas as duas primeiras escolhas, hd n — 2 ma-
neiras diferentes de escolher o terceiro elemen-
to da seqiiéncia, pois ndo pade haver repeticio.

Para escolher o k-ésimo elemento, a partir das
k — 1 escalhas anteriores, sobramn— (k — 1) =
=n—k+ 1 opgdes.

376



Assim, pelo PFC, a quantidade de arranjos possi-
veis (indicada por A, ) é:
Ae=n(n-1)-(0-2) .- (n-k+1) @
Podemos obter uma expressao equivalente a (D

se multiplicarmos e dividirmos tal expressao por
(h—k)!=(n-kK)-(n-k=1)-..-3-2-1.Temos:

n!

(h—k=1)-..-32'1
-k

An‘k:n'(n—l)‘(ﬂ-z)'---'(”*k*‘l)'((::];)).-(n )32

Notando que o numerador da expressao acima é
n!, obtemos uma expressao para A, . (n k).
Portanto:

Dado o conjunto A={1, 2, 3, 4}, vamos es-
crever todos os arranjos desses quatro elemen-
tos tomados dois a dois.

Devemos escrever todas as seqiiéncias orde-
- nadas de dois elementos distintos escolhidos en-
tre os elementos de A. Assim, temos:
(L2 (L3 (L4); @1 @3) @Y
(3,1); (3,2; (3,4 (41); 4,2); (43)
Observe que cada arranjo difere dos demais:
* pela natureza dos elementos escolhidos:
(1,2) # 3.4
\ QUL i
* pela ordem dos elementos escolhidos:
(1,2 = @1
A quantidade de arranjos pode ser feita de
duas maneiras:
 UsandooPFC:
4:3=12

n? de opgdes para & escolha  n? de opgbes para a escolha
do 1% elemento do par do 22 elemento do par
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¢ Usando a férmula:

41 4

w9

Ay

No Campeonato Mundial de basquete femi-

nino de 2006, disputada no Ibirapuera, em Sao
Paulo, as quatro selecdes semifinalistas foram:
Brasil, Australia, Rissia e EUA. De quantas ma-
neiras distintas poderia ter sido definido o pddio
(oura, prata e bronze)?

Cada maneira possivel de se formar um po-

dio é uma seqliéncia ordenada de trés selegoes
escolhidas entre as quatro semifinalistas.

Observe:
(Australia, Russia, Brasil)
10 29 e
+
(Brasil, Australia, Russia)
19 29 30

A quantidade de arranjos possiveis €:

[
41 =£‘—=24

Mi—m o S

- Usando o PFC, chegamos ao mesmo resul-

tado:

bl

ouro prata  bronze

Para ocupar os cargos de presidente e vice-pre-
sidente do grémio de um colégio, candidata-
ram-se dez alunos. De quantos modos distin- _
tos pode ser feita essa escolha?

No campeonato brasileiro de futebol de 2006
participaram 20 equipes. Cada time jogou com
todos 0s outros duas vezes: uma no seu campo
e a outra no campo do time adversario. De acor-
do com as regras, quem somasse mais pontos
seria 0 campedo. Quantas partidas foram dis-
putadas naquele campeonato?



A senha de acesso a uma rede de computadores

¢ formada por uma seqiiéncia de quatro letras

distintas seguida por dois algarismos distintos.

a) Quantas sdo as possiveis senhas de acesso?

b) Quantas senhas apresentam simultanea-
mente apenas consoantes e algarismos
maiores que 5?

(Considere as 26 letras do alfabeto.)

Calcule:
a) Az, ) As e) Ag 3
b) Ay, d) Ass Ag g

Sabe-se que as cinco pessoas de uma familia
(pai, mie e trés filhos) nasceram em meses di-
ferentes do ano. Quantas sdo as seqiiéncias que
representam os possiveis meses de nascimento
dos membros dessa familia?

(U. E. Quro Preto-MG) No meio da “invasdo
tecnolégica” que toma conta de nossas vidas,
dona Antdnia esqueceu sua senha bancéria
justamente na hora de efetuar um saque. Ela
lembra que essa senha é formada por quatro
algarismos distintos, sendo o primeiro 5
e o algarismo 6 aparece em alguma outra
posicdo.

Qual ¢ o nimero méximo de tentativas que o
banco deveria permitir para que dona Ant6nia
consiga realizar o saque?

Em uma pesquisa encomendada por uma ope-
radora turistica com o objetivo de descobrir os
destinos nacionais mais cobicados pelos brasi-
leiros, o entrevistado deve escolher, em ordem
de preferéncia, trés destinos entre os dez apre-
sentados pelo entrevistador.

a) Quantas respostas diferentes podem ser
obtidas?

Quantas respostas possiveis apresentam a
cidade de Natal como a mais votada?
Quantas respostas possiveis nido contém

Natal entre os destinos mencionados?

b)

c)

Em relagdo ao exercicio anterior, determine o
niimero de respostas diferentes que podem ser
obtidas se o entrevistado puder escolher, em
ordem de preferéncia, de um a quatro destinos
turisticos, entre os dez apresentados.

and £

- Durante um ano, os estagidrios da empresa X

passam pelos setores financeiro, comercial, de
recursos humanos e marketing da empresa, ndo
necessariamente nessa ordem. De quantas for-
mas distintas pode ser determinada a ordem
desses setores?

-Resolva as equagdes seguintes:

a) AH,2:110
b) All+l,1:8
) Ansanss =120

Em um torneio internacional de natacio parti-
cipam cinco atletas europeus, dois americanos
e um brasileiro.

a) De quantos modos distintos poderio ser
distribuidas as medalhas de ouro, prata e
bronze?

Em quantos resultados s6 aparecem atletas
europeus nas trés primeiras posicées?

Em quantos resultados o atleta brasileiro
recebe medalha?

Supondo que o atleta brasileiro ndo rece-
beu medalha, determine o niimero de re-
sultados em que hd mais atletas europeus
do que americanos no pédio.

b)

. Seis amigos participam de uma brincadeira de

futebol, que consiste em cobranga de pénaltis.
Cada um escolhe, de todas as formas possiveis,
um colega para bater o pénalti e um outro para
tentar defendé-lo.

a) Quantas cobrancas de pénalti sdo feitas nes-
sa brincadeira? _

b) Quantas cobrangas haveria se o grupo re-
solvesse convidar um sétimo amigo para
que ele escolhesse, de todas as formas pos-
siveis, o cobrador e o defensor do pénalti?

Permutacdes

Yamos imaginar uma situagdo particular em

que devemos escolher n elementos distintos, en-
tre 0s n disponiveis, para formar uma seqliéncia
ordenada.
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0 numero de seqUéncias que podem ser assim
formadas é:

s (e ) (i D) e B 201

N A

n?de opgbes nYde opgdes n?deopgbes n? de opgoes

para a para a para a para a
escolha do escolha do escolha do escolha do
12 elemento 2% glemento pentltimo dltimo

elemento elemento

0 produto acima corresponde exatamente ao
fatorial de n.

' Quando a seqiiéncia ordenada (arranjo) é forma-
da por todos os elementos disponiveis, dizemos que
se trata de uma permutagao,

Assim, o nimero de permutagdes de n elemen-

_ tos distintos (indica-se P,) é dado por:

 P,=n!

Observe que a permutacdo é um caso particular
do arranjo estudado no item "Agrupamentos”. De fato:
n! n!

Fo=hon= om0

Vamos formar os anagramas obtidos a partir
' deRA T O.

Um ‘anagrama formado com B 4, T, O corres-
ponde a qualquer permutagéo dessas letras, de
modo a formar ou ndo uma palavra.

' Assim:

PATO PAOT POTA POAT PTOA PTAQ
APTO APOT ATPO ATOP ADTP  AOPT
TAPO TAOP TOPA TOAP TPAQ TPOA
l OAPT OATP OPTA OPAT OTPA OTAP

A quantidade de formagoes ou seqiéncias
possiveis é Py =4!= 24

Giba e Gina tém trés filhos: Carla, Luis e Daniel.
A familia quer tirar uma foto de recordagao de
uma viagem na qual todos aparegam lado a lado.

a) De quantas formas distintas os membros da
familia podem se distribuir?

Cada forma de dispor as cinco pessoas lado
a lado corresponde a uma permutacao entre
elas, uma vez que a seqiiéncia ordenada ¢
formada por todos os membros da familia.
0 nlmero de posi¢des possiveis €, portanto,
Ps=5!=120.

b) Em quantas possibilidades o casal aparece
junto?

Para que Giba e Gina aparecam juntos (lado a
lado), devemos considera-los como uma “Uni-
ca pessoa’ que ira permutar com as outras
trés, numtotal de P, = 4! = 24 possibilidades.

Giba e Gina Carla

Daniel Luis
Porém, para cada uma dessas 24 possibilida-
des, Giba e Gina podem trocar de lugar entre
si, de P, = 2! = 2 maneiras distintas.
Assim, o resultado procurado é:

P4 5 P2 = 24 i 2 = 48
l i

entre os dentro do

blocos bloco

Determine o ntimero de anagramas formados

a partir de:
a) LUA c¢) ESCOLA
b) GATO d) REPUBLICA

Um dado foi lancado quatro vezes sucessiva-
mente e as faces obtidas foram 2, 3, 5 e 6, ndo
necessariamente nessa ordem. De quantas for-
mas distintas pode ter ocorrido a seqiiéncia de
resultados?




. Considere os anagramas formados a partir de

CONQUISTA.

a) Quantos sio?

b) Quantos comecam por vogal?

¢) Quantos comecam e terminam por con-
soante?

d) Quantos tém as letras CON juntas e nessa
ordem?

e) Quantos apresentam a letra C antes da le-
tra A?

+-Uma vez por ano, dona Fitima, que mora no
Recife, visita parentes em Caruaru, Jodo Pessoa,
Petrolina, Maceid e Garanhuns.

a) De quantas formas distintas ela pode esco-
lher a sequiéncia de cidades para visitar?

b) De quantos modos diferentes a ordem
das cidades pode ser definida se dona
“dtima pretende encerrar as visitas em
Petrolina?

*.(U. E Pelotas-RS) Tomando como base a pala-
vra UFPEL, resolva as questdes a seguir.

a) Quantos anagramas podem ser formados
de modo que as vogais estejam sempre
juntas?

b) Quantos anagramas podem ser formados
com as letras UF juntas?

c) Quantos anagramas podem ser formados

.com as letras PEL juntas e nessa ordem?

Calcule;

a) P5 C) P3 + P2
; P

b) P d) 2
) Fy ) Py,

- De quantos modos distintos seis homens e seis
mulheres podem ser colocados em fila indiana:

a) em qualquer ordem?

b} iniciando com homem e terminando com
mulher?

¢) seos homens devem aparecer juntos, o0 mes-
mo ocorrendo com as mulheres?

d) de modo que aparecam, do inicio para o fi-
nal da fila, 2 homens, 2 mulheres, 3 homens,
3 mulheres, 1 homem e 1 mulher?

.. Dona Lola tem trés filhos: Pedro, Paulo e Pérsio.
Os trés casaram-se e tém, respectivamente, 1, 3
¢ 2 filhos. Em um domingo, dona Lola recebeu,

para o almogo, seus trés filhos, acompanhados
das respectivas esposas, além de todos os netos.
Como recordagio, ela fotografou todos os fa-
miliares, lado a lado, mas pediu que cada filho
aparecesse junto de sua familia. De quantas for-
mas distintas a foto poderia ter sido feita?

-Resolva as equagdes seguintes:
a) P, =24
P
b) —2—=506
P[n -2)

:Em quantos anagramas da palavra QUEIJO as
vogais ndo aparecem juntas?

+. Permutando-se as letras T,R, AP Q,S, sdo for-
mados 720 anagramas. Esses anagramas sio co-
locados em ordem alfabética. Qual € a posicdo
correspondente a PRATOS?

(Vunesp-SP) Considere todos os nimeros for-
mados por seis algarismos distintos obtidos per-
mutando-se, de todas as formas possivels, os
algarismos ;2,34 5¢ 6.

a) Determine quantos numeros ¢ possivel for-
mar (no total) e quantos ndmeros se ini-
ciam com o algarismo 1.

b) Escrevendo-se esses niimeros em ordem

crescente, determine qual posi¢ae ocupa o
numero 512 346 e que nimero ocupa a 242¢
posicdo,

&

Combinagdes

Uma montadora de velculos planeja iniciar suas
operacoes no Brasil. De infcio, pretende construirem
territdrio nacional duas fabricas com o mesmo padrao
em cidades localizadas em diferentes regides do pa's,
De quantos modos distintos poderdo ser escalhidas
as duas regides?

Observe que escolher, por exemplo, as regides Sul
e Centro-Oeste é o mesmo que escolher Centro-Oes-
te e Sul, pois independentemente da ordem em que
as regides sao escolhidas, as duas fabricas serao
construidas em cidades dessas regides.




Assim, basta construir todos 0s subconjuntos Para contar o niimero de combinagdes, pode-
1

I} ou agrupamentes ndo ordenados de dois elemen-  mog proceder da seguinte maneira:

tos do conjunto{Sul, Sudeste, Centro-Oeste, Nordes- ) e
: * Usamos o PFC para definir as seqUéncias or-

te e Norte . Partanto, temos: Al
{Sul, Sudeste} ] B bz 30
{Sul, Centro-Oeste} | |

19 sabor 29 sabor
{Sul, Nordeste } : : W :
s Esse célculo, como vimaos, inclui escolhas re-
{Sul, Norte } _ petidas,

{Sudeste, Centro-Oeste} {¢,L}={LC} {LM}={M,L}, {A F}={FA}e

assim por diante.
{Sudeste, Nordeste} :

U & ;
{Sudeste, Norte} samos, entéo, o PFC para saber o nuimero de

ordens possiveis em que dois sabores podem

{Centro-Deste, Norte } ser escolhidos. :
{Centro-Oeste, Nordeste} 2+1=2ordens
{Norte, Nordeste} Como cada escolha foi contada duas vezes, o
Observe que cada escolha difere das demais so- ~ nUmero de combinacdes possiveis € —323 =15.
mente pela natureza dos elementos (regides)

escolhidos.

Cada possibilidade anterior corresponde a uma
combinacgde das cinco regides tomadas duas a duas
(escolhemos duas entre cinca).

Quantas seriam as possibilidades de escolha
das tortas, se Maria decidisse comprar trés sa-

Dado um conjunto A com 1 elementos dis-

tintos, chama-secombinag&o dos nelementos
de A, tomados k a k, qualquer subconjunto de A
formado por k elementos.

E facil perceber novamente que escolher
{C, L, F} é o mesmo que escolher {F, C, L}, por
exemplo. Cada escolha é, portanto, uma combi-
nacado de seis sabores tomados trés a trés.

Vamos determinar a quantidade de combi-
nacgoes:

* Usamos o PFC para obter o nimero de sequén-
Maria quer escolher dois sabores de torta cias ordenadas de trés sabores.

doce para servir em sua festa de aniversario. A
doceira oferece os seguintes sabores: limao (L), i
chocolate (C), morango (M), abacaxi (4), flores- * Imaginemos uma possivel escolha: chocolate,
ta-negra (F) e quindim (0). De quantas formas Iimég e ﬂoresta-negra‘ Pelo PFC, o nimero de
distintas Maria podera fazer essa escolha? seqliéncias ordenadas formadas por esses sa-

6-5-4=120

] : _ bores é:

Inicialmente, notamaos que nao importa a or- _

H Rl 3:2:1=6
- dem em que os sabores sao escolhidos. Escolher,

por exemplo, torta de chocolate e lim&o{C,L}é o permutacses dos trés sabores:
mesmo gue escolher torta de lim3o e chocolate CLA=CFL=(FCL=FLC=(LCRAH=LFEC
{L, C}. Cada possivel escolha de Maria represen- Como as seis permutagdes definema mesma
ta, portanto, uma combinacdo dos seis sabores . G L e L

e _0, L ol escolha, o nimero de combinacoes & 10 o
tomados dois a dais. . o o 6.

£a3
oo
St



Em geral, como podemos obter o nimerao de com-
binacdes de n elementos tomados k a k? Indicare-
mos por £, .

Usamos o PFC para contar o nimero de seqlén-
cias ordenadas (arranjos) formadas por k elemen-
tos distintos:

n(=1)(n=2)-..-[n—(k—1)] =A, ,

Usamos o PFC para contar o nimero de se-
qUéncias ordenadas que podem ser formadas
com k elementos escolhidos. A quantidade de
permutagdes possiveis para k elementas distin-
tos é:

ke(k=1) (k=2)+..-2- 1=k

#= Camo qualquer permutagdo de uma determina-
da seqléncia ordenada d3a origem a uma Unica
combinacao, o nimera de combinagdes de n ele-
mentos tomados k a k é:

n!
(n—k)!k! |

: k! k!

Em um curso de espanhol estudam vinte
alungs, sendo doze rapazes e oito macas. 0
professor quer formar uma equipe de quatro
alunos para intercambio em outro pais.
Quantas equipes de dois rapazes e duas mo-
¢as podem ser formadas? '

0 ndmero de maneiras de escolher os rapa-

1ol
210l O
Para cada Uma dessas 66 maneiras, o nu- -
mero de opgdes existentes para a escolha das
r _
%c 28. .
Assim, pelo PFC, o resultado procurado é
66 23=1843. . -

mocas e Cg , =

b

mv.,
e

. De quantos modos distintos Lucas pode esco-
lher quatro entre as nove camisetas regata que
possui para levar em uma viagem?

- Um curso de idiomas oferece turmas para ini-
ciantes em inglés, espanhol, alemio, italiano e
japonés,

a) De quantas formas distintas um-estudante

pode matricular-se em trés desses cursos?

b) De quantas formas distintas ele poderd ma-
tricular-se em trés desses cursos, incluindo
obrigatoriamente o de inglés?

-Para montar uma cesta de café-da-manha es-
tdo disponiveis os seguintes itens: quatro tipos
de pies, trés tipos de queijo, trés tipos de frutas,
cinco sabores de geléia e quatro sabores de tor-
tas doces. De quantos modos distintos a cesta
podera ser montada se um cliente pedir dois
tipos de pées, um tipo de queijo, duas frutas,
dois sabores de geléia e uma torta doce?

Considere as informaces a seguir para resolver as
questdes i e

Um baralho comum possui 52 cartas, 13 de cada
naipe — ouro, paus, espadas e copas —, e cada
naipe contém 13 cartas — 4s (A), 2, ..., 10, va-

lete (J), dama (Q) e rei (K).

.Sorteadas simultaneamente quatro cartas, de-
termine:

a) o numero de maneiras distintas de ocorrer
o resultado do sorteio;

b) o nimero de maneiras distintas de o resul-
tado do sorteio conter uma carta de cada
naipe;

c) de quantas formas distintas é possivel esco-
lher as quatro cartas de copas.

Escolhem-se trés cartas, sucessivamente, e sem
reposicdo. Sem levar em conta a ordem em que
elas sdo extraidas, determine de quantas formas
distintas é possivel obter:

a) dois setes e um 4s;

b) pelo menos um sete;

¢) o sete de espadas;

d) todas as cartas diferentes de sete.

A,



" Calcule;

a) C11,3 d) Cl?,?—cn,w
b} Co6 e) Cs3+GCs4+GCs5
¢) Css

¢ (UE-R]) Para montar um sanduiche, os clien-
tes de uma lanchonete podem escolher:

* um entre os tipos de pdo: calabresa, orégano
e queijo;

* um entre os tamanhos: pequeno e grande;

* de um até cinco entre os tipos de recheio:
sardinha, atum, queijo, presunto e salame,
sem possibilidade de repetigdo de recheio
num mesmo sanduiche.

Calcule:

a) quantos sanduiches distintos podem ser
montados;

b) o nimero de sanduiches distintos que um
cliente pode montar, se ele ndo gosta de
orégano, s6 come sanduiches pequenos e
deseja dois recheios em cada sanduiche.

O vencedor de um concurso de redagdo de um
colégio poderd, como prémio, escolher cinco
livros entre dez de Machado de Assis, sete de
Erico Verissimo e cinco de Clarice Lispector. De
quantos modos distintos o vencedor poder4 fa-
zer a escolha de modo que:

a) sejam selecionados dois de Machado de As-
sis, dois de Erico Verissimo e um de Clarice
Lispector?

b) nenhum livro escolhido seja de Machado de
Assis?

c) pelomenos quatro livros de Clarice Lispector
sejam escolhidos?

1. Um casal curitibano decidiu que a viagem de
Jua-de-mel seria feita pelo Nordeste, visitando
exatamente trés das nove capitais.

a) De quantos modos distintos poderdo ser
escolhidas as trés capitais?

b) Se o casal pretendesse conhecer obrigatoria-
mente Salvador, de quantos modos pode-
ria ser feita a escolha?

c) Se, por motivos logisticos, Fortaleza s6
pudesse ser visitada se Sdo Luis também o
fosse e vice-versa, determine de quantas
maneiras a escolha poderia ser feita.

‘Resolva as seguintes equagdes:

a) C,, =136
b) Crl,2+ Cr1+1,1'1—1:25

o Bna-g6

cn, 2

Uma equipe de dez pesquisadores é formada
por sete brasileiros e trés estrangeiros. Para apre-
sentar um projeto a uma empresa, serd neces-
sario escolher cinco pesquisadores, dos quais no
minimo um deve ser estrangeiro. De quantas
formas distintas podera ser feita essa escolha?

Sobre uma circunferéncia marcam-se dez
pontos.

a) Qual é 0 namero de segmentos de reta que
podemos tracar com extremidades em dois
desses pontos?

b) Quantos tridngulos podemos construir com
vértices em trés desses pontos?

¢) Quantos poligonos com 4, 5, 6 ou 7 lados
podem ser tracados com vértices nesses
pontos?

- Marcam-se cinco pontos sobre uma reta r. So-

bre outra reta s, paralela a r, marcam-se mais
quatro pontos. Quantos tridngulos podem ser
formados com vértices em trés quaisquer des-
ses pontos?

(U. E. Juiz de Fora-MG) Um jornalista foi de-
signado para cobrir uma reunido de ministros
de Bstado. Ao chegar ao local da reunido, des-
cobriu que esta havia terminado. Perguntou ao
porteiro o nimero de ministros presentes ¢ ele
disse: “Ao sairem, todos 0s ministros se cum-
primentaram mutuamente, num total de 15
apertos de mao”.

Com base nessa informacio, qual foi o niimero
de ministros que estiveram presentes na reuniao?

Em um almoco estavam reunidos 45 execu-
tivos, dos quais 15 eram da empresa X, 18
da empresa Y e 12 da empresa Z. Sabendo
que cada executivo de uma empresa saudou
com um aperto de mio todos os executivos
das outras duas empresas, determine o ni-
mero total de apertos de mao dados nesse
almoco.



i No site de uma agéncia de turismo, o internauta

que pretende viajar pela Europa deve selecionar
quatro cidades entre Paris, Londres, Madri,
Roma, Praga, Berlim, Veneza, Atenas e Lisboa.
Em seguida, deve escolher, em ordem de prefe-
réncia, dois meios de transporte a partir das
opgoes: carro, avido, 6nibus e trem.

a) De quantos modos distintos podem ser
preenchidos esses campos?

b) Seum turista pretende conhecer Praga obri-
gatoriamente e nao quer andar de trem, de
quantos modos ele podera fazer a escolha?

23 (UF-MG) Um baralho é composto por 52 cartas

divididas em quatro naipes distintos. Cada naipe
¢ constituido por 13 cartas — 9 cartas numera-
das de 2 a 10, mais valete, dama, rei e ds, represen-
tadas, respectivamente, pelas letras ], Q, K e A.
Um par e uma trinca consistem, respectivamen-
te, de duas e de trés cartas de mesmo numero
ou letra. Um full hand é uma combinagio de
cinco cartas, formada por um par e uma trinca.
Considerando essas informagdes, calcule:

a) de quantas maneiras distintas se pode for-
mar um full hand com um par de reis e uma
trinca de 2.

b) de quantas maneiras distintas se pode for-
mar um full hand com um par de reis.

c) de quantas maneiras distintas se pode for-
mar um full hand.

‘. Para montar o seu enxoval, Priscila foi a uma

loja onde a vendedora lhe mostrou sete jogos
de cama, oito jogos de banho e # jogos de mesa.
Priscila achou que seria suficiente comprar dois
jogos de cama, dois de mesa e quatro de banho.
Sabendo que para fazer uma escolha com esse
nimero de jogos havia 66 150 possibilidades
distintas, determine o valor de n.

(UF-RJ) Em todos os 53 finais de semana de
um certo ano, Jilia ird convidar duas de suas
amigas para sua casa em Teresépolis, sem repe-
tir o mesmo par de amigas durante o ano. De-
termine: '

a) o maior nimero possivel de amigas que
Julia podera convidar;

b) o menor nimero possivel de amigas que ela
podera convidar.

Permutagdes com
elementos repetidos

Considere os seguintes problemas:

* Quantos séo os anagramas formados a partir de
FELICIDADE?

*. Um dado foi langado seis vezes sucessivamen-
te, e faram obtidas trés vezes a face 2, duas vezes
a face 5 e uma vez a face 6. De guantos modos
distintos pode ter ocorrido a seqliéncia de resul-
tados?

Nesses casos, cada resultado possivel é uma
seqliéncia ordenada, nas quais ocorre repeticao
de elementos. Por exemplo, duas possiveis seqién-
cias de resultados no lancamento do dado sdo
(2,2,5,52,6)e(6,2,5,2,2,5).

Dizemos que se trata de permutagdo com ele-
mentos repetidos.

1° caso: Apenas um elemento
se repete

Um dado é langado sete vezes sucessivamente.
De quantas formas distintas pode ser obtida uma
sequéncia com quatro faces iguais a 1 e as demais
facesiguaisa 2,5e67?

* Yamos escolher, de inicio, as posices (ordem dos
resultados) que as faces 2, 5 e 6 podem ocupar. Para
fixar idéias, veja o esquema seguinte, em que esta
representada uma possivel escalha de posicGes:

Nas posigles vazias estéo as faces iguais a 1.
] [ el [ L
Ngg T 7

langamento

langamento langamento

Observe que, fixadas as posigdes das faces 2,6 e
5, as posigdes das faces iguais a 1 ficam determi-
nadas de maneira Unica, uma vez que qualquer
permutacao de faces 1 gera a mesma seqiéncia.
Trata-se, entdo, de escolher trés entre sete po-
sicGes. Isso pode ser feito de C; 3 = 35 manei-
ras distintas.



* Para a escolha anterior (32, 4% e 72 langamentos),
as faces 2, 5 e 6 podem ser permutadas entre si,
num total de P; = 3! = 6 maneiras distintas.

Os passos anteriores sugerem que 0 numero de
seqUéncias possiveis é:

7 é o nimero
N 3= P! 77 total de faces
A T 4 4 é o numero de vezes
que a face 1 ocorre

(3)
Indicaremos esse nuimero por Ps.

Co3-P3=

- Qual é o numero de anagramas formados a
partlr de VENEZUELM‘ '

Cacla anagrama formado 6 uma sequénma de.
nove letras, das quals trés s3o iguais a L

e
Temos entdo, Pg _% 3—62-68—8—.-.0—-_50 480.:

2° caso: Dois elementos
diferentes se repetem

Suponha, agora, que um dado seja langado nove
vezes sucessivamente. De quantas formas distin-
tas pode ser obtida uma seqUéncia com quatro fa-
ces iguai$ a 1, duas faces iguais a 3 e as demais
facesiguaisa2,5e 67

* Inicialmente, vamos determinar as possiveis po-
sicdes em que as faces distintas de 1 podem ocor-
rer. H3 (g5 = 126 possibilidades, pois devem ser
escolhidas cinco entre nove posi¢des. Acompanhe
uma possivel escolha:

19 20 [= 1]
Ianr;.amemo langamento Iangamento

NEOEEOEOE

As guatro faces 1 entram nas posigbes vazias.

* Para tal escolha de lugares (29, 4%, 5%, 7% e 9%an-
camentos), as faces 2 (uma vez), 3 (duas vezes),
5 (uma vez) e 6 (uma vez) podem trocar de lugar
entre si. Usando o resultado obtido no 19 caso, sa-
|

., @
bemos que o nimero de possibilidades é Fg =3

Assim, reunindo os dois passos anteriores, po-
demos concluir que o himero de permutagGes pos-
siveis é dado por:

2 _——9é o nimero
& 5.(1): igz g! total de faces
% 4l 21 4120 ———2 60 numero de

| faces iguais a 3
4 & o niimero de faces iguais a 1

. (4! 2)
Indicaremaos esse ndmero por  F;.

Caso geral

De modo geral, se temos n elementos, dos quais
n, s&o iguais a a, (a, representa, por exemplo, uma
letra), n, sao iguais a a; (a, representa outra letra),
ny sdo iguais a ay, ..., n,s30 iguais a a,, 0 nUmero de
permutagoes posswels ¢ dado por

("1- ﬂz. 5 n,) n! i

n
~nyfngln

Determmemos 0 numero de anagramas for
mados a partir de: - e

a) CACHURRD : _
_Ha oito letras, das quals duas 530 |guats a C ;'
duas sao |gua|s a0 eduas sao 1gua|s aR.

' Temos entao

' .-Pa o a-“agfa_méé--;_-
-b)_BANANA :

S&o seis letras, das quals tres sao |guals a A
~ eduassdoiguais aN. : i
~ Temaos, portanto:

.(3,‘2) i B'

3|2' --ED anagramas

s. Determine o nimero de anagramas formados

a partir de:

a) MORANGO e) CASCAVEL
b) FALTA ) MATEMATICA
¢) AROMA g) MARROCOS
d) OURO h) COPACABANA

(Desconsidere o acento grafico.)
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. Uma prova ¢ constituida de dez testes do tipo
VouF.

a) Quantas seqiiéncias de respostas sio pos-
sfveis?

b) Quantas seqiiéncias apresentam trés respos-
tas V e sete respostas F?

, Um dado ¢ lancado quatro vezes sucessiva-
mente. Determine o nimero de seqiiéncias de
resultados em que:

a)
b)

as quatro faces sdo iguais a 5.

trés faces sdo iguais a 2 e uma face é igual
a4

duas faces séo iguais a 3, uma face é igual
a4 eaoutraéiguala 5.

<)

!. Permutando os algarismos 1,1,1,2,2,3,3,3,3
e 4, quantos nimeros de 10 algarismos pode-
mos formar?

Uma equipe de futebol disputou oito jogos em
um torneio: venceu quatro, perdeu dois e em-
patou dois.

i

1.

(Unirio-R]J) Um aluno do curso de Teatro da Unirio
participard de algumas apresentacdes, Devido 4 falta
de recursos comum nas universidades federais, o fi-
gurino criado para essa produgio teatral e, colocado
a sua disposicdo, é composto de duas camisas, duas
calcas e trés gravatas. De quantas maneiras diferen-
tes esse aluno poderd entrar em cena, numa mesma
apresentacio, sabendo-se que ele deverd usar uma
camisa, uma calca e uma gravata desse figurino?

a) 14 d) 8
by 12 e) 6
c) 10

M

(UE-PI) Quantos nimeros com trés digitos distin-
tos podem ser formados usando-se os algarismos

11,2,3,4,51%

a) 60 d) 180
b) 120 e) 200
¢) 140

(UE-PA) Luciano realizou uma pesquisa para veri-
ficar a opinido dos paraenses a respeito de quem
seriam os trés primeiros colocados na corrida do
Cirio de 2003, na seguinte ordem: vencedor, 22 co-
locado e 39 colocado. No momento da pesquisa,
Luciano apresentava, para escolha dos entrevista-
dos, uma lista contendo o nome dos dez favoritos
entre os atletas participantes., Desconsiderando

4
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' de vestibulares

*

a) De quantos modos distintos pode ter ocor-
rido a seqiiéncia de resultados?

Supondo que a equipe estreou no torneio
com vitdria e 0 encerrou também com vi-
téria, de quantos modos distintos pode ter
ocorrido a sequéncia dos outros resul-
tados?

b)

Considere os anagramas formados a partir de
PIRATARIA,

a) Quantos comecam por A?

b) Quantos comecam por vogal?

¢) Quantos apresentam as letras RAT juntas?
d) Quantos apresentam as letras IRI juntas?

Uma pessoa se encontra no ponto P(8, 10) de
um sistema de eixos cartesianos e quer chegar &
origem desse sistema. Sabe-se que ela dd um
passo por vez, para a esquerda ou para baixo.
Quantos caminhos distintos podem conduzi-
la a origem?

g

qualquer possibilidade de empate, o niimero de for-
mas diferentes de respostas é:

a) 120 c) 360
b) 240 d) 540

e) 720

(UFFE-R]) Niterdi é uma excelente opciio para quem
gosta de fazer turismo ecolégico. Segundo dados da
prefeitura, a cidade possui oito pontos turisticos dessa
natureza.

Um certo hotel da regido oferece de brinde a cada
héspede a possibilidade de escolher trés dos oito pon-
tos turisticos ecoldgicos para visitar durante a sua
estada. O nimero de modos diferentes com que um
héspede pode escolher, aleatoriamente, trés destes
locais, independentemente da ordem escolhida, &
a) 8 c) 56 e) 336

b) 24 d) 112

{(UF-RN)} Um fenémeno raro em termos de data
ocorreu s 20h02min de 20 de fevereiro de 2002. No
caso, 20:02 20/02 2002 forma uma seqiiéncia de al-
garismos que permanece inalterada se reescrita de
trds para a frente. A isso denominamos capicua.
Desconsiderando as capicuas comecadas por zero, a
quantidade de capicuas formadas com cinco algaris-
mos ndo necessariamente diferentes é:

a) 120 900
b) 720 1000

c)
d)



6.

(Enem-MEC) O c6digo de barras, contido na maior
parte dos produtos industrializados, consiste num
conjunto de vérias barras que podem estar preen-
chidas com cor escura ou ndo. Quando um leitor
éptico passa sobre essas barras, a leitura de uma bar-
ra clara é convertida no ntimero 0 e a de uma barra
escura, no nimero 1, Observe abaixo um exemplo
simplificado de um c6digo em um sistema de cdi-
go com 20 barras.

11

Se o leitor 6ptico for passado da esquerda para a direi-
ta ir4 ler: 01011010111010110001. Se o leitor Gptico
for passado da direita para a esquerda ird ler:
10001101011101011010.

No sistema de cédigo de barras, para organizar o pro-
cesso de leitura 6ptica de cada codigo, deve-se levar
em consideracio que alguns codigos podem ter leitu-
ra da esquerda para a direita igual a da direita para a
esquerda, como o c6digo 00000000111100000000, no
sistena descrito acima.

Em um sistema de c6digos que utilize apenas cinco
barras, a quantidade de codigos com leitura da esquer-
da para a direita igual a da direita para a esquerda,
desconsiderando-se todas as barras claras ou todas as
escuras, é:

a) 14 c) 8 e) 4

b) 12 d) 6

(PUC-RJ) O ntimero de possibilidades diferentes de
se ter10 reaisem notasde 1,2,5e 10 &

a) 24 o) 1 e) 10
b) 11 d) 5

(UE-PA) Para a formagdo de uma equipe de traba-
lho, uma empresa realizou um concurso para
preenchimento de vagas em seu setor de infor-
mética, sendo duas vagas para analista de sistemas
e trés para técnico. O primeiro colocado no cargo
de analista de sistemas terd fungdo de coordenador
da equipe e os aprovados no cargo de técnico terdo
funcoes idénticas. Todos os aprovados no concurso
serdo chamados juntos, independentemente da clas-
sificacdo de cada um.

Inscreveram-se Cinco pessoas para CONCOrTer ao car-
go de analista de sistemas e seis ao cargo de técnico.
Entio, o nimero de maneiras distintas que essas cinco
vagas podem ser preenchidas, para a formagéo da
equipe de trabalho, pelos candidatos &

a) 200 d) 1200
b) 400 e) 2400
c) 800

9 « (Enem-MEC) No Nordeste brasileiro, é comum en-

10

i1
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contrarmos pecas de artesanato constituidas por
garrafas preenchidas com areia de diferentes cores,
formando desenhos. Um artesdo deseja fazer pegas
com areia de cores cinza, azul, verde ¢ amarela,
mantendo o mesmo desenho, mas variando as cores
da paisagem (casa, palmeira e fundo), conforme a
figura abaixo.

S

O fundo pode ser representado nas cores azul ou cin-
za; a casa, nas cores azul, verde ou amarela; e a pal-
meira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo ndo pode
ter a mesma cor nem da casa nem da palmeira, por
uma questio de contraste, entdo o niimero de varia-
¢oes que podem ser obtidas para a paisagem é:

a) 6 d) 9
b) 7 e) 10
c) 8

(Unifesp-SP) O corpo clinico da pediatria de um
certo hospital é composto por 12 profissionais, dos
quais trés sio capacitados para atuagdo junto a
criancas que apresentam necessidades educacionais
especiais. Para fins de assessoria, deverd ser criada
uma comissdo de trés profissionais, de tal maneira
que um deles, pelo menos, tenha a capacitago re-
ferida. Quantas comissbes distintas podem ser for-
madas nessas condi¢des?

a) 792 d) 136
b) 494 e) 108
Q) 369 -

(Mackenzie-SP) Um hacker estd tentando invadir
um site do Governo e, para isso, utiliza um progra-
ma que consegue testar 16° diferentes senhas por
minuto. A senha é composta por 5 caracteres esco-
lhidos entre os algarismos de 0 a 9 easletrasde A a
F. Sabendo que o programa testa cada senha uma
{inica vez e que j4 testou, sem sucesso, 75% das se-
nhas possiveis, o tempo decorrido desde o infcio de
sua execucio é de:

a) 2 horas e 16 minutos.
b) 1 hora e 40 minutos.

¢) 3 horas e 48 minutos.
d) 3 horas e 12 minutos.
e) 2 horas e 30 minutos.



12 . {U. E TJuiz de Fora-MG) Um cientista recebeu cinco

13

14

15

cobaias para usar em seu estudo sobre uma nova vaci-
na. Seus cdlculos indicaram que o nimero de manei-
ras possiveis de escolher pelo menos trés cobaias é:

a) 10 d) 120
b) 16 e} 60
¢} 50

(UMC-SP) Numa competicdo de canoagem, cujas
canoas possuem cinco lugares de cada lado, a equi-
pe Xingu tem dez remadores e ndo dispde de reser-
vas. Sabendo-se que cinco dos remadores s6 remam
do lado direito e que o capitio da equipe rema do
lado esquerdo e tem posi¢do fixa, entdo o nimero
de posi¢des distintas em que os remadores poderio
ser dispostos na canoa para participarem da com-
peticdo é de:

a) 2880 d) 576
b) 1440 e} 144
c) 1160

(UF-AL, adaptado) Analise as afirmativas que se-
guem, classificando cada uma como verdadeira (V)

ou falsa (F).
a)

b)

Se (n!)?=18-n! + 144, entdo # é um quadrado
perfeito.

O ntimero de anagramas que podem ser for-
mados com as letras da palavra MACEIQ, de
medo que as consoantes ndo fiquem juntas,
¢ igual a 480.

O ntmero de segmentos de reta determinados
pelos vértices de um decdgono regular é 90.

c)

d)
tices de um decagono regular é 720.

(Fatec-SP) Marcam-se, num plano, dez pontos, A, B,
C,D,E, F, G, H, I, ], dos quais quatro estdo sobre a
mesma reta e trés outros pontos quaisquer nunca
estdo alinhados, conforme a figura abaixo.

TIe

O ntimero total de tridngulos que podem ser forma-
dos, unindo-se trés quaisquer desses pontos, é:

a) 24 d) 120
b) 112 e) 124
c) 116

O ntimero de tridngulos determinados pelos vér-

16.

17.

18.

19.
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{Enem-MEC) Os alunos de uma escola organizaram
um torneio individual de pingue-pongue nos hora-
rios dos recreios, disputado por 16 participantes, se-
gundo o0 esquema abaixo:

/' \

et _
E s gl

Foram estabelecidas as seguintes regras:

m/’

jogo 15
{final}

m/

= Em todos os jogos, o perdedor serd eliminado.

¢ Ninguém poderd jogar duas vezes no mesmo dia.
= Como ha cinco mesas, serdo realizados, no maxi-

mo, cinco jogos por dia.

Com base nesses dados, é correto afirmar que o nu-
mero minimo de dias necessério para chegar ao cam-
pedo do torneio é:

a) 8 c) 6
b) 7 d) 5

e) 4

(Udesc-SC) A soma dos valores de m e n_, que sdo
-2C,,=

solu¢des do mstema[ Cm gy 11 i 6
a) 6 d) 5

b) 7 e] 3

c) 8

(Fuvest-SP) Participam de um torneio de voleibol
20 times distribuidos em 4 chaves, de 5 times cada.
Na 1? fase do torneio, os times jogam entre si uma
linica vez (um 1inico turno), todos contra todos em
cada chave, sendo que os dois melhores de cada cha-
ve passam para a 2? fase. Na 2? fase, os jogos séo eli-
minatérios; depois de cada partida, apenas o ven-
cedor permanece no torneio. Logo, o nimero de
jogos necessdrios até que se apure o campedo do
torneio é:
a) 39

b) 41

c) 43
d) 45

e) 47

(Unifesp-SP) As permutagdes das letras da palavra
PROVA foram listadas em ordem alfabética, como se
fossem palavras de cinco letras em um diciondrio. A
732 palavra nessa lista é

a) PROVA d) ROVAP
b) VAPOR e) RAOPY
) RAPOV



20. (UF-MG) A partir de um grupo de 14 pessoas, dese-

ja-se formar uma comissio de oito integrantes, com-
posta de um presidente, um vice-presidente, um se-
cretdrio, um tesoureiro e quatro conselheiros, Nessa
situaciio, de quantas maneiras distintas se pode com-
por essa comissdo?

e 141
T 618!
141 141
b) 4
e ) o

21. (UF-MS) Considere o mapa da regido formada pe-

los paises A, B, Ce D.

Ao colorir um mapa, pode-se usar uma mesma cor
mais de uma vez, desde que dois paises vizinhos te-
nham cores diferentes. De acordo com essa informa-
¢do e usando apenas quatro cores, pode-se colorir o
mapa acima de L maneiras distintas. Entdo, é correto
afirmar que L vale;

a) 24 d) 48
b) 36 e) 32
c) 40

22. (U. E. Londrina-PR) Na formagio de uma Comissdo

Parlamentar de Inquérito (CPI), cada partido indica
um certo nimero de membros, de acordo com o
tamanho de sua representagiio no Congresso Nacio-
nal. Faltam apenas dois partidos para indicar seus
membros. O partido A tem 40 deputados ¢ deve in-
dicar trés membros, enquanto o partido B tem 15
deputados e deve indicar um membro. Assinale a al-
ternativa que apresenta o numero de possibilidades
diferentes para a composicio dos membros desses
dois partidos nessa CPL

a) 55
b) (40-3)-(15-1)
40!
c) .
3713!
d) 40-39:38-15
e} 40!37115!

23.

24.

25.

(UF-MG) Num grupo constituido de 15 pessoas,
cinco vestem camisas amarelas, cinco vestem cami-
sas vermelhas e cinco vestem camisas verdes, Deseja-
se formar uma fila com essas pessoas de forma que
as trés primeiras vistam camisas de cores diferentes e
que as seguintes mantenham a seqiiéncia de cores
dada pelas trés primeiras. Nessa situa¢do, de quantas
maneiras distintas se pode fazer tal fila?

a) 3(51)°
b) (51)°
) (3133

15!
% 315!

{Fuvest-SP) Em uma certa comunidade, dois homens
sempre se cumprimentam (na chegada) com um
aperto de mio e se despedem (na saida) com outro
aperto de mao. Um homerh e uma mulher se cum-
primentam com um aperto de méo, mas se despe-
dem com um aceno. Duas mulheres s6 trocam ace-
nos, tanto para se cumprimentarem quanto para se
despedirem.

Em uma comemoragio, na qual 37 pessoas almo-
caram juntas, todos se cumprimentaram ¢ se despe-
diram na forma descrita acima. Quantos dos presen-
tes eram mulheres, sabendo que foram trocados 720
apertos de mio? i

a) 16

b) 17

c) 18

d) 19

e) 20

(ESPM-SP) Trés dos doze quadrinhos da figura abai-
xo deverdo ser pintados de preto, de modo que nio
ocupem trés posi¢des consecutivas, nem na horizon-
tal, nem na vertical.

O numero de maneiras diferentes de isso ser feito é:

a) 190
b) 200
) 210
d) 220
e) 230




Um dado ¢ langado trés vezes sucessivamente. Quantas seqiiéncias de resultados apresentam soma dos *
pontos: i

a) menor que 82 b) maior que 13?

- Uma livraria promoveu uma liquidacao, colocando 4 venda 45 livros, todos distintos, sendo 20 livros ao
preco de R$ 15,00 cada, 15 livros ao prego de R$ 20,00 cada e 10 livros ao preco unitario de R$ 10,00.
Emilia foi a livraria durante a liquidagdo, pretendendo gastar exatamente a quantia de R$ 50,00. De
quantos modos distintos Emilia podera escolher os livros que ird comprar? .

" Fernanda DonascifFolha Imagem

(Fuvest-SP) Trés empresas devem ser contratadas para realizar quatro trabalhos distintos em um condominio.
Cada trabalho serd atribufdo a uma Unica empresa e todas elas devem ser contratadas. De quantas maneiras
distintas podem ser distribuidos os trabalhos?
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