EQUACOES ALGEBRICAS

Existem diversas situacdes que sdo modeladas por polinbmios ou entdo estes sdo as
melhores aproximacdes para o contexto. Em muitos deles, a resolucdo do problema esta
associada a encontrar valores que ao serem calculados para determinado polindmio a
resposta obtida seja o valor, ou seja, queremos determinar os valores de x de modo que
P(x)=0. Este tipo de relacdo é o que denominamos de equacao polinomial ou equacao
algébrica.

Uma equacao polinomial € aigualdade de dois polinémios, no qual buscamos determinar
os valores de que satisfazem os dois polinbmios simultaneamente. Por exemplo, sejam
P(x)=x*+4 e Q(x)=5x-2. Quando igualamos P(x)=Q(x) queremos determinar os valores
que tornam essa igualdade verdadeira.

Px)=Q(x)
x?+4=>5x-2
Perceba que se sairmos testando valores ndo € uma boa alternativa. Aqui, basta

notarmos que, ao “passarmos” todos os termos do segundo para o primeiro membro,
temos uma equacao polinomial do segundo grau:

xX°+4-5x+2=0
x?-5x+6=0

a qual podemos resolver utilizando a nossa tdo conhecida Férmula de Bhaskara. O
resultado obtido pelo uso dessa férmula, ou de qualquer outro método, sera:

x1=3ex2=2

Portanto, os Unicos valores em que se tem P(x)=Q(x) sao para x=3 e x=2. Essas também
sdo as raizes dos polindbmios T(x)= x?>-5x+6. Aqui cabem algumas indagacdes: Primeiro,
eu sempre utilizo equacdes para encontrar raizes de polindOmios? Segundo, o polindmio
T(x) é de grau 2 e encontramos duas raizes diferentes para ele, isso sempre ocorre? A
resposta da primeira pergunta € sim, a da segunda € nem sempre.

Dado um polindmio P(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ ...+ ayx? + a;x* + ay @ equacao P(x)=0
determina as raizes de P(x), ou seja, todos os valores a € C que substituidos no lugar do
x resultam em 0. Por exemplo, 3 e 2 sdo raizes de T(x), pois:

T(2)=22-5-2+6=4-10+6=—6+6=0
T(3)=32-5-3+46=9-15+6=—-6+6=0
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Nenhum outro niimero complexo quando substituido em T(x) resulta em 0. Uma coisa
muito importante quando estamos resolvendo equacgdes cujo conjunto solucdo esta
contido nos complexos € que quando identificamos que um determinado nidmero
complexo € raiz de uma equacao qualquer, entdo o seu conjugado também o serd, ou
seja, se a,=a+bi € uma raiz de um polindmio P(x), entdo a,=a-bi também serd.

O Teorema Fundamental da Algebra nos garante que qualquer polindmio de grau 1
ou maior (n21) possui a0 menos uma raiz complexa. Lembre-se sempre que os reais
estdo contidos no conjunto dos nimeros complexos, deste modo, se a solu¢cdo de uma
equacao for um nlimero real, entdo ele também é um ndmero complexo. Deste teorema,
decorre a afirmacdo de que um polindmio de grau n possui exatamente n raizes. Mas
nem sempre essas raizes sao todas distintas, em diversos casos o mesmo ndmero pode
ser raiz duas vezes.

Sabendo que um polindbmio P(x) tem n raizes e tendo-as em posse, podemos reescrever
P(x) do seguinte modo:

P(x)=a-(x-a, ) -(x-a,)-....(x-a_).

Por exemplo, o polindmio M(x)=2x?-14x+24, cujas raizes sdo os valores 3 e 4, logo, M(x)
sera:

M(x) =2x% —14x + 24 = 2(x — 3)(x — 4)

Por exemplo, o polindmio M(x)=2x*-14x+24, cujas raizes sdo os valores 3 e 4, logo, M(x)
sera:
P(x)=(x—2)(x—2)(x+3)

Para um segundo exemplo, dado o polinémio P(x)=x*-x?-8x+12 ele tem como raizes os
valores 2, 2 e -3. Neste caso, sabendo que estas sao as raizes, podemos reescrever P(x)
como:

P(x)=(x-2)(x-2)(x+3)

Assim, P(x)=0 se (x-2)(x-2)(x+3)=0, ou seja, x-2=0 ou x-2=0 ou x+3=0. Perceba que
o fator x-2 apareceu duas vezes, deste modo, dizemos que 2, raiz deste fator, é raiz de
multiplicidade dois no polindmio P(x), pois € raiz duas vezes. Sempre que o mesmo fator
aparecer mais de uma vez, diremos que a raiz tem multiplicidade igual a quantidade de
fatores iguais que apareceu.

Com as raizes dadas, vemos que é bem simples escrever o polinbmio como fatores de
primeiro grau, mas e quando ndo forem dadas as raizes? Um dos métodos utilizados
para encontra-las sdo as Relacdes de Girard, popularmente conhecida como soma e
produto.

Vamos considerar uma equacao do segundo grau qualquer ax*+bx+c=0. A solugao
ax’+bx++c=0 satisfaz que a soma das raizes dessa equacao é igual o quociente entre
-b e a e o produto das raizes € o quociente entre c e a, ou seja, assumindo que x, e X,



sejam as raizes da equacao, temos que:
X1+ x, =——
1 2 a
Cc
X1t Xy = —
1 2 a

Analogamente, podemos determinar as relacdes de Girard para equacoes do terceiro
grau. A solucdo de ax®+bx? +cx+d=0 satisfaz que a soma das raizes dessa equacao
é igual o quociente entre -b e a, a soma do produto das raizes, duas a duas, é igual
ao quociente entre c e a, e o produto das raizes é o quociente entre -d e a, ou seja,
assumindo que x,, X, e x,sejam as raizes da equagao acima, temos que:

b
x1+xZ+X3=—a

C
xl'x2+x1'x3+x2'x3=_
a

d
xl'.xz'x3=_a

Podemos estender essa relacdo para equacdes de quarto grau ax* + bx® +cx? +dx+e=0
cujas raizes sao xi, X2, X3 € X4 Sera:

x1+xZ+X3+X4=—_
a

xl'x2+X1'X3+X1'x4+xZ'X3+xZ'X4+x3'

=
&
|

xl'xZ'X3+X1'X2'X4+X1'X3'x4+x2'x3'X4:_

Qla Qo

e
xl.xz.x .x4=_
3 a

Por exemplo, para a equacao do segundo grau 2x2 — 14x + 24 = 0, temos que as relagdes
sao:

—-14
x1+x2=_(2—)=7
24
xl'x2:7:12

Queremos determinar dois ndmeros cuja soma é 7 e o produto € 12. Alguns pares que
satisfazem asomaser7sdao l1e6,2e 5, 3 e 4. Contudo, o Unico par que satisfaz € 3 e 4,
pois a multiplicacao de 1 por 6 resulta em 6 e de 2 por 5 resulta em 10. Logo, as raizes
da equacdo segundo o método de Girard € 3 e 4. Perceba que ja encontramos esse
resultado anteriormente ao calcularmos a raiz do polindmio M(x)=2x?-14x+24=2(x-3)(x-4).

Porfim,temos uma outra forma de encontrarraizes de equacdes polinomiais estabelecida
pelo Teorema das Raizes Racionais. Ele nos diz que se uma equacdo admite raizes
racionais, ou seja, um ndmero racional g , entdo p € divisor de a, e q € divisor de a .
Em posse desse teorema conseguimos limitar as possiveis solu¢cdes de uma equacao
polinomial, sendo divididas em dois grupos: Possiveis Raizes Racionais Fraciondrias
(PRRF) e Possiveis Rafzes Racionais Inteiras (PRRI). Vamos considerar uma equagao
geral de grau n
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apx™ + ap_x™ 1+ .+ ayx? + a;xt+ay=0.

Deste modo, todos os nimeros que sao divisores inteiros de a, sdo as possiveis raizes
racionais inteiras. Contudo, nem sempre as raizes sao ndmeros inteiros. Neste caso,
para encontrarmos as possiveis raizes racionais fraciondrias devemos realizar o
quociente entre os divisores de a, pelos divisores de a . Para facilitar a compreensao,
vamos utilizar como exemplo a equacao x3 —4x2+x+6 = 0.

Primeiro devemos identificar que se trata de uma equacao do terceiro grau, ou seja,
n=3. Na sequéncia devemos determinar o conjunto de divisores do termo independente
a,=6. Logo, D(6)={-6 ,-3,-2,-1,1,2,3,6} . Esse conjunto representa as PRRI, ou seja,
se a equacdo x*-4x’+x+6=0 possui raizes inteiras, entdo elas estardo entre os valores
listados no conjunto dos divisores de a,: D(6)={-6,-3,-2,-1,1,2,3,6}. Para saber quais
delas sdo raizes, basta testar uma a uma. Com o tempo, vocé terd tanta pratica que
serd capaz de eliminar algumas opgoes. Apds testarmos todas as raizes, encontramos
que os valores -1, 2 e 3 sdo raizes da equacao acima. Note que, como ja encontramos 3
raizes, ndo hd necessidade, para este caso, de encontrar as PRRF, pois como ja vimos
anteriormente, uma equacdo tem no maximo n raizes reais e exatamente n raizes
complexas e aqui ja encontramos as 3.

Na verdade, sempre que todos os coeficientes da equacdo forem nimero inteiros e
a =+1 as raizes serao nimeros inteiros. Logo, quando temos a #+1, as raizes podem
ser valores fracionarios. Por exemplo, para a equagao 9x*+9x?-x-1=0 temos que a,=9,
logo existe a possibilidade de existir raizes fraciondrias. Comecamos entdo calculando
os divisores do a, obtemos D(-1)={-1,1}. Ao testarmos esses valores na equagao
concluimos que -1 é raiz. Agora, para calcular as PRRF, devemos encontrar os divisores
de a,=9, encontrando assim o conjunto D(9)={-9,-3,-1,1,3,9}.

Por fim, devemos calcular o quociente dos divisores de a, pelos divisores de a

encontrando o conjunto PRRF :{_%,_é,

3
—1, 1&%}, Apds testados os valores desse
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