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Introducao

Nesta aula vamos trabalhar os conceitos de estatica de uma particula e de um corpo extenso.
Para isso, apresentaremos o conceito de momento (ou torque) de uma forca e as condi¢Oes para
que um corpo permaneca em equilibrio. Esses temas iniciais sdo muito cobrados no vestibular do
ITA.

Além disso, trabalharemos os conceitos de momento de inércia, lei de Newton para a rotacao
e exercicios envolvendo condicao de rolamento e energia. Esses temas sao pouco cobrados, mas
eventualmente aparece algo relacionado a teoria.

Estude com calma os temas novos, ja que eles ndo sdao abordados no ensino médio comum.
Procuramos exemplificar esses assuntos com questdes que podem aparecer na sua prova. Como é
um assunto que pode ndo ser cobrado na sua prova, ndo perca muito tempo querendo saber tudo
e todos os detalhes. A nossa teoria ja estd bem encaixada para tudo aquilo que o vestibular pode
cobrar.

O conceito de momento angular é muitas vezes trabalhado em Gravitacdo. Por isso, peco que
fique bem atento quando estiver nesse capitulo.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do férum de duvidas do

&%

Estratégia ou se preferir:

o) @prof.maldonado
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1. Estatica

A Estatica é o ramo da Mecanica que estuda as condi¢des de equilibrio do ponto material (ou
particula) e do corpo extenso. Por razdes didaticas, vamos iniciar nossos estudos de estatica com as
circunstancias que levam ao equilibrio do ponto material.

1.1. Forgas aplicadas ao ponto material e equilibrio

Considere um ponto material sujeito a n forgas, conforme figura abaixo:

F
Fy F
F, P

Fn—l

—
F5
Figura 1: Sistema de forgas aplicadas ao ponto material.

S
Denotando por F,.., a resultante da soma vetorial das forgas da figura 1, podemos escrever
matematicamente que:

ﬁres - ﬁ1+ﬁ2 +ﬁ3 +"'+F_>n_1+F_>n

Dessa forma, para que o ponto material esteja em equilibrio, a resultante das forgas que
agem nele deve ser nula, isto é:

Fos=F +F,+F;+-+F,_,+E =0

A equacao logo acima é vetorial. Dessa forma, para trabalhar com as equagdes escalares,
devemos fazer a condicao de equilibrio para cada eixo:

e Se o problema estiver em uma dimensao:
Vocé devera escrever as equacoes escolhendo um eixo de referéncia. Comisso, podera
escrever a condigdo de equilibrio ﬁ;es = 131 + ﬁz + ﬁg + -+ ﬁn—l + ﬁn = 0 de acordo
com o eixo adotado.

e Se o problema estiver em duas dimensdes:
Vocé deverd escrever as equacdes escolhendo um sistema de eixo ortogonais e fazer

a soma algébrica de cada projecao nos respectivos eixos:
N N N N N N — me:F1X+F2X+F3x+”-+an=0
Fes=F1+F,+F;++F,_+F=0= Emy:F1y+Fzy+F3y+"'+Fny =0

& Estatica
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e Se o problema estiver em trés dimensdes:
Vocé devera escrever as equacoes escolhendo um sistema de eixo triortogonal e fazer
a soma algébrica de cada proje¢ao nos respectivos eixos:
me:le + sz + F3x + -+ an = 0
ﬁ.'res =ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+“'+ﬁn_1+ﬁn =(_))$ Emy:F1y+F2y+F3y+"'+Fny =0
7 EmZ:F12+FZZ+F3Z+"'+FnZ=O
DECORE!
[
1) (ITA-SP)

Uma luminaria cujo peso é P estd suspensa por duas cordas AC e BC que (conforme a figura)
formam com a horizontal angulos iguais a 6. Determine a forca de tensdo T em cada corda.

A B

P
a) r= 2cos@
P
b) r= 2senf
P
C) T = ﬁ
0
d)T = Pcos;

e) nenhuma das anteriores

Comentarios:

Vamos adotar o nosso eixo de coordenadas ortogonal com origem no ponto C. Escolhemos o ponto
C pois nele podemos relacionar o maior niumero de forgas do nosso sistema.

Escrevendo as forgas que agem no ponto C, temos:

& Estatica
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Escrevendo a condicdo de equilibrio para o ponto C, de acordo com sistema de coordenadas
adotado, temos:

{ Emx:T, -cos@ —T; -cosf =0
Emy:T,-sen0 +T,-sen —T; =0

Como o sistema esta em equilibrio, podemos afirmar que T; = P. Assim, na dire¢do x vemos
que T; = T, e passaremos a chamar apenas de T. Pela equagao em y podemos determinar T':

B P
"~ 2sen

T-sen@+T-sen@ —P=0=2T-senf =P =>|T

2) (FEI - SP)

Uma esfera, de peso P = 10v/3 N e raio R, esta suspensa por meio de um fio inextensivel. de
comprimento [ = R, e apoia-se em uma parede vertical sem atrito. Determine a forca de tracdo no
fio e a forca que a parede aplica na esfera

Comentarios:

Inicialmente, vamos colocar as forgas que agem em nosso sistema e adotar nosso sistema de
eixos ortogonais:

& Estatica
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Como ndo ha atrito entre a parede e a esfera, a forca de contato que a parede exerce na
esfera esta na direcao do centro da esfera. Caso existisse atrito, a forca de contato da parede sobre

a esfera seria dada pela soma da normal com a forga de atrito.

Dessa forma, temos a seguinte configuracdo das forcas na esfera:

\

0 == ecosh =—
sen T € CoS T

Portanto:
P 2v/3
T = = = —_—
cos @ 3
2v/3 V3
N=T-Sen9=TP-E=> N=?P

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

PRESTEMAIS

ATENCAO!

oy

1.2. Momento ou torque de uma forga

Neste tdpico, vamos introduzir um conceito da Fisica que é capaz de medir a eficiéncia de
uma forgca em girar um determinado corpo.

Para isso, vamos considerar uma situacao simples do nosso cotidiano: o fechamento de uma
porta. Nao é por acaso que a macganeta fica o mais longe possivel das dobradicas. Vocé ja deve ter
notado que fazer forga para abrir uma porta ndo é o suficiente para abrir ou fechar uma porta
pesada. E necessario considerar o ponto de atuacdo e a dire¢do da forca.

Vamos considerar que vocé abriu a porta da sua casa para uma visita e quando ela foiembora,
-
vocé fez uma forca F para fechar a porta, conforme na figura abaixo:

Figura 2: For¢a aplicada para fechar uma porta.

S
Como ja mencionamos na mostramos na figura 2, a forca F que vocé aplicou pode ser

decomposta em duas dire¢des: dire¢ao radial ﬁ'r, que tem direc3o de 7 e direc3o tangencial ﬁt, que
tem direc3o perpendicular a 7.

S
Note que a forca E. ndo é capaz de girar a porta, pois ela atua na direcdo de 7. Ela serve
apenas para puxar a porta na direc3o de 7.

Por outro lado, a componente ﬁt tem diregao tangencial e mdédulo dado por F; = F - sen ¢.
Esta componente provoca rotagdes. Entretanto, a capacidade de F girar um corpo nao depende

= =
apenas de F;, mas também da distancia entre o ponto de aplicagcdo de F e o ponto O. Levando em
contas os dois fatores que acabamos de mencionar, podemos definir uma grandeza vetorial
chamada de torque ou momento de uma forga como sendo:

—

ﬁ0=TXF

& Estatica
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Mﬁo é o momento da forga F em relagao ao eixo O.

Em moddulo, temos:

=|F|-|13|-sen¢

—
Mg,

Em que ¢ é o angulo formado entre os vetores 7" e F.Vocé pode ser levado a acreditar que a
unidade de torque (ou momento) é joule, ja que ele é o produto do deslocamento pela for¢a, como
é o trabalho de uma forga. Entretanto, as definicdes de trabalho de uma forca e momento de uma
forca sdao completamente diferentes. Trabalho é uma grandeza escalar e momento é uma grandeza
vetorial.

Porisso, no Sistema Internacional de Unidades (Sl), a unidade de momento é o newton metro
(simbolo: N - m). Nao confunda isso na proval!

Note que ao trabalhar com o médulo do momento da forga F em relacdo ao eixo O, podemos
decompor a forca na direcdo radial e na direcao tangencial, como ja fizemos. Mas podemos também

prolongar a linha de acdo da forca F e determinar o brago de alavanca de F.

p eyury

oedea

Brago da forga

Figura 3: Linha de ag¢do da forga e o brago da forga.
-
Note que pelo braco de alavanca de F o torque é dado, em médulo, por:

|1W),30 = |7 'S€Tl¢'|ﬁ|

Mas se o torque (ou momento) da forca F é uma grandeza vetorial, devemos lembrar que o
seu sentido é dado pela regra da mao direita. Podemos relembrar a regra da mao direita, estudada
na aula 00, pela seguinte figura:

& Estatica
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oy
]
)
P
%,

Figura 4: Regra da mdo direita no produto vetorial.

Podemos utilizar a regra da mao direita para determinar o produto vetorial entre os versores
(i,j, k).

z \“/

Figura 5: Regra da mdo direita aplicada para os versores dos eixos (x, y, z). Note que ao definir dois eixos, o terceiro ja estd definido por essa
regra.

S
Diante disso, vemos que para nosso exemplo, o momento da for¢ca F em rela¢do ao eixo O,
que contém as dobradicas da porta, tem direcdo “entrando” na folha.

A palavra torque vem do latim e significa “torcer”. Podemos entender o torque como o ato
-
de girar ou torcer de uma forca F.

Se um sistema de forcas atua em um corpo, podemos calcular o momento resultante em
relacdo a um eixo fazendo a soma vetorial dos momentos das forcas constituintes do sistema, em
relacdo ao mesmo eixo. Isto é:

i=1 emrelagdo a um eixo escolhido

ATENGAO

DECORE!

o0

o

3)

Um homem aplica uma forca de intensidade 4,0 N a 0,50 m do ponto de rotacdo de uma barra e,
em seguida, aplica a mesma forga, mas a 0,30 m do ponto de giragao da barra. Calcule o momento
da forga em relagdao ao ponto de rotagao nos dois casos.

g Estatica

www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

Comentarios:

De acordo com o enunciado, o momento da forca estd na direcdo z e orientado para —z. Note que
ao fixar os eixos x e y, a questdo ja define o eixo z, segundo a regra da mao direita:

Y

z(9 z
Dessa forma, podemos primeiramente calcular o médulo de cada torque e, em seguida, determinar
completamente o vetor:

|Mﬁ10| = |7 - |F1| - sen ¢,
Note que na questdo, o operador sempre faz forga tangencial na barra. Portanto, ¢p; = 90°. Logo:
|My, | =050-40-1,0=20N-m
O mesmo resultado vale para a segunda situacao:
|Mﬁ20| = B - |Fy| - sen p, = |Mﬁ20| =0,30-40-1,0=12N-m

Observe que devido ao fato do braco na segunda situacdo ser menor que na primeira, o médulo do
torque gerado foi menor. Vetorialmente, pela regra da mao direita, os vetores nas duas situagdes
sao:
-
M

, =—202(N-m) eﬁﬁzo =—-1,22(N-m)

PRESTEMAIS

ATENCAO!

27

1.3. O centro de gravidade

Considere um corpo extenso em equilibrio estatico e um ponto O, conforme a figura abaixo.
Vamos tomar pequenos elementos de massa que compdem o corpo. Dessa forma, a forga da

-

gravidade sobre o i-ésimo pequeno elemento de massa € de F ;, e a forca total da gravidade sobre

& Estatica
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o corpo é dada por F; = > Fy;. Se 7; representa o vetor posicdo do i-ésimo elemento de massa em

relacdo a 0, tal que M; = 7; X Fy i, em que M; é o momento da forga F; ; em relagdo a 0.

Figura 6: Corpo extenso qualquer e o torque produzido pela for¢a gravitacional ﬁg_i, em relagdo a O, sobre o i-ésimo elemento de massa (m;).

Diante disso, o torque resultante da gravidade em relacao a O é expresso por:

Mres = Z(FL X ﬁg,i)

Apropriadamente, podemos calcular o torque gravitacional resultante em relagdo a um ponto

-

como se toda a forga da gravidade F; estivesse aplicada em um unico ponto denominado de centro
de gravidade, como na figura abaixo:

M res

Figura 7: Torque gravitacional resultante Mres em relagdo a O, pode ser calculado considerando a forga gravitacional total ﬁg aplicada em um
ponto denominado de centro de gravidade.

Entdo, podemos escrever que:

—

N -
Myes = Teg X Eg

Em que 7 é o vetor posi¢do do centro de gravidade em relagdo a O.

Quando o campo gravitacional g é uniforme na regido do corpo (como sempre fazemos para
= -
corpos de tamanho ndo-astronémico), podemos escrever que F,; = m; - g. Portanto:

%=Zﬁg,i=zmi'§=(Zmi)‘§=M‘§

Em que M é a massa total do corpo. Como o torque resultante é a soma dos torques
individuais, temos:

ﬁres=zﬁi=Z(Fi><ﬁg,i)=2(7ixmi‘§)=zmi‘ﬁ'x§

p Estatica
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Se g é uniforme, entdo:

Mres = (Z m; Fl) X g

Pela definicao de centro de massa, temos que:

L _XmT S S
7Acm_T=>1VI'Tcm_ m; -7

Portanto, a expressao do torque resultante é dada por:

—

Mypes =M Ty X g

—

Mpes =Tem XM - g

—

M,es = Tem X F.'g

Diante desse resultado, vemos que 7.,, = s, isto é, o centro de gravidade e o centro de
massa coincidem somente se o corpo esta em um campo gravitacional uniforme.

-

Além disso, se o ponto O estad diretamente acima do centro de gravidade, entdo 7 e o

possuem a mesma orientacdo (para baixo), de forma que 7; X 17;, = 0. Por exemplo, se penduramos
um enfeite com o seu centro de gravidade diretamente abaixo de seu ponto de suspensao, entdo o
torque resultante sobre o objeto, em relacdo ao ponto de suspensao, é nulo, e o corpo estd em
equilibrio estatico.

ATENGCAO

DECORE!

Q‘

4)

O conjunto da figura abaixo estd em equilibrio. Considere a barra AB homogénea, articulada em A
e pesa 40 N. Um corpo P; pesa 25N e estd fixado em B. Calcule o peso do corpo P, e as
componentes horizontal e vertical da reagao no ponto A.

Comentarios:

Podemos representar o diagrama de forgas na barra AB, conforme a figura abaixo:

& Estatica
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: i E y
: i e it x
o1 AT R 12 -
: - lpz @
1 307
B : <
P, l R, A
i : Py

Aplicando a condi¢ao de equilibrio para o corpo P,, podemos encontrar a tragao no fio:

Para determinar P,, que é igual a tragdo, é interessante fazer o equilibrio rotacional da barra em
relacdo ao ponto A, pois as reacdes em A (forcas desconhecidas) ndo geram momento em relagao
ao proprio ponto A, ja que os bracos dessas forcas sdo nulos. Entdo:

S =i
A

AB
~T-5en(30°) - AB + Py - AB + P, - — =0

Note que a projecdo da tracdo na horizontal ndo gera momento em relacdo ao ponto A, ja que a
linha de acao dessa componente passa por A. Resolvendo a equacgdo, vem:

T 1 14+25-1+40 1—o
2 2

|T =90N = P2|
Pelo equilibrio translacional da barra, podemos dizer que:
ZF»FO:{ T -cos30° — R, = 0 =>{Rx=45-\/§N
ZFy=O T-sen30°—P, —P, +R, =0 R, =20N

1.4. Binario

Chamamos de binario ou conjugado um sistema constituido por duas forgas de intensidades
iguais, de mesma dire¢do e de sentido opostos, mas as linhas de a¢ao estdo separadas por uma
distancia x nao nula, denotada por brago do binario, como na figura logo abaixo:

& Estatica
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Figura 8: Bindrio de uma forga.

Portanto, o momento resultante em relacao ao eixo do ponto P é de:

MT‘eSp = M1 + M

Myesp =7y X (=F) + 7, X F

MT‘eSp = (?2 - ?1) X F

—

Myes, =7 X F

Em modulo, temos:
— -
|M7"eSp| = |7| - |F| - sen ¢
Mas note que da geometria, temos que:
x = |F|-sen ¢

Portanto, o médulo do momento resultante do binario, em relagdo ao eixo que passa por P é
dado por:

el = 17

Note que a resultante das forcas no binario é nula, ja que as for¢cas possuem mesma
intensidade, mesma dire¢ao e sentidos opostos. Dessa forma, podemos dizer que um corpo extenso
rigido ndo sofrera translacao se submetido a acdo de um binario, mas haverda um movimento
rotacional ndo uniforme, pois o momento resultante é nao nulo.

Além disso, perceba que no binario, o torque resultante ndo depende do eixo escolhido para
o seu calculo. Ele depende apenas da intensidade da for¢a e da distancia entre as linhas de acao das
forcas.

ATENGAO

DECORE!

Qb

5) Forga para apenas inclinar um corpo

& Estatica
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Vocé estd limpando sua casa e de repente se depara com uma nota de 100 reais saindo de sob um
bau antigo de massa M, altura H e de sec¢ao reta quadrada de lado L. Vocé até tenta puxar a nota,
mas percebe que ela estd presa. Entdo, para libera-la vocé empurra o bloco com uma forga
horizontal a uma distancia h acima do chdo. Qual deve ser a intensidade da forga para que ela incline
o bau apenas o suficiente para vocé retirar a nota de 100 reais? Admita que o atrito é suficiente para
evitar o escorregamento.

Comentarios:

Vamos fazer um diagrama das forcas no bau quando ele estiver prestes a ser inclinado:

— L —
FapI
—
L/2¢ CG I
e h
I J
B
>
N

Aplicando a segunda lei de Newton na direcao horizontal e na vertical, temos que:

ZFx=M~ax=0

Fapl=Fat
ZFy=M-ay=0
M-g=N

- - - = N 7 .
Agora, note que Fyy,; e F;; formam um binario, e que Mg e N formam outro binario.

Portanto, o momento de cada binario, em médulo, é dado por:

M, = apl'h

L
M2=M-g-5

& Estatica
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Note que M, gira no sentido anti-horario e que M, gira no sentido horario.

Se escolhermos o sentido anti-horario como positivo, para a condigao de minima forga aplicada, o
momento resultante é praticamente nulo, isto é:

M1+M2=0

L
gt (49 L) =0

L
Faple'g'<ﬂ>

Observe o resultado encontrado e perceba a sua coeréncia, pois quanto mais afastada do chao
estiver a forca aplicada sobre o bau, menos intensa ela deve ser para o bad comece a girar. Em
outras palavras, se h aumenta, entao Fgpi diminui.

Além disso, a forca normal é uniformemente distribuida na base do bau antes de vocé comecar a
empurra-lo. Quando vocé empurra o corpo, quanto maior a intensidade da forca que vocé aplica,
mais rapidamente o centroide (centro efetivo) da distribuicdo da forca normal se desloca para a
esquerda.

Assim, se vocé empurra o bau de tal maneira que ele fica prestes a se inclinar, o centroide da forca
normal passa a se localizar na ares da esquerda da base do bloco.

DESPENCANA
A PROVA!
-

AL

1.5. Equilibrio do corpo extenso

Para que um corpo extenso esteja em equilibrio, nao basta que a resultante das forcas que
agem sobre ele seja nula. Vimos no item anterior que para o caso do binario de forgas a resultante
€ nula, mas o momento resultante é diferente do vetor nulo e isso produz um movimento rotacional
nao uniforme.

Portanto, dizemos que um corpo extenso esta em equilibrio, em relacao a um referencial
escolhido, quando estiver em repouso (equilibrio estatico) ou quando realiza um movimento de
translacdo uniforme ou de rotacdo uniforma ou, ainda, ambos combinados (equilibrio dindmico).

Diante disso, as duas condi¢des para que haja equilibrio de um corpo extenso sao:

1. A resultante das forgcas que agem no corpo deve ser nula, isto é, a soma das forgas
atuantes deve ser igual ao vetor nulo:

- -

Fros=Fi+F,+F;++F,=0
2. A soma dos momentos das forgas que agem sobre o corpo de ser nula, em relacao a
gualquer ponto:

— — — —

Myos =My + My +M;+ -+ M, =0
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INDO MAIS
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i

1.5.1. Teorema das trés forgas

“Se um corpo extenso estd em equilibrio sob a acdo de trés forcas ndo paralelas, elas sao
coplanares e suas linhas de acao concorrem necessariamente num mesmo ponto”

Demonstragao:

Definimos a linha de acdo de uma forgca como a reta que é paralela a forca e passa pelo ponto
de aplicacdo dela. Dado que a linha de acdo é uma reta, entdo duas linhas de acdao ndo paralelas se
cruzam em um ponto definido.

Sabemos que se um sistema esta em equilibrio, entdo o equilibrio rotacional implica torque
realizado sobre ele, em relagao a um dado ponto, igual a zero.

Por outro lado, se o sistema estiver em equilibrio translacional, ent3o:

-
Fres

I
'M:
gl

Il
Ju

L
- -
Em que F; sdo as forgas que atuam no sistema e F,..; é a soma destas forgas.

Pela definicdo de momento, temos que o momento realizado sobre o sistema em relacdo a
um certo ponto P é de:

MP= - X

'M:
=
gt

Il
Ju

l

Em que 7; é o vetor distancia do ponto de aplicacdo da respectiva forca ﬁi ao ponto P. Dessa
forma, o momento em relagdo a um outro ponto Q, tal que o vetor distancia de P e Q é A7, é dado
por:

n

MQ == Z('Fl - A'F) X ﬁi

i=1
ﬁQ=ZF-xﬁ-—ZAFx

n n
=1 =1

{

~
~
o~

{

n
MQ=MP_ZAFX i
i=1

Como o vetor A7 é o mesmo para todas as forcas F; do sistema, ent3o:
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i=1
Mas, para o equilibrio translacional do sistema é valido que:

n
Zﬁ- ~3
i=1

~.

Portanto:

—

MQ=MP

Dessa forma, se o sistema tiver equilibrio rotacional, entdo o momento em relagdo a um
ponto é nulo. Portanto, podemos pegar um ponto qualquer e impor o equilibrio rotacional, se o
sistema estiver em equilibrio.

Para um sistema equilibrio, podemos escolher o ponto de encontro das linhas de acdo de

- -

duas forgas (F; e F,) quaisquer do sistema (ponto A, por exemplo), sendo elas ndo paralelas e dizer
que o momento em relacdo ao ponto A é nulo, ja que a distancia entre essas forcas e o ponto A é
nula.

Para uma terceira forg¢a que atua no nosso sistema, o torque resultante deve ser nulo, pois o
sistema encontra-se em equilibrio:

My=# XF +7% XE, +7%xF,=0
X F 47 xF,=0
n Py X Fy =0
Como o modulo do produto vetorial vale:
|75] - |ﬁ3| -sen =0

S
Em que 8 é o dngulo entre os vetores 75 e Fj.

S
Para que o produto vetorial 7; X F; seja nulo, a0 menos uma das grandezas deve ser nula. Se
=
|73] = 0, isto é, a forca F; é aplicada ao ponto A e isso garante, trivialmente, que a linha da terceira
forca passa pelo ponto A, validando nosso teorema.
Como a terceira forca deve existir, ja que o teorema se aplica para trés forcas, entao nao faz
=
sentido analisar o caso de |F3| = 0.

Entdo, o ultimo caso seria sen 8 = 0. Da trigonometria, sabemos que o seno de um angulo é
zero quando ele for da forma k - , k € Z. Em outras palavras, o angulo entre os vetores for zero ou

180°. Assim, o vetor ﬁ3 deve ser paralelo ao vetor 75. Mas 75 é definido como o vetor que representa
a distancia entre o ponto escolhido de atua¢ao da forga ﬁg e o ponto A. Portanto, a linha de atuacao

S
da forga F; deve passar por A. Portanto, as linhas de agao das trés forgas sao concorrentes em um
mesmo ponto.

p Estatica
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Por exemplo, se uma escada apoiada entre o solo e a parede, em que as duas superficies sao
perfeitamente lisas, isto é, ndo tem atrito, entao nao é possivel o equilibrio do sistema, pois as forgas
ndo concorrem em um mesmo ponto:

Figura 9: Escada encostada em superficies perfeitamente lisa.

Por outro lado, se dissermos que existe atrito entre a escada e o solo, entao, pelo teorema
das trés forcas, é possivel dizer que o sistema pode ficar em equilibrio, jd que as for¢as podem
concorrer a um certo ponto A:

e s

_— e — — — —_—

Figura 10: Escada encostada em duas superficies sendo uma delas dspera (horizontal). Pelo teorema das trés forcas, podemos determinar o
ponto onde as linhas de acdes de cada uma das trés forgas se encontram.

Observe que esse teorema é bem Uutil para determinar a direcao da terceira for¢ca de um
sistema em equilibrio, pois, se sabemos as dire¢des de duas forgas atuantes, com a aplicagao desse
teorema, a diregao da terceira forga ja esta determinada.

&2

9 ESQUEMATIZANDO

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

1.6. Alguns exemplos de equilibrio estatico

Neste tépico, vamos resolver uma série de exercicios classicos de estatica e utilizaremos a
seguinte estratégia para solucao de problemas:

Estratégia para solugdo de problemas
1) Escolha os eixos.

2) Faga o diagrama de forgas: represente as forgas que agem nos corpos do sistema em questdo,
lembrando de colocar a forga devido ao campo gravitacional no C. G. (centro de gravidade) do corpo
extenso e, em caso de campo gravitacional uniforme (fato que acontece em quase todos os
exercicios), o C. G. coincidira com o centro de massa (C. M.).

2) Lembre-se das condi¢des de equilibrio:
Y F=0e ) M=0

a) para obter a solucdo algébrica simples, escolha um eixo que coincida com a linha de acao
da forca sobre a qual vocé possui menos informacdes.

3) Solugao:

b) Entdo, iguale a zero a soma dos torques em relacdo a este eixo.

4) Checagem: tente encontrar meios alternativos de resolver o problema, para checar a
plausibilidade de sua solugao.

1.6.1. Caminhando na prancha

Uma prancha homogénea, de comprimento L e de massa M, estd apoiada sobre balancas de
mola distantes d de suas extremidades, como na figura abaixo:

$

m

«——d —>|« L=2d
Prancha M

Figura 11: Carol na extremidade esquerda da prancha.

Qual a leitura das escalas quando Carol, de massa m, esta de pé na extremidade esquerda
da prancha?
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Como mencionado no nosso esquema, inicialmente devemos desenhar um diagrama das

forgas que atuam no sistema constituido por Carol e prancha. Denotaremos por Fy e Fj, sdo as forgas
exercidas pelas balangas da esquerda e da direita, respectivamente.

T
P2
bl
N
Q
v

Figura 12: Diagrama de for¢as na prancha.
Vamos tomar os eixos da seguinte forma:

A 4

4

©®

Figura 13: Eixos (x,y, Z) em que o eixo z estd saindo do plano da folha.

Entdo, pela condicdo de equilibrio, temos que a forca resultante é igual a zero:
ZFy=O=>FE+FD—M-g—mC-g=0(eq.1)

Note que temos duas incdgnitas na equacdo 1, ou seja, precisamos de mais uma equacgao
para resolver nosso problema. Essa segunda equacdo vem do fato do momento (ou torque)
resultante do nosso sistema, em relagao a um ponto escolhido, ser nulo. Devemos escolher um eixo
onde temos mais forcas desconhecidas (em outras palavras, eixo que sabemos menos informacdes).

- =
No nosso caso, nao faz diferenga escolher o eixo onde Fr ou Fj, passa, pois em cada eixo
temos apenas uma forca desconhecida. Entao, escolhendo o eixo da esquerda, temos:

L—-2d

ZM* =FE-0+FD-(L—2d)—M-g-<—
Fg

> )—mc-g-d=0

Fo=[3M- (=) me]
D=3 L—24) M| 9

Substituindo Fj na equagao 1, temos que:

o=y~ (F=5q) md
E= |7 L—2q) M| 9
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Bruna, amiga de Carol, sobe na prancha e caminha ao encontro de Carol, que salta fora
quando a prancha comeca a se inclinar. Entdo, Bruna continua caminhando até a extremidade
esquerda da prancha e, quando chega |3, a escala da balanga da direita marca zero. Qual deve ser a
massa de Bruna.

Se ndao houve movimentacao da prancha no eixo x, entao temos as mesmas configuragdes
que antes. Portanto, para nao indicar for¢a na balanca da direita, temos que:

Fy =0
LY d =0

[2' _(L—Zd)'mB]'g_
1

M(d) =0
2 3 e =

1.6.2. Levantando uma roda

Uma roda, de massa M e raio R, como na figura abaixo, esta sobre uma superficie horizontal
e encostada em um degrau de altura h (h < R). O objetivo é levantar a roda até o degrau, por

N
intermédio de uma forca horizontal F aplicada sobre seu eixo.

—

Figura 14: Roda a ser erguida.

Qual deve ser a forga minima F,,;,, necessaria para levantar a roda?

Note que se a intensidade de F for menor que F,,;,,, entdo a superficie da base da roda exerce
uma forca normal, para cima, sobre a roda. Quando F aumenta, esta for¢ca normal diminui. Entao,
devemos aplicar a condicao de equilibrio estatico para determinar o valor de F que mantera a roda
no lugar quando a for¢ca normal for zero.

Nesse caso, o diagrama de forgas é:

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

Figura 15: Diagrama de forgas na roda.

Podemos aplicar a condicdo de equilibrio, fazendo que > M = 0 na roda. Como a forca de
contato entre a roda e a quina do degrau é conhecida, entdo, de acordo com o bizu que passamos,
vamos calcular o torque em relagao a esse ponto.

Zﬁza
M-g-x—Fupu-(R—h)=0

X
Fmin:m'M'g

Pela geometria do problema, temos que:
R? = (R — h)? 4+ x*?
x?=R?— (R — h)?
x2=[R— (R —-h)][R+R—-h]

x =+h(@2R + h)

Portanto:

R—h

- (,/h(ZR + h)) i

Note que quando h = 0, ndo existe obstaculo e, portanto, esperamos que F,,;,, é igual a zero.
Para h = R, esperamos que nenhuma forga seja suficientemente intensa para elevar a roda até o
degrau, como podemos ver com o resultado que encontramos.

N
Observe ainda que n3o colocamos a direcdo de F' para salientar que n3o precisamos
conhecer nada a seu respeito, mas, pelo teorema das trés forcas, devemos ter que a linha da for¢a

N
F' passando pelo centro (ponto de encontro das linhas de acdo das outras duas forgas) para que o
sistema esteja em equilibrio. Caso contrario, haveria um torque resultante nao-nulo em relagao ao
eixo.

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

1.6.3. Uma escada apoiada
Uma escada uniforme de 5,0 m, pesando 80 N, estd apoiada sobre uma parede sem atrito,
como a figura abaixo:

Parede sem atrito

N

50m 11
Piso dspero | 4,0 m

>

|<73,0 m—»

Figura 16: Escada bi apoiada.

A base da escada estd a 3,0 m da parede. Qual é o menor coeficiente de atrito estdtico
necessario entre a escada e o piso para que a escada ndo deslize?

Para a condicdao de menor coeficiente de atrito estatico devemos impor que:
For < ple - N

Em que F,; é a componente do atrito. Fazendo o diagrama de corpo livre para a escada,
temos:

R,

—
h

4,0 m

Figura 17: Diagrama de forgas e relagdes métricas na escada bi apoiada.

Pela condi¢ao imposta, temos que:
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Fatsﬂe'Nzﬂe—&
N
Pela condicao de equilibrio, temos que:
N—-P=0 N =80N
{Fat_Rx = 0=>{Fat=Rx
Aplicando que o momento resultante da escada deve ser nulo e escolhendo o ponto de apoio
da base da escada, temos:
R,-40—-P-15=0
80-1,5
R, = T =30N

Portanto:
F,; =R, =30N
Logo, o coeficiente de atrito minimo é de:
Fut 30
He Z 7 = Hemin = gg = |Hemin = 0,375 = 0,38

Lembre-se que, pelo teorema das trés forcas, podemos determinar a direcao da reacao no
ponto de apoio da base da escada:

x|

1

—
h

4.0m

d
Dl

1,5m 1,5m

Figura 18: Aplicagdo do teorema das trés forgas na escada bi apoiada.
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INDO MAIS

FUNDO!

i

1.7. Equilibrio estatico em um referencial acelerado

Chamamos de referencial acelerado aquele que, estando acelerado, nao esta girando em
relacdo a um referencial inercial.

Dessa forma, a forca resultante sobre um corpo que permanece em repouso em relacdo a
um referencial acelerado nado é igual a zero.

Um corpo em repouso em relacdo a um referencial acelerado possui a mesma aceleracdo que
o referencial. Dessa forma, as duas condicdes para que um corpo esteja em equilibrio estatico em
um referencial acelerado sao:

. YF=m-d.,
Em que d., € a aceleracdo do centro de massa, que também ¢é a aceleracdo do
referencial.

i. XM, =0
A soma dos torques em relagdao ao centro de massa deve ser nula.

-

A segunda condicdao vem da segunda lei de Newton para a rotagao, Zcmﬁ =Il.m-a
(trabalharemos esse assunto no préximo capitulo). Como o corpo ndo estd girando em relagdo a um
referencial inercial, portanto, @ = 6, impondo a segunda condicdo para o equilibrio estatico de um
corpo em um referencial acelerado.

ATENGAO

DECORE!

Q‘

6) Transporte de um bloco

O caminhdo da figura abaixo transporta um bloco de madeira, de massa m, altura h e secao reta
quadrada de lado L. Qual é a maior aceleracdao que o caminhao pode ter sem que o bloco comece a
se inclinar? Suponha que, antes de deslizar, o bloco se incline.

Comentarios:
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Note que ha trés forcas atuando sobre o bloco: forga gravitacional, forca de atrito estatico e a forca
normal. Note que a aceleracdo do bloco é devida a forga de atrito. Esta forga realiza um torque anti-
horario em relagdo ao centro de massa do bloco.

Além disso, a Unica outra forca a exercer um torque em relagao ao centro de massa do bloco é a
normal. Caso o caminh3do e o bloco ndo estivessem acelerados, a for¢ca normal estaria distribuida
uniformemente sobre a base do bloco. A medida que aumentamos a magnitude da acelerac3o, esta
distribuicao da normal se desloca e o ponto de aplicacao efetivo da forca normal se move para a
esquerda, produzindo um torque oposto equilibrador em relagao ao centro de massa.

Dessa forma, o maior torque equilibrador que esta for¢a pode gerar ocorre quando a for¢a normal
efetiva esta aplicada sobre a aresta da base.

O diagrama do corpo livre para o bloco é:

Vl— L —
.

m
Tﬂlcm ha—>
h/2 "g"mg
R

Para a primeira condicdao de equilibrio, temos:

D B =m-amy=0=>N-m-g=0=[N=mg|

ZP;C=m-acm,x=> Fpe=m-a

Para a segunda condicdo de equilibrio, temos:

2

Para o caso da aceleragdo maxima, devemos ter d = L /2. Substituindo os termos na equagao logo
acima, vem:

ZM =0=>F; ——N-d=0,emqued <—
cm 2

h L
(m'améx)'i_(m'g)'z=0
L
améx=E'g
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NOVIDADE

2. Rotacgao

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos ndo vistos em ensino médio comum.
Daremos algumas nog¢des da dindmica da rotacdo para corpos extenso e resolveremos alguns
exemplos. O ITA e o IME ja colocaram algumas questdes que envolvem este assunto, principalmente
0 conceito de energia mecanica para corpos que rolam.

N3do fique muito tempo neste capitulo, pois sua incidéncia no vestibular é baixa. Apenas
guarde alguns conceitos e tenha uma boa nogado para a prova.

Para isso, vamos utilizar alguns conceitos ja vistos na cinematica do movimento circular para
a particula e expandir os conceitos para um corpo extenso.

2.1. Cinematica rotacional

Considere um corpo rigido, como por exemplo um disco, girando em torno de um eixo. Todo
ponto do disco gira em torno do eixo fixo em um circulo cujo centro estd no eixo e cujo raio é a
distancia radial do ponto ao eixo de rotacdo, como mostra a figura abaixo:

Linha de
referéncia

Figura 19: Disco girando em torno de um eixo.

Para a i-ésima particula P; do disco, a uma distancia 7; do centro, temos o seguinte vinculo
geomeétrico:

dS'l' =Ti'd9

Em que df é o deslocamento angular. Lembre-se que os angulos sempre sdao medidos em
radianos. Além disso, convencionamos o sentido anti-horario como o positivo, entao d@, 6; e ds;
sao todos positivos.
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Como vimos em cinematica do movimento circular da particula, a taxa temporal de variagao
do angulo é a mesma para todas as particulas do disco, isto é, como o disco é um corpo rigido, todas
as particulas varrem angulos iguais em um mesmo intervalo de tempo.

Chamamos essa taxa temporal de variacao de angulo de velocidade angular do disco. Por
definicdo, a velocidade angular instantanea w é:

—de
T dt

Lembrando que radiano é adimensional, a dimensao da velocidade angular é a do inverso do
tempo, T™1.

w

Além disso, vimos o conceito de aceleragao angular, que é a taxa de variacdo da velocidade
angular. A aceleracdo angular média é definida como:

Aw
Oméa = A_t
A taxa instantanea de variacao da velocidade angular é a aceleracdo angular instantanea a:
dw
T dt

Em que a unidade no Sl é rad /s?. Relembrando, temos as equagdes horarias para velocidade
angular e para deslocamento angular:

a

Ww=wyta-t
a - t?
2
Além disso, vale a equacao de Torricelli para a cinematica da rotacao:

wr=wi+2-a-(0-6,)

Podemos definir a velocidade linear v, de uma particula do disco é tangente a sua trajetoria
circular e tem a magnitude ds;/dt. Sendo assim, existe uma relagao entre a velocidade tangencial e
a velocidade angular do disco:

9:90+w0t+

dSi d9
—ar Ve
V=1, W

De forma analoga, podemos relacionar a aceleragao tangencial a; de uma particula do disco
e a aceleracdo angular:

dv; dw
a, =——=171;  —
T de Tt ot

a, =1-a

Cada elemento de massa do disco tem uma aceleragao centripeta, que aponta radialmente
para dentro, e possui a magnitude dada por:

Vi _ (1 - w)?
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a. =1; - w?

Até aqui, ndo introduzimos nenhum conceito novo, caso nao esteja familiarizado com alguma
dessas equacgdes, sugiro que volte as respectivas aulas que tratam desses temas.

TOME

NOTA!

&

2.2. Energia cinética rotacional

A energia cinética total de um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo é a soma das
energias cinéticas de cada particula que constitui o corpo. A energia cinética da i-ésima particula, de
massa m;, é dada por:

Somando sobre todas as partl'culas do corpo e usando a relagdo v; = 1; - w, temos:

m; - v} m; - 1y

EC_ZECl Z : Z - Zml ' '(1)2
Zmi 18 |- w?
7

Chamamos de momento de inércia I do corpo em relacdo ao eixo de rotacdo o termo:

I=Zmi-r2
i

Dessa forma, a energia cinética de rotacdo de um corpo rigido que esta girando em torno de
um eixo fixo é dada por:

ATENGAO

DECORE!

Q‘

7)

Um corpo formado por 4 particulas pontuais, cada uma de massa m, ligadas por hastes bem rigidas
e de massas despreziveis, dispostas nos vértices de um retangulo de lados 2a e 2b, como mostra a
figura abaixo:
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Eixo de rotagao

O conjunto gira com rapidez angular w em torno de um eixo do plano da figura que passa pelo centro
do retangulo. Determine a energia cinética do corpo utilizando o conceito de momento de inércia.

Comentarios:

De acordo com a definicdo de momento de inércia, temos:

I=Zmi-ri2=m1-rf+m2-r22+m3-r32+m4-rf
i

I=m-a’?+m-a>+m-a?>+m-a?

I =4 -m-ad?]

Entdo:

4-m-a?- w?

2
2

I - w?
EC= > =>EC=

Ec=2-m-a* w

Podemos confirmar o resultado somando a energia cinética de cada particula:

m; - v} m - v?
EC=ZECi=Z%=4-T=2-m-(a-w)2=2-m-a2-w2
i i

Observe que I ndo depende do comprimento b. O momento de inércia depende apenas da distancia
das massas ao eixo, e ndao de onde as particulas se localizam ao longo do eixo.

Qual sera o momento de inércia deste sistema para um eixo de rotacdo paralelo ao anterior, mas
passando por duas das particulas?
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Eixo de rotagdo

N
lon

2a

Agora, o momento de inércia serd dado por:
I=Zmi-ri2 =m;-rf+my-r2=m-Qa)>+m-Qa)?=4-m-a®+4(m-a?)
i

I=8-m-a®

Note que o momento de inércia mudou. Ele foi acrescido de 4(m - a?). Mais tarde veremos um
teorema que esclarece um pouco esse resultado.

INDO MAIS

FUNDO!

L

2.3. Calculo do momento de inércia

Do ponto de vista fisico, podemos dizer que o momento de inércia em relacdo a um eixo é
uma medida da resisténcia inercial que o corpo opde a variagdes de seu movimento de rotacdo em
torno do eixo. Dizemos que é o analogo rotacional da massa.

Em outras palavras, quanto mais afastado do eixo estd um elemento de massa, maior o seu
raio de giracao (7;), ou seja, maior a sua contribui¢do para o cdlculo do momento de inércia do corpo
em relacao ao eixo.

Lembre-se que o momento de inércia de um corpo rigido em relagao a um eixo escolhido
depende tanto da massa quanto da distribuicdo de massa em relacdo a este eixo.

Portanto, diferentemente da massa de um corpo, que é uma caracteristica intrinseca do corpo, o
momento de inércia depende da localizagao do eixo, bem como a distribuicdo de massa do corpo.

Para sistema discreto de particulas, isto é, um sistema que apresenta uma finidade de
particulas de massa m; e raio de giragdo 7;, entdo o momento de inércia pode ser calculado pela
expressao:
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n
— 2
I = Z m; - 1y
i=1
Em corpos continuos, o momento de inércia é calculado dividindo o corpo em elementos de

massa, tao pequenos quanto se queira, e efetuando a soma do elemento de momento de inércia de
cada massa pequenina. Matematicamente temos:

I=J’r2dm

Em que r é a distancia radial, ao eixo, do elemento de massa dm. Antes de calcular a integral,
vocé deve expressar dm como uma massa especifica vezes um comprimento, ou uma area, ou um
volume, mas esse ndo é o foco do nosso curso. Por isso, vamos apenas apresentar alguns resultados.

Apenas como curiosidade, vamos calcular o momento de inércia de uma barra fina
homogénea de comprimento L e massa M em relagdo a um eixo que passa perpendicularmente por
uma de suas extremidades, conforme a figura abaixo:

A
L~
\ 4

Figura 20: Barra girando em relagéo ao eixo y.

Como a barra é homogénea, isto é, para cada um de seus segmentos, a massa por unidade
de comprimento A é constante e iguala M /L. Entdo:

_M_dm
L dx
Logo:
L L
x3 L3 M L3
I=jx2dm=>1=jx2/1dx=/1- — =2 |—=0]=— -—
3 3 L 3
o 0
.I_M-Lz
3
DECORE!

Q‘

Vamos apresentar alguns resultados importantes:
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1. Esfera macica de massa M com eixo passando pelo centro:
2 2
I ==MR
5
2. Aro de massa M e raio R com eixo passando perpendicularmente pelo seu centro:
y
| = MR?
3. Disco homogéneo de massa M e de raio R com eixo passando perpendicularmente
pelo seu centro:
y
- -
Fum™"
4. Cilindro macigo homogéneo, de massa M, em relagao ao seu eixo:
& Estatica
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2.4. Teorema dos eixos paralelos

Este teorema é bem Uutil para simplificar o cdlculo do momento de inércia. Considere um
corpo extenso cujo momento de inércia em relagao a certo eixo é I e seja I, 0 momento de inércia
em relacdo a um eixo paralelo, que passa pelo centro de massa, conforme figura abaixo:

Figura 21: Corpo de formato qualquer girando em torno de um eixo paralelo ao seu centro de massa, onde h é a distdncia entre os eixos.
O teorema dos eixos paralelos diz que:
— 2
[=1,,+Mh

Para provar este teorema, vamos utilizar o conceito de energia cinética. Podemos dizer que
a energia cinética do corpo é dada por:

Em que I é o momento de inércia em relagao ao eixo fixo. Por outro lado, podemos dizer que
a energia cinética é a energia cinética de translacdo (M - v2,)/2 mais a energia cinética de rotacdo
(I.y - w?)/2 em relagdo ao centro de massa.
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Dessa forma, temos que:

Figura 22: Aplicagdo do teorema dos eixos paralelos.

Note que o centro de massa se move ao longo de uma trajetodria circular de raio h, de forma

que é valido v,,,, = h - w. Portanto:
I -w?>=M-v2, + I ©?

I-w?=M-(h-w)?+1,, v
vl =14 +M-h?

2.5. Segunda lei de Newton para a rotagao

Para fazer um corpo girar, vocé deve |lhe aplicar uma rotacao inicial. Por exemplo, podemos
- -
girar um disco aplicando a ele as forgas F; e F, exercidas tangencialmente nas bordas, como na

figura abaixo.

e

F;

Pnd

F

Figura 23: Forgas tangenciais girando um disco.

Note que o sentido e a diregao das forgas sao muito importantes para fazer o corpo girar. Se
as mesmas forgas fossem aplicadas nos mesmos pontos, mas em uma dire¢ao radial, o disco naoiria

girar.
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Figura 24: Forgas na diregéo radial ndo sdo capazes de rotacionar o disco.

Além disso, note que se aplicarmos as mesmas forgas tangencialmente, mas em pontos mais
proximos do centro do disco, entao o disco gira, mas com uma rapidez angular menor.

Figura 25: for¢as com diregdo tangencial mas préoxima do disco.

Considere uma particula de massa m presa a uma das extremidades de uma haste rigida, sem
massa, de comprimento r. A haste pode girar livremente em torno de um eixo fixo que passa
perpendicularmente por sua extremidade em A. Por construcdo, a particula pode se movem apenas
em um circulo de raio r. Se uma Unica forca Fé aplicada sobre a particula, como mostra a figura
abaixo, entdo podemos aplicar a segunda lei de Newton para a particula apenas nas componentes
tangenciais:

Barra rigida sem massa

Eixo de rotagao

A
Figura 26: Decomposi¢cdo da for¢a na diregéio tangencial gerando torque em relagdo ao eixo de rotagéo que passa por A.
F t — m- at

Em que F; = F - sen ¢ € a componente tangencial da forga F e a; € a componente tangencial
da aceleragao. Algebricamente, podemos reescrever a segunda lei de Newton na dire¢ao tangencial
para as grandezas angulares:
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r-Fb=m-r-a;
r-Fb=m-r-r-a
r-Fp=m-r?)-«a
Note que 7 - F; é o modulo do torque T em relagao ao eixo de rotagdo associado a forga. Ou
seja:
T=r-F
Portanto:
T=(m-r?) -«

Aplicamos esse conceito a uma particula que gira em torno de um ponto fixo. Podemos
aplicar essa ideia a um corpo extenso. O torque da i-ésima particula em relacdo a um eixo fixo é
dado por:

(Tres)i =m;- riz a

Em que (7,.5); € 0 torque devido a forga resultante sobre a i-ésima particula. Somando sobre
todas as particulas nos dois lados, temos:

Z(Tres)i :Zmi'riz'a: (Zmi-riz)-azl-a

Como ja mencionamos anteriormente, a forga resultante que atua sobre um sistema de
particulas é igual a forca externa resultante que age sobre o sistema, ja que as forgas internas se
anulam aos pares.

O efeito dos torques internos exercidos entre as particulas de um sistema conduz a um
resultado analogo, ou seja, o torque resultante que atua sobre um sistema é igual ao torque externo
resultante que age sobre o sistema. Em outras palavras:

- _ - _I -
Textres — Text =1

Note que essa equacao é o analogo rotacional da segunda lei de Newton para o movimento
= =
de translacdo, E., = X F =m-d

8)

Considere uma barra fina homogénea de comprimento L e massa total M, articulada em uma de
suas extremidades. Ela é abandonada da posi¢cao horizontal. Desprezando o atrito e a resisténcia do
ar, calcule a aceleragao angular da barra imediatamente apds ser solta e a intensidade da forga F,
exercida sobre a barra pelo pivo neste instante.
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Comentarios:

Podemos determinar a aceleracdo angular aplicando a segunda lei de Newton para a rotacao:

D Fee=1-d

Diante disso, precisamos conhecer o torque resultante na barra. Note que a Unica forca externa a
exercer um torque externo na barra em relagdo ao eixo que passa por A é a for¢a peso. Como a
barra é homogénea, entdo o seu centro de gravidade estd em seu centro, a uma distancia L/2 do
eixo. Entao:

L

=M.-qg- -—
Tgrav g 2

Para uma barra homogénea, o momento de inércia em relacdo a uma extremidade é dado por:
1 2
I ==ML
3

Portanto, em moédulo, temos:

Mg Loty
9573 “

_ 39
T 2L

Para determinarmos a forca em A, devemos utilizar a segunda lei de Newton para a barra:

ZFext =M'acmy3M'g_FA=M°acmy
y

a

Mas:
_ L2
acmx =Tem W

Como logo apds o abandono da barra a velocidade angular é zero, entao:

L,
=3 acm = E c - = O
Pela aceleragao tangencial, temos:
L 3g 3g
Qp =7 Q= Gon, = Qon, = Tom " @ =557 =7
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Substituindo na segunda lei de Newton, temos:

3 M
M'g_FA=M'_$FA=_

'
h
h
h
h
h
h
h
i
1
|
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
1

PEGADINHA

2.5.1. Condi¢oes de nao-deslizamento

Em muitas questdes de vestibulares e em situacdes fisicas cotidianas € comum ocasides em
que um fio tensionado estd em contato com uma polia que gira. Para que o fio ndo escorregue sobre
a polia, as partes do fio e da polia que estdo em contato direto devem possuir a mesma velocidade
tangencial, ou seja:

vt=R'(l)

Em que v; é a velocidade tangencial do fio e R - w é a velocidade tangencial do perimetro da
polia. Como R é o raio da polia e w é a rapidez angula da polia, entdo, derivando em relacdo ao
tempo a equagao logo acima, vem:

a;=R-«a

ATENGAO

DECORE!

o0

o

9)

O sistema da figura abaixo é abandonado do repouso. O atrito no suporte é desprezivel, mas a massa
da polia ndo é desprezivel. Se o fio ndo desliza na polia e m; > m,, qual a ordem de magnitude das
tracbes T, e T,?

Comentarios:

Imediatamente apds abandonar o sistema, a massa m, acelera para baixo, a massa m, acelera para
cima e a polia vai girar no sentido anti-horario com certa aceleragao angular.

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15ITA

Aplicando a segunda lei de Newton para o bloco de massa m,; e como m, vai para baixo, temos que:
m-g>T

Para o bloco de massa m,, temos:
I,>my-g

Devido ao fato de a polia girar no sentido anti-horario, o torque resultante sobre ela deve ser anti-
horario. Como os dois bracos de alavanca sao iguais, torque maior implica tragdo maior. Entao:

T, —1,>0=>0m;-g—T) R—(my-g—T,)-R>0
T,—Ty<(my—my)-g
Como m,; > m,, entao:
T, — T, <0
“T, <T,

Portanto:

ml‘g>T1>T2>m2‘g

2.6. Poténcia

Para colocar um objeto para girar, vocé deve realizar trabalho sobre ele, aumentando a sua

N
energia cinética, de acordo com o Teorema da Energia Cinética. Se uma for¢a F age sobre um corpo
que gira, ao rotacionar um angulo d@, o ponto de aplicacdo da forca se desloca de uma distancia
ds = r - df (de acordo com a geometria plana) e a forca realiza um trabalho expresso por:

dW =F,-ds=F;,-r-df =1-df

Em que T é o torque exercido pela forca ﬁ, F; é a componente tangencial de FedWéo
trabalho realizado por um torque T sobre um corpo que gira de um pequeno angulo d@. Entdo:
dW =1 -df
Pela definicao, a poténcia desenvolvida pelo torque representa a taxa com que o torque
realiza trabalho e pode ser calculada como:
aw do
= =T+ r—
dt dt
Mas, da cinematica da rotagdo, sabemos que d6/dt = w, portanto:

Note que dW =1 -df e P = T - w sdo os andlogos rotacionais das equacdes lineares dW =
Fgr -dle P = Fy - v, respectivamente.
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ATENGAO

DECORE!
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10)

Considere uma roda gigante girando com rapidez angular de 2,0 rev/h. Ela possui um raio de
67,5 m e sua massa é de 1600 toneladas. Se a distancia maxima percorrida pelo compartimento que
leva os passageiros é de 10 metros, determine o torque necessdrio para parar a roda, enquanto seu
perimetro percorre 10 m. Além disso, calcule a intensidade forca de frenagem aplicada sobre o
perimetro.

Comentarios:

Inicialmente, devemos perceber que o trabalho realizado sobre a roda é igual a sua variacao de
energia cinética:

W=AE.>W=r1-A8

Pela equacdo da cinematica da rotacdo, temos:

29 = n =5 =20 _ 0148 rad
= . = = —_-= — =
s=r S=g75= 0 ra

O momento de inércia de uma roda gigante pode ser aproximado ao momento de inércia de um
anel, isto é:

I=m-12=1=16-10°-(67,5)?
1=729-10° kg - m?

Pelo Teorema da Energia Cinética, temos:

I
T-A0 =0—

Lembrando que devemos transformar a unidade da velocidade angular:
2,0rev/h =3,49-10"3rad/s
Entdo:
I - w? 7,29 102 - (3,49 - 1073)2

YV R 20,148

|| =3,0-10° N -m

Assim, a forca necessaria para frear a roda gigante é tangente ao perimetro e deve exercer torque
calculado anteriormente:

|t =F-R

7| 3,0-10°
F=—oF="— =[F=44-103N
R 67,5
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PRESTEMAIS

ATENCAO!

oy

2.7. Rolamento de corpos com ou sem deslizamento

2.7.1. Rolamento sem deslizamento

Quando um corpo rola em um plano sem deslizar, os pontos do corpo em contato com o
plano estdo instantaneamente em repouso e o carretel gira em torno de um eixo de rotagdo que
passa pelos pontos de contato. Em outras palavras, a velocidade relativa entre o corpo e o plano é
nulo.

Considere uma roda de raio R rolando, sem deslizar, sobre uma superficie plana. O ponto P
da roda se move com rapidez dada por:

Trajetoria do ponto
/ decontato

Eixo instantaneo de rotagao

Figura 27: Roda rolando para a direta. O ponto P se move para cima e para direita. Quando o ponto P passa acima do centro da roda, ele
atinge a altura mdxima.

V=T7Tr-w

Em que r é a distancia do ponto P ao eixo instantaneo de rotacdo. Dessa forma, o centro de
massa da roda se move com velocidade de:

Uum =R -w

Para o ponto no topo da roda (r = 2R), a velocidade linear do ponto é o dobro da velocidade
do centro de massa. Derivando a velocidade do centro de massa em relagdao ao tempo, temos:

aAcm = R-«

Se uma roda de raio R rola, sem deslizar, em um percurso reto, entao ao girar de um angulo
0, o ponto de contato da roda com a superficie se desloca de uma distancia s, que esta relacionada
com o deslocamento angular de acordo com a expressao:

Ss=R-60
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Figura 28: Relagdo entre o deslocamento angular e descolamento linear da roda que nédo derrapa.

Caso a roda esteja rolando sobre uma superficie plana, entdao o seu centro de massa
permanece diretamente acima do ponto de contato entre a roda e a superficie, e percorre a
distanciaR - 6.

Para um corpo que rola, a energia cinética é dada pela soma de sua energia cinética de
translagdo (Mv2,/2) com a energia cinética devido a rotagdo (I.,,w?/2). Entdo:

2 2
M-vh, Igp-w
EC == +
2 2

ATENGAO

DECORE!

‘Qb

11)

Uma bola de boliche de raio v e de massa m, rola sem deslizar com velocidade v,, em uma pista
horizontal. Determine a altura maxima h alcancada pela bola no plano inclinado.

Comentarios:

Se nao ha deslizamento, nao existe dissipagdao de energia por atrito cinético. Além disso, ndo ha
forgas externas atuando sobre o sistema bola + rampa + Terra, e com isso, ndo ha trabalho
externo sobre o sistema. Entdao, podemos conservar a energia mecanica entre o instante que a bola
estd na base da rampa e no ponto mais alta da trajetéria na rampa.

Entao:
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inicial _ pfinal
Emec - Emec

2 2
Uem Icm T w

2 2
Lembrando que o momento de inércia de uma esfera em relagao ao eixo que passa pelo centro é de

m
m-g-h+0=0+

2 .
I = Emrz, entdo:

2
m: Uczm n gmrz ) (vcm/r)z
2 2
o Vin | Vo _ Tl
2g 5g 10

Note que se ndo houvesse o rolamento, a altura maxima seria dada por:

m-g-h+0=0+

2
vcm
29
Como esperado, existe uma energia relacionada ao rolamento da esfera, fazendo com que a esfera
alcance uma altura maior.

h =

A segunda lei de Newton para a rotacdo, T = I - «, é valida em qualquer referencial inercial.
Entretanto, ela também é vdlida em referenciais acelerados, desde que o momento de inércia e
todos os torques sejam calculados em relagdao a um eixo que passa pelo centro de massa do sistema.
Em outras palavras:

(Tres)cm =Ilm-a

Se o centro de massa esta acelerado, o referencial do centro de massa é nao-inercial, por
exemplo uma bola de boliche rolando para baixo em um plano inclinado. Como vimos nas aulas de
dinamica, as equag¢des da segunda lei de Newton nao valem em referencial nao-inerciais.
Entretanto, para a rotacao as equacgdes sao validas em referenciais nao inercial, aplicando a segunda
lei no centro de massa.

2.7.2. Rolamento com deslizamento

Se um corpo desliza enquanto rola, a condigdao de nao-deslizamento (v,,, = R - w) ndo é mais
cumprida. Quando jogar langa uma bola sem rotagao inicial (w, = 0), se a bola derrapa sobre a pista,
entdao v.,, > R - w. Entretanto, devido ao fato de a superficie ser dspera, a forga de atrito ira reduzir
a velocidade linear do centro de massa (v,,,).
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Figura 29: Devido ¢ forga de atrito, a velocidade linear do centro de massa V., diminui e aumenta a rapidez angular w até que a igualdade
Vem = W * R seja alcangada.
Dessa forma, a medida que v, diminui de intensidade, sua velocidade angular (w) aumenta,
até que a condig¢ao de ndo-deslizamento (v.,,, = R - w) seja atingida e, em seguida, a bola rolard sem
deslizar.

Note que em pista de boliche, a superficie é bem lisa e quando vocé lancga a bola, ela derrapa
em um trecho longo. As pistas sao bem cuidadas e possuem uma fina camada de dleo para serem
bem escorregadias, isto é, u bem pequeno para aproveitar mais a fase de escorregamento da bola
de boliche.

Quando vocé da uma tacada em uma bola de bilhar, bem acima do seu centro de massa, ela
. s . v
ird transladar e rotacionar de tal forma que w > %.

Figura 30: Bola girando com rapidez angular muito alta. A for¢a de atrito acelera a bola no sentido do movimento.

Nesta situagdo, a forga de atrito cinético aumentara v, e reduzird w até que a condigdo de
nao deslizamento (v, = w - R) seja atingida.

NOVIDADE

2.8. Quantidade de movimento angular ou momento angular

Ja vimos a conservagao da energia e a conservagao da quantidade de movimento linear.
Agora, vamos trabalhar os conceitos de quantidade de movimento angular e sua conservagao. Por
intermédios de experimentos, podemos evidenciar que 0 momento angular nunca é criado ou
destruido, ou seja, ele se conserva.

Vimos também as definicdes de produto vetorial e vimos que o torque de uma forga F em
relagdo a um ponto O pode ser definido como:

T=7XF

Geometricamente, temos:
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Figura 31: Quando F e 7 séo perpendiculares ao eixo z, entéo o torque em relagcéo a O serd paralelo ao eixo z.

Se vocé estiver com duvidas em como trabalhar com o produto vetorial, sugiro que volte a
aula 00 e revise este importante conceito matematico amplamente usado na Fisica.

Considere uma particula de massa m se movendo com velocidade ¥ na posicdo 7 em relac3o

N
a origem. Como vimos na aula 14, a quantidade de movimento linear da particula é de Q = m - .

S
Definimos a grandeza vetorial L, denominada quantidade de movimento angular ou momento

angular como o produto vetorial de 7 por p:
L=7Xp

Geometricamente, temos:

Yy
pP=m- 7,
G
-
7
(0
L =7xp

Figura 32: Definicdo de momento angular.

Note que semelhante ao torque, o momento angular é definido em relagao a um ponto do

espago.

Considere uma particula de massa m, presa a um disco circular de massa desprezivel, que se
move em um circulo no plano xy , com centro na origem dos eixos. Se o disco gira em torno de
z,com velocidade angular dada por @ = w k, ent3o a quantidade de movimento angular da particula

presa ao disco em relagdo ao seu centro é de:
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Figura 33: Defini¢do de momento angular e a relagéo entre os vetores.
- ~
L=7"xp=7FXm-v=r-m-v-sen(90°) k =

Mas lembre-se que:

Entdo:

L=rm-G-w)k=m-1)-0k=m-r®)-&
Portanto:
L=(m-r®)-@
Lembrando que m - r? é o momento de inércia de uma particula em relacdo ao eixo z que
passa pelo centro do disco, entao:

L=1®

Note que calculamos o momento angular em relacdo ao centro do disco. Se tivéssemos
tomado qualquer outro ponto ao longo do eixo z, o resultado ndo seria 0 mesmo, isto é, teriamos
outro valor para o momento angular.

Além disso, observe a semelhanca entre o momento angular (L = I - @) e o momento linear
N
(Q = m - V). Repare que o momento de inércia é o analogo da massa para a rotac3o.
Existem varios resultados importantes que relacionam torque e momento angular de um

sistema de particulas. O primeiro resultado é a segunda lei de Newton para o movimento de rotagao:

N
N _ dLsis
Text res — dt

Essa equagao nos diz que o torque externo resultante sobre um sistema, em relagdo a um
ponto fixo, é igual a taxa de variagao do momento angular do sistema em relagao ao ponto escolhido

em questao.
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Além da segunda lei, podemos estabelecer o teorema do impulso angular:
t2
ALgs = f Text resdt
ty
Em outras palavras, quando somamos os torques externos resultantes de t; a t,, podemos
variar o momento angular do sistema nesse intervalo de tempo. Note como a equacdo logo acima é
, . - to, 2
o analogo rotacional de AQ;s = ft 2 F et resdt.
1

A partir da segunda lei de Newton para a rotacdo, se o torque externo resultante é nulo,
dlsis _ & . . 7P . . o
== = (), isto é, L € constante. Esse resultado é muito empregado na gravitagdo, por

entao
exemplo.
Outro exemplo comum é o da patinadora no gelo. Quando ela comeca a girar, o torque

exercido pelo gelo é muito pequeno e podemos dizer que 0 momento angular é aproximadamente
constante. Dessa forma, se ela diminui seu momento de inércia recolhendo os bracgos, entdo sua

S
velocidade angular aumenta, ja que |L| =1 -|w| = constante.
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HORADE

PRATICAR!

3. Lista de exercicios

1. (ITA-2020 - 22 Fase)

Uma prancha retangular de espessura uniforme, 50 m de comprimento, 1,5 g/cm3de
densidade e 10 kg de massa homogeneamente distribuida, é parcialmente submersa na piscina
ilustrada na figura, em cuja parede (lisa) se apoia, formando um angulo de 30° com o piso

horizontal, cujo coeficiente de atrito com a prancha é 0,61/3. Determine para quais alturas y
do nivel de dgua a prancha permanece em equilibrio estatico nessa posicao.

=y

9

Nivel da dgna

2. (ITA -1990)

Para que a haste AB homogénea de peso P adudtdicttddttittdidddilatidiiils
permanec¢a em equilibrio suportada pelo fio
BC, a forca de atrito em A deve ser:

nini iy

P
a)i 5
b);

P2

c)—
2

0 P2
4

e) de outro valor.
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3. (ITA-1991)

Na figura abaixo, a massa esférica M pende de um fio de comprimento [ mas estd solicitada
para a esquerda por uma forga F que mantém a massa apoiada contra uma parede vertical P,
sem atrito. Determine os valores de F e de R (reacdo da parede). (O raio da esfera << [).

F R

) 2MgV3  MgV3
3 3

b) 2MgN3  2MgV3
3 3

. 2MgN3  2MgV3
3 3

Q) 2MgN3  2MgV3
3 3
2M

e) MgV3 V3
3

4. (ITA-1993)

Um pedaco de madeira homogéneo, de secdo transversal constante A e comprimento L,
repousa sobre uma mesa fixa no chdo. A madeira esta com 25% do seu comprimento para
fora da mesa, como mostra a figura. Aplicando uma for¢a P = 300 N no ponto B a madeira
comega a se deslocar de cima da mesa. Qual é o valor real do peso Q da madeira?

a)Q = 150N A B
b) Q = 300 N

) Q = 400 N

dQ=600N ;’
e)Q =900N TIITTTII7 7777777777 77777777

5. (ITA-1993)

Uma haste metalica de secdo retangular de drea A e de comprimento L é composta de dois
materiais de massas especificas p; e p,. Os dois materiais constituem hastes homogéneas de
comprimentos [; e l,, com l; + 1, = L e l; = 31, soldadas nas extremidades. Colocada a
haste sobre um cutelo verifica-se que o equilibrio é atingido na situacao indicada na figura.
Calcule a relagdo p,/p5.
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a)p1/p2 =1 L/2 w2
b) p1/p2 = 2

=3 e ————————— -
€) p1/p2 s s YA

d) p1/p2 = 2,5
e)p1/p; =04

6. (ITA-1993)

Duas esferas condutoras, de massa m, bem pequenas, estao igualmente carregadas. Elas estao
suspensas num mesmo ponto, por dois longos fios de seda, de massas despreziveis e de
comprimentos iguais a L. As cargas das esferas sdo tais, que elas estardao em equilibrio quando
a distancia entre elas é igual a a (a < L). Num instante posterior, uma das esferas é
descarregada. Qual sera a nova distancia b (b < L) entre as esferas, quando apds se tocarem
o equilibrio entre elas for novamente restabelecido?

a)b=a/2

b) b = av2/2
¢)b = avV3/2
d)b=a/¥2
e)b=a/V4

7. (ITA-1994)

Uma barra homogénea do peso P tem uma extremidade apoiada num assoalho horizontal e a
outra numa parede vertical. O coeficiente do atrito com relagao ao assoalho e com relagao a
parede sdo iguais a u. Quando a inclinagdo da barra com relagdo a vertical é de 45°, a barra
encontra-se na iminéncia de deslizar. Podemos entdo concluir quo o valor de u é:

a)1— (2/2)
b)vV2 -1
c)1/2
d)v2/2

e)2 -2

8. (ITA-1995)
Considere as trés afirmativas abaixo sobre um aspecto da Fisica do Cotidiano:

| — Quando Jodo comecou a subir pela escada de pedreiro apoiada numa parede vertical, e ja
estava no terceiro degrau, Maria grita para ele: — “Cuidado Jodo, vocé vai acabar caindo, pois,
a escada esta muito inclinada e vai acabar deslizando".
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Il — Jodo responde: “— Se ela ndo deslizou até agora que estou no terceiro degrau, também
nao deslizara quando eu estiver no ultimo. "

Ill— Quando Jodo chega no meio da escada fica com medo e da total razao a Maria. Ele desce
da escada e diz a Maria: “Como vocé é mais leve do que eu, tem mais chance de chegar ao fim
da escada com a mesma inclinacao, sem que ela deslize".

Ignorando o atrito na parede:

A) Mana esta certa com relacdo a | mas Jodo errado com relacao a Il.
B) Jodo esta certo com relagao a Il mas Maria errada com relagao a |.
C) as trés afirmativas estdo fisicamente corretas.

D) somente a afirmativa | é fisicamente correta.

E) somente a afirmativa Il! é fisicamente correta.

OBS: Para esta questdo escreva no caderno de respostas as equagdes que fornecem o
equilibrio de uma escada apoiada numa parede vertical com uma pessoa sobre ela.

9. (ITA-1997)

Um corpo de massa m é colocado no prato A de uma balanca de bracos desiguais e equilibrado
por uma massa p colocada no prato B. Esvaziada a balanga, o corpo de massa m é colocado no
prato B e equilibrado por ura massa q colocada no prato A. O valor da massa m é

a) pq

b) \/pq

c@+q)/2

d) (@ +q)/2

e)pq/(p +q)

10. (ITA - 1998)

Um caixote de peso W é puxado sobre um trilho horizontal por uma forga de magnitude F que
forma um angulo 0 em relacdo a horizontal, como mostra a figura. Dado que o coeficiente de
atrito estatico entre o caixote e o trilho é p, o valor minimo de F, a partir de qual seria possivel
mover o caixote, é:

2W
a) —

1-u

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

W-sen 6

b)
c)

d)
e)(1—u-tg) - w

1-utgo
ww-sen @
1-utg o
u-w-sec
1-u-tg 6

11. (ITA - 1999)

Um brinquedo que as mamaes utilizam para enfeitar quartos de criancas 6 conhecido como
"mobile". Considere o "mobile" de luas esquematizado na figura abaixo. As luas estdo presas
por meio de fios de massas despreziveis a trés barras horizontais, também de massas
despreziveis. O conjunto todo estd em equilibrio e suspenso num Unico ponto A. Se a massa
dalua 4 é de 10 g, entdo a massa em quilogramas da lua 1 é:

a) 180. LU
b) 80. I - .
c) 0,36. Ll
d)0,18. 1 i . _Aj
e)9. : é— 4
’ 3 ~\ 4
&R

12. (ITA - 2006)

Considere uma pessoa de massa m que ao curvar-se permaneca com a coluna vertebral
praticamente nivelada em relagdo ao solo. Sejam m; = Em a massa do tronco e m, = gm a
soma das massas da cabeca e dos bracos. Considere a coluna como uma estrutura rigida e que
a resultante das forgas aplicadas pelos musculos a coluna seja F,, e que F,; seja a resultante
das outras forgas aplicadas a coluna, de forma a manté-la em equilibrio. Qual é o valor da forga

F,?

_FfP % 2d/3 (:'“ e 93 ]
000000 0RO80000C;

i dr a2 g

m4g m,g ¥

13.(ITA - 2006)

Considere um automovel de peso P, com trag¢ao nas rodas dianteiras, cujo centro de massa
esta em C, movimentando-se num plano horizontal. Considerando g = 10 m/s?, calcule a
aceleracdo maxima que o automaovel pode atingir, sendo o coeficiente de atrito entre os pneus
e o piso iguala 0,75.
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sentido do m
movimento f

14. (ITA - 2007)

Na experiéncia idealizada na figura, um halterofilista sustenta, pelo ponto M, um conjunto em
equilibrio estatico composto de uma barra rigida e uniforme, de um peso P1 = 100 N na
extremidade a 50 cm de M, e de um peso P, = 60 N, na posi¢cdo x, indicada. A seguir, o
mesmo equilibrio estatico é verificado dispondo-se, agora, o peso P, na posi¢ao original de P;,
passando este a posi¢cdao de distancia x; = 1,6 - x, da extremidade N. Sendo de 200 cm o
comprimento da barrae g = 10 m/s? a aceleragdo da gravidade, a massa da barra é de

< 200 cm >

a) 0,5 kg.
b) 1,0 kg.
c) 1,5 kg.
d) 1,6 kg.
e) 2,0kg.

15. (ITA - 2007)

No arranjo mostrado na figura com duas polias, o fio inextensivel e sem peso sustenta a massa
M e, também, simetricamente, as duas massas m, em equilibrio estatico.
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2L >

///////:‘// priisziiissiiiiiisisie st

Desprezando o atrito de qualquer natureza, o valor h da distancia entre os pontos P e Q vale
a) ML/\4m? — M2

b) L

c) ML/VM? — 4m?

d) mL/Vam? — M?

e) ML/\2m? — M?

IIO CI]IJ 30 cm

l 2 |
16.(ITA -2008) A4 = 2
A figura mostra uma barra de 50 cm de comprimento e massa desprezivel, sk
suspensa por uma corda 0Q, sustentando um peso de 3000 N no ponto
indicado. Sabendo que a barra se apoia sem atrito nas paredes do vao, a
razdo entre a tensdao na corda e a reagao na parede no ponto S, no Q 2
equilibrio estatico, é igual a / z
a) 1,5 20 cm
b) 3,0
c) 2,0
d)1,0
e) 5,0

17. (ITA - 2008)

Um cilindro de diametro D e altura h repousa sobre um disco que gira num plano horizontal,
com velocidade angular w. Considere o coeficiente de atrito entre o disco e o cilindro u > D /h,
L a distancia entre o eixo do disco e o eixo do cilindro, e g a aceleragao da gravidade. O cilindro
pode escapar do movimento circular de duas maneiras: por tombamento ou por deslizamento.
Mostrar o que ocorrerd primeiro, em funcao das variaveis.
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N

18. (ITA — 2009)

Chapas retangulares rigidas, iguais e homogéneas, sao sobrepostas e deslocadas entre si,
formando um conjunto que se apoia parcialmente na borda de uma calgcada. A figura ilustra
esse conjunto com n chapas, bem como a distancia D alcancada pela sua parte suspensa.
Desenvolva uma férmula geral da méaxima distancia D possivel de modo que o conjunto ainda
se mantenha em equilibrio. A seguir, calcule essa distancia D em funcao do comprimento L de
cada chapa, paia n = 6 unidades.

L
—
TTTTTTTTTITTT7T)
/
/
/ D
/

19. (ITA - 2010)

Considere um semicilindro de peso P e raio R sobre um plano horizontal nao liso, mostrado
em corte na figura. Uma barra homogénea de comprimento L e peso Q estd articulada no
ponto O. A barra esta apoiada na superficie lisa do semicilindro, formando um angulo a com a
vertical. Quanto vale o coeficiente de atrito minimo entre o semicilindro e o plano horizontal
para que o sistema todo permaneca em equilibrio?

a)u=cosa /[cosa + 2P(2h/LQ - cos (2a) — R/LQsena)]
b)u =cosa /[cosa + P(2h/LQ - sen (2a) — 2R/LQ cos a)]
c)u=cosa/[sena+ 2P(2h/LQ - sen (2a) — R/LQ cos a)]
d)u=sena /[sena + 2P(2h/LQ - cos (a) — 2R/LQ cos a)]
e)u=sena /[cosa+ P(2h/LQ - sen (a) — 2R/LQ cos a)]

20. (ITA - 2011)
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Um prisma regulai- hexagonal homogéneo com peso de 15N e
aresta da base de 2,0 m é mantido de pé gracas ao apoio de um dos
seus vértices da base inferior (ver figura) e a acao de uma forga
vertical de suspensao de 10 N (nao mostrada). Nessas condicdes, o
ponto de aplicacao da forca na base superior do prisma encontra-se

a) sobre o segmento RM a 2,0 m de R.

b) sobre o segmento RN a 4,0 m de R.

c) sobre o segmento RN a 3,0 m de R.
d) sobre o segmento RN a 2,0 m de R.

e) sobre o segmento RP a 2,5 m de R.

21. (ITA-2011)

Uma barra homogénea, articulada no pino O, é mantida na posicao
horizontal por um fio fixado a uma distancia x de 0. Como mostra a
figura, o fio passa por um conjunto de trés polias que também
sustentam um bloco de peso P. Desprezando efeitos de atrito e o
peso das polias, determine a forca de acdo do pino O sobre a barra.

22. (ITA-2012)

O arranjo de polias da figura é preso ao teto paia erguer uma massa de 24 kg, sendo os fios
inextensiveis, e despreziveis as massas das polias e dos fios. Desprezando os atritos, determine:

L x ]

S
1. O valor do mddulo da forca F necessaria para equilibrar o sistema.

S

2. O valor do médulo da forgca F necessario para erguer a massa com

velocidade constante. P
P

3. A forca (F ou peso?) que realiza maior trabalho, em mddulo,

durante o tempo T em que a massa esta sendo erguida com

velocidade constante.

24 kg
23. (ITA-2012)

A figura mostra uma chapa fina de massa M com o formato de um triangulo equilatero, tendo
um lado na posicao vertical, de comprimento a, e um vértice articulado numa barra horizontal
contida no plano da figura. Em cada um dos outros vértices encontra-se fixada uma carga
elétrica q e, na barra horizontal, a uma distancia a\/§/2 do ponto de articulacao, encontra-se
fixada uma carga Q. Sendo as trés cargas de mesmo sinal e massa desprezivel, determine a
magnitude da carga Q para que o sistema permanega em equilibrio.
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24. (ITA-2013)

Duas particulas, de massas m e M, estao respectivamente fixadas nas extremidades de uma
barra de comprimento L e massa desprezivel. Tal sistema é entdo apoiado no interior de uma
casca hemisférica de raio r, de modo a se ter equilibrio estatico com m posicionado na borda
P da casca e M, num ponto O, conforme mostra a figura. Desconsiderando forcas de atrito, a
razdo m/M entre as massas € igual a

a) (L* —2r?)/(2r?)

b) (2L% — 3r%)/(2r?)

o) (L* = 2r?)/(r* — L?)

d) (2L — 3r?)/(r? — L?)
e) (3L% — 2r?)/(L? — 2r?)

25. (ITA - 2014)

Um recipiente cilindrico vertical contém em seu interior trés esferas
idénticas de mesmo peso P que sao tangentes entre si e também a parede
interna do recipiente. Uma quarta esfera, idéntica as anteriores, é entao
sobreposta as trés esferas como ilustrado em pontilhado. Determine as
respectivas intensidades das for¢as normais em func¢ao de P que a parede
do recipiente exerce nas trés esferas.

26. (ITA - 2015)
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Na figura, o eixo vertical giratério z acima de O dada por imprime uma velocidade angular w =
10 rad/s ao sistema composto por quatro barras
iguais, de comprimento L = 1 m e massa desprezivel,
gracas a uma dupla articulagao na posicao fixa X. Por

sua vez, as barras de baixo sdo articuladas na massa M

de 2 kg que, através de um furo central, pode deslizar
sem atrito ao longo do eixo e esticar uma mola de 2L
constante elastica k = 100 N/m, a partir da posi¢cao O
da extremidade superior da mola em repouso, a dois
metros abaixo de X. O sistema completa-se com duas
massas iguais de m = 1 kg cada uma, articula- das as
barras. Sendo despreziveis as dimensdes das massas,
entdo, a mola distender-se-a de uma altura X

a)0,2 m
b)0,5m
c)0,6m
d)0,7 m
e)0,9m

27. (ITA - 2015)

A figura mostra um tubo cilindrico de raio R apoiado numa superficie R
horizontal, em cujo interior encontram-se em repouso duas bolas idénticas,

de raio r = 3R/4 e peso P cada uma. Determine o peso minimo P. do

cilindro para que o sistema permaneca em equilibrio.

¥

28. (ITA - 2016) P

Trés barras de peso desprezivel, articuladas nos pinos P, Q e R. constituem uma estrutura
vertical em forma de triangulo isdsceles, com 6,0 m de base e 4,0 m de altura, que sustenta
uma massa M suspensa em Q em equilibrio estatico. O pino P também é articulado no seu
apoio fixo, e o pino R apoia-se verticalmente sobre o rolete livre. Sendo de 1,5 x 10* N e
5,0 x 103 N os respectivas valores maximos das forcas de tracdo e compressdo suportaveis por
qualquer das barras, o maximo valor possivel para M é de

a) 3,0 - 102 kg. @,
b) 4,0 - 102 kg.
c) 8,0 -10% kg.
d) 2,4 - 10° kg.
e) 4,0 - 103 kg.
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29. (ITA - 2016)

Questao 6. Um caminhado bau de 2,00 m de largura e centro de gravidade a 3,00 m do chao
percorre um trecho de estrada em curva com 76,8 m de raio. Para manter a estabilidade do
veiculo neste trecho, sem derrapar, sua velocidade ndao deve exceder a

a) 5,06 m/s.
b) 11,3 m/s.
c) 16,0 m/s.
d) 19,6 m/s.
e) 22,3 m/s.

30. (ITA-2016)

A figura mostra uma placa fina de peso P dobrada em angulo reto e disposta sobre uma esfera
fixa de raio a. O coeficiente de atrito minimo entre estes objetas para que a placa nao
escorregue é

a)l

b) 1/2
vV2-1
d)vV3 -1

e) (V5 -1)/2

31. (ITA-2017)

Um bastado rigido e uniforme, de comprimento L, toca os pinos P e Q fixados numa parede
vertical, interdistantes de a, conforme a figura. O coeficiente de atrito entre cada pino e o
bastdo é i, e o angulo deste com a horizontal é a. Assinale a condigao em que se torna possivel
o equilibrio estatico do bastao.

a)L = a(l+ (tga)/u)

b) L > a(~1+ (tg a)/w)
c)L=a(l+ (tg a)/2u)
d) L =a(—-1+ (tg a)/2u)
e)L > a(l + (tg a)/w)/2

32. (ITA-2017)

Na figura, a extremidade de uma haste delgada livre, de massa m uniformemente distribuida,
apoia-se sem atrito sobre a massa M do péndulo simples. Considerando o atrito entre a haste
e 0 piso, assinale a razdo M/m paia que o conjunto permanega em equilibrio estatico.
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a)tg ¢/(2-tg 0)

b)(1—tg ¢)/(4-senB -cosb)
c) (sen 2¢ - cot@ — 2sen?0) /4

d) (sen ¢ - cot@ — 2sen?20)/4

e) (sen 2¢ - cotd — sen?0) /4

33. (ITA-2017)

Um sistema é constituido por uma sequéncia vertical de N molas ideais interligadas, de mesmo
comprimento natural [ e constante elastica k, cada qual acoplada a uma particula de massa m.
Sendo o sistema suspenso a partir da mola 1 e estando em equilibrio estatico, pode-se afirmar
que o comprimento da

a)molaléigualal+ (N — 1)mg/k.
b) mola 2 éigualal + Nmg/k.
c)mola3éigualal + (N — 2)mg/k.
d)mola N —1éigualal +mg/k.

e) mola N éigual a L.

34. (ITA-2017)

Agua de um reservatério é usada para girar um moinho de raio R com velocidade angular w
constante gracas ao jato que flui do orificio de area S situado a uma profundidade h do seu
nivel. Com o jato incidindo perpendicularmente em cada pd, com choque totalmente
inelastico, calcule o torque das forgas de atrito no eixo do moinho, sendo p e g,
respectivamente, a massa especifica da agua e a aceleragdo da gravidade.

a) 2pghRS

b pR%Sw,[2gh

c) 2phRS(1 — \/2gh/wR) h

d) 20hRS(1 — wR /\[2gh) L 7 IR
e) p RZ Sw \/257(1 — wR / \/m) FETITTRETTT

35. (ITA-2018)

Trés molas idénticas, de massas despreziveis e comprimentos naturais [. sdo dispostas
verticalmente entre o solo e o teto a 3l de altura. Conforme a figura, entre tais molas sdo
fixadas duas massas pontuais iguais. Na situacdo inicial de equilibrio, retira-se a mola inferior
(ligada ao solo) resultando no deslocamento da massa superior de uma distancia d, para baixo,
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e da inferior, de uma distancia d, também para baixo, alcangando-se nova posi¢do de
equilibrio. Assinale a razdo d,/d;.

a)2 I !
b) 3/2
c)5/3
d) 4/3
e)5/4

B14

CETrrirrirrrriy

36. (ITA-2018)

Uma prancha homogénea de massa m é sustentada por dois roletes, interdistantes de 21, que
giram rapidamente em sentidos opostos, conforme a figura. Inicialmente o centro de massa
da prancha dista x da linha intermedidria entre os roletes. Sendo u o coeficiente de atrito
cinético entre os roletes e a prancha, determine a posi¢cao do centro de massa da prancha em
funcdo do tempo.

4

37. (ITA-2019)

Uma barra rigida, homogénea, fina e de comprimento [, é presa a uma corda horizontal sem
massa e toca a quina de uma superficie horizontal livre de atrito, fazendo um angulo 8 como

mostra a figura. Considerando a barra em equilibrio, assinale a op¢ao correta para o valor da
razao d/l, em que d é a distancia da quina ao centro de gravidade (CG) da barra.

a)

tg?o

HIPI777777777

38. (IME -1997)

Uma barra uniforme e homogénea de peso P, tem seu centro de gravidade (C. G.) na posicao
indicada na figura abaixo. A Unica parede considerada com atrito € aquela na qual a
extremidade esquerda da barra esta apoiada. O modulo da forga de atrito F,; € igual ao peso
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da barra. Determine o valor do angulo na posi¢ao de equilibrio, em fungdo do comprimento da
barra L e da distancia entre as paredes a.

N
v

39. (IME - 1998)

Na figura a seguir os objetos A e B pesam, respectivamente, 40 N e 30 N e estdo apoiados
sobre planos lisos, ligados entre si por uma corda inextensivel, sem peso, que passa por uma
polia sem atrito. Determinar o angulo 6 e a tensdo na corda quando houver equilibrio.

40. (IME — 1999)

Uma escada de 4,0 m de comprimento esta apoiada contra uma parede vertical com a sua
extremidade inferior a 2,4 m da parede, como mostra a figura. A escada pesa 20 kgf e seu
centro de gravidade esta localizado no ponto médio. Sabendo que os coeficientes de atrito
estatico entre a escada e o solo e entre a escada e a parede sdo, respectivamente, 0,5 e 0,2,
calcule:

a) a altura maxima, em relagdo ao solo, a que um homem de 90 kgf de peso pode subir, sem
provocar o escorregamento da escada;
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b) a distancia maxima da parede a que se pode apoiar a parte inferior da escada vazia, sem
provocar escorregamento.

40 m

32m

24m

41. (IME - 2000)

Um carrinho de massa m = 20 kg encontra-se numa posig¢ao inicial comprimindo uma mola
de constante elastica k = 18 kN/m em s = 10 cm, estando a mola presa a uma parede
vertical, conforme mostra a figura abaixo. Apds liberado do repouso, o carrinho se desloca ao
longo da superficie horizontal e sobe a prancha inclinada OB, de comprimento L = 180 cm,
até atingir o repouso. Considerando-se despreziveis o efeito do atrito ao longo do percurso e
o peso da prancha e adotando o valor da acelerag3o gravitacional igual a 10 m/s?, determine,
neste instante, a forca normal por unidade de area no tirante AB com sec¢ao circular de
didmetrod = 1,5 mm.

OBS: o carrinho ndo esta preso a mola.
Dado: cos 15° = 0,97.
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45°

42. (IME - 2003)

Uma placa homogénea tem a forma de um tridangulo equildtero de lado L, espessura L/10 e
massa especifica u = 5 g/cm3. A placa é sustentada por dobradigas nos pontos A e B. e por
um fio EC, conforme mostra a figura. Um cubo homogéneo de aresta L/10. feito do mesmo
material da placa, é colocado com o centro de uma das faces sobre o ponto F. localizado sobre
a linha CD. distando L+v/3/6 do vértice C. Considere as dimensdes em cm e adote g =
10 m/s?. Determine em fungao de L:

a) Os pesos da placa e do cubo em Newtons.

b) A tracdo no fio CE em Newtons.

43. (IME - 2006)

Um bloco de massa m = 5 kg desloca-se a uma velocidade de 4 m/s até alcangar uma rampa
inclinada de material homogéneo, cujos pontos A e B sdao apoios e oferecem reagcdes nas
dire¢des horizontal e vertical. A rampa encontra-se fixa e o coeficiente de atrito cinético entre
o bloco e a rampa é igual a 0,05. Sabe-se que o bloco para ao atingir determinada altura e
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permanece em repouso. Considerando que a reagao vertical no ponto de apoio B apds a
parada do bloco seja de 89 N no sentido de baixo para cima, determine a magnitude, a direcao
e o sentido das demais reagdes nos pontos A e B.

Dados: acelerag3o da gravidade (g) = 10 m/s?, peso linear da rampa = 95 N /m.

SOONRANSOCRNSOEN

S
Eong
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44. (IME —2008)
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Um caminhdo de trés eixos se desloca sobre uma viga biapoiada de 4,5 m de comprimento,
conforme ilustra a figura acima. A distancia entre os eixos do caminhdo é 1,5 m e o peso por
eixo aplicado a viga é 150 kN. Desprezando o peso da viga, para que a reacao vertical do apoio
A seja o dobro da reacao vertical no apoio B, a distancia D entre o eixo dianteiro do caminhao
e o apoio A devera ser

a)0m

b)0,3m
c)0,6m
d)0,9m
e)1,2m

45. (IME - 2008)

Em um recipiente, hermeticamente fechado por uma tampa de massa M, com volume interno
na forma de um cubo de lado a, encontram-se n mols de um gds ideal a uma temperatura
absoluta T. A tampa esta presa a uma massa m por um fio que passa por uma roldana, ambos
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ideais. A massa m encontra-se na iminéncia de subir um plano inclinado de angulo 8 com a
horizontal e coeficiente de atrito estatico u. Considerando que as varidveis estejam no Sistema
Internacional e que nao exista atrito entre a tampa M e as paredes do recipiente, determine
m em funcdo das demais variaveis.

Dados: aceleracdo da gravidade = g, constante universal dos gases perfeitos = R.

46. (IME — 2009)

Uma viga de 8,0 m de comprimento, apoiada nas extremidades, tem peso de 40 kN. Sobre
ela, desloca-se um carro de 20 kN de peso, cujos 2 eixos de roda distam entre si 2,0 m. No
instante em que a reacdo vertical em um apoio é 27,5 kN, um dos eixos do carro dista, em
metros, do outro apoio

a) 1,0
b) 1,5
c)2,0
d) 2,5
e) 3,0

47. (IME - 2009)

A figura mostra uma estrutura em equilibrio, formada por uma barra BD, dois cabos AD e DE,
e uma viga horizontal CF. A barra é fixada em B. Os cabos, de secdo transversal circular de
5mm de didmetro, sdo inextensiveis e fixados nos pontos A,D e E. A viga de material
uniforme e homogéneo é apoiada em C e sustentada pelo cabo DE. Ao ser colocado um bloco
de 100 kg de massa na extremidade F da viga. determine:

a) a forca no trecho ED do cabo;
b) as reacbes horizontal e vertical no apoio C da viga;
c) as reacoes horizontal e vertical no apoio B da barra.

Dados: acelera¢do da gravidade: 10 m/s?; densidades lineares de massa: y; = 30 kg/m, u, =
20kg/m, us = 10 kg/m; v20 = 4,5.
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48. (IME - 2010)

\t"""_

425m

A figura mostra duas barras AC e BC que suportam, em equilibrio, uma for¢a F aplicada no
ponto C. Para que os esforcos nas barras AC e BC sejam, respectivamente, 36 N (compressao)
e 160 N (tracdo), o valor e o sentido das componentes vertical e horizontal da forca F devem
ser:

Observac3o: Despreze os pesos das barras e adote V3 = 1,7.
a)80N (1), 100N (—)
b) 100 N ({), 80 N (—)
c) 80N (T), 100 N («)
d) 100 N (T), 80 N (<)
e) 100N ({), 80 N («)

49. (IME - 2010)
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Uma mola com constante eldstica k, que estd presa a uma parede vertical, encontra-se
inicialmente comprimida de Ax por um pequeno bloco de massa m, conforme mostra a figura.
Ap6s liberado do repouso, o bloco desloca-se ao longo da superficie horizontal lisa EG, com
atrito desprezivel, e passa a percorrer um trecho rugoso DE até atingir o repouso na estrutura
(que permanece em equilibrio), formada por barras articuladas com peso desprezivel.
Determine os valores das rea¢des horizontal e vertical no apoio A e da reagao vertical no apoio
B, além das reacdes horizontal e vertical nas ligacdesem C, D e F.

Dados:

e constante eldstica: k = 100 kN /m,;

e compressao da mola: Ax = 2 cm;

e massa do bloco: m = 10 kg;

e coeficiente de atrito cinético do trecho DE: u- = 0,20;
* aceleracdo gravitacional: g = 10 m/s?.

.‘,.45 F

50. (IME - 2011)
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A figura acima apresenta um perfil metalico AB, com dimensdes AC = 0,20m e CB =
0,18 m, apoiado em C por meio de um pino sem atrito. Admitindo-se desprezivel o peso do
perfil AB, o valor da forga vertical F, em newtons, para que o sistema fique em equilibrio na
situacdo da figura é:

Dados:

e sen(15°) = 0,26
e cos(15°) = 0,97
a) 242,5

b) 232,5

c) 222,5

d) 212,5

e) 210,5

51. (IME - 2011)
A

7
é mola apoio sem atrito
P LIS LA <
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A figura acima mostra um sistema composto por uma parede vertical com altura H, uma barra
com comprimento inicial L, e uma mola. A barra esta apoiada em uma superficie horizontal
sem atrito e presa no ponto A por um vinculo, de forma que esta possa girar no plano da figura.
A mola, inicialmente sem deformacao, esta conectada a parede vertical e a barra.

ApOs ser aquecida, a barra atinge um novo estado de equilibrio térmico e mecanico. Nessa
situacdo a forca de reacdo vertical no apoio B tem moddulo igual a 30 N. Determine a
quantidade de calor recebida pela barra.

Dados:
e H=3m;
L4 LO - 3\/5 m,

e 0 peso da barra: P = 30 N;

e constante eldstica da mola: k = 20 N/m;

o, Prc _ 50+30V2.
ga  avz )
da barra; g é a aceleragao da gravidade: e P é o peso da barra.

oules, onde c é o calor especifico da barra; a é o coeficiente de dilatagado linear

52. (IME - 2012)
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A figura acima mostra um corpo cubico de 50 cm de aresta suspenso por dois cabos AB e AC
em equilibrio. Sabe-se que o peso especifico volumétrico do material do corpo cubico, a rigidez
da mola do cabo AC e o comprimento do cabo AC antes da colocag¢ao do corpo cubico sdo
iguais a 22,4 kN/m3, 10,0 kN/m e 0,5 m. O valor do comprimento do cabo AB, em metros,
apos a colocacdo do corpo cubico é

Adote:
V3 =1,73e2 = 1,41
a) 1,0
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b) 1,5
c)2,0
d) 2,5
e) 3,0

53. (IME -2012)

fio
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Um corpo de massa m; = 4 kg esta em repouso suspenso por um fio a uma altura h do solo,
conforme mostra a figura acima. Ao ser solto, choca-se com o corpo m, de 2 kg no ponto 4,
desprendendo-se do fio. Apds o choque, os corpos m; e m, passam a deslizar unidos sobre
uma superficie lisa e colidem com um corpo em repouso, de massa ms = 8 kg. Nesse ponto,
o conjunto m; + m, para e o corpo ms move-se em uma superficie rugosa de coeficiente de
atrito cinético igual a 0,45, estacionando no ponto C, situado na extremidade da viga CE. A
viga é constituida por um material uniforme e homogéneo, cuja massa especifica linear é
4 kg/m. Determine:

a) a altura h;

b) o valor e o sentido da reacdo vertical do apoio E depois que o corpo m3 atinge o ponto C
da viga.

Dado:

aceleracdo da gravidade: 10 m.s™2.
Observacgao:

Considerar que os corpos my, m, e ms apresentam dimensdes despreziveis.

54. (IME — 2013)
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A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio, formada por uma barra vertical AC e um
cabo CD, de pesos despreziveis, e por uma barra horizontal BD. A barra vertical é fixadaem A
e apoia a barra horizontal BD. O cabo de secdo transversal de 100 mm? de area é inextensivel
e esta preso nos pontos C e D. A barra horizontal € composta por dois materiais de densidades

lineares de massa 4 e u,. Diante do exposto, a forga normal por unidade de area, em MPa,
no cabo CD é:

Dados:

e aceleragdo da gravidade: 10 m/s?;

e densidades lineares de massa: u; = 600 kg/m e u, = 800 kg/m.
a) 100

b) 125
c) 150
d) 175
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e) 200

55. (IME - 2014)

20 kN carga variavel

apoio A viga apoio B

A
Y

Tm
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A figura acima mostra uma viga em equilibrio. Essa viga mede 4 m e seu peso é desprezivel.
Sobre ela, ha duas cargas concentradas, sendo uma fixa e outra varidvel. A carga fixa de 20 kN
estd posicionada a 1 m do apoio A, enquanto a carga varidvel s6 pode se posicionar entre a
carga fixa e o apoio B. Para que as reagdes verticais (de baixo para cima) dos apoios A e B
sejam iguais a 25 kN e 35 kN, respectivamente, a posicao da carga variavel, em relacdao ao
apoio B, e o seu mdédulo devem ser

a)1,0me50 kN
b) 1,0 me 40 kN
c)1,5me40 kN
d)1,5me50 kN
e)2,0me40 kN

56. (IME — 2014)
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A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio de peso desprezivel em relacao ao
carregamento externo. As barras desta estrutura sé resistem aos esfor¢cos normais de tracao
ou de compressao. Sobre o né D ha uma carga vertical concentrada de 10 kN, enquanto no
ndé C ha uma carga vertical concentrada de 10 kN e uma carga horizontal. Sabendo que o apoio
A ndo restringe o deslocamento vertical e a forca de compressdo na barra AB é 5 kN,
determine:

a) a intensidade, em kN, e o sentido da carga horizontal no né C;
b) as reacdes de apoio, em kN, nos nés A e B, indicando suas direcGes e sentidos;
c) as barras que estdo tracionadas, indicando suas magnitudes em kN;

d) as barras que estdao comprimidas, indicando suas magnitudes em kN.

57. (IME - 2015)
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Uma chapa rigida e homogénea encontra-se em equilibrio. Com base nas dimensdes
apresentadas na figura, o valor da razao x/a é

(A) 10,5975
(B) 11,5975
(C) 12,4025
(D) 12,5975
(E) 13,5975

58. (IME — 2015)
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A figura mostra uma estrutura em equilibrio, formada por barras fixadas por pinos. As barras
AE e DE sao feitas de um material uniforme e homogéneo. Cada uma das barras restantes
tem massa desprezivel e se¢cdo transversal circular de 16 mm de diametro. O apoio B,
deformadvel, é elastico e sé apresenta forca de reacdo na horizontal. No ponto D, duas cargas
sao aplicadas, sendo uma delas conhecida e iguala 10 kN e outra na direcdo vertical, conforme
indicadas na figura. Sabendo que a estrutura no ponto B apresenta um deslocamento
horizontal para a esquerda de 2 cm, determine:

a) a magnitude e o sentido da reacdo do apoio B;
b) as reacOes horizontal e vertical no apoio A da estrutura, indicando seu sentido;
¢) a magnitude e o sentido da carga vertical concentrada no ponto D;

d) o esforco normal (forca) por unidade de drea da barra BC, indicando sua magnitude e seu
tipo (tracdo ou compressao).

Dados:

aceleracdo da gravidade: g = 10 m/s?;
densidade linear de massa: u = 100 kg/m;
constante elastica do apoio B: k = 1600 kN /m.

59. (IME - 2016)
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A figura acima, cujas cotas estao em metros, exibe uma estrutura em equilibrio formada por
trés barras rotuladas AB, BC e CD. Nos pontos B e C existem cargas concentradas verticais. A
maior forca de tracdo que ocorre em uma barra, em kN, e a altura h, em metros, da estrutura
sao

Consideracgao:

e as barras sao rigidas, homogéneas, inextensiveis e de pesos despreziveis.

a) 50,0 e 2,50

b) 31,6 e 1,67

c)58,3e3,33

d) 50,0 e 1,67

e) 58,3 e 2,50

60. (IME - 2016)

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio, formada por nove barras AB, AC, AD, AE,
BC, BE, CD, CE e DE conectadas por articulagcdes e apoiadas nos pontos A, B e C. O apoio A
impede as translagdes nas dire¢des dos eixos x, y e z, enquanto o apoio B impede as
translagdes nas diregdes x e y. No ponto C, ha um cabo CF que soé restringe a translagdo da
estrutura na direcdo do eixo y. Todas as barras possuem material uniforme e homogéneo e

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15ITA

peso desprezivel. No ponto E ha uma carga concentrada, paralela ao eixo z, de cima para baixo,
de 60 kN. Determine, em kN:

a) as componentes da reagao do apoio B.
b) as componentes da rea¢ao do apoio A.
¢) o médulo da forga do cabo CF.

d) os mddulos das forcas das barras BE, BC, AB e AC.

61. (IME -2017)
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A figura acima apresenta uma estrutura em equilibrio, formada por uma barra horizontal CE e
duas barras verticais rotuladas AC e BD. Todas as barras possuem material uniforme e
homogéneo e as barras AC e BD tém peso desprezivel, enquanto a barra CE tem densidade
linear de massa u. Na extremidade da barra CE, ha uma carga concentrada vertical, de cima
para baixo, de 1,8 kN. Para que a forca de tracdo na barra BD seja 8,1 kN, a densidade linear
de massa p da barra CE,em kg/m, e a forga em mddulo na barra AC, em kN, devem ser iguais
a:

Dado:

e aceleracdo da gravidade: g = 10 m/s?.
a)40e 3,6

b) 40 e 4,5

c)60e 3,6

d) 400 e 4,5

e)600e 3,5
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62. (IME - 2017)
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A figura acima apresenta uma estrutura em equilibrio, formada por oito barras AC, BC, AF, CF,
CD, DE, DF e EF conectadas por articulagcdes e apoiadas nos pontos A e B. Os apoios A e B
impedem as translagdes nas dire¢des dos eixos x e y. Todas as barras s3o constituidas por
material uniforme e homogéneo e possuem pesos despreziveis. No ponto D, ha uma carga
concentrada, paralela a dire¢ao do eixo x, da direita para esquerda, de 20 kN, e, no ponto E
existe uma carga concentrada, paralela a diregao do eixo y, de cima para baixo, de 30 kN.
Determine:

a) as componentes da reacdo do apoio A em kN;
b) as componentes da reacdo do apoio B em kN;
c) as barras que possuem forcas de tracdo, indicando os mdédulos destas forcas em kN;

d) as barras que possuem forcas de compressao, indicando os mddulos destas forcas em kN.

63. (IME — 2018)
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O sistema mostrado na figura acima encontra-se em equilibrio estatico, sendo composto por
seis cubos idénticos, cada um com massa especifica n uniformemente distribuida e de aresta
a, apoiados em uma alavanca composta por uma barra rigida de massa desprezivel. O
comprimento L da barra para que o sistema esteja em equilibrio é:

9
a)za

b)lfa

64. (IME - 2018)
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A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio formada por onze barras. Todas as barras
tém peso desprezivel. O apoio A impede deslocamentos nas direcdes horizontal e vertical,
enguanto o apoio B somente impede deslocamentos na direcdo vertical. Nos pontos C e D ha
cargas concentradas verticais e no ponto F é aplicada uma carga horizontal. Determine os
valores das forgas, em kN, a que estdao submetidas as barras BG e EG.

Dado:
V2 =14:e
V5 = 2.2.

65. (OBF —2007)

+Q T L3 L2 +Q
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Fig. 2

Um dos resultados da Mecanica é que em um corpo extenso que nao apresenta modificacdao
em seu estado de repouso ou movimento, a resultante das forcas e o momento resultante sao
nulos. Ja a eletrostatica ensina que a intensidade da forca entre duas cargas puntiformes
(pontuais) varia com o inverso do quadrado da distancia entre elas, e é diretamente
proporcional ao produto dos valores absolutos das cargas. Considerando esses resultados,
suponha que no laboratdrio foi montada a experiéncia mostrada na figura 2. Nessa figura, a
haste AB tem massa m, comprimento L e seu ponto médio repousa sobre um suporte fixo ao
teto. Nas extremidades A e B da haste, encontram-se cargas de valor Q. Fixados a bancada,
estdo dois suportes a e b, em cujas extremidades ha cargas de valores —5Q e —60,
respectivamente. Os suportes e a haste sdo de material apropriado para que as cargas se
mantenham concentradas nos pontos indicados. A experiéncia € montada de tal forma que
somente a forca elétrica entre as cargas de A e a. e a forga elétrica entre as cargas de B e b,
sejam consideradas. Nessas condi¢cdes observa-se que. para a haste AB permanecer na
horizontal, é preciso pendurar nela um corpo de massa M, no ponto situado a distancia L/3
de seu ponto médio. Sendo D a distancia entre as cargas de A e a, e de B e b, pede-se:

a) Amassa M do corpo em fungao da distancia D e da carga Q;
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b) Sabendo o valor da carga elementar e = 0,16 - 1078 C e que, quando a distancia D =
30 cm a massa M do corpo, usado para manter a haste na horizontal, é igual a 0,1536 kg.
determine o nimero de cargas elementares em Q.

66. (OBF —2012)

0 disco, de raio R, mostrado na figura é formado por dois semicirculos com densidades de
massa oy e g,. O disco nao pode escorregar, mas pode rolar. Para uma determinada posigao
do disco e para certos valores do angulo 8, é possivel manter o disco em equilibrio sobre o
plano inclinado. Qual deve ser a razdo entre as densidades (o /0,) para que o disco fique em
equilibrio com o segmento PQ posicionado na vertical? Nessa situagao, qual é o intervalo
permitido para o angulo 8? Dado auxiliar: o centro de massa, C’, de um semicirculo de raio R
é tal que o segmento CC' é 4R /3.

67. (OBF - 2013)

Trés livros idénticos de comprimento L estdo empilhados com uma taga de 1/10 do peso de
um livro posicionada como mostra a figura. Qual o valor limite da razdo b/a para que o conjunto
figue em equilibrio?

68. (OBF —2015)
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0 canal da Mancha é um braco de mar pertencente ao oceano Atlantico que separa a ilha da
Gra-Bretanha do norte da Franca. Atualmente é uma das localidades de maior circulacdo de
navios do mundo. Quatro rebocadores sao usados para trazer um transatlantico ao cais. Para
isso é feita uma manobra como ilustra a figura abaixo. Cada rebocador exerce uma forca de
22500 N na diregao mostrada. Determine o momento resultante em relagdao ao ponto 0.

Considere a forca exercida pelo segundo rebocador na forma vetorial como sendo:

F, =(1351—18)) kN

69. (OBF - 2017)

Uma aluna de fisica estd investigando condicdes de equilibrio estatico de objetos encontrados
em sua mesa de estudos. Inicialmente ela fixa uma lata cilindrica de raio r = 5,00 cm em uma
mesa horizontal e em seu topo apoia uma régua plastica homogénea de comprimento L =
30,0 cm e massa m = 40,0 g na situagdo de equilibrio estatico ilustrada na figura A. Depois,

ela aplica uma forga vertical F em uma das extremidades da régua e observa que o ponto de
apoio da mesma sobre o cilindro se desloca conforme ilustrado na figura B. Ela observa que a
régua pode assumir configuracdes de equilibrio estatico desde que 0 < 30°. Determine (a) o
valor do coeficiente de atrito estatico entre a régua e a lata e (b) a intensidade da forca externa
na situacao em que 0 = 30°.

o ===} = ==

(A)

70. (22 fase OBF — 2008)

A energia cinética de rotacdao de um corpo rigido que gira com velocidade angular w em torno
o I . o
de certo eixo, é dada por E,.,; = sz. A grandeza I é chamada de momento de inércia, a qual
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depende nao s6 da massa do corpo, mas também de como a massa esta distribuida em torno
do eixo de rotacao. Seja um corpo rigido constituido de dezesseis bolas de mesma massa m
que estao distribuidas simetricamente ao longo de duas circunferéncias concéntricas de raios
r e 2r. Elas estdo ligadas entre si por barras finas e rigidas de massa desprezivel, como mostra
a figura 3. Expressando o resultado em termos da massa total M = 16m e do raio externoR =
2r, calcule o momento de inércia do corpo na situacao onde ele gira, com velocidade angular
constante w, em torno de um eixo:

a) perpendicular ao plano que contem as circunferéncias e que passa pelos seus centros

b) que pertence ao plano que contém as circunferéncias e que passa por quatro bolas.

itemb

=
~

71.(32 fase OBF — 2009)

a) Um aro circular de raio R e massa m uniformemente distribuida, rola sem deslizar, em
movimento uniforme, sobre um plano horizontal, como mostra a figura 1.

@_.a

Fig. 1

Considerando que o movimento do aro pode ser descrito pela composicao do movimento
retilineo uniforme do seu centro de massa combinado com um movimento de rotagao
uniforme em relagao a este mesmo ponto, determine, em funcao de m e v. a energia cinética
total do aro.

b) Com dois aros idénticos ao do item anterior e uma haste rigida de comprimento L e massa
desprezivel, construiu-se um carretei cujo esboco é apresentado abaixo na figura 2. Os raios
qgue dao sustentacao a haste, ligando-a rigidamente aos aros nao foram apresentados e suas
massas sao despreziveis, também. Considere que o carretei encontra-se. inicialmente, em
movimento uniforme com velocidade v sobre um plano horizontal e apds um certo tempo
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comega a subir um plano inclinado. A figura 3 mostra um corte transversal dos planos e do

carretei.
: Fig. 2

Fig. 3 T

Determine a altura maxima que a haste atinge em relacdao ao plano horizontal, quando o
carretei atinge velocidade nula. Determine também a desaceleracao sofrida pelo carretei
durante a subida. Expresse seus resultados em funcdo de varidveis escolhidas dentre as
grandezas m, v, R, L e g (aceleragao da gravidade).

72.(22 fase OBF — 2012)

Um cilindro de massa m e raio R é solto de uma altura h como indicado na figura abaixo.

N

Na rampa inclinada o cilindro rola sem deslizar. Na parte horizontal ndo hd atrito entre o
cilindro e a superficie. Ao final da superficie horizontal é fixa uma mola de constante elastica
k. Ao colidir com a mola toda a energia cinética de rotacdo do cilindro é dissipada por atrito

no anteparo que esta fixo na outra extremidade da mola. A Energia Cinética (ER) de rotagao

1

- , . , ~ 1 , o
do cilindro é obtida através da relagdo Ep = Elwz, onde | = EmR2 é o momento de inércia
do cilindro e w a velocidade de rotacdo. Use g como aceleragao gravitacional local.

a) Determine a deformacdo mdaxima X que a mola irad sofrer durante a colisdo.

b) Determine a altura maxima H em relacdo a horizontal que o cilindro atingird ao retomar a
rampa apos a primeira colisao com a mola.

73.(32 fase OBF — 2012)

Uma esfera de raio r e massa m rola sem escorregar sobre a superficie mostrada na figura.
Determine a velocidade minima do centro de massa que a esfera deve ter para completar a
curva rolando sem perder contato com a superficie.

Dado: momento de inércia de uma esfera = 2mr?/5.
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74.(32 fase OBF — 2012)

Uma esfera de raio r e massa m rola sem escorregar sobre a superficie mostrada na figura.
Determine a velocidade minima que a esfera deve ter para completar a curva rolando sem
perder contato com a superficie. Dado: momento de inércia de uma esfera = 2mr?2/5.

75. (32 fase OBF — 2013)

A figura mostra uma haste homogénea de comprimento 2R e massa M que estd sobre uma
superficie lisa. A haste estd articulada no seu centro e inicialmente em repouso. Pequenas
esferas de massa m atingem uma das extremidades da haste. As esferas sao lancadas de um
reservatorio (disparador) e 'liberadas de forma a atingirem esta extremidade com velocidade
v toda vez que esta completar uma revolucao. As colisdes sao elasticas e as esferas podem ser
consideradas puntiformes. Encontre a velocidade angular w;;; em termos de w;, de v apos a
i-esima esfera colidir com a haste.

Dado: 0 momento de inércia da haste é MR?/3.

/spara r m
[

76. (IME - 2019)
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Um cilindro de raio R rola, sem deslizar, em velocidade angular w, sobre uma superficie plana
horizontal até atingir uma rampa. Considerando também que o rolamento na rampa seja sem
deslizamento e chamando de g a aceleragdo da gravidade, a altura maxima, h, que o eixo do
cilindro alcanca na rampa em relacdo a superficie plana é:

w?R?

a)R +

w2R2
29
w?R?

g

b) R +

c) 2R +

szZ

d)
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GABARITO

&

4. Gabarito sem comentarios

1) 6-V6 _ y < 6+v6 34) sem alternativa
4 4 35) A
2)A
3)A 36)xcm=x-cos< #-t)
4 B 37)E
5) A
3
6) E 38) & = arccos < \/4%)
7)B )
8) A 39) 0 = arcsen (5) e20N
9)B 40) a) 0,83 m b) 2,973 m
10) D 41) 50,5 - 10° Pa
11)b 42) a)P ypo = S50L3 N e Pppeq =
3 2 L3\/'7
12) F; = \/F,Zn — (Em) 1250L°V3 N b) T = ——(1250V3 +
13) 2,7 m/s? 100) N
14) D 43) reagbes em
15) A A:
16) B {Horizontal: 33N para a esquerda
17) tombamento Vertical: 151 N para cima

_49 reacdes em B:
18) D = 40L {Horizontal: 33 N para adireita
19)C Vertical: 89 N para cima
20) C 44) A
P(x-y) 3
) —_ — M-g-a—n-R-T+Pym-a
4(x+y) 45) m g-a(ucos6+sen 0)
22) 1. 60 N 2. 60 N 3. As duas forgas fazem o mesmo 46) C
trabalho 47)a) T = 4250 N b) F,. = 2550 N
Mgmne 2 V7 X5
23)Q = -a? - Fo, =600 Nc)Fp, = =X N Fp, =
3q 7\7+2 Cy By 3 By
24) A 18700
3
zs)NL=PTﬁeN,=§ 48) A
26)B 49) D, =140N,C, =40N,A, =0,
27)pc=§ ¢,=0,D,=F,=0,B,=70N,
28) C F,=70N,A,=30N.
29) C 50) A ]
30) 51)Q ==
31)A 52) C
32) sem alternativa 53)a)h=1,8mb) N =
33)C 25 N,para baixo
8 Estatica
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54) B

55) B

56) a) (R, + 20) kN (< se o valor for positivo)
b)Ry, = (F — 20)kN (—»

se o valor for positivo), Rg_=

20 kN (=) e Rg, = 20 kN (1) o) AE (= kN) d)

DE (10 kN), BE (25 kN) AB (5 kN), CE (% kN)
57) B

58) a) 32kN(—>) b)42kN (<)e17 kN (1)c)

9 kN (1) d) % MPa, de tragdo

59) C

60) a)(30; —60; 0) kN b) (—30; 60; 60)kN c) 0 kN d)
FBE =90 kN, FBC = OkN, FAB =60kN e FAC =
0 kN

61) D

62) a) = kN («),100 kN (1)

b) 222 kN (>),70 kN (4)

c)
¢ (=2 kN),BC(*= kN),CD(92v2 kN), DE(78 kN

d)

AF (122 kN), CF (72 kN), DF (122 kN), EF (72 kN
63) D

64) 40 kN e —20 kN

2
65)a) M = % b) Q = 2 - 103 cargas elementares.

4+3m-sen B

4
66) ———esenof < —
4-3m-sen B 3

67) —
126
68)1,4-10° N.m
V3
69) a) - b) 0,0846 N
70)a) I = EMRZ b) I = %MRZ
71)a)E. = m-v? ; b) a = gsin(a)

72)a)v = [X2" pyp =22

75) w1 =
76) A
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ESCLARECENDO!

()

5. Lista de exercicios comentada

1. (ITA-2020 - 22 Fase)

Uma prancha retangular de espessura uniforme, 50 m de comprimento, 1,5 g/cm3de
densidade e 10 kg de massa homogeneamente distribuida, é parcialmente submersa na piscina
ilustrada na figura, em cuja parede (lisa) se apoia, formando um angulo de 30° com o piso
horizontal, cujo coeficiente de atrito com a prancha é 0,61/3. Determine para quais alturas y
do nivel de dgua a prancha permanece em equilibrio estatico nessa posicao.

=y

g
Nivel da dgna
Y
Comentadrios:
A forca de empuxo vale:
Yy
<in20° m 2y 10 80y
) L Pprancha nona 1, 3
Pelo equilibrio de forcas no eixo x:
Ny = Fgt
Pelo equilibrio de forcas no eixo y:
mg = Ny, + F,
80
100 =N, + ihe'd
3
Pelo equilibrio de torque no ponto inferior:
N, L sin 30° + F, 24 = (L) 30°
xS ¢ 2tan30°  "9\2)
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5 40y2V3
> Far + y3 = 125V3 - F, = «/§<50 —
Mas sabemos que:
80y
0 < Fyr < Nyp = (100 — T) 0,6V3

Na primeira desigualdade:

10 _ooo<y< ¥
ﬁ —
3 ysTgm
Na primeira desigualdade:
16y? 80
\/§<50 —~ 3y > < (100 —~ Ty) 0,6V3
16y2
50 — < 60— 16y

8y? —24y+15>0

6+ V6
4

y:

A interseccdo é exatamente a Ultima equacao.

Gabarito: %g <y< %gm

16y2
3

2. (ITA -1990)

Para que a haste AB homogénea de peso P Mdllldilitédddibibddttllilsiidiiil

permaneca em equilibrio suportada pelo fio
BC, a forca de atrito em A deve ser:

P
a)z "
b) 2

2

P2

c)—
2

0 P2
4

e) de outro valor.

Comentarios:
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dlgiddidiiiiiiniiaiiiiinl (Ll
C

Fal

Na analise da dinamica da figura, nota-se que existem quatro varidveis N, F,;, « e T e somente trés
equacoes (Segunda Lei de Newton em duas dire¢cdes e momento em relacdo a algum ponto). No
caso deste problema, deve-se supor também que A e C estdo na mesma vertical para que o sistema
apresente solugdo.

Como a questdo pede apenas a relacao entre a forca de atrito e o peso, pode-se buscar um polo no
gual as contribuicdes de momento de N e T sejam nulas. Neste caso, o ponto C atende a demanda,
pois em relacdo a C, o braco de alavanca da tracao e da normal sdo nulas.

Dessa forma, o calculo do momento em relacdo a C fica:
M¢=P-dy—Fy - dg,
Devido ao equilibrio de rotacao, o momento em torno de qualquer polo é nulo, assim:
P-d, =Fy - dg,

Pela figura:

L
dp =57 e dp, =Lv2

Substituindo:

P-L
o kY2
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Chega-se a:

Gabarito: A

3. (ITA-1991)

Na figura abaixo, a massa esférica M pende de um fio de comprimento [ mas esta solicitada
para a esquerda por uma forca F que mantém a massa apoiada contra uma parede vertical P,
sem atrito. Determine os valores de F e de R (reacdo da parede). (O raio da esfera << [).

F R

) 2MgV3  Mgv3
3 3

b) 2MgN3  2MgV3
3 3

0 2Mg\3  2MgV3
3 3

d) 2Mg\3  2MgV3
3 3

e) Mg 3 2Mgv/3
3

Comentarios:
& Estatica
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Pelo equilibrio das forcas no ponto de aplicagao de F, tem-se:

1
F=2-T-cos60°=2-T-§=T

A dindmica do corpo fica, portanto:

Pelo equilibrio das forcas nas duas direcdes:

{F-cos60°=R
F-sen60°=P

Assim:

F_z-P_z-M-g_zx/E-M-g

V3 43 3
Substituindo F na primeira equacao:
2V3-M-g 1 e o lr V3 ”
3 2 3 Y
Gabarito: A
4. (ITA-1993)

Um pedaco de madeira homogéneo, de secdao transversal constante A e comprimento L,
repousa sobre uma mesa fixa no chdo. A madeira estd com 25% do seu comprimento para
fora da mesa, como mostra a figura. Aplicando uma for¢ca P = 300 N no ponto B a madeira
comeca a se deslocar de cima da mesa. Qual é o valor real do peso Q da madeira?
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a)Q = 150N
b)Q =300 N
c)Q =400N
d)Q = 600N
e)Q =900 N

Comentarios:

777777777777 77777

{adddd

Quando o corpo comega a se deslocar, estd iniciando-se uma rotagdao em torno da quina da mesa.
Portanto, o momento, tomando essa quina como polo, é nulo na iminéncia do movimento. Assim:

l"'-—l'-L-—.ﬂ
E L | L |
P44

_PL QL_

7 4 4

Q = P = 300N.

Gabarito: B
5. (ITA-1993)

Uma haste metalica de sec¢ao retangular de area A e de comprimento L é composta de dois
materiais de massas especificas p; e p,. Os dois materiais constituem hastes homogéneas de
comprimentos l; e l,, com l; +1, = L e l; = 3, soldadas nas extremidades. Colocada a
haste sobre um cutelo verifica-se que o equilibrio é atingido na situag¢ao indicada na figura.

Calcule a relagdo p;/p5.

a)p1/p2 =1
b) p1/p2 = 2
c) p1/p2 =3
d) p1/p2 = 2,5
e)p1/p; =04

Comentarios:

Para a solugdo desse problema, pode-se analisar o momento, tomando como polo o ponto de apoio,
igualando o momento resultante a zero e achando a relagao entre os p. No entanto, essa questao
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apresenta uma facilidade. Visto que o ponto de apoio permanece exatamente no meio, a
substituicao de p; por p, ndo interferiu em nada a situagdo original. Isto é possivel somente se:

P1 = P2
Resolvendo agora, da forma convencional, pelo equilibrio de momentos:

L L L
{ S 2 4 5
i :
“
4
&Lk ; 2
R
| Py Py
P’ L |+
|‘ L | B [
-
-
P1 L . P2 * 3L
8 8
Onde:
- P; é o peso da barra de densidade p;;
- P, é o peso da barra de densidade p,.
Portanto:
p - 3L
1= P1 4
P — L
2 = P2 4
Substituindo:
2 3L L y L 3L
P1 2 8 P2 2 8
3L%- A _ 3L%- A
P1 32 P2 32
Assim:
P1 = P2
Gabarito: A

6. (ITA-1993)

Duas esferas condutoras, de massa m, bem pequenas, estao igualmente carregadas. Elas estao
suspensas num mesmo ponto, por dois longos fios de seda, de massas despreziveis e de
comprimentos iguais a L. As cargas das esferas sao tais, que elas estarao em equilibrio quando
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—

S

—

a distancia entre elas é igual a a (a < L). Num instante posterior, uma das esferas é
descarregada. Qual sera a nova distancia b (b < L) entre as esferas, quando apds se tocarem
o equilibrio entre elas for novamente restabelecido?

a)b=a/2

b)b = av2/2
c)b = av3/2
d)b =a/V2
e)b=a/V4

Comentarios:

Fazendo o equilibrio de forcas para uma das massas, tem-se:

{T -cos 0 =mg
T -senf =F,
Dividindo a equac¢ao de baixo pela de cima:

K 2

o Ke?

tgf = =
g mg mga?®

Mas, como 8 é um angulo muito pequeno:

a
tgl 9—7—(1
g0 = sen =1 =37
Assim:
Kqg? mga3
q2=_ quz g
mga 2L 2L
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Para o novo equilibrio:

{T-cosa =mg

T-sena =F,

Dividindo a segunda pela primeira:

b? 2
t = =
ga mg mgb?
Mas, novamente, @ é muito pequeno, portanto:
. B b
gamsena=-;
Logo:
Kq> b
4mgb? 2L
Substituindo K g2, tem-se:
mga® .
2L 3 3
=—> =4mgb
amgb? 20 9% M
a
a® =4b3 > b = —
V4
Gabarito: E
7. (ITA-1994)

Uma barra homogénea do peso P tem uma extremidade apoiada num assoalho horizontal e a
outra numa parede vertical. O coeficiente do atrito com relagao ao assoalho e com relagao a
parede sdo iguais a u. Quando a inclinacdo da barra com relagdo a vertical é de 45°, a barra
encontra-se na iminéncia de deslizar. Podemos entao concluir quo o valor de u é:

a)1— (2/2)
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b) V2 —1
c)1/2

d)v2/2
e)2—+2

Comentarios:

Primeiro, analisemos o equilibrio das forcas:

{ N, = Fatz
N, + Fatl =P
Mas:
For = uN
Logo:
{ N; = uN,
Nz + I.lNl - P

Tem-se trés varidveis e 2 equacdes. Portanto, busquemos uma terceira equac¢do no equilibrio
rotacional. O polo adotado foi O, pois, com essa escolha, o brago de alavanca de N; e N, é nulo.
Assim:

PL
MO=Fat1L+Fat2L_7=O

P
uNy + puN, = >

Do equilibrio, tem-se:
N2 +H2N2 =PeN1 =ﬂN2

Substituindo no equilibrio rotacional:

N, + u*N

N + Ny = ———— = 2(4% + ) = 1+ p°
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—2+VE+4 -2+2V2

wW+2u—1=0=>pu=

2 2
Mas, u deve ser positivo. Portanto:
u=v2-1
Gabarito: B
8. (ITA-1995)

Considere as trés afirmativas abaixo sobre um aspecto da Fisica do Cotidiano:

| — Quando Jodo comecou a subir pela escada de pedreiro apoiada numa parede vertical, e ja
estava no terceiro degrau, Maria grita para ele: — “Cuidado Jodo, vocé vai acabar caindo, pois,
a escada estd muito inclinada e vai acabar deslizando".

Il — Jodo responde: “— Se ela ndo deslizou até agora que estou no terceiro degrau, também
nao deslizara quando eu estiver no ultimo. "

Ill— Quando Jodo chega no meio da escada fica com medo e da total razdo a Maria. Ele desce
da escada e diz a Maria: “Como vocé é mais leve do que eu, tem mais chance de chegar ao fim
da escada com a mesma inclinagao, sem que ela deslize".

Ignorando o atrito na parede:

A) Mana esta certa com relacdo a | mas Jodo errado com relagdo a ll.
B) Jodo esta certo com relacdo a Il mas Maria errada com relagdo a l.
C) as trés afirmativas estdo fisicamente corretas.

D) somente a afirmativa | é fisicamente correta.

E) somente a afirmativa Il! é fisicamente correta.

OBS: Para esta questdo escreva no caderno de respostas as equagdes que fornecem o
equilibrio de uma escada apoiada numa parede vertical com uma pessoa sobre ela.

Comentarios:

A figura abaixo representa as forgas atuando sobre a escada.
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Pelo equilibrio das forgas:

{ N, = Fgt,
F+ P =N, +Fg,

Onde:
- N; e N, sdo as reagdes normais da parede sobre a escada;
- Fyut, € Fgt, s30 as componentes de atrito da reacdo da parede sobre a escada;
- F é a forga exercida pela pessoa sobre a escada (Peso);
- P é o peso da escada.

Substituindo as forgas de atrito por u - N:
{ Ny =p-N;
F+P=N,+u-N,
Assim:
F+P
1+ u?

F+P=N1+M2N1=N1(1+u2)=>N1=

Agora, faz-se o equilibrio da rotacdo, adotando O como polo, pois, assim, as reacées normais das
paredes ndo geram momento.

d
MO=d1-Fat1+d2-Fatz—F-x-cosa—P-72=0
E:
d1=d2'tg(1
Entdo:
P'dz
d, tga-u-N,+d, -u> N,=F-x-cosa+
F+P P-d
2-m-(tga-u+u2)—Tz=F-x-cosa
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2(F+P)(tg a - p+u?) — P(1 +p?)
2(1 + u?)F - cosa

x=d2

Rearranjando:

x=d2'

tg a-u+ u? +2P-tga-,u+P-u2—P
(14 pu?)-cosa 2(1 4+ u?)F - cosa

O resultado obtido é o menor valor de x, isto é, distancia escalada, para o qual a escada ird
escorregar. Portanto, analisando as afirmacdes:

I) A escada muito inclinada significa um d, pequeno e cosa = 1. O que implica em um
X menor, ou seja, o Jodo poderd subir menos na escada.

Il) O Jodo estd errado, pois a distancia que ele pode subir depende de u, quanto maior o
X, maior deve ser o u. Portanto, quanto mais alto desejar subir, maior deve ser o u, assim,
nao hd garantia de que o equilibrio até o terceiro degrau ird garantir o equilibrio até o
ultimo.

lll) Jodo esta certo. Analisando os termos dentro dos colchetes, o primeiro é considerado
constante (pois independe do peso da pessoa a escalar a escada) e o segundo varia
inversamente proporcional a F, portanto, o

Gabarito: A

9. (ITA-1997)

Um corpo de massa m é colocado no prato A de uma balanca de bracos desiguais e equilibrado
por uma massa p colocada no prato B. Esvaziada a balanga, o corpo de massa m é colocado no
prato B e equilibrado por ura massa g colocada no prato A. O valor da massa m é

a) pq

b) \/pq
c)(+q)/2
d) V(0 +9)/2

e)pq/(p +q)

Comentarios:

Nesta questao ndao é necessario se considerar pesos dos pratos e da balanga em si, pois estas partes
ja estdao em equilibrio e nao foram deslocadas, ou seja, em ambas as situagdes descritas essas
massas geravam um momento resultante nulo.
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q-g m- g

Pelo equilibrio rotacional em cada um dos casos:

{mga = pgb {ma =pb
=
qga = mgb mb = qa

Multiplicando as duas equacgdes:

m?ab = pqab = m? = pq

m=Jpq

Gabarito: B

10. (ITA - 1998)

Um caixote de peso W é puxado sobre um trilho horizontal por uma forca de magnitude F que
forma um angulo 0 em rela¢do a horizontal, como mostra a figura. Dado que o coeficiente de
atrito estdtico entre o caixote e o trilho é p, o valor minimo de F, a partir de qual seria possivel
mover o caixote, é:

2W
a) —
1-p
W-sen 6
1-utgo

b)
) uw-sen @
1-utg o

) u-w-sec
1-utg @

e)(1—u-tg) - w

Comentarios:
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Fat

e

Pelo equilibrio das forcas tem-se:
{ N=F -senf+W
Fop =pu-N=F-cosb

O corpo estd na iminéncia do movimento na situacao descrita pelas equag¢des acima. O movimento
iniciar-se-ia com um acréscimo de forca infinitesimal além dessa situacdo. Mas, para a situacdo do
problema, esse infinitésimo é desconsiderado.

Substituindo N da primeira equa¢ao na segunda, tem-se:
pu-F-sen@+u-W=F-cos@ =F(u-senf —cosf)=—u-W
pu-w
- cosf —u-senf

Como nao tem esta solugao, deve-se procurar reescrever a expressao, por exemplo, dividindo o
numerador e denominador por cos 8. Assim:

_u-W-secH

F =
1—pu-tgo

Gabarito: D

11. (ITA - 1999)

Um brinquedo que as mamaes utilizam para enfeitar quartos de criangas 6 conhecido como
"mobile". Considere o "mobile" de luas esquematizado na figura abaixo. As luas estao presas
por meio de fios de massas despreziveis a trés barras horizontais, também de massas
despreziveis. O conjunto todo esta em equilibrio e suspenso num Unico ponto A. Se a massa
dalua 4 é de 10 g, entao a massa em quilogramas da lua 1 é:

a) 180.
b) 80.
c) 0,36.
d) 0,18.
e)9.
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Comentarios:

Como o conjunto todo esta em equilibrio, qualquer uma de suas partes também o estd. Portanto,
escolhe-se um subconjunto conveniente para iniciar a andlise. No caso, o conjunto da lua 3 e 4.

Assim:

L-m3-g=2L-my-g

|m; = 20 gramas]|

Repete-se agora para o conjunto formado pela lua 2 e pela unido das luas 3 e 4 (considerado um
bloco sé de massa m3 + m,.

Portanto:

L-my,-g=2L-(my+my)-g

|m, = 60 gramas]|

Repete-se para o ultimo conjunto:

L-m-g=2L-(my+mg+my,)-g

m,; = 180 gramas = 0,18 kg

Gabarito: D

12. (ITA - 2006)

Considere uma pessoa de massa m que ao curvar-se permaneca com a coluna vertebral
praticamente nivelada em relagdo ao solo. Sejam m; = Em a massa do tronco e m, = %m a
soma das massas da cabeca e dos bracos. Considere a coluna como uma estrutura rigida e que
a resultante das forgas aplicadas pelos musculos a coluna seja F,, e que F,; seja a resultante

das outras forcas aplicadas a coluna, de forma a manté-la em equilibrio. Qual é o valor da forga
F;?

Fm
o 2d/3 5 -
OOO00O00ORONOO0O0O,
i a2 = a72 i
m4g m,g ¥

Comentarios:
Primeiro faz-se o equilibrio das forgas:

Fy-cosf =E, -cosa

Fm-sena=Fd-senﬁ+m1-g+m2-g=Fd.sen'3+§.m.g

Pelo equilibrio rotacional tomando como polo o ponto de aplicagdo de F,,:
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2d 2d d d
5 Fasenfamigo(-5)=mg-(3)

2 2 1\ 1 1
3 fa-senftz-m-g (6>_5 m-g (3)

3 1 1
F;-senp =E-m-g-(1—5—1—5> =0
Agora, eleva-se ambas as equac¢des do primeiro sistema ao quadrado, e soma-se elas:
3 3 \?
E2(cos? a + sena) = F2(sen?pB + cos?B) +2-F; - senf gmg + (gmg>

Utilizando a relagdo trigonométrica fundamental e o resultado obtido anteriormente F,; - sen 8
0, chega-se a:

3 2 3 2
F2=F2+(—mg) = |F, = F2—<—mg>

Gabarito: F; = \/F,Zn - (—m)2

13. (ITA - 2006)

Considere um automodvel de peso P, com tracdo nas rodas dianteiras, cujo centro de massa
estd em C, movimentando-se num plano horizontal. Considerando g = 10 m/sz, calcule a
aceleracdao maxima que o automodvel pode atingir, sendo o coeficiente de atrito entre os pneus
e o pisoiguala 0,75.

sentido do /_\
movimento

Comentarios:

sentido do
movimento
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Pela Segunda Lei de Newton:

P=N,+N,
{P=Nl+1vz=> p

Fopp=m-a u-Ny=—-a

Tem-se 3 variaveis (N;, N,, a) e somente duas equagdes. Aplica-se o momento em torno do centro
de massa, pois o carro esta acelerado, ou seja, ele ndo é um referencial inercial. Pelo equilibrio de
momento rotacional:

N1'2+Fat'0,6=N2'1,4‘$2'N1+0,6'M'N1=N2'1,4‘
2N1+0,4‘5'N1=1,4'N2$2,45'N1=1,4"N2
N, = 1,75 - N,

Agora, tem-se trés equacgdes. Resolvendo o sistema inicial:

Ny =—— =075 —— = ©
= —— , — = —.
1= 275 275 g &

a=2,72m/s?

Gabarito: 2,7 m/s?

14. (ITA - 2007)

Na experiéncia idealizada na figura, um halterofilista sustenta, pelo ponto M, um conjunto em
equilibrio estatico composto de uma barra rigida e uniforme, de um peso P1 = 100 N na
extremidade a 50 cm de M, e de um peso P, = 60 N, na posi¢do x, indicada. A seguir, o
mesmo equilibrio estatico é verificado dispondo-se, agora, o peso P, na posi¢ao original de P;,
passando este a posigdao de distancia x; = 1,6 - x, da extremidade N. Sendo de 200 cm o
comprimento da barrae g = 10 m/s? a acelerac3o da gravidade, a massa da barra é de

< 200 cm

A) 0,5 kg.
B) 1,0 kg.
C) 1,5 kg.
D) 1,6 kg.
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E) 2,0kg.

Comentarios:

A situacdo inicial esta representada a seguir:
d

P]. i m-g P2

50 em 50 em T2

200 cm

A segunda situacao esta representada abaixo:

d

Py : m-g,,Pl

|

i 50 cm 50 em 1,6 x

y w

200 cm

Em que:

-m é a massa da barra;

- g é a gravidade local;

- F é a forca aplicada pelo halterofilista.

Pelo equilibrio rotacional, na situacdo inicial, em torno do ponto de aplicacdo da forca do
halterofilista, tem-se:

P, mg
? = T + P, (1,5 —x3)
Para a segunda situacao, tem-se:
P, mg
? = T + P;(1,5 - 1,6x,)
Subtraindo as equacgdes:
P, — P,

2 == 1,5(P2—P1)+X2(1,6P1—P2)

Substituindo os valores de P; e P,:
20 = 1,5(—40) + x,100 > x, =80 cm
Substituindo na primeira equacdo de equilibrio rotacional todos os valores, inclusive g = 10 m/s?:
50 =5m+60(1,5—-0,8) =5m =38
m=16kg
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Gabarito: D

15. (ITA — 2007)

No arranjo mostrado na figura com duas polias, o fio inextensivel e sem peso sustenta a massa
M e, também, simetricamente, as duas massas m, em equilibrio estatico.

< 2L >

Desprezando o atrito de qualquer natureza, o valor h da distancia entre os pontos P e Q vale
a) ML/\4m? — M2

b) L

c) ML/VM? — 4m?

d) mL/Vam? — M?

e) ML/\2m? — M?

Comentarios:

e 2L >

) R — -

) - () %
T h
B RSP [ % Y

T T Q =

rhi m

M

Analisando os blocos de massa m, nota-se de imediato que:
T=m-g
Pelo equilibrio do n6 Q:
M

2T -sena =M -g > sena = —
g 2m

E, geometricamente:

h=L-tga
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Como 0 < a < 90°:

M 4m?2 M
M2 2m [4m? — M? A4m? — M2

tga =

Substituindo:

ML
4m? — M2

Gabarito: A

[e—

Ocm 30cm

N

16.(ITA - 2008) 5

A figura mostra uma barra de 50 cm de comprimento e massa desprezivel, g
suspensa por uma corda 0Q, sustentando um peso de 3000 N no ponto

indicado. Sabendo que a barra se apoia sem atrito nas paredes do vao, a

razdao entre a tensdao na corda e a reagao na parede no ponto S, no Q
equilibrio estatico, é igual a /
a)1,5 20 cm
b) 3,0

c) 2,0

d)1,0

e) 5,0

Comentarios:
Primeiramente, a geometria do problema estd representada a seguir:

40 e

|

50 em

Portanto:
x =30cm

A situacdo do problema esta representada a seguir:
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Sabe-se que:

sena=0,6e cosa =0,8

Fazendo-se o equilibrio rotacional no ponto de aplicagao de Njy:
T-10+N,-30=P-20=>T+3-N,=2-P

Pelo equilibrio no eixo vertical:

T=P
Portanto:
3 . Nz B P = Nz = -

Assim:

T _ P —3

N, P

3

Gabarito: B

17. (ITA - 2008)

Um cilindro de didmetro D e altura h repousa sobre um disco que gira num plano horizontal,
com velocidade angular w. Considere o coeficiente de atrito entre o disco e o cilindro u > D /h,
L a distancia entre o eixo do disco e o eixo do cilindro, e g a aceleragao da gravidade. O cilindro
pode escapar do movimento circular de duas maneiras: por tombamento ou por deslizamento.
Mostrar o que ocorrerd primeiro, em funcao das variaveis.
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h
Comentarios:
Adotando um referencial ndo inercial para o cilindro, tem-se:
__________ m - w?L
h m-g
9 \
2 N
- - T _-=
i Foy
1 1
] 1
1 1
D
2

Para escorregamento, a forca centrifuga é maior que a forca de atrito, assim:

mw?L > F,,

Mas, sabe-se que:
For = uN = umg

Portanto, o escorregamento ocorre quando:

mw?l > umg
Hg
> —_—
YNNI

Para analisar o tombamento, retrata-se a dinamica do corpo na iminéncia do tombamento como
feito na figura acima. O ponto de aplicagao da normal e do atrito encontram-se na “quina” do
cilindro. Para ocorrer o tombamento, o torque gerado pela forga centrifuga deve superar o torque
gerado pelo peso do cilindro. A situagdo esta equacionada a seguir:

h D Dg
L-=>mg-— 2L >—
mw > mg 2=>a) A

Dg

> —_—

@~ |hL

Comparando os valores de w encontrados:
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D
= |2«
U

Weomb _

wescor

NREE

. - . D , .

O ultimo passo utilizou o dado do enunciado que u > —. Portanto, o w € maior que o de
h escor

tombamento. Sendo assim, o tombamento acontece primeiro.

Gabarito: O tombamento.

18. (ITA — 2009)

Chapas retangulares rigidas, iguais e homogéneas, sdao sobrepostas e deslocadas entre si,
formando um conjunto que se apoia parcialmente na borda de uma calgcada. A figura ilustra
esse conjunto com n chapas, bem como a distancia D alcancada pela sua parte suspensa.
Desenvolva uma férmula geral da maxima distancia D possivel de modo que o conjunto ainda
se mantenha em equilibrio. A seguir, calcule essa distancia D em funcao do comprimento L de
cada chapa, paia n = 6 unidades.

L
—
TTITTTTITTiTirTg
/
/ D
/

Comentarios:

Para a solucdo desta questdo é ideal comecar pela ultima barra colocada, isto é, a que estd sobre o
monte. A situacdo dessa barra estd representada a seguir:

L

2 N=m-g

Na figura, x é a parcela da barra que esta sem apoio. Portanto, estando a barra na iminéncia de
desequilibrar, toda a normal se concentra no ponto de contato mais extremo. Fazendo o equilibrio
rotacional em torno desse ponto extremo:

L
mg-(z—x)=0

X=E

Portanto, a situagdo extrema seria para a barra metade para fora. Analisemos agora a préxima barra:
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L
2 N=2m-g
! 1
i . T lm g
l 1 ]
i
m-g
O momento rotacional fica:
L
mg (E — x) mgx
L 2
_—— X
2
L
X =-
4
Facamos para a n-ésima barra:
L
2 N=n-m-g
:: -
: i l (n—1)-m-g
! ]
i '
xr
m-g
L L
mg(z—x) = (n—1)mgx :>E=nx
X =—
2n
Logo:
n
_ Z L
B lu2n
=1

Portanto, o Dy pedido nada mais é que:

2n

n=1

: L_L(1+1+1+1 1 1) L(60+30+20+15+12+10) 147
4 6 8 10 12

Gabarito: D = - L

120 120L B

19. (ITA - 2010)
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Considere um semicilindro de peso P e raio R sobre um plano horizontal ndo liso, mostrado
em corte na figura. Uma barra homogénea de comprimento L e peso @ esta articulada no
ponto O. A barra esta apoiada na superficie lisa do semicilindro, formando um angulo @ com a
vertical. Quanto vale o coeficiente de atrito minimo entre o semicilindro e o plano horizontal
para que o sistema todo permaneca em equilibrio?

a)u=cosa /[cosa+ 2P(2h/LQ - cos (2a) — R/LQsena)]
b) u = cosa /[cosa + P(2h/LQ - sen (2a) — 2R/LQ cos a)]
c)u=cosa/[sena+ 2P(2h/LQ - sen (2a) — R/LQ cos a)]
du=sena/[sena + 2P(2h/LQ - cos (@) — 2R/LQ cos a)]
e)u =sena /[cosa+ P(2h/LQ - sen (a) — 2R/LQ cos )]

Comentarios:

A geometria do problema estd representada abaixo:

Em que x é a distancia da extremidade inferior da barra até o ponto de contato com o semicilindro.

Pela geometria do problema:

h—R-sena

(L—x)-cosa+R-sena=h=>(L—x)=
cosa

Com x encontrado, analisemos o equilibrio rotacional da barra, representada a seguir:
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Fazendo o equilibrio rotacional com a extremidade superior como polo (dessa forma nao ha
necessidade de lidar com a reagao de apoio que tornaria o problema muito mais complicado):
-sena - L -L-sena h—R-sena
Q—=N-(L—x)=>Q—=N-
2 2 cosa
Q- -L-sen2a
_ 2 _ Q- L-sen2a
" 2(h—R-sena) 4(h—R-sena)

Finalmente, pode-se analisar a dinamica do semicilindro, representado a seguir:

N

Equacionando o equilibrio:

{N-cosa=Fat=u-N2
N, =P+ N-sena

Substituindo a segunda equacao na primeira e o valor de N:

Q-L-sen2a _ (P+ Q- L-sen2a )
4(h — R - sen a) €0Sa = ¢ 4(h — R -sena) senda
Q- -L-sen2a-cosa 4(h—R-sena)
4(h — R -sena) 4-P-h—4-P-R-sena+Q-L-sen2a-sena
Dividindo numerador e denominador por Q - L - sen 2a:
cosa
2h R
Sena+2P(Q-L-SenZa_Q-L-cosa)

Gabarito: C

20.(ITA - 2011)
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Um prisma regulai- hexagonal homogéneo com peso de 15N e
aresta da base de 2,0 m é mantido de pé gracas ao apoio de um dos
seus vértices da base inferior (ver figura) e a acao de uma forga
vertical de suspensao de 10 N (ndo mostrada). Nessas condicdes, o
ponto de aplicacao da forca na base superior do prisma encontra-se

a) sobre o segmento RM a 2,0 m de R.

b) sobre o segmento RN a 4,0 m de R.

c) sobre o segmento RN a 3,0 m de R.
d) sobre o segmento RN a 2,0 m de R.

e) sobre o segmento RP a 2,5 m de R.

Comentarios:

A questdo pode ser resolvida de duas formas. A primeira é utilizando o produto vetorial para calcular
o0 momento no espacgo. A segunda é percebendo que o peso estara no centro geométrico, ou seja,
dividindo o segmento RN em 2, portanto duas das trés forcas citadas no texto estdo sobre o eixo
RN. A ultima forga, por conseguinte, tem que estar também sobre o eixo RN, se ndo, surgiria um
momento em relagao ao eixo RN.

Para o primeiro método, deve-se definir um sistema de coordenadas. Adota-se o ponto de apoio
como origem do sistema. A direcdo x é paralela a RQ, a direcdo y é paralela a RM e a dire¢do z é
paralela a altura do prisma.

Assim, o ponto de aplicagdo do peso é o ponto (1; V3; h). O ponto de aplicagdo da forga do apoio é
(0;0;0) e ndo gerard torque. Portanto, calculemos o torque gerado pelo peso:

i j  k
Mp=mxF=|; y3 !|=(-15v3150)
0 O —215
Agora, calculando o momento da forca vertical e zerando o momento resultante, tem-se:
_ L |tk
Mp =7 xF=|x y z|=(10y;—10x;0)
0 0 10
Mp + My = 0 = (=15v3;15;0) + (10y; —10x;0) = 0

x=1,5

{y =1,5V3

Essas sdao as coordenadas do ponto de aplicagdo. Assim, o ponto de aplicacao ird distar 3m na direcao
RN.

A resolucao da segunda forma é mais rapida, apesar de precisar uma analise prévia. Sabendo que o
ponto de aplicacdo da forca estard sobre RN, pode-se unidimensionalizar o problema,
assemelhando-o a uma barra. Isso é possivel, pois as for¢as sdo verticais, portanto, a posi¢ao sobre
o eixo z (adotado anteriormente) pouco importa. Além do mais, sabe-se que ambas as forcas estdo
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sobre a mesma reta, portanto ndao é necessario trabalhar no plano. Assim, nosso problema se
resume a:

3
~

Em que:
- N é areacdo do apoio;
- P é o0 peso;
- F é a forga aplicada.
Pelo equilibrio rotacional, com R como polo, tem-se:
2P—x-F=0=>2-15—-x-10=0
x=3

Gabarito: C

21. (ITA-2011)

Uma barra homogénea, articulada no pino O, é mantida na posicao
horizontal por um fio fixado a uma distancia x de 0. Como mostra a
figura, o fio passa por um conjunto de trés polias que também
sustentam um bloco de peso P. Desprezando efeitos de atrito e o
peso das polias, determine a forca de a¢ao do pino O sobre a barra.

O

Comentarios:

Primeiramente deve-se descobrir a tracao exercida pelo fio sobre a barra. Como o sistema consta
de duas polias mdveis e uma fixa:

Onde n é o numero de polias mdéveis. Portanto:
P P

T =— =
22 4
Agora, analisa-se as forcas que atuam sobre a barra. Elas estdao representadas na figura abaixo:
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R P
Em que:
- R é areacao do apoio O;
- Py é 0 peso da barra;
P, ~ . .
-, ¢€a tracdo exercida pelo fio.

Pelo equilibrio de momento, tomando O como polo:

x+y P P-x
B > —Z-x:>PB 2 +)
Agora, pelo equilibrio de forgas:
P P-x P
R+Z:PB:>R:2(x—+y)_Z
P(2x—(x+y) P(x—y)
_Z< (x+y) >=4(x+y)
Gabarito::g—;:i

22. (ITA-2012)

O arranjo de polias da figura é preso ao teto paia erguer uma massa de 24 kg, sendo os fios
inextensiveis, e despreziveis as massas das polias e dos fios. Desprezando os atritos, determine:

L ]

S
1. O valor do mddulo da forca F necessaria para equilibrar o sistema.

S
2. O valor do médulo da forgca F necessario para erguer a massa com

velocidade constante. 1?

3. A forca (F ou peso?) que realiza maior trabalho, em mddulo,
durante o tempo T em que a massa esta sendo erguida com
velocidade constante.

24 kg
Comentarios:

Como é um sistema de polias fixas e moveis acopladas, utiliza-se a formula:
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F=—
21’1
Em que:
- F é a forca necessaria para erguer o bloco;
- P é o peso do bloco;
-n é o numero de polias mdveis.
Portanto, para este problema:
240
F = ? = 60 N

Para velocidade constante, a aceleracdo é nula. Portanto, a forca resultante também é nula. Assim,
o valor de F necessario é o mesmo do item 1.

F=60N
Para a analise do item 3 ha duas opgdes. Primeiramente, pelo Teorema da Energia Cinética:
Wg, = AE,
Wp+Wp=0

Portanto, ambas as forgas realizam mesmo trabalho, ja que a variacdo de energia cinética é
nula. A outra forma de resolver este item seria utilizando a definicdo de trabalho como sendo forca
multiplicado por deslocamento (no caso de forca constante e de mesma direcdo que o
deslocamento) atrelado ao vinculo geométrico do problema. Embora F seja 4 vezes menor que P,
seu deslocamento é 4 vezes maior.

Gabarito: 1. 60 N 2. 60 N 3. As duas for¢as fazem o mesmo trabalho

23. (ITA-2012)

A figura mostra uma chapa fina de massa M com o formato de um triangulo equilatero, tendo
um lado na posicao vertical, de comprimento a, e um vértice articulado numa barra horizontal
contida no plano da figura. Em cada um dos outros vértices encontra-se fixada uma carga
elétrica g e, na barra horizontal, a uma distancia a\/§/2 do ponto de articulacao, encontra-se
fixada uma carga Q. Sendo as trés cargas de mesmo sinal e massa desprezivel, determine a
magnitude da carga Q para que o sistema permanega em equilibrio.

q
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Comentarios:

A geometria do problema estd exposta abaixo:

(VS

Primeiro, calculemos as forgas de interagdo elétrica Fy; e Fyy,.
_KQq 4KQq KQq _ 4KQq

Fel1 - 2 2 € le 2
a a 2 7a?
B Eope

Agora, fazendo o equilibrio rotacional:

av3 av3
P-T= Fey, -T+Fel2 “a-sen,
Onde a € o angulo entre o F,;, e a vertical. Assim:
a3 a3
sen, = 2 -2 _ E

3\ a7 7
[l e

Substituindo os valores na expressao:

Mgv3 4KQq V3 . 4KQq V3 Mga® 1 | 1
= " — —_— [ P
6 a? 2 7a%> 7 24KQq 2 77
Mga? N7 +2 7V7  Mga?
= =

24KQq 147 Q= 737 + 2 12Kq

Lembrando que:

K = 1
T 47s
Portanto:
0= Mgme 77
3q 77 + 2
& Estatica
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Mgmne 5 7V7

Gabarito: Q = 3q a 7712

24. (ITA-2013)

Duas particulas, de massas m e M, estao respectivamente fixadas nas extremidades de uma
barra de comprimento L e massa desprezivel. Tal sistema é entdo apoiado no interior de uma
casca hemisférica de raio r, de modo a se ter equilibrio estatico com m posicionado na borda
P da casca e M, num ponto O, conforme mostra a figura. Desconsiderando forcas de atrito, a
razdo m/M entre as massas é igual a

a) (L* —2r%)/(2r?)

b) (212 — 3r2)/(2r2)

c) (L =2r®)/(r* — L)
d) (212 — 3r2)/(r2 — 12)
e) (BL? — 2r?)/(L* — 2r?%)

Comentarios:

Pelo Teorema das Trés Forgas, sabe-se que o centro de massa do conjunto deve estar alinhado
verticalmente com o centro do semicirculo. A geometria do problema estd representada abaixo:

m N, 0 r

Da figura, tira-se, pela Lei dos Cossenos que:

L?> =2r?—2r%-cosf = cosb =ﬂ
21?2
Como:
6+ B = 180°
Entao:
cosff = —cos8 = cosf =ﬂ= ZCOSZE— 1
21?2 2
12 gL
ZCOSZE =53 = cosz = o

Finalmente, a posi¢ao do CG estando alinhado com o centro do semicirculo, é dado por:
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Agora, analisando a barra:

dca
m M
L 2 L 9
O L
O-m+L-M 2r® (m + M)2r?
deg = =—sIlM=——""—
m+M L L

ML? = m2r? + M2r? = 2r’m = M(L? — 2r?)

m L?—2r?

M 212

Gabarito: A

25. (ITA - 2014)

Um recipiente cilindrico vertical contém em seu interior trés esferas
idénticas de mesmo peso P que sdo tangentes entre si e também a parede
interna do recipiente. Uma quarta esfera, idéntica as anteriores, é entdo
sobreposta as trés esferas como ilustrado em pontilhado. Determine as
respectivas intensidades das for¢as normais em fung¢ao de P que a parede
do recipiente exerce nas trés esferas.

Comentarios:

E importante a visualizacdo do que estd acontecendo neste problema. Os centros das esferas
formam um tetraedro regular de aresta 2R, sendo R o raio das esferas. Essa visualizagao permite
achar as direcdes das forcas normais. Na figura abaixo define-se o plano no qual analisar-se-a o
equilibrio:

Nesse plano, as forgas que atuam sobre uma das esferas de baixo esta representado abaixo:
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R,

As equacdes de equilibrio, portanto, ficam:

{ F -cosa =R,
F-sena+P =R,

Resta ainda:
- Descobrir .
- Descobrir F.

Para achar a, ainda sobre o plano AB, temos a seguinte visao do tetraedro:

Portanto:

V3 V6

cosa =—esena =—
3 3

Para achar F, analisa-se a dindmica da esfera superior. Devido a simetria, as componentes
horizontais das forcas F irdo se cancelar, restando somente a componente vertical. A componente
vertical de cada F é Fsen,.

Portanto:
3F P=>F £ P
. = = = =
sena 3:-sena /6
Substituindo todos os valores no sistema de equagdes do equilibrio, tem-se:
P V3 r P
Ve 31 _ )T 32
P 6 R 2P
ﬁ : ? +P =R, 2 3
8 Estatica
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Gabarito: N; = PTﬁe N, = %

26. (ITA - 2015)

Na figura, o eixo vertical giratério z acima de O dada por imprime uma velocidade angular w =
10 rad/s ao sistema composto por quatro barras
iguais, de comprimento L = 1 m e massa desprezivel,
gracas a uma dupla articulacdao na posicao fixa X. Por

sua vez, as barras de baixo sdo articuladas na massa M

de 2 kg que, através de um furo central, pode deslizar
sem atrito ao longo do eixo e esticar uma mola de 2L
constante elastica k = 100 N/m, a partir da posi¢cao O
da extremidade superior da mola em repouso, a dois
metros abaixo de X. O sistema completa-se com duas
massas iguais de m = 1 kg cada uma, articula- das as
barras. Sendo despreziveis as dimensdes das massas,
entdo, a mola distender-se-a de uma altura X

a)0,2m
b) 0,5m
c)0,6m
d)0,7 m
e)0,9m

Comentarios:

Adotando um referencial ndo inercial e analisando a dinamica da massa m:

m-w?-r
{m-wZ'T=(F1+F2)'C059:’, Fit+k = 2cos 6
(Ff—F,)-senf=m-g _m-g

sen 6

Fi—F

O r,cos 0 e sen 8 do movimento é obtido pelo seguinte triangulo retangulo:
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3
T
2L — =z
7]
2L — =z
2 L
Y
Portanto:
! o>— =1
—=cos 6 = =
L cos 0
E:
A
o (L—g) 2L —z
sen g = I =2
Substituindo:
F,+F, = ©®- L
1 2 = >
m-g-2-L
F, — —
rote 2L — z

Fazendo a primeira equag¢ao menos a segunda:
m-w?-L 2-m-g-L w?2QL—2z)—4-m-g-L
2. F, = B g-L__ . ( ) g
2 2L — z

A dindmica do bloco inferior fica, portanto:

Assim, a equacao de equilibrio fica:
2-F,-sen0=M-g+k-z

w*Q2L—2z)—4-m-g-L (2L—z
m'L'< 202L — 2) ) ( 2L

)=M~g+k-z

Substituindo os valores do problema:
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. 100(2 — z) — 40 2=2 _ 0 oo
22— 2) 2 z
160 — 100z
(T) =20+ 100z = 40 — 25z = 20 + 100z
_ %0 48~ 050
2= 125 O EY

Gabarito: B

27. (ITA - 2015)

A figura mostra um tubo cilindrico de raio R apoiado numa superficie
horizontal, em cujo interior encontram-se em repouso duas bolas idénticas,
de raio r = 3R/4 e peso P cada uma. Determine o peso minimo P. do
cilindro para que o sistema permaneca em equilibrio.

Comentarios:

A dindmica das esferas esta representada a seguir:

Ny

Analisando a geometria do problema, tem-se:

0

ATR2

Pela geometria, temos:

- ) -y -
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Portanto:
2V2
sen = —
3
0 1
cosf = —
3
Agora, fazendo o equilibrio da esfera superior:
.. _3V2
{N1=N2-cost9=> 173 R N, = 4 P
N, -senf =P N 2v/2 b V2
2 3 - N1 = T -P
Agora, faz-se o equilibrio da esfera inferior:
{ N, - cos@ = Ny N stﬂ
N, -sen8 +P =N, 4
N, = 2P

Agora, analisemos a dinamica do cilindro. Existem duas possibilidades:
- O cilindro tem fundo;
- O cilindro ndo tem fundo.

Ao se fazer a andlise considerando o fundo, nota-se que a estabilidade é garantida mesmo para um
cilindro sem peso. Portanto, aqui serd resolvido para o cilindro sem fundo. Abaixo, a dindmica para
o cilindro com fundo estd representada, mas para as contas posteriores serdo consideradas apenas
as forcas sobre as laterais.

N1
o
R
N PCI 3R/4+ RV?2
3R/4{
i
2Py 5Rj4 |

Pelo equilibrio rotacional em torno do canto direito inferior:

3R 3R
PC-R+N3-—=N1-<—+R\/E>
4 4
, R+P\/§ 3R PV2 <3R+R\E>
¢ 4 4 4 4

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

Gabarito: P, = P/2

28. (ITA - 2016)

Trés barras de peso desprezivel, articuladas nos pinos P, Q e R. constituem uma estrutura
vertical em forma de triangulo isdsceles, com 6,0 m de base e 4,0 m de altura, que sustenta
uma massa M suspensa em @ em equilibrio estatico. O pino P também é articulado no seu
apoio fixo, e o pino R apoia-se verticalmente sobre o rolete livre. Sendo de 1,5x 10* N e
5,0 x 103 N os respectivas valores maximos das forcas de tracdo e compressdo suportaveis por
qualquer das barras, o maximo valor possivel para M é de

a) 3,0 - 10 kg. Q
b) 4,0 - 10% kg.
¢) 8,0 - 102 kg.
d) 2,4 - 10° kg.
e) 4,0 - 10% kg.

Comentarios:

A geometria do problema estd representada abaixo:

Logo:
cosa =0,8esena =0,6

A dinamica de cada no esta representada a seguir:
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T '\ «

R 1 T3 T3

Pelo equilibrio do nd superior:
{Tl-sena=T2-sena=>{ T, =T,
(Ty +T,) -cosa =Mg ~ (16T, = Mg

Note que T; e T, sdo forgas de compressao (conferir a figura).
Resta descobrir T5. Pelo equilibrio do né inferior direito:

T, -sena =T; = 0,6T, =T;
Portanto, T; é tracionada.

Como T5 é menor que T; e sabe-se que a resisténcia a tragdo é maior que a compressao, o limitante
serd a compressao das barras sobagdaode T; = T,.

Portanto:

1,6 -5000 =M -10 = [M = 800kg

Gabarito: C

29. (ITA - 2016)

Questdao 6. Um caminhdo bau de 2,00 m de largura e centro de gravidade a 3,00 m do chao
percorre um trecho de estrada em curva com 76,8 m de raio. Para manter a estabilidade do
veiculo neste trecho, sem derrapar, sua velocidade nao deve exceder a

a) 5,06 m/s.
b) 11,3 m/s.
c) 16,0 m/s.
d) 19,6 m/s.
e) 22,3 m/s.

Comentarios:

Adotando um referencial ndo inercial, a dinamica do caminhao bau fica:
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- m - v?
m-g R
3

: i

e

1
Portanto, na iminéncia de escorregamento:

mv” 3,0 1 2 _ 98 —768 256 16
+3,0 =mg - = Pl = — = = > |V = m/s
R g 30 3 /

Gabarito: C

30. (ITA-2016)

A figura mostra uma placa fina de peso P dobrada em angulo reto e disposta sobre uma esfera
fixa de raio a. O coeficiente de atrito minimo entre estes objetas para que a placa nao
escorregue é

a)l

b) 1/2
vV2-1
d)vV3 -1

e) (V5 -1)/2

Comentarios:

Como nao foi afirmado nada sobre as dimensdes da placa, a dindmica da figura fica da maneira a
seguir:
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a+x Fuis

W]y

N,

.
Fatl

N,

x P
_________ 2

Para o equilibrio de forgas:
{Fat1+N2 =P :>{MN1+N2 =P

Ny = Fg, Ny = uN,
(v, ="
{ Ny =uN, p?+1
N,(w>+1) =P N = pP
T uz 41
Agora, faz-se a andlise do equilibrio rotacional:
P a+x P(a +x)
Nl-a+§- > =N2-a:>T=a(N2—N1)=HZ—+1(1—y)

(a+x)(W?+1)=4a(1l—pw)=>p?*(a+x)+4au—3a+x=0

Como ndo ha informacgdes sobre x, o sistema ndo teria solugdo. Portanto, adota-se x = a, visto que
é o que a figura mais se assemelha. Assim, fica:

2uP+4u—2=0

_ —4+V16+16 —4+4V2

-1++v2
4 4 V2

U

Como u deve ser positivo:

,u=\/§—1

Gabarito: C

31. (ITA-2017)

Um bastao rigido e uniforme, de comprimento L, toca os pinos P e Q fixados numa parede
vertical, interdistantes de a, conforme a figura. O coeficiente de atrito entre cada pino e o
bastdo é i, e o angulo deste com a horizontal é a. Assinale a condi¢ao em que se torna possivel
o equilibrio estatico do bastao.

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

a)L=2a(l+ (tg a)/u)

b) L = a(=1+ (tg a)/n)
c)L=>a(l+ (tg a)/2u)
d) L =>a(—-1+ (tg a)/2u)
e)L=a(l+ (tga)/w)/2

Comentarios:

A dindmica do problema encontra-se representada abaixo:

Para o equilibrio translacional no eixo y:
N, —N; =P -cosa

Pelo equilibrio rotacional, com P como polo:

L
Nz-a=P-cosa'-§
(N —Ny) - L
N, qg=—— " —
2 a >
— =M

Para o equilibrio translacional no eixo x:
Fat, + For, =P -sena
Mas, F,; é sempre menor ou igual a uN (no caso de atrito estatico). Portanto:
Fat, + Fae, = P -sena < u(N; + N;) = u(N; + N,) 2 P -sena
Substituindo N; e N, tem-se:

N -N,(2L — 2a
HL2(L—2a+L)2P-sena:x'u Z(L )ZP-sena
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P-L-sena
2(L = a)u
Substituindo esta desigualdade na equagao de equilibrio rotacional visando eliminar a variavel N,,

N, >

visto que nao faz parte da resposta:

P-cosa-L N >P-L-a-sena >a-sena
—_— -a > > cosa = ——
2 2 2(L — a)u (L — a)u

tg o
L-cosa-y2a-cosa-y+a-sena=>L2a<1+T)

Gabarito: A

32. (ITA-2017)

Na figura, a extremidade de uma haste delgada livre, de massa m uniformemente distribuida,
apoia-se sem atrito sobre a massa M do péndulo simples. Considerando o atrito entre a haste
e 0 piso, assinale a razdo M/m paia que o conjunto permaneca em equilibrio estatico.

a)tg ¢/(2-tg 0)

b)(1—tg ¢)/(4-senB -cosb)
c) (sen 2¢ - cot@ — 2sen?0) /4

d) (sen ¢ - cot — 2sen?20)/4

e) (sen 2¢ - cotd — sen?0) /4

Comentarios:

A representacdo da dinamica da barra encontra-se abaixo:

Ny

F, at2

Para o equilibrio rotacional em torno do ponto de apoio no chao:
L m-g-sen
m-g-senqb-E:Nl-L:'Nl:gfd)

Agora, as forgas sobre a massa M:
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{ N;-cos¢p =T -sen b
N,-sen¢p +Mg =T -cosf

Da primeira equagao:
m-g-cos¢-send¢

sen’¢ sen2¢ - cos@

T =
2sen 0
Substituindo na segunda:
sen2
m-g-sen2¢+M m-g-Td) 0
. — . =
2 g 2senf €0s m 2

M  sen2¢ - cotg 6 — 2sen’¢

m 4

Gabarito: Sem alternativa

=-M
4sen 0 )

33. (ITA-2017)

Um sistema é constituido por uma sequéncia vertical de N molas ideais interligadas, de mesmo
comprimento natural [ e constante elastica k, cada qual acoplada a uma particula de massa m.
Sendo o sistema suspenso a partir da mola 1 e estando em equilibrio estatico, pode-se afirmar

que o comprimento da
a)molaléigualal + (N —1)mg/k.
b) mola 2 éiguala l + Nmg/k.
c)mola3éigualal+ (N — 2)mg/k.
d)mola N —1éigualal+mg/k.

e) mola N éigual a L.

Comentarios:

Ao analisar a dinamica do primeiro corpo, tem-se:
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m-g (N—1)-m-g

Pelo equilibrio:
k-x;,=m-g+(N—-1) m-g=>k-x;,=N-m-g

Analogamente, para o n-ésimo corpo:

k- Ty

m-g | |(N=n)-m-g

k-x,=m-g+(N—-n)-m-g
kexy=(N—(n-1)-m-g
_(N—(n—l))-m-g_(N—n+1)-m-g
= k B K
Soma-se a deformagdo ao comprimento natural, obtendo-se o comprimento total:
(N—-n+1)-m-g
+ k

L,=1

Pela andlise das alternativas, chega-se ao gabarito C.

Gabarito: C

34. (ITA-2017)

Agua de um reservatério é usada para girar um moinho de raio R com velocidade angular w
constante gracas ao jato que flui do orificio de area S situado a uma profundidade h do seu
nivel. Com o jato incidindo perpendicularmente em cada pd, com choque totalmente
inelastico, calcule o torque das forcas de atrito no eixo do moinho, sendo p e g,
respectivamente, a massa especifica da agua e a aceleragdo da gravidade.
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a) 2pghRS

b pR%Sw,[2gh

c) 2phRS(1 — \/2gh/wR) h
d) 2phRS(1 — wR /[2gh) | er
e) ,DRZSCO\/m(l _ O)R/\/ﬂ) FETITT TR

Comentarios:

Pelo enunciado, ja se descobre que o torque resultante é nulo, visto que ndo ha variacdo de
velocidade angular.

Portanto:
Tres = Tagua t Tatrito = 0
Assim:
|Tégua| = |Tatritol

Logo, se calcular o torque que a dgua gera, ird se encontrar o torque gerado pelo atrito. E necessario
encontrar a forca gerada pelo jato d’dgua. Utilizando-se o teorema do impulso:

I=AQ=>]I=F-At=m-v—m-w-R
m-v—m-w-R
N At
Repare que foi considerado que a dgua apds chocar com a pd manteve velocidade igual a da pa.

Agora, deve-se descobrir a massa de dgua que se choca com a pa no intervalo de tempo At. Pode-
se aproximar o jato por um cilindro, e a massa de agua serd o volume do cilindro. Fazendo-se uma
mudanca de referencial, visualiza-se o “cilindro” a seguir:

S | 2
— w-R
g v—w- R

Portanto, o volume de agua que chega até a pa em um tempo At é dado por:
Vigua =S (v —w-R) - At
A massa, portanto:

Mygug =M =p-S-(v—w-R) At
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Substituindo m na expressao de F:
F=p-S-(v—w-R)?
O torque gerado pela agua, portanto, é:
Tsgua =P S R-(v—w-R)?

v pode ser calculado a partir da equacado de Bernoulli.
2

p-v
Patm+p'g'h=Patm+T=>v=\/2'g'h

Substituindo o valor de v, rearranjando a expressdo e sabendo que |Tgtrito| = [Tagual:

2
w-R
|Tatrito|=2'p‘S'R'g-h-<1——>

J2:-g-h

Gabarito: sem alternativa

35. (ITA - 2018)

Trés molas idénticas, de massas despreziveis e comprimentos naturais [. sdo dispostas
verticalmente entre o solo e o teto a 3[ de altura. Conforme a figura, entre tais molas sdo
fixadas duas massas pontuais iguais. Na situacao inicial de equilibrio, retira-se a mola inferior
(ligada ao solo) resultando no deslocamento da massa superior de uma distancia d; para baixo,
e da inferior, de uma distancia d, também para baixo, alcangcando-se nova posi¢ao de
equilibrio. Assinale a razao d,/d;.

a)2 I

b) 3/2
c)5/3
d) 4/3
e) 5/4

B14

CErrrirrirrrriy

Comentarios:

Na situagao inicial, o conjunto esta na seguinte situagao:

!
L+{B1
|

|
3l L+ x

I
A
’L+a:3
(0 rrrrr7rerri

Portanto:
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E as forgas sobre os blocos fica:

kxs m-g

Fazendo-se o equilibrio de cada um, monta-se o seguinte sistema:

m-g
m-g

I =

X1+ x, + x5

0
A solugdo do sistema fornece como resposta:

(x="2
X, = .
xz == 0
m-g
x3 - - k
Portanto, a posicao inicial de X1 e de X, sao,

respectivamente:
dy; =1+ % edy; =21 + %, medidos a partir do teto. Agora, para a analise do segundo equilibrio

A situacdo esta representada na figura a seguir:

L+ af
L+ x
A forca sobre os blocos fica da seguinte forma:
k- m';_ k- E’z
m-q
k- m'z m-g

Pelo equilibrio dos blocos:

{k-xl’—k-x2’=m-g

k-x,=m-g
Logo:
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As posicdes finais, portanto, ficam: dy = [ + 2T o dys =1+ 29
Portanto, o pedido no enunciado é:
2-m-g
dz,f - dz,i _ k —9
dl,f - dl,i %

Gabarito: A

36. (ITA-2018)

Uma prancha homogénea de massa m é sustentada por dois roletes, interdistantes de 21, que
giram rapidamente em sentidos opostos, conforme a figura. Inicialmente o centro de massa
da prancha dista x da linha intermedidria entre os roletes. Sendo u o coeficiente de atrito

cinético entre os roletes e a prancha, determine a posicao do centro de massa da prancha em
funcdo do tempo.

L 1 | ]
[
mg :
e e SR
I
—
4 4
Comentarios:
N,y N,
A Fatll X Fatz ’
| 1 1
|
/ |mg J
L |
—
¢ 4
Pelo equilibrio translacional na dire¢ao vertical:
Nl + NZ == P
Pelo equilibrio rotacional, adotando o centro de massa como polo:
N,(L + x)

Substituindo no equilibrio translacional:
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L+x+L—x P(L —x)

: =P=>N,=—=
L—x 2L
Na direcao horizontal, as forgas ficam:
R, = at; — Fatz = u(N; — Ny)
R =N (L+x 1)_ P(L—x) 2x _p-P-x
EH R T T ) TR T =T L

Repare que a forca resultante é no sentido contrario do deslocamento e diretamente proporcional
a x, caracterizando, assim, um MHS. A posicao do centro de massa portanto segue um MHS tal que:

’H'P
_ L /M'g
“= m L

XCM=x-cos< u-t)

2

E de amplitude x. Portanto:

L

Gabarito: x.,,, = x - cos( %- t)

37. (ITA - 2019)

Uma barra rigida, homogénea, fina e de comprimento [, é presa a uma corda horizontal sem
massa e toca a quina de uma superficie horizontal livre de atrito, fazendo um angulo 6 como
mostra a figura. Considerando a barra em equilibrio, assinale a op¢do correta para o valor da
razao d/l, em que d é a distancia da quina ao centro de gravidade (CG) da barra.

a)

tg?o

PIP77777772727

Comentarios:

As forgas atuando sobre a barra estao representadas na figura a seguir:
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Pelo equilibrio translacional:

cos @
T=P- tgb

Pelo equilibrio rotacional, adotando a extremidade superior como polo:

N(l d)—Pl 9:>l d_l-cosze
2 —hprest =S A=

{P=N-cost9=> N =
T=N-senf

d 1
l

[
d=§(1—c0529) =

Gabarito: E

38. (IME - 1997)

Uma barra uniforme e homogénea de peso P, tem seu centro de gravidade (C. G.) na posicao
indicada na figura abaixo. A Unica parede considerada com atrito é aquela na qual a
extremidade esquerda da barra esta apoiada. O mdodulo da forga de atrito F,; € igual ao peso
da barra. Determine o valor do angulo na posicao de equilibrio, em fungao do comprimento da
barra L e da distancia entre as paredes a.
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N
v

Comentarios:

A barra com as forgas atuantes estd representada a seguir:

Pelo equilibrio translacional:

cos @
Nl = 2P . tg@

Fazendo o equilibrio rotacional, tomando a extremidade esquerda inferior como polo:

N, -cosf = 2P

2P
{N1=N2-sen9{ N, =
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Ny-a P-cos@-l 2P-a P-cosf-l

= = =
cos @ 2 cos?0 2
4q 3|4a 3|4a
cos36 = - = cosf = T = |6 = arccos T

Gabarito: & = arccos (i/%)

39. (IME - 1998)

Na figura a seguir os objetos A e B pesam, respectivamente, 40 N e 30 N e estdo apoiados
sobre planos lisos, ligados entre si por uma corda inextensivel, sem peso, que passa por uma
polia sem atrito. Determinar o angulo 6 e a tensdo na corda quando houver equilibrio.

Comentarios:

A dindmica de cada bloco estd representada abaixo:

N T
T N
P, - cos30° Pg - send

P, - sen30° Pp - cos

Fazendo somente o equilibrio na direcao da corda para cada bloco:

{T= P, - sen 30°
T=Pg-senf

Igualando as expressoes:

1 2
40-§=30-sen6=> 9=arcsen<§>

E, pela primeira equagao:

1
T=4O-E=ZON
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Gabarito: 8 = arcsen (E) e20N

40. (IME - 1999)

Uma escada de 4,0 m de comprimento esta apoiada contra uma parede vertical com a sua
extremidade inferior a 2,4 m da parede, como mostra a figura. A escada pesa 20 kgf e seu
centro de gravidade estd localizado no ponto médio. Sabendo que os coeficientes de atrito
estatico entre a escada e o solo e entre a escada e a parede sdo, respectivamente, 0,5 e 0,2,
calcule:

a) a altura mdxima, em relagdo ao solo, a que um homem de 90 kgf de peso pode subir, sem
provocar o escorregamento da escada;

b) a distancia maxima da parede a que se pode apoiar a parte inferior da escada vazia, sem
provocar escorregamento.

40 m

32m

Comentarios:

a) A escada esta representada abaixo com todas as forcas que atuam sobre ela:
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3,2

Fazendo o equilibrio translacional:

Onde:
- P, é o0 peso da escada;

- P é o peso do homem.

{ Ny = pp - N,
Ml'N1+N2=P+Pe

Substituindo a primeira equagao na segunda:

110
Nz(‘ul'ﬂz‘l'l):P‘l'Pe$N2=F=100kgf

)

Substituindo este resultado na primeira equacgao:
N, =50 kgf

Fazendo o equilibrio rotacional em torno canto da parede, abaixo da extremidade superior da
escada:

3h 3h
Ny32+P-—=+P-12=N;- 24> 160+ 90—+ 24 = 240

3h_56_, 224
—_—=— = —=
4 90 270 = oM
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b) A representacdo da situacdo descrita encontra-se abaixo:

16 — d?

Pelo equilibrio translacional:

{ Ny = Fa, :{ Ny = u; N,

Foe, + Ny =P~ (N, + N, =F,
20
Ne= v 1 =gl
10
Ny :H kgf

Pelo equilibrio rotacional:

d 10V16 — d2 20
N - 16—d2+Pe-§=N2-d:>T=d<ﬁ—10>

100(16 —d?)  d*(81)
1,21 1,21
1600

d2=m=>dz2,973m

= 181d% = 1600

Gabarito: a) 0,83 mb) 2,973 m

41. (IME - 2000)

Um carrinho de massa m = 20 kg encontra-se numa posigao inicial comprimindo uma mola
de constante elastica k = 18 kN/m em s = 10 cm, estando a mola presa a uma parede
vertical, conforme mostra a figura abaixo. Apds liberado do repouso, o carrinho se desloca ao
longo da superficie horizontal e sobe a prancha inclinada OB, de comprimento L = 180 cm,
até atingir o repouso. Considerando-se despreziveis o efeito do atrito ao longo do percurso e
o peso da prancha e adotando o valor da aceleragdo gravitacional igual a 10 m/s?, determine,
neste instante, a forca normal por unidade de area no tirante AB com secdo circular de
didmetrod = 1,5 mm.

OBS: o carrinho nao esta preso a mola.
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Dado: cos 15° = 0,97.

Comentarios:

Fazendo-se a conservagdo de energia entre o momento que o carrinho é solto e o momento e atinge
0 repouso:

kx? hooh kx? 18-103-1072 0.45
—=m = = = =V, m
2 g 2mg  2-20-10
Chamando de x a distancia que o carrinho percorreu sobre a prancha:
—=5en30°===>x=09m
X 2
Agora, analisa-se a dindmica do carrinho e da prancha:
157
T
N
1,8
N
0,9
m- g - sen30° m-g - cos30°
Pelo carrinho:
N=m-g-cos30°
Pelo equilibrio rotacional da prancha em torno do polo O:
09-N=18-T- 15°=>T = ——
€os 2-0,97

Substituindo N:
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V3
_m-g-cos30° 20-10-= 200v3

T = = =
1,94 1,94 3,88
Para calcular a for¢ca normal por unidade de area:
2003
F T 738 _ 800v3 8003 _ 505.106p
A"A 4\ 388-71-d? 38871 (151092 ¢
T (2)

Gabarito: 50,5 - 10° Pa

42. (IME - 2003)

Uma placa homogénea tem a forma de um triangulo equildtero de lado L, espessura L/10 e
massa especifica u = 5 g/cm3. A placa é sustentada por dobradigas nos pontos A e B. e por
um fio EC, conforme mostra a figura. Um cubo homogéneo de aresta L/10. feito do mesmo
material da placa, é colocado com o centro de uma das faces sobre o ponto F. localizado sobre
a linha CD. distando L+v/3/6 do vértice C. Considere as dimensdes em cm e adote g =
10 m/s?. Determine em fungao de L:

a) Os pesos da placa e do cubo em Newtons.

b) A tracdo no fio CE em Newtons.

T

Comentarios:

a) O peso do cubo é dado por:

L 3
Peuvo = Veuvo * Peubo * 9 = Peupo = (E) +5-103-10

Popo =50-L3N

Vale notar que L deve ser em metros.
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O peso da placa é semelhante e dado por:

>3 L
placa = Vpiaca * Pplaca * 9 = Ppiaca = < ) 10) 5-103-10

P

Poiaca = 1250 - L3 V3 N
Novamente, L deve ser em metros.

b) Devido a simetria do problema, o torque gerado por cara dobradica ird gerar torque de
mesmo moédulo, mas sentidos contrdrios. Portanto, restam somente forgas sobre a linha CD.
Dessa forma, pode-se reduzir o problema ao plano que passa por E, C e D. Assim, tem-se a
seguinte figura:

E o
$ %
1 ‘\
I \
I Y
] \\
| N
I .
] .
1 ‘\
| \
1 .
] \\
i Y
L | %
1 \\
! \
1 Y
1 \\
' 5
: Ppla(_a "N
1 \
]
T
E Pcubo
i
D ® C
————————f— IS =
- —
LV3/2
Assim:
V21 247
cosf =——esen = —
7 7
E, pelo equilibrio rotacional com D como polo:
LV3 LV3 LV3  1250L3V3 50L3 247
Pplaca'—6 +Pcubo'—3 =T-sen@ - = - + 5 =T. -
1250133 + 100L3 14 T L3\/_(1250\/_+ 100) N
. — =
6 247

Novamente, faz-se a ressalva de que L deve ser utilizado em metros nesta férmula obtida.

Gabarito: a)P,p, = 50L3 N e P15, = 1250L3V3 N b)T = (1250\/_ +100) N
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43. (IME - 2006)

Um bloco de massa m = 5 kg desloca-se a uma velocidade de 4 m/s até alcangar uma rampa
inclinada de material homogéneo, cujos pontos A e B sdao apoios e oferecem reacdes nas
diregOes horizontal e vertical. A rampa encontra-se fixa e o coeficiente de atrito cinético entre
o bloco e a rampa é igual a 0,05. Sabe-se que o bloco para ao atingir determinada altura e
permanece em repouso. Considerando que a reagao vertical no ponto de apoio B apds a
parada do bloco seja de 89 N no sentido de baixo para cima, determine a magnitude, a direcao
e o sentido das demais reagdes nos pontos A e B.

Dados: acelerac3o da gravidade (g) = 10 m/s?, peso linear da rampa = 95 N /m.

’
1,2 m/
7
] Bloco
Skg
4 2 1.

=

Comentarios:

Primeiro, calcula-se o ponto de parada do bloco sobre a rampa. Para isso, analisa-se primeiramente
a dinamica do bloco:

N=m-g-cosx

m-g-senx

m:-g-cosx Hem-g-cosx

Em que «a é tal que:

4
cosa = 3
3
sena = 3
Portanto, a desaceleragao do bloco é:
3 1 4 5
a=—g(sena+u-cosa) =-10 (§+E§> =—-6,4m/s

A distancia percorrida pelo bloco sobre a rampa, portanto, é:

v2=vi+2-a-AS
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0=16—-12,8-AS
AS =1,25m
Portanto, as forcas atuando sobre a rampa no momento de parada do bloco ficam:
A

N,
Ny

1,2 m

0.8 m

1,6 m

Pelo equilibrio translacional:
{Nz + N3 = Prampa + Prioco
Ny = N,
Substituindo-se N3, Bampar Poioco, @ € U:
N,=190+50—-89=> N, =151 N
Pelo equilibrio rotacional em relacdo ao canto esquerdo inferior (abaixo do apoio A):
Ni 1,2+ Ppioeo - 0,6 + Bgmpa - 0,8 =N5-1,6 = 1,2N; =89-1,6 —190-0,8 -50-0,6
N, = —ﬁ =—-33N
1,2
E, pelo equilibrio translacional:
N,=N;, =-33N
O sinal de menos indica que o sentido atribuido ao vetor estava errado.

Horizontal: 33N para a esquerda

Gabarito: reagoes em A{ Vertical: 151 N para cima

Horizontal: 33 N para a direita

reacoes em B{ Vertical: 89 N para cima
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44. (IME - 2008)

A .j @ (‘)‘B

' b

¥

Um caminhdo de trés eixos se desloca sobre uma viga biapoiada de 4,5 m de comprimento,
conforme ilustra a figura acima. A distancia entre os eixos do caminhdo é 1,5 m e o peso por
eixo aplicado a viga é 150 kN. Desprezando o peso da viga, para que a reacao vertical do apoio
A seja o dobro da reacdo vertical no apoio B, a distancia D entre o eixo dianteiro do caminhdo
e 0 apoio A devera ser

a)0m

b) 0,3 m
c)0,6 m
d)0,9m
e)1,2m

Comentarios:

As forcas sobre a viga estao representadas a seguir:

P P P
i ' H i i
: l : ! :
: l : ! :
: — —_—— i — 1
i D 1.5 15 -
: :
[ -—
4.5
Pelo equilibrio translacional:
N, + Nz =3P

Pelo equilibrio rotacional com polo em A:
P-D+P-(15+D)+P-(3+D)=Ng-45
Como deseja-se que a reagao em A seja o dobro de B:
Ny =2Ng = Ny =P
Substituindo no equilibrio rotacional:
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D+154+D+3+D =45
D=0
Gabarito: A

45. (IME - 2008)

Em um recipiente, hermeticamente fechado por uma tampa de massa M, com volume interno
na forma de um cubo de lado a, encontram-se n mols de um gds ideal a uma temperatura
absoluta T. A tampa esta presa a uma massa m por um fio que passa por uma roldana, ambos
ideais. A massa m encontra-se na iminéncia de subir um plano inclinado de angulo 8 com a
horizontal e coeficiente de atrito estatico u. Considerando que as varidveis estejam no Sistema
Internacional e que nao exista atrito entre a tampa M e as paredes do recipiente, determine
m em funcdo das demais varidveis.

Dados: aceleracdo da gravidade = g, constante universal dos gases perfeitos = R.

Comentarios:

Analisando as forcas que atuam sobre o bloco:

T N

P.senf + F,
P - cos@

Como o bloco estd na iminéncia de subir, a resultante ainda é 0. Portanto:

{ N =P-cosf
T=P-sen@+uN =P -senf + uP -cosf

T =P(senfB+ u-cosf) =mg(-sen6 + pu-cosf)
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Agora, analisa-se o émbolo:
T+ Pps-A=M-g+ Py A
_M-g—m-g-(senf+ pu-cosf)

Pgés

atm

a2
Pela equacado de Clapeyron:
Pys-V=n-R-T
(M-g—m-g(sen0+y-cost9)
a2

Patm>a3=n-R-T

a(M-g—m-g(sen@+p-cos6))+ Pym-a>=n-R-T
n-R-T =Py, a
a
M-g-a—nRT + Py, - a®
a
M-g-a—=n-R-T+ Py - a®
a-g(senf + - cosB)

M-g—m-g(sen6+ pu-cosf) =

m-g(sen@ +pu-cosf) =

M-g-a—n-R-T+Patm-a3
g-a(ucos6+sen 0)

Gabarito: m =

46. (IME - 2009)

Uma viga de 8,0 m de comprimento, apoiada nas extremidades, tem peso de 40 kN. Sobre
ela, desloca-se um carro de 20 kN de peso, cujos 2 eixos de roda distam entre si 2,0 m. No
instante em que a reacdo vertical em um apoio é 27,5 kN, um dos eixos do carro dista, em
metros, do outro apoio

a) 1,0
b) 1,5
c) 2,0
d) 2,5
e) 3,0

Comentarios:

Analisando a viga:
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2 D
27,5 40 N

Pelo equilibrio translacional:
N =325kN
Pelo equilibrio rotacional (com polo no apoio da direita):
10D +10(D +2) +40-4 =27,5-8= 20D =220 — 160 — 20
D=2m
Gabarito: C

47. (IME - 2009)

A figura mostra uma estrutura em equilibrio, formada por uma barra BD, dois cabos AD e DE,
e uma viga horizontal CF. A barra é fixada em B. Os cabos, de secdo transversal circular de
5mm de didmetro, sdo inextensiveis e fixados nos pontos A,D e E. A viga de material
uniforme e homogéneo é apoiada em C e sustentada pelo cabo DE. Ao ser colocado um bloco
de 100 kg de massa na extremidade F da viga. determine:

a) a forca no trecho ED do cabo;
b) as reacOes horizontal e vertical no apoio C da viga;
c) as reacoes horizontal e vertical no apoio B da barra.

Dados: aceleragdo da gravidade: 10 m/s?; densidades lineares de massa: y; = 30 kg/m, u, =
20kg/m, us = 10 kg/m; V20 = 4,5.
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2.0m
20m
20m . 7 i E bloco
Ngsissil feoomoncaiiuniman //3 : } UF
AC 2 T
7 :
% |
é//////// /////é////x;//////// 14
" Z0m 20m Wm  LSm lim® 30m
Comentarios:

Situacao da viga:

T
A\
R,

—_— | t

Tk

7.5

9,0

E pelas dimensdes do problema, sabe-se que:

cosfO =

sen 0 =

ul] » U1l W

Pela analise do equilibrio rotacional com polo no apoio C:
1,5-PL+45-P,+75-P;+9-P=45-T -senf
Calculando os pesos:
P, =30-3-10=900N
P, =20-3-10 =600N
P; =10-3-10=300N => P =1000N
Substituindo:
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1350 + 2700 + 2250 + 9000 = 3,6T =T = 4250 N
Pelo equilibrio translacional da viga:
{Ry =P, +P,+P;+P—T-senf
R, =T -cosf
Substituindo:

4
Ry =900 + 600 + 300+ 1000 — 4250 = g _ 2550 N

5
3 > {Ry =—600 N
Ry = 4250 ¢

Portanto, o sentido de R,, é contrario ao indicado na figura.

Finalmente, situacdo da barra:

'
i
i
i
i
'
A ¥
i
i
i
i
'
i
i
i
i
I
R,
R.f
Por trigonometria:
( 2v5 4
cosaq = — sen 2a = = = cos(90° — 2a)
5 5
V5 _3_ 0
sena = — cos2a = T = sen(90° — 2a)
4 2V5
cos(90°—0) == sen(90°— 60+ a) = —
5 5
o 3 V5
sen(90° - 6) = T cos(90° -0 + a) = —

5
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Fazendo o equilibrio rotacional em torno de B:

T’ - sen(90° — 2a) - 2V/5 = T - sen(90° — 0 + @) - 24/5

- 2V5 - 2«/34250 8500V5
Pp— — = — =
5 5 3 3
Agora, para o equilibrio translacional:
_8500V5 2V5 9350

{Rx=T’-cosa—T-cost9 Ry = 3 5 —4250-0,6 Ry = 3 N
Ry=T’-sena+T-sent9=> 8500v5 /5 = R _18700N

Gabarito: a) T = 4250 N b) F¢, = 2550 N F¢, = 600 Nc) Fg, = 2= N Fp, =2 N

48. (IME - 2010)

425m

A figura mostra duas barras AC e BC que suportam, em equilibrio, uma for¢a F aplicada no
ponto C. Para que os esforcos nas barras AC e BC sejam, respectivamente, 36 N (compressao)
e 160 N (tracdo), o valor e o sentido das componentes vertical e horizontal da forca F devem
ser:

Observac3o: Despreze os pesos das barras e adote V3 = 1,7.
a)80N (1), 100N (—)
b) 100 N ({), 80 N (—)
c) 80N (T), 100 N («)
d) 100 N (T), 80 N (<)
e) 100N (1), 8O N («)

Comentarios:
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Situagdo no no6 C:

160
30° F,
36
F!I
° 160v3
Fx=36—160-C0530z F, =36 — =36—-80-17=—100 N
F, = 160 - sen 30° 2

E,=80N

O sinal negativo implica que o sinal indicado na figura estd errado. Portanto, a resposta correta é
letra A.

Gabarito: A

49. (IME - 2010)

Uma mola com constante elastica k, que estd presa a uma parede vertical, encontra-se
inicialmente comprimida de Ax por um pequeno bloco de massa m, conforme mostra a figura.
Ap6s liberado do repouso, o bloco desloca-se ao longo da superficie horizontal lisa EG, com
atrito desprezivel, e passa a percorrer um trecho rugoso DE até atingir o repouso na estrutura
(que permanece em equilibrio), formada por barras articuladas com peso desprezivel.
Determine os valores das reagdes horizontal e vertical no apoio A e da reagao vertical no apoio
B, além das reagdes horizontal e vertical nas ligacdesem C, D e F.

Dados:

e constante eldstica: k = 100 kN /m;

e compressao da mola: Ax = 2 cm;

® massa do bloco: m = 10 kg;

e coeficiente de atrito cinético do trecho DE: u. = 0,20;

e aceleracdo gravitacional: g = 10 m/s?.
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Comentarios:

Primeiro, calcula-se o ponto de parada do bloco m. Para isso, primeiro calcula-se a desaceleracao
na superficie rugosa:

Fat

=

s

a=—-ug=-02-10=-2m/s?

Portanto, utilizando Torricelli:
0=v2+2-a-AS
E pela conservagao de energia:
kx? muv? kx? 2-1072)2
=—=10° ;
2 2 m 10

Substituindo em Torricelli:

0=4—-4-AS=>AS=1m

Agora, fazendo a andlise da estrutura:

1
1Cy i 1m

|

)
1

H
I_—
2,5m i1m §

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado

Aula 15 ITA
D, =C, (D D, = C;
Cy+Dy=P = Cy+Dy=P
P = ZDy + 4,5Cy 2,5Cy =—P
2P
Cy = —? = —40 N
7P
Dy =—=140N
5
By
Fy + By = Dy (ID
D, + E, = 0 (Il
3F, + 2,5Fy = 2,SBy (IV)
F,
| R -
\ Fy
3m
| Cy
it at—————
Cy
3m
4 A,
A A,
Fy + Cy = Ay V)
E, + C, = A, (VD)
3C, + 6E, = 0 (VID)
Com (1) e (l):
Cy, + FE, = 0 (VIII)
& Estatica
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Com (VIII) em (VI):

A, =0
Com (VIII) em (VII):

e

C, =0
Logo, por (l):

D,=0
Reescrevendo (IV):

E, = B, (IX)
Com (IX) em (l1):
D,
E,=B, = 5 = 70 N

Substituindo tudo em (V):
70-40=A4,=>A4,=30N

Gabarito: D, = 140 N, C, =40 N, A, =0,(,=0,D,=F,=0,B,=70N,F, =70 N, A, =
30 N.

50. (IME - 2011)

ﬁ

1750N

A figura acima apresenta um perfil metdlico AB, com dimensdes AC = 0,20m e CB =
0,18 m, apoiado em C por meio de um pino sem atrito. Admitindo-se desprezivel o peso do
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perfil AB, o valor da forga vertical F, em newtons, para que o sistema fique em equilibrio na
situacdo da figura é:

Dados:

e sen(15°) = 0,26
® cos(15°) = 0,97
a) 242,5

b) 232,5

c) 222,5

d) 212,5

e) 210,5

Comentarios:
Igualando a zero o momento com C como polo:
216-0,2-cos15°=175-0,18-sen 75°+ F - 0,18 - cos 75°
Substituindo:
43,2-0,97 =31,5-097+F-0,18-0,26
B 0,97(43,2 — 31,5)
0,18-0,26

=2425N

Gabarito: A

51. (IME - 2011)

apoio sem atrito

/
LSS L

A figura acima mostra um sistema composto por uma parede vertical com altura H, uma barra
com comprimento inicial L, e uma mola. A barra esta apoiada em uma superficie horizontal
sem atrito e presa no ponto A por um vinculo, de forma que esta possa girar no plano da figura.
A mola, inicialmente sem deformacao, esta conectada a parede vertical e a barra.
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Apds ser aquecida, a barra atinge um novo estado de equilibrio térmico e mecanico. Nessa
situacdo a forca de reacdo vertical no apoio B tem moddulo igual a 30 N. Determine a
quantidade de calor recebida pela barra.

Dados:
e H=3m;
L4 LO = 3\/7 m,

® 0 peso da barra: P = 30 N;

e constante eldstica da mola: k = 20 N/m;

P.c  50+30v2, , . , .. . N
o P = 3—ﬁjoules, onde c é o calor especifico da barra; a é o coeficiente de dilatagado linear

da barra; g é a aceleragao da gravidade: e P é o peso da barra.

Comentarios:

Fei

| o
b | o

Fazendo momento nulo em relagdo a A:

P-b
——+Fq H=B, b=15-b+20-x-3=30"b

15-b=60-x=>b =4x

Comparemos a geometria inicial com final:

Antes Depois

Da inicial:
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2
32+a?=(3V2) 2a=3
Da final:
x=b—a _ _ _ _
{b=4x >a=3x=3>=>x=1eb=4
Portanto:

32+42=12>L=5

Pela dilatacao térmica:
AL =Ly - a- AT
Onde:
- AL é a variacdao do comprimento;
- AT é a variacao de temperatura.
AL=5—3x/§=>AT=ﬂ§
3V2a
Agora, sabendo-se da variacao de temperatura:
Q=m-c-AT

5—3v2 5+3V2 5-3V2

Gabarito: Q = 3?5 J

7 70
—m-oc——"=—-—.[——Z) =10 10 — = —
¢ 3V2a g « < 32 > 32 32 18

18

35
9

52. (IME - 2012)

23m
o P —
e —
— C e
—1 |3 —
—
— b—
- mola :
e
et %‘ [
——t
30° 450
A
corpo
cubico
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A figura acima mostra um corpo cubico de 50 cm de aresta suspenso por dois cabos AB e AC
em equilibrio. Sabe-se que o peso especifico volumétrico do material do corpo cubico, a rigidez
da mola do cabo AC e o comprimento do cabo AC antes da colocag¢ao do corpo cubico sdo
iguais a 22,4 kN/m3, 10,0 kN/m e 0,5 m. O valor do comprimento do cabo AB, em metros,
apos a colocagao do corpo cubico é

Adote:

V3=173ev2 =141
a)1,0

b) 1,5

c)2,0

d) 2,5

e) 3,0

Comentarios:
A situacdo de equilibrio final é:

30° 45°

Pelo equilibrio:

{ T, - cos45° =T, - cos 30° . T2 = T,V3
T, -sen45°+ T, -sen30° =P V2 n 1

T,-—=P
2 )

Substituindo a primeira equagao na segunda:

%(\/§+1)=P

Logo:
T, = P(V3-1)
Assim:
. _P(V3-1)v3 _P(3-+3) P(3v2-+6)
T v 2
Mas:
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T1 = k X
P(3vV2 -6 3V2 -6
X = ( )=(0,5)3-22,4-103-—
2k 2-10%
x=0,25m
Portanto, o comprimento de AC é:
AC=05+4+0,25=0,75m
Pela geometria do problema:
V3 3 V2
AB - cos30°+ AC - cos45° = 2,3 > AB -7+Z-7= 2,3
AB 2 <2 3 3ﬁ> 2,048
=—=" ’ - T 45 =~ ’ m
\V3 8
Gabarito: C
53. (IME - 2012)
fio |
|
|
m |
1 ’ m m3
m ' m, =2
: 112 G lisa 3 rugosa viga o
VO AT TITTIIITIITIT I C ;; l'!'
1.5m 1.0m l 05m l 10m [
1 1 1 'I
c D =

A B

Um corpo de massa m; = 4 kg estd em repouso suspenso por um fio a uma altura h do solo,
conforme mostra a figura acima. Ao ser solto, choca-se com o corpo m, de 2 kg no ponto 4,
desprendendo-se do fio. Apds o choque, os corpos m,; e m, passam a deslizar unidos sobre
uma superficie lisa e colidem com um corpo em repouso, de massa m3; = 8 kg. Nesse ponto,
0 conjunto m; + m, para e o corpo ms move-se em uma superficie rugosa de coeficiente de
atrito cinético igual a 0,45, estacionando no ponto C, situado na extremidade da viga CE. A
viga é constituida por um material uniforme e homogéneo, cuja massa especifica linear é
4 kg/m. Determine:

a) a altura h;

b) o valor e o sentido da reacdo vertical do apoio E depois que o corpo m3 atinge o ponto C
da viga.

Dado:

aceleracdo da gravidade: 10 m.s™2.
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Observacao:

Considerar que os corpos m4, m, e ms apresentam dimensoes despreziveis.

Comentarios:
a)

Fazendo-se a conservacdo de energia para o corpo m,, tem-se:

v=,2gh

No choque, considera-se a conservac¢ao da quantidade de movimento:

my-v=mgz- v

Em seguida, aplica-se Torricelli ao corpo 3:
12

0=v?+2-a-AS>a=-— v
2AS
Pela dindmica do bloco, a aceleracao é calculada por:
oo fa_ mwmeg_
m m
Igualando as equagdes:
2
v'? (2—:) v?
JAS Hg = oAS Hg
Substituindo:
(%)ZZOh

0,45-10 oh 4,5
= . = — =
2 ’ 2 ’

5h=9=>h=18m
b)

Analisando as for¢as que atuam sobre a viga:

51 lP

1 0,75 m

=i} L —

0,25 1;1
Pelo equilibrio rotacional em torno de D:
0,5P; + Np-1=P-0,25
Substituindo:
0,5:80+ Ny =15= N =-25N

O sentido adotado na figura, portanto, estava errado, isto &, a for¢a atua para baixo.
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Gabarito:a) h = 1,8 m b) N = 25 N,para baixo

54. (IME — 2013)

B4
C
& >
barra horizontal
B D
M A2
3
T 1,0m 1.0m
(0]
>
£
©
Kol
£
o
(g}

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio, formada por uma barra vertical AC e um
cabo CD, de pesos despreziveis, e por uma barra horizontal BD. A barra vertical é fixadaem A
e apoia a barra horizontal BD. O cabo de sec3o transversal de 100 mm? de area é inextensivel
e esta preso nos pontos C e D. A barra horizontal € composta por dois materiais de densidades
lineares de massa p; e u,. Diante do exposto, a forga normal por unidade de area, em MPa,
no cabo CD é:
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Dados:

e aceleragdo da gravidade: 10 m/s?;

e densidades lineares de massa: u; = 600 kg/m e u, = 800 kg/m.
a) 100

b) 125

c) 150

d) 175

e) 200

Comentarios:

Analisando a barra B:

| . DY
ol N

0,5 m 1,0 m 0.5 m

== —

Existem 5 forcas sobre a barra, duas sdo conhecidas, uma deseja-se encontrar e as demais coincidem
em um sé ponto. Por esse motivo, é imediato analisar o torque em relacdo ao ponto de encontro
das forcas indesejadas (reacdes de B). Assim:

P;-05+P,-1,5=T-senf -2

Pela figura:
senf =—

Pelos dados do problema:
P,=600-1-10=6-103N=>P, =8-103N
Substituindo:

6 75
3-103+12-103=T-§:?-103=T=>T=12,5-103N

Como deseja-se a forga pela area no cabo:
T 12,5-10% 1 1000

—_— = _.10%= ——-10% Pa = 125 MP
A 100-10"°% 8 8 4 “

Gabarito: B
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55. (IME - 2014)

20 kN carga variavel

apoio A viga apoio B

A
\ 4

Tm

A
A

4m

A figura acima mostra uma viga em equilibrio. Essa viga mede 4 m e seu peso é desprezivel.
Sobre ela, ha duas cargas concentradas, sendo uma fixa e outra varidvel. A carga fixa de 20 kN
estd posicionada a 1 m do apoio A, enquanto a carga varidvel sé pode se posicionar entre a
carga fixa e o apoio B. Para que as reagdes verticais (de baixo para cima) dos apoios A e B
sejam iguais a 25 kN e 35 kN, respectivamente, a posicdao da carga variavel, em relacdao ao
apoio B, e o seu mdédulo devem ser

a)1,0me50 kN
b) 1,0 me 40 kN
c)1,5me40 kN
d)1,5me50 kN
e) 2,0me40 kN

Comentarios:
Chamando de x a distdncia entre a carga variavel e B, analisa-se o equilibrio translacional e
rotacional (em torno de B):
Px+20-3=R,-4
Substituindo R, e Rp:
{ P =60—-20=140
Px =100 - 60 = 40
Portanto:
{P =40
x=1
Gabarito: B

56. (IME — 2014)
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10kN 10kN
//ﬁﬂ 1 carga

1 N\ D C horizontal

1,5m
y
E

1,5m

B % B

20m 20m

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio de peso desprezivel em relacdo ao
carregamento externo. As barras desta estrutura so resistem aos esforgos normais de tragao
ou de compressdo. Sobre o né D ha uma carga vertical concentrada de 10 kN, enquanto no
nod C ha uma carga vertical concentrada de 10 kN e uma carga horizontal. Sabendo que o apoio
A ndo restringe o deslocamento vertical e a forca de compressdao na barra AB é 5 kN,
determine:

a) a intensidade, em kN, e o sentido da carga horizontal no né C;
b) as reacdes de apoio, em kN, nos nés A e B, indicando suas dire¢des e sentidos;
c) as barras que estao tracionadas, indicando suas magnitudes em kN;

d) as barras que estdo comprimidas, indicando suas magnitudes em kN.

Comentarios:

Analisando a estrutura, tem-se:

10 10
RA Fl _____________ Fl ____________ Fz
0 F 0 F
2 Fy
—5 F(i % F3 /«

v
.

e
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Na convencao adotada, forcas de compressao sao negativas e as forcas de tracao sao positivas. E,
sabe-se que:

cosf =

sen g =

Ul w Gl

Primeiramente, fazendo a anadlise do equilibrio rotacional com A como polo (notar que as forgas
internas de compressao e tracdo ndao necessitam ser levadas em consideragdo visto que sdao acao e
reagdo que exercem mesmo momento sobre a estrutura toda):

10-24+10-4=Rp 3= Rp_=20kN
Agora, fazendo o equilibrio rotacional com B como polo:
Ry,-3+10-24+10-4=F-3=>R;=F—-20(D)

Pelo equilibrio translacional da estrutura toda:

RBy =20 kN
Agora, fazendo o equilibrio para cada nd, em ordem alfabética:
Ry =F, + Fg-cosf . 5 25
A{ S+ F -senf=0 = Fe=5 3 3 kN

20
Ry =Fy+= (D

F5-cosO + Rp_ —0

RB — 5+ Fseng =0 = Fs = —25 kN
(F+F,+F, -cosf=0 50
C'{ Foseng +10=0 —Ff+=—73 kN

40
F+Fy=— (Il

F.+10=0
D{3+ = F; = —10 kN

F=F V)"~

O restante do problema ndao apresenta solucao. As demais equag¢des a que se chegam sao
combinacgdes lineares da demais. Falta uma equacgao para que o sistema seja SPD. Portanto a solucao
final ficarda em funcdo de F que é a carga horizontal aplicada.

Gabarito: a) (R4 + 20) kN (< se o valor for positivo)
b) R4 = (F — 20) kN (- se o valor for positivo), Rg, = 20 kN (=) e Rg = 20 kN (1)

c) AE (2?5 kN)

d) DE (10 kN), BE (25 kN) AB (5 kN), CE(S’ kN)
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57. (IME — 2015)

4q Ba 2a
) _
A 2a  2a
X
a
2.5975a ]

Uma chapa rigida e homogénea encontra-se em equilibrio. Com base nas dimensdes
apresentadas na figura, o valor da razdo x/a é

(A) 10,5975
(B) 11,5975
(C) 12,4025
(D) 12,5975
(E) 13,5975

Comentarios:

Qualquer simetria em torno do eixo vertical pode ser desconsiderada, pois o torque gerado por
metade da estrutura é igual em médulo, mas de sentido oposto ao gerado pela metade simétrica.
Portanto, a figura reduz-se a:

da 6a 2a
o 2 2
Aq 3 2a  2a
| 3 |«
________ a 11 1] L
jm—8,5975a
2,5975a ] 4 o I

Onde os blocos com mesmo numero sao simétricos em relagdao ao eixo vertical. Portanto, basta
igualar o torque dos dois blocos que restaram. Assim, tem-se:

§+10a?-3a = 8- 2a(x — 8,5975a) - 5a
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Onde § é a densidade superficial de massa da placa.
30a® = 10a?(x — 8,5975a) = 3a = (x — 8,5975a)

|x = 11,59754|
Gabarito: B
58. (IME — 2015)
carga & B__I
vertical : —
7
£
w0
10 kN
) e 3u e
D L 7
E A
2,0m 2,0m
7 1

A figura mostra uma estrutura em equilibrio, formada por barras fixadas por pinos. As barras
AE e DE sao feitas de um material uniforme e homogéneo. Cada uma das barras restantes
tem massa desprezivel e secdo transversal circular de 16 mm de diametro. O apoio B,
deformdvel, é elastico e sé apresenta forca de reacdo na horizontal. No ponto D, duas cargas
sdo aplicadas, sendo uma delas conhecida e iguala 10 kN e outra na direcdo vertical, conforme
indicadas na figura. Sabendo que a estrutura no ponto B apresenta um deslocamento
horizontal para a esquerda de 2 cm, determine:

a) a magnitude e o sentido da reacdo do apoio B;
b) as reacOes horizontal e vertical no apoio A da estrutura, indicando seu sentido;
¢) a magnitude e o sentido da carga vertical concentrada no ponto D;

d) o esforco normal (forca) por unidade de drea da barra BC, indicando sua magnitude e seu
tipo (tracdo ou compressao).

Dados:

acelerac3o da gravidade: g = 10 m/s?;
densidade linear de massa: u = 100 kg /m;
constante elastica do apoio B: k = 1600 kN /m.

Comentarios:
Como dito pelo enunciado, o apoio B apresenta comportamento elastico. Portanto:

F =kx =1600-0,02 =32 kN
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Como o deslocamento foi para a esquerda, a forca é para a direita. Para analisar o momento
resultante sobre a estrutura, interessa apenas as forgas externas. Neste caso, o peso das barras, as
reagcoes em A e B e a carga D. Portanto, tem-se a seguinte situagao:

carga C B @ 32

vertical YHZ

7
£
mn
F \ Ay -

10kN ’
_> |/l e 3/" X QE?V_.\_
D L - 7
Pl l E 132 * A
2,0m 2,0m J

Calculando o momento em torno de A:
P,-34+P,-14+F-4=32-15
Calculando os pesos:
P,=2-100-10=2-103=2kN
P,=2-300-10=6-103 =6 kN
Substituindo:

_ 48—-6—6 —9kN
= 2 =
Pelo equilibrio translacional da estrutura:
A, =10+ 32
{Pl + Pz + 9 == Ay
A, =42 kN
{Ay =17 kN
O equilibrio do n6 B encontra-se representado abaixo:
FAB
32
- Fpc B -
Pelo equilibrio horizontal:
FBC == 32 kN
Sendo o sinal positivo caracteristico de tragao no sentido adotado. A forga por area é:
Fge 32000 32000 32 9 500
= 5 = =3 = -10° = —— MPa
A d m(8-1073) 641 T
"(2)
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Gabarito: a) 32 kN (— ) b)42 kN (<) e 17 kN (T) c) 9 kN (1) d) ? MPa, de tragdo

59. (IME - 2016)

50 kN

20 | 20 | 15
G 1

A figura acima, cujas cotas estdo em metros, exibe uma estrutura em equilibrio formada por
trés barras rotuladas AB, BC e CD. Nos pontos B e C existem cargas concentradas verticais. A
maior forca de tracdo que ocorre em uma barra, em kN, e a altura h, em metros, da estrutura

sao

Consideragao:

e as barras sdo rigidas, homogéneas, inextensiveis e de pesos despreziveis.
a) 50,0 e 2,50

b) 31,6 e 1,67

c) 58,3 e 3,33

d) 50,0 e 1,67

e) 58,3 e 2,50

Comentarios:

As forgas sobre a estrutura ficam:
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50kN

! 2,0 ‘L 2,0 J{1.5)(

Onde:

3 4
cosf@ =§esen9 =

Para o equilibrio translacional da estrutura:

{ A, =D,
A, + D, =90

Para o equilibrio rotacional da estrutura (com A como polo):
40-2+50-4—-D,-55+D,-2=0

4D, — 11D, = =560 (I)
Analisando o né D:

D:{ D, =F¢p-senb

D, + Fcp-cos@ =0
Substituindo a primeira equagao de D na segunda:
Dy+ D, -cotgb =0=4D,+3D, =0
Substituindo na equacao (l):
—14D, = =560 = D,, = 40 kN = D, = =30 kN
Portanto:
Fep =50 kN

Analisando C:

C'{ Fep - cos@ = Fg - cosa
"(Fgc-sena =50—F.p-senf

Assim:
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{FBC -cosa = 30
Fge-sena =10

zFBC = 10V10

Analisando B:
B-{ Fgc-cosa = Fyg - cosy
"(Fyp - seny = Fgc - sen a + 40
Substituindo os resultados anteriores:
Fy5 - cosy = 30 _ _
{FAB .seny = 50 = F,5 = 10V34 = 58,3
Portanto, a barra mais tracionada é F,5 (58,3 kN). Para o cdlculo da altura:
F,g-seny 5 h
—=§=tgy=§=> h=3,33m

F,g - cosy
Gabarito: C

60. (IME - 2016)

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio, formada por nove barras AB, AC, AD, AE,
BC, BE, CD, CE e DE conectadas por articulagcdes e apoiadas nos pontos A, B e C. O apoio A
impede as translagdes nas dire¢des dos eixos x, y e z, enquanto o apoio B impede as
translagdes nas dire¢des x e y. No ponto C, ha um cabo CF que soé restringe a translagdo da
estrutura na dire¢ao do eixo y. Todas as barras possuem material uniforme e homogéneo e
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peso desprezivel. No ponto E ha uma carga concentrada, paralela ao eixo z, de cima para baixo,
de 60 kN. Determine, em kN:

a) as componentes da reagao do apoio B.
b) as componentes da rea¢ao do apoio A.
¢) o médulo da forga do cabo CF.

d) os mddulos das forcas das barras BE, BC, AB e AC.

Comentarios:

Como a estrutura toda esta em equilibrio, ela estara em equilibrio ao ser analisado em cada plano.
Ao se analisar somente as for¢as em cada plano, considera-se apenas a rotagdo em torno de um
eixo. Primeiramente, analisando as forgas no plano yz (apenas rotagao em torno de x):

F,
Yy
= .-:By
|
z |
y
4 m
60
|
Ay 'n: =E
Az 4 m :

Para rotagdo em torno do ponto superior esquerdo:
44, —60-4=0= A, =60 kN
Pelo equilibrio translacional:

{ A, = 60 kN
B, —E,+ A4, =0

E, — B, = 60 kN (1)

Agora, analisando as forgas no plano xz (apenas rotagdao em torno de y):
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B,
T
4 m
60 .
D | !
A, ?t : ' T
A, " "
: '
= E :
' 2m ' 2m E
Pelo equilibrio translacional:
A, = —B,

Pelo equilibrio rotacional em torno do canto esquerdo inferior:
4B, =60-2=> B, =30kN = A, = =30 kN
Agora, analisando as forgas no plano xy (apenas rotagdo em torno de z):

4m

5
e

/
3
g
/
B
S

1 §
|

2 m

Pela rotacdao em torno do canto esquerdo superior:

4-FE,=0=>F =0
Substituindo em (1):
B, = —60 kN

Das quatro barras que se desejam o equilibrio, 3 estdo com uma extremidade no né B. Portanto,
analisando as forgas sobre B:
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Como pode-se ver, Fgr € a Unica for¢a que necessita ser decomposta. Analisando o triangulo ABE,
tem-se:
) 1 *

A 25 E

Portanto, a decomposi¢dao de Fgzg no eixo z é:
FBE : COSH = FBEZ = FBE '§

A decomposicao de Fgr no plano xy é:

FBE . Sen9 == FBExy == FBE -

“| %

Analisando o n6 B na projetagao da estrutura sobre o plano xy:
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Portanto, a projegao de Fy sobre os eixos x e y fica:

V5 V5 Fgg
FBExy cCosa = FBEx = FBE '?'?=T
V5 2V5  2Fg
FBExy-SenCI:FBEy:FBE'?'?: 3
Portanto, o equilibrio das forgas sobre o né B fica:
( F
Emx: B, = Fy, +$
2F,
{ Emy: B, +% =0
2FgE
L EmZ: FAB = 3

Com as duas primeiras equacoes:
ZBx + By == ZFBC

Fgec = 0kN

Fgr =90 kN
E substituindo na terceira:

F,p = 60 kN

Ao analisar o n6 C, nota-se que as forgas atuantes sobre ele sdo somente duas (F4¢ e F¢p), visto que
Fgc e E, sdo nulas. Como as diregbes das duas forgas atuantes sdo linearmente independentes,
ambas devem ser nulas. Portanto:

FAC=0kN

Gabarito: a)(30; —60; 0) kN b) (—30; 60; 60)kN c) 0 kN d) Fgz = 90 kN, Fgc = O kN, F 5 =
60kNEFAC= 0 kN

61. (IME -2017)
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B 7 7P
(o)
1,8 kN
£
Q
o~
A
| O ERRRRIARARAALKE) E
D
e
Q
o~
-
l 1.5m 3.0m
1

A figura acima apresenta uma estrutura em equilibrio, formada por uma barra horizontal CE e
duas barras verticais rotuladas AC e BD. Todas as barras possuem material uniforme e
homogéneo e as barras AC e BD tém peso desprezivel, enquanto a barra CE tem densidade
linear de massa . Na extremidade da barra CE, ha uma carga concentrada vertical, de cima
para baixo, de 1,8 kN. Para que a forca de tracdao na barra BD seja 8,1 kN, a densidade linear
de massa p da barra CE,em kg/m, e a forga em modulo na barra AC, em kN, devem ser iguais
a:

Dado:

e aceleragdo da gravidade: g = 10 m/s?.
a)40e 3,6

b) 40 e 4,5

c)60e 3,6

d) 400 e 4,5

e)600e 3,5

Comentarios:

As forgas sobre a barra sao:

1,8

| A

2,25
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Analisando o equilibrio translacional:
P+F+18=81=P+F =63
Pelo equilibrio rotacional (CG como polo):
2,25-18+81-0,75=225-F, =2 F, =45kN

Portanto:

1800
P = 1,8kN=4,5y=>E=,u=400

Gabarito: D

62. (IME - 2017)

20kN

30 kN

3 R 12

A figura acima apresenta uma estrutura em equilibrio, formada por oito barras AC, BC, AF, CF,
CD, DE, DF e EF conectadas por articulacdes e apoiadas nos pontos A e B. Os apoios A e B
impedem as translagdes nas direcdes dos eixos x e y. Todas as barras sao constituidas por
material uniforme e homogéneo e possuem pesos despreziveis. No ponto D, hda uma carga
concentrada, paralela a diregcdo do eixo x, da direita para esquerda, de 20 kN, e, no ponto E
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existe uma carga concentrada, paralela a dire¢ao do eixo y, de cima para baixo, de 30 kN.
Determine:

a) as componentes da reacao do apoio A em kN;
b) as componentes da rea¢ao do apoio B em kN;
c) as barras que possuem forgas de tragao, indicando os médulos destas forgas em kN;

d) as barras que possuem forgcas de compressao, indicando os médulos destas forgcas em kN.

Comentarios:

Na resolucao adota-se sempre as forcas das barras atuando no sentido para dentro da barra. Com
isso, forcas positivas sdo forcas de tracao e forgcas negativas de compressao.

As forcgas externas atuantes sobre a estrutura estdo representadas a seguir:

D
20kN v —F

30 kN

Fazendo o momento resultante em torno de A e de B, igualando ambos a 0 chegamos as equagdes
abaixo:

B,-10+20-17+30-12=0
{Ay-10+20-17+30-22=0

B, = =70 kN
A, =100 kN

Pelo equilibrio translacional em x:
A, + B, =20 (D)
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Como a reagao de apoio de B deve seguir a direcao da barra BC:

B, 5 5 175kN
—_—=— e
70 12 x 6
Em (1):
55
sz_ZkN

Analisando A:

Fac
100

 55/6

Far
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9= g = 12
CoS —13 esen —13
Fur-COS6O = ﬁ 143 143 12
AC 6 =>FAC=TkN=>FAF=—1OO—T'E=—122kN
Fpp + Fyc -sen @ +100=0
Analisando B:
175 175 13 455
Fgc - cos @ ZTﬁFBCZT'?ZT kN

Analisando C:

Fpc

FopV2 455 5 143 5

{FCF+FAC'COSQ+FCD'S€Tl45°=FBC'COSH=> Fer + 2 6 13 6 13
Fep - cos45° = F,--sen 0 + Fg- - sen 6 FCD=\/E<@ 12 ﬁ 12)

6 13" 6 13
Fep =92V2 kN = Fop =20 —92 = =72 kN

Analisando D:
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20 + Fp - sen 0 = Fp - cos 45° _ 13
{FDF + Fpp - cos@ + Fqp - sen 45° =0 = Fpp = (92=20) 12 78 kN
5
Fpp=—-92—-78-— = —122 kN

DF 13

Analisando E:
12
FEF = _FED - sen 9 = _78 'E = _72 kN
i 55 175
Gabarito: a) ?kN (<),100 kN (1) b) re kN (-),70 kN (1) c)
143 455

¢ (== kN),BC(*= kN),CD(92V2 kN), DE(78 kN) d)

AF (122 kN),CF (72 kN), DF (122 kN),EF (72 kN)

63. (IME - 2018)

a/4
a;/2
a
aje
f" "
|
el

L

O sistema mostrado na figura acima encontra-se em equilibrio estatico, sendo composto por
seis cubos idénticos, cada um com massa especifica n uniformemente distribuida e de aresta
a, apoiados em uma alavanca composta por uma barra rigida de massa desprezivel. O
comprimento L da barra para que o sistema esteja em equilibrio é:
a) 2a

4

b)%a
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7
c);af
d)Za

4

17
e)—a
4

Comentarios:

L_3a
2

(VRS

Fazendo o equilibrio rotacional em torno do apoio:

P(L 3a>—4P 2:p.2
2) 2 4

Gabarito: D

4P

64. (IME - 2018)
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10kN 30kN
C D
—y—
E
™
E F
E 20 kN
-
E E
o~ o™~
R S A B ——
v N 7
1 1 1
4m 4m

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio formada por onze barras. Todas as barras
tém peso desprezivel. O apoio A impede deslocamentos nas direcdes horizontal e vertical,
enquanto o apoio B somente impede deslocamentos na direcdo vertical. Nos pontos Ce D ha
cargas concentradas verticais e no ponto F é aplicada uma carga horizontal. Determine os
valores das forcas, em kN, a que estdao submetidas as barras BG e EG.

Dado:
V2 =14;e
V5 = 2,2.

Comentarios:

Antes de iniciar a questdo é importante a analise de cada né individualmente. Nessa analise prévia
é possivel eliminar algumas barras do problema. Aqui, por exemplo, ao analisar o né D o aluno vera
gue existem trés possiveis forcas atuando sobre o né D, sendo duas delas na mesma direcao e uma
em uma direcdo linearmente independente.

Portanto, essa forca de direcao linearmente independente deve ser nula, no caso seria a for¢ca da
barra CD. Da mesma forma se conclui que BF é nula. Com isto, conclui-se também que:

{FEF = 20 kN

FDE = 30 kN

Redesenhando o problema:
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10kN 30kN
C D
—y—
E
30 kN ~
E F
- = 20 kN
" 0 kN
H E
o™ o~
A
= : Bl
7 N 7 7
y
1
4m am

Pelo equilibrio rotacional com A como polo:
20:2+30-4=B,-8> B, =20kN
Pelo equilibrio translacional:
{Ay+20 =40 {Ay =20 kN
=
A, +20=0 A, = —20kN

Agora, analisa-se cada né individualmente:

10
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0 2V5
cosf = —
5
0 V5
sen@ = —
5
Para o né B:
{FBG‘I‘FBE'COSQ = 0=>FBE_ _20\/§kN=>FBG—4OkN
Paraond E:

F, =20 +F
{ ceCOSo = £V EppC0Ss g = 20> Fgg =30 — 20 —30 = Fge = —20 kN

Fge + 30 + Fgpseng = Fopseng

Obs: pela convencdo adotada, sinal positivo é tracao e negativo compressao.

Gabarito: 40 kN e —20 kN

65. (OBF — 2007)

+Q 7z L2 +Q
OA Bo

Fig. 2

Um dos resultados da Mecanica é que em um corpo extenso que ndao apresenta modificacdao
em seu estado de repouso ou movimento, a resultante das forcas e o momento resultante sdao
nulos. Jd a eletrostatica ensina que a intensidade da forca entre duas cargas puntiformes
(pontuais) varia com o inverso do quadrado da distancia entre elas, e é diretamente
proporcional ao produto dos valores absolutos das cargas. Considerando esses resultados,
suponha que no laboratdrio foi montada a experiéncia mostrada na figura 2. Nessa figura, a
haste AB tem massa m, comprimento L e seu ponto médio repousa sobre um suporte fixo ao
teto. Nas extremidades A e B da haste, encontram-se cargas de valor Q. Fixados a bancada,
estdo dois suportes a e b, em cujas extremidades ha cargas de valores —5Q e —60,
respectivamente. Os suportes e a haste sdo de material apropriado para que as cargas se
mantenham concentradas nos pontos indicados. A experiéncia € montada de tal forma que
somente a forga elétrica entre as cargas de A e a. e a forga elétrica entre as cargas de B e b,
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sejam consideradas. Nessas condicdes observa-se que. para a haste AB permanecer na
horizontal, é preciso pendurar nela um corpo de massa M, no ponto situado a distancia L/3
de seu ponto médio. Sendo D a distancia entre as cargas de A e a, e de B e b, pede-se:

a) A massa M do corpo em fun¢ao da distancia D e da carga Q;

b) Sabendo o valor da carga elementar e = 0,16 - 1078 C e que, quando a distancia D =
30 cm a massa M do corpo, usado para manter a haste na horizontal, é igual a 0,1536 kg.
determine o nimero de cargas elementares em Q.

Comentarios:
a)

As forcas atuando sobre a barra estdo representadas a seguir:

TT
L/6 L/3 L/2

ZHE |-

M -g m-g

Pelo equilibrio de momentos em torno do meio da barra:

MglL F,, L F,L 3 (6kQ? 5kQ? 3kQ?
9 + ely _ el, > M=— Q _ Q =M= Q
3 2 2 2g \ D2 D2 2gD?

,ZMgDZ
Q= 3k

=./32-107 = 4-103vV20 =8-103-5

b)

Para calcular a carga Q:

Substituindo os valores do enunciado:

_ [2-0,1536-0,09 10
B 3:9-10°

O numero de cargas elementares portanto é:

Q 8V5-10°
—=———="5V5-101°
e 16-10°1°
2
Gabarito: a) M = zzﬁz b) Q = 2 - 103 cargas elementares.

66. (OBF —2012)
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0 disco, de raio R, mostrado na figura é formado por dois semicirculos com densidades de
massa o, e g,. O disco nao pode escorregar, mas pode rolar. Para uma determinada posigao
do disco e para certos valores do angulo 8, é possivel manter o disco em equilibrio sobre o
plano inclinado. Qual deve ser a razdo entre as densidades (g, /d,) para que o disco fique em
equilibrio com o segmento PQ posicionado na vertical? Nessa situacdo, qual é o intervalo
permitido para o angulo 8? Dado auxiliar: o centro de massa, C’, de um semicirculo de raio R
é tal que o segmento CC' é 4R /3.

Comentarios:

Analisando o equilibrio no eixo x da figura a seguir:

F,
' SN

P, + P

Foy =Py + P,)-senf

Agora, analisando a esfera:

P
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Fazendo-se o momento em torno do centro da esfera:
Pl'd=P2'd+Fat'R$P1'd=P2'd+(P1+P2)'R'Sen0
Pi(d—R-senf) =P,(d+R-sen0)

Mas:
2 3
P1 = §T[R - 0-1
2 3
Pz = §T[R - 0-2
Logo:

oy d+R-senf  3mRseng+4R 4+ 3m-senf
0, d—R-sen® 4R —3mnR-senf 4—3m-senb
Como0<60<90°senB > 0.

Logo o numerador é sempre positivo, enquanto o denominador pode assumir valores
negativos dependendo de 0. Entretanto, como trata-se de uma proporc¢ado de densidades, um valor
negativo ndo apresenta sentido fisico. Portanto:

4
4>3mT-senl = |sen < —
3T

4+3m-sen B

. 4
Gabarito: —————esen 9 < —
4—-3m-sen @ 3

67. (OBF - 2013)

e
ey

b >

Trés livros idénticos de comprimento L estdo empilhados com uma taga de 1/10 do peso de
um livro posicionada como mostra a figura. Qual o valor limite da razdo b/a para que o conjunto
figue em equilibrio?

Comentarios:

O ideal é que se trabalhe o problema de cima para baixo, buscando sempre a situagao limite em
cada livro.

Para a primeira barra:
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i,
-

O momento com o ultimo ponto de contato entre os livros como polo:
— (L - )—P( ——L) L—a=10a—5L
p— ﬁ J—
10 a a > a a

6
6L=1la=>a=—L
a=a=

No caso limite, também se tem que o CG do conjunto estd no ultimo ponto de contato (se for além
disso o conjunto cai). Portanto, a representacdo para o proximo livro fica:

L/2 11P
— = 10

-

Fazendo o momento em torno do ponto extremo:

P

ok b 11P(b : L, 1 1
—_— — —_— — = — — _— —h - —
2 ¢ 10 V=3 =70° " 10°

Substituindo a:

L 21 6 21 181L 21b 1810L

2 10 11 10 110 10 21-110
Logo, a relacao pedida fica:

b 1810 11 905 181

a 21-110 6 5-126 126

.. 181
Gabarito: —
126

68. (OBF — 2015)
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0 canal da Mancha é um braco de mar pertencente ao oceano Atlantico que separa a ilha da
Gra-Bretanha do norte da Franca. Atualmente é uma das localidades de maior circulacdo de
navios do mundo. Quatro rebocadores sao usados para trazer um transatlantico ao cais. Para
isso é feita uma manobra como ilustra a figura abaixo. Cada rebocador exerce uma forca de
22500 N na diregao mostrada. Determine o momento resultante em relagdao ao ponto 0.

Considere a forca exercida pelo segundo rebocador na forma vetorial como sendo:

F, =(1351—18)) kN

Comentarios:

As forcas e medidas relevantes sao:

1 F . cosd5°

Calculando o momento em relagao a O, tem-se:
F-cos60°-154+18-304+ 13,521+ F-120 — F -sen 60°-27 — F - sen 45°-21 — F - cos 45°- 90 = M,
22,5-15 V3 V2 V2
M, =T+ 540 + 283,54+ 22,5-120 — 22,5-7-27— 22,5-7-21—22,5-7-90

M, ~ 1400 kN.m = 1,4- 10 N.m

Gabarito: 1,4 - 10° N.m
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69. (OBF —2017)

Uma aluna de fisica estd investigando condicdes de equilibrio estatico de objetos encontrados
em sua mesa de estudos. Inicialmente ela fixa uma lata cilindrica de raio r = 5,00 cm em uma
mesa horizontal e em seu topo apoia uma régua plastica homogénea de comprimento L =
30,0 cm e massa m = 40,0 g na situagdo de equilibrio estatico ilustrada na figura A. Depois,

ela aplica uma forga vertical F em uma das extremidades da régua e observa que o ponto de
apoio da mesma sobre o cilindro se desloca conforme ilustrado na figura B. Ela observa que a
régua pode assumir configuracdes de equilibrio estatico desde que 0 < 30°. Determine (a) o
valor do coeficiente de atrito estatico entre a régua e a lata e (b) a intensidade da forca externa
na situagcao em que 0 = 30°.

o ===} = ==

(A)
Comentarios:

No equilibrio:

Fazendo o equilibrio translacional na situacao limite:

{P+F=N(cos30°+,u-sen30°)=> _ 30°—£
pu-N-cos30°=N -sen 30° H=1tg T3

Para achar o F, faz-se o equilibrio rotacional em torno do ponto de contato entre a lata e a régua:

L P-r-0 2-m-g-r-6
P-r-@-cos@=F-(——r-9)-cos€=>—=F=
2 L 9 L—2-r-60
2 T

Para os valores do problema:
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T

F= 6 ~ 00846 N

2-0,04-10-0,05-

3
0,3—2-0,05-3

Gabarito: a) ? b) 0,0846 N

70. (22 fase OBF — 2008)

A energia cinética de rotacao de um corpo rigido que gira com velocidade angular w em torno
I

de certo eixo, é dada por E,.,; = sz. A grandeza I é chamada de momento de inércia, a qual
depende ndo sé da massa do corpo, mas também de como a massa esta distribuida em torno
do eixo de rotacdo. Seja um corpo rigido constituido de dezesseis bolas de mesma massa m
que estado distribuidas simetricamente ao longo de duas circunferéncias concéntricas de raios
r e 2r. Elas estdo ligadas entre si por barras finas e rigidas de massa desprezivel, como mostra
a figura 3. Expressando o resultado em termos da massa total M = 16m e do raio externoR =
21, calcule o momento de inércia do corpo na situacao onde ele gira, com velocidade angular

constante w, em torno de um eixo:
a) perpendicular ao plano que contem as circunferéncias e que passa pelos seus centros

b) que pertence ao plano que contém as circunferéncias e que passa por quatro bolas.

item b

6})

Comentarios:
a)

No caso do eixo perpendicular ao eixo das bolinhas, como todas elas possuem o mesmo eixo
de giragao, teremos que todas possuem a mesma velocidade angular. Assim, podemos calcular a
energia cinética do sistema da seguinte forma:

i.Bolinhas mais externas:
8-m-(w-2r)?
B 2

Ec
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ii.Bolinhas internas:

_8-m-(a)-r)2

2
iii.Somando (i) e (ii), e igualando a férmula fornecida pelo enunciado, temos:

40-m-(w-r)? Iw? ,
Ec = 2 = > =>[I=40m-r

MasR = 2re M = 16m, assim:

5
I==M-R?
8

b)
Aplicaremos o mesmo raciocinio utilizado no item a):

iv.Vamos considerar que as bolinhas as quais estdo sobre o eixo de rotacdo possuem energia
cinética nula.
v.Observe que o circulo foi dividido em 8 partes iguais, dessa forma, cada arco possui o valor

de 45 graus.
vi.Assim, para as bolinhas do circulo menor temos:
N 2
, Am| wr—=-
_ 2m(wr) N 2 _ am(er)?
c= 5 > = 2m(wr
vii.Analogamente para as bolinhas mais externas:
2
, 4m a)2r\/—E
_ 2m(w2r) N 2 _ gm(wn)?
c= 5 > = 8m(wr
viii.Somando (iii) e (iv), temos:
E 10m(wr)? low? I > M - R?
= w = — = — .
¢ = Hmar 2 16

Gabarito: a) I = EMRZ b)I = %MRZ

71.(32 fase OBF — 2009)

a) Um aro circular de raio R e massa m uniformemente distribuida, rola sem deslizar, em
movimento uniforme, sobre um plano horizontal, como mostra a figura 1.

@_.a

Fig. 1

& Estatica
, www.estrategiavestibulares.com.br




Prof. Jodo Maldonado
Aula 15 ITA

Considerando que o movimento do aro pode ser descrito pela composicdo do movimento
retilineo uniforme do seu centro de massa combinado com um movimento de rotagao
uniforme em relagdo a este mesmo ponto, determine, em funcao de m e v. a energia cinética
total do aro.

b) Com dois aros idénticos ao do item anterior e uma haste rigida de comprimento L e massa
desprezivel, construiu-se um carretei cujo esboco é apresentado abaixo na figura 2. Os raios
que dao sustentacao a haste, ligando-a rigidamente aos aros ndao foram apresentados e suas
massas sao despreziveis, também. Considere que o carretei encontra-se. inicialmente, em
movimento uniforme com velocidade v sobre um plano horizontal e apds um certo tempo
comega a subir um plano inclinado. A figura 3 mostra um corte transversal dos planos e do
carretei.

Fig. 2 Fig.3 =

Determine a altura maxima que a haste atinge em relacdao ao plano horizontal, quando o
carretei atinge velocidade nula. Determine também a desaceleracdao sofrida pelo carretei
durante a subida. Expresse seus resultados em funcdo de varidveis escolhidas dentre as
grandezas m, v, R, L e g (aceleragao da gravidade).

Comentarios:
a)
O aro tera energia cinética de rotacao e energia cinética de translacao.

Energia cinética de translacdo:

E m-v
ctr — 2
Energia cinética de rotacao:
[w?
Ec,‘r‘ot = T

Em que I é o momento de Inércia e w € a velocidade angular.
O momento de Inércia é dado por:
[ = [r*dm

Mas, como o raio é constante para qualquer que seja o elemento de massa do anel que
selecionarmos, podermos retira-lo na integral e concluir que:

I =m-1r?

E, como v = wr , temos que:
Ec,rot = Ec,tr = 2
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Assim, somando (i) e (ii), obtemos E, = m - v2.

b)

A fim de facilitar o problema, vamos tratar esse corpo binario como sendo um Unico, para
isso, devemos determinar a posicao do centro de massa. Uma vez que os dois anéis sao idénticos, o
centro de massa do sistema estara no ponto médio da haste que os liga:

Pela conservacao de energia do centro de massa do sistema, temos:
2 vz
2-m-gH=2-m-v">H = —
9
Como o enunciado pede a altura em relagao ao plano horizontal, temos de somar o valor do
Raio do anel.
172
HT = — 4+ R
9
Observe que o enunciado ndo nos forneceu o angulo que o plano inclinado faz com o solo,
vamos considerar a existéncia de um angulo a . Assim, temos que:

m-a=mgsin(a) > a = gsin(a)

Gabarito:a) E, = m-v? ; b) a = gsin(a)

72.(22 fase OBF — 2012)

Um cilindro de massa m e raio R é solto de uma altura h como indicado na figura abaixo.

0

Na rampa inclinada o cilindro rola sem deslizar. Na parte horizontal ndao ha atrito entre o
cilindro e a superficie. Ao final da superficie horizontal é fixa uma mola de constante elastica
k. Ao colidir com a mola toda a energia cinética de rotacdo do cilindro é dissipada por atrito
no anteparo que esta fixo na outra extremidade da mola. A Energia Cinética (ER) de rotagao

- . . , ~ 1 1 , o
do cilindro é obtida através da relagao Ep = Elwz, onde ] = EmR2 é o momento de inércia
do cilindro e w a velocidade de rotacao. Use g como aceleragao gravitacional local.

a) Determine a deformacdao méxima X que a mola irad sofrer durante a colisdo.

b) Determine a altura maxima H em relacdo a horizontal que o cilindro atingird ao retomar a
rampa apds a primeira colisao com a mola.

Comentarios:
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a)

Como o cilindro ird dissipar toda a energia cinética de rotagao por atrito, somente a energia
cinética de translacao serd considerada, a qual podemos calcular pela conservagado de energia:

L lw? mv?

m-g-h=—+

g 2 "2

Como w = v/R e substituindo o valor de I, temos:

w
N

w|Q
>

Assim, vamos ter que:

mv?  kx?
2
b)
O cilindro chega ao ponto mais alto de sua trajetéria com energia cinética nula, assim:
u muv? H 2-h
m . . —_— : e
g > 3
. 4-g-h 2-h
Gabarito: a) v = % b)H ===

73.(32 fase OBF — 2012)

Uma esfera de raio r e massa m rola sem escorregar sobre a superficie mostrada na figura.
Determine a velocidade minima do centro de massa que a esfera deve ter para completar a
curva rolando sem perder contato com a superficie.

Dado: momento de inércia de uma esfera = 2mr?/5.

Comentarios:

A energia se conserva:
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v 2mr?
quuew=;el= 5

Além disso, a velocidade minima se da quando a N = 0 no ponto mais alto. Dessa forma, temos:

mu'?
N=0=>Rp=P= B =mg = v' =,/Rg

Substituindo na equacgao da energia, vem:

2v? 2Rg 27Rg
v2+T=Rg+T+4Rg = 7v2=27Rg=>|v= |—— m/s

. ,z
Gabarito: % m/s

74.(32 fase OBF —2012)

Uma esfera de raio r e massa m rola sem escorregar sobre a superficie mostrada na figura.
Determine a velocidade minima que a esfera deve ter para completar a curva rolando sem
perder contato com a superficie. Dado: momento de inércia de uma esfera = 2mr?/5.

Comentarios:

Para que o corpo possa completar a volta é necessario que a Normal seja nula no ponto mais alto
da trajetoria:

m - vf Cmogo m-vfz= m-g-(R—r)
R-1) 2 2

Pela conservagao de energia do sistema, temos:

2 2 2 2

m-vy lwg m-vg  lwy

+ = + +m-g -2(R -
2 2 2 2 9 ")

2
Comol = Emrz ew = v/r;logo:

2

m-v§+2 X 2_m-vf_I_Z 5 2, 2 (R
S (/1) = oL b omr e (/) me g 2R =7
7 7
192 — ___q,2 . _
:,olovo 1va +g -2(R—1)

Mas, vf = g - R. Entdo:
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. 27 27
o =109 ®B-nN=>vw= 79 -R-7)

Gabarito: \/2—77 g " (R—71)

75.(32 fase OBF — 2013)

A figura mostra uma haste homogénea de comprimento 2R e massa M que esta sobre uma
superficie lisa. A haste estd articulada no seu centro e inicialmente em repouso. Pequenas
esferas de massa m atingem uma das extremidades da haste. As esferas sao lancadas de um
reservatorio (disparador) e 'liberadas de forma a atingirem esta extremidade com velocidade
v toda vez que estd completar uma revolugdo. As colisdes sao elasticas e as esferas podem ser
consideradas puntiformes. Encontre a velocidade angular w;;; em termos de w;, de v apos a
i-esima esfera colidir com a haste.

Dado: o momento de inércia da haste é MR?/3.

/spara r m
[

Faremos a analise da i-ésima colisdo:

Comentarios:

I) Momento Angular se conserva para o sistema Haste + esfera:
lw; +mvr = w4, —mvj

II) Colisdo eldstica (Energia se conserva):

lw? mv? Iw?, mv?;
2 T2 T 2 2
1 3
Wiy = Ewi+1 +Ev/r

. 1 3
Gabarito: w;; 1 = S Wir1 T Ev/r

76.(IME - 2019)
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O

Um cilindro de raio R rola, sem deslizar, em velocidade angular w, sobre uma superficie plana
horizontal até atingir uma rampa. Considerando também que o rolamento na rampa seja sem
deslizamento e chamando de g a aceleragdo da gravidade, a altura maxima, h, que o eixo do
cilindro alcanca na rampa em relacdo a superficie plana é:

w?R?

a)R +

szZ
29
w?R?

g

b) R +

c) 2R +

(l)sz

d)

Comentarios:

Trata-se de uma questdo simples de conservagao de energia, mas cilindro deve ser considerado um
corpo extenso, com uma energia cinética de rotacao associada ao seu momento de inércia.

A energia cinética de rotacdo pode ser dada por:

%

Eyor = —
rot 2

Em que I é o momento de inércia em relacao ao eixo do cilindro. Se o cilindro for macico, I é
calculado por:

Assim, temos a seguinte configuragao:
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Definindo como sistema a Terra e o cilindro, ndo existem forgas externas realizando trabalho sobre
nosso sistema. Além disso, o conjunto ausente de for¢as nao conservativas, portanto, a energia
mecanica se conserva:

Wext = BEmec — Wpe = 0 = AE e — 0
AE e =0
(Emec)final = (Emec)inicial
m-v? [-w?

m-g-(Rpay —R) = >t (eq 1)

2

mR
m,(w,R)Z-l_ > '(,4)2

m'g'(hméx_R)

2 2
3 w?R?
hméx =R+ Z g

Note que nao existe alternativa para o caso do cilindro macico. Se considerarmos o cilindro oco,
entdo I é dado por m - R2. Voltando a equacio 1, temos:

m-v? (m-R?) - w? w?R?
m-g- (hpax —R) = 5 + > = (s 7

Note que o IME nao forneceu os valores dos momentos de inércia e ndo mencionou se o corpo era
macico ou oco. O candidato deveria conhecer estes resultados para realizar essa questao.
Trabalhamos a dinamica do corpo extenso no nosso curso, mostrando como calcular o momento de
inércia de um corpo e os principais.

Gabarito: A
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6. Consideracgoes finais

Chegamos ao final da nossa aula. Relembre os principais conceitos estudados nessa aula e
tenha no sangue as condi¢des para o equilibrio de um corpo. Faga muitos exercicios, pois essa
matéria é daquelas que vocé aprende muito com a pratica.

Revise e faca pequenos resumos sobre os conceitos de momento de inércia, energia cinética
de rotagdo de um corpo extenso e os tipos de rolamento. Esses temas ndo sdo comuns no ensino
médio brasileiro e pode vir a cair nos dois vestibulares.

Conte comigo nessa jornada. Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo

L1

forum de duvidas do Estratégia ou se preferir:

N@proftoniburgatto
@ p g
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