[®) LUGAR GEOMETRICO

PONTO MEDIO

Digamos que vocé e sua amiga (ou amigo) morem relativamente préximos um do outro,
de modo que dé para ir caminhando de uma casa a outra. Um certo dia, ambos cansados,
gueriam se encontrar, mas nenhum estava disposto a percorrer todo o caminho. Tiveram
entao uma brilhante ideia: vamos nos encontrar na metade do caminho. Suponha que no
mapa abaixo o ponto A representa as coordenadas da sua casa e o ponto B representa
as coordenadas da casa de sua amiga. Qual serd o ponto de encontro de vocés?
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Para este exemplo ndo ha tanto segredo, uma vez que essas casas estariam na mesma
avenida, podemos utilizar os quadradinhos, contar quanto seria necessario para ir de
uma casa a outra e entdo cada um percorrer a metade. Para sair do ponto A = (—4,3) e
chegar no ponto B = (8, 3), precisamos percorrer 12 quadradinhos, logo cada um terd
que andar 6 quadradinhos, resultando no ponto de encontro C = (2, 3). Perceba que
esse ponto estd a uma mesma disténcia de ambas as casas e é um ponto exatamente na
metade do caminho. Mas sempre serd possivel contar os quadradinhos? Nao, algumas
vezes ndo conseguimos encontrar o ponto médio sem usar a ferramenta matematica
que aprenderemos na sequéncia. Vamos, portanto, definir, o que é ponto médio?

Ponto médio € o ponto que divide um segmento de reta exatamente na metade.
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Antes de aprendermos a calcular o ponto médio, precisamos relembrar o que € um
segmento de reta: segmento de reta é o pedaco de uma reta que possui comeco e fim.
Confuso? Vamos pensar assim: segmento de reta € uma linha que comeca a ser tracada
em um ponto de partida e, sem fazer nenhuma curva, tem seu traco finalizado em um
outro ponto. Se o segmento tem inicio no ponto A e tem como fim o ponto B, denotamos
esse segmento por segmento AB.

Agora que relembramos o que € um segmento de reta, podemos iniciar a seguinte
discussao: se desenharmos um segmento numa folha sem pauta, nao temos informacoes
numeéricas a respeito do mesmo, mas se fizermos isso no plano cartesiano sabemos qual
a coordenada € o ponto de partida e o ponto de chegada. Em posse dessas informacdes,
conseguimos calcular o ponto médio. Vamos utilizar os pontos A= (—5,—-3)e B=(2,7)
como os pontos inicial e final de um segmento de reta. Para calcularmos o ponto médio
utilizamos a férmula:

_ Xpt Xp _YatYs

Obtendo o ponto médio M = (x_, y, ).

Devemos entender essa férmula da seguinte maneira: A primeira coordenada do ponto
médio (x,) € igual a primeira coordenada do ponto A (x,) adicionada (+) a primeira
coordenada do ponto B (x,) e o resultado (x,+x,) € dividido por 2. A segunda coordenada
do ponto médio (y,) € igual a segunda coordenada do ponto A (y,) adicionada (+) a
segunda coordenada do ponto B (y,) e o resultado (y,+y,) € dividido por 2.

Exemplo:

Calcule o ponto médio de A = (—=5,—-3) e B=(2,7):

Resolucao:
_(=5+2 -3
X = 5 === 1.5
_(=3)+7 4
meT 2 T2

_ -3
Portanto, o ponto médio do segmento AB é M = <7 2) ouM = (-1.5,2).



B=(2,7)

BARICENTRO

Equilibrio. Esta simples palavra resume o préximo conceito que aprenderemos. Vocé ja
viu alguém girar um prato em torno do seu préprio dedo? E sobre uma vareta? Vocé ja
ouviu falar em Ponto G? Mesmo que algumas pessoas consigam realizar estes e outros
feitos sem conhecer o famoso ponto G, € ele que possibilita tal facanha. O ponto G ou
Centro de Gravidade, para a Fisica, € o ponto em que conseguimos manter um corpo
em equilibrio. Na matematica, esse mesmo conceito é conhecido como Baricentro.

Baricentro € o centro de gravidade de um poligono.

Existem diversas formas geométricas, mas uma das mais conhecidas € o famoso
triangulo. Sua fama se deve a sua aplicabilidade, pois € uma figura bastante utilizada
em diversos campos da ciéncia, mas também naquela construcdo que esta préximo da
sua casa. No caso do tridngulo, que € o que nos interessa, conseguimos encontrar o
baricentro através dos pontos médios de seus lados. Para tal, precisamos relembrar o
conceito de mediana de um triangulo.

Mediana de um triangulo é o segmento de reta que liga um Vvértice do tridngulo ao
ponto médio oposto a esse vérticel.

Exemplo:

Construiremos um triangulo cujos Vértices sdo: D = (2, 1), E = (3, 4) e
F = (4, 2). Vamos calcular o ponto médio de um dos trés segmentos que compoe o
tridngulo. O segmento escolhido foi 0 segmento DF e devemos calcular o seu ponto

1E 0 ponto de encontro de dois segmentos de reta.
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médio utilizando a férmula do ponto médio: x,, = xA-I_TxB e Ym = WTyB. Obtemos
entao:
24+4 6 1+2 3

Deste modo, temos que o ponto médio do segmento DF serd H = (3, 1.5). Por fim,
tracamos um segmento que vai desde o vértice E até o ponto médio do segmento DF .
Esse segmento € que chamamos de mediana do segmento DF . A construcdo realizada
pode ser conferida na figura abaixo.
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Para encontrar o baricentro do tridangulo, basta realizarmos o mesmo passo para cada um
dos trés segmentos DF, EF e DE. Apds encontrarmos as trés medianas, percebemos
que elas se encontram em um Unico ponto, este ponto € o baricentro do tridngulo ou o
centro de gravidade do triangulo.

Ya

s E=(3,4)
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O célculo das coordenadas do baricentro é bem semelhante ao do ponto médio.
Considerando o triangulo de vértices D, E e F, temos que o ponto G = (x,, y,) sera:

_ XptXg+XF _ Yp+*YE+YF
xG——3 e yG_—3 .

Exemplo:

Lugar Geométrico

Utilizando a formula supracitada, iremos calcular o baricentro do triangulo do exemplo
anterior, cujas coordenadas sao: D = (2, 1), E = (3,4) e F = (4, 2). Substituindo os
valores na férmula teremos:

_2+3+4 _ 9 _1+4+2

Xg = §=3 e Ye=— ~ 2.3.

w3

7
Portando, o baricentro do triangulo serd o ponto G = (3, §) ou G = (3,2.3).

DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Quando apresentamos o problema de duas amigas irem até a metade do caminho entre
suas casas para se encontrarem, calculamos o quanto deverfamos percorrer de uma
casa a outra e depois dividimos por 2 para achar a metade do caminho. A primeira parte
desse processo € a ideia de distancia, concorda? Distdncia pode ser resumida como
espaco entre dois pontos, mesmo sendo um conceito simples, ele € muito importante
em matemdtica.

No plano cartesiano, existem trés situacdbes em que dois pontos distintos podem
aparecer:

I. Os dois pontos tém a mesma abscissa, ou seja, a coordenada x dos dois pontos
sao iguais;
Il. Os dois pontos tém a mesma ordenada, ou seja, a coordenada y dos dois pontos
sao iguais;

lll. Os dois pontos tém abscissas e ordenadas distintas.

No problema apresentado, podemos perceber que ele se enquadra no segundo caso,
quando os dois pontos possuem a mesma ordenada. Quando isso ocorre, para
determinarmos a distancia entre dois pontos fazemos o seguinte:

d(A,B) = |x,— x|

Que significa: “a distancia entre os pontos 4 e B € igual ao valor absoluto (ou mdédulo)
da diferenca entre a primeira coordenada do ponto A e a primeira coordenada do ponto
B”. Na prdtica sendo A = (—4, 3) e 0 B = (8, 3), temos que:

d(AB) = |x, — x,| = |-4—8| = |-12| = 12.

Entdo, a distdncia necessdria a ser percorrida para sair do ponto A e chegar no ponto

B € 12 u.m.2. Se relembramos a rosa dos ventos, faz sentido usarmos apenas uma

2 wm. significa unidade de medida. Utilizamos quando o problema n3o fala se a distancia estd sendo

medida em centimetros, metros, quildbmetros, etc.
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coordenada, pois estamos nos movendo em um mesmo sentido. Analogamente,
podemos pensar no primeiro caso em que os dois pontos possuem a mesma abscissa,
neste caso, a distdncia é dada por:

d(AB) =1y, —y,l

Exemplo:

1
Vamos calcular a distancia entre os pontos € = (2, =7) e D = (2,—5). Utilizando a
férmula, temos:

= —=6.5.

| 13 13
2 2

1
d(A,B) =lya—ysl = ‘—7— <—§>‘ =

Portanto, a distancia entre os pontos C e D € 6.5 u.m..

Por fim, temos o terceiro caso, pontos com as abscissas e ordenadas distintas.
Primeiramente, vamos representar no plano os seguintes pontos D = (2, 0), E = (6, 3).

Y

a4

35 1+

15 +

Segmento DE

0.5 +

0.5 +

Vocé ja ouviu a expressdo: “A menor distdncia entre dois pontos € um segmento de
reta?”. Ela indica que quando queremos percorrer uma disténcia entre dois pontos, o
gue gera o menor esforco é prosseguir em linha reta de um a outro, ou seja, percorremos
a menor distédncia quando seguimos direto ao nosso objetivo. Neste caso, buscamos
entao calcular o tamanho do segmento que liga os dois pontos. Mas como faremos isso?
Vamos observar o seguinte: sabemos calcular quando as abscissas ou as ordenadas
sdo iguais. Da abscissa do ponto E até a abscissa do ponto D temos uma distancia de
4 unidades, certo? Basta observar na figura. Da ordenada do ponto E até a ordenada
do ponto D temos uma disténcia de 3 unidades. Agora vamos tracar dois segmentos
de retas: um que vai do ponto E até a ordenada do ponto D e outro que vai do ponto D
até a abscissa do ponto E. Qual figura geométrica construimos seguindo esses passos?
Exatamente, um tridngulo!
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Segmento DE

0.5

0.5 +

Esse tridngulo recebe um nome especial: triangulo retangulo. Para triangulos retangulos,
quando conhecemos dois lados € sempre possivel encontrar o valor do terceiro utilizando
o Teorema de Pitdgoras:

“A hipotenusa ao quadrado € igual a soma dos quadrados dos catetos. Sendo h a
hipotenusa, a e b os catetos: h? = a? + b*".

Em posse dessa ferramenta, podemos calcular a distancia entre os pontos D e E, pois a
distancia entre eles e a hipotenusa do triangulo resultam no mesmo valor. Entdo:

2=42432=16+9 =25
h? =25
h=45

Portanto h = +5. Contudo, estamos nos referindo a medidas e distancias. Neste caso,
desprezamos os valores negativos. Logo, a distancia entre os pontos D e E é 5 u.m..
Mas fica a pergunta, € sempre necessario fazer essa construcao? Nao, para isso temos
0 seguinte resultado:

Sejam A= (x, y,) e B=(x,,y,) dois pontos no plano cartesiano, sua distancia serd
dada por:

d(4,B) = /(x4 — x5)% + (ya — y5)?

Basicamente, para encontrar a distancia entre dois pontos, encontramos a diferenca
entre as abcissas dos dois pontos e elevamos ao quadrado, ai somamos o valor
encontrado com o quadrado da diferenca das ordenadas.
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Essa formula serve para qualquer um dos casos apresentados até agora. Vamos
testar par o Ultimo para de pontos e ficard a seu cargo testar os demais e comparar 0s
resultados.

Exemplo:
Calcule a distancia entre os pontos: D = (2,0) e E = (6, 3).

Resolucao:

d(D,E)=J(2—6)2+ (0—3)2 =/(-4)? + (-3)2 =V16 + 9 =25 = 5.

X .
& ¥d EXERCICIO RESOLVIDO
v

Questao 143 - ENEM 2013 (Caderno Rosa)

Nos ultimos anos, a televisdo tem passado por uma verdadeira revolucao, em
termos de qualidade de imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa
transformacdo se deve a conversdo do sinal analdgico para o sinal digital. Entretanto,
muitas cidades ainda nao contam com essa nova tecnologia. Buscando levar esses
beneficios a trés cidades, uma emissora de televisdo pretende construir uma nova
torre de transmissdo, que envie sinal as antenas A, B e C, ja existentes nessas
cidades. As localizacdes das antenas estao representadas no plano cartesiano:
Ay(k'm)' S

L] S e W S da M i e i

93 S T O G

)

L T Rt ubtt SLEEL >

70 S U U S SO S OO S

S I " N B R ™ S
LY AR bl Rl St it Mt ¥

1 S T ¢ x(km)
10 20 30 40 50 60 70 80 90 ~

A torre deve estar situada em um local equidistante das trés antenas. O local
adequado para a construcao dessa torre corresponde ao ponto de coordenadas

A) (65, 35).
B) (53, 30).
C) (45, 35).
D) (50, 20).
E) (50, 30).

Resolucao: Ao ligarmos os pontos construindo segmentos, percebemos que a

figura resultante é um tridngulo. O problema se resume entdo a encontrar um
ponto que € equidistante (mesma distancia) dos vértices do triangulo. Para

J
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resolvermos o problema precisamos das coordenadas dos trés vértices do
tridngulo. Vamos extrair essa informacao do plano cartesiano. O ponto A possui
coordenadas A = (30, 20), o ponto B = (70, 20) e o C = (60, 50). Queremos
encontrar um ponto E que satisfaca d(4,E) =d(B,E) =d(C, E).

Primeiramente, vamos pegar o ponto

médio de um dos segmentos, pois ele (60, 50)
tem a caracterfstica de ser equidistante Mediatriz - ©

a0s extremos do segmento.
Tomaremos entdo o ponto médio do
segmento AB, cujas coordenada é
(50 , 20). Por qué o segmento AB?
Quando calculamos o ponto médio,
podemos construir uma reta chamada
mediatriz. Qualquer ponto nessa
reta € equidistante dos pontos inicial
e final do segmento. Escolhemos o
segmento AB, pois a mediatriz desse
segmento terd a coordenada x sendo
sempre a mesma, variando apenas o
y. Deste modo, sabemos que o ponto
E que queremos encontrar estd sobre
essa mediatriz e que a coordenada x
ndo varia. Assim, o ponto E € da forma
E = (50, y). Agora precisamos calcular
d(A,E)=d(C,E) ou d(B,E)=d(C,E). Da.

Lugar Geométrico

(30, 20) (50, 20) (70, 20)

d(A,E) =d(C,E)

V(30 —50)2 + (20 — y5)? = /(60 — 50) + (50 — y)?
Elevando os dois lados ao quadrado para eliminar a raiz e simplificando, temos:
(30 —50)*+ (20 — y,)* = (60 — 50)* +(50 — y,)?
(—20)” +(20 — y,)* = (10)* + (50 — y,)?
400 + 400 — 40y, + y,> =100 + 2500 — 100y, + y,?

800 — 40y, = 2600 — 100y,
Isolando a incdgnita y,:

100y, — 40y, = 2600 — 800

60y, = 1800

_ 1800_30
Ve = 60
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Portanto, coordenada y, = 30. Logo, as coordenadas do ponto que € equidistante
aos pontos A, Be C é E = (50, 30). Alternativa E. Faca d(B, E) = d(C, E) e compare
0s resultados.

AREA DE FIGURAS PLANAS

Em Geometria Analitica, existem algumas formas de calcular drea de figuras planas.
O método que apresentaremos é utilizando quando temos em posse apenas as
coordenadas dos Vértices do triangulo. Para isso, utilizaremos uma matriz de ordem 3.
Suponhamos que a emissora de televisao precise descobrir qual a drea compreendida
entre os segmentos que ligam os pontos que correspondem as trés cidades na qual
eles desejam construir a torre. Esta situagao pode ser resolvida com o seguinte método:

Lugar Geométrico

SejamA=(x,y,).B=(x,y,) e C=(x,y,) os vértices de um triangulo. A drea desse
tridngulo é dada por:

_ |det|
L)

Onde “det” significa determinante e é obtido pela expressao:

Xa ya 1
det = [xg Yp 1| =xa-yp+Ya-Xc+Xp Yc—Xc Yp—Yc Xa—XpYa
xc Yo 1

=x4- s —Yc) —xp* Va—Yc) +xc Va—ys)
Exemplo:

Para a questao 143 - ENEM 2013 (Caderno Rosa), calcularemos a drea do triangulo
cujos Vértices sao os pontos A = (30, 20), B=(70,20) e C = (60, 50). Para resolvermos
essa questao, basta substituirmos os valores dos pontos na férmula anterior.

Xa ya 1 30 20 1
det= |xg yg 1|=170 20 1
Xc Yc 1 60 50 1

det = 30 - (20 — 50) — 70 - (20 — 50) + 60 - (20 — 20)
det = 30 - (=30) — 70 - (—30)
det = —900 — (—2100)

det = =900 + 2100 = 1200

10



|det]

Agora que encontramos o determinante, basta substituirmos na formula Ay = >

para obtermos:
_|det| [1200] 1200
T2 7 2 T 2

600.

Portanto, temos que a drea compreendida
no triangulo formado pelas trés cidades é
de 600 u.a. (unidade de drea). Serd que esse
método serve apenas para o tridngulo? A
resposta € ndo. Lembre-se que qualquer
poligono pode ser dividido em tridngulos.

D=(42)

Exemplo:

Vamos calcular a drea do poligono formado

pelos pontos: A = (=2, 0), B = (1, 5),
C=(2,—-3)eD=(4,2).Conforme mostrado
na figura abaixo, podemos dividir esse
poligono em dois triangulos: o tridangulo ABC
e o triangulo BCD. Agora, basta utilizarmos
a formula para cada um desses tridngulos.
Para o tridngulo ABC, sua érea sera:

Xa ya 1 -2 0 1
det = |xg YB 1l=11 5 1
Xxc ye 1 2 =31

det = (=2)-(5-(-3)—1-(0—(=3)+2-(0-5)
det=(-2)-8—-1-3)+2-(-5)

det =—-16—-3—-10

det = —29
Entdo a drea do tridngulo ABC é:
2 _|det| _|—29|_29_145
r="5 =T, =5 =1l4sua
Para o tridngulo BCD, sua area sera:
Xg Yo 1 1 5 1
det= [xp yp 1|=1[2 -3 1
Xxc Yo 1 4 2 1

det=1-(-3-2)—2-(5-2)+4-(5—(=3))

B
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12

det=1-(-5)—-2-(3)+4-(8)
det=—5—-6+32
det =21

Entdo a drea do triangulo BCD é:

oo ldetl =21 21
r=T5, =T, =5 = Su.a.

Portanto, a drea do poligono ABCD sera 25 u.a., obtido pela soma das areas dos dois
triangulos.

Um fato importante de ressaltar é que, se ao calcularmos o determinante
e ele resultar em 0, significa que os trés pontos fornecidos ndo geram um triangulo.
Além disso, ao resultar em O, podemos afirmar que os pontos sdo colineares, ou seja,
pertencem a uma mesma reta.

ANOTACOES
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