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INTRODUCAO

Nessa aula iniciaremos o estudo das fun¢des. Estudaremos conceitos de relagdes, par
ordenado, produto cartesiano, funcdes e suas classificagdes, funcdo composta e inversa.

Esse assunto costuma cair bastante nas provas. Ela sera dividida em varias aulas para
conseguirmos abordar todas as fungdes relevantes para a prova.

E muito importante que vocé entenda cada conceito e resolva muitos exercicios para
fixacdo, elas o ajudarao a resolver os exercicios da sua prova!

Se vocé for um aluno com boa base nesse assunto, va direto para a lista de questdes e caso
tenha alguma duvida entre em contato conosco através do férum de duvidas do Estratégia ou se
preferir:

@ /profvictorso
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1. RELACOES

Antes de iniciarmos nosso estudo de fung¢des, vamos estudar Relagdes. Esse assunto sera
importante para fundamentar nosso entendimento sobre fung¢des. Entdo, vamos 13!

1.1. PAR ORDENADO

Na Matematica, temos situacdes onde a ordem dos elementos é importante para definir a
solugcao de um problema. Por exemplo:

Encontrar x, y € R que satisfaga as equagdes:

{x +y=1
x—y=1

Ao resolver essas equagdes, encontramos x =1 e y =0 como solugdo. Entdo, se
representdssemos essa solucdo usando conjuntos, diriamos que {1, 0} é solucdo do sistema. Mas,
veja que {1,0} = {0, 1}, entdo x = 0 e y = 1 também seria solu¢io do sistema acima. Sabemos

gue isso nao é verdade. Por isso, usamos o conceito de par ordenado para solucionar esse
problema.

Nesse caso, usando o conceito de par ordenado para definir a solucdo, escrevemos:
(x,y) = (1,0)

Para definir um par ordenado, usamos os parénteses "( )" no lugar das chaves "{ }". Como
a ordem dos elementos importa, temos:

(1,0) # (0,1)
1.1.1. DEFINICAO
A definicdo de par ordenado, segundo o matematico Kuratowski, é dada por:
(x,y) = {x}, {x, y}}
Podemos usar essa definicdo para representar mais variaveis:

(x,y,2) = {{x}, {x, ¥}, {x, v, 2}}

Nesse caso, chamamos (x,y, z) de tripla ordenada.

(X1, X9, ) Xp) = {{xl}, {x1, x5}, ., {xq, x5, ... ,xn}}

(x4, %5, ..., X,) é dita de n-upla ordenada.

1.1.2. TEOREMA
’(a,b) =(cd)eoa=ceb=d

Demonstragao:

Usando a definicao de Kuratowski, temos:
(a,b) = (c,d)

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 5
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{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}
Pela igualdade, podemos escrever:

{ {a} = {c}
{a,b} ={c,d}

ou

{{a} ={c,d}
{a,b} = {c}

Resolvendo os sistemas:

{ {a} = {c}

{a,b} = {c, d}
{a}={c}>a=c

{a,b}={c,d}=>b=djdquea=c

Nessecaso,a =ceb =d.

{{a} ={c,d}
{a,b} = {c}

{a}={c,d}=a=c=d
{a,b}={c}>a=b=c
>a=b=c=d
Nesse caso, todos os elementos sdo iguaise a = ce b = d também é valido.
Com isso, concluimos:
(a,b) =(c,d) a=ceb=d

1.2. PRODUTO CARTESIANO

Os pares ordenados podem ser representados em um plano cartesiano ortogonal. Esse
plano foi criado pelo matematico René Descartes para mostrar alguns pontos no espa¢o. Podemos
entendé-lo como um mapa, onde as coordenadas nela representadas nos levam a algum ponto
do mapa.

O plano cartesiano é um sistema de coordenadas (x,y). A sua representacdo é dada por:

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 6
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eixo das ordenadas

Y

eixo das abcissas

0 x

O eixo x é chamado de eixo das abcissas (também pode ser chamado de Ox) e o eixo y é

chamado de eixo das ordenadas (ou Oy). Ambos sao perpendiculares entre si (possuem angulo
de 90° no ponto de intersec¢do). O encontro entre esses eixos é o ponto (0, 0) (ou ponto 0), esse

ponto é chamado de origem do sistema.
Vamos representar alguns pontos nesse plano para entender melhor sua utilidade. Seja

A, B,C, D os pontos:
A(ly O)I B(_Zr 2)! C(ll 4)! D(_ 1; _2)

Para representar os pontos, adotaremos sempre o primeiro elemento do par ordenado
como elemento do eixo x e o segundo elemento como elemento do eixo y. Localizando 4, B, C, D

no plano, temos:

yk
C(1,4)
p; IO
3
B(—2,2)
O 2
: 1 ‘
: 1A(1,0)
i ; O
-4 -3 -2 _1 0 1 2 3 4 x
i
|
i
o--—2.
D(—1,—2)
-3
—4

Agora que sabemos o que é um plano cartesiano, vamos entender o conceito de produto

cartesiano.

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES
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1.2.1. DEFINICAO

Se A e B sdo dois conjuntos nao vazios, o produto cartesiano entre eles é representado
pela notagao:

AxB ={(x,y)|lx€ Aey € B}
A x B 1é-se "A cartesiano B".
A x B é um conjunto cujos elementos s3o pares ordenados da forma (x, y).
Exemplo:
Sejad =1{2,3}e B ={0,1,2}.
1)AxB =1{(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2)}
2)Bx A=1{(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}

Perceba que no produto cartesiano devemos escrever todas as combinagdes possiveis
entre os elementos dos conjuntos envolvidos. Desse modo, podemos escrever a seguinte relacao:

n(A x B) = n(4) - n(B)

O produto cartesiano ndo se resume a apenas 2 conjuntos, podemos estendé-lo para n
conjuntos:

Aix Ay xAsx..x Ay = {0, x5, %3, 0, X)X EALAX, €Ay AX3 €A A L AXy € ALY
O numero de elementos desse conjunto é dado por:
n(A4; x A, x ...xA,) =n(4;) -n(4,) - ...-n(4,)
Vamos ver um exemplo de produto cartesiano com 3 conjuntos:
Seja A ={1,2},B = {2,3},C = {3,4}.
AxBx(C={(1,23)(1,24),(1,3,3),(1,3,4),(2,2,3),(2,2,4),(2,3,3),(2,3,4)}

1.2.2. PROPRIEDADES

PL)AxD =0

P2)Ax B + B x A,com A # B e ndo vazios
P3)A2 =Ax A
P4)Ax(BUuC)=((AxB)uU(AxC)
PS)Ax(BNC)=(AxB)n(AxC)

Vamos demonstrar as propriedades P4 e P5:
PA)Ax (BUC) ={(x,y)lx e Anye (BUC)}={(x,y)[xeAAN(yeEBVyE€EC)}
Aplicando a distributiva:

{(x,y)IxeAN(y€eBVvyeO)}={(x, )| (x€eAANyYy€EB)V(xEANY E ()}

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 8
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Veja que (AxB)={(x,y)[xeAAy€EB)} e (AxC)={(,y)I(x€eANy€C)}
entao:

{(x,MIxeAANyeB)V(xeAANYy€EC)}=((AxB)U(AxC(C)
~Ax(BUC)=AxB)U(AxC(C)
PS)Ax(BNC)={(x,y)lx e Anye (BnC)}={(x,y)[xeAAN(yeEBAy€eC(C)}

Aplicando a distributiva:
{Ce,Mxe ANy eBAYyeO)}={(x,y)[xeAANyeB)A(x e ANy € ()}
{x,MIxeANyeB)A(xeANYy€EC)}=(AxB)n(AxC(C)
cAx(BNnC)=AxB)Nn(AxC)

Analisando a propriedade P3, se tomarmos 4 = R, temos R? = Rx R. Esse é o plano
cartesiano.

Vamos ver um exemplo de representacdo de produto cartesiano no plano cartesiano:
Sejad ={1,2,3}e B ={1,2}.
AxB={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}

Y ;

(1.2) (2.2) (3.2)
2[-e-e----e

g
(L1 (2,1) (3.1)

-3 -2 1 0 1 2 3 4

Também existe outro modo de representar o produto cartesiano. Podemos usar o
diagrama de flechas, veja:

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 9
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1.3. RELACAO BINARIA

1.3.1. DEFINICAO

Uma relacdo bindria R de A em B é dada por:

R={(x,y) € AxB|p(x,y)}

p(x, y) representa um critério de relacionamento entre x € Aey € B.

Perceba que R é um subconjunto do conjunto A x B e seus elementos (x,y) possuem a
propriedade p(x, y). Assim, podemos afirmar R ¢ A x B.

Para essa relagao R de A em B:

A é o conjunto de partida da relacdo R.

B é o conjunto de chegada ou contradominio da relagao R.

Se (a,b) € Ax B e p(a, b) é verdadeira, podemos usar a notacdo:
aRbouR(a)=0»b

Se(c,d) e Ax Bep(c,d) éfalsa:
cRdouR(c) #d

Chamamos de conjunto solucdo de uma relagdo o seguinte conjunto:

S ={(a,b) e Ax Blp(a,b) éV}

O conjunto S possui todos os elementos que satisfazem a propriedade da relagao.

1.3.2. DOMINIO E IMAGEM

Vamos ver o que é o dominio e a imagem de uma relagao.

Seja Rumarelaggiode AemBcomx € Aey € B.

Dominio de R é o conjunto formado por todos os primeiros elementos dos pares
ordenados de R. Sua notacao é dada por:

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES
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Dy = {a € A|(a,y) € R}

Imagem de R é o conjunto de todos os segundos elementos dos pares ordenados de R:

Img = {b € B|(x,b) € R}

Vejamos uma representacao genérica de uma relacao R de A em B no plano cartesiano.
SejaR c A x B:

y.“

Note que D € Aelmy C B.

1.3.3. CLASSIFICACAO DAS RELACOES
Seja R c A2.
1) Reflexiva
R é reflexiva em A% quando Va € 4, temos (a,a) € R
Exemplo:

Sejam A = [0, 2] e R;, R, © A? representados no plano cartesiano:

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 1
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/ R;
[ /ﬂ —/
e

0 2 .

R, éreflexiva e R, nao é reflexiva.

Para ser reflexiva, os elementos do conjunto devem conter a reta y = x. Apenas R; satisfaz
essa condicao.

2) Simétrica
R é simétrica em A% quando para (a, b) € R, temos (b,a) € R
Vejamos uma representacdo grafica de um R simétrico em A2.

Sejam A = [0,2] e R c A?:

y“
y=u=
A
’ /
R
0 2 -

3) Antissimétrica
R é antissimétrica em A% quando (a,b) € Re (b,a) € R,temosa = b
Vejamos uma representacdo grafica de um R antissimétrica em A?.

Sejam A = [0,2] e R c A?:

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 12
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4) Transitiva
R é transitiva em A% quando (a,b) € R e (b,c) € R, temos (a,c) € R
Exemplo:
R={(xy) €Z?|x—y:2}
Para (a,b) € R, temos a — b = 2k, k, € Z.
Para (b,c) € R, temos b — ¢ = 2k,, k, € Z.
Somando as duas equagdes, obtemos:
a—c =20k, +ky) =2k;
= (a,c) €ER
= R é transitiva
Nesse exemplo, também podemos ter outras classificacdes para R. Veja:
VaeEZa—a=0=2-0
= (a,a) ER
~ R é reflexiva
Se(a,b) ER,temosa—b =2k, k €Z
Multiplicando a equag¢ao acima por —1:
b—a=2(-k)
Disso, concluimos que (b,a) € R.
~ R é simétrica
Das 4 classificagdes acima, podemos ter mais duas:
R é uma relagao-de equivaléncia-< R é reflexiva, simétrica e-transitiva

R é-uma relagao de ordem < R éreflexiva, antissimétrica e transitiva

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES
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Uma relagao especifica é a relagao identidade. Ela é dada por:

Relagdo identidade = {(x, y) € A%|x = y}

1.3.4. RELACAO INVERSA

Seja R € A x B, arelacdo inversa de R é denotada por R™! e definida por:

R '={(b,a) € BxA|(a,b) € R}

A relacdo inversa R™1 é obtida invertendo-se a ordem dos pares ordenados da relacdo R.

Exemplo:

Sejam A={x e R|[1 <x <2} e B={y€R|2<y<4}. Vamos representar no plano
cartesiano as relagdes R = {(x,y) € A x Bly = 2x} e sua inversa R™:

Yy A
R y=z
alo. :
AxB
3
R—l
B . /
1 Fr--#x----- 1
: ! BxA'!
0 1 2 3 4 -

Perceba que os graficos de R e R~ s3o simétricos em relacdo a reta y = x.
Se usarmos a definicao de R ser simétrica, temos:
R é simétricase (a,b) € R, temos (b,a) € R

Mas da definicdo de inversa de R:

(a,b) R = (b,a) ER?
Como R é simétrica, (b, a) também pertence a R:

(b,a) ER = (a,b) eR?
Assim, todos os elementos de R também pertencem a R~ 1.
Disso, concluimos:

R é simétrica= R = R1

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 14
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1.3.5. RELAGAO COMPOSTA

SeaREAxBeTEBx(C.Sea€ A,b € B,ceEC,temos:
aRb=>R(a)=b
bTc=>T() =c

Uma relagao composta de R com T é dada por:

R(a)=beT(b)=c=> T(R(a)) =c

Prof. VictorSo

T(R(a)) pode ser reescrita como ToR(a), essa é a notacdo usual para representar uma
relagdo composta de R com T.

Veja a defini¢cdao da relagao composta:
ToR = {(a,c) e AxC|3b € B tal que (a,b) E Re (b,c) €T}

Podemos ver a representacdo das relagdes através do diagrama de flechas:

R

A/—“\B //_T\C

FIQUE

ATENTO!

(2]

Um erro muito comum nos alunos ao ver a nomenclatura ToR de A em C é inverter
a ordem das relagdes devido a T estar escrito antes de R.

Para solucionar esse problema, devemos entender que ToR = T(R (x)). Assim,
entenderemos que x nos levard a R(x) e com R(x) encontraremos T(R(x)).

Ou, se a questdao envolver diagrama de flechas, basta lembrar que na relagao
composta as relagdes iniciam da direita a esquerda:

—
ToR

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES

15



a E r . .

' strategia

y Militares g Prof. Victor So
Exemplo:

Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4,5},B = {a,b,c,d} e C = {1,2,a, b}. Encontre a relacdo
composta ToR, sendo as relagdes R e T representadas pelo diagrama abaixo:

R T
A/_‘\B /”—\C

ToR

As informacdes representadas pelo diagrama de flechas podem ser extraidas da seguinte
maneira:

Devemos analisar os elementos indicados pelas flechas. Os elementos que possuem
flechas saindo deles serdo os primeiros elementos de um par ordenado e os elementos indicados
por estas flechas serdao os segundos elementos desse par ordenado.

Para R:

Veja que o elemento 1 possui uma flecha saindo dela e esta chega em a e b. Dessa forma,
podemos escrever:

(1,a),(1,b) ER
Analogamente para os outros elementos:

(3,c),(5d) €R
Assim, o conjunto R é dado por:

R={(1,a),(1,b),(3,¢),(5,d)}
Para T:
T ={(a,1),(c,2),(c,a),(d,a),(d,b)}

Para a relagao composta ToR:

ToR é uma relagao que leva elementos do conjunto A a elementos do conjunto C. Para
encontrar quais sao os pares ordenados dessa relagao, devemos analisar o caminho que as flechas
percorrem.

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 16
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O elemento 1 do conjunto A chega no elemento a do conjunto B. Esse elemento a chega
no elemento 1 do conjunto C. Entdao, o elemento 1 do conjunto A chega no elemento 1 do
conjunto C. Assim, (1,1) € ToR.

O elemento 1 do conjunto A também chega no elemento b do conjunto B. Porém, esse b
ndao chega em nenhum elemento do conjunto C. Entdao, esse caminho ndo retorna nenhum
elemento da relagdao composta.

Do mesmo modo para os outros elementos:
35¢c—>2=(3,2) eToR
3->c—>a=(3,a) EToR
5—->d-a= (5a)€ToR
5->d->b=(5b) €EToR

A relagdo composta é dada por:

ToR ={(1,1),(3,2),(3,a),(5,a),(5,b)}

HORADE

PRATICAR!

E“f
-
tJ

1. Considere arela¢do R = {(x,y) € N?|x + 2y = 12}. Determinar:
a)R

b) Dominio, imagem e R~!
c) RoR

d) R"'oR

Resolugao:

a)R

Os pares ordenados sdao formados por nimeros naturais. Vamos analisar a propriedade
da relagao:

x+2y=12
2y =12 —x

X
y=6—=-

O elemento y deve ser natural, entdo da propriedade acima, x deve ser multiplo de 2
para y ndo ser fracionario. Encontrando os pares ordenados:

x=0->y=6
xX=2->y=5
x=4->y=4

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 17
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xX=6->y=3
X = 8 - y =2

x=10-y=1

x=12->y=0
x=14->y=-1¢N

Apenas os pares ordenados naturais devem ser considerados na relagao R. Portanto:

R ={(0,6),(2,5),(4,4),(6,3),(8,2),(10,1),(12,0)}
b) Dominio, imagem e R™1
O dominio é dado por todos os primeiros elementos dos pares ordenados de R:
Dp={0,2,4,6,8,10,12}
A imagem é dada por todos os segundos elementos dos pares ordenados de R:
Im, =1{6,5,4,3,2,1,0}
Para encontrar R™1, devemos inverter a ordem dos pares ordenados de R:
R1={(6,0),(52),(4,4),(3,6),(2,8),(1,10),(0,12)}
c) RoR

Pelo diagrama de flechas:

RoR

De acordo com o diagrama:
12> 0- 6= (12,6) € RoR
8—>2->5= (8,5 € RoR
4 >4 - 4= (4,4) € RoR
0->6->3=1(0,3) €RoR
RoR ={(12,6),(8,5),(4,4),(0,3)}

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES
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d) R"1oR
Sabendo que:
R = {(0,6),(2,5), (4,4), (6,3),(8,2),(10,1),(12,0)}

R~ = {(6,0),(5,2), (4,4), (3,6), (2,8),(1,10), (0,12)}
O diagrama de flechas de R"1oR é dado por:

= =L - I T -

R 'oR

Analisando o diagrama, temos:
R 'oR ={(12,12),(10,10),(8,8),(6,6),(4,4),(2,2),(0,0)}
Perceba que essa relagdo composta é a relagdo identidade.
Podemos encontrar a relagdo composta sem o uso do diagrama da seguinte forma:

Para R™1oR, devemos analisar os elementos de R e R™1. Associamos a imagem de R
com o dominio de R™1:

R = {(0,6),(2,5),(4,4),(6,3),(8,2),(10,1),(12,0)}
R™t ={(6,0),(5,2),(4,4),(3,6),(2,8),(1,10),(1,12)}

Assim, o dominio de R"10oR serd o dominio de R com a imagem de R~ dos elementos
associados:

(0,6) - (6,0) = (0,0)
(2,5) - (52)=(2,2)

(12,0) - (0,12) = (12,12)
~ R7MoR ={(0,0),(2,2),(4,4),(6,6),(8,8),(10,10), (12,12)}

Prof. VictorSo
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2. FUNCOES

Apos o estudo das Relagdes, podemos proceder com o assunto de Fungdes. Uma fungao f
equivale a uma relacao com algumas restricdes. Veremos nesse capitulo quais condi¢cdes devem
ser satisfeitas para uma relagao ser considerada fungao. Por se tratar de uma relagdo, podemos
aproveitar as definicdes e propriedades estudadas no capitulo anterior para fundamentar o
entendimento desse tema.

2.1. DEFINICAO

Dados dois conjuntos A e B. Uma fungdo f: A = B (fungdao de A em B) é uma relagdo
binaria que relaciona elementos do conjunto A em elementos do conjunto B.

Veja:

Esse é um exemplo que relaciona os numeros {1, 2, 3} a sua paridade {par, impar}.

A definicdao formal de funcao é dada por:

fiA->BovVxeAdyeBtalque f(x) =y

f transformax € Aemy € B.
Entdo, dessa definicdo temos que satisfazer duas condi¢Ges para uma relagdo ser fungao:

I) Todo elemento x pertencente a A deve ser relacionado a algum elemento y pertencente
aB.

[I) Um x, elemento de A, ndo pode se relacionar a mais de um y, elemento de B.

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 20



-

¥ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

@ ESQUEMATIZANDO
| f (regra) |

r

[) Todo elemento de A se

relaciona a algum
elemento de B.
.
f:A - B éfuncao
-
[I) Cada elemento de A sé
se relaciona a um unico

elemento de B.

Exemplos:

Nesse caso, as duas condi¢des sao satisfeitas. Todos os elementos de A se relacionam a
todos os elementos de B e nenhum elemento de A possui dois correspondentes em B.
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As duas condicdes também sdo satisfeitas nesse caso. Perceba que o fato de 4 e 5 estarem
relacionados ao mesmo elemento b ndo contradiz nenhuma das duas condi¢des para ser fungao.

E funcao

Todos os elementos de A se relacionam ao mesmo elemento de B. Nenhuma das duas
condicdes foi violada. Essa relacdo também é funcao.

Niao é funcao

Nesse caso, a condicado (I) foi violada. O elemento 5 de A ndo possui correspondente em
B. Logo, essa relagdao nao é funcao.
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Nao é funcao

A condicdo (ll) foi violada. O elemento 5 de A possui mais de um correspondente em B.

2.1.1. DOMINIO, CONTRADOMINIO E IMAGEM

Seja a fungdo f: A — B representada pelo diagrama de flechas abaixo:

Dominio Contra-dominio

O dominio da fungdo f é o conjunto A e ela é denotada por:
Dr=A={1,2,3,4,5}

O contradominio de f é o conjunto B e ela pode ser escrita como:
CDf =B ={a,b,c,d, e}

A imagem de f é o conjunto formado pelos elementos y € B, tal que Vx € 4, f(x) = y.

Ela pode ser escrita dessa forma:
Img = {a,b,c}

Perceba que em uma fungao f de A em B, o conjunto A sempre serd o dominio de f.

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES
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2.1.2. IMAGEM DE UM CONJUNTO ATRAVES DE UMA FUNCAO

Podemos representar a imagem de um conjunto através da fungao.
Usando o diagrama de flechas acima, temos:

f(4) =Im; = {a,b,c}
f(A) é aimagem da funcdo f.

2.1.3. GRAFICO

A representacdo grafica de uma fungdo f de A € R em R pode ser feita através do plano
cartesiano. Para esbocar seu gréfico, consideramos que f gera pares ordenados da forma (x,y)
talquey = f(x),comx € Aey € R.

Vamos ver alguns exemplos de fungdes f no plano cartesiano:

yh

Ry

A relagdo f de A em R representada acima, com A = [0, 3], é fun¢do. As retas verticais
que passam pela relagdo f possuem apenas 1 ponto de encontro na relagdo (pontos
representados em azul). Isso satisfaz a condicao de definicao de fun¢do. Os elementos de A =
[0,3] representados no eixo x correspondem a um Unico valor em R, representado no eixo y.
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A relagdo f de A em R representada acima, com A = [1, 3], ndo é fungdo. Pois ha retas
verticais que encontram o grafico de f em 2 pontos. Isso viola a condi¢ao de x € A possuir apenas
um correspondenteem y € R.

Assim, para verificarmos se uma relagdo f de A em B é func¢do através da representagdo
cartesiana, devemos verificar se as retas paralelas ao eixo y encontram o grafico de f em apenas
um soé ponto.

2.2. FUNGCOES ELEMENTARES

Abaixo estdo as principais fun¢des que podem ser cobradas no vestibular:
1) Funcdo Afim

fiR->Ref(x)=ax+b,a,b €R
2) Funcdo Racional

d ax +b
f:R_{_Z}_)Ref(x)zcx+d

3) Func¢do Quadratica
fiR->Ref(x) =ax?*+bx+c;a+0
4) Funcdao Modular
fiR->Ref(x)=|x|
5) Funcdo Exponencial

fifR-o>Ref(x) =a*;a>0ea+1
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6) Funcdo Logaritmica
f:R; > Ref(x) =loggx;a>0ea=+1
7) Funcdo Maximo Inteiro
fiR->Ref(x) = |x]
8) Funcdo Trigonométrica
f:A—> Bef(x) =senxou f(x) = cosx ou f(x) = tgx

9) Cosseno hiperbdlico em x

e*+e™”*
f:R->Ref(x) =
10) Seno hiperbdlico em x

e¥ —e~X
f:R->Ref(x) ==

11) Tangente hiperbdlico em x
e* —e™*
:R-> Ref(x) =——
f f&) e*+e*

As fungdes afim, racional, quadratica, modular, exponencial, logaritmica, maximo inteiro e
trigonomeétrica sdao os principais tipos de fun¢des que veremos. Para cada uma dessas funcgdes,
teremos capitulos especificos abordando todos os assuntos cobrados na prova.

2.3. FUNCAO COM 2 OU MAIS VARIAVEIS

Vimos funcdes com apenas 1 varidvel, mas podemos também ter fungdes com mais
varidveis. Vejamos alguns exemplos:

) f:R? > R
flx;y) = x% + y?

Esse é um exemplo de fungao com duas varidveis, x e y. Basicamente, o que muda é a
adigcdo de mais uma varidvel. Podemos atribuir x = 1 e y = 2 e a fungao retornara:

F(1;2) =12422=1+4> f(1;2) =5

) f:R3 - R?
fOy;z2)=QRQx—y+z;x+y—12)

Aqui, temos um exemplo de fun¢do com 3 varidveis que retorna como resultado o par
ordenado 2x —y + z;x +y — z).

Fazendox =1,y = 2 ez = 3, temos:

f(1;2;3) =(2-1-2+3;1+2-3)= f(1;2;3) = (3;0)
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) f: R - R™

Esse é um exemplo de funcao que transforma n-uplas ordenadas em m-uplas ordenadas.

HORADE

PRATICAR!

2. Classifique as relagdes abaixo, indicando se sdo ou ndo fun¢do. Caso positivo, determine
seu dominio, contradominio e imagem.

a)
Tt
b)

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES
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A B
d)
Vv
A B
Resolugao:

a) A relacdo R n3o é func3o, pois o elemento —1 possui dois correspondentes (0 e 3).

b) A relacdo T é funcdo. Todos os elementos do conjunto A possuem correspondentes em
B e cada um deles é associado a um Unico elemento de B.

O dominio de T é o conjunto A:
D; ={-1,0,1}
O contradominio é o conjunto B:
CD;y =1{0,1,2,3,4,5,6}

A imagem de T é composta por todos os elementos de B que sdao associados a algum
elemento de A:

Im; = {0,2,6}

c) Arelacdo S é funcdo. Todos elementos de A correspondem a algum elemento de B e cada
um deles possui apenas um elemento associado a eles.

DS = {_11 0; 1}
CDs =1{0,1,2,3,4,5,6}
Ims - {2, 4‘}

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES



£ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor So

Militares

d) A relacdo V nao é funcao, pois o elemento 1 do conjunto A ndo corresponde a nenhum
elemento em B.

Gabarito:

a) R nao é fungao.

b) T é fun¢do. D; = {—1,0,1},CD; ={0,1,2,3,4,5,6}, Im; ={0,2,6}
c) S é fungdo. Dg = {—1,0,1},CDs; ={0,1,2,3,4,5,6}, Img = {2,4}

d) V ndo é fungao.

3. FUNCAO AFIM

Vamos iniciar o estudo da nossa primeira funcgao: a funcao afim.

3.1. DEFINICAO

A fungao afim é uma funcgao cuja definicdo é dada por:

ffR-oR,f(x) =ax+b,a,beR

Dependendo dos valores de a,b da definicdo acima, podemos ter casos especificos de
funcdo. Vamos ver quais sao eles.

3.1.1. FUNCAO CONSTANTE

Uma fun¢do f de R em R é chamada de constante quando cada elemento x € R
corresponde a um mesmo elemento ¢ € R. Essa funcao é definida por:

ffR->R f(x) =bbeR

Esta fungdo é um caso especifico, onde a = 0 e b € R. A transformacao f de R em R
associa para cada x € R um mesmo valor b € R.

Graficamente, ela serd uma reta horizontal ao eixo x:

Yy

Aimagem de f é Im; = {b}.
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3.1.2. FUNCAO IDENTIDADE

A fungdo identidade f é a relagdo f: R — R que associa x ao préprio x. Sua defini¢do é
dada por:

ffRoR, f(x)=x

Graficamente:

Nesse caso, a imagem de f é Imy = R.

3.1.3. FUNCAO LINEAR

A funcao linear é uma funcao afim com o coeficiente b = 0. Ela é definida por:

[RoR f(x)=ax,a+0

Graficamente:
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y = ax

Esta reta passa pela origem do sistema e possui imagem Im; = R.

Excluindo a funcao constante, todas as outras fung¢des afins sdo consideradas fung¢des de
primeiro grau devido a dependéncia delas com a variavel x. A funcao constante nao possui essa
dependéncia e por isso nao pode receber essa classificacao.

3.2. COEFICIENTES DA FUNGCAO AFIM

Dada a func¢ao afim:

fR->R f(x)=ax+b,ab€eR
a, b sdao chamados de coeficientes da funcdo e x é a sua varidvel.
a é denominado de coeficiente angular e b é o coeficiente linear.
Exemplos:

iiR->R filx) =2x+1
O coeficiente angular de f; é 2 e seu coeficiente linear é 1.
frR-> R, f(x) =—x—10

O coeficiente angular de f, é —1 e seu coeficiente linear é —10.

3.3. GRAFICO

No estudo das funcgdes, a sua representacdo grafica nos permite extrair informagdes
importantes. Por exemplo, podemos usa-la para resolver inequac¢des e também estudar o sinal da
fungdo. Antes de aprendermos a esbogar uma fungao, estudaremos como encontrar sua imagem
e sua raiz.
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3.3.1. IMAGEM

Para encontrarmos o conjunto imagem de uma fungao f, devemos analisar o dominio de
f e ver o que acontece com a varidvel y = f(x) quando analisamos o seu dominio. Veja:

Vamos encontrar o conjunto imagem da funcao:
f:[0,10] » R, f(x) =3x + 2
Substituindo f(x) = y e isolando x:

y—2
y=3x+2>x= S
Como D; = [0,10], temos:
0<x<10
-2
0< y—= <10
3
Multiplicando as desigualdades acima por 3:
0<y-2<30

Somando 2 nas desigualdades:
0+2<y—-2+2<30+2
2<y<32
Dessa forma, concluimos:

Dy = [0,10] = Im, = [2,32]

3.3.2. RAIZ DA FUNGCAO AFIM

Raiz de uma fungdo é todo x que resulta f (x) = 0. Ela também é conhecida como zero de
uma fungado.

Para determinarmos a raiz da funcdo afim, devemos substituir f(x) = 0 e resolver a
equacao resultante. Veja:

f(x)=ax+b
Substituindo f(x) = 0, encontramos a seguinte equacio:
ax+b=0

Vamos resolver a equacgao:

b
ax+b=0=>ax=—b=>x=—a
Assim, a Unica solugdo da equagdo é dada por x = —b/a.
Exemplo:
Encontre a raiz de f(x) = 3x + 6.

Substituindo f(x) = 0, obtemos a equac&o:
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3x+6=0

Resolvendo a equagao:
3x+6=0=>x=-2
Entdo parax = —2, temos f(—2) = 0.

3.3.3. ESBOCO

Como construimos o grafico de uma fungdo?

Uma fungdo f de R em R retorna pares ordenados da forma (x,y), onde x pertence ao
dominio de f e y pertence a imagem de f. Para representar uma fung¢ao dada no plano cartesiano,
devemos verificar a forma da fungao e encontrar alguns pares ordenados.

Vamos desenhar o grafico da seguinte fun¢ao dada por:
ffRoR f(x)=2x+1

Devemos encontrar os principais pares ordenados da fungao. Para o caso da fungao afim,
podemos encontrar os pontos onde f(x) = 0 (raiz da fungdo) e x = 0.

fW)=0=22x+1=0=>x=-1/2

1
ﬁ(‘z'o)
x=0=f(0)=2-0+1=1
= (0,1)

Sabemos que o grafico da fung¢ao afim é uma reta e temos 2 pontos do grafico. Para esbogar
o grafico, devemos representar os 2 pontos no plano cartesiano e tragar uma reta que passa por
eles. Representando os 2 pontos:

$(0,1)

v
(_an)
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Tracando a reta, obtemos:

3.4. MONOTONICIDADE

Podemos classificar as fun¢des de acordo com seu comportamento em determinado

intervalo. Vamos ver as possibilidades abaixo:

3.4.1. CRESCENTE

ffA->BelcA
f:A > Bécrescenteeml & Vx,,x, €1 e x; > x,,temos f(x;) = f(x;)

Exemplo grafico:

fxs) ¢
flm1) = fw2) §

f é crescenteem [ ={1,3].

Do grafico, temos:
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X1 <Xy <x3 = flxy) = fxy) < flxs)

A funcdo nao decresce ao longo do intervalo I.

Perceba que entre 1 e x,, a fungdo é constante e entre x, e 3, a fungdo é estritamente

crescente.

3.4.3. DECRESCENTE

ffA->BelcA
f:A - BédecrescenteemlI & Vxy,x, €I ex; > x,,temos f(x;) < f(x;)

Exemplo grafico:

f(z1) = f(z2)
f(xs)

f é decrescente em I = [1,3].
Do grafico, temos:

x; <Xy <x3 2 fxg) = fxz) > fx3)
A funcao nao cresce ao longo do intervalo I.

Perceba que entre 1 e x4, a fungdo é constante e entre x, e 3, a fungdo é estritamente

decrescente.

3.4.5. CONSTANTE

fA->BelcCcA
f:A > B éconstanteem I © Vxq,x, € I, temos f(x,) = f(x;)
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Exemplo grafico:

y
'}
f(x1) = f(z2) = ¢ @~ *—O0——0—0
Lo ‘ ' _
0 1: T Ty ‘3 -
» R
I

A fungdo f é constante no intervalo I.

Vx;,x, €1, f(x) = f(xy) =c¢

3.4.2. ESTRITAMENTE CRESCENTE

fA->BelcCcA
f:A - B é estritamente crescenteem I & Vx,,x, € I e x; > x,,temos f(x{) > f(x;)

Exemplo grafico:

* e H =
0 1: iy I :3 x
! 1
i ;
—
TI

f é estritamente crescente em I.
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Para qualquer x; < x, € I, temos f(x;) < f(x,).

3.4.4. ESTRITAMENTE DECRESCENTE

ffA->BelcA
f:A - B é estritamente decrescenteem I & Vx,,x, € I e x; > x,,temos f(x{) < f(x;)

Exemplo grafico:

y
[
f(ﬂfl)I ------
JIERT S —
0 1T_£1 H i 53 ;;[;;
: |
I

f é estritamente decrescente em I.

Para qualquer x; < x, € I, temos f(x,) < f(x,).

Das classificagdes acima, uma fungdo f é dita mondtona se for crescente ou decrescente.
Se f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, ela é dita estritamente monétona.

3.4.5. MONOTONICIDADE DA FUNCAO AFIM
Sejaf:R-> R, f(x) =ax + b,a # 0.

Vamos analisar a monotonicidade da fungdo afim ndo constante. Tomando x4, x, € R,
temos:

f(x)) =ax; +b
f(x,) =ax, +b
Subtraindo as duas equacdes:

f(xz) - f(x1) = a(xz - xl)
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Vamos analisar o sinal do coeficiente angular a para f crescente e decrescente:

1) f crescente
Sendo f(x) = ax + b, uma fungdo crescente, podemos escrever:
X, > x1 = fx,) > fxy)
Das desigualdades acima:
X, >X1 =2 Xx,—x1 >0
flxy) > f(x) = flx) —f(x) >0
Isso implica em:

f(xy) = fxy) .

Xy — X1

0

Se o coeficiente angular é dado por:

azf(xz)_f(x1)>

Xy, —Xq

0

Assim, concluimos:

f écrescente=a> 0

2) f decrescente

Sendo f(x) = ax + b, uma fungio decrescente, podemos escrever:

Xy > x1 = fxp) < fxy)
Das desigualdades acima:
Xy, >X1 2 X, — x>0
fOe) < flxy) = flx) — fx) <0
Isso implica em:

f(xz) - f(x1) <

Xy — X1

0

Se o coeficiente angular é dado por:

a:f(xz)_f(x1)<

Xy —Xq

0

~ fédecrescente > a <0
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a>0 |—[ f crescente

f(x)=ax+b

a<0 |7 f decrescente

3.5. SINAL DE UMA FUNCAO

PRESTEMAIS

ATENGAO!

27

V

Esse assunto é bastante cobrado nas questdes de inequacdo nos vestibulares. Vamos
aprender os conceitos fundamentais e ver sua aplicabilidade para cada tipo de inequacao.

Estudar o sinal de uma fungdo significa encontrar os valores de x € Dy para flx) <
0,f(x) =0,f(x) >0. Podemos fazer isso analiticamente ou graficamente. Quando f estd
representado no plano cartesiano, podemos encontrar o sinal da fungao analisando o sinal das
ordenadas dos pontos de f. Vamos ver um exemplo:

y 4

y = f(x)
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Analisando o grafico, conseguimos ver quais os valores de x resultamem f(x) < 0, f(x) =
0 e f(x) > 0. Tomando o eixo das abcissas como referéncia, vemos que a curva y = f(x) é
positiva quando ela estiver acima do eixo e é negativa quando ela estiver abaixo do eixo.

Vamos redesenhar o grafico indicando os sinais da fun¢ao no eixo x:

y = f(x)

Observando o grafico acima, podemos ver que ndo importa a forma da curva y = f(x),
precisamos apenas observar se a curva esta acima ou abaixo do eixo das abcissas e tomar como
base para analise as raizes de f (pontos onde y = f(x) = 0).

Simplificando o grafico, obtemos:

@ ®

+ -2 - 1 +

.

Dessa forma, concluimos:
fx)=0=>x€{-2,1,4,8}
fx) >0=>x<-20ul<x<4oux>8
fx)<0=>-2<x<1loud4<x<8

3.5.1. SINAL DA FUNCAO AFIM
Seja f uma fungdo afim. Entdo ela é dada por:
f(x)=ax+b

Sabemos que a raiz de f é:
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Lembrando que f é crescente para a > 0 e decrescente para a < 0. Vamos analisar o sinal
de f para cada um desses casos.

a)a>0
Podemos analisar o sinal da funcdo analiticamente ou graficamente. Iremos estudar os dois
métodos.

Analiticamente:

Devemos verificar quais valores de x resultamem f(x) > 0 e f(x) < O:

b
f(x)>0:>ax+b>0=>ax>—b=>x>—a

b
f&)<0$ax+b<0$ax<—bix<—a
Dessa forma, concluimos:

b
ﬂ@>0$x>—a

b
ﬂ@<0:x<—a

Representando no eixo x:

Podemos encontrar esse resultado diretamente pelo método grafico. Veja:

Graficamente:
Por esse método, devemos encontrar as raizes de f. Nesse caso, temos raiz Unica:

X =—=
a

Sabendo que a > 0 implica f crescente e que f é uma reta, temos:

8y

Lembrando que f é positivo quando a curva estd acima do eixo x e que f é negativo
guando esta abaixo, podemos concluir:
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O método gréfico é util para visualizar o que ocorre com a fungdo para os diferentes valores
de x. Veremos mais adiante que no estudo das fun¢des de segundo grau, ela sera uma ferramenta
muito poderosa para a resolucdo de questdes.

Vamos analisar o outro caso de f.
b)a<0
Analiticamente:

Nesse caso, devemos nos atentar para o sinal de desigualdade. Veja:

b
f(x)>0:>ax+b>0:>ax>—b:>x<—a

b
f(x)<0=>ax+b<0=>ax<—b=>x>—a

Perceba que o sinal de desigualdade deve ser invertido quando isolamos x ja que a < 0.

ESCLARECENDO!
g

Lembrando da aula de desigualdade no conjunto dos reais, temos a seguinte
propriedade:
a=bec<0-ac<bhbc
Sendo a < 0, vamos multiplicar ax > —b por 1/a:

ax>—be%<0—>(§)ax<—b(§)

b
>x< —=
a

Concluimos:

b
ﬂ@>0$x<—a

b
ﬂ@<0¢x>—a

Representando o resultado no eixo x:
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& =
+ b — ¥
a
Vejamos como obter o mesmo resultado pelo método grafico.
Graficamente:
Araizde f é:
X =—-—
a
Comoa < 0 e f é decrescente, obtemos:
+
i
€I

3.5.2. FUNCAO MISTA

Funcdo mista também é conhecida como funcao determinada por intervalos. Como o
nome diz, ela é uma funcdo composta por diferentes fun¢cdes de acordo com o intervalo
estabelecido. Veja um exemplo:

—X — 2, x <1
fx) ={x -2, 1<x<3
-x + 4, x =3

O grafico dessa funcao é dado por:
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Para cada intervalo determinado, f assume diferentes fungdes. O exemplo acima é uma
funcdo mista de fungdes afins. Perceba que no ponto x = 1, a reta —x — 2 possui um circulo
aberto na sua extremidade direita (onde x = 1). Isso indica que x = 1 n3o é elemento dessa reta.
Nareta x — 2, 1 é elemento da fungdo e por isso o circulo é fechado nesse ponto.

HORADE

PRATICAR!

3. Obter a equagdo da reta que passa pelo ponto (1, 2) e tem coeficiente angular 2.
Resolugao:
A equacao da reta com coeficiente angula 2 é dada por:
y=f(x)=ax+b=>y=2x+b
Para encontrar o valor do coeficiente linear b, devemos substituir o ponto na funcao:
(1,2)=>x=1ey=2
y=2x+b
2=2(1)+b
b=0
>y =2

Gabarito: y = 2x
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4. Dado a tabela abaixo e sabendo que f é uma func¢do afim, determine y = f(x).

Resolugao:
Sendo f uma fungao afim, temos:
y=f(x)=ax+b
Dos dados da tabela, podemos inferir:
x=2=2>y=5
5=a(2)+b>2a+b=5
x=0=>y=-2
—2=a(0)+b=>b=-2
2a+b=5=22a+(-2)=5>2a=7>a=7/2

Logo, f é dado por:

f(x) =§x—2

Gabarito: f(x) = %x -2

5. Seja f:R — R. Estude o sinal das fungdes abaixo:
a)f(x) =2x+1
b) f(x) =—x+3
c)f(x) =x+1/2
Resolugao:
a)f(x) =2x+1
Vamos encontrar a raiz de f:
f)=0=2>2x+1=0>x=-1/2

Como o coeficiente angular de f é a = 2 > 0, temos f crescente. Entdo:
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1
- 2
b) f(x) =—x+3
Encontrando a raiz de f:
—x+3=0=>x=3
Comoa = —1 < 0, temos f decrescente. Logo:
\
T
3 _
c)f(x) =x+1/2
Vamos resolver analiticamente:
fE)>02x+->0=x>-1/2
f) <0=x+-<0=x<—1/2
Representando no eixo x:
- “
_ 1 + e
2
Gabarito:
+
1 €T
— 2
a)
+
3 - T
b)
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6. Esboce o grafico e estude o sinal das fung¢des abaixo definidas em R:
X
——+1,x<2
a) f(x) = { 2
x—3,x>2
x+2, x<1
b)f(x)={x—2, 1<x<3

—2x+8, x >3
Resolugao:

X
——+1,x<?2

a) f(x) ={ 2
x—3,x>2

Para esbocar o grafico da funcdo mista, devemos analisar cada intervalo
separadamente. Vamos analisar o primeiro intervalo.

Para x < 2, temos a seguinte fungao afim:

fG)=->+1=0

X

—1=>x=2

Encontramos o ponto (2,0) e sabemos que a funcdo afim é uma reta. Precisamos

encontrar outro ponto da fung¢do. Por conveniéncia, vamos encontrar o valor de f(0) (0 <
2 pertence ao intervalo estabelecido):

fO)=-2+1=1

Temos os pontos (2,0) e (0,1). O gréfico de f parax < 2 é dado pela reta:

Yy

I

Resta analisar o outro intervalo.
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Para x > 2:
fx)=x-3=0
>x=3

Como o coeficiente angular de f é positivo, temos que f é crescente nesse intervalo.
Devemos analisar qual o valor de f quando x = 2 (extremidade do intervalo x > 2). Assim,
encontramos:

f@)=2-3=-1

Inserindo os pontos (2,—1) e (3,0) e tracando a reta, obtemos o grafico de f
(lembrando que o ponto x = 2 deverd ser um ponto aberto por nao pertencer ao intervalo
da funcgao):

Analisando o esbog¢o acima, podemos extrair as seguintes informacgdes:
fx) >0=>x<2o0ux>3
f)<0=>2<x<3

Representando no eixo x:

& L -
-+ 2 — 3 -+ T
x+2, x<1
b) f(x) ={x—2, 1<x<3
—2x+8, x>3

Temos trés fungdes afins, isto é, trés retas. Vamos analisar cada intervalo.
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Para x < 1, temos f(x) = x + 2. Sua raiz é dada por:
x+2=0=>x=-2

Encontramos o ponto (—2,0), precisamos de mais um ponto. Vamos calcular a
ordenada de f quando x = 0:

fFO=0+2=2

Disso, obtemos (0, 2). Representando f no intervalo dado, temos:

y

1
1
1
/'*2 1 v

Paral < x < 3, temos f(x) = x — 2. A raiz é dada por:
x—2=0=>x=2

Precisamos ver qual o valor de f quando x = 1 e x = 3 (extremidades do intervalo 1 <
x < 3):

x=1=f)=1-2=-1
x=3>f3)=3-2=1
Pontos: (1,—1),(3,1),(2,0). Representando no plano cartesiano:
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Para x > 3, temos f(x) = —2x + 8. Desse modo:
—2x+8=0=>x=4

Parax = 3:
f(3)=-23)+8=2

Pontos: (4,0), (3,2). Tragando a ultima reta, obtemos o gréfico de f:

Yy

Do esbogo acima, podemos representd-lo no eixo x indicando o sinal de f:
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*Para representar o grafico acima, devemos pegar as raizes de f e os extremos de cada
intervalo e analisar o sinal de acordo com cada fungao.

4. INEQUACOES

Outro assunto muito recorrente nos vestibulares. Vamos estudar esse tema para todas as
funcbes que sao cobradas na prova e aprender como resolvé-las. Para essa aula, veremos
primeiramente inequa¢des envolvendo fung¢des de primeiro grau. Antes de comegar, vejamos
guais os possiveis casos de inequacgodes.

4.1. INEQUACOES SIMULTANEAS

Sejam f, g, h: A = R, trés fung¢des na varidvel x. As inequagdes simultaneas sdo da forma:
fx) <gx) <hx)
Para resolver esse tipo de inequacao, devemos separa-lo em duas inequagodes:
flx) < g(x)
g(x) < h(x)

Se S, éasolugdode f(x) < g(x) e S, éasolugdode g(x) < h(x), asolugdo dainequagdo
sera dada por:

S=5nNnS,
Exemplo:
Resolva a seguinte inequacao definida em R:
x—3<-—x+3<2x+4
Temos inequagdes simultaneas. Vamos dividi-las em duas inequagdes e resolvé-las:
Nx—-—3<-x+4+3
) —x+3<2x+4
Resolvendo analiticamente:
Nx—-—3<-—-x+3
2x <6=>x<3
S, ={x € Rlx < 3}
) —x+3<2x+4

-1<3 =>——1< >——1
X 3 X=X 3

S, ={xER|x>—%}
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A solucao é dada pela intersec¢dao das duas solugdes:
S=5,nS5, ={x€]1%|—%<x<3}

Representando as solu¢des no eixo x, podemos visualizar melhor o resultado:

&—- A S~ S

1. !
—_ : €I

3 !
-—-—-—-—-—-—é-—-—-—-—-—-—-—-—-é =
i 3 T
I&-—-—-—-—-—-——-—-—é =
1 3 T

3

4.2. INEQUACOES-PRODUTO

Sejam f, g: A = R, duas fungdes na varidvel x. Podemos ter 4 casos de inequagdes-
produto, veja:

f&x)-gx) <0
f)-glx) <0
f&x)-gx) >0
f&)-gx) =0
A resolucao de cada uma dessas inequacdes segue a mesma ideia. Vamos resolver a
inequacgdo f(x) - g(x) > 0.

Quando resolvemos inequac¢des-produto, devemos nos atentar ao sinal de cada func¢ao
envolvida. No caso, o produto das duas fungdes deve resultar em um numero positivo. Para isso
acontecer, as duas devem possuir o mesmo sinal. As possibilidades sao:

)f(x) >0eg(x) >0
Ou
) fx) <0eglx) <0

A solugdo sera dada pela uniao da solugdao desses dois casos. Sendo S;, a solugao do caso
(1) e S,, a solugao do caso (l1), a solugao sera dada por:
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Vamos ver um exemplo:
Resolva a seguinte inequacado definida em R:
x-1Dkx+1)>0
Vamos resolver algebricamente:
Nx—1>0ex+1>0
x—1>0=>x>1
x+1>0=>x>-1
Assim, fazendo a interseccao das duas solugdes, obtemos:
S, ={x e Rlx > 1}
Nx—1<0ex+1<0
x—1<0=>x<1
x+1<0=>x< -1
S, ={xeR[x < -1}
Portanto, a solucao é dada pela uniao dessas duas solugdes:
S=5,uUS,={xeR|x>1oux< -1}

Representando no eixo x:

SI | &—-—-—-—-—-—-—-—l--—
e g .

52 l—-—-—-—-—-—¢ . -
—1 i E T
—1 1 T

Além do método acima, existe um modo de resolver diretamente a inequagdo-produto
apenas com o estudo do sinal das fun¢des envolvidas. Veja:

x—1Dkx+1)>0

Vamos estudar o sinal de cada funcgao:
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x—1=0>x=1

f(x) = x — 1 é uma fung3o crescente, entdo representando o seu sinal no eixo x, temos:

_|_

N3o é necessario desenhar a reta no eixo x para encontrar o sinal da funcao. Isso é feito
apenas para lembrar que quando temos uma funcdo crescente, os niumeros a direita da raiz da
funcdo resultam em numeros positivos e a esquerda resultam em negativos. Entdao, vamos tentar
memorizar esse fato para acelerar a nossa velocidade de resolucdo de exercicios. Com isso, a reta
no eixo x pode ser reescrita da seguinte forma:

B

| 1

()
Y

Y +

Perceba que acima do eixo x, representamos os valores de x e abaixo do eixo
representamos os valores que x — 1 assume para os valores de x.

Para a outra funcao:
x+1=0=>x=-1

g(x) = x + 1 é uma fungio crescente, logo:

| —1 T
& ==
x+1 | . 0 -

Juntando os dois eixos com seus respectivos sinais, obtemos o sinal do produto
(x—1D(x+1):

—1 1 T
. ; -
eor| - b - +
ekl =L 4 +
@-DE+n| A+ L - n
-—-—-—-—-—-'cI &—-—-—-—-—-—-—-—-—l'
—1 1

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 54



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Poderiamos ter multiplicado as funcdes para obter (x — 1)(x + 1) = x? — 1. Com isso,
bastaria analisar o sinal da funcao quadratica resultante. Por enquanto, resolveremos as questdes
com base no que aprendemos até aqui, estudaremos fungdes quadraticas na préxima aula.

ESCLARECENDO!

()

Como desenhamos o quadro acima?

funcdo. O quadro ficara desse modo:

Devemos construir o quadro de sinais unindo o resultado do estudo do sinal de cada

com positivo resulta em negativo, temos:
-1

1 T

& llr 1o
z—1 - =
z+1 — | + '
(z—1)(z +1) 5 i
~1 1

Para descobrir o sinal da fung¢ao produto, combinamos o sinal das duas que a
compdem. Lembrando que negativo com negativo resulta em positivo e que negativo
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z—1 - =
x+1 — + :
-+  + i
~1 1
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1 x
& ? -
r—1 — E i
z+1 - !
(@—1)(z+1) + |
-1 1 -
4 ? i
eo1| - 5
sr1| - a
(@ —1)(z+1) + |

Com esse quadro, sabemos quais valores de x resultam em valores positivos ou

Para(x —1)(x+1) <0:
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negativos.
Se quisermos (x — 1)(x + 1) > 0:

—1 1 T
L ? -

xr—1 - E i

x+1 - !

(@-D@+1)| i
-—-—-—-—-—-'é m

—1 1
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& ? i
xr—1 - i - i +
z+1 — 4+ -
(z—1)(z +1) + = +
1 ]
—1 1

Para (x —1)(x+1) > 0o0u (x —1)(x + 1) < 0, basta trocar o circulo aberto pelo
circulo fechado para indicar que —1 e 1 fazem parte da solucao.
x—-1Dkx+1)=>0:

1 €T
L ’ -
| - 0 - +
z+1 - b+ +
(& —1)(z +1) + 0 = +
-—-—-—-—-—-—.I l*—-—-—-—-—-—-—-—-—I-
—1 1
Algebricamente, isso é equivalente a:
S={xeR|x<—-1oux=1}
x—Dkx+1)<o0:
—1 1 €T
L ? i
P R +
z+1 - 4+ +
(& —1)(z +1) + 0 = +
1 ]
—1 1

S={xeR|-1<x<1}
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Além do método acima, podemos resolver a inequa¢ao de forma mais rapida usando o
método da multiplicidade das raizes das fun¢des envolvidas. Vamos ver sua aplicabilidade nesse
exemplo:

x—Dx+1)>0
Devemos encontrar as raizes das fungdes envolvidas x — 1 e x + 1:
x—1=0=>x=1
x+1=0=>x=-1

Representamos as raizes na reta x levando em consideracdo se as raizes pertencem a
solucdo. No caso, +1 ndo pertencem a solucao devido ao sinal da desigualdade, logo
representamos essas raizes com o circulo aberto:

o © -
—1 1 T

Para descobrir o sinal no intervalo x, devemos arbitrar um valor para x e encontrar o sinal
resultante. Vamos ver o que ocorre quando x = 0:

x=0=>x-Dx+1)=0-D0O+1)=>C-1D1A) =-1

O sinal resultante é negativo (—1) e o numero 0 esta entre —1 e 1. Dessa forma, todos os
numeros entre —1 e 1 sao negativos:

© © -
—1 1 ax
Para encontrar o sinal do resto do intervalo, devemos verificar a multiplicidade das raizes

da fungao. Se a multiplicidade da raiz for impar, o sinal do intervalo ao passar pela raiz é trocado.
Se a multiplicidade for par, o sinal do intervalo é mantido.

No exemplo, a multiplicidade da raiz 1 é impar (multiplicidade 1), portanto o intervalo do
lado direito da raiz 1 possui sinal oposto ao lado esquerdo:

- +

F =1
= L
1

&)
St

—1

8

Da mesma forma para a raiz —1, por possuir multiplicidade impar, trocamos seu sinal no
lado esquerdo da raiz:
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1

—1

8

Com o eixo completo, basta encontrar os valores que interessam:

- - +

Disso, resulta:
S={xeR|-1<x<1}

O método acima acelera a resolucao das questdes. Recomendo praticar esse método para
aumentar sua velocidade. As resolucdes das questdes dessa aula serao feitas pelo método do
qguadro de sinais para melhor visualizagdo do resultado.

Vamos ver um exemplo com raizes de multiplicidade par:
x—1D*Q2x+3)x—-3)=0
Raizes:
(x — 1)* = 0 = x = 1 multiplicidade 4 (par)
2x+3=0>x= —% multiplicidade 1 (impar)
x —3 =0 = x = 3 multiplicidade 1 (impar)

As raizes fazem parte da solugdo, pois o sinal de desigualdade é “>". Logo, representamos
elas na reta real com o circulo fechado:

@ @ @ -
_3 1 3 "
2

Vamos verificar o sinal quando x = 0:
(0 —1)*(2(0) +3)(0 - 3) = (-1)*(3)(=3) = -9

Logo, 0 resulta em numeros negativos no intervalo:

3<0<1
2
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@ O i
3 1 3 o
2
1 é uma raiz de multiplicidade par, logo ao passarmos por essa raiz, o sinal permanece
igual:
O @ -
3 1 3 €
2
3 possui multiplicidade impar, entao devemos trocar o sinal:
@ @ ) -
3 1 3 T
2
—3/2 possui multiplicidade impar, logo trocamos o sinal:
+ — — +
@ @ -
3 1 3 T
2
A inequacao pede os valores = 0, com isso:
3 1 3 T
2
A solucao é dada por:
S={xeR|x<-3/2oux=1oux > 3}
4.3. INEQUAC6ES-QUOCIENTE
Sejam f,g: A = R, duas fungdes na varidvel x. As possibilidades de inequagdes-quociente
sao:
X
f(x) -0
g(x)
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Para resolver esse tipo de inequacgao, seguimos a mesma ideia usada para as inequagodes-
produto construindo o quadro de sinais das fung¢des envolvidas. A diferenca é que devemos nos
atentar a funcao do denominador, esta devera ser diferente de zero como condicdao de existéncia.

Vamos ver um exemplo:
Resolva a seguinte inequacao definida em R:
3x+9
=2
x—1

Temos que zerar o outro lado da inequagdo para encontrar a solugdo. Vamos subtrair 2 nos

dois lados da inequacao:
3x+9

—-2>2-2
x—1 B
3 — —_
x+9—-2(x 1)20
x—1
3x+9—-2x+2
>0
x—1
x+ 11
>
x—1

Encontramos a inequagdo-quociente acima. Antes de resolvé-la, temos que encontrar sua
condicdo de existéncia (denominador sempre deve ser diferente de zero!):

x—1+#0
x#1
Agora podemos proceder para o estudo do sinal:
f)=x+11=0=>x=-11
f é crescente
gx)=x—-1=0=>x=1

g € crescente

Estudo do sinal:
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—11 1 -
& , .
r+11 — + +
z—1 — L - : +
x+ 11 i 5
i R +
————— e — - O
—-11 1

Perceba que o circulo aberto no ponto x = 1 para indicar que ela ndo pertence a solugdo
do problema.

S={xeR|x<—-11loux>1}

PRESTEMAIS

ATENCAO!

ey

V

3x+9

> 2
x-1

Ao vermos uma inequac¢ao com a forma acima, podemos ficar tentados a fazer a regra
do cruzado para simplificar a inequacdo e erroneamente obteriamos:
Bx+9)=2(x—-1)
(Bx+9)—2(x—1)=0
3x+9-2x+2=20
x+11=>0
Fazendo desse modo, perdemos o denominador e consequentemente encontramos
um resultado incorreto.

Normalmente, as inequacdes dos vestibulares ndao estarao na forma simplificada:

f(x)
ﬁ>0

Elas serdao da seguinte forma:

f(x)
M > h(x)

Para resolver esse tipo de inequagdo, basta subtrair h(x) nos dois lados da inequagdo para
proceder com o estudo do sinal:
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f(x)
m — h(X) >0
f(x) —h(x)g(x) S

g(x)

0

O estudo do sinal envolvera as fungdes t(x) = f(x) — h(x)g(x) e g(x). O resultado sera

a analise do sinal de t(x)/g (x).

HORADE

PRATICAR!

7. Resolva as seguintes inequacoes definidas em R:
a)—2<x+1<5

b) -3<2x+5<x

)2—x<3x+2<4x+1

d 2x+1)(x+5)=>0

e)(x+1)2x+4)<0
fl)(x+3)(-2x+4)(x—1)>0

2x+1

>
g) -x+1 0
x+1

—_— <
h) (x+2)(x-3) — 0
i) 3x+4 2 3

xX—4
J) L + i — i < 0

x-1  x-2 x-3
Resolugao:
a)—2<x+1<5
—2<x+1=>x+1>-2=x>-3
x+1<5=>x<4
A solucao é dada pela interseccdo das duas acima:
S={x eR|-3 < x <4}
b)-3<2x+5<x
—3<2x+5=22x+5>-3=>2x>-8=>x>-4
2x+5<x=>x+5<0=>x<-5

Nesse caso, nao temos solugdo. A intersec¢ao das duas solugdes acima gera o conjunto
vazio!
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T @-—-—-—-—-—-—-—--hr
—5 | i T
|------¢ : -
-5 i E —4 @
S=0
)2—x<3x+2<4x+1
2—x<3x4+2=>-4x<0=24x>0=>x>0
3x+2<4x+1=>—-x<-1=2>2x>1
A solucao é dada pela intersec¢ao das duas acima:
S={x€eR|x>1}
d(2x+1)(x+5)=>0
Inequagao-produto, vamos resolver pelo estudo do sinal:
2x+1=0=x=—-
2x + 1 é crescente:
1
_ 2 4 -
24+ 1 o .
x+5=0=>x=-5
x + 5 é crescente:
— —5 + -
xr—+5 ® i
Juntando o estudo do sinal das duas func¢des, obtemos o quadro de sinais abaixo:
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1
-5 9 x
’ . -
22 4 1 — i - +
x+5 - i ER : +
z+)@+5)| 4+ 1 o— ~
= = — — — 0 - - - — — — — — —

S={xER|xS—50ux2—%}
e)(x+1)2x+4)<0
x+1=0=>x=-1
x + 1 é crescente
2x+4=0=>x=-2
2x + 4 é crescente

Estudo do sinal:

—2 —1 T
* ¢ -
o I R R
2z + 4 - : + ' +
(z +1)(2z + 4) + ' - . +
o o

S={x€eR|-2<x< -1}
fllx+3)(—2x+4)(x—1)>0

x+3=0=>x=-3
X + 3 é crescente

—2x+4=0=>x=2

—2x + 4 é decrescente
x—1=0=>x=1
x — 1 é crescente

Estudo do sinal:
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1 2 -
. S
r+3 — i + i + E +
—2z+4 + + A
z—1 - - O
(@+3)(—2w+a)(@—1) [ + - Lo+ -
S={xeRlx<-3o0ul<x<?2}
2x+1
g) -x+1 = 0

Temos uma inequagao-quociente. Vamos analisar sua condi¢do de existéncia:
—-x+1#0=>x+1
Fazendo o estudo do sinal:
2x+1=0=x=—:
2x + 1 é crescente
—x+1=0=>x=1
—x + 1 é decrescente

Quadro de sinais:

1
2 1 T
4 L 2 o

2z + 1 - + -+

—x+1 -+ -+ —

2r +1

—x + 1 - + -
'—-—-—-—-—-e

s={xeRr|-;<x<1}
x+1
" e =

Nesse caso, temos duas condi¢des de existéncia:
x+2+0=>x+# -2
x—3#0=>x+3
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.\ 3x+4

A inequag¢ao acima pode ser resolvida pelo estudo do sinal. Veja:
x+1=0=>x=-1
x + 1 é crescente
x+2=0=>x=-2
X + 2 é crescente
x—3=0=>x=3
x — 3 é crescente

Unindo as condi¢des do problema, obtemos o seguinte quadro de sinais:

Prof. VictorSo

x—4

_9 -1 3 x
& ! , -
x+1 — N +
S I B B
ems | = b - 1 14
x4+ 1 :r E i
@t2)@-3| —  + i = i +
——-—-—-—-—-—é—*—-—-—-—ﬂ
S={xeRlx<-20u—-1<x<3}
>3
3x+4_320=>3x+4—3(x—4)20:3x+4—3x+1220
xX—4 xX—4 xX—4
2 >0
x—4

Note que temos uma condicao de existéncia: x — 4 # 0.
A solucao é dada pelo estudo do sinal de x — 4:

x—4=>20=>x2=>4
Como x # 4, temos:

S ={x € Rlx > 4}
2 3

. 1
J)E+___<O

x-2 x-3
Condicao de existéncia:
x—1#0=>x#1
xX—2+0>=>x %2
x—3+#0>x+3
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Resolvendo a inequacao:

R S B

x—1 xX—2 x—3
(x=2)(x-3)+2(x—1)(x—3)-3(x—-1)(x-2)

(x—1)(x-2)(x-3) <0
x2—5x+6+2(x2—4x+3)-3(x?-3x+2) <0
(x=1)(x—2)(x—3)
x%2—5x+6+2x%—8x+6—3x%+9x—6
<0

(x-1)(x-2)(x-3)
—4x+6
(x-1)(x-2)(x-3)

<0

Estudo do sinal:

—4x+6=0:x=§

—4x + 6 é decrescente
x—1=0=>x=1
x—2=0=>x=2
x—3=0=>x=3

x—1,x —2,x — 3 sao crescentes

Prof. VictorSo

3
1 2 2 3 x
L L L 9 =
—4xr+ 6 + + — —
e—1 | — | + | 4 +
xr—2 - — - +
r—3 — — _ _
—4ax + 6 o
@-De-2@-3| — | T T
> o ——0o o

S={xER|x<1ou§<x<20ux>3}
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5. FUNCAO COMPOSTA E FUNCAO INVERSA

DESPENCANA
A PROVA!

[}

Vamos entender os principais conceitos desse tema e ver como ele pode ser cobrado na
prova.

5.1. CLASSIFICACAO DAS FUNCOES

5.1.1. FUNCAO INJETORA
A definicdao de fungao injetora é dada por:

f:A—-B
f éinjetora © Vxq,x, € A,temos x;1 # x, = f(x1) # f(x3)

Também podemos usar:

f:A-B
f éinjetora & Vx,,x, € A, temos f(x,) = f(x;) = x; = x,

Para uma funcgao ser injetora, devemos ter todos os elementos do conjunto A associados
a elementos distintos em B.

Vamos ver exemplos de funcdes injetoras e ndo injetoras:

funcao injetora

8y

T Io

Nesse exemplo, todos os valores de x sdo associados a elementos distintos em y.
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funcio nao injetora

No exemplo acima, vemos que existem valores de x que sdo associados ao mesmo Y.

Exemplo usando diagrama de flechas:

injetora nao injetora

TOME

NOTA!

&)

Note que fungdes estritamente crescentes ou estritamente decrescentes sao sempre
injetoras!
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5.1.2. FUNCAO SOBREJETORA

A defini¢cdo de fungao sobrejetora é dada por:

f:A-B
f é sobrejetora & Vy € B,Ax € Atal que f(x) =y

Essa defini¢do diz que dada a equagdo f(x) = y, devemos ter pelo menos uma solugdo em
x € A.

Também podemos usar:

f:A- B
[ é sobrejetora < Im; = B

Para uma func¢ao ser sobrejetora, a imagem da funcao deve ser equivalente ao seu
contradominio.

Exemplos usando diagrama de flechas:

nao sobrejetora

q

A/"_"\‘B

10

Perceba que para uma funcdo ser sobrejetora, devemos ter n(B) < n(A4) (desse modo,
todos os elementos de B terdo algum correspondente em A).

sobrejetora

Aimagem de f é igual ao conjunto B.
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Exemplo algébrico:

Seja f: R, — B dado por:

fl)=x

Prof. VictorSo

A fungdo f ndo é sobrejetora para B = R, pois o dominio de f é o conjunto dos reais
positivos e isso resulta em Imy = R, # R. Logo, para f ser sobrejetora, temos que definir B =

Com isso, podemos ver que qualquer funcao pode ser sobrejetora desde que o
contradominio seja igual a imagem da funcao.

5.1.3. FUNGAO BIJETORA

f:A- B

f é bijetora & f éinjetorae f é sobrejetora

A condicdo de uma funcdo ser bijetora é satisfazer as condicdes de ser injetora e
sobrejetora ao mesmo tempo.

Exemplo:

Seja f: A = B dado por:

ax + b
cx +d

flx) =

Vamos verificar se f é sobrejetora.

Primeiro, devemos ver sua condi¢ao de existéncia:

d
cx+d¢0=>x¢—z

Considerando o conjunto dos reais, temos:

omn (4

Agora, vamos usar a definicao:

f é sobrejetora & Vy € B,Ax € Atal que f(x) =y

Entdo, fazendo f(x) = y e colocando x em funcdo de y, temos:
ax +b
cx+d

ax +b = cxy + dy

=Yy

ax —cxy =dy—0>b

x(a—cy)=dy—»>b
dy —»b

:a—cy

X

Condicao de existéncia:
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a
a—cy#0=>y# p
Observando a equagdo de x em fungdo de y, podemos ver que existe x € A, comy # a/c,
que é solucao para a equagao:
dy —b
a—cy

x:

~ f é sobrejetora
Vamos verificar se ela é injetora. Usando a definigao:
f éinjetora © Vx{,x, € A, temos f(x1) = f(x3) = x1 = X,
flx1) = fxz)
ax,+b ax,+b
cx, +d - cx, +d
(ax; + b)(cx, + d) = (ax, + b)(cx; + d)
acx,x, + adx, + bcx, + bd = acx,x, + adx, + bcx; + bd

adx; + bcx, = adx, + bcx,
adx, — bcx, = adx, — bcx,
(ad — bc)x; = (ad — bc)x,
Se ad — bc # 0, temos:
X, = Xy
~ f éinjetora, com ad — bc # 0

Como f é injetora e sobrejetora, temos que f é bijetora.

5.2. PARIDADE

5.2.1. FUNCAO PAR

f:A- B
fépar 5 Vxe Ae—x € A temos f(—x) = f(x)

Uma funcgdo é dita par quando satisfaz a condicao:

f(=x) = f(x)

Graficamente, f deve ser simétrica em relagdo ao eixo y. Vejamos alguns exemplos:
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O grafico acima é um exemplo de fungao par.

A
Y

Esse é um exemplo de fungdo nao par, pois o grafico ndo é simétrico em relagao ao eixo y.

Exemplo algébrico:

f:R—{0}> R
fGo) = {—xy’c,xx><00
Vamos verificar se f(x) = f(—x).
Para x > 0, temos f(x) = x. —x é negativo, entdo f(—x) = —(—x) = x. Dessa forma:
fG)=x=f(=x) = fx) = f(=x)
~ f épar
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5.2.2. FUNCAO IMPAR

f:A-B
féimpar © Vx e Ae—x € A temos f(—x) = —f(x)

O grafico de uma fungdo impar é simétrico em relagao a origem do plano cartesiano.
Exemplos:

Seja f:[—a,a] » R dado por:

flx) = 2x
Esbocando o grafico da fungao, podemos ver que ela é impar:
A
y
fla) p-mmmmmmmen '
é a w’
fomme e f(—a)

Também podemos provar algebricamente:
Para x € [—a, a], temos:
fx) =2x
f(=x) =2(—x) = —2x = —f(x)
Com isso, vemos que:
fl=x) = —f(x)

~ f éimpar
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INDO MAIS

FUNDO!

L
»

Qualqguer funcao pode ser escrita como a soma de uma funcao par e uma fungao

impar! Para dada fungdo f: A — B, temos:
F) = f)+f(=x)—f(=x)+f(x)

2
Fl0) = f(x)+2f(—x) n f(x)—zf(—x)

P(x) 1(x)

Note que
P(.X') — f(x)+2f(_x) N P(—x) — f(x)+2f(_X) - P(.’X.') — P(_x)

1(x) = w = [(—x) = w a I1(=x) = —=1(x)

P é a fungao par el é a fungao impar!

5.3. FUNCAO COMPOSTA

Vimos no capitulo de Relagdes, o conceito de relagdo composta. Vamos relembrar:
SendoRe€AxBeT € BxC(C,arelagdo compostadeT em R é:
ToR = {(a,c) e AxC|3b € B tal que (a,b) E Re (b,c) €T}

Diagrama de flechas:

R T
A/—\‘B /\C

ToR

Podemos aplicar o mesmo conceito de relacao composta as funcgdes.
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Vamos ver uma defini¢ao de fungdo composta.

Uma fung¢do composta genérica de f:A »> B e g:B' —» C, com f(A) c B’, é dada por
h:A - C tal que:

h(x) = g(f(x)) = gof (x)
Vejamos o diagrama de flechas dessa composicao. Para f: A — B:

f
A /\ B
B C
Q@
B’ g

Perceba que consideramos B’ # B para generalizar o resultado.

Parag:B' - C:

Nesse diagrama, temos B N B’ # @.

Consideramos que f(A) c B’, entdo unindo os diagramas de flechas, obtemos:
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B’ g

Como f(A) c B'e g(B") c C, temos g(f(A)) c g(B') c C:

Sendo h: A — C tal que h = gof:
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h =gof B

Usamos o diagrama de flechas para visualizar o que ocorre com uma fungao composta
genérica. Vamos ver sua defini¢ao algébrica:

Sejaf:A—>Beg:B" - C,com f(4A) c B
Vx € A,3y € Btalque f(x) =y
Se f(A) € B',entdo y € f(A) implicay € B’
Vy € B',3z € Ctalqueg(y) =z
Unindo os resultados acima, temos:
Vx € A,3z € C tal que g(f(x)) =z
Sendo h: A — C com h(x) = g(f(x)) = gof (x), h é chamada de composta de f com g.

Geralmente, as questdes envolvendo compostas considerardo B’ = B:
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Exemplos:
Sejam as fungdes f, g: R = R tal que:
fx)=x+3
g(x) = x?
A composta gof é dada por:
gof ) =g(f(x) =gx+3)=(x+3)2=x2+6x+9
Para a composta fog:
fog(®) = f(g(x)) = f(x?) = x* + 3
Como gof # fog, podemos afirmar que essa operagdo é ndo comutativa.

Também podemos fazer a composta fof:

fof(x)=f(f(x))=f(x)+3=(x+3)+3=x+6

5.3.1. TEOREMA
Sejam as fungbes f:A —» B,g:B —» C,h: C —» D, temos:

(hog)of = ho(gof)

Diz-se que essa operacao é associativa.

Demonstragao:

Para qualquer x € A, temos:

f) =y,90)=zh(2)=w
Fazendo as composic¢des:

((hog)of)(x) = (hog) (f (X)) = (hog)(y) = h(g(3)) = h(z) = w
(goH () = g(f(x)) = g(») = 2
(ho(gof))(x) = h(gof(x)) =h(z)=w
=~ (hog)of = ho(gof)
Exemplo:

Sejam f,g,h: R - R:

fx)=x+3
g(x) = x?
h(x) =2x—-1

Vamos encontrar (hog)of:
hog(x) = h(g(x)) =2g(x) — 1 =2x2 -1
((hog)of)(x) =hog(f(x)) = Z(f(x))2 —1=2x+3)?-1=2(x*+6x+9) -1
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= 2x2+12x + 17
Para ho(gof):

(ho(gof))(x) = h(gof(x)) = 2gof(x) — 1
gof(x) =g(f(x) =[f()]>=(x+3)2=x2+6x+9
(ho(gof)(x)) = 2(x? + 6x +9) — 1 = 2x? + 12x + 17

5.3.2. PROPRIEDADES

f:A - Binjetora
P1)ig: B — C injetora = gof é injetora
gof:A->C
(f:A - B sobrejetora
P2)< g:B — C sobrejetora = gof é sobrejetora
L gof:A—-C

(f:A - B bijetora
P3)< g: B — C bijetora = gof é bijetora
. gof:A-C

f:A-B
P4) g:B-C = f éinjetora e g é funcao
gof:A — Cinjetora

f:A—-B

P5) 5 g:B—-C = g é sobrejetora
gof:A — C sobrejetora

f:A->B
P6) | g:B-C = f éinjetora e g € sobrejetora
gof:A - C bijetora

Demonstragao:

f:A - B injetora
P1)i9:B — C injetora = gof é injetora
gof:A—-C

Vx,,x, € A, temos gof (x;) = gof(x,)
= g(f(x)) = 9(f(x2))
Como g é injetora, temos:
f(x) = fxz)
Sendo f também injetora, obtemos:
X1 = X2
Logo, encontramos a seguinte informagao:

gof (x1) = gof(x;) = x; = x,
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Essa é a defini¢cao de fungdo injetora, portanto gof é injetora.

f:A - B sobrejetora
P2)< g:B — C sobrejetora = gof é sobrejetora
gof:A—-C

Usando a definicao de sobrejetora para f e g, temos:
vz € C,3y € Btalqueg(y) =z
Vy € B,ax € Atalque f(x) =y
Juntando as duas informagdes, obtemos:
vz € C,3x € Atalque g(f(x)) =z
Dessa forma:
gof(x) =z

Logo, gof é sobrejetora.

f:A > B bijetora
P3)< g: B — C bijetora = gof é bijetora
gof:A—C

Essa propriedade é um corolario. Podemos usar as propriedades P1 e P2 para concluir que
f, g bijetoras implica gof bijetora.

f:A-B
P4) g:B->C = f éinjetora e g é funcao
gof:A — Cinjetora

Vx,,x, € A, vamos supor f(x;) = f(x,)

Considerando que g é fungdo, podemos aplicar g em f:

g(f (x1) = g(f (x))

gof (x1) = gof (x;)
Como gof é injetora, temos:
X1 = X2
Com isso, concluimos:
Vx,x, €A fx) = f(x) = x; = x
f éinjetora

g deve ser fungao
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f:A-B
P5) g:B—-C = g é sobrejetora

gof:A — C sobrejetora
Usando a defini¢do de gof ser sobrejetora:
Vz € C,3x € Atal que gof (x) = z
Aplicando a defini¢do de fungdo em f:
Vx € A,3y € Btalque f(x) =y
Juntando as informacdes:
vz € C,3y € Btalqueg(y) =z

Portanto, g é sobrejetora.

f:A-B
P6) g:B-C = f éinjetora e g € sobrejetora
gof:A — C bijetora

Essa propriedade é um coroldrio, consequéncia das propriedades P4 e P5.

5.4. FUNCAO INVERSA

5.4.1. DEFINICAO

Uma fungao f: A — B é inversivel se, e somente se, sua relagao inversa f‘l: B — A for
também uma funcgao.

Definimos a func¢do inversa de f como f 1.

Vejamos um exemplo usando diagrama:

f ni3o é inversivel, pois ao fazer a inversa, o conjunto B torna-se o dominio de f ! e como
condicdo de fungdo, todos os elementos de B devem ser associados a algum elemento de A. Pelo
diagrama, sabemos que isso nao é satisfeito.

Vejamos um exemplo de fungao inversivel:
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Pelo diagrama, podemos ver que g e g~ ! sdo func¢des. Logo, g é inversivel.

f~! é uma relagdo inversa de f. Vimos no capitulo de relacdo inversa que os pares
ordenados da relacdo inversa podem ser obtidos invertendo-se os pares ordenados da prépria
relagdo. A nossa relagao em andlise é a fungdo f, com isso, podemos escrever:

xyefoe x)ef?

Os pares ordenados de f~! s3o obtidos trocando-se a ordem dos pares. Usando a
propriedade acima, vamos ver o que acontece quando aplicamos a inversa em f 1

yx)efltexy)e(fHt
xyefe@xefte(xy e(f H
xyefe xy)e(fH1?

O resultado acima nos mostra que f = (f~1)71, isto é, ainversa da inversa de f é a prépria
fungdo f.

5.4.2. TEOREMA

Uma funcao f: A — B é inversivel se, e somente se, f for bijetora.
Demonstragao:
Devemos demonstrar os dois lados do teorema.
[) Se f: A = B é inversivel, entdo f é bijetora.
Sendo f: A — B inversivel, temos f~1: B — A é funcio.
Da definigdo de f 1 ser fungdo:
Vy € B,3x € Atalque f"1(y) = x

Entdo, podemos escrever:

rx)ef!

Isso implica:
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Logo, Vy € B temos (x,y) € f. Dessa informagdo, temos Ims = B.
Portanto, f é sobrejetora.
Vamos demonstrar que f é injetora pela redugao ao absurdo:

Sejam x;,x, € A com x; # x,. Supondo que f(x;) = f(x,) =y, temos f~1(y) =x, e
f~Y(y) = x,. Chegamos a um absurdo, pois f~! é funcdo e cada y € B pode ter apenas uma
imagem. Desse modo, podemos concluir:

xy # %3 = f () # fx2)
f éinjetora.
II) Se f é bijetora, entdo f: A — B é inversivel.
Se f:A — B éinversivel, entdo f1: B —» A é funcdo.
Sendo f bijetora, temos que f é injetora e sobrejetora.
Usando a defini¢cao de sobrejetora de f

Im; =B
Dessa forma, podemos escrever:
Vy € B,3x € Atalque (x,y) € f
Logo, (y,x) € f1.
Usando a defini¢do de injetora de f:
Sejay € B e x1,x, € A tal que:
x)efltex)ef™
Essa informagao implica:
(xp,y) €felx,y) €f

Como estabelecido inicialmente, f é injetora. Logo, x; = x,.

~ f~1 éfuncdo

5.4.3. PROPRIEDADES
Considerando f: A = B e g: B = C fung0es bijetoras, temos:

P1) fof ') =y=>fof '=1I e flof()=x=f"lof =1, (Ix é a funcdo
identidade (f(x) = x) do conjunto X)

P2) Ainversa de f é Unica

P3) (f: A — B inversivel e monotdnica) = (f "1: B > A é de mesma monotonicidade de f)
P4) (gof)™t = f~log™?

Demonstragdes:

P1) fof"*(y) =y =Iz e frof(x) = x = I, (I, é afuncio identidade do conjunto A)
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Pelo diagrama de flechas:

f_1 .f

-rl
Bmdmﬂmﬂ

fof™'
P2) Ainversa de f é Unica

Sejam as fungdes g,, g, inversas de f:

{gl:B—>A
g,:B— A

Sendo inversas, podemos usar P1 e obter:
fog, =lgegiof =1,
fog, =1Igeg,of =14
Como I é a fungdo identidade do conjunto B e o dominio de g, é B, podemos escrever:
g1 = g10lp
Substituindo Iz = fog,:
gi0lg = g10(fog,)
Usando o teorema da fung¢ao composta:
g10(fog,) = (gi10f)og,
Substituindo g, of = I,:
(g10f)og, = 1,09, = g,
=01 =92
Portanto, a inversa é Unica.
P3) (f: A — B inversivel e monotdnica) = (f "1: B > A é de mesma monotonicidade de f)

Vamos supor que f ¢é estritamente decrescente (a demonstragdo para as outras
monotonicidades seguem a mesma ideia). Dessa forma, podemos escrever:

xp > x, © f(xy) < f(x3)
Usando a propriedade P1 f ~of (x) = x, temos:
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flof(x)) > flof (x) © fx1) < f(xy)
Reescrevendo os termos:

flx) < flx) © FHF () > £ (x)
Portanto, concluimos que f~! também é estritamente decrescente.
P4) (gof) 1 = flog™
As fungBes f e g sdo inversiveis, pois elas sdo bijetoras.
Usando as propriedades da fungcdao composta, temos:

f,g bijetoras = gof bijetora

Como gof é bijetora, gof é inversivel.
Vamos representar as funcdes pelo diagrama de flechas:

f g

A 7 T B C

gof

Pela propriedade P1, podemos escrever:

flof =14
fof_l =g
g tog =1Ig
gog~t =1I¢

Queremos provar que (gof)™! = f~log~1. Note que:
(gof)~to(gof) =1,
(gof)o(gof)™' =1
Ent3o, se substituirmos (gof)™! = flog~! devemos encontrar a seguinte igualdade:
(f~*og™"o(gof) =1,
(gofo(f~tog™) =1

Para demonstrar a propriedade, precisamos provar que as igualdades acima sao validas.
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Vamos desenvolver (ftog™1)o(gof). Usando a propriedade associativa da composta:
(f~tog™Do(gof) = [(f og™Hoglof = [f~*o(g~ 0g)lof
Substituindo g tog = I;:
[fo(g~ og)lof = [f tolglof
Mas f~tolz = f~1, pois I resulta no dominio de f~1:
[f~tolglof = f~lof =1,
« (frog™Ho(gof) = I,
Agora, provando a outra igualdade:
(gof)o(f~tog™) = [(gofof og™ = [go(fof Hlog™*
Substituindo fof ! = I5:
[go(fof™Dlog™ = [golzlog™
golg = g, pois Iz é a fungao identidade do dominio de g:
[golglog™ = gog™ = I
= (gof)o(f~rog™) =1I¢
Portanto, provamos as igualdades e, com isso, podemos afirmar:
(gof)™' =f"log™

HHHHHH

PRATICAR!

%Q #
~
tJ

8. Determine a fungao inversa das func¢des abaixo:
a)f:R->Ref(x)=3x+1

b)f:A->Bef(x)=

3x+2

xX—4

Resolugao:
a)f Ro>Ref(x) =3x+1

Antes de encontrar a inversa de uma func¢ao, devemos verificar se ela é inversivel. Para
isso, basta provar que ela é bijetora.

Para provar que f é injetora, podemos usar dois métodos:
x1 # x3 = f(xg) # f(x3)
Ou
flx) = flxy) > x; =x,

Vamos demonstrar pelos dois métodos:
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) xy # x2 = fxg) # f(x3)

X1 #F X, 2 3% #3x, 2 3x; + 1 # 30, + 1= f(xy) # f(x)
1) f(x1) = fxp) = x1 = x,

flx))=f(x,) >3x;+1=3x,+1=>3x; =3x, > x; =X,

Portanto, provamos que f é injetora.
ESCLARECENDO!

-

*QObservagdes: Para usar o método (l), devemos partir de x; # x, e manipuld-lo para
chegar até f(x;) # f(x,). Para o método (), devemos partir de f(x;) = f(x,) e provar

que X; = X.
Agora, devemos provar que f é sobrejetora. Também podemos provar por dois
caminhos diferentes:

f:A->B
Vy € B,ax € Atalque f(x) =y
Ou
Ims =B
Vamos provar pelos dois métodos:
l)Vy € B,3x € Atalque f(x) =y
Para provar desse modo, primeiro fazemos f(x) = y e isolamos x:

f)=y=>y=3x+1

Agora, temos que mostrar que existe solucdoem x € A.Nocaso,A = Re B = R. Como
x € R, temos que qualquer y € R satisfaz a equagdo. Logo, f é sobrejetora.

) Img =B
Basta provar que a imagem de f é o contradominio.
Sendo f:R > Re f(x) =3x + 1:
Como x € R, temos 3x + 1 € R. Logo, Ims = R.

=~ f é sobrejetora
Disso resulta que f é bijetora e possui inversa.

Para encontrar a inversa da funcdo f, basta fazer x = f~1(y) e substituir na equagdo
de x em fungao de y:

w
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[ =4

3
3x+2
x—4

b)f:A->Bef(x)=

Essa fungdo possui condigao de existéncia. O denominador deve ser diferente de zero:
x—4#0>x+4
Vamos definir A = R — {4}.
Antes de encontrar a inversa, devemos provar que f é bijetora.
Vx;,x, € R— {4}, f(x;) = f(x,)

le+2 _ 3x2+2
xX1—4 Xo—4

(3xy +2)(x; —4) = Bxy + 2)(x, — 4)
3xy%, —12x, + 2x, — 8 = 3xyx, — 12x, + 2x; — 8
2x, + 12x, = 2x; + 12x,
14x, = 14x;
= X, = Xy
=~ f éinjetora

Vy € B,f(x) = y:

3x+2

x—4
3x+2=yx—4y
2+4y =yx —3x

2+4y=x(y—3)
__2+4y

y-3

x possui solucgdoem R — {4}sey — 3 # 0:
y—3#0>y+3
Entdo, devemos definir B = R — {3} para x ter solucdo e f ser sobrejetora.

Ainversa de f é dada por:

_ 2+4y
=3
L1y 244y
7 =33
Gabarito: a) f1(y) = % b) f'(y) = %
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6. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2003)

Prof. VictorSo

n ’
5 senépar

n+1 ;7 €
——,Seneimpar
2

A funcao f: N — N definida por f(n) = {
a) Bijetora

b) Somente injetora

c) Somente sobrejetora

d) Nao injetora e ndo sobrejetora

2. (EEAR/2003)

E par afungdo f: R* - R definida por
1

a) f(x) =
b) f(x) =+
) f(x)=x
d f(x) =x°

3. (EEAR/2005)

O maior valor inteiro de k que torna crescente a fungdo f:R — R definida por f(x) =2 —
(3+5k)x,é

a) 1

b) 0

c) -1

d) -2

4. (EEAR/2007)

Considere o grafico da fungdo f: R — R e as afirmativas a seguir:
. D(f)=R

Il. Im(f) =R

m. f(-1) = f(1)

Iv. f é crescente no intervalo [1, 3].
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Das 4 afirmativas,
a) Todas sdo verdadeiras
b) Apenas uma é falsa
c) Duas sao falsas.

d) Apenas uma é verdadeira.

5. (EEAR/2008)

Considere os graficos.

,ﬁ\/.

Fungio I Funcéo II Fungdo III

E(s3o) injetora(s) a(s) fungio(des)
a) lelll, apenas

b) Ill, apenas

c) |, apenas

d) I, 1lell.

6. (EEAR/2008)

Para que f(x) = (2m — 6)x + 4 seja crescente em R, o valor real de m deve ser tal que
a) m>3
b) m<2
c) m<1
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7. (EEAR/2009)

Sejam os graficosde f(x) =ax+ be g(x) = cx + d.

yA f

2

y
/

Podemos afirmar que
a) a>0eb<0
b) a<0ed>0
¢c) b>0ed>0
d c>0ed<0

8. (EEAR/2010)

A funcado f: N — N, definida por f(x) = 3x + 2,
a) E apenas injetora.

b) E apenas sobrejetora.

c) Einjetora e sobrejetora.

d) Nao é injetora e nem sobrejetora.

9. (EEAR/2010)

Prof. VictorSo

Considerando D = [0, 10] o dominio de uma fungdo y = f(x), um grafico que poderia representa-

laé

a)

b)
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>
X

10. (EEAR/2011)

A fungdo g:[—5,5] —» B tem como imagem o conjunto I = [20,30]. Para que ela seja sobrejetora

é necessario que B seja igual ao intervalo

a) [5,20].
b) [-5,20].
c) [-5,30].
d) [20,30]

11. (EEAR/2011)

A funcao definida por y = m(x — 1) + 3 — x, m € R, sera crescente, se
a) m=>0

b) m>1

¢ -1<m<1

d -1<m<o0

12. (EEAR/2013)

Para que uma fungdo seja invertivel, é necessario que ela seja:
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a) Sobrejetora e positiva
b) Bijetora e positiva
c) Apenas bijetora

d) Apenas injetora

13. (EEAR/2013)

Analisando o grafico da fungdo f da figura, percebe-se que, nos intervalos [—5, —2] e [—1,2] de seu
dominio, ela é, respectivamente,

a) Crescente e crescente
b) Crescente e decrescente
c) Decrescente e crescente

d) Decrescente e decrescente

14. (EEAR/2015)
Sejam f e g fungdes polinomiais de primeiro grau, tais que o grafico de f passa por (2,0)eode g,
por (—2,0). Se a interse¢ao dos graficos é o ponto (0, 3), é correto afirmar que
a) f e g sao crescentes
b) f e g sao decrescentes.
c) f écrescente e g é decrescente

d) f é decrescente e g é crescente

15. (ESA/2017)

Com relagao as fungdes injetoras, sobrejetoras e bijetoras podemos afirmar que:
a) Se é injetora e nao é sobrejetora entdo ela é bijetora.
b) Se é sobrejetora entdo ela é injetora.

c) -Se é injetora e sobrejetora entdo ela é bijetora.
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d) Se é injetora entdo ela é sobrejetora.

e) Se é sobrejetora e nado é injetora entao ela é bijetora.

16. (ESA/2016)

Sejam as fungoes reais dadas por f(x) = 5x+ 1e g(x) = 3x — 2.Se m = f(n), entdo g(m) vale:

a) 15n+1

b) 14n—1
c) 3n—-2

d) 15n—15
e) 14n -2

17. (EEAR/2005)

Seja a fungdo f de R — {3} em R — {1}, definida por f(x) = g Pela inversa de f, o numero 5 é

imagem do numero
a)
b)

c)
d)

w D Wir &R

18. (EEAR/2007)

Seja f: R — R a fungdo definida por f(x) = % e g a fungdo inversa de f. Entdo, g(2) é:
a) 4

b) -1

c) 3

d) 5

19. (EEAR/2010)

Sejam f e g duas fungGes inversas entre si. Se f(x) = 3x — 2, entdo g (1) é igual a:
a) 0
b) 1
c) 2
d) 3
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20. (EEAR/2014)

Seja a fungdo f: R — R definida por f(x) = 4x — 3. Se f~! é afungdo inversa de f, entdo f~1(5) é
a) 17

b)
c)
d)

LRSIy

21. (EEAR/2015)

Seja f(x) = 4x + 3 uma fungio inversivel. A férmula que define a fungdo inversa f~1(x) é:

x—4

a)3

b)ﬂ

4
X

N

+3
4

2x+4
3

c)
d)

22. (EEAR/2002)

O grafico de uma fungdo f é o segmento de reta que une os pontos (—3,4) e (3,0).Se f 1 éa
fungdo inversa de f, entdo f~1(2) é

a) 2

b) 0

c) —;

3
d)E

23. (EEAR/2017)

Sabe-se que a fungdo f(x) = x:_:—g é invertivel . Assim, f~1(3) é
a) 3

b) 4

c) 6

d) 12

24. (EEAR/2018)
Se f(x) =

1+3x ., ~_ . . — 4,
5 comx € R e x # —3, é uma fungao invertivel, o valor de f 1(2)é

3
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a) -2
b) -1
c) 3
d) 5

25. (EEAR/2003)

Seja a fungao inversivel f de grafico abaixo.

Alei que define f~1 é

a) y=3x+;

—2x-_3
b) y=2x 5
c) y=23—x+2
d y=>-3

26. (EEAR/2011)

FuncOes bijetoras possuem fungao inversa porque elas sao invertiveis, mas devemos tomar cuidado
com o dominio da nova fung¢ao obtida. Identifique a alternativa que apresenta a fungao inversa de
f(x)=x+3.

a) f(xX)1=x-3

b) f(x) 1=x+3

¢ fx)1=-x-3

d f(x)1=-x+3

e) f(x)"1=3x

27. (EsPCEx/2004)

Sejam as funcgGes reais f(x) e g(x). Se f(x) =x+2 e f(g(x)) = x/2, pode-se afirmar que a

funcao inversa de g(x) é:
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a) g7l ="

x+4

b) g7'(x) = 5

o g7'(x) =f(x)
d) g7'(x) =2f(x)

x—4

e) g7 (x) = TS

28. (EsPCEx/2012)

Na figura abaixo esta representado o grafico de uma fungdo real do 12 grau f(x). A expressao
algébrica que define a fungdo inversa de f(x) é

‘V
f(x)
1
=2 PX
a) y=§+1
— 1
b) y=x+;
c) y=2x-2
d y=-2x+2
e) y=2x+2

29. (EsPCEx/2014)

Considere a fungio bijetora f: [1, +) — (—oo, 3], definida por f(x) = —x2 + 2x + 2 e seja (a, b)
o ponto de interse¢do de f com sua inversa. O valor numérico da expressao a + b é:

a) 2

b) 4

c) 6

d) 8

e) 10

30. (ESA/2012)

Se f(2x + 1) = x? + 2x, entdo f(2) vale:
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a)
b)
c)
d)

N|UT »|W NI=R NIW &[G

e)

31. (ESA/2015)

Prof. VictorSo

Sejam f afun¢do dada por f(x) = 2x + 4 e g afungdo dada por g(x) = 3x — 2. Afungdo composta

deve ser dada por
a) f(g(x)) = 6x
b) f(g(x))=6x+14
o flgx)=2x-2
d) f(gx))=3x+4
e) f(g(x))=3x+2

GABARITO
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d

d

.d
.a
27.d
c

b

a

.a

RESOLUCAO

1. (EEAR/2003)

n s
- ,senépar

A funcado f: N — N definida por f(n) = é

n+1 ;s
T' senecimpar

a) Bijetora
b) Somente injetora
c) Somente sobrejetora
d) Nao injetora e ndo sobrejetora
Comentarios
Para analisarmos a fun¢ao, basta olharmos a imagens de alguns numeros naturais:
x=1{1,2,3,4,56,7,8,..}
Observe que f(x) para cada x acima, na mesma ordem, sera:
1+123+145+167+18
@) ={ 2’2772 2772 2z 7

Isto é, para x = 2k (par):

}z{LLzz&&4AwJ

£(2k) = k
Para x = 2k — 1 (impar):

Rk—-1)+1 2k
f@e-D=————=%=

Assim, veja que o conjunto imagem dessa fungao sera o conjunto dos naturais
(contradominio) e, portanto, ela é sobrejetora. Entretanto, ela ndo pode ser injetora, pois:

fQE)=fQ2k-1) =k

Isto é, existem numeros distintos no dominio de f, no caso: 2k e 2k — 1, que geram uma
mesma imagem (k). Portanto, ela ndo é injetora, mas é sobrejetora, pois como vimos:

f(x) =1{1,1,2,2,3,3,4,455,6,6,7,7,..} =N

Gabarito: “c”.
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2. (EEAR/2003)

E par a fungdo f: R* — R definida por
1

a) f(x) =
b) f(x) =7
) fx)=x
d) f(x)= x5

Comentarios

Funcdo par é aquela que satisfaz, para todo seu dominio:

f(x) = f(=x)
Analisando f(—x) da letra a):
1 1
f(=x) = e fx)=f(x)=f(-x)Vx €R"

Portanto, a fun¢do da letra a) é par. Marque-a. Se analisar f(—x) para as demais
alternativas, verd que ndo sdo iguais a f (x).

Gabarito: “a”.

3. (EEAR/2005)
O maior valor inteiro de k que torna crescente a fun¢do f:R — R definida por f(x) =2 —
(3+5k)x,é
a) 1
b) 0
c) -1
d) -2
Comentarios

A funcao dada é de primeiro grau. Sabemos que uma fun¢ao de primeiro grau é crescente
apenas se seu coeficiente angular é positivo. Portanto:

3
—(3+5k)>0:>3+5k<0:>5k<—3:>k<—§:—0,6

Assim, o maior inteiro k menor que —0,6 é -1.

Gabarito: “c”.

4. (EEAR/2007)

Considere o grafico da fungdo f: R — R e as afirmativas a seguir:

R D(f)=R
1. Im(f) =R
W, f(-1) = fD)
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Iv. f é crescente no intervalo [1, 3].

-
<B4

Das 4 afirmativas,
a) Todas sdo verdadeiras
b) Apenas uma é falsa
c) Duas sao falsas.
d) Apenas uma é verdadeira.
Comentarios
Analisando as afirmativas:

l. Verdadeiro. O dominio estd definido em “f: R — R”, sendo o primeiro R da expressao.

Il. Falso. Veja que n3o existe f(x) € (5,+). Portanto Im(f) # R.

lll.  Verdadeiro, pelo grafico, vemos que f(—1) = f(1) =0

V. Verdadeiro, pelo grafico, em [1,3] temos uma reta de coeficiente angular positivo.
Graficamente, a funcao cresce com o aumento de x e, portanto, é crescente nesse
intervalo.

Dessa maneira, hd apenas uma alternativa falsa.

Gabarito: “b”.

5. (EEAR/2008)

Considere os graficos.

,\{\/.

Fungio I Funcdo I1 Funciio I11

E(s3o) injetora(s) a(s) fun¢io(des)

a) lelll, apenas
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b) Ill, apenas
c) |, apenas
d) L ell
Comentarios
Analisando a injetividade das funcdes I, Il e lll:

l. A fungdo | ndo é injetora, pois possui valores na imagem y = f(x) que sdo os
mesmos para varios x distintos. Exemplo y, = f(0) = f(a) = f(b),a<0e b >
0.

Il. Também ndo é injetora, pois cada imagem y dessa fungdo é advinda de dois
elementos distintos do dominio: y = f(x;) = f(x;), com x, # x;

M. Essa funcdo é injetora, pois para todo x; # x, = f(x;) # f(x,)

Assim, apenas Il é injetora.

Gabarito: “b”.

6. (EEAR/2008)

Para que f(x) = (2m — 6)x + 4 seja crescente em R, o valor real de m deve ser tal que
a) m>3
b) m<2
c m<1
d m=0
Comentarios
Veja que f(x) é de primeiro grau, isto é, do tipo f(x) = ax + b. Para que uma fungdo de

primeiro grau seja crescente, basta que seu coeficiente angular a seja positivo. Portanto, basta
que:

2Zm—-6>0=>2m>6>m> 3

Gabarito: “a”.

7. (EEAR/2009)

Sejam os graficosde f(x) =ax+ be g(x) = cx + d.

y A f

/
/

i [+

Vo

Podemos afirmar que
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a) a>0eb<0
b) a<0ed>0
¢c) b>0ed>0
d c>0ed<0

Comentarios

Analisando a primeira vista, vemos que f e g sao crescentes, isto é, possuem coeficientes
angulares a e c, respectivamente, positivos. Portanto:

Agora, vamos analisar seus coeficientes lineares, isto é, b e d. Para f, analisando o gréfico,
quando x = 0, f(0) > 0. Portanto:

x=0=f(0)=a-0+b>0=[b>0]

Ja para g, analisando o grafico, quando x = 0, g(0) < 0. Poratnto:

x=0=>g(0)=c-0+d<0=[d<0]

Assim, a Unica alternativa que contém verdades é a letra d).

Gabarito: “d”.

8. (EEAR/2010)

A funcado f: N — N, definida por f(x) = 3x + 2,

a) E apenas injetora.

b) E apenas sobrejetora.

c) Einjetora e sobrejetora.

d) N3o é injetora e nem sobrejetora.
Comentarios

Vamos fazer uma tabela de alguns elementos do dominio e suas respectivas imagens:

X 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x) |5 8 11 14 17 20 23 26

Assim, perceba que o conjunto imagem ndo serd o conjunto dos naturais (que é o
contradominio). Portanto, como o conjunto Imagem nao é igual ao contra dominio, a fun¢ao nao
é sobrejetora.

Por outro lado, se:

fla)=fb)=>3a+2=3b+2=>3a=3b=>a=bh
fl@=f(b)=>a=b
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Essa expressao emoldurada acima caracteriza uma func¢ao injetora. Dessa maneira, a
funcdo é apenas injetora.

Gabarito: “a”.

9. (EEAR/2010)

Considerando D = [0, 10] o dominio de uma fun¢do y = f(x), um grafico que poderia representa-

laé
a)
>
x
b)
>
x
c)
Va
10f----------= ,
<P 5
M | h'
4 6 X
d)
-
X

Comentarios

Se o dominio da funcdo é D = [0, 10], ent3o a regido em x onde o grafico dela estd deve
ser entre 0 < x < 10. Veja que as alternativas c) e d) portanto ja ndo podem ser marcadas; c)
esta errada pois tem grafico acima de x negativo; d) esta errada pois nao inclui x = 10 (bola
aberta).
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Assim s6 temos as alternativas a) e b) possiveis. Entretanto, veja que a) ndo é grafico de
uma funcdo, pois ndo existe funcao tal que um Unico x gere duas imagens distintas (tome x = 5
e veja que esta relacionado com 3 valores distintos de y). Portanto, apenas b) pode ser grafico de
funcao.

Gabarito: “b”.

10. (EEAR/2011)
A fungdo g:[—5,5] —» B tem como imagem o conjunto I = [20,30]. Para que ela seja sobrejetora
é necessdrio que B seja igual ao intervalo
a) [5,20].
b) [-5,20].
c) [-5,30].
d) [20,30]
Comentarios

A definicao de funcdo sobrejetora, é a funcao que tem o conjunto contradominio igual ao
conjunto Imagem. Portanto, g serd sobrejetora quando seu contradominio for [20,30].
Entretanto, na notagao:

g:[-5,5] » B

[—5, 5] se refere ao dominio de g, enquanto B é o contradominio de g. Portanto, g sera
sobrejetora quando seu contradominio B for igual ao seu conjunto imagem I = [20, 30]:

B = [20,30]
Gabarito: “d”.

11. (EEAR/2011)

A funcgao definida por y = m(x — 1) + 3 — x, m € R, sera crescente, se
a) m=>0
b) m>1
¢ -1<m<1
d -1<m<0
Comentarios
Rearrumando a expressdo de f para o formato f(x) =ax + b
fx)=mx—-1)+3—-x=mx—-m+3—-x=x(m—-1)+3—-m

Sabemos que para que uma fung¢do do primeiro grau f(x) = ax + b seja crescente, apenas
basta que seu coeficiente angular a deve ser positivo. No nosso caso, a = m — 1. Portanto:

m—1>0=>m>1
Gabarito: “b”.

12. (EEAR/2013)

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 107



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

Para que uma fungdo seja invertivel, é necessdrio que ela seja:
a) Sobrejetora e positiva
b) Bijetora e positiva
c) Apenas bijetora
d) Apenas injetora
Comentarios

Para que uma funcdo seja invertivel, sua fun¢ao inversa tem que existir, obviamente. A
fungdo inversa so existe se a fungdo f for injetora e sobrejetora, isto é, bijetora.

Gabarito: “c”.

13. (EEAR/2013)

Analisando o grafico da fungdo f da figura, percebe-se que, nos intervalos [—5, —2] e [—1, 2] de seu

dominio, ela é, respectivamente,

- i | )

a) Crescente e crescente
b) Crescente e decrescente
c) Decrescente e crescente
d) Decrescente e decrescente
Comentarios
E pedido que analisemos o grafico da fungdo no intervalo de x [—5,—2] e [-1, 2]:

No intervalo [—5, —2], isto ¢, =5 < x < —2, vemos que a funcdo é uma reta crescente (y
cresce com o aumento de x). Portanto, ela é crescente no intervalo [—5, —2].

Janointervalode [—1,2],isto é, —1 < x < 2, vemos que a funcdo é uma reta decrescente
(y diminui com o aumento de x). Portanto ela é decrescente no intervalo [—1, 2].

Gabarito: “b”.

14. (EEAR/2015)

Sejam f e g fungdes polinomiais de primeiro grau, tais que o grafico de f passa por (2,0)eode g,
por (—2,0). Se a intersegao dos graficos é o ponto (0, 3), é correto afirmar que

a) f e gsaocrescentes
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b) f e g sao decrescentes.
c) f écrescente e g é decrescente
d) f é decrescente e g é crescente

Comentarios

Se f e g sdo retas, para analisar se sdo crescentes, basta calcularmos seus coeficientes
angulares. Assim, fazendo isso para f(x) = ax + b, sabendo que ele passa pelos pontos (2,0) e
(0,3):

=f2)=0=>0=a-2+b=>b=-2a
3
f(O)=3=>3=a-0+b=>b=3:—2a=3:,‘a=_E

=>f(x)=—37x+3

. - , 3 .
Assim, vemos que o coeficiente angularde f é a = —3 < 0. Portanto, f é decrescente.

Agora, calculando a equagdo de g(x) = cx + d, sabendo que ele passa pelos pontos
(—=2,0) e (0,3):

f(=2)=0=>0=-2c+d=>d=2c
3
f(O)=3=>3=c-0+d=>d=3:2c=3=>c=E
3x
=>g(x)=7+3

. - , 3 .
Assim, o coeficiente angularde g é ¢ = E > (. Portanto, g é crescente.

Gabarito: “d”.

15. (ESA/2017)

Com relagao as fungdes injetoras, sobrejetoras e bijetoras podemos afirmar que:
a) Se éinjetora e nao é sobrejetora entao ela é bijetora.
b) Se é sobrejetora entdo ela é injetora.
c) Se éinjetora e sobrejetora entdo ela é bijetora.
d) Se é injetora entdo ela é sobrejetora.
e) Se é sobrejetora e ndo é injetora entao ela é bijetora.

Comentarios

e O conceito de fungao injetora é independente do conceito de ser sobrejetora. Entdo ser
injetora ndao implica em ser sobrejetora, e vice-versa.

e Uma fungdo f:D — C,; é sobrejetora quando o seu contradominio C; é igual ao seu
conjunto Imagem Im(f) = {y |y = f(x)}.

e Uma funcdo é injetora quando a cada elemento distinto y, do conjunto imagem {y |y =
f(x)} s6 existe um unico x, no dominio de f tal que f(x,) = y,.

e Uma funcdo é bijetora quando é injetora e também é sobrejetora.

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 109



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Sendo assim, podemos marcar a alternativa

Gabarito: “c”.

16. (ESA/2016)

Sejam as fungbes reais dadas por f(x) = 5x+ 1e g(x) = 3x — 2.Sem = f(n), entdo g(m) vale:

a) 15n+1

b) 14n—-1
c) 3n—2

d) 15n—-15
e) 14n —2

Comentarios

Sabemos que m = f(n). Queremos g(m), entdo:
m = f(n) = g(m) = g(f(n))

Mas f(x) = 5x + 1:

= f(n)=5n+1
Assim, como g(x) = 3x — 2, entdo:
g(f(n))=3f(n)—2=3-(5n+1)—2=15n+3—2=15n+1

= g(m) = g(f(n)) = 15n + 1

Gabarito: “a”.

17. (EEAR/2005)

Seja a fungdo f de R — {3} em R — {1}, definida por f(x) = g Pela inversa de f, o numero 5 é

imagem do niumero
a)

b)

D Wik &R

c)
d 3
Comentarios

Queremos calcular o numero que gera imagem 5 quando aplicado na fungdo inversa. Isto
é, queremos y tal que:

f'y) =5

Mas lembra que a funcio f 1, por defini¢do, leva a imagem de f (nesse caso, y) no x que
o gerou. Portanto:

5+3 8

y=fG)=2y=——7

—— =4
5-—-2 2

Gabarito: “c”.
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18. (EEAR/2007)

Seja f: R — R a fungdo definida por f(x) = 13i e g a fungdo inversa de f. Entdo, g(2) é:
a) 4

b) -1

c) 3

d) 5

Comentarios
Para encontrarmos a fungdo inversa, substituimos na expressao de f(x):
f) « x;x <y =g(x):

1+
=>x=Ty=>3x—1=y=>g(x)=3x—1

>g(2)=6-1=5

Gabarito: “d”.

19. (EEAR/2010)
Sejam f e g duas fungdes inversas entre si. Se f(x) = 3x — 2, entdo g(1) é igual a:
a) 0
b) 1
c) 2
d) 3
Comentarios

Achando a func¢do inversa g(x), trocando na expressio de f(x):

f) «x x«y=gk)

x+ 2
>x=3y—-2=23y=x+2>y=|gx) = 3
Portanto, g(1):
1+2
g(l):Tzl

Gabarito: “b”.

20. (EEAR/2014)
Seja a fungdo f: R — R definida por f(x) = 4x — 3. Se f~! é afungdo inversa de f, entdo f~1(5) é
a) 17

b)

Nogl-

<)

d)
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Comentarios

Resolvendo de um outro modo:

f71(5) = x,

Se aplicarmos a funcao em ambos os lados:

F(F 1) = fxo) = 5 = fxy) = 4x, — 3

:5=4x0—3$4x0=8:>x0=1=2

=>x,=f"1(5)=2

Gabarito: “c”.

21. (EEAR/2015)

Seja f(x) = 4x + 3 uma fungio inversivel. A férmula que define a fungdo inversa f~1(x) é:
x—4
a) =~

b)ﬁ

4
x

N

+3
4

2x+4
3

c)

d)
Comentarios

Vamos resolver de um jeito ndao muito usual, semelhante ao modo como resolvemos o
passado:

ff) =y
Aplicando a fungao em ambos os lados da equacgao:
1) =)
Por definigdo, f(f~*(x)) = x. Dai:
x=f(y)=4y+3

x—3
4

>x—-3=4y=>y=|f1x) =

Gabarito: “b”.

22. (EEAR/2002)

O grafico de uma fungdo f é o segmento de reta que une os pontos (—3,4) e (3,0).Se f 1 éa
fungdo inversa de f, entdo f~1(2) é

a) 2

b) 0

3
C) _E

AULA 03 — INTRODUGAO AS FUNCOES 112



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

3
d) 5
Comentarios

Achando primeiramente a equagdo de f(x) = ax + b, ja que é uma reta. f(x) passa pelos
pontos (—3,4)e (3,0). Assim esses pontos satisfazem sua equac3o:

4=-3a+b 2
>2b=4=>b=2>a=—=
{ 0=3a+b =73

Portanto, f(x) = —Z?x + 2. Para calcular a funcdo inversa, substituimos na expressao de

f, as varidveis mudadas:

fx) «x; x <y =f"1x)

2 6 — 3x
=>x=—?y+2=>2y=6—3x=>y=f‘1(x)= 5

6—6

:>f_1(2)=T 0

Gabarito: “b”.

23. (EEAR/2017)
Sabe-se que a fungdo f(x) = x;—3 é invertivel . Assim, f~1(3) é
a) 3
b) 4
c) 6
d) 12
Comentarios
Fazendo a modificagdo das varidveis na expressdo de f(x) para achar a fungdo inversa:
f) «x xey=f1x)
y+3

sz:>5x=y+3:>y:f‘1(x)=5x—3

=>f‘1(3)=5-3—3=12
Gabarito: “d”.

24. (EEAR/2018)

se f(x) =5
a) -2
b) -1
c) 3
d) 5

,com x € R e x # —3, é uma fungao invertivel, o valor de f‘l(Z) é

Comentarios
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Calculando a fungdo inversa, fazendo a substituicdo das varidveis na expressdo de f(x),
onde o x (elemento do conjunto imagem de f~1) passard a ser y = f~1(x) e onde f(x)
(elemento do dominio de f 1) passard a ser o x:

fO) «x xey=f1(x):

1+ 3y 3 143 ( 3)=1-3 () 1—-3x
= —3 = —3 — = — —3 = =
X 713 xy + 3x + 3y =>yx x=>y=|f""(x 3
1-6 -5
> f1(DN)==———— =— =
=@ 2-3 -1 >

Gabarito: “d”.

25. (EEAR/2003)

Seja a fungao inversivel f de grafico abaixo.

Y

Lpd =fermsrsermanm s s e

A lei que define f~1 é

a) y=3x+;

3
b) y—Zx—E
c) y=23—x+2
d y=>-3

2

Comentarios

Podemos achar a expressdo de f(x) = ax + b, pois pelo grafico dessa reta, ela passa pelos
pontos (0,2) e (3,4) e, portanto, essas coordenadas satisfazem sua equac3o:

2=a-0+b _ _ _2
{4=3a+b >b=2=3a=2=a=3
2x
=>f(X)=?+2

Fazendo a mudanca de varidveis para calcular a inversa:
f) «x; xey=f"1(x)

2 3x—6
x=?y+2:3x—6=2y=>y=f‘1(x)= 5
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Gabarito: “d”.

26. (EEAR/2011)

FuncgOes bijetoras possuem fungao inversa porque elas sao invertiveis, mas devemos tomar cuidado
com o dominio da nova func¢ao obtida. Identifique a alternativa que apresenta a fungao inversa de
f(x) =x+3.
a) f(x\)1=x-3
b) f(x) 1=x+3
o f)'=-x-3
d f(x)1=-x+3
e) f(x)1=3x
Comentarios

A funcdo inversa f(x)~! é tal que sua imagem y é igual ao dominio de f(x) (y = x) e seu
dominio x é igual a imagem de f (x = f(x)). Assim, na expressdo de f(x):

fx)=x+3
>x=y+3=>y=x—3
>y=fx)1=x-3
Gabarito: “a”.

27. (EsPCEx/2004)

Sejam as fungdes reais f(x) e g(x). Se f(x) =x+2 e f(g(x)) = x/2, pode-se afirmar que a
funcdo inversa de g(x) é:

a) g7l ="7
x+4

b) g7 (x) =
) g7'(x) = f(x)
d g7'(x) =2f(x)
e) g7l(x) ="
Comentarios

Vamos achar g(x) primeiramente, sendo que f(x) = x + 2:

f(g(x))=g=>g(x)+2=;=>g(x)=;—2=

x —4
2

= gkx) =
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Para achar a funcdo inversa g~ (x), sabemos que g(x) s3o elementos de seu dominio (vai
passar a ser x na expressdo de f) e que x s3o elementos de sua imagem (vai passar a ser y =
g~ 1(x) na expressdo de f):

—4
x=yT=>y=2x+4=2(x+2)
>y=9g1x)=2-(x+2)=2f(x)

=g (x) = 2f(x)
Gabarito: “d”.

28. (EsPCEx/2012)

Na figura abaixo esta representado o grafico de uma fungdo real do 12 grau f(x). A expressdo
algébrica que define a fungdo inversa de f(x) é

‘V
f(x)
1
] > X
_ X
— 1
b) y=x+;
c) y=2x-2
d y=-2x+2
e) y=2x+2

Comentarios

Calculando primeiramente a funcdo f pelos dados no grafico: a reta f(x) = ax + b passa
pelos pontos (0,1) e (—2,0), isto €, essas coordenadas satisfazem a equagdo da reta y = f(x):

1=a-0+0b _ _ _ _1
ot =b=1>-2a+1=0=a=
X
= f(x) = §+ 1
Assim, para calcular a fungdo inversa, basta substituirmos, na expressdo de f(x):
f(x) «x
Xey= f‘l(x)
=>x=%+1=>%=x—1=>y=2x—2

> [0 =y =202

Gabarito: “c”.
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29. (EsPCEx/2014)
Considere a fungio bijetora f: [1, +) — (—oo, 3], definida por f(x) = —x? + 2x + 2 e seja (a, b)
o ponto de interse¢ao de f com sua inversa. O valor numérico da expressao a + b é:
a) 2
b) 4
c) 6
d) 8
e) 10
Comentarios

Se (a,b) é ponto de intersecdo de f(x) = —x?+2x+2=—(x—1)2+3, e de sua
inversa f ~1(x), ent3o esse ponto satisfaz a ambas equacdes y = f(x) e y = f~1(x). Portanto:

{ b= f(a)
b=f"1(a)

Assim, esse sistema nos diz que, parax = a, f(a) = b. Mas como f ! é ainversa de f, se
analisarmos a segunda equacao:

b=f"a)
Se aplicarmos a fungdo em ambos os lados, considerando que b € Dom(f):
f®) =f(f'@)=>fb) =a
Portanto:

b=f(a) (b=3-(a—1)?
{f(b)za:{a=3—(b—1)2

Subtraindo ambas equagdes:
a—-b=(a-1)°-0b-1?=2a-b=(a—-b)(a+b—-2)
s>(a-b)la+b—-2)—(a—b)=0=>(a—-b)(la+b—-3)=0
Veja que, se a + b = 3, o resultado acima da 0. Mas ndo ha alternativa. Assim, se a = b:

a=f(a)=—-a’+2a+2>-a*+a+2=0=>A=9

-1+3
=>a= =—1ou?2
-2
Portanto, como a = b = —1 ndo estd no dominio de f, entdo apenas podemos escolher

a=b>b=2.Assim:
a+b=2+2=4
Gabarito: “b”.

30. (ESA/2012)
Se f(2x + 1) = x? + 2x, entdo f(2) vale:

5
a)z
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b)
c)
d)

e)

NI BW NR N|W

Comentarios

Se chamarmos y = 2x + 1, entdo:
y—1
y=2x+1:>2x=y—1:>x=T
Assim:
f@x+1)=x*+2x=x(x+2)

Substituindoy = 2x +1ex = 3/2;1:

S o) = (52)- (5t 4 2) = () () - v

2 2 2 2 4
2
y-+2y—3
fQy) = —
Assim, para f(2), basta tomarmos y = 2:
224+4-3 5
2)=—mm— = —
f@) =200

Gabarito: “a”.

31. (ESA/2015)

Sejam f afungdo dada por f(x) = 2x + 4 e g afung¢do dada por g(x) = 3x — 2. Afungcdo composta
deve ser dada por

a) f(g(x)) = 6x

b) f(g(x))=6x+4
o flgx)=2x-2
d) f(g(x)=3x+4
e) f(g(x))=3x+2

Comentarios
Sabemos que f(x) = 2x + 4. Assim:
f(g(x)) =2-gx)+4=2Bx—-2)+4=6x—4+4=6x
= f(g(0) = 6x

Gabarito: “a”.
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7. QUESTOES NIVEL 2

32. (AFA/2021)

Considere as fungbes f: R* - R — {2} e g: R* = R — {2} definidas por f(x) = 2 + i egx)=x+
2 e, também, a fungo real h definida por h(x) = f*(g(x)).

E correto afirmar que

a) a fungdo h é par.

b) h(1) = 2

c) a fungdo h NAO é injetora.

d)h(x) = -2 x=—

33. (AFA/2019)

Considere no plano cartesiano abaixo representadas as fungbes reais f:|m,—m]—> R e

g:[m,—m[—{v} > R.

[ SR

|
|
|
? !
' 1 H
- |
. >
rk =M VAV O x
1 s I |
| o
------- c | |
I |
I

Nas afirmativas abaixo, escreva V para verdadeira e F para falsa.
( ) O conjunto imagem da funcao g é dado por Im(g) = |p, —m]

( ) Afungdo h definida por h(x) = f(x).g(x) assume valores ndo negativos somente se x € [t, b] U
[r, 0]

( ) A funcdo j definida por j(x) = g(x) — p é maior que zero para todo x € ([m, —m[—{v})
A sequéncia correta é
a) F-F-v

b) F-V-V
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¢) V-V-F

d) V-F-F

34. (AFA/2018)

Considere a fungdo real f(x) = ﬁ,x * —1.

Sef(-2+a)+ i = f(—a), entdo f(%— 1) + f(4+a)éiguala
a)1l

b) 0,75

c)0,5

d) 0,25

35. (AFA/2017)
No grafico abaixo estdo representadas as fungdes f:R - Re g: R — R.

AY

L J

al---=-=

— /3 0 b\/c

Sobre estas fungdes é correto afirmar que

a)%so VxeRtalque0 <x<d

b) f(x) > g(x) apenaspara0 < x < d

f(@+g(f(@)
f@+g(f@) o 4
) gor@

df(x)-g(x) 20V xeRtalquex <boux >c

36. (AFA/2016)

Considere as fungées reais f:R - R e g: R — R cujos graficos estdo representados abaixo.

AULA 03 — INTRODUGCAO AS FUNCOES 120



Prof. Victor So

Militares

ﬁ Estratégia

.
(XY R ——
Dhcccacnc

Sobre essas fungdes, é correto afirmar que
a) Vx€[0,4],g(x) — f(x) >0
b) f(9(0)) — g(f(0)) >0

9@ f(x) _ B
% S0VXE]—®,0[U[49]

d) Vx € [0,3] tem-se g(x) € [2, 3]

37. (AFA/2016)
Para fazer uma instalagao elétrica em sua residéncia, Otavio contatou dois eletricistas.

O Sr. Luiz, que cobra uma parte fixa pelo orcamento mais uma parte que depende da quantidade de

metros de fio requerida pelo servigo. O valor total do seu servico esta descrito no seguinte grafico:

prego (RS) 4

100

80

» quantidade
Y 15 25 de fio (metros)

J4 o Sr. José cobra, apenas, R$4,50 por metro de fio utilizado e n3o cobra a parte fixa pelo

or¢amento.

Com relacao as informag6es acima, é correto afirmar que

a) o valor da parte fixa cobrada pelo Sr. Luiz é maior do que R$60,00.
b) o Sr. Luiz cobra mais de R$2,50 por metro de fio instalado.

c) sempre sera mais vantajoso contratar o servigo do Sr. José.

d) se forem gastos 20m de fio ndo havera diferenca de valor total cobrado entre os eletricistas.
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38. (AFA/2015)

Considere o grafico da fungao real g: A — A abaixo e marque (V) verdadeiro ou (F) falso.

y =g(x)
] .
4 i
3 '
2 et '
11 i i
4 3 2 - 1 2 3N& 5 6 «x
I 1 ]
E | O, T ——
o 3

( ) Afuncao g possui exatamente duas raizes.
()g(4)=-9(-3)

( )Im(g) ={-3}U]—-24[

( ) Afungdo definida por h(x) = g(x) + 3 ndo possui raiz.
()(gogogo..0g)(-2)=2

A sequéncia correta é

a) F-V-F-F-V

b) F-F-V-F-V

c) F-V-F-V-F

d) V-V-F-F-V

39. (AFA/2014)

Considere os graficos abaixo das fungdes reais f:4A - Reg:B - R
Sabe-se que A = [—a,a]; B =] — oo, t]; g(—a) < f(—a); g(0) > f(0); g(a) < f(a)eg(x)=n
paratodox < —a.

Ay

Analise as afirmativas abaixo e marque a FALSA.
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a) A fungao f é par.
b) Se x € ]d, m[, entdo f(x).g(x) <0

c)Im(g) = [n,7[ U {s}

d) A fungdo h: E — R dada por h(x) = m estd definidase E={x e R|—a<x<—d ou

d<x<a}

40. (AFA/2013)

O grafico abaixo descreve uma fungdo f:4A - B

¥

Analise as proposi¢des que seguem.

I.LA=R"

Il. f é sobrejetorase B =R — [—e, €]

lll. Para infinitos valores de x € A, tem-se f(x) = —b
. f(=¢) = f(e) + f(=b) + f(b) = 2b

V. f é fungado par.

VI. AxeR| f(x) =—d

Sao verdadeiras apenas as proposi¢oes

a)l,Melv
b)I,llelV
i, iVeV
d)I,llelV

41. (AFA/2013)

Dois corredores partem de um ponto ao mesmo tempo e se deslocam da seguinte forma: o primeiro

é tal, que sua velocidade y; é dada em fun¢ao da distancia x por ele percorrida através de
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4, sex <200

yi=<{ n n’+n —8
ZOOx_ > , se200n< x<200n+1)

em que n varia no conjunto dos nimeros naturais nao nulos.

O segundo é tal que sua velocidade y, é dada em fung¢ao da distancia x por ele percorrida através
X

de Y2 = m + 4.

Tais velocidades sdo marcadas em km/h, e as distancias, em metro.

Assim sendo, ambos estardao a mesma velocidade apds terem percorrido

a) 800m

b) 900m

c) 1000m

d) 1100m

42. (AFA/2012)
Considere as proposicoes abaixo e as classifique em (V) verdadeira ou (F) falsa.

() Nas fungdes reais g: C —» A e f: A — B, se existe a fungao composta (fog): P — S, entdo P =
CeS =B.

( )Se h:{m,n,p} - {m,n,p} é uma fungdo tal que h(m) = p,h(n) = m e h(p) # n, entao h é
uma fungao injetora.

x+1 sex+1lex#2
( ) Se f:{0,1,2} - {0,1,2} é uma fungdo tal que, f(x) = x, sex =2 entdo
x—1, sex=1

(fofof)™! (x) = 1 se, e somente se, x = 0.
A sequéncia correta é

a) F-F-V

b) V-V-F

c) F-V-F

d) V-F-V

43. (AFA/2011)

Luiza possui uma pequena confec¢ao artesanal de bolsas. No grafico abaixo, a reta ¢ representa o
custo total mensal com a confec¢ao de x bolsas e a reta f representa o faturamento mensal da Luiza

com a confecc¢do de x bolsas.
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A Y (reais) ’
200 k=== —mmcmc e e nn- | -

[ ) | e S A e =
1

]

1

:

10 :
1

» X
0 100 (n° de bolsas
confeccionadas)

Com base nos dados acima, é correto afirmar que Luiza obtém lucro se, e somente se, vender
a) no minimo 2 bolsas.

b) pelo menos 1 bolsa.

c) exatamente 3 bolsas.

d) no minimo 4 bolsas.

44. (AFA/2011)

Considere o conjunto A = {0,1,2,3} eafungdo f:A - Atalque f(3)=1ef(x)=x+1,sex +
3. Asoma dos valores de x paraos quais (fo fo f)(x) =3 é

a)2
b) 3
c)a

d)5

45. (AFA/2011)

Considere o grafico da funcao real p: 4 - B
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Analise as alternativas abaixo e, a seguir, marque a FALSA.

A px)<0={xeRx<0ouc<x<r}

b) p (p (p (p(p(r ))))) =p (p (p(P(T))))

c) Existe um Unico x € Atalquep(x) = ¢

d) Im(p) = {-r}U] —c,c]

46. (AFA/2010)

Analise o grafico abaixo da fungaoreal g: R - R

Se h é uma fungao real tal que h(x) = g(x) + 2, entdo marque a alternativa verdadeira.
a)(hohoho..oh)(0)=4
b)(hohoh)(3)>(hohohoh)(2)

c)Sey = h<h (h (%))) entaoy € ]2,3[

d)Sex = h<h(h(§)>> entsio x € ]1,2]

47. (AFA/2010)
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Na figura abaixo, tem-se representado as funcdes f,g e h que indicam os valores pagos,
respectivamente, as locadoras de automéveis «, § e y para x quildometros rodados por dia. Uma
pessoa pretende alugar um carro e analisa as trés opgoes.

aY(valor pago em reais) g

70
50

30
20

0 1:00 =x (km rodados por dia)

ApOs a analise, essa pessoa conclui que optar pela locadora a ao invés das outras duas locadoras, é
mais vantajoso quando x € |m, +oo[,m € R. O menor valor possivel param é

a) 60

b) 70

c) 80

d) 90

48. (EN/2021)

4x? —6x—-1,x>1
4x+1,x<1
Assinale a opg¢ao que apresenta a lei de formagao da fungdo f.

Sejam f o g e g fungdes reais definidas por f 0 g(x) = { e gx) =2x—-3.

/)= {_xzz; erxs,_xl'<x12 '
b) F(x) = {szx—+x7'—x1,<x_21—1
o= [ 3255 10
d) F(x) = {4x2x++x3'—x1,<x12 1
e) F(x) = {3x2x—+x1’—x1,<x12 1

49. (EFOMM/2021)
Coloque V nas proposi¢oes verdadeiras e F nas falsas.
( ) Dados os conjuntos A = {0,7,1} e B = {x,y,1},se A = B podemos afirmarquex =0ey = 7.

( ) Um conjunto A tem a elementos e 8 subconjuntos; e um conjunto B tem trés elementos a mais

que o conjunto A, entdo o niimero de subconjuntos de B é 3.

AULA 03 — INTRODUGCAO AS FUNCOES 127



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

( ) Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4}eC = {1,2}.0 conjuntoBtalque BN C ={1}eBUC =4,
entdo B = {2,3,4}.

( )Dados A ={2,3,4},e B={3,4,5,6} e a Relagdo Binaria R de A em B tal que R = {(x,y) €

AxB|x divide y}, entdo a relagdo inversa de R é uma fungdo sobrejetora.
Lendo-se a coluna de parénteses de cima para baixo, encontra-se

a) V-F-V-F

b) V-F-F-V

c) F-F-V-F

d) V-F-F-F

e) F-F-F-F

50. (EFOMM/2019)
~ x+y x-y ,
Dada a fungdo f(x,y) = ry xiy’® valorde f(a+ b,a — b) é:

a?—p?

a) ab

51. (EFOMM/2019)

Seja f(k) = k* + 3k + 2 e seja W o conjunto de inteiros {0,1,2, ..., 25}. O nimero de elementos
de W, tais que f (W) deixa resto zero, quando dividido por 6, é:

a) 25
b) 22
c)21
d) 18

e)17

52. (EFOMM/2015)
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Sejam as fung¢des f: R — R e g: R — R. Sabendo que f é bijetora e g é sobrejetora, considere as

sentengas a seguir:

I- g o f éinjetora;

ll- f 0 g é bijetora;

lll- g o f é sobrejetora.

Assinalando com verdadeiro (V) ou falso (F) a cada sentenca, obtém-se
a) V-V-v

b) V-V-F

c) F-V-F

d) F-F-V

e) V-F-V

53. (EFOMM/2010)

Seja f: R — R uma fungao estritamente decrescente, quaisquer x; e x, reais, com x; < x, tem-se

f(x1) > f(x3). Nessas condigGes, analise as afirmativas abaixo.

I- f é injetora.

ll- f pode ser uma fungao par.

lll- Se f possui inversa, entao sua inversa é estritamente decrescente.
Assinale a op¢ao correta.

a) Apenas as afirmativas | é verdadeira.

b) Apenas as afirmativas | e lll sdo verdadeiras.

¢) Apenas as afirmativas Il e lll si3o verdadeiras.

d) As afirmativas |, Il e Ill sdo verdadeiras.

e) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.

54. (EFOMM/2010)

O grafico das trés fungdes polinomiais do 12 grau a, b e c definidas, respectivamente, por a(x), b(x)
e ¢ (x) estao representadas abaixo.
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(a)* (b)° _ 4 ¢

Nessas condi¢des, o conjunto solu¢ao da inequagao (e ))3 é
c(x

a)(—4;1) U [3; +x)
b) [-4; —1] U [3; +0)
c) (—0;4) U [~1; +0)
d) [4; +o0)

e) R — {4}

55. (EFOMM;/2006)
DadosA ={2,3,4}eB ={1,6,8,12},arelacioR; = {(x,y) € AxB|y = x + 4} de Aem B é dada

por:
a){(3,6),(4.8)}

b) {(2,6),(4,8)}
c){(6,2),(8,4)}
d){(2,6),(3,12),(4,8)}
e) {(2,1),(3,6),(4,8)}

56. (Escola Naval/2015)

Sejam f e g fungdes reais definidas por

4x —3,sex=>0
() ={

_{ x+1,sex>2
F) = x2—3x+2,sex<0eg

1—x%sex<2

Sendo assim, pode-se dizer que (f 0 g)(x) é definida por
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4x+1, sex> 2
a)(fog)(x) ={1—-4x%,se—1<x< 1
xt*+x%sex<—-1loul<x<?2
4x—1,sex> 2
b)(fog)(x) ={1—4x’se—1<x<1
xt—xtsex<—-1loul<x<2
4x+1,sex > 2
(fog(x)={1—-4x%se —1<x<1
xt+x%sex<-1loul<x<?2
4x+1,sex =2
d(fog)(x)={1—4x*se —1<x<1
x*+xtsex<—-1loul<x<?2

4x+ 1,sex > 2
e)(fog)(x)={ -1—-4xtse—1<x<1
xt—xtsex<—-loul<x<2

57. (Escola Naval/2013)

Considere f e g fungdes reais de variavel real definida por, f(x) = ﬁ e g(x) = 2x%. Qual é o

dominio composto (fog)(x)?
a)R

b){xeR|x¢—$,x¢%}
c){x€R|x¢%}

d) xeR|x¢i,x¢i}

22

{
e){xeR|x¢—i,x¢—%}

GABARITO

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

Qv 0 O T O O 0o QOO0 v O
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b
b
C
. C
a
c
e
a
51. e
d
b
C
b
a
b

RESOLUCAO

32. (AFA/2021)
Considere as fungbes f: R* > R — {2} e g: R* = R — {2} definidas por f(x) = 2 + i eglx)=x+
2 e, também, a fungdo real h definida por h(x) = f1(g(x)).
E correto afirmar que
a) a fungdo h é par.
b)h(1) =2
c) a fungdo h NAO é injetora.
dh(x) =-2ex= —%
Comentarios

Vamos calcular a inversa da fungdo f:

1
=24+ —
f) =2+
Paray = f(x):
TR B
= — = —_ = =
Y 2x  2x Y * 2y — 4

SN x) = 5 g om ffLR—{2} > R

Para f~1(g(x)):
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1 1
h(x) = f7H(g()) = =5

29() -4 2(x+2)—4 2x

Assim, vamos analisar as alternativas:

a) Errada.
Temos
h(—x) = L * L = h(x)
2x  2x
b) Errada.
h(1) = >
c) Errada.

A fungdo h é injetora, pois Vx4, x, € Dy, temos:

h(x1) = h(x;) = 2_:61 = 2_362 = X1 =X
d) Correta.
h(x)=—2:>i=—2:>x=—1
2x 4
Gabarito: D

Prof. VictorSo

33. (AFA/2019)

Considere no plano cartesiano abaixo representadas as fungbes reais f:|m,—m]—>R e

g:[m,—m[—{v} > R.

Y

(
i
|}
H
K -n

c b - ——

< L
<

' -

I

)

'

I

"

(2]
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Nas afirmativas abaixo, escreva V para verdadeira e F para falsa.

( ) O conjunto imagem da fung¢do g é dado por Im(g) = |p,—m|

Prof. VictorSo

( ) Afungao h definida por h(x) = f(x).g(x) assume valores ndo negativos somentese x € [t,b] U

[r, 0]

( ) Afungdo j definida por j(x) = g(x) — p é maior que zero para todo x € ([m, —m[—{v})
A sequéncia correta é

a) F-F-V

b) F-V-V

c) V-V-F

d) V-F-F

Comentarios

Vamos analisar cada afirmativa:
I. O conjunto imagem da fun¢do g é dado por Im(g) = |p, —m]

Observando-se o grafico de g, vemos que a fungdo ndo esta definida nos pontos x = v e x =
—m (indicado pela bola aberta). Nesses pontos, temos que g valeria j e p, respectivamente. Logo,
devemos remover esses pontos da sua imagem. Portanto:

Im(g) =lp,—m] = {j}

~ Falsa

Il. A fungdo h definida por h(x) = f(x).g(x) assume valores ndo negativos somente se x €
[t,b] U [r, 0]

Queremos h(x) = 0. Devemos observar o intervalo de x em que f(x) e g(x) possuirdo o mesmo
sinal ou quando qualquer um deles for nulo.
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Observando-se o grafico, vemos que:
x €[t,b]U[r,0] = f(x)=>0eg(x) =0
xeE[-nv]=f(x)<0egx) <0

Portanto, h assume valor ndo negativo quando x € [t,b] U [r,0] U [—n, v]. Logo, afirmativa
falsa.

Ill. A fungdo j definida por j(x) = g(x) — p é maior que zero para todo x € ([m,—m[—{v})

Perceba que j(x) = g(x) + (—p) e como podemos observar pelo grafico, temos que —p >
0, logo, estamos transladando o grafico a uma distancia —p verticalmente para cima. Isso fard
com que a fungdo j seja maior que zero para todo dominio de g, ou seja, x € ([m, —m[—{v}).
Portanto, afirmativa verdadeira.

A sequénciacorretaé F — F — V.

Gabarito: “a”.

34. (AFA/2018)

Considere a fungdo real f(x) = ﬁ,x + —1.

Se f(—2+ @)+ = f(—a),entdo f (2= 1)+ f(4 +a) éigual a
a)1l

b) 0,75

c)0,5

d) 0,25
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Comentarios

Usando a funcao real dada no enunciado na equac¢do dada, temos:

PP S 1 L1 1 1,1 1
@7y Y2+ +2'5 2ca)+2 2a—-2'5 2-2a
1 1 1 1 1 1 2 11
= — =——& + =—— & =—=
2a—2 2-—2a 5 2a— 2

= = ——
2a—2 5 2a—2 5 a—1 5
©5=—(@-1)soa=—-4

Assim, o valor pedido é dado por:

FG-1)+f@r@ =f(5 1)+ (=9 = F-3) 4 fO) = st
2 2\ 2 B 2(=3)+2 2-0+2

1 1 -1+2 1

e

Gabarito: “d”.

35. (AFA/2017)

No grafico abaixo estdo representadas as fun¢des f: R - Re g:R — R.

Ay
9

y

PTY T
x

—/° 0 b\/c

Sobre estas fungdes é correto afirmar que
a)%ﬁ O VxeRtalque0 <x<d

b) f(x) > g(x) apenaspara0 < x < d

<) f@+g(f(@)

>1
g(O)+f(d)

df(x)-g(x) 20V xeRtalquex <boux >c
Comentdrios

Vamos analisar as alternativas:

a) Falsa.

Para 0 < x < d, temos que f(x) sera positiva, mas g(x) é positiva para x € [0,b] U [c,d],
assim, nesse intervalo, temos:

g(x)
o=
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b) Falsa.

O erro da alternativa esta na palavra “apenas”. Pois, para x < a, temos também que f(x) >
g(x).

c) Falsa.

Note que f(a) = 0e g(c) =0, logo:

f@+g(f(@) _ g(0)

g+ fd  f(d)

Pelo gréfico, podemos ver que f(d) > g(0), portanto:

f(d)

d) Verdadeira.
Para termos f(x) - g(x) = 0, f(x) e g(x) devem possuir o mesmo sinal, logo:
x<a=f(x)<0egx)<0
a<x<b=>f(x)=0eg(x)=0
x=2c=>f(x)=0egx) =0
Portanto,
f(x) - glx)20=>x<boux=>c

Gabarito: “d”.

36. (AFA/2016)

Considere as fungdes reais f:R - R e g: R — R cujos graficos estdao representados abaixo.

.
Ohccccccccaa

Sobre essas fungoes, é correto afirmar que
a) Vxe[0,4],g(x)—f(x) >0
b) f(9(0)) — g(f(0)) >0
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9w S _ B
QS < 0Vx €] —o0,0[U[4,9]

d) Vx € [0,3] tem-se g(x) € [2,3]

Comentarios
Vamos analisar as alternativas:
a) Incorreta.

No intervalo 0 < x < 3, temos que g(x) > f(x) = g(x) — f(x) > 0, mas no intervalo 3 <
x<4,temosg(x) < f(x) = gx) —f(x) <O.

b) Incorreta.
Pelo grafico, vemos que g(0) = 2 e £(0) = 0, logo:
f(9(®) - g(f(®) = f(2) —g(0)
Perceba que f(x) = x, pois vemos que £(0) = 0 e £(3) = 3. Assim, temos:
f2)—g(0)=2-2=0
c) Correta.
No intervalo x € ] — o0, 0[ U [4,9], temos f(x) # 0 e, assim, [f(x)]?> > 0.
Parax €] — oo, 0[, temos que f(x) < 0e g(x) > 0, logo, f(x) - g(x) < 0 e, assim,

f() - gx)
[f (0)]?

Parax € [4,9],temos f(x) > 0e g(x) <0, logo, f(x) - g(x) <0e,assim,

-9 _
Fer =

<0

0

Portanto, no intervalo dado, temos:

[ 909 _ 0,Vx €] —0,0[ U [4,9]

[f (]2

d) Incorreta.

Observando-se o gréfico, no intervalo x € [0, 3], temos alguns valores de x que retornam
g(x) > 3, por exemplo, g(2) = 4 > 3.

Gabarito: “c”.

37. (AFA/2016)

Para fazer uma instalagdo elétrica em sua residéncia, Otavio contatou dois eletricistas.
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O Sr. Luiz, que cobra uma parte fixa pelo orgamento mais uma parte que depende da quantidade de
metros de fio requerida pelo servigo. O valor total do seu servico esta descrito no seguinte grafico:

prego (RS) 4

100

80

» quantidade
Y 15 25 de fio (metros)

J4 o Sr. José cobra, apenas, R$4,50 por metro de fio utilizado e n3do cobra a parte fixa pelo
or¢amento.

Com relagao as informag6es acima, é correto afirmar que

a) o valor da parte fixa cobrada pelo Sr. Luiz é maior do que R$60,00.

b) o Sr. Luiz cobra mais de R$2,50 por metro de fio instalado.

c) sempre sera mais vantajoso contratar o servigo do Sr. José.

d) se forem gastos 20m de fio ndo havera diferenca de valor total cobrado entre os eletricistas.

Comentarios

Vamos analisar as alternativas:
a) Incorreta.
A funcdo que representa o valor total do servigo do Sr. Luiz é uma func¢ao afim, logo:
f(x)=ax+b

Em que f(x) representa o valor total do servigo, x a quantidade de fio gasta, a é o prego
cobrado por fio e b é o valor fixo cobrado.

Pelo grafico, temos:
f(15) =80 = 15a+ b =80 (1)
f(25) =100 = 25a+ b =100 (II)
Fazendo (II) — (I):
10a=20=>a=2
Substituindo em (I):

15-2+b=80=b =50
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Assim, f(x) = 2x + 50. O valor da parte fixa cobrada pelo Sr. Luiz sera o valor de f quando
x = 0, logo:

f(0) =50
b) Incorreta.

Pela fungdo f(x) = 2x + 50, vemos que o Sr. Luiz cobra RS 2,00 por metro de fio instalado.

c) Incorreta.

Pelo enunciado, temos que a fungdo que representa o valor cobrado pelo Sr. José é g(x) =
4,5x, mas veja que:

50 500

g(x)>f(x):>4,5x>2x+50:>2,5x>50:>x>ﬁ—f—20

Assim, a partir do ponto x = 20, temos que o valor total cobrado pelo Sr. José é mais caro do
que o valor cobrado pelo Sr. Luiz.

d) Correta.

Igualando-se as duas fungoes:

f(x)=g(x)=>2x+50=4,5x=>50=2,5x:>x=25=20

Portanto, se forem gastos 20 metros de fio, o valor total cobrado pelos eletricistas serd o
mesmo.

Gabarito: “d”.

Prof. VictorSo

38. (AFA/2015)

Considere o grafico da fungdo real g: A — A abaixo e marque (V) verdadeiro ou (F) falso.

y = g(x)
] ]
4 i
3 '
2 ety :
11 i :
4 3 2 - 1 2 3N& 5 6 «x
I 1 ]
E | O, T ——
oo 3

( ) Afungdo g possui exatamente duas raizes.
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()1g4)=-g(-3)
( )Im(g) ={-3}uU]—24[

( ) A fungdo definida por h(x) = g(x) + 3 ndo possui raiz.
()(gogogo..0g)(-2)=2

A sequéncia correta é

a) F-V-F-F-v

b) F-F-V-F-V

c) F-V-F-V-F

d) V-V-F-F-V

Comentarios

O gréfico representa uma funcao definida por intervalos. Nesse grafico, temos a presenca de
duas funcdes lineares, vamos encontra-las.

Para —4 < x < 4, temos f(x) = ax + b, usando os pontos do grafico:
f(=4)=0=>—-4a+b=0
f(0O)=4=>b=4
> —4a+4=0>a=1
sgx)=x+4; —4<x<4
Para3 < x < 5, temos h(x) = cx + d, usando os pontos do gréfico:
h(3)=0=>3c+d=0 (I)
h(5) =-2=5c+d=-2 (II)
Fazendo (II) — (I):
2c=—-2=>c=-1
Assim, temos:
3(-1))+d=0=>d =3
~gx)=—x+3; 3<x<5

De acordo com o grafico, a fungdo g é definida por:
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0; x<—-4oux=0o0ux=6
( -3 x=-4
x+4 —-4<x<0
g(x) = 2, 0<x<3
—x+3; 3<x<5
5 x=5

Analisando as afirmacdes:
) FALSO.
A fungdo g possui mais de duas raizes, conforme podemos ver no intervalo x < —4.

I1) VERDADEIRO.

Parax = 4:
g4)=—-4+3=-1
Parax = —3
g(=3)=-3+4=1=-g(4)
~g(4) =—-g(=3)
IIl) FALSO.
Im(g) ={-3}U]—2,4[U{5}.
IV) FALSO.

Se h(x) = g(x) + 3, para x = —4, temos g(—4) = —3, logo:
h(-4)=g(—4)+3=-3+4+3=0

Portanto, h possui raiz no ponto x = —4.

V) VERDADEIRO.
Parax = —2:

g(=2)=-2+4=2
(GoN(=2)=9(9(-2)) =g(2) =2
(90909)(-2)=4g(9(s(-2))) = 9(9() = g(2) =2

Perceba que aplicando-se a composta nessa funcdo, teremos sempre como resultado 2,
portanto,

(gogogo..og)(—2)=2

Gabarito: “a”.
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39. (AFA/2014)

Considere os graficos abaixo das fungdes reais f:4A - Reg:B - R

Sabe-se que A = [—a,a]; B =] — »,t]; g(—a) < f(—a); g(0) > f(0); g(a) < f(a)eg(x)=n
paratodox < —a.

Ay

Analise as afirmativas abaixo e marque a FALSA.

a) A fungao f é par.

b) Se x € |d, m[, entdo f(x).g(x) <0

c)Im(g) = [n,r[U {s}

d) A fungdo h: E — R dada por h(x) = ﬁ estd definidase E={x e R|—a<x<—d ou

d<x<a}

Comentarios

Do enunciado, podemos ver que o grafico colorido é a fungdo f e g é o outro grafico.

Analisando as alternativas:
a) VERDADEIRA.

No dominio de f, temos —a < x < ae f(—a) = f(a), essa fungdo é simétrica em relagdo ao
eixo y.
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b) FALSA.

Parad < x <e <m,temos f(x) > 0e g(x) > 0, logo, f(x) - g(x) > 0.

c) VERDADEIRA.

Observando-se o grafico, vemos que Im(g) = [n,r[ U {s}.

d) VERDADEIRA.

A condicdo para h(x) estar definida é a sua condigdo de existéncia, ou seja, f(x) — g(x) >
0. Logo, queremos os intervalos em que f(x) > g(x), isso ocorre para:

—a<x<-doud<x<a

Gabarito: “b”.

40. (AFA/2013)

O grafico abaixo descreve uma fungdo f:A - B

Analise as proposi¢des que seguem.

.LA=R"

Il. f é sobrejetorase B =R — [—e, €]

lll. Para infinitos valores de x € A, tem-se f(x) = —b
. f(=¢) = f(c) + f(=b) + f(b) = 2b

V. f é fungdo par.

VI. AxeR| f(x) =—d

Sao verdadeiras apenas as proposi¢oes

a)l,Melv

b)1,llelV
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i, IVeV

d)l,llelv

Comentarios
Analisando as proposicoes:
.A=R"

VERDADEIRA. Veja que o grafico de f ndo estd definida no ponto x = 0, logo, o seu dominio é
A=NR"

Il. f é sobrejetorase B =R — [—e, e]
FALSA. Para que f seja sobrejetora, devemos ter B = Im(f) = [—b,—e] U [e, b].
[1l. Para infinitos valores de x € A, tem-se f(x) = —b
VERDADEIRA. Para x < —b, temos f(x) = —b.
V. f(=c) = f(c) + f(=b) + f(b) = 2b
VERDADEIRA. Pelo grafico, temos f(—c) = b, f(c) = —b, f(—b) = —b e f(b) = b, assim,
(=) = F(&) + f(=b) + f(b) =b — (=b) b + b = 2b
V. f é fungdo par.
FALSA. Temos f(—b) # f(b), a fungdo ndo é simétrica em relagdo ao eixo y.
VI. Ax e R| f(x) = —d
dx € ]a, b[ tal que f(x) = —d.
Portanto, apenas a |, lll e IV sdo verdadeiras.

Gabarito: “a”.

41. (AFA/2013)

Dois corredores partem de um ponto ao mesmo tempo e se deslocam da seguinte forma: o primeiro
é tal, que sua velocidade y; é dada em fun¢ao da distancia x por ele percorrida através de

4, sex <200

y1=4 n n’+n -8
200x— 2 , se200n < x <200(n+1)

em que n varia no conjunto dos nimeros naturais nao nulos.

O segundo é tal que sua velocidade y, é dada em fung¢ao da distancia x por ele percorrida através
X
de Y2 = 100 + 4.

Tais velocidades sdo marcadas em km/h, e as distdncias, em metro.
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Assim sendo, ambos estardo a mesma velocidade apés terem percorrido
a) 800m
b) 900m
c) 1000m
d) 1100m
Comentarios

Igualando as equacgdes de velocidade dos dois corredores e resolvendo a equacdo, temos:

n n‘4+n -8 X

Vi=Y2= X —

200 2 100 i

nx —100(n* +n—8) 2x +800
200 200

= nx — 100n? — 100n + 800 = 2x + 800
nx —2x = 100n? + 100n
=>x(n—-2)=100n(n+1)

_100n(n+1)
= n—2

Com essa equacao, devemos verificar os valores de n que satisfazem a condicdo da equacao
de y;. Note que devido ao denominador ser n — 2, temos que n > 2 para x > 0, logo:

100-3-(3+ 1)
n=3=x= S =100-3-4 = 1200

Verificando a condigdo 200n < x < 200(n + 1):
200-3 <1200<200(3+ 1) =600 <1200 <800 = Falsa
Assim, ndo podemos ter n = 3 e devemos verificar outro valor de n € N.

Paran = 4:

100-4-(4+1) 100-4-5
==

X = 1000

Da condicao:
200-4 <1000 <200(4+1)=>800< 1000 <1000 = Verdadeira

Esse é um valor possivel para n. Assim, como x representa a distancia, temos que ambos
estardo a mesma velocidade apds terem percorrido 1000m.

Gabarito: “c”.
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42. (AFA/2012)
Considere as proposicoes abaixo e as classifique em (V) verdadeira ou (F) falsa.

() Nas fungdes reais g: C —» A e f: A — B, se existe a fungao composta (fog): P — S, entdo P =
CeS =B.

( )Se h:{m,n,p} - {m,n, p} é uma fungdo tal que h(m) = p, h(n) = m e h(p) # n, entdo h é
uma fungao injetora.

x+1 sex#lex+#2
() Se £:{0,1,2} - {0,1,2} é uma fungdo tal que, f(x) = x, sex=2 entdo
x—1, sex=1

(fofof)™1 (x) = 1 se, e somente se, x = 0.
A sequéncia correta é
a) F-F-V
b) V-V-F
c) F-V-F
d) V-F-v
Comentarios

Analisando as afirmagdes:

( F) Nas fungdes reais g: C — A e f: A — B, se existe a fungdo composta (fog): P — S, entdo
P=CeS =B.

Na fungdo composta (fog)(x) =f(g(x)), temos que o dominio de g serd o dominio da
composta e o contradominio de f sera o contradominio da composta, mas isso ndo implica na
igualdade P = C ou S = B, podemosterP c Ce B c §.

(F)Se h: {m,n,p} - {m,n, p} é uma fungdo tal que h(m) = p,h(n) = me h(p) # n, entdo
h é uma funcgao injetora.

Para uma funcgdo ser injetora, cada elemento do dominio da fun¢do deve se relacionar a um
elemento distinto do contradominio e isso ocorreria somente se h(p) = n, mas como h(p) # n,
temos que h ndo é injetora.

x+1 sex+lex+2
(V)Se f:{0,1,2} - {0,1,2} é uma fungdo tal que, f(x) = X, sex=2 entdo
x—1, sex=1
(fofof)™! (x) = 1se, e somente se, x = 0.
Com base na definicdo de fungdo inversa:

f=yex=f"0

Assim, temos:
(fofof)™ (x) =1 e x = (fofof)(1)
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> £ (F(F)) = x
Dafungdo f,temos f(1) =1—-1=0,f(2)=2,f(0) =0+ 1 =1, logo:
fF(FF)) = F(F@) = F(1) = 0
~x=0

Gabarito: “a”.

43. (AFA/2011)

Luiza possui uma pequena confec¢ao artesanal de bolsas. No grafico abaixo, a reta ¢ representa o
custo total mensal com a confecgdo de x bolsas e a reta f representa o faturamento mensal da Luiza
com a confecgdo de x bolsas.

4 Y (reais) (
2000 === —————————————— ' "
. 1 s -
1
|
|
1
1
10 !
. » X
. 100 (n° de bolsas
confeccionadas)

Com base nos dados acima, é correto afirmar que Luiza obtém lucro se, e somente se, vender
a) no minimo 2 bolsas.

b) pelo menos 1 bolsa.

c) exatamente 3 bolsas.

d) no minimo 4 bolsas.

Comentarios
Precisamos encontrar as fungdes f e g. Pelos dados do gréfico, temos:
f(x)=ax+b
f(0)=0=2a-0+b=0=>b=0
£(100) = 2000 = a - 100 = 2000 = a = 20
= f(x) = 20x

c(x)=cx+d
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c(0)=10=>c-0+d=10=d = 10
c(100) =810 =>¢c-100+10=810= 100c =800 =>c =8
= c(x) =8x+ 10

Luiza obterd lucro a partir do ponto em que o custo igualar o faturamento, logo:

10
f(x)>c(x)=20x>8x+10 = 12x > 10 -'-x>§

Portanto, ela devera vender pelo menos 1 bolsa.

Gabarito: “b”.

44. (AFA/2011)

Considere o conjunto A = {0,1,2,3} eafungdo f:A > Atalque f(3) =1lef(x) =x+1,sex #
3. Asoma dos valores de x paraos quais (fo fo f)(x) =3 é

a)2
b) 3
c)a
d)5

Comentarios

(fofoPt)=f(Ff@))=3
A fungdo f estd definida como

x+1;, x=00ux=1oux=2

fx) = { 1; x =3
Sex = 2, temos f(2) = 2+ 1 = 3, logo:
f@=3=f(f(f®))=3=f(fx) =2
Parax = 1, temos f(1) = 1+ 1 = 2, logo:
f)=2=f(f))=2=f() =1
Para f(x) = 1, podemos ter f(0) = 0+ 1 = 1 ou f(3) = 1, logo, a soma dos valores de x &
0+3=3

Gabarito: “b”.

45. (AFA/2011)

Considere o grafico da fungaoreal p:4 —» B
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Analise as alternativas abaixo e, a seguir, marque a FALSA.

A px)<0={xeRx<0ouc<x<r}

b) p (p (p(p(or ))))) =p(p(p(p)))

c) Existe um Unico x € Atalquep(x) = ¢

d) Im(p) = {-r}U] —c,c]

Comentarios

a) Verdadeira.

Pelo grafico podemos ver que parax < 0ouc < x < r, temos p(x) < 0.

b) Verdadeira.

Veja que:

p(r) =-r
= p(p(r) =p(-r) = —a
= p(p(p™)) = p(-a) = —a
=p (p (p(p(r)))) =p(—a) = —a
=p <p (p (p(p(r)))>) =p(-a) = —a
“p (p (v (p(p(r))))) = —a=p(r(r(r™)))
c) Falsa.

Temos dois pontos que satisfazem p(x) =c,x =0oux = b.
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d) Verdadeira.
A imagem da fungdo sdo os pontos definidos em y, ou seja, Im(p) = {—-r}uU] —c,c].

Gabarito: “c”.

Prof. VictorSo

46. (AFA/2010)

Analise o grafico abaixo da fungaoreal g: R —» R

Se h é uma fungdo real tal que h(x) = g(x) + 2, entdo marque a alternativa verdadeira.
a)(hohoho..oh)(0) =4
b)(hohoh)(3)>(hohohoh)(2)

¢)Sey = h(h (h (%))) entdo y €12, 3]

d)Se x = h(h (h (;))) entdo x € |1,2]
Comentarios
Analisando as alternativas:
a) Falsa.
h(0)=g0)+2=2+2=4

h(h(0))=h(4) =g4)+2=-2+2=0
h (h(h(O))) = h(0) = 4

h <h (h(h(O)))) — h(4) = 0

Perceba o padrdao da composta:

0,n par

(hohoho..oh)(0) :{4,nimpar

nvezes

Como ndo sabemos a quantidade de fun¢des compostas, temos que ela tanto pode valer 0
qguanto valer 4.
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b) Falsa.
(hohoh)(3) =h (h(h(3))) = h(h(g(3) +2)) = h(h(~1 +2)) = h(h(1))
=h(g(D)+2)=h(1+2)=h(3)=g(B3)+2=-1+2=1

(hohohoh)(2)= h(h (h(h(Z)))) = 1 (h(h(g(@ +2))) = h (R(h(0 + 2)))
=h(r(h(2)))
=h(h(g(2)+2)) =h(h(0+2)) =h(h(2)) =h(g(2)+2) =h(2)=g(2)+2 =2
Portanto, (hoho h)(3)=1<2=(hohohoh)(2).

c) Verdadeira.

Como 0 <g(%) < 1, temos:
1 1
Veja que:

h(2)=g2)+2=0+2=2

h3)=g(3)+2=-1+2=1
:>1<h(h(%)><2
h(1)=g()+2=1+2=3
:>2<h<h<h<%>>><3

L2<y<3

d) Falsa.
h3 e +2
(2)_9(2)
3 3 3
Veja que:

h(2)=g(2)+2=0+2="2
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h3)=gB3)+2=-1+2=1
:>1<h<h®><2
h(1)=g(1)+2=1+2=3
:>2<h<h<h®>><3

~2<x<3

Gabarito: “c”.

47. (AFA/2010)

Na figura abaixo, tem-se representado as fungdes f,g e h que indicam os valores pagos,
respectivamente, as locadoras de automoéveis a, f e y para x quildometros rodados por dia. Uma

pessoa pretende alugar um carro e analisa as trés opgoes.

aY(valor pago em reais) g

70
50

30
20

0 100 i (km rodados por dia)

Apods a andlise, essa pessoa conclui que optar pela locadora « ao invés das outras duas locadoras, é
mais vantajoso quando x € |m, +oo[, m € R. O menor valor possivel para m é

a) 60
b) 70
c) 80
d) 90

Comentarios
Pelo grafico, podemos ver que
Locadora a: f(x) = 50
Locadora f: g(x) =ax + b
g(0)=20=>a-0+b=20=b=20
g(100) =70=>a-100+20=70= 100a =50=>a=10,5

= g(x) =0,5x + 20
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Locadoray: h(x) = cx +d
h(0)=30=>c-0+d=30=>d=230
h(100) =70=>c-100+30=70=100c =40=>c =04
= h(x) = 0,4x + 30
Serd mais vantajoso optar pela locadora a quando as seguintes condicdes forem satisfeitas:

{f (x) <g()
f(x) < h(x)

1
50S0,5x+20:>30Szx:>6OSx:>x26O

2
50S0,4x+30=>20S§x=>50Sx:>x250

Assim, devemos ter x = 60, logo, o menor valor possivel para m é 60.

Gabarito: “a”.

48. (EN/2021)

4x? —6x—1,x >
4x+1,x<1
Assinale a opg¢ao que apresenta a lei de formagao da fungao f.

Sejam f o g e g fungdes reais definidas por f 0 g(x) = { 1 e g(x) =2x—-3.

A= {_xzz; -2:(3,_x1'<x12 '
b) f(x) = {2xzx_+x7,_x1'<x—21_1
areo= {72, ez
d) F(x) = {4x2x++x3'—x1,<x12 1
&) f(x) = {?’xzx_+xl,_x1’<xl2 '

Comentarios

Fazendo a inversa de g(x), temos:

y=2x-—3
y+3
x = —
2
Portanto:
x+3
g ' (x) = 5
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-1 — _ 14 (9_1("))2 -6-g7'x)-1,9g7'x) =1
f o™ @) = £ { @Y 8@ Lo

x + x + x +
( 3\ 3 3
() oY) e

_ 2 2 2
f(0) { 4<x+3)_|_3x+3<1
k 2 "2
f(x)={x2+6x+9—3x—9—1,x2—1
2x+6+3,x< -1
(x?2+3x—-1,x>-1
f(x)—{ 2x+9,x < —1

Gabarito: C

49. (EFOMM/2021)
Coloque V nas proposi¢oes verdadeiras e F nas falsas.
( ) Dados os conjuntos A = {0,7,1} e B = {x,y,1},se A = B podemos afirmarquex =0ey = 7.

( ) Um conjunto A tem a elementos e § subconjuntos; e um conjunto B tem trés elementos a mais

que o conjunto A, entdo o numero de subconjuntos de B é 3f3.

( ) Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4}eC = {1,2}.0OconjuntoBtalque BN C ={1}e BUC = A,
entdo B = {2,3,4}.

( )Dados A =1{2,3,4},e B={3,4,5,6} e a Relagdo Binaria R de A em B tal que R = {(x,y) €
AxB|x divide y}, entdo a relagao inversa de R é uma fungao sobrejetora.

Lendo-se a coluna de parénteses de cima para baixo, encontra-se
a) V-F-V-F
b) V-F-F-V
c) F-F-V-F
d) V-F-F-F
e) F-F-F-F
Comentarios

Analisando as proposi¢des, temos que:

I. Falsa, pois ndo podemos afirmar qual deles sera igual a 0 e qual serd igual a 7, tendo em vista
gue um conjunto ndo é ordenado.

II. Falsa, pois:
A possui a elemnetos e 2% = 8 subconjuntos

Do enunciado, temos que:

AULA 03 — INTRODUGCAO AS FUNCOES 155



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

B possui a + 3 elementos

Logo:
B possui 2%*3 = 8.2% = 8B subconjuntos e nio 3f3
1. Falsa.
ComoBNC={1}eBUC = (1,2,3,4}, temos que:
B ={1,3,4} # {2,3,4}
IV. Falsa.
Analisando o conjunto R:
R =1{(2,4);(2,6);(3,3);(3,6); (4,4}
Com isso, o conjunto da relagdo inversa seria:
R™' ={(4,2); (6,2);(3,3); (6,3); (4,4)}

Portanto, um mesmo numero no dominio possui mais de um valor na imagem e,
consequentemente, ndo é uma fung3o. Basta ver que R™1(4) = 2 = 4.

Gabarito: E

50. (EFOMM/2019)

xX+y xX=y

Dada a fungdo f(x,y) = ,ovalorde f(a+ b,a — b) é:

x—y__x+y
a?—p?
ab

a)

b)

a?—p?
2ab

1

a? +b?
ab

d)

a?+b?
2ab

e)

Comentarios
Facamosx =a+bey =a —b:

(a+b)+(a—b)_(a+b)—(a—b)

Jatba=b) =y —(a=b (a+b+@—b

b a ab

_a+b+a-b a+b-a+b 2a (2b\ a b_az—b2
“a+b—a+b a+b+a-b 2b <2a>

Gabarito: “a”.

51. (EFOMM/2019)
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Seja f(k) = k* + 3k + 2 e seja W o conjunto de inteiros {0,1, 2, ..., 25}. O nimero de elementos

de W, tais que f (W) deixa resto zero, quando dividido por 6, é:
a) 25
b) 22
c)21
d) 18
e)17

Comentarios

Para que f (W) deixe resto zero na divisdo por 6, temos que f (W) deve ser multiplo de 6, ou
seja, f (W) deve possuir os fatores 2 e 3. Veja que f (k) pode ser fatorado:

—3i\/32—4-1-2_—3i1
2 2
=>fk)=k*+3k+2=(k+2)(k+1)

fFk)=0=>k?+3k+2=0=k = =—2ou—1

Como W é o conjunto de nimeros inteiros, temos que (k + 2)(k + 1) sera o produto de dois
inteiros consecutivos e, consequentemente, sempre possuira o fator 2. Assim, devemos verificar
quais elementos de W fazem com que (k + 2)(k + 1) ndo seja divisivel por 3. Sabemos que um
numero quando dividido por 3 pode deixar resto 0, 1 e 2, assim, se tomarmos k € W tal que k
seja multiplo de 3, a expressdo (k + 2)(k + 1) deixara resto 1 ou 2, ou seja, se k ndo pode ser
multiplo de 3 para que f(W) seja divisivel por 6. No conjunto W, temos os seguintes multiplos
de 3:

(0,3,6,9,12,15,18,21,24) > n =9
Assim, o nimero de elementos em W que deixa resto 0 na divisdo por 6 é:

26—9=17

Gabarito: “e”.

52. (EFOMM/2015)

Sejam as fung¢des f: R — R e g: R — R. Sabendo que f é bijetora e g é sobrejetora, considere as

sentencas a seguir:

I- g o f é injetora;

Il- f 0 g é bijetora;

lll- g o f é sobrejetora.

Assinalando com verdadeiro (V) ou falso (F) a cada sentenga, obtém-se
a) V-V-v

b) V-V-F
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c) F-V-F
d) F-F-V

e) V-F-V

Comentarios
Vamos analisar as sentencas:
I- Falsa.
Podemos tomar f(x) = x que é uma fungdo bijetora e, assim, temos:
gof()=g(f(x) =g

Mas, o enunciado apenas afirma que g é sobrejetora, logo, ndo podemos afirmar que g é
injetora, ou seja, g o f ndo é necessariamente injetora.

- Falsa.
x, x<1
Podemos tomar f(x) =xe g(x) = {1, 1 < x < 2. Note que g é sobrejetora, mas ndo é
x—1, x> 2

injetora, e f é bijetora. Fazendo f o g, temos:
x, x<1
fog(x)=f(g(x)=gx) ={ 1, 1<x<2
x—1, x> 2

Para x; =1 e x, =2, temos fog(l)=1=fo0g(2), ou seja, x;y #x, > fog(x,) =
f 0 g(x,). Portanto, f o g ndo é injetora.

I1l- Verdadeira.

Temos go f:R = R, logo, temos que mostrar que Vy € R,3x € R tal que go f(x) = y.
Como g é sobrejetora, temos que Vy € R, 3w € R tal que g(w) =y. Sabemos que f é
sobrejetora, logo, podemos tomar x € R tal que f(x) = w. Assim Vy € R, 3x € R tal que:

gof()=g(f(x))=gw) =y

Gabarito: “d”.

53. (EFOMM/2010)

Seja f: R — R uma fungao estritamente decrescente, quaisquer x; e x, reais, com x; < x, tem-se
f(x1) > f(x3). Nessas condigcGes, analise as afirmativas abaixo.

I- f é injetora.
ll- f pode ser uma fungao par.
llI- Se f possui inversa, entdo sua inversa é estritamente decrescente.

Assinale a op¢ao correta.
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a) Apenas as afirmativas | é verdadeira.

b) Apenas as afirmativas | e lll sdo verdadeiras.
c) Apenas as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.
d) As afirmativas |, Il e lll sdo verdadeiras.

e) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.

Comentarios
l. Verdadeira.
Como a fungdo é estritamente decrescente, temos x; # x, = f(x;) # f(x,).
II. Falsa.

Para uma fungdo ser par, devemos ter f(x) = f(—x). Supondo a > 0, temos —a < 0 < a,
logo:

f(=a)> f(a) = f(-a) # f(a)
[ll. Verdadeira.
Sendo f: R — R e estritamente decrescente, temos:
x1 <x @ f(x1) > fxz) (D)
Se f éinversivel, temos:
fx) =y ex=f"0n)
fx) =y, ©x, = f1(y2)
Substituindo na relagdo (I):
o) <f ') & f(f_l(y1)) > f(f_l(}’z))
Veja que aplicando f em x; = f~1(y,), temos:
x1=f" ) = flxy) = f(f_l(%)) =M
Logo:
f7ro0 <f'02) © v >y
Portanto, a inversa também é estritamente decrescente.

Gabarito: “b”.

54. (EFOMM/2010)

O grafico das trés fungdes polinomiais do 12 grau a, b e c definidas, respectivamente, por a(x), b(x)

e ¢ (x) estao representadas abaixo.
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5 6
CORUC)
(c(0)

Nessas condi¢des, o conjunto solu¢ao da inequagao

a)(—4;1) U [3; +x)
b) [-4; —1] U [3; +0)
c) (—0;4) U [~1; +0)
d) [4; +o0)

e) R — {4}

Comentarios

Pelo grafico, o zero de a(x) é x = —1 e seu coeficiente angular é 1 = |a(x) =x+ 1|. De
mesmo modo, pelo grafico o zero de b(x) é x =3 e seu coeficiente angular é -1 =
|b(x) = —x+ 3|.

Por fim, o zero de c(x) é x = —4 e seu coeficiente angular é 1 = |c(x) = x + 4|

Portanto, queremos analisar a seguinte inequacao:

(@) (@), [(amf JUCIN NI
(ct) (c) €

Portanto, veja que o que vai determinar o sinal é a fracao %, ja que multiplica algo positivo.

Assim, essa fragdo sera positiva quando a(x) e c(x) tiverem o mesmo sinal:

i) Ambos positivos

a(x) >0=>x+1>0=[x>—1]
c(X)>0=>x+4>0=[x>—4]

Assim, o caso em que sdo ambos positivos é para x > —1.
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ii) Ambos negativos:

a(x) <0=2x+1<0=[x<—1]
c(x) <0=>x+4<0=[x< —4]

Assim, para satisfazer ambos intervalos, queremos x < —4
Portanto, o conjunto solucdo é x < —4oux > —1

7))
C

Gabarito:

Prof. VictorSo

55. (EFOMM/2006)

DadosA ={2,3,4}eB ={1,6,8,12},arelagioR; = {(x,y) € AxB|y = x + 4} de Aem B é dada

por:
a){(3,6),(4,8)}

b) {(2,6),(4,8)}
c){(6,2),(8,4)}
d){(2,6),(3,12),(4,8)}
e){(2,1),(3,6),(4,8)}

Comentarios
Para x € A, temos:
x=2=>y=24+4=6€B
x=3=2>y=3+4=7¢8B
x=4=>y=4+4=8€8B
Portanto, a relagdao R, de A em B é:
R, ={(2,6),(4,8)}

Gabarito: “b”.

56. (Escola Naval/2015)

Sejam f e g fungdes reais definidas por

4x —3,sex =0
f(x)_{x2—3x+2,sex<

x+1,sex>2

Oeg(x) - {1 —x%,sex <2
Sendo assim, pode-se dizer que (f 0 g)(x) é definida por

4x+ 1, sex> 2
a)(fog)(x)={1—-4x*,se—1<x<1
x*+xtsex<—-loul<x<2
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4x—1,sex > 2
b)(fog)(x) ={1—4x%,se—1<x<1
xt—x%,sex<—-1loul<x<2

4x+1,sex>2

(fog)(x)={1—4x*se —1<x<1
xt+x%sex<-1loul<x<?2

4x+1,sex=>2

d(fog)(x)={1—-4x%se —1<x<1
xt+xtsex<—-1loul<x<?2

4x + 1,sex > 2
e)(fog)(x)={ -1—-4x’se—1<x<1
xt—xtsex<—-1loul<x<2

Comentarios
Vamos encontrar a composta f 0 g:

4g(x)—3,se g(x) =0

(Fog)x) =f(gx) = {g(x)z —3g9(x) +2,5e g(x) <0

Note que podemos reescrever a segunda fungdo de f:

4g(x) —3,se g(x) =0

(Fo9E = 422 Dot Do g) <0

Para g(x) = 0, temos:

()_{x+1,sex>2

g\x) = 1—x?%sex <2
x>2=>x+1>3=g(kx) >3

x<2>gx)=1—-x*=1-x)1+x)

Fazendo o estudo do sinal:

1—=z + + - x
¢ * * =

1+4+x - E + i + E
H H H g

(1—ax)(1+=z) - E + i — i
® ® ® -

-1 1 2

Temos g(x) = 0 para —1 < x < 1, logo:

x>2=>(fog)x)=4(x+1)—-3=4x+4—-3=4x+1
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—-1<x<1=>(fo0g9)x)=4(1—x*)—3=4—4x*—-3=1—4x*

ll 4

Analisando as alternativas, note que apenas a letra admite esses resultados. Poderiamos
parar a questdo por aqui, mas vamos encontrar as outras fungdes:

Parag(x) <0,temosx < —loul<x < 2:
Fog)(x)=(1—-x2=-2)1—x%2-1) = (—x? — 1)(—x?) = x* + x?
Portanto, a funcdo resultante é:

4x + 1, sex > 2
(fog)(x)={ 1—4x%se—1<x<1
x*+xtsex<—-loul<x<?2

Gabarito: “a”.

57. (Escola Naval/2013)

Considere f e g fungdes reais de variavel real definida por, f(x) = ﬁ e g(x) =2x%. Qual é o
dominio composto (fog)(x)?

a) R

b){xeR|x¢—$,x¢%}

c){xER|x¢1}

d){xe]R|x¢— xizv_}

e){xER|x¢—Z,x¢—%}

Comentarios

B 1 1
4g(x)—1 4-2x2—-1 8x2-—1

(fog)(x) = f(g(x)) =

A funcdo fog estara definida para todo x € R tal que o denominador da fungdo 8x% — 1 #
0, logo:

1
8x’ —1#0=28x?#1=>x% +— :>x¢+—:>x¢+—

V8 22

Portanto, o dominio é dado por:

D={xE]R| i—%ex 2\1/_}

Gabarito: “b”.
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8. QUESTOES NIVEL 3

58. (ITA/2018)

Considere as fungdes f,g: R — R dadas por f(x) =ax+b e g(x) =cx+d, com a,b,c,d €
R,a#0ec+0.Sef log! = g-lof~1, entdo uma relagdo entre as constantes a, b, c e d é dada

por
a)b+ad =d+ bc
b)d + ba =c+db
cJa+db=b+cd
db+ac=d+ ba

ejc+da=b+cd

59. (ITA/2017/Modificada)

Sejam X e Y dois conjuntos finitos com X c Y e X # Y. Considere as seguintes afirmacgoes:
I. Existe uma bijecdo f: X - Y.

Il. Existe uma func¢do injetora g: Y — X.

Classifique-as.

60. (ITA/2014)

Considere as fungdes apenas f,g:Z - R, f(x) = ax + m, g(x) = bx + n, em que a, b, m e n sdo
constantes reais. Se A e B sdo as imagens de f e de g, respectivamente, entdo, das afirmacdes

abaixo:

I.SeA =B,entaoa =bem = n;

II.SeA =7,entdoa = 1;

lll.Sea,bbm,n € Z,coma=bem = —n,entdao A = B,
E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas II.

c) apenasllll.

d) apenaslell

e) nenhuma.
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61. (ITA/2014/Modificada)
Classifique a afirmagao:

Sejama,b,c € R,coma < b < c.Se f:[a,c] — [a, b] é sobrejetora, entdo f ndo é injetora.

62. (ITA/2013)

Considere as fungdes f, g, f + g: R — R. Das afirmagées:
I. Se f e g sdo injetoras, f + g é injetora;

Il. Se f e g sdo sobrejetoras, f + g é sobrejetora;

lll. Se f e g ndo sdo injetoras, f + g ndo é injetora;

IV. Se f e g ndo sdo sobrejetoras, f + g nao é sobrejetora;
E (sdo) verdadeira(s)

a) nenhuma.

b) apenaslell.

c) apenas| elll.

d) apenaslil elV.

e) todas.

63. (ITA/2010)

Seja f: R — R bijetora e impar. Mostre que a fungdo inversa f1: R > R também é impar.

64. (ITA/2010)

Sejam f, g: R — R tais que f é par e g é impar. Das seguintes afirmagdes:
I.f-géimpar,

Il. f o g épar,

lll.g o f é impar,

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenas lll.

d) apenaslell.

e) todas.
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65. (ITA/2006)

Seja f:[0,1) — R definida por

Seja g: (—%,%) — R dada por

(43, -i<x<o
fxz, 2x

9= 1—f<x+%), 03x<%

Prof. VictorSo

Com f definida acima. Justificando a resposta, determine se g é par, impar ou nem par nem impar.

66. (ITA/2005)

SejaD: R — {1} e f: D - D uma fungao dada por
x+1
x—1

f(x) =
Considere as afirmacgodes:
I. f é injetiva e sobrejetiva.
Il. f é injetiva, mas nao sobrejetiva.

. f(x) + f(i) = 0,paratodox € D,x # 0.

IV. f(x)f(—=x) = 1, para todo x € D.
Entdo, sdo verdadeiras

a) apenaslelll.

b) apenaslelV.

c) apenas |l e lll.

d) apenas|, lllelV.

e) apenasll, lllelV.

67. (ITA/2005)
.{0}eSeSNU = 0.
.{2}cS\UeSNTNU ={0,1}.

lll. Existe uma fungao f: S — T injetiva.
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IV. Nenhuma funcdo g: T — S é sobrejetiva.
Entdo, é (sao) verdadeira(s):

a) apenas |.

b) apenas IV.

c) apenaslelV.

d) apenas |l elll.

e) apenasllil e lV.

68. (ITA/2002)

Sejam a, b, c reais ndao-nulos e distintos, ¢ > 0. Sendo par a fun¢do dada por

ax+b
xX+c

fx) =

,—c<x<c

Entdo f(x), para —c < x < ¢, é constante e igual a
aJa+b

b)a+c

c)c

d)b

e)a

69. (ITA/1999)

Sejam f, g, h: R — R fungdes tais que a fungdao composta ho g o f: R — R é a fungao identidade.

Considere as afirmacgoes:

I. A fungao h é sobrejetora.

Il. Se x5 € R é tal que f(xy) = 0, entdo f(x) # 0, para todo x € R com x # x,.
lll. A equagdo h(x) = 0 tem a solugdo em R.

Entdo:

a) Apenas a afirmacao (1) é verdadeira.

b) Apenas a afirmacao (ll) é verdadeira.

c) Apenas a afirmacgao (lll) é verdadeira.

d) Todas as afirmagoes sdo verdadeiras.

e) Todas as afirmagdes sao falsas.
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70. (ITA/1999)

x
x+1’

Considere as fungdes f e g definidas por f(x) = x — (;), parax # 0eg(x) =

parax # —-1.0

conjunto de todas as solu¢des da inequacgao

(goflx) <g(Xx)
E
a) [1, +oof
b) | — o0, =2
c)[—2,—-1]
d]—-1,1]

e)]—2,—-1[U]1,+oo|

71. (ITA/1998)

Sejam as fungdes f: R > Re g:A c R - R, taisque f(x) = x> —9e (f 0 g)(x) = x — 6, em seus
respectivos dominios. Entao, o dominio A da fun¢ao g é:

a) [—3, +oo[

b) R

c) [=5, +oo[

d)] — o, —1[ U [3, 4]
e)] — ,V6]

72. (ITA/1997)

Se Q e I representam, respectivamente, o conjunto dos numeros racionais e o conjunto dos

numeros irracionais, considere as fungdes f, g: R — R definidas por

flx) = {0,sex eEQ

1,sex el

_(1,sexeQ
9(x) _{0,sexE]I

Seja J aimagem da fun¢ao composta f 0 g:R — R.
Podemos afirmar que

a)J =R

b)] =Q
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c)J ={0}
d)J ={1}
e)J =1{0,1}

73. (ITA/1996)

Considere as fungGes reais f e g definidas por f(x) =

n- (-

xeER—-{-1,1} e g(x) =

Prof. VictorSo

X
1+2x’

O maior subconjunto de R onde pode ser definida a composta f 0 g, tal que (f 0 g)(x) < 0, é:

74. (ITA/2009)

2x+3

Seja f: R\{—1} - R definida por f(x) =

a) Mostre que f é injetora.

b) Determine D = {f(x);x € R\{—l}} ef1:D - R\{-1}.

75. (ITA/1994)

x+1°

X €

Dadas as fungdes reais de variavel real f(x) = mx + 1 e g(x) = x + m, onde m é uma constante

real com 0 < m < 1, considere as afirmagoes:

.(fo f)(x) =(gof)(x) paraalgumx € R;
. f(m) = g(m);

Ill. Existe a € R tal que (f 0 g)(a) = f(a);
IV. Existe b € R tal que (g o f)(b) = mb;
V.0< (gog)(m) < 3.

Podemos concluir que:

a) todas sdo verdadeiras.

b) apenas quatro sdo verdadeiras.
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c) apenas trés sdo verdadeiras.
d) apenas duas sdo verdadeiras.

e) apenas uma é verdadeira.

76. (ITA/1992)

Dadas as fungdes f: R - R e g: R — R ambas estritamente decrescentes e sobrejetoras, considere

h = f o g. Entao podemos afirmar que:

a) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa é estritamente crescente.

b) h é estritamente decrescente, inversivel e sua inversa é estritamente crescente.
c) h é estritamente crescente, mas nao é necessariamente inversivel.

d) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa é estritamente decrescente.

e) n.d.a.

77. (ITA/1991)
Considere as afirmacgoes:

I.Se f: R — R é uma fungao pare g: R = R uma fungao qualquer, entdo a composi¢do g o f é uma

fungao par;

Il. Se f:R — R é uma fungdo par e g: R — R uma fung¢do impar, entdo a composicdo f 0 g é uma

fungao par;

. Se f: R — R é uma fungdo impar e inversivel entdo f1: R — R é uma fungdo impar.
Entao:

a) Apenas a afirmacao | é falsa.

b) Apenas as afirmagdes | e Il sdo falsas.

c) Apenas a afirmagao lll é verdadeira.

d) Todas as afirmagdes sao falsas.

e) n.d.a.

78. (ITA/1990)

x+2 sex<-1
Seja f: R — R a fungdo definida por {x?, se —1 < x < 1.
4, sex>1

Lembrando que se A c R entdo f~1(4) = {x € R: f(x) € A} considere as afirmagdes:
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. f ndo é injetora e f~1([3,5]) = {4};

Il. f ndo é sobrejetorae f~1([3,5]) = f1([2,6)]);
. f é injetorae f~1([0,4]) = [-2, +oo].

Entdo podemos garantir que:

a) apenas as afirmagoes Il e 11l sdo falsas.

b) as afirmagdes | e lll sao verdadeiras.

¢) apenas a afirmacao Il é verdadeira.

d) apenas a afirmacao Il é verdadeira.

e) todas as afirmacgdes sao falsas.

79. (ITA/1988)

Seja f: R — R uma fungao estritamente decrescente, isto é, quaisquer x e y reais com x < y tem-
se f(x) > f(y). Dadas as afirmagées:

l. f éinjetora;

Il. f pode ser uma fungao par;

lll. Se f possui inversa entdo sua inversa também é estritamente decrescente.
Podemos assegurar que:

a) apenas as afirmagoes | e Ill sdo verdadeiras.

b) apenas as afirmagoes Il e lll sdo falsas.

c) apenas a afirmacao | é falsa.

d) todas as afirmacgdes sdao verdadeiras.

e) apenas a afirmacdo Il é verdadeira.

80. (ITA/1986)

Consideremos as seguintes afirmagdes sobre uma fungao f: R — R.
I. Se existe x € R tal que f(x) # f(—x) entdo f ndo é par;

Il. Se existe x € R tal que f(—x) = —f(—x) entdo f é impar;

lll. Se f é par e impar entdo existe x € R tal que f(x) = 1;

IV. Se f é impar entdo f o f (f composta com f) é impar.

Podemos afirmar que estao corretas as afirmag¢des de nUmeros

a)lelv.
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b) 1,1l elV.
c)lell.
d)lelv.
e)l, llell.

81. (ITA/1985)
Dadas as sentengas:

I. Sejam f: X —» Y e g:Y — X duas fungdes satisfazendo (g o f)(x) = x, para todo x € X. Entdo f

é injetiva, mas g ndo é necessariamente sobrejetiva;

Il. Seja f:X = Y uma fungdo injetiva. Entdo, f(A) N f(B) = f(AN B), onde A e B sdo dois

subconjuntos de X;

IIl. Seja f: X — Y uma fungdo injetiva. Entdo, para cada subconjunto Ade X, f(A¢) c (f(A))C onde
c
A°={xeX|x¢Ale(f(A) ={xeYIx¢&f(A)}

podemos afirmar que esta (estao) correta(s):
a) As sentencgas | e ll.

b) As sentencgas Il e lll.

c) Apenas a sentengal l.

d) As sentencas | e lll.

e) Todas as sentengas.

82. (ITA/1982)

Seja f: R — R definida por f(x) = {ii—z sex# b ¢ f(f(x)) = x para todo x real, entdo
-1, sex=-b

a)ab = —2.

b) ab = —1.

c)ab = 0.

d)ab = 1.

e)ab = 2.

83. (ITA/1980)

Sejam A e B subconjuntos nao vaziosde Re f: A —» B, g: B - A duas fungdes taisque f o g = I,
onde I é a fungao identidade em B. Entao podemos afirmar que:
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a) f é sobrejetora.
b) f é injetora.

c) f é bijetora.

d) g é injetora e par.

e) g é bijetora e impar.

84. (ITA/1978)

Sejam [ o conjunto dos numeros reais e f uma fungdo de @ em (. Se B c R e o conjunto f1(B) =
{x € R: f(x) € B}, entdo:

af(f®)cs.

b)f(f‘l(B)) = B se f é injetora.
of(f (@) =B.

d) f71(f(B)) = B se f é sobrejetora.

e) n.d.a.

85. (ITA/1976)

Considere g:{a, b, c} = {a, b, c} uma fungdo tal que g(a) = b e g(b) = a. Entdo, temos:
a) a equacdo g(x) = x tem solugao se, e somente se, g é injetora.

b) g é injetora, mas nao é sobrejetora.

c) g é sobrejetora, mas nao é injetora.

d) se g ndo é sobrejetora, entdo g(g(x)) = x para todo x em {a, b, c}.

e) n.d.r.a.

86. (ITA/1974)

Sejam A, B, e D subconjuntos ndo vazios do conjunto @ dos nimeros reais. Sejam as fungdes f: A —

B,g:D — A, e afungdo composta (f 0 g): E — K. Entdo os conjuntos E e K sdo tais que:
a)EcAeK c D.

b)E c Be K D A.

c)E>D,D+FEeKCcB.

dJEcDeK c B.
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e) n.d.a.

87. (IME/2019)

Definimos a fungao f:N — N da seguinte forma:

f(0)=0

=1
f2n)=f(n), n>1
f2n+1)=n% n>1

Definimos a fung¢do g: N — N da seguinte forma: g(n) = f(n)f(n + 1).
Podemos afirmar que:

a) g é uma funcao sobrejetora.

b) g é uma fungao injetora.

c) f é uma fungao sobrejetora.

d) f é uma fungdo injetora.

e) g(2018) tem mais do que 4 divisores positivos.

88. (IME/2018)

Considere as alternativas:

I. O inverso de um irracional é sempre irracional.

Il. Sejaafungdo f: A — B e X e Y dois subconjuntos quaisquerde A,entdo f(X NY) = f(X) n f(Y).
lll. Seja a fungdo f: A —» B e X e Y dois subconjuntos quaisquer de 4, entdo f(XUY) = f(X)U
f).

IV. Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, entdo A N B = A se, e somente se, B C A.

Obs.: f(Z) é aimagem de f no dominio Z.

Sao corretas:

a) |, apenas.

b) I e lll, apenas.

c) ll elV, apenas.

d) I eV, apenas.

e) ll e lll, apenas.

89.-(IME/2018)
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Seja f(x) uma fung¢do definida no conjunto dos nimeros reais, de forma que f(1) =5 e para
qualquer x pertencente aos numeros reais f(x +4) > f(x)+4ef(x+1) < f(x) + 1.

Seg(x) = f(x)+ 2 —x,ovalorde g(2017) é:
a)2

b) 6

c)13

d) 2021

e) 2023

90. (IME/2017)

O sistema de inequag6es abaixo admite k solugdes inteiras.

x2—-2x—-14
_— >

X
x<12

3

Pode-se afirmar que:
aJ0<k<2
b)2<k<4
c)4<k<6
d6<k<8
e)k>8

91. (IME/2016)

Sejam as fungdes f,, paran € {0,1,2,3, ...}, tais que: fo(x) = 11: ef.(x)= fo(fn_l(x)), para
n = 1. Calcule f2016(2016)'

92. (IME/2010)

Sejam as fungdes f:R - R, g: R — R, h: R — R. A alternativa que apresenta a condi¢ao necessaria
para que se f(g(x)) = f(h(x)), entdo g(x) = h(x) é

a)f(x) =x
b) £(f (%)) = f(x)
c) f é bijetora

d) f é sobrejetora
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e) f é injetora

93. (IME/2009)

Sejam f uma funcao bijetora de uma variavel real, definida para todo conjunto dos nimeros reais,
e as relagdes h e g, definidas por: h: R? - R?: (x,y) — (xz,x - f(y)) e g:R? - R%: (x,y) >
(x3, x— f(y)). Pode-se afirmar que

a) h e g sao sobrejetoras.

b) h é injetora e g sobrejetora.
c) h e g nao sao bijetoras.

d) h e g ndo sao sobrejetoras.

e) h ndo é injetora e g é bijetora.

94. (IME/2007)
Considere os conjuntos A = {(1,2),(1,3),(2,3)} e B ={1,2,3,4,5}, e sejaa fungdo f: A — B tal

que:
fx,y)=x+y

E possivel afirmar que f é uma fungio:

a) injetora

b) sobrejetora

c) bijetora

d) par

e) impar

95. (IME/1976)

S3o dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F c E, talque F = {a, b}. Denote por P(E) o conjunto das

partes de E e considere, em P(E), a relagdo R, tal que
XRYSFnX=FnY

a) Verifique se R é uma relagdo de equivaléncia.

b) Z c P(E). Determine Z, sabendo-se que Z N F = {b}.

c) W c P(E). Determine W, sabendo-se que FN W = 0.

Obs.: P(E) tem 16 elementos. < significa “se e somente se”.

96. (IME/1972)
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Seja A um conjunto ndo vazio e R uma relagdao em A, reflexiva e transitiva. Definimos a relagdo S,

em A4, por:
xSy se e somente se xRy e yRx.

a) Mostre que S é uma relacdo de equivaléncia em A. Caracterize as classes de equivaléncia

determinadas por S em A4, quando R é uma relagao de ordem.
b) Determine explicitamente o conjunto quociente A/S, quando
R=[(AnB)x(AnB)|]U[(A—B)x(A— B)],

onde B é um conjunto n3o vazio.

GABARITO

58.a
59.I.F II.F
60.e

61. Falsa.
62.a

63. Demonstragao
64.d

65.9g é par
66.2a

67.b

68.e

69.d

70.e

71.a

72.c

73.a

74.a) Demonstracdo; b) f1(x) = _xx__+23
75.d

76.2a

77.e

78.c

79.a

80.a

81.b

82.d

83.a

84.b

85.e

86.d

87.e

AULA 03 — INTRODUCAO AS FUNCOES 177



5 Estratégia

Militares

88.b
89.b
90.d
1

91‘f2016 (2016) - -

2015
92.e
93.e
94.a

Prof. VictorSo

95. a) Demonstracdo b)Z € {{b}, {b,c},{b,d},{b,c, d}} o)W e {(D, {c},{d},{c, d}}
96. a) [yl={x€eAlx=y} b) A/)S= {{y EANB)|y= x}|x € (AnB)} U{{y € (4-

B)ly = x}|x € (A — B)}

RESOLUCAO

58. (ITA/2018)

Considere as fungées f,g: R — R dadas por f(x) =ax+b e g(x) =cx+d, com a,b,c,d €

R,a+0ec+0.Sef log ! = g-lof1, entdo uma relagdo entre as constantes a, b, c e d é dada

por

a)b+ad =d + bc
b)d + ba =c+db
cJa+db=b+cd
db+ac=d+ ba

e)jc+da=b+cd

Comentarios

Vamos encontrar as inversas f 1 e g

Encontrando as compostas:
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-1.
f(x)=ax+b
y=fx)>y=ax+b

_y—b
a

1y _Y—Db
= f (y)——a

gx)=cx+d

X

y=gx)=>y=cx+d
_y—d
o

_ y—d

X
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Friogmit) = f g i) = L0

(x;d)_b:x—d—bc

a ac
—d->b
= f—log—l(x) — %

_1 _d
g7l 1) = g iG] = L0l
(x;b)_d_x—b—ad
c B ac

—b—ad
=g lof TH(x) = %

A relacdo entre as constantes serd dada por:

f—log—l(x) — g—lof—l(x)
x—d—bc_x—b—ad

ac ac
x—d—bc_x—b—ad
ac B ac

—d —bc=—-b—ad
=>b+ad=d+ bc

Gabarito: “a”.

59. (ITA/2017/Modificada)

Sejam X e Y dois conjuntos finitos com X c Y e X # Y. Considere as seguintes afirmacgdes:
I. Existe uma bijecao f: X - Y.

Il. Existe uma fung¢do injetora g: Y — X.

Classifique-as.
Comentarios
Se X e Y sdo dois conjuntos finitos, X c Y e X # Y: n(X) < n(Y).

l.n(X) < n(Y). Entdo uma fungdo de X em Y implica que Im(f) # Y, ja que o nimero de
elementos do dominio X é menor que o numero de elementos do contradominio Y. E pela
definicdo de fungdo, um x € X ndo pode ser transformada em dois valores y € Y. Logo, f ndo é
sobrejetora. Consequentemente, f nao é bijetora.

Falsa.

Il. Da defini¢cdo de fungdo, g: Y — X implica que todos os elementos do dominio Y devem
ser transformados nos elementos pertencentes ao contradominio X (ndo obrigatoriamente
todos). Entdo, teremos obrigatoriamente 3y,,y, € Y, tal que g(y;) = g(y,). g ndo é injetora.
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Gabarito: I.F II. F

60. (ITA/2014)

Considere as fungdes apenas f,g:Z - R, f(x) = ax + m, g(x) = bx + n, em que a, b, m e n sdo
constantes reais. Se A e B sdo as imagens de f e de g, respectivamente, entao, das afirmacgdes

abaixo:

I.SeA =B,entdoa =bem = n;

II.SeA =7,entdoa = 1;

lll.Sea,bbm,n € Z,coma=bem = —n, entdao 4 = B,
E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas II.

c) apenas lll.

d) apenaslell

e) nenhuma.
Comentarios

l. Suponha f(x) = x e g(x) = —x + 1. O dominio das func¢des f e g é o conjunto Z e a
imagemde féA=ZedegéB =1.

A=B
a=1#-1=0b
m=0+1=n
~Falsa.
Il. Se tomarmos f(x) = —x,temos A = Zea = —1.
~Falsa.

ll. Vamos tomar f(x) =3x + 1e g(x) = 3x — 1.
3,11 € Z e satisfaz a condicdoa =bem = —n.
f(3)=3-3+1=10
Se A = B, entdo devemos ter um x € Z, tal que g(x) = 10.
gx)=3x—-1=10

ey
X=73

Nao temos x € Z, tal que 10 € B.
Logo, A # B. Falsa.
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Gabarito: “e”.

61. (ITA/2014/Modificada)

Classifique a afirmagao:

Sejama,b,c € R,coma < b < c.Se f:[a,c] — [a, b] é sobrejetora, entdo f ndo é injetora.
Comentarios

Essa questdao é um exemplo de como o ITA gosta de generalizar resultados. Normalmente,
afirmagdes assim sdo falsas.

Com o tempo, ganharemos experiéncia e ndo precisaremos gastar tempo para encontrar
uma fungdo que sirva de contra-exemplo. Veja o grafico da fungdo f abaixo:

f(z)=az +3

a<b<e

o
a

Podemos usar a funcdo f(x) = ax + B, tal que a e B seja os coeficientes do gréfico da
fungdo acima. Essa reta é sobrejetora em [a, b] e injetora. Logo a afirmacdo é falsa.

Poderiamos resolver também analiticamente. Vamos tentar encontrar um contra-exemplo
gue seja sobrejetora e injetora. A fungdao mais simples que podemos usar é a fung¢ao de primeiro
grau.

Seja f(x) = ax + B, encontrando « e B tal que f: [a,c] = [a, b]:
fl@=aa+p=a )
fc)=ac+p=»b (I

uan - (:
a(c—a)=b—a:a=b_a
cC—a
(b —a)
fo ="+ h
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Substituindo x = a e sabendo que f(a) = a:

Prof. VictorSo

(b —a)
flay=———a+f=a
,8=a—(b_a)a=a<1—(b_a)>=a(c_b)
c—a c—a c—a
) = (b—a)a_l_a(c—b)
c—a c—a
f:la,c] - [a, b] é uma fungdo bijetora.
~Afirmacao falsa.
Gabarito: Falsa.
62. (ITA/2013)
Considere as fungdes f, g, f + g: R — R. Das afirmagdes:
I. Se f e g sdo injetoras, f + g é injetora;
Il. Se f e g sdo sobrejetoras, f + g é sobrejetora;
lll. Se f e g ndo sdo injetoras, f + g ndo é injetora;
IV. Se f e g ndo sdo sobrejetoras, f + g nado é sobrejetora;
E (sdo) verdadeira(s)
a) nenhuma.
b) apenaslell.
c) apenaslelll.
d) apenaslil e lV.
e) todas.
Comentarios
l. Vamos supor f(x) = x e g(x) = —x, ambas sdo fun¢des injetorasem R.Se h = f + g:

h(x)=f)+g9gx)=x—x=0
h(x) =0

h ndo é uma funcdo injetora.
~Falsa.
II. Usando o contra-exemplo da |, temos:

flx) =x

gx) = —x

h(x) =f(x) + gx) =0

f e g sdo sobrejetoras em R, mas h = f + g ndo é sobrejetora (Im(h) = {0} # R).
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ll. Vamos supor f(x) =(x+1)2=x?+2x+1eglx) =—-(x—1)? = —x2+2x — 1.

Ambas ndo sdo injetorasem R.Se h = f + g:
h(x) = f(x) + g(x) = (x? +2x + 1) + (—x? + 2x — 1) = 4x
h(x) = 4x

h é injetora.

~Falsa.

IV. Usando o mesmo contra-exemplo da lll:
fx)=x*+2x+1
gx) =—x*+2x—-1

h(x) = f(x) + g(x) = 4x
f e g ndo sdo sobrejetoras em R e h é sobrejetora em R.
~Falsa.

Gabarito: “a”.

63. (ITA/2010)

Seja f: R — R bijetora e impar. Mostre que a fungdo inversa f~1: R — R também é impar.

Comentarios
Vamos provar por absurdo.

Supondo que f ! n3o seja impar, entdo Iy € R, tal que f~1(—=y) = —f "1 (¥).
Definindoa = f~1(—y)eb = f~1(y), a,b € R, temos:

fFE #7100

a+*—b
Da condicao de injetora:
fa) # f(=b)
Como f é impar:
f(=b) = =f(b)
Dessa forma, encontramos:
f(a) # —f(b)

Substituindoa = f~1(=y) e b = f1(y):
fUE) == (F )

Usando as propriedades da inversa:
-y #*—)
—yF-Y
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~ Absurdo!

Portanto, f ! também é impar.

Gabarito: Demonstragao.

64. (ITA/2010)

Sejam f, g: R — R tais que f é par e g é impar. Das seguintes afirmacoes:
I. f- g éimpar,

Il. fogépar,

lll. g o f é impar,

E (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenas lll.

d) apenas| elll.

e) todas.
Comentarios
l. f-g éimpar
Vamos definir h(x) = f(x)g(x). Desse modo:
h(=x) = f(=x)g(—x)
fépar= f(x) =f(—x)
g éimpar= g(—x) — g(x)
h(=x) = ) [-g()] = —f(x)g(x) = —h(x)
~ héimpar= f g éimpar
Verdadeira.
Il. fogépar
Definindo H(x) = (f 0 g)(x) = flg(x)]. Temos:
H(—x) = flg(=x)]
g impar = g(—x) = —g(x)
fpar = f(=x) = f(x)
H(=x) = fl=g()] = flg(x)] = H(x)
~ Hépar= fogépar
Verdadeira.

. g o f éimpar
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Definindo s(x) = (g o f)(x) = g[f (x)]. Temos:
s(=x) = glf (=2)] = glf ()] = s(x)
~sépar=>gof épar
Falsa.

Gabarito: “d”.

65. (ITA/2006)

Seja f:[0,1) — R definida por

flx) = X
2x — 1, —<x<1
2
Seja g: (—%,%) — R dada por
f( +1) L cx<o
X+ - -——<x
2)’ 2
g(x) = 1 1
— — < —
1 f<x+2), 0_x<2

Com f definida acima. Justificando a resposta, determine se g é par, impar ou nem par nem impar.
Comentarios
Precisamos verificar a paridade da fungdo g.
g esta definido em dois intervalos distintos.

Supondo —1/2 < x < O:

g =1 (x+5)

2
1
3 <x<0
Usando as propriedades da desigualdade:

1 1 1 1
—§+§<x+§<0+z

1 1

0<x+ E < E

Dessa forma:

( +1)—z( +1) 0<xts<o
flr+z)=2lx+3)0<x+5<3
1
g(x)=2x+1,—§<x<0

Para0 <x <1/2:
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UL ETAVEL Y S
flxtz)=2xtg)-by=sx+y

g(x)=1—[2(x+%)—1]=1—2x
gx)=1-2x,0<x<=

1
1+ 2x, —E<x<0
gx) = 1
1— 2x, 0<x<-=

Representando a fungdo g no plano cartesiano:

| =
b | =
L]

g(x) = g(—x), logo g é par.
Gabarito: g é par

66. (ITA/2005)

SejaD:R — {1} e f: D - D uma fungao dada por
x+1
x—1

f(x) =
Considere as afirmacgodes:
I. f é injetiva e sobrejetiva.
Il. f é injetiva, mas nao sobrejetiva.

. f(x) + f(i) = 0,paratodox € D,x # 0.
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IV. f(x)f(—x) = 1, para todo x € D.
Entao, sao verdadeiras

a) apenas |l elll.

b) apenaslelV.

c) apenasll elil.

d) apenas|, lll e IV.

e) apenasll, lllelV.
Comentarios
I. Vamos verificar se f é injetora.

Vxq,x, € D:

flx) = f(xz)
xp+1 x+1

x,—1 x,—1
(e + Dy —1) =z + Dxy — 1)
X1Xy— X1+ x; —1=x1x,—x, +x;— 1
X4%5 — X1 + X1 = x3%5 — x, + x>
2x, = 2x4
X2 = X1

=~ f éinjetora
Agora, verificamos se f é sobrejetora.

y€ERey = f(x), temos:

x+1

YT r-1
yx—1)=x+1
yx—y=x+1
yx—x=y+1
x(y—-1D=y+1

y+1

x=m

Analisando a condicdo de existéncia:
y=—1#0=>y+#1

Logo, temos:

Im(f) =R—-{1}=D

~ f é sobrejetora
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Portanto, afirmacao verdadeira.

[l. Como visto na |, f é injetiva e sobrejetiva. Afrmacao falsa.

ll. Vamos calcular f(x) + f(%) parax # 0 e Vx € D:

1
x+1 }"‘1 x+1 14+x x+1 x+1
+ = + = + =0
x—1 1_1 x—1 1-x x—-1 (-D(x-1)
X

Fe+r(3) =

~Afirmacao verdadeira.
IV. f(x)f(—x) = 1,Vx € D.

@ PEGADINHA

Temos uma pegadinha nessa afirmagdo. Se ndo nos atentdssemos a esse detalhe
acabariamos marcando como verdadeira. Veja:

(x+D(=x+1) —x*+1
(x—1)(=x—-1) —x2+1

Mas, x esta definida no conjunto D = R — {1}. Setomarmos x = —1 € D, temos f(—x) =
f(=(=1)) = f(1) e sabemos que 1 & D. Logo, f(—x) n3o est4 definida para todo x € D.

f)f(=x) =

~Falsa.

Gabarito: “a”.

67. (ITA/2005)

Considere os conjuntos S = {0,2,4,6},T = {1,3,5} e U = {0, 1} e as afirmagdes:
.{0}eSeSNU =+ 0.

{2} csS\UeSNTnNnU={0,1}.

lll. Existe uma fungdo f: S — T injetiva.

IV. Nenhuma fungdo g: T — S é sobrejetiva.
Entdo, é (sao) verdadeira(s):

a) apenas I

b) apenas IV.

c) apenasle V.

d) apenasli e lll.

e) apenasllilelV.

Comentarios
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I. Falsa.

Temosque 0 € Se {0} ¢ S. Além disso, SN U = {0} = 0.
Il. Falsa.
Temosque S\U =S —U ={2,4,6}e{2} c{2,4,6}, masSNTNnU = Q.
[ll. Da defini¢cdo de fungdo injetora, se f: S => T:
(Vx1,%, € )y # x5, = f(xy) # f(x3))

f éfuncdode S em T, entdo, todos os elementos de S devem ser transformados em algum
elemento de T. Como n(S) > n(T), é impossivel criar uma fun¢3o que satisfaca as condicbes da
injetora.

~Afirmacao falsa.
IV.g:T - S

Da definicdo de funcdo, um elemento ndo pode ser transformado em dois numeros
distintos. Entao, temos:

n(T) < n(S) = Im(g) # S = g nio é sobrejetora
~Afirmacao verdadeira.

Gabarito: b

68. (ITA/2002)

Sejam a, b, c reais ndo-nulos e distintos, ¢ > 0. Sendo par a fun¢do dada por

f(x) =ax+b,—c<x<c
x+c

Entdo f(x), para —c < x < ¢, é constante e igual a

a)a+b

b)a+c

c)c

d) b

e)a

Comentarios
Se f é uma fungdo par no intervalo | — ¢, c¢[, podemos escrever:
fx)=f(—x),—c<x<c
a(-x)+b ax+b
(—x)+c “x+tc

Simplificando a equacao:
(—max+b)(x+c) =(ax +b)(—x +¢)

—ax?® —acx + bx + bc = —ax® + acx — bx + bc
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—ax? — acx + bx + b€ = =ax? + acx — bx + bt

2bx = 2acx
2bx = Zacx
Encontramos a relagao:
b = ac

Substituindo b na fungao f, obtemos:

ax+b ax+ac alx+c) alx+7)
flx) = = = = =q-c<x<c

x+c x+c x+c (x+7)

Gabarito: “e”.

69. (ITA/1999)

Sejam f, g, h: R — R fungbes tais que a fungdo composta ho g o f:R — R é a fungao identidade.

Considere as afirmacgodes:

I. A fungao h é sobrejetora.

Il. Se xy € R é tal que f(xy) = 0, entdo f(x) # 0, para todo x € R com x # x,.
lll. A equagdo h(x) = 0 tem a solugdo em R.

Entao:

a) Apenas a afirmacgao (l) é verdadeira.

b) Apenas a afirmacao (ll) é verdadeira.

c) Apenas a afirmacao (lll) é verdadeira.

d) Todas as afirmacgOes sao verdadeiras.

e) Todas as afirmagoes sao falsas.
Comentarios

O enunciado dizque h 0 g o f é a fungdo identidade, entdo podemos escrever:

(hogo &) =h(g(fF@)) ==

Vamos analisar as afirmacgdes:

I. A funcdo h é sobrejetora.

Vamos provar por reducdo ao absurdo. Supondo que h ndo seja sobrejetora e h: A —» B,
podemos encontrar b € B tal que h (g(f(x))) # b paratodox € R.

Dessa forma, tomando x = b e substituindo na funcdo composta:

h(g(F®))) # b

Dado a hipétese de h 0 g o f ser a fungdo identidade, chegamos a um absurdo.

Logo, h é sobrejetora.
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~Verdadeira.
Il. Vamos reduzir ao absurdo.
Supondo que exista a € R com a # x, e f(a) = 0. Temos:

(@) = 0= f(a) = f(xo)
= h(g(f@)) = h(g(f x)))

=>a= Xy
Pela hipdtese inicial, a # x,. Logo, chegamos a um absurdo.
~Verdadeira.

1. J& provamos que h é sobrejetora de R em R. Entdo, Im(h) = R. Podemos encontrar
x € R tal que h(x) = 0.

~Verdadeira.
Gabarito: “d”.
70. (ITA/1999)
Considere as fungées f e g definidas por f(x) = x — (E), parax # 0eg(x) = xx?, parax # —1.0

conjunto de todas as solug¢des da inequagao

(gof)® < g(x)
E
a) [1, +oof
b) ] — o0, =2
c)[—2,—-1]
d]—-1,1]

e)]—2,-1[U]1, +oof
Comentarios
Vamos encontrar a fungdo g o f:

(goHx) = glf(0)]
2

X
x)] = —=*—
glf ol (x—%)+1

Da condigdo de existéncia de g o f:

De f temos x # 0.

2
f(x)¢—1:>x—;¢—1
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(x?+x-2)
— %0
X
x+2)(x—-1
( )x( )¢O=>x¢—2ex¢1
Simplificando g o f:
x—g x? =2 x? =2
— X — X _ X
g[f(x)]—(x_g)+1_x2—2+1_x2—2+x
x X X
Comox # O:
x? =2
g[f(x)]—m

Analisando a inequagao:

(goflx) <gX)

x%2 -2 - X
x2+x—2 x+1
x%2 =2 X

<
x+2)(x—1) x+1
Desenvolvendo a inequagao:
x?—2 x
- <
x+2)(x—1) x+1
(x2=2)x+1)—x(x+2)(x—1)
x+2)(x—Dx+1)
x3+x?—2x—2—-x(x*+x—2)
x+2)(x—1Dx+1)
x34+x%—2x—2—x3—x%+2x
x+2)(x—1Dx+1)
-2
<
(x+2)x—1)(x+1)
Como —2 < 0, devemos ter (x + 2)(x — 1)(x + 1) > 0.

0

<0

<0

0

Representando o sinal das raizes da inequac¢ao acima no eixo real, encontramos:
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—2 -1 1
* * . .
A I S S + i
S + |
Y - |
(@ +2)(@ — 1)@ +1) - i+ - g
o o o

O intervalo de solugbes que procuramos possui sinal positivo, logo:

Gabarito: “e”.

71. (ITA/1998)

Sejam as fungdes f: R > Re g:A c R — R, taisque f(x) = x> —9e (f 0 g)(x) = x — 6, em seus

respectivos dominios. Entao, o dominio A da fun¢ao g é:
a)[—3,+oof
b) R
c) [=5, +oo
d)] — o0, —1[ U [3, +oo[
e)] — ,V6|
Comentarios
Do enunciado, temos:
f(x)=x*-9
(fog)lx)=x—-6
Vamos manipular f(x) para encontrar g(x):
(f 0 9)(x) = flg(x)]
flgl=[g)]?-9=x-6
[9()]? =x+3
O contradominio de g é o conjunto dos reais, logo:
[g(x)]?=>0=>x+3=>0
x=-3
O dominio da fung¢do g é dado por:
A =[=3,+oo]
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Gabarito: “a”.

72. (ITA/1997)

Se Q e I representam, respectivamente, o conjunto dos numeros racionais e o conjunto dos

numeros irracionais, considere as fungées f, g: R — R definidas por

Fx) = {0,sex eEQ

1,sexel

_(1,sex€eQ
9(x) _{0,sexE]I

Seja J aimagem da fun¢do composta f 0 g:R — R.

Podemos afirmar que

a)J =R
b)J =Q
o] ={0}
d)J = {1}
e)J ={0,1}

Comentarios
Vamos analisar a imagem da fungdo composta f o0 g.
fogl)=flg(x)]

1)xeQ->gx)=1

1eQ-flg]l=f(1)=0
2)xel-»>gx) =0

0€Q~- flgl)]=f(0)=0
Logo, para qualquer valor de x € R, temos Im(f o g) = {0}.

Gabarito: “c”.

73. (ITA/1996)

1+2x
1-x2’

X
1+2x’

xeER-{-1,1}egx) =

Considere as fungoes reais f e g definidas por f(x) = X €

a3

O maior subconjunto de R onde pode ser definida a composta f o g, tal que (f 0 g)(x) < 0, é:

a)]-1,—5[u]-3,—I
b)] -0, —1[U] -3, 5]
0] =0, —1[U] = 3,1
d) 11, oo
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1
e) ] 33 [
Comentarios

A questdo pede o maior subconjunto dos reais onde a fungdo composta (f 0 g)(x) <0
esta definida.

Vamos encontrar a fungdo composta:

X
1+2 1
fog() = f(g(x)) = (1,;* ), -5
1= (1 + Zx)
1 - e A X
x # —-, condicao de existéncia de ( )
2 1+2x
Simplificando a funcao:
14+ 2x+ 2x
14+ 2x
flg(0) = (1+2x)2%2 —x2
(1+ 2x)?

*A+2x)2—x2=1+2x—x)1 +2x+x) = (1+x)(1+ 3x)

(1+4x)(1 + 2x)
fle®) =G saT3n

Temos como condicdo de existéncia da fungao composta:

1+x#0>x % —1
14+3x#0=x# —1/3

L 1
XFTy
Devemos satisfazer:
flg)) <o

(1+4x)(1 + 2x)
(1+x)(1+3x)

Vamos encontrar o sinal da fungdo composta, representando-a no eixo real.

Primeiro devemos estudar o sinal das fung¢des (1 + 4x), (1 + 2x), (1 + x) e (1 + 3x).
Encontrando as raizes dessas fungoes:

N1+4x=0>x=—1/4

2)14+2x=0=x=—-1/2

3)1+x=0=>x=-1

4)1+4+3x=0=>x=-1/3

Representando cada uma no eixo real e combinando os resultados para encontrar o quadro
de sinais, obtemos:
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1 1 1
-1 "2 -3 "4
. . e e -
1+ 4z — L i _ | — i +
| - - L T
fg(z)) + — + — +
{il—.li.—l.—.lﬂ.ldb dbl-IriIhlI-Il-Ir‘;

Assim, o intervalo que satisfaz a condicao f(g(x)) <0é:
x€]—-1,-1/2[v]—-1/3,—-1/4

Gabarito: “a”.

74. (ITA/2009)

2x+3
x+1°

Seja f: R\{—1} — R definida por f(x) =

a) Mostre que f é injetora.
b) Determine D = {f(x);x € R\{-1}}e f"1: D - R\{-1}
Comentarios
a) Basta mostrar que, Va, b € R\{—1}, temos f(a) = f(b) = a = b.
2x+3_2(x+1)+1_

1
= = =24+ ——Vx € R\{—1
f(x) x+1 x+1 +x+1 x \{ }

1 1 1 1
fla=fb) =2+~ =2+7"7=>—7=777

>a+1=b+1=>a=»>b

Logo, f éinjetora.

b) O conjunto imagem de f sera determinado passo a passo. Nas implicagdes abaixo, o
dominio D' € R é o maior dominio em que cada funcdo esta definida, e o contradominio é R.

Im (xH%) = R\{0} = Im (x Hﬁ)= R\{0} = Im (f) = Im (x - 2+
= R\{2}
Logo, D = R\{2}.

Para encontrar f 71, escreve-se y = f(x) e isola-se a variavel x.

x+1)
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= = == = = — —
Y x+1 x+1 x y—2 = x y—2 y—2
—-x+3

Portanto, f~1: R\{2} » R\{—1}, f1(x) =

x—2

Gabarito: a) Demonstragdo; b) f~1(x) = —;x_f

75. (ITA/1994)

Dadas as fungdes reais de variavel real f(x) = mx + 1 e g(x) = x + m, onde m é uma constante

real com 0 < m < 1, considere as afirmacgoes:
L.(fof)(x)=(go f)(x),paraalgumx € R;
Il. f(m) = g(m);

lll. Existe a € R tal que (f 0 g)(a) = f(a);
IV. Existe b € R tal que (g o f)(b) = mb;
V.0< (gog)(m) < 3.

Podemos concluir que:

a) todas sdo verdadeiras.

b) apenas quatro sdo verdadeiras.

c) apenas trés sao verdadeiras.

d) apenas duas sdo verdadeiras.

e) apenas uma é verdadeira.
Comentarios
l. Verdadeira.
FoN)=fFfX)=mmx+1)+1=m?x+m+1
Go N =g(f))=mx+D+m=mx+m+1
Em particular, (f 0 f)(0) =m+ 1 = (g o f)(0).
Il. Falsa.
fm)=g(m)>m?*+1=2m= (m—1)?>=0=m = 1, absurdo.
[l Falsa.
(fog)) =f(glx)=mbx+m)+1=mx+m?+1
(fog)a)=f(a)»>ma+m?+1=ma+1=>m?=0=m=0,absurdo.
V. Falsa.
(gof)(b)=mb=>mb+ m+1=mb=>m+1=0>m= —1, absurdo.
V. Verdadeira.
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(gog)() =g(gx) = (x +m) +m = x + 2m
(g og)(m) =3m.
Como0<m<1,temos0<3m=(gog)(im)<3.
Gabarito: “d”

76. (ITA/1992)

Dadas as fungées f:R - R e g: R — R ambas estritamente decrescentes e sobrejetoras, considere

h = f o0 g. Entao podemos afirmar que:

a) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa é estritamente crescente.

b) h é estritamente decrescente, inversivel e sua inversa é estritamente crescente.
c) h é estritamente crescente, mas ndo é necessariamente inversivel.

d) h é estritamente crescente, inversivel e sua inversa é estritamente decrescente.

e) n.d.a.
Comentarios
Dados x,y € R, x < y, temos:
g estritamente decrescente = g(x) > g(y)
f estritamente decrescente = f(g(x)) < f(g(»))

Logo, h(x) < h(y) Vx,y € R,com x < y = h é estritamente crescente = h é injetora.

Dado c € R:
f sobrejetora = 3b € R tal que f(b) = c.
g sobrejetora = 3a € Rtalque g(a) = b = f(g(a)) =c.
Logo, Vc € R,3a € R tal que f(g(a)) = ¢ = h é sobrejetora.

Portanto, h é bijetora. Logo, admite inversa. Da definicio de fung¢do inversa,
(hoh™H)(x) =(h o h)(x) Vx ER.

h estritamente crescente < [x >y © h(x) > h(y)] [h‘l(h(x)) > h‘l(h(y)) =
h(x) > h(y)] & h™1 estritamente crescente.

Gabarito: “a”

77.(ITA/1991)
Considere as afirmagodes:

I.Se f: R — R é uma fungao par e g: R - R uma fungao qualquer, entdao a composi¢do g o f é uma

fungao par;
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Il. Se f:R — R é uma fungdo par e g: R — R uma fung¢do impar, entdo a composi¢cdo f 0 g é uma

fungao par;

IIl. Se f: R — R é uma fungdo impar e inversivel entdo f~1: R — R é uma fungdo impar.
Entdo:

a) Apenas a afirmagdo | é falsa.

b) Apenas as afirmagoes | e Il sdo falsas.

c) Apenas a afirmacgao lll é verdadeira.

d) Todas as afirmagGes sdo falsas.

e) n.d.a.

Comentarios

l. Verdadeiro.
(o) =g(f(-0) =g(f(x) = (go Hx) = gofépar
Il. Verdadeiro.
(Fog)(=x) = f(g(=0)) = f(=g(0)) = f(g()) = (Fog)(x) = f o g épar.
1. Verdadeiro.

Denote-se por Graf (f) o grafico da fungdo f, isto é, Graf (f) = {(x,y) € R? | y = f(x)}
Dado que f é inversivel, Graf (f~1) é uma reflexdo de Graf (f) em relacdo aretar:y =
x, pois Graf(f D ={yeR|y=f"0)}={(xy) eR*|x= f(M}={(y,x) €
R* |y = f(x)}.
Como, f éimpar & V(a,b) € R?,(a,b) € Graf (f) = (—a,—b) € Graf (f), temos:
(x,y) € Graf (f 1) = (v,x) € Graf (f) = (—y,—x) € Graf (f) = (—x,—y) € Graf (f ).
Logo, como V(x,y) € R?,(x,y) € Graf (f 1) = (—x,—vy) € Graf (f), f~! é impar.

Gabarito: “e”

78. (ITA/1990)

x+2 sex<-1
Seja f: R — R a fungdo definida por {x?, se —1 < x < 1.
4, sex>1

Lembrando que se A c R entdo f~1(4) = {x € R: f(x) € A} considere as afirmagdes:
I. f ndo é injetorae f1([3,5]) = {4};

Il. f ndo é sobrejetorae f~1([3,5]) = f1([2,6]);

IIl. f éinjetora e f~1([0,4]) = [—2, +o].

Entao podemos garantir que:

a) apenas as afirmacgoes Il e 11l s3o falsas.
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b) as afirmacodes | e lll sdo verdadeiras.
c) apenas a afirmacao Il é verdadeira.
d) apenas a afirmacao lll é verdadeira.

e) todas as afirmagdes sao falsas.

Comentarios

-2

l. Falso. f71([3,5]) = (1, +x)

1. Verdadeiro. f71([2,6]) = f~1([3,5]) = (1, +=). Do grafico, vemos que f nido é
sobrejetora.

M. Falso. f ndo é injetora. f(—1) = f(1) = 1, por exemplo.

Gabarito: “c”

79. (ITA/1988)

Seja f: R — R uma funcao estritamente decrescente, isto é, quaisquer x e y reais com x < y tem-
se f(x) > f(y). Dadas as afirmagées:

l. f éinjetora;

Il. f pode ser uma fungao par;

lll. Se f possui inversa entdo sua inversa também é estritamente decrescente.
Podemos assegurar que:

a) apenas as afirmagoes | e Ill sdo verdadeiras.

b) apenas as afirmagoes Il e lll sdo falsas.
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c) apenas a afirmacgao | é falsa.
d) todas as afirmagoes sao verdadeiras.

e) apenas a afirmacdo Il é verdadeira.

Comentarios

. xzy=>x<youy<x=f(x)>f(ouf(y)>f(x)=f(kx)#f(y). logo, f ¢é
injetora.
ll. Se f fosse par, teriamos, Va > 0,a > —a = f(a) < f(—a) = f(a) # f(—a) = f(a),
absurdo.
lll.  Verdadeiro, pois:

f estritamente decrescente © [x >y & f(x) < f(y)] & [f‘l(f(x)) > f‘l(f(y)) =
f(x) < f(y)] & f1 estritamente decrescente.

Logo, apenas | e lll sao verdadeiras.

Gabarito: “a”

80. (ITA/1986)

Consideremos as seguintes afirmacdes sobre uma funcao f: R — R.
l. Se existe x € R tal que f(x) # f(—x) entdo f ndo é par;

Il. Se existe x € Rtal que f(—x) = —f(—x) entdo f é impar;
lll. Se f é par e impar entdo existe x € R tal que f(x) = 1;

IV. Se f é impar entdo f o f (f composta com f) é impar.
Podemos afirmar que estao corretas as afirmagoes de numeros
a)lelVv.

b) 1,1l elV.

c)lelill.

d)lelv.

e)l, el
Comentarios

l. Verdadeiro. A existéncia de tal x contraria a definicdo de funcdo par.

Il. Falso. Para que uma funcdo seja impar, deve valer para todo x no dominio (no caso R),
que f(x) = —f(—x). Afuncdo f(x) = x*> tem f(0) = 0 = —f(—0) mas n3o é impar
pois f(1) =1+ —1= —f(-1).

M. Falso. f pareimpar= f(—x) = f(x) = —f(x) = f(x) = 0Vx € R.

IV.  Verdadeiro. (f o f)(—x) = f(f (=) = f(=f () = —f(f(x)) = —=(f 0 /().

Gabarito: “a”

81. (ITA/1985)
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Dadas as sentengas:

I.Sejam f: X —» Y e g:Y — X duas fungées satisfazendo (g o f)(x) = x, para todo x € X. Entdo f

é injetiva, mas g nao é necessariamente sobrejetiva;

Il. Seja f:X —» Y uma fungdo injetiva. Entdo, f(A) N f(B) = f(AN B), onde A e B sdo dois

subconjuntos de X;
1. Seja f: X — Y uma funcio injetiva. Entdo, para cada subconjunto 4 de X, f(4¢) c (f(A))C onde
A°={xeX|x¢Ate(f(A)" = {xeY|x e fA)},
podemos afirmar que esta (estdo) correta(s):
a) As sentengas | e Il.
b) As sentencas Il e lll.
c) Apenas a sentengal l.
d) As sentengas | e lll.
e) Todas as sentengas.
Comentarios
l. Falso.
f éinjetiva: f(a) = f(b) = g(f(a)) = g(f(b)) = a=>b.
g € sobrejetiva: Dado x € X = contradominio de g, 3y = f(x) € Y tal que g(y) = x.
Il. Verdadeiro. Provam-se as duas continéncias:

Dadoy € f(A) N f(B),3a € A,b € B taisque f(a) = f(b) = y.Como f éinjetiva, a = b.
Portanto,a e ANB =y = f(a) € f(ANB).

Dado y € f(ANB),3x € ANB tal que y=f(x). Mas xEANB=>x€Aex €B >
y=fx) € f(A)nf(B).

Logo, para fungdes injetivas, f(4) N f(B) = f(A N B).

[l Verdadeiro.

Dadoy € f(A°),3x € A€ talquey = f(x).Suponha, por absurdo, que y & (f(A))C, isto
é,y € f(A).Entdo,Ix" € Atalquey = f(x').Mas f(x) =y = f(x") > x = x’, pois f é injetiva.
Isso é um absurdo, visto que x € A e x' € A. Portanto, y € (f(A))C, donde se conclui que
(4 < (F()".
Gabarito: “b”

82. (ITA/1982)

x+a
Seja f: R — R definida por f(x) = {E’ sex# b ¢ f(f(x)) = x para todo x real, entdo

-1, sex =—

a)ab = —2.
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b)ab = —
c)ab = 0.
d)ab = 1.
e)ab = 2.

Comentarios

Para x # —b:
x+a _— ) b
B x+b x+a+ax+ab (1+a)x+a+t+a
f6) = ﬁf(f()) X+a+b x+a+bx+b2_(1+b)x+a+b2
x+b
1+b=0
f(f(x))zx ila-(1+b)=0=b= —1,a# —1.
14+a=a+b?

Parax = —b=1:
1=-b=f(f(-b)) = f(-1).
Como—1# 1= —b, temos

1= f(—1)=:1J_”i

Logo, ab = (—1) - (—1) = 1.
Gabarito: “d”

>—-2=a—-1=>a= -1

83. (ITA/1980)

Sejam A e B subconjuntos ndo vaziosde Re f: A - B, g: B —» A duas fungdes taisque f o g = I,

onde I é a funcao identidade em B. Entao podemos afirmar que:
a) f é sobrejetora.
b) f é injetora.
c) f é bijetora.
d) g é injetora e par.
e) g é bijetora e impar.
Comentarios
Do enunciado, vale que f(g(x)) = x,Vx € B.
Dado b € B,3a = g(b) € Atal que f(a) = f(g(b)) = b = f é sobrejetora.
9@ =g9@ = f(g®) = f(9(@) = p = q > g éinjetora.

Gabarito: “a”

84. (ITA/1978)
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Sejam [@ o conjunto dos nimeros reais e f uma fun¢do de @ em [.Se B c R e o conjunto f~1(B) =
{x € R: f(x) € B}, entdo:

af(f®)cB.

b)f(f‘l(B)) = B se f é injetora.
Jf(f1(®)=B.

d) f~1(f(B)) = B se f é sobrejetora.

e) n.d.a.

Comentarios
y € f(f~%(B)) = 3x € f(B) tal que y = f(x).
x€f'(B)=f(x) €EB
Logo, y € f(f"*(B)) = y € B, isto é, f(f"1(B)) € B.

O candidato atento percebera que (d) = (a). Como s6 uma alternativa pode ser correta,
eliminard essa resposta antes mesmo de proceder qualquer outra deducao.

A alternativa d estd incorreta. Tome f ndo sobrejetora, com t € Im(f) = f(R). Entdo, se
B=A{t},f'(B)=0=f(f(B)=0=+B.

Gabarito: “b”

85. (ITA/1976)

Considere g:{a, b, c} - {a, b, c} uma fungdo tal que g(a) = b e g(b) = a. Entao, temos:
a) a equacdo g(x) = x tem solugdo se, e somente se, g é injetora.

b) g é injetora, mas nao é sobrejetora.

c) g é sobrejetora, mas nao é injetora.

d) se g ndo é sobrejetora, entdo g(g(x)) = x para todo x em {a, b, c}.

e) n.d.r.a.

Comentarios

g(x) = x tem solu¢do & a = b ou g(c) = c. Pode ser que c # a = b,g(a) = g(b) =
g(c) = a = b, ou seja, que haja solugdo sem que g seja injetora = (a) falso.

Do exemplo acima, concluimos que g ndo precisa ser injetora nem sobrejetora = (b) e (¢)
falsos.

Considerando o mesmo exemplo, temos que g ndo é sobrejetora mas g(g(c)) = g(a) =
a # ¢ = (d) falso.

Gabarito: “e”

86. (ITA/1974)
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Sejam A, B, e D subconjuntos ndo vazios do conjunto @ dos nimeros reais. Sejam as fungées f: A —

B,g:D — A, e afung¢do composta (f 0 g): E - K. Entdo os conjuntos E e K sdo tais que:
aJEcAeK c D.
b)EcBeK > A.
¢c)E>D,D+FEeKcB.
d)EcDeK c B.
e) n.d.a.
Comentarios

Como f:A - B, g: D - A, os maiores dominio e contradominio para (f 0 g) possiveis sdo,
respectivamente, D e B. Assim, E pode ser uma extensdao de D e K pode ser uma restricao de B,
istoé, E D DeK cC B.

Gabarito: “d”

87. (IME/2019)

Definimos a func¢do f:N — N da seguinte forma:

f(0)=0
{ f=1
f@Cn)=f(mn), n=1

f2n+1)=n% n>1
Definimos a fungdo g: N — N da seguinte forma: g(n) = f(n)f(n + 1).
Podemos afirmar que:
a) g é uma funcao sobrejetora.
b) g é uma fungao injetora.
c) f é uma funcao sobrejetora.
d) f é uma fungao injetora.
e) g(2018) tem mais do que 4 divisores positivos.
Comentarios

Para questdes de fungdes desse tipo, devemos testar os valores e verificar as alternativas.
Vamos encontrar a imagemde f e g.

Para f, temos:

n 0 1 2 3 4 5 6

f(n) 0 1 1 1 1 4 1

J4 podemos afirmar que f ndo é injetora, pois (1) = f(2). Também n&o é sobrejetora,
pois f assume apenas valores quadrados perfeitos.
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Para g:

n gm)

0 fOfW =0
1 fOf@) =1
2 f@fB3) =1
3 ff@) =1
4 fAf(5) =4

g também ndo é injetora nem sobrejetora pelos mesmos motivos de f.
Portanto, a Unica alternativa que resta é a “e”. Veja:
g(2018) = £(2018)£(2019) = £(1009)f(2019) = 5042 - 1009% = (23 - 3% - 71)% . 10092
g(2018) = 2°-3*-7%2-.1009”
O numero de divisores positivos de g é:

(6+1D@+1D(2+1)(2+1)=7-5-3-3 =315 divisores positivos|

*Observagao: Na hora da prova, vocé poderia testar diretamente a Unica alternativa que
trata de valores numéricos. Assim, vocé ndo perderia tempo testando as demais. Sempre tente
ganhar tempo na proval!

Gabarito: “e”.

88. (IME/2018)

Considere as alternativas:

I. O inverso de um irracional é sempre irracional.

Il. Sejaafungdo f: A — B e X e Y dois subconjuntos quaisquerde 4, entdo f(X NY) = f(X) n f(Y).
lll. Seja a fungdo f: A — B e X e Y dois subconjuntos quaisquer de 4, entdo f(XUY) = f(X) U
f).

IV. Dados dois conjuntos A e B nao vazios, entdo A N B = A se, e somente se, B C A.

Obs.: f(Z) é aimagem de f no dominio Z.

Sao corretas:

a) |, apenas.

b) I e lll, apenas.

c) Il elV, apenas.

d) lelV, apenas.
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e) Il e lll, apenas.
Comentarios
I. Vamos provar por absurdo.

Supondoquex €Elle 1/x € Q. Se 1/x é racional, podemos escrever:

1_% ber
x_b'a'

b
x=—€Q
a

Da hipdtese inicial x € 1. Absurdo!

Logo, o inverso de um irracional é sempre irracional.
~Verdadeira.

LX,YCA f(XNnY)=f(X)n f(Y).

Vamos encontrar um contra-exemplo.

SejaAd =1{2,3,4},B={1,2,3} X ={2,3},Y = {3,4}.

Representando f: A — B no diagrama de flechas:

A B

XnY={3}=>fXnY)=1{2}
fX)={12}ef(Y)={1,2}=> fX)nfY)={1,2} # f(XNY)
~Falsa.

[Il. Podemos provar usando a definicao do conjunto unido e a propriedade antissimétrica
dos subconjuntos.

(Propriedade antissimétrica dos subconjuntos: A c BAB c A < A = B)

Demonstracao:

Paraa € (X UY), existe b € f(X UY), tal que f(a) = b.

Darelacidoa € (XUY), temosa € Xoua €Y.

Sea € X,temos b € f(X).Massea € Y,temos b € f(Y). Dessa forma, podemos afirmar:
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befX)uf(Y)
Disso, concluimos:
= fXUY)cfXUfY)
Agora, vamos provar que f(X) U f(Y) c f(XUY).
Sejab € f(X) U f(Y). Entdo, da defini¢do de conjunto unido: b € f(X) oub € f (V).

Para b € f(X), podemos encontrar um a € X tal que b = f(a). Analogamente para b €
f(Y), podemos encontrar a € Y que satisfacga b = f(a). Entdo Ja € X UY, tal que b = f(a).

Dessa forma: b € f(X UY).
= fXUfY)cfXUY)
Da propriedade antissimétrica:
fFXUY)=fX)ufY)
~Verdadeira.
V.ANB=A&© BcCcA

Contraexemplo:

A = {a, b}
B ={a,b,c}
ANB={ab}=A4
B¢ A

~Falsa.
Gabarito: “b”.

89. (IME/2018)

Seja f(x) uma fung¢do definida no conjunto dos nimeros reais, de forma que f(1) =5 e para
qualquer x pertencente aos nimerosreais f(x +4) = f(x)+4ef(x+1) < f(x) + 1.

Seg(x) = f(x)+ 2 —x,ovalorde g(2017) é:
a)2

b) 6

c)13

d) 2021

e) 2023
Comentarios

Precisamos encontrar o valor de g(2017) = f(2017) + 2 — 2017. Para isso, temos que
encontrar o valor de f(2017).

Do enunciado:
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fx+4)=f(x)+4
fx+1) < fx)+1

Vamos analisar f(x + 1) < f(x) + 1. Podemos manipular x da fun¢do e encontrar as
relagbes de desigualdade:

fx+1) <f(x)+1
fx+2)<fx+1)+1
fx+3)<flx+2)+1
fx+4)<f(x+3)+1
Somando as inequagdes, obtemos:
fx+)+fx+3)+fx+2)+fx+D)<fx+3)+f(x+2)+fx+1D)+f(x)+4
fx+4)<f(x)+4
Dessa forma, temos a seguinte relacao:
f+4<fx+4)<f(x)+4
>flx+4)=f(x)+4
f(2017) é dado por:
f(2017) = f(2013) + 4
f(2013) = f(2009) + 4
£(2009) = f(2005) + 4

f(2017) = f(2017 —4)+ 4= f(2017 —2-4)+2-4=f(2017—-3-4)+3 -4 = -
Temos um padrdo. Perceba que f(2017) = f(2017—n-4)+n-4
Vamos encontrar n. Dividindo 2017 por 4:

2017 =504-4+1= 2017 -504-4=1
Assim:
f(2017) = f(2017 — 504 -4) + 504 - 4
f(2017) = f(1) +504-4=5+504-4 = 2021
g(2017) é dado por:
g(2017) = f(2017) + 2 — 2017
g(2017) =2021+2—-2017=6
= g(2017) =6
Gabarito: “b”.

90. (IME/2017)

O sistema de inequagGes abaixo admite k solugdes inteiras.
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x
x <12

Pode-se afirmar que:
a)0<k<2
b)2<k<4
c)4<k<6
d6<k<8
e)k>8
Comentarios

Devemos encontrar as solugdes inteiras que satisfazem ao sistema. Vamos analisar a
primeira inequagao:

x%—2x—14
>3
X
x?>—2x—14
—3>0
X
x%? —2x — 14— 3x
>0
X
x®2 —5x —14
>
X
(x—=7(x+2)
= >0

Devemos ter x #+ 0 como condicdo de existéncia.
Construindo o quadro de sinais, obtemos:

0

—2 7 T
. . . -
=+2 - o+ + i +
v - b= + i +
e - i +
x—T) x4+ 2 E E i
e - o
o & o

Dessa inequagdo, encontramos x € | — 2,0[ U |7, +oof.

Da segunda inequacgado, temos: x < 12.
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Juntando as duas condi¢des, encontramos as raizes inteiras:
xX€A
A=1{-1,8,9,10,11,12}
k=n(4) =6
6<k<8

Gabarito: “d”.

91. (IME/2016)
Sejam as fungdes f,, paran € {0,1,2,3, ...}, tais que: fo(x) = 11: e fu(X) = fo(fa1(x)), para
n > 1. Calcule f,16(2016).

Comentarios

Vamos tentar encontrar um padrdo nas formas de f, sabendo que £, (x) = f,(f_1(x)).

Paran = 1:
£ = fo(fo(x))
_ 1 B 1 B 1—x _1—x_x—1
fl(x)_l—fo(x)_l_(ll )_1—x—1_ -x X
—X
Paran = 2:
fo(x) = fo(f1(x))
_ 1 B 1 B X B
fZ(x)_1—f1(x)_1_(x—1)_x—x+1_x
X
Paran = 3:

fs(x) = fo(fz(x))
1
f3(x) = 1—x

Perceba que a fungdo f; éigual a f;,. Se continuarmos a calcular f para os préoximos valores
de n, as fungdes se repetirao:

fo=fi=/fe=""
fh=h=f=
fr=fs=fo=-
Entdo, sendo k € Z, f é dado por:
1
far (%) ~1_x
x—1
f3k+1(x) = .

far2(x) = x
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Precisamos calcular f,514(2016). Para isso, vamos descobrir qual a forma de f paran =
2016.

Dividindo 2016 por 3:

2016 =672 -3
2016 é multiplo de 3, logo f,01¢ POssui a forma de f5. Entdo f,,,14(2016) é dado por:
1
2016) = ———— = ———
fa016(2016) = 7076 = ~ 2015
i -1
Gabarito: f2016(2016) = 2015

92. (IME/2010)

Sejam as fungbes f:R - R, g: R — R, h: R — R. A alternativa que apresenta a condi¢ao necessaria
para que se f(g(x)) = f(h(x)), entdo g(x) = h(x) é

a)f(x) =x
b) f(f(2)) = (%)
c) f é bijetora
d) f é sobrejetora
e) f é injetora
Comentarios
Vamos verificar a condicdo para que a seguinte afirmac¢ao seja verdadeira:
flg@) = f(h(x)) = g(x) = h(x)
Seg:R—-> Reh:R - R, entdo:
Va,b € R,3x € Rtalqueg(x) =aeh(x)=b
flgt)) = f(h(x)) = f(@ = f(B) > a=b = g(x) = h(x)

A condicdo encontrada f(a) = f(b) = a = b,Va, b € R é exatamente a condi¢do de ser
func¢ao injetora.

Logo, f éinjetora.

Gabarito: “e”.

93. (IME/2009)

Sejam f uma funcao bijetora de uma varidvel real, definida para todo conjunto dos nimeros reais,
e as relagdes h e g, definidas por: h: R? - R?: (x,y) - (xz,x - f(y)) e g:R? - R%: (x,y) >
(x3, X — f(y)). Pode-se afirmar que

a) h e g sao sobrejetoras.

b) h é injetora e g sobrejetora.

c) h e g ndo sao bijetoras.
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d) h e g nao sao sobrejetoras.
e) h ndo é injetora e g é bijetora.
Comentarios

Como f é sobrejetora, temos que existe y; e y, tais que f(y;) = 1 e f(y,) = —1. Assim,
temos:

h(Ly) = (111~ f(y)) = AL,1-1) = (1,0)
h(=1,y) = (D% -1-f() = (1,1 + 1) = (1,0)
Como h(1,y,) = h(—1,y,), temos que h n3o é injetora.

Dado (a,b) € R?, vejamos se é possivel encontrar um par ordenado (x,y) tal que
g(x,y) = (a,b).

gx,y) =(ab) & (x*,x—f(¥)) =(a,b) ® x=Va ey =f*(Va-b).
Logo, g é sobrejetora.
9p,q) =gr,s) = Pp—f(@) = (3 r—-f()=p=7.f(@ =)= ®q =59
Logo, g é injetora e, portanto, bijetora.

Gabarito: “e”

94. (IME/2007)

Considere os conjuntos A = {(1,2),(1,3),(2,3)}e B = {1,2,3,4,5}, e seja a fungdo f: 4 — B tal

que:
fy)=x+y
E possivel afirmar que f é uma fungdo:
a) injetora
b) sobrejetora
c) bijetora
d) par
e) impar
Comentarios

f(1,2) =3; f(1,3) = 4;f(2,3) =5;
Logo, A (a,b) # (p,q) € Ataisque f(a,b) = f(p,q). Portanto, f é injetora.

Gabarito: “a”

95. (IME/1976)

Sdo dados os conjuntos E = {a, b,c,d} e F c E, talque F = {a, b}. Denote por P(E) o conjunto das
partes de E e considere, em P(E), a relagdo R, tal que
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XRYSFnX=FnY
a) Verifique se R é uma relagao de equivaléncia.
b) Z c P(E). Determine Z, sabendo-se que Z N F = {b}.
c) W c P(E). Determine W, sabendo-se que FN W = 0.
Obs.: P(E) tem 16 elementos. < significa “se e somente se”.
Comentarios
a) Inicialmente, temos que:
XRXSFNX=FnX
Entao, R é reflexiva.
Vamos usar a definicdao de R dada no enunciado:
XRY ©FnX=FnY
YRXSFNY=FnX
~XRY=YRX
Desse modo, R é simétrica.
Por fim, vamos analisar X RY eY R Z. Dado que R é simétrica, temos:

FNX=FnNnYeFNY=FnZ
XRY YRZ

Portanto, chegamos em:
FNX=FnZ
Entdo, R é transitiva. Logo, como R é reflexiva, simétrica e transitiva: R é uma relacdo de
equivaléncia.

b) Para que Z N{a,b} = {b} e Z c P(E), Z deve possuir os elementos de P(E) que

F
possuem b mas ndo possuem a. Além disso, o conjunto P(E) é formado por todos os

subconjuntos possiveis de E.

P(E) = { ®; {a}; {b}; {c};{d}; {a, b}; {a,c};{a,d}; {b, c}; }

{b,d};{c,d}; {a,b,c};{a,b,d};{a,c,d};{b,c,d};{a,b,c,d}
Entdo, as possiveis solu¢des de Z sao:
Z € {{b},{b, c},{b,d},{b, c, d}}

c) Paraque {a,b} N W = @, W n3o deve possuir os elementos a e b. Mas, W pode possuir
os elementos ¢ e d. Ent3o, as possiveis solu¢cdes de W c P(E) sdo:

w e {9,{c},{d} {c, d}}
Gabarito: a) Demonstra¢do b)Z € {{b}, {b,c},{b,d},{b,c, d}} )W e {(Z), {c},{d} {c, d}}

96. (IME/1972)
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Seja A um conjunto ndo vazio e R uma relagdao em A, reflexiva e transitiva. Definimos a relagdo S,

em 4, por:
xSy se e somente se xRy e yRx.

a) Mostre que S é uma relagdo de equivaléncia em A. Caracterize as classes de equivaléncia

determinadas por S em A4, quando R é uma relagao de ordem.
b) Determine explicitamente o conjunto quociente A/S, quando
R=[(AnB)x(AnB)]U[(A—B)x(A—- B)],
onde B é um conjunto n3o vazio.

Comentarios

a) Para mostrar que S é uma relagao de equivaléncia, temos que analisar se ela é reflexiva,
simétrica e transitiva:

i) S é reflexiva:
Como R é reflexiva, temos xRx, entdo, pela definicdo dada no enunciado para S:
xSx & xRx e xRx < xSx
Portanto, S é reflexiva.
ii) S é simétrica:
Temos que:
xSy © xRy e yRx & yRx e xRy & ySx

Portanto, S é simétrica.
iii) S é transitiva:

xSy < xRy e yRx

vSz < yRz e ZRy
Mas, como R é transitiva:

xRy e yRz - xRz

ZRy e yRx — zZRx

Entdo, temos:

S R R
{x yeoxnyey x—>szesz<—>sz

ySz < yRz e zRy
Logo:
xSyeySz - xSz
Portanto, S é transitiva.

Desse modo, S é uma relagao de equivaléncia. Além disso, se R é uma relacao de ordem,
temos que se xRy, entdo x < y. Com isso, podemos analisar o seguinte exemplo, seja um
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conjunto X = {a, b, c}, se R é uma relacdo de equivaléncia nesse conjunto e R é uma relacdo de
ordem, temos que a relagdo de equivaléncia em X é:

Y ={(a,a),(a,b),(a,c), (b,b),(bc)(cc)}

Ou seja, a relagdo segue se xRy, entdao x < y. Além disso, a definicdo de classe de
equivaléncia é: [a] = {b € X|a~b}. Com isso, nesse exemplo, as classes de equivaléncia devem
ser:

[a] = {a,b,c}
[b] = {b,c}
[c] = {c}

Mas, como xSy se e somente se xRy e yRx, entao, do conjunto Y, chegamos em um
conjunto Z, onde (x,y) €Y e (y,x) €Y:

Z ={(a,a),(b,b),(c,c)}

Portanto, as classes de equivaléncia sao:

[yl = {x € Alx =y}

b) Esse conjunto serd o conjunto de todas as classes de equivaléncia possiveis de A com S.
Além disso, podemos observar que A— B =A—ANB, ouseja, A— B e AN B sao disjuntos,
entao, temos:

R=[(ANnB)x(AnB)]U[(A—B)x(A - B)]

Precisamos analisar o conjunto quociente em (AN B)x(ANB) e depois em (4 —
B)x(A — B), uma vez que, conforme observamos acima, os mesmos sdo disjuntos. Logo:

A/S = {[x]|x € A}
Mas, podemos dividirox € Aemx € (AN B) U (4 — B):
4/5 = {[x]lx € (An B} U {[x]lx € (A - B}
Conforme vimos anteriormente, temos [x] = {y € Aly = x}:
A/S={{yeAnB)ly=x}xe(AnB)u{{y e (A—B)|y = x}|x € (4 - B)}

Gabarito: a) [y] ={x € A|lx =y} b) A/S = {{y EANB)|y= x}|x e(AnB)}U {{y € (A-—
B)|ly = x}|x € (A - B)}

9. CONSIDERAGOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da nossa aula introdutdria de fungdes. Nas proximas aulas,
continuaremos com o tdpico de funcbes até abordarmos todas as func¢des que podem ser
cobradas na prova.

Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo forum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:
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11. VERSOES DAS AULAS

Caro aluno! Para garantir que o curso esteja atualizado, sempre que alguma mudanga no conteudo
for necessaria, uma nova versao da aula serd disponibilizada.
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