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APRESENTACAO

A geometria analitica nos permite transformar problemas geométricos em algébricos. Ele
€ como o proprio nome diz, analitico. Diversos problemas da geometria euclidiana podem ser
resolvidos usando geometria analitica. Nessa aula, faremos o estudo no plano R?, mas saiba que
também podemos estender esse conhecimento para o espaco R3.

Para essa aula, usaremos alguns conceitos da aula de matrizes e vocé vera que o
determinante de matrizes pode ser uma ferramenta muito Util para descobrir algumas
propriedades da geometria analitica.

Sem mais delongas, vamos iniciar a aula!

(@)W

@ /profvictorso
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1. CONCEITOS INICIAIS

1.1. LUGAR GEOMETRICO

A definicao de lugar geométrico é a figura formada pelos pontos que compartilham de
uma mesma propriedade. A circunferéncia, por exemplo, é o lugar geométrico dos pontos que
equidistam de determinado ponto (denominado centro da circunferéncia) e sua equacao é da
forma (x — x4)? + (y — y5)? = R?, onde (x,,y,) é o centro da circunferéncia.

Nessa aula, aprenderemos os principais conceitos basicos da Geometria Analitica e
veremos as equacgoes das principais figuras geométricas e suas propriedades.

1.2. PLANO CARTESIANO

Para comecar o estudo da geometria analitica, vamos entender o que é o plano cartesiano.
Esse plano é definido por dois eixos reais e, por isso, dizemos que ele é o plano R%. Denominamos
o eixo horizontal como o eixo das abcissas (eixo Ox ou, simplesmente, eixo x) e o eixo vertical
como o eixo das ordenadas (eixo Oy ou eixo y), eles sdo ortogonais entre si. Esses eixos se
interceptam em um Unico ponto chamado de origem. A figura abaixo representa o plano
cartesiano:

Note que 0 eixo x possui uma seta
a extremidade direita e o eixo y possui
uma seta para cima. Essas setas
representam a ordenagao dos numeros
no eixo. Tomando a origem como
+ referéncia, todos os pontos acima da
origem possuem ordenada positiva (eixo
y) e todos os pontos a direita da origem
possuem abcissa positiva (eixo x). Desse
0 x modo, o sentido contrario aqueles serao
os pontos que possuem ordenada e
abcissa negativas.

y

+
L
L
L
L
L
L

+
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Veja a ordenagdao dos numeros no diagrama abaixo:

Yy

44

34

24

14

Vamos representar alguns pontos no
plano. Preliminarmente, devemos entender
gue pontos sao pares ordenados no plano
R?, também podemos entender esses pares
ordenados como coordenadas. Sejam os
pontos A,B,C tais que A=(-1,1),B =
(1,1) e € = (1, 3). Para representar esses
pontos no grafico, devemos lembrar que o
primeiro numero do par ordenado é a
abcissa do ponto e o segundo nimero é a sua
ordenada. Entdo, para o ponto A(—1,1),
temos x,=-1 e y,=1. Como x, é
negativo, ele esta a esquerda da origem e
como Y, € positivo, ele estd acima da origem.
Assim, A, B, C estao localizados do seguinte
modo:

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA |
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—24

—44

A(—1,1)

41

34

2+
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c(1,3)

L - — @

b = =

B(1,1)

—34

—44

e = — = = = = = =
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O plano pode ser dividido em y
guadrantes. Veja o diagrama ao lado:

Os quadrantes sdo definidos de acordo
com o sinal das coordenadas.

2° quadrante 1° quadrante

1° quadrante - x> 0ey >0
2° quadrante - x < 0ey >0 1
3° quadrante - x < 0ey <0

4° quadrante - x >0ey <0

Perceba que os pontos que estdo
localizados nos eixos coordenados nao

pertencem a nenhum quadrante. Por esse 3° quadrante 4° quadrante
fato, dizemos que o plano cartesiano é +
formado pelos quatro quadrantes e pelos eixos
coordenados. T
ESCLARECENDO!

N

Alguns autores consideram que os eixos coordenados também pertencem aos
guadrantes. Desse modo, os quadrantes receberiam a seguinte definicao:
1° quadrante > x > 0ey >0
2°quadrante > x <0ey =0
3°quadrante > x <0ey <0
4° quadrante > x > 0ey <0
Nesse caso, o ponto P(0,2), localizado no sentido positivo do eixo y, estaria ao
mesmo tempo no primeiro e no segundo quadrante.
Mas a maior vertente adota o fato de que os eixos coordenados nao pertencem aos
guadrantes e, por isso, pontos localizados nesses eixos nao pertencem a nenhum
qguadrante. Para esse curso, usaremos essa defini¢do.

1.3. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Agora que entendemos o que é o plano cartesiano, podemos proceder ao calculo da
distancia entre dois pontos. Vamos usar os mesmos pontos A, B, C do exemplo anterior.

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 7
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A=(-1,1),B=(1,1)eC=(1,3)

Os pontos A e B possuem a mesma coordenada y. Assim, a distancia entre eles é a
diferenga entre x, e x:

dap = |xp — x4]
y 1 i R i Ny’
distincia entre os pontos Ae B
1+
st Devemos aplicar o mdédulo na diferenca,
pois a distancia deve ser um numero
24 positivo.
) Parax, = —lex, = 1:
Al 'B
I dAB 1
+ + + + + + + +
—4 -3 2 -1 o0 1 2 3 4 4
—1+4
—24
Analogamente, a distanciaentre BeC é vk
a diferenca entre y, e y,.:
dgc = lye —ypl=13-1 =[2[ =2 11
C
34----- .
2+ dpc
1-|- ————— B
-+ + -+ + -+ -+
-2 -1 0 1 2 3 4
-1+
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E qual a distancia entre os pontos A e
C? Como esses pontos nao possuem
nenhuma coordenada em comum, devemos
usar o teorema de Pitdgoras para calcular a
distancia, veja o diagrama ao lado:

Assim, aplicando o teorema de
Pitagoras no triangulo AABC, obtemos

dfxc = d?;c + dfxs

= dyc = ,/déc‘kdles

Substituindo os valores encontrados:

Prof. VictorSo

dACZVZZ‘l'ZZ:Z\/E —2

vt
wt
4

Esse foi apenas um exemplo para ilustrar como podemos calcular a distancia entre dois
pontos. Sendo assim, vamos generalizar o resultado. Sejam P(xp,yp) e Q(xq,yq) dois pontos

guaisquer representados de acordo com a figura abaixo:

Ur — Yg

Yo 1

)
hu
|
]
<

Lo rp Hh

Aplicando o teorema de Pitagoras
no triangulo ao lado, obtemos

2 2
dpo = (xp - xq) + (yzo - Yq)

drg = (e~ x0)" + Op = 3)

Essa é a férmula geral para calcular
a distancia entre dois pontos
guaisquer no plano.

Como a ordem dos termos nas
diferencas das abcissas e das
ordenadas ndo alteram o resultado,
também podemos escrever:

dpg = J(Ax)% + (Ay)?

Onde Ax e Ay podem ser:
Ax = x, — x4 0udx = x,

Ay =y, —ysouly =y,

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA |
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1.4. CONDICAO DE ALINHAMENTO DE PONTOS

Podemos usar o teorema de Tales, aprendido na aula de Geometria Plana, para encontrar
um método algébrico e saber se trés pontos sao colineares, isto é, pertencem a uma mesma reta.
Sejam trés pontos A, B, C genéricos tais que esses pontos sejam colineares:

y [}
C
YO pmmmm e e e e e e e -
Yc — YB
YB |[-============ -
1
1
]
A 1
YA |- '
1 T8~ Ta] :
1 1 1
1 1 1
1 1 ] -
T4 TR o T

Sendo os pontos colineares, podemos aplicar o teorema de Tales e escrever:

Ye=Yp Vb~ Va
Xe = Xp Xp — Xa

= (yc - yb)(xb - xa) = (xc - xb)(yb - Ya)
= YeXp — VeXa=XYpXp + YpXa = XcYbp — XcVa =XV + XpYa

= |xayb + XpYe + XcVa — XaVe — XpYa — XY = 0|

Desse modo, se trés pontos satisfazem a equagao acima, entao eles sdao colineares. Essa
equacdo pode parecer dificil de ser memorizada, mas hd um modo mais facil. Vamos inserir as
coordenadas dos pontos 4, B, C em uma matriz e completar a ultima coluna com 1.

Xg Ya 1
Xp Yp 1
Xe Yo 1

Agora, calculamos o determinante dessa matriz e igualamos a zero:

Xg Yo 1

xp Yp 1[=0

X Yo 1
XaYb + XcYa + XpYe — XY — XaYe — XpYa = 0

= XqVp + XpYe + XcVa — XagVe — XpYa — XcYp = 0

Essa é a equagdo que encontramos acima!

Portanto, para saber se trés pontos sao colineares, basta calcular o determinante de suas
coordenadas e verificar se ele é nulo!

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 10
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1.4.1. METODO PRATICO

Podemos também verificar a condicao de alinhamento de outro modo. Vamos analisar a
equacao xX,¥, + XpYe + XcVa — XaVe — XpYa — XcYp = 0.
Organizando os termos, obtemos:
(anb - xbya) + (xbyc - xcyb) + (XCYa - xayc) =0
Perceba que podemos reescrever a equagao acima usando determinantes de ordem 2.

Xa Ya Xp Vb Xc Ye
Xp Yb Xc Ye Xa Ya

Agora, veja o bizu. Para facilitar a memorizagao, podemos representar essa soma de
determinantes do seguinte modo:

+ + =0

xa ya
Xa ya+xb yb_l_xc Ye Xp Vb
Xp Vb Xc Ye Xa Ya Xc Ye
xa y(l
NAC
CONFUNDA!
x(l Ya
X
xb ?)/,b ndao é o determinante de uma matriz 4x2, ele é apenas uma
c C
xa :Va

representacdo que usaremos para calcular a soma dos trés determinantes de ordem 2.
Lembre-se que s6 podemos calcular determinante de matrizes quadradas.

Assim, ao invés de calcularmos cada determinante, organizamos os termos em uma fileira,
inserindo as coordenadas um embaixo do outro e repetindo o primeiro termo no final da
sequéncia, e fazemos as contas do seguinte modo: multiplicamos os termos no sentido das setas,
tornando o lado direito positivo e o lado esquerdo negativo, e por fim somamos os dois
resultados. Veja:

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 11



; Estratégia

Militares

=

Prof. VictorSo

Xa
—Xp " Va
—X¢ " Yp 7 Va
—Xa " Ve
—XpYa — XcYp — XaYc
= =XpYa — XcVb — XaVc =0
Xa Ya
Xpb  Yb
X; Ve = — XpYa — XcVp — XqYe =0
Xa Ya

Perceba que o mecanismo é o mesmo que calcular cada determinante isoladamente e
somar os resultados. Mas essa representac¢ao é mais facil de memorizar e, por isso, usaremos ela
ao longo do curso. Grave esse método, pois veremos que ela sera bastante util no topico de drea
de poligonos.

Vamos ver na pratica como se aplica essa ferramenta. Colocamos todos os pontos um
embaixo do outro e repetimos o primeiro termo no final. Considerando A(1,2),B(2,3) e C(3,4),
vamos iniciar com o ponto A e seguir com B e C (tanto faz a ordem dos pontos, o importante é
repetir o primeiro ponto e inseri-lo no final):

1 2 1 2

-2 3>

1 2
2 3
3 4 3 4
1 2

Agora, multiplicamos os termos no sentido das setas, lembrando que o lado direito é o lado
positivo e o lado esquerdo é o lado negativo, e por fim somamos os dois resultados. Veja:

—-17
= —17 =0

Portanto, verificamos que os pontos A, B e C sao colineares!

Use as setas apenas para guid-lo nas multiplicagdes, mas, com o tempo, acostume-se a
fazer diretamente do seguinte modo:

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 12
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Xa Ya

Xb  Yb| _ v — _

Xe Ve - bYa XcYb XaYe
Xa Ya

1.5. RAZAO DE SECCAO

Esse assunto possui baixa taxa de incidéncia na prova e ja estudamos ela na aula de
Geometria Plana I. O conceito é o mesmo, vamos apenas adaptd-lo a Geometria Analitica.

Dado um segmento AB de extremos A(x,,V,) e B(xp,V,), dizemos que X (x,,y,) divide
o segmento AB internamente na razdo r quando

AX
—
XB

Ou

|AX = r - XB|

A equacdo acima diz que o segmento AX é r vezes maior que o segmento XC, no qual r é
um numero real.

Na Geometria Analitica, pelo fato de r poder assumir valores negativos, devemos
considerar que os segmentos sao orientados, isto &,

r<0- AX e XB possuem sentidos opostos

r>0-AX e XB possuem mesmo sentido

Segmentos orientados podem ser considerados como vetores. Vamos explorar o conceito
de vetor na Geometria Analitica.

Os vetores AX e XB podem ser escritos como

- —

AX =X —-AeXB =

Assim, se AX = r - XB, temos

- X

ol

Isolando X:

f4r-%=A+r-BoX (1)/f+(’”)§
. — . = =
r r 1+r 1+r

Portanto, igualando-se as componentes dos vetores, obtemos:

xxz(lj-r)xa+(1:-r)xb

Yx =(1-1I-’r>ya+(1:-r)yb

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 13
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Com essas formulas, podemos calcular as coordenadas de um ponto X interno ao
segmento AB cuja razao de sec¢ao ér.

1.6. PONTO MEDIO

Sejam A e B dois pontos localizados no plano cartesiano, se M é o ponto médio entre A4 e
B, entao
. ___  AM
AM = MB>=>—=1
MB %

T

Como vimos no topico anterior, podemos substituir r = 1 na féormula para obter as
coordenadas do ponto médio M:

1 1
o = () e+ () e = () e+ ()

1 1 1 1
et (= e ()
r Xm =\13q)%e T T3 1)%¥m =75 7) Yt (T 1)
xa+xbe =ya+yb
2 Vb 2

Xm =

Observando a féormula acima, podemos ver que para encontrar o ponto médio entre dois
pontos, basta calcular a média aritmética entre as abcissas e as ordenadas dos pontos envolvidos.

Vejamos um exemplo:

Vamos calcular o ponto médio entre A(2,3) e B(—2, 2). Aplicando diretamente a defini¢do
de ponto médio, temos:

:xa+xb:2+(—2):

Xm

2 2
_YatYy 3+2 5
Ym =T, T T T

Graficamente, podemos ver que o ponto M equidista das extremidades A e B.

[
y

Al il
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1.7. BARICENTRO DE UM TRIANGULO

Também podemos calcular as coordenadas do baricentro de um triangulo diretamente.
Sejam trés pontos nao colineares A, B, C, se G é o baricentro do triangulo AABC, entao:

_xa+xb+xc _ya+yb+yc

Xy = B — ey, = B —

Note que as coordenadas do baricentro sao a média aritmética entre as respectivas
coordenadas dos pontos envolvidos! Como sao trés pontos, dividimos por trés!

Demonstragao:

Para demonstrar essa propriedade, devemos lembrar que o baricentro divide a mediana
na razao 2: 1. Analisemos a figura abaixo:

A
y

Yc

Ya

Yp

YA

Aplicando a propriedade do baricentro, temos:

AG 2
GM 1
Vamos calcular a abcissa de G. Sabendo que a razdo entre os segmentos é dada acima,
podemos escrever:

E_zzxg—xa

i m=2=>xg—xa=2xm—2xg=>3xg=xa+2xm

Conhecemos a férmula de x,,, substituindo:

3x

Xp +Xx
=+ 2 (205)

2

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 15
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) _ Xq + xp + X,
S Xg = T

Portanto, a abcissa do baricentro do triangulo ABC é a média aritmética entre as abcissas
dos pontos A, B e C. Procedendo de forma analoga, encontramos:

— Ya + Vb + Ve
Vejamos um exemplo de aplicagao.

1) Calcule as coordenadas do baricentro do tridngulo ABC, sabendo que 4 = (1,3),B =
(-2,4)eC = (4,6).

Resolugao:

Como temos todas as coordenadas dos pontos do triangulo, podemos aplicar diretamente
a férmula para encontrar as coordenadas do seu baricentro. Desse modo, temos:

Xgtxptxe 1+(=2)+4

Xg = 3 3 1
YatYpty. 3+4+6 13
Yo = 3 - 3 3

Portanto, as coordenadas do baricentro sao
c (1 13)
=13

HORADE

PRATICAR!

%9@#
N
t./

1. Verifique se os pontos abaixo estdo alinhados.
a)A(1,-1); B(2,-2) eC(5,-5)

b) A(3,0); B(—2,0)e C(1, 2)

c) A(10,-3); B(3,1) e C(2,1)

d) A(1,—-1); B(2,2) e C(—2,—10)

Resolugao:

a)A(1,-1); B(2,-2) e C(5,-5)

Vamos usar o método do determinante:

1 -1 1
2 =2 1
5 =51

Pelo Teorema de Jacobi, podemos somar a primeira coluna na segunda e obter uma
matriz equivalente.

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 16
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1 0 1

1 -1 1
2 =2 1|=(2 0 1]1=0
5 =51 5 0 1

Como o determinante da matriz das coordenadas é nulo, os pontos A,B,C estao
alinhados.

b) A(3,0); B(—2,0) e C(1, 2)

Vamos usar o método pratico:

3 0
_12 (2)=3-0+(—2)-2+1-0—(—2)-0—1-0—3-2=—10;&0
3 0
3 0
Portanto, como _12 g # 0, os pontos A, B, C nao estdo alinhados.
3 0

c) A(10,-3); B(3,1) e C(2,1)

Calculando o determinante:

10 -3 1
3 1 1|=10—-6+3-2-10+9=4=#0
2 1 1

Como o determinante ndo é nulo, os pontos 4, B, C ndo sado colineares.

d) A(1,-1); B(2,2) e C(—2,—-10)

Verificando pelo método pratico:

1 -1
_22 _210 =1-24+2-(-10)+(-2)- (-1)-2-(-D—-(-2)-2-1-(-10) =0
1 -1
1 -1
2 2 | _ ~ .
Como 2 _10l= 0, temos que A4, B, C sao colineares.
1 -1

Gabarito: a) alinhados b) nao alinhados c) ndo alinhados d) alinhados

2. Calcule o perimetro do tridngulo ABC, sabendo que A =(0,1),B=(-2,3)e(C =
(3,4).

Resolugao:

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA |
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Para calcular o perimetro, devemos calcular os lados do triangulo ABC. Pelos dados do
enunciado, temos:
A=00,1)=>x,=0ey, =1
B=(-23)>x,=—-2ey,=3
C=0B,4)=>x.=3ey,=4

dag = (p — %)%+ (¥p — Ya)? = J((—Z) - 0)2 +(B-12=2V2

dac =+ (e —x)2+ (7, —¥)2 =B =02+ (4 — 1)z =32

2
dpc = \/(xc —xp)2+ (e —yp)2 = \/(3 - (—2)) +(4-3)2=126
Assim, o perimetro é dado por
Paagc = 2D = dup + dyc + dpc = 2V2 + 3V2 + /26

Gabarito: 2p = 2v2 + 32 + /26

3. Seja o tridngulo formado pelos pontos A(1, 2),B(3,4) e C(2,6). Calcule o seu perimetro,
as coordenadas da base média de AB e as coordenadas do seu baricentro.

Resolugao:
Para calcular o perimetro, devemos calcular os valores dos lados do triangulo.

dyp =B -12+(4—-2)2=2V2
dac =2 — 12+ (6 —2)2 =417
dgc =/(2—3)2+(6-4)?=+5
* |Paasc = 2p = 2v2 + V17 + 5

A base média do segmento AB é o ponto M:

_ (xg+xp) _ 3 2

m 2 2
_Ya+J/b_ﬂ_

Ym =757 =7, =3
~|M=(2,3)

O baricentro do triangulo é o ponto G dado por:

1+3+2
Xg = =2
2+4+6
Vg = . =4
|G =(2,4)

Gabarito: 2p = 2V2 + V17 +V5;M = (2,3) e 6 = (2,4)

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA |
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2. EQUACAO DA RETA

2.1. FORMAS DA EQUAGAO DA RETA
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Podemos deduzir a equag¢ao da reta usando o método do determinante para pontos
colineares. Sejam A e B pontos distintos. Esses pontos determinam uma reta, sendo assim, se
P(x,y) é um ponto dessa reta, temos que o determinante da matriz de suas coordenadas deve

ser nulo:
x y 1
Xa Ya 1|=0
Xp Yp 1

XYq + XpY + Xq¥Vp — YaXp — XYp — ¥Xq =0

= | —Yp)x + (xp — x)y + (xyp — Yaxp) = 0|eq ()

Fazendo a =y, —yp,b = x, — x4 € C = X,Yp — YaXp, COM a,b,c € R, encontramos a
equacgao geral da reta:

ax + by + ¢ = 0|equacdo geral da reta

Note que ela é uma equacdo linear. Logo, qualquer par ordenado (x,y) que torna
verdadeira a equacgao da reta acima é um ponto que pertence a reta.

Assim, se tivermos dois pontos e quisermos descobrir a equac¢ao da reta que passa por eles,
basta usar o método do determinante e iguald-lo a zero. Vejamos um exemplo.

1) Encontre a equacdo da reta que passa por A(2,4) e B(1, 3).

Resolugao:
x y 1
2 4 1|=0>4x+y+6—-4—-3x—-2y=0
1 3 1

Além dessa forma, se b = x,, — x, # 0, podemos dividir a equagdo (I) por (x, —x,) e

isolar y:

Oa=yp) o= xa)y (XaYp = YaXp) _ o y=— Ga—yp)  Ca¥p — YaXp)
(xb - xa) (xb - xa) (xb - xa) (xb - xa) (xb - xa)
_ (yb B ya) (bea B xayb)
y = X+|——————
Xp — Xa Xp — Xa

Yb=y XpYa—Xay x .
Fazendom = (M) en = 2220 ohtemos a equacio reduzida da reta:
Xp—Xa Xp—Xa
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Denominamos m como o coeficiente angular da reta e 7 como o .0
motivo desses coeficientes receberem esses nomes nao é por acaso. Vamos desenhar uma reta
genérica r e analisar os pontos A,B € 7.

A r Podemos construir o triangulo
retangulo ABC com o
Yp femmcmcmccccccccscssscssccasasna prolongamento dos segmentos que
formam os pontos A e B. A retar
forma um angulo @ com o eixo das
abcissas, pois AC//Ox e BAC = a.
Como podemos ver na figura ao lado,
Yp — Y, € 0 cateto opostoa a e x;, —
X, € o cateto adjacente. Assim,
Yo g=----7 Tommmmommomommooees podemos calcular a tangente de a:

Vb — Ya

tga =——=m
g Xp — Xg

y

T

Frmmmmmm e ———

Perceba que tga é numericamente
igual ao coeficiente m definido na
equacao reduzida da reta. Como «a é
o angulo que a reta forma com o eixo
horizontal, m recebeu o nome de

o]
8
~]
8
=~
8y

coeficiente angular da reta.

Além disso, substituindo x = 0 na equagao da reta reduzida, obtemos y = n, ou seja, n é
0 ponto em que a reta corta o eixo y e, por isso, € chamado de coeficiente linear da reta.

Desse modo, conhecendo-se o coeficiente angular da reta e um ponto P(x,,y,)
pertencente a reta, podemos deduzir sua equac¢ao da seguinte forma:

Y —=Yo

tga = m =
g x_xo

SMX—mxy =y —Yy,=>y =mx+ Yy, —mx,
Vamos ver na pratica como aplicamos esse método.

2) Encontre a equacdo da reta cujo coeficiente angular é 2 e passa pelo ponto P(1, 3).
Resolugao:
O enunciado diz que m = 2 (coeficiente angular), desse modo:

_ Y~ Yo y—3

> 2= >2x—2=y—3=>y=2x+1
X — X X — x Y Y x

m

A equacao geral e a equacao reduzida ndo sdo as Unicas formas da reta, mas elas sdao as
mais cobradas no vestibular. Além dessas, temos a equagao segmentdria da reta. Tomando-se a
equacao geral da reta e supondo ¢ # 0, podemos deduzi-la:
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ax+by+c=0=ax+ by =—c

Dividindo a equagao por —c, obtemos

9ne(-Yr-

CMC
a b
Fazendop = —c/a e q = —c /b, obtemos a equagdo segmentdria da reta.
x Yy . ..
— + = = 1|equacgio segmentaria da reta
p 4

Por fim, temos a forma paramétrica da reta. As equacdes paramétricas dao as
coordenadas (x,y) em funcdo de uma terceira varidvel t chamada de pardmetro.

{X = f1()
y = f>(t)

equagOes paramétricas

Vejamos um exemplo:

3) Obtenha a equacgdo reduzida da reta dada por:

{x=2t+3
y=-t+1

Resolucgao:

Para resolvermos esse problema, devemos isolar a variavel t em uma das equacdes e substitui-la
na outra. Da segunda equacao, temos:

y=—-t+1l=>t=1—-y

Substituindo na primeira:

x=21-y)+3=>x=5-2y>y=—

Essas sdo as principais formas que podem ser cobradas na prova. Veremos adiante que a
forma reduzida resolve a maioria dos problemas dos vestibulares.

TOME

NOTA!

&

v

Vamos analisar a equacdo reduzida da reta.
y=mx-+n
Note que nessa forma, ndo estdo incluidas as retas que sao perpendiculares ao eixo
X, pois ndo existe a tangente de 90°. Nesse caso, essas retas sao da seguinte forma:
x=kk€eR
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Outro ponto a se notar é que se
m<0>= g <a<m

m20=>OSa<§

> —

2.2. ESBOCO DO GRAFICO DA RETA

Agora que aprendemos as formas da equacao da reta, vamos ver como fazemos o esboco
do seu grafico. Ao longo do curso, estudaremos o diagrama de todas as equag¢des de Geometria
Analitica que podem ser cobradas na prova. Veremos que saber como construir o diagrama das
equacOes pode nos ajudar a resolver diversas questdes militares.

Para esbocar o esquema de uma equacgao de reta, precisamos conhecer as coordenadas de
pelo menos dois pontos da reta e tracar uma reta que passa por eles. O modo mais simples é
encontrar as coordenadas dos pontos (x,0) e (0,y), ou seja, calcular os pontos em que a reta
cruza o eixo x e o eixo y. Vejamos um exemplo.

Vamos esbogar o grafico da equagao 2x + 3y + 6 = 0, para isso, substituimos y = 0 para
encontrar o ponto em que a reta cruza o eixo Xx:

y=0=>2x+3-0+6=0=>2x+6=0=>x=-3
Agora, substituimos x = 0 para calcular o ponto em que a reta cruza o eixo y:

x=0=2-0+3y+6=0=>3y+6=0=>y=-2
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Assim, representamos os dois pontos encontrados no plano cartesiano e tracamos uma
reta que passa por eles:

2o +3y+6=0

Esse é o esbogo da equagdo 2x + 3y + 6. Note que ela é a equacdao geral da reta,
poderiamos ter isolado o y para analisar os coeficientes angular e linear da equacao:

2
2x+3y+6=O:>y:—§x—2

Como o coeficiente angular da reta é negativo (m = —2/3), a reta possui inclinacdo maior
que 90° e como o coeficiente linear é —2, ele cruza o eixo y nesse ponto.

INDO MAIS

FUNDO!

)

»

Vamos entender melhor o comportamento da equac¢ao da reta ao longo do plano
cartesiano.

Seja a reta r tal que
ry=ax+b
a é o coeficiente angular da reta e b é o coeficiente linear da reta.
Inicialmente, vamos analisar a influéncia do coeficiente angular na reta fazendo b = 0.
y =ax

Nessa equagao, como a é a tangente do angulo que a reta forma com o eixo das abcissas,
a influéncia do parametro a é rotacionar a reta ao longo do ponto que ele cruza o eixo y (nesse
caso, a origem). Considerando que a seja um parametro real, se a > 0, a reta fica restrita ao
primeiro e terceiro quadrante e quanto maior o valor de a, maior sera sua inclinagcdo em relagdo
ao eixo x; se a < 0, a reta fica restrita ao segundo e quarto quadrante e quanto maior o modulo
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de a, maior sera sua proximidade com o eixo y. Veja os graficos do comportamento da reta de
parametro angular a:

yh

y=zx

y=azr;ia >0 y=awx;a <0
= awx;

Agora, vamos analisar a influéncia do coeficiente linear na reta. Esse coeficiente translada
a reta ao longo do eixo y. Considerando que b seja parametro e fixando a = 1, vamos fazer as
comparagdes em relagdo a reta que passa pela origem e possui coeficiente linear nulo, isto é, y =
x.Se b > 0, a reta translada no sentido positivo do eixo y e se b < 0, ela translada no sentido
negativo do mesmo eixo. Veja o
esquema abaixo:

=

Perceba que quanto maior o
modulo de b, mais distante ele fica da
origem.

b=-—-1

y=x+bb<0
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2.3. INTERSECGCAO ENTRE RETAS

Sabemos que duas retas nao paralelas e nem coincidentes se interceptam uma Unica vez.
Essas retas sdo ditas concorrentes. Para encontrar o ponto de intersec¢do das retas, devemos
resolver um sistema linear com a equagao das retas envolvidas. Vamos ver um exemplo.

Sejam as retas r:2x+3y+1=0¢e s:x+3y+5=0, o ponto comum as retas é a
solucdo do sistema linear formado por essas retas:
{Zx +3y+1=0
x+3y+5=0
Como estudamos na aula de Sistemas Lineares, podemos resolver esse sistema de diversos
modos. Vamos subtrair a primeira equagao da segunda:
2x+3y+1=0
{x+3y+5=0 >{x—-4=0=>x=4

Substituindo o valor encontrado em qualquer uma das equagdes, obtemos y = —3.

Portanto, (4, —3) é o ponto onde as retas r e s se interceptam.

2.5. ANGULO ENTRE RETAS

Nesse topico, vamos encontrar uma férmula para calcular o menor angulo formado entre
duas retas concorrentes. Sejam as retas r:y = m,x + n, e s:y = my,x + ng representadas de
acordo com a figura abaixo:

[ |

a e ff sdo os angulos que asretas r e s
formam com o eixo x, respectivamente.
Desse modo, temos m,. = tga e my =

tgp.
Como podemos ver no grafico ao lado,

podemos escrever a seguinte relagao
angular:

0 = a+ (180° — B)

Aplicando a tangente nos dois lados da
equacao, obtemos:

tgd = tg(a + (180° — B))
= tg6 = tg(180° + (a — B))

Lembrando que tg(A + B) = %, temos:

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 25



= £t .
i Eg&rategla Prof. Victor So
0
tg(180°) + tg(a — tqa — t
> tgh g( ) g( ,B) =tg(d—,3)$tg0= g 9B

T 1-tg(180°) tg(a — )
0

1+tga-tgp

Queremos o menor angulo formado entre as retas, logo 6 deve ser angulo agudo e,
consequentemente, tgf > 0. Assim, devemos aplicar o mddulo na expressao encontrada:

tga —tgp
tgl = |
1+tga-tgp
Portanto:
tg0 = |—r s
§v = 1+m, -m;

Essa é a férmula para calcular o menor angulo entre duas retas concorrentes.

2.5.1. CONDIGCAO DE PERPENDICULARIDADE

Se as retas forem perpendiculares, temos 8 = 90° e tg(90°) — . A Unica maneira disso
ocorrer é o denominador da expressao encontrada ser nulo, desse modo:

rils=>1+m, - mi=0>m,-m;=-1

Assim, duas retas sao perpendiculares se, e somente se,

m, - mg = —1|condicao de perpendicularidade

Ou seja, se a reta s é perpendicular a reta r, entao seu coeficiente angular é

m, = ——
m,

2.5.2. CONDIGCAO DE PARALELISMO

Sejam as retas r:y = m,x +n, e s:y = mgx + n,;, podemos afirmar que r e s sao
paralelas se, e somente se,

condicao de paralelismo

Isto é, a condicao de paralelismo entre retas é ambas possuirem o mesmo coeficiente
angular.

Exemplo:
riy=2x+3
s:y=2x+5

r e s sdo paralelas entre si, poism, = 2 = m,.
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2.6. POSICAO RELATIVA ENTRE DUAS RETAS

Podemos analisar a posicdo relativa entre duas retas através da equacao geral da reta.
Nesse caso, devemos verificar a relagao entre seus coeficientes. Sejam r:a,;x + byy +¢; =0 e

s:a,x + b,y +c, =0, se

e rNs=20
[ ] r =S
e rNs=P

a b1 1
= ;t — :> retas paralelas
a, b2

a, by ¢

1 ..
= — = — = retas coincidentes
a, b, ¢

a, by
— i b_ = retas concorrentes
2

2.7. DISTANCIA DE PONTO A RETA

Dado um ponto P(x,,y,) e uma reta r:ax + by + ¢ = 0 tal que P & r, podemos deduzir
uma féormula para calcular a distancia entre o ponto e a reta dada.

Preliminarmente, vamos entender como transladar o sistema cartesiano, isso facilitara as
contas na hora de deduzir a férmula da distancia.

Tomando-se um ponto Q e um par de eixos auxiliares x'0’y’ tal que a origem desses eixos
seja o ponto 0'(xy, ¥,), vamos encontrar uma relagdo entre o novo sistema x'0’y’ e o sistema

original xOy:
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y 4 y,u Observando a figura ao lado, vemos que
00, =00, + 0,0, =x=xy+x'
OQy =003’,+03’,Qy:y=y0+y'
Ql Q Assim, transladando o sistema xOy para o
T novo sistema x'0’y’, as novas coordenadas sdo
: dadas por
’ : .
Oy "'"b';: ! i x'=x—xq
! i Y =Y =Yo
| i
' ]
: : _
0 0. Q. z

Agora, vamos proceder a dedugdo da férmula. Sejam r:ax + by + ¢ = 0 e P(x,, y,) tal
gue P & r representados de acordo com a figura abaixo.

!
y

P(ﬂ’m yn)

Q é um ponto da reta r, para calcular a distancia do ponto P a reta r, devemos calcular a
distancia de P a Q. Para simplificar os calculos, vamos fazer uma translacao do sistema tornando
o ponto P(x,,y,) a origem do novo sistema:
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A Agora, fazendo a transformacgao de coordenadas
Y y na reta r, obtemos:

ria(x,+x)+bly,+y)+c=0

Isolando y' para obter a equacdo reduzida:

P (w0, yo)

» -~ ax,+ax' + by, +by +c=0

’ = by +ax' + (axyg+ by, +c) =0
a axy + by, + ¢

; -y =@

Assim, encontramos m, = —a/b. Seja s a reta
perpendicular a r, desse modo:

r mg-m,=—-1=>m,=——=
mT

1 b
a

Como em relagdo ao novo sistema, a reta s passa pela origem, temos:

s:y' =myx’
: (b) :

=>|s:y' =|-=
sy )X

Fazendo a intersecgdo da reta r com a reta s, obtemos o ponto Q:

ay axo+ by, +c\ b\ ,
rns=-(p)r - (5 ) = Q)

Resolvendo a equagdo, encontramos

,  —(axo+ by, +c)a
- a? + b?

Substituindo x’ na equacdo de s, encontramos

, _—(axog+ by, +c)b
B a? + b?

X

y

Logo,

0= —(axy + by, + c)a —(axy + by, + c)b
a? + b? ’ a? + b?

Lembrando que a coordenada de @ encontrada é em relagdao ao novo sistema de
coordenadas (ponto P como origem), temos que a distancia entre P e Q é dada por:

<—(ax0 + by, + c)a)2 <—(ax0 + by, + c)b)2
dp’Q == +

a? + b2 a? + b2
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(axy + by, + c)?(a2+b?)
dpq = (a? + b2)2
axy+ by, +c
= dP,Q ==
va? + b?

Portanto, a distancia do ponto P a r é dada pela seguinte expressao:

Note que tomando o ponto P como a origem, temos:

C
dP,r =

JZ 152

A

Qual a distancia entre duas retas paralelas?

Para calcular a distancia entre duas retas paralelas, basta tomar um ponto qualquer
pertencente a uma das retas e aplicar diretamente a formula da distancia de ponto a
reta.

Sejam as retas r:ax + by + ¢, = 0 es:ax + by + ¢, = 0. Se P(x,,y,) € r, temos:

axog + by, + ¢, = 0= axo + by, = —¢,

Usando a formula da distancia de P a s, obtemos:

d — axg+byg+cg
P.s VaZ+b?

Substituindo ax, + by, = —c,, na equagdo acima, obtemos a expressdo para a

distancia de duas retas paralelas:

d | es—er
Ps ™ |\VaZyp2
Note que se ¢, = c,, a distancia é nula, o que confirma que as retas sao coincidentes

nesse caso.

2.8. RETAS BISSETRIZES

Vimos na Geometria Plana que a bissetriz é a reta que divide um angulo em duas partes
iguais. Desse modo, duas retas concorrentes determinam duas bissetrizes, uma interna e outra
externa. Podemos entender a bissetriz como o lugar geométrico dos pontos que equidistam das
retas concorrentes que a formam. Tendo isso em mente, vamos aprender a determinar as
equacOes das retas bissetrizes de duas retas concorrentes.

Sejam as retas concorrentes r: a;x + by + ¢; =0 e s:a,x + b,y + ¢, = 0. Tomando-se
um ponto P(x,y) qualquer pertencente a reta bissetriz de r e s, temos:
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bissetriz interna

bissetriz externa

AT

dP,r = dP,s
a;x + by +ci|  |azx+ by +c;

Ja? + b? Jas + b3

Resolvendo essa equac¢do, obtemos duas equagdes (uma é a bissetriz interna e a outra é a
bissetriz externa):

a;x + by +c a,x + b,y + c.
! . L= 42 ’ ’ Equacao das retas bissetrizes

Jaz + b? Jai + b2

Vejamos um exemplo.

1) Determine as equagdes das retas bissetrizes asretasr:x +y+1=0e s:2x + 3y +
6 =0.

Resolucao:
Vamos aplicar diretamente a féormula das bissetrizes:

a1x+b1y+cl_+a2x+b2y+cz

Jaz + b? Jai + b2

Substituindo os coeficientes das retas r e s, obtemos:

x+y+1_+<2x+3y+6)
V1% + 12 V22432
VI3(x+y+1) = +vV2(2x + 3y + 6)

Logo, as equacgdes das bissetrizes sao dadas por t; e t,:
=>V13(x +y +1) =v2(2x + 3y + 6)

tr: (VI3 — 2v2)x + (V13 — 3v2) + VI3 — 6v2 = 0
=>V13(x +y+1) = —22x +3y+6)

t,: (VI3 +2v2)x + (VI3 +3v2) + V13 + 6v2 = 0
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2.9. AREA DE TRIANGULOS

Vimos no tépico de condi¢cao de alinhamento de pontos que quando o determinante das
coordenadas de trés pontos for nulo, esses pontos estao alinhados. Mas o que acontece quando
o determinante for ndo nulo? Nesse caso, podemos afirmar que esses pontos nao estao alinhados
e, portanto, esses pontos formam um triangulo. Além disso, a metade do mddulo do
determinante resultante é numericamente igual a drea do triangulo formado por esses pontos.

Podemos demonstrar essa propriedade usando Geometria Plana.

Sejam trés pontos A(x, y,), B(x,,y,) e C(x3,y3) ndo colineares representados na figura
abaixo:

A Da Geometria Plana, sabemos que a area
do triangulo é dada por

1
SABC - E(AH . BC)

O lado BC pode ser calculado usando a
& férmula da distancia entre pontos:

H dpc = \/(x3 —x2)2 + (y3 — )2
A altura AH pode ser calculada pela
formula de distancia de ponto a reta que

contém B e C. Vamos encontrar a equagao
dessa reta pelo método do determinante:

By

x y 1
X, Y2 1]1=0
x3 y3 1

> XY, + X3y + XYz — X3V, —XY3 — Xy =0
= (y; —ya)x + (X3 = x)y + X353 — %3y, = 0

Agora, vamos calcular a distancia do ponto A a reta que contém B e C:

X1 Y1 1
X, Yo 1
(V2 — y3)x1 + (X3 — x2)Y1 + X,Y3 — X3V, x3 y3 1

AH =

\/(J’Z —¥3)2 + (x3 — x,)? \/(3’2 —y3)% + (x3 — x,)?

x; Y1 1
Fazendo D gc = |X2 Yy, 1], temos
x3 Y3 1
Dypc |Dpcl

= AH =

\/(3’2 —¥3)2 + (x3 — x)? B \/(3’2 —¥3)? + (x3 — x,)?

Substituindo os valores encontrados na equacgao da drea do triangulo, obtemos:
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1 |Dagcl
Sapc = E( > W)Z
V(=275 — y,)

Portanto, a area do triangulo formado por esses pontos é

1
SAABC = E |DABC|

Prof. VictorSo

Interessante ndao? Esse € um método para calcular a drea de um triangulo conhecendo-se
as coordenadas dos trés vértices que a formam. Além desse método, vimos no inicio da aula que

podemos calcular Dyp- do seguinte modo:

X1 N X2 W2 X3 Y3
Dasc =[xy yal* e el + | 3]

X3 Y3 X1 N
Representando essa soma de outro modo, temos
X1 Y1
|x1 y1|+|x2 y2|+|x3 }’3|= X2 Y2
X2 Y2 X3 Y3 X1 N X3 Y3
X1 M
Portanto:
X1 M
. -1 |x1 y1|+|xz yz|+|x3 y3| _Lffx2 2
AABC T o llx, ¥, X3 Y3 X1 N 2(1%3 V3
X1 W

2.10. AREA DE POLIGONOS

Para finalizar o capitulo de retas, vamos aprender a calcular area de poligonos.

Seja o poligono formado pelos pontos A; (x4, y1), A, (x5, V,), A3 (X3, V3), .. Ay (X0, V).
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O poligono acima pode ser dividido em diversos triangulos internos. Usando o método do
determinante para calcular a area de cada triangulo e somando os resultados, podemos provar
gue a area do poligono é dada por

1
S==

_ |x1 Y1| |x2

X2 Y2 X3 §Z|+|§i §:|+|§: i}]‘;|++|§’; §111|

Aqui também podemos usar a outra representacdo, lembrando que devemos repetir o
primeiro termo na ultima linha:

X1 M

. 1 x:2 y:z
2 le y?’l

X1 M1

Perceba que ao usar essa formula para calcular a area do poligono, devemos respeitar a
ordem dos pontos. Escolhemos um ponto como ponto de partida e seguimos a sequéncia no
sentido horario ou no sentido anti-horario. Seria como se estivéssemos desenhando o poligono
e, por isso, finalizamos a sequéncia com o primeiro termo (fechando a figura). Partindo de A;,
temos:

Sentido anti — horario - A;A,A; ... A A
Sentido horario - A1A, A1 .- A A4
Essa formula é valida para qualquer poligono.
Vamos ver na pratica como usamos esse método.

Veja o exemplo abaixo.
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1) Calcule a area do poligono ABCDE, sabendo que
A(1,1),B(3,2),€(4,5),D(1,6) e E(0,2).

Resolugao:
Podemos resolver essa questao de dois modos:

I) Podemos desenhar a figura representada pelos pontos e dividir a figura obtida em figuras
geomeétricas conhecidas, e calculamos a drea de cada figura e somamos os resultados.

II) Podemos usar o método do determinante e calcular diretamente a area.

Vamos usar o método mais simples, do determinante.

O primeiro passo é escolher um ponto para iniciar a sequéncia, vamos escolher o ponto A.
Agora, escolhemos o sentido em que listaremos os pontos, vamos seguir a sequéncia ABCDEA.
Desse modo, a area do poligono ABCDE é dada por

1 1

1 1 25
=§|2+15+24+2+0_3_8_5_0_2|=E|43_18|=7

_ O R W
= DNOYU1T DN

INDO MAIS

FUNDO!

0]

Qs

A maioria das questdes de Geometria Analitica de provas militares cobrarao questdes
envolvendo o plano cartesiano, isto é, no sistema cartesiano bidimensional (apenas as
varidveis x e y). Mas pode ser que encontremos questdes cobrando a interpretagao
geométrica da equacdo do plano e essa é definida apenas no R3. Esse é definido no
sistema cartesiano tridimensional, nesse caso, temos trés variaveis: x,y e z.

A principal diferenca entre o plano R? e o espaco R3 é a adi¢cdo de uma dimens3o,
mas as propriedades provadas para o plano podem ser estendidas para o espago. Nao
veremos esse tema a rigor, pois esse assunto raramente cai nos vestibulares. Assim,
vejamos apenas os conceitos basicos do sistema cartesiano tridimensional.

O sistema tridimensional é, usualmente, representado desse modo:
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Um ponto P é definido por trés coordenadas, isto é, P = (x,y, z).
A equacao geral do plano é
ax+by+cz+d=20
Nessa equacao, a, b, c e d sdo constantes e a, b, c ndo podem ser simultaneamente
nulos.
Veja alguns exemplos de equagdes de planos:
1)2x+3y+z+1=0
2)x+y+z=0
3) —x+2y—-3z+10=0
Para a equacgdo da reta no espaco, devemos lembrar que a intersec¢ao de dois planos
nao paralelos gera uma reta, logo, um sistema de duas equacdes de plano nao
paralelos definem uma reta. Veja alguns exemplos de equagdes de reta no espago
tridimensional:
3x—2y+z=0
" { 2x+y—z=0
(10x—5y+z+1=0
{ 3x+y—z+2=0

HORADE

PRATICAR!

o

\———

~
~

4. Escreva as seguintes equacdes gerais na forma reduzida.
a)2x+3y+8=0
b)—4x +2y—-6=0

Resolugao:

a)2x+3y+8=0=>3y=-2x—8=> y=-—;x—3
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b) —4x +2y —6=0=2y =4x+ 6 = |y = 2x + 3]

Gabarito:a) y = —%x—g b))y =2x+3

5. Determine a equacao da reta que passa pelos seguintes pontos:
a)A(1,—1) e B(3,0)

b) A(2,5) e B(1,—4)

c) A(—10,2) e B(3,7)

d)A(3,4)eB(1,1)

Resolugao:

Como vimos nesse capitulo, podemos encontrar a equacgao da reta de diversos modos,
vocé deve escolher o que mais lhe agrada.

a) Pelo método do determinante:

x y 1
1 -1 1|=0>-x+3y+3-y=0=|-—x+2y+3=0
3 0 1
b) Pela forma reduzida, podemos substituir os pontos dados para encontrar um sistema

linear:

5 =2m+ n (ponto A)

yzmx+n=>{—4:m+n(pontoB)

Resolvendo o sistema, encontramos:

m=9en=13

“ly =9x + 13

Y—Yo
X—Xxo

c) Pela formam =

Para calcular m, podemos usar os dois pontos dados:

Ya—YVp __ 2-7 __ -5 5

Xq—xp —-10-3 —13 13

m =

Escolhendo-se o ponto A, temos:

m=2Yes 2o Y2 153y 1 76 =0
X—Xgq 13 x—(-10)

d) Pelo método pratico:

3 4
. }1]=0=>3+y+4x—4—x—3y=0=> 3x—2y —1=0
3 4

Gabarito:a) —x +2y+3=0b)y =9x+13 ¢)5x—-13y+76 =0d)3x -2y —1 =
0
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6. Sabendo que os vértices do tridngulo AABC s3o A(0,0),B(—1,5)eC(-5,1),
determine:

a) A equacdo da reta que passa pelo ponto médio da base BC e pelo ponto P(2,0).
b) A medida da mediana relativa ao vértice B.

c) A equacgao da reta que passa pelo baricentro do tridngulo e pelo vértice A.

d) A area do triangulo AABC.

Resolugao:

a) O ponto médio da base BC é dado por M:

_ Xptx, _ —1-5

m=", = =73
_Yb‘l'y'c_ﬂ_
m= 2 T2 =3
'.M:(—3,3)
A equacdo da reta que passa por M e por P é dada por:
2 0
-3 3
x y=0:>6—3y—3x—2y:0:>—3x—5y+6=0
2 0

b) A medida da mediana relativa ao vértice B é a dada pela distancia de B até o ponto médio
da base AC. Assim, temos:

M, = (xa+xc ya+yc) _ (0+(—5) 0+1) _ ( 5 1)
AC T 2 ' 2 - 2 2] 22

Aplicando a férmula da distancia entre dois pontos, encontramos o valor pedido:

Mo = J((‘?) -0) +(-s) = P2

_ 3V10
T2

M,

c) O baricentro é dado por:

Xgtxptxe Yat¥Ypt+ye 0-1-5 0+5+1
G=( 3 ! 3 )=( 3 " 3 = (=22

G=(-22)

A equacao dareta é
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0 0
-2 2| _ B _
¢ |0 W m=0sFE=]
0 0

d) Usando o método pratico para calcular a area, temos:

0 O
Y | et ST | DA _
s=3|[Cs 3|[=31-1+251=12
0 O
A=12
. 3V10
Gabarito:a) M = (—3,3)e —3x—5y+6 =0 b)M, =— ¢)G =(-2,2)ey = —x d)

2

S=12

7. Dado o tridngulo de vértices A(1,2),B(4,0) e C(3,5), determine as coordenadas do

ponto D, sobre 4B, tal que 222€ = 1,
SpBC
Resolugao:
Como % = 1, temos Sypc = Sppc €, portanto, D divide o triangulo em duas regides
DBC
de mesma area. Vamos calcular a area de ABC:
1 2
_ 1[4 off -1 _g_s5|=li3=2
S—2 3 s —2|20+6 8 5|—2|13|— .
1 2

: 13
Assim, temos Sapc = Sppc = -

Seja D = (x4,y4), entdo:

1 2

111X 1 13

Sapc =3 3d ysd = ~lya +5xq+6 —2x4 =3y, = 5| =
1 2

> [13xg = 2ya +11 == (D

Xa Ya
114 O 1 13
Spec =513 5 =>E|20+3yd_4yd_5xd|=:
Xa Ya

= ||=5x4 — y4 + 20| :12—3 (2)

lgualando (1) e (2):
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13x4 — 2yq + 1| = |=5x4 — y4 + 20|
3x; — 2y, +1=+(-5x; —y; + 20)
3xy — 2y4 +1=F5x, F yy + 20
(3xg £ 5x0) + (—2y4 + y)) + 1 F20=0

:>8xd_yd_19:0:> yd:8xd_19 (3)

ou

> —2x4—3yq +21 =0 |y, = —~x4+7 (4)

Substituindo (3) em (2), temos:
|—5x4 — (8x4 — 19) + 20| = =

|—13xd+39|=§:>—xd+3=i%:>xd:§0uxd:§

Como D é um ponto sobre AB, devemoster 1 < x; <4e0 < y; < 2.

A
Y
C
A
DY, e
1
1
i
1
Ydduo === dommmmaa-
1
1
1
i B
+ » -
0 1 Tq 4 T

Assim, vamos testar os valores.

5
Parax; = b temos:

5
ya=8x-192y,=8()-19=1
. - 5 , :

Como x, e y, satisfazem a condigdo, temos que D = (E’ 1) € o ponto pedido.
Note que os outros valores nao satisfazem a condi¢cao do intervalo de D.

7
Parax,; = p temos:

Y4 =8x4—19=>y, =8 (g) — 19 = 9 > 4 (ndo convém)

Vamos usar a outra equac3o. Substituindo (4) em (2):
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| 13x4

+13|=

13 |—13xd+13-3
3

—3 3 9

9 3 o
Como x,; = P 4, devemos ter x; = p Substituindo esse valor em (4):

v = _g(g) 4+ 7 =—-147 = 6 (ndo convém)

Gabarito: D = (g, 1)

8. Determine a equacgao da reta que passa pela origem e é perpendicular a reta que contém
os pontos A(0,5) e B(4,0).

Resolugao:

Para encontrar essa reta, devemos calcular o coeficiente angular da reta que contém A
e B. Seja r essa reta, entao:

_ Yp=Ya _ 0-5 _

r Xp—Xq 4-0 4

Seja s a reta perpendicular a r que passa pela origem, assim, temos:
1 1 4

m =__=——5=—
s my -2 5

Areta s é:

S:y—yo=m(x—x0):>s:y—0=§(x—0): y=§x

Gabarito: y = %x

9. Classifique as retas abaixo em paralelas, coincidentes ou concorrentes. Caso sejam
concorrentes, determine o ponto de intersecc¢do.
{ﬂx+y+2=0
) s:3x+3y+6=0
b){r:2x+5y+4=0
si—2x+y+6=0
){r:x+2y+2=0
s:2x+4y+6=0

]

Resolugao:

a) r e s sdo coincidentes, pois:
{r: Ix+1y+2=0
s:3x+3y+6=20
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b) r e s sdo concorrentes, pois os coeficientes angulares das retas sdo diferentes:

2 5
—_— i -
-2 1

Resolvendo-se o sistema, encontramos o ponto de intersecgao das retas.

Somando a equagdo de r com a equagao de s:
6y +10=0=>y=—2
Usando a equagdo de s:

~2x+y+6=02-2x—2+6=0=>x="

13 5

Portanto, o ponto de intersec¢ao é P = (?, — 5)'

c) r e s sdo paralelas, pois:
1 2
=%
2 4

2
6
. - 13 5
Gabarito: a) coincidentes b) concorrentes, P = (?,—5) c) paralelas

10.Seja o tridngulo formado pelos pontos A(—2,0),B(1,2) e C(—4, 3), calcule:
a) A altura relativa a base BC.

b) O dngulo interno relativo ao vértice A.

Resolugao:

a) Calculemos a reta que contém a base BC:
1

Prof. VictorSo

—4

x =0=>3-4y+2x+8—-3x—y=0=>|ri—x—-5y+11=0

N W

1
A altura relativa a base é dada pela distancia do vértice A a reta r:

—(-2)-5(0)+11

V(=1)2+(-5)2

—Xq—5Yq+11|

ha = dar = D252

_ | 13 | _13V26 _ 26
V26 26 2

b) Veja a figura:
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C(—4,3)

0

A(—2,0) 0 ©

Seja s e t as retas que contém os segmentos AB e AC, respectivamente. Vamos calcular
o coeficiente angular dessas retas:

m. = Ya=Vb = —0_2 = E =>1m. = E

S xg-xp -2-1 3 S 3
m :ya_yC: 0-3 :—Ez) m :—E
U xg=xc  —2—-(-4) 2 t 2

Perceba que

mem =3 () =1

Portanto, s e t s3o perpendiculares, logo, [0 = 90°|.
Caso nao fossem perpendiculares, poderiamos calcular 8 pela formula:

Mmg—mg

tgl =

1+mg-me

Gabarito: a) h, = %ﬁ b) 8 = 90°

11.Determine as equacgdes das retas bissetrizes as seguintes retas:
{—Zx +y+3=0
x+2y+1=0
Resolugao:

Para encontrar as retas bissetrizes, usamos a definicao da reta bissetriz ser equidistante
das retas que a formam:

—2x+y+3| _ |x+2y+1
J=22+12|  |V1z+22
—2x+y+3| _ |x+2y+1
===

—2x+y+3=2(x+2y+1)

Portanto, as retas bissetrizes sdo:

bi:=3x—-y+2=0
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Gabarito: b;: —3x—y+2=0eb,:—x+3y+4=0

12.Calcule a area do poligono formado pelos pontos
A(Or 0)1 B(Z, 1)5 6(4, 2); D(3, 4)) E(O, 5) e F(_Z; 3)
Resolugao:

Aplicacao direta do bizu, seguindoaordemA—->B —->C —->D - E > F - A:

0 0
2 1
1 4 2 1 1 35
s=1||3 af|=i14+16+15-4-6+10/=2135=2
0 5
~2 3
0 0

Gabarito: S = 32—5

3. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2019)

Considere os pontos A(2,3) e B(4,1) earetar:3x + 4y = 0.Sed,, e dg, sdo, respectivamente,
as distancias de A e de B até a reta 1, é correto afirmar que

a) dy,>dpg,

b) dA,r < dB,r

c) dyr=dpg,

d) dy,=2dp,

2. (EEAR/2019)

Para que os pontos A(x,3), B(—2x,0) e C(1, 1) sejam colineares, é necessario que x seja
a) -2
b) -1
c) 2
d) 3

3. (EEAR/2019)
Sejam A(—3,3), B(3,1), C(5,—3) e D(—1,—2) vértices de um quadrilatero convexo. A medida de

uma de suas diagonais é
a) 15
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b) 13
c) 12
d) 10

4. (EEAR/2018)

Os pontos B, C e D dividem o seguimento AE em 4 partes iguais, conforme a figura.
. ® . - *

A B C D E

Se A(2,7) e E(6,1), entdo a abscissade B é
a) 6
b) 5
c) 4
d) 3

5. (EEAR/2018)

As retas de equagbesy + x —4 = 0 e 2y = 2x — 6 sdo, entre si,
a) Paralelas

b) Coincidentes

c) Concorrentes e perpendiculares

d) Concorrentes e nao perpendiculares

6. (EEAR/2018)

Seja a equacao geraldaretaax + by + ¢ = 0.Quandoa =0,b # 0 e c # 0, areta
a) Passa pelo ponto (¢, 0)

b) Passa pelo ponto (0, 0)

c) E horizontal

d) E vertical

7. (EEAR/2017)

Seja ABC um triangulo talque A(1,1),B(3,—1) e C(5, 3). O ponto _é o baricentro desse triangulo.
a) (2,1)
b) (3,3)
c (1,3)
d (3,1)

8. (EEAR/2017)

O triangulo ABC formado pelos pontos A(7,3), B(—4,3)e C(—4,-2) é
a) Escaleno

b) Isdsceles

¢) Equiangulo

d) Obtusangulo

9. (EEAR/2017)
Areta s que passa por P(1,6) e é perpendicularar:y = gx +36é

3
ajy=-x
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b) y=x+5
2 20
) y=-—3x+—

3 15
d y=-sx+—

10. (EEAR/2016)

Dadaaretar:2x —3y +5 = 0 e o ponto P(5,6), adistanciade P aretar é
a) V91

b) 30V13

¢) 3v91/91

d) 3v13/13

11. (EEAR/2016)
A equacao reduzida da reta que passa pelos pontos A(0,1) e B(6,8) é dada por

a) y=7x+1
b) y=6x+1
c) y=%x+1
d) y=§x+1

12. (EEAR/2016)

O triangulo determinado pelos pontos A(—1,—3),B(2,1) e C(4, 3) tem area igual a
a) 1

b) 2

c) 3

d) 6

13. (EEAR/2016)
Considere os pontos A(2,8) e B(8,0). A distancia entre eles é de

a) V14
b) 3v2

c) 3V7
d) 10

14. (EEAR/2016)

Considere os segmentos de retas AB e CD, onde A(0,10),B(2,12),C(—2,3)e D(4,3). O
segmento M N, determinado pelos pontos médios dos segmentos AB e CD é dado pelos pontos
M e N, pertencentes respectivamente a AB e CD. Assinale a alternativa que corresponde
corretamente a esses pontos

a) M (% 1) e N(—1,3)

b) M(-2,10)e N(—1,3)

c) M(1,-2)eN(1,3)

d) M(1,11)e N(1,3)

15. (EEAR/2016)
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O valor de a para que os pontos A(—1,3 —a), B(3,a+ 1) e C(0,—1) sejam colineares é um
numero real

a) Primo

b) Menor que 1

c) Positivo e par

d) Compreendido entre 2e 5

16. (EEAR/2016)

Analisando o grafico, temos que a reta forma com os eixos coordenados um tridngulo de 4 unidades
de area.

\\\ Q(0.q9)

o

P(p,0)
A R #

Marque a alternativa correspondente a equacgao da reta que passa pelos pontos P e Q.
a) 2x+y—4=0
b) —2x+y=4
c) 2x+y=-4
d) 2x—y=4

17. (EEAR/2016)

Dada a reta DG, conforme a ilustragdo abaixo e, sabendo que a area do quadrado ABCD é igual a
9 m? e a 4rea do quadrado BEFGé 25 m?, a equagdo da reta DG é

v A

//.:. ) - :'

a) =2x—-3y—-9=0
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b) 2x-3y—-9=0
c) 2x—-3y=-9
d) 2x—-3y=-9

18. (EEAR/2016)
O quadrilatero ABCD tem seus vértices localizados em um plano cartesiano ortogonal, nos pontos
A(1,1),B(2,3),€(2,—2) e D(0,—1). A area desse quadrilatero é, em unidades de area, igual a
a) 6
b) 5
c) 4
d) 3

19. (EEAR/2015)

Existe uma reta passando pelos pontos (1,4), (t,5) e (—1,t). A soma dos possiveis valores de t é
a) 3
b) 4
c) 5
d) 6

20. (EEAR/2015)
Aretar,deequagdoy +2x —1 =0,cortaoeixoxemx =aeoeixoyemy = b.Assim,a+ b é

igual a
a) 3
b) 2
c) 3/2
d) 1/2

21. (EEAR/2015)

A area do triangulo cujos vértices sdo os pontos A(1,3),B(2,1)e C(4,5) é
a) 3

b) 4

c) 5

d) 6

22. (EEAR/2015)
Se M(a,b) e o ponto médio do seguimento de extremidades A(1,—2) e B(5,12), entdo é correto

afirmar que

a) a e bsdao pares

b) a e b sao primos
c) aéparebéprimo
d) aéprimoeb épar

23. (EEAR/2014)

Sejam os pontos A(x,1),M(1,2)e B(3,y). Se M é o ponto médio de AB, entdo xy é igual a
a) -3
b)--1
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d) 3

24. (EEAR/2014)

Se a distancia entre A(2v3,y) e B(4v/3,1) é 4, o valor de y pode ser
a) 1
b) 0
c -1
d) -2

25. (EEAR/2013)
Seja um triangulo ABC, talque A(1,3), B(9,9), AC = 8 e BC = 5. Sendo assim, o perimetro desse
triangulo é
a) 19
b) 20
c) 23
d) 26

26. (EEAR/2013)

Uma reta paralelaaretar:y = 2x + 3 é a reta da equagao
a) 3y=2x+1

b) 2y =2x—4

c) 2y=4x-1

d y=x+3

27. (EEAR/2013)
O coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(—1,3) e B(2,—4) é
1
a) —g
b) — 3
c)

d)

WIAN|W

28. (EEAR/2013)
A distancia do ponto (3,1) a reta cuja equagdo geral é 2x — 2y +2 =0¢é

5v2
a) —

b)

2
c) 2v2
d) V2

2
3V2

29. (EEAR/2013)

Para que os pontos A(2,0),B(a,1) e C(a + 1, 2) estejam alinhados, é necessario que o valor de a
seja
a) 5
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b) 4
c) 3
d) 2

30. (EEAR/2012)

Se os pontos (1, —a), (2,3) e (—1,—3) estdo alinhados, o valorde a é
a) -2

b) -1

c) 3

d) 4

31. (EEAR/2012)
Se as retas 1 e s sao perpendiculares, e a equacao de s 2y + x — 2 = 0, o coeficiente angular m,.

daretaré
a) -1
b) 1
c) 2
d) 3

32. (EEAR/2011)
Sejam asretasr e sde equagdesy = 2x — 3 e y = —3x + 2. A tangente do angulo agudo formado

pelasretasresé
a) 0
b) 1

<) V3
d)?

33. (EEAR/2011)
Seja M (4, a) o ponto médio do segmento de extremidades A(3,1) e B(b, 5). Assim, o valor de a +
bé
a) 8
b) 6
c) 4
d) 2

34. (EEAR/2011)
Na figura, AB C r. Se r tem equacao x —y—1 =0, e ABCD é um quadrado, entao o lado de
ABCD mede
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a) V2
b) V3
c) 3v2
d) 2V3

35. (EEAR/2011)
Dados os pontos A(k, 2),B(3,1) e C(1,—2) para que a distancia entre A e B seja igual a distancia
entre A e C, o valor de k deve ser
a) —7/4
b) —3/4
c) 1/5
d) 3/5

36. (EEAR/2010)
Os vértices de um triangulo sdo A(2,5), B(0,0) e C(4,—2). A altura desse triangulo, relativa a BC,

e

a) 10V/5
b) 12/5/5
c) V5/5
d) V5

37. (EEAR/2010)
Sejam os pontos A(—2,2),B(2,—1) e C(5, k). Se a distancia entre a A e B é a mesma que a entre

B e C, a soma dos possiveis valores de k é
a) 1
b) O
c -1
d) -2

38. (EEAR/2010)

Asretasy = kx + 2 e y = —x + minterceptam-se no ponto (1,4). Assim, o valorde k + m é
a) 8

b) 7

c)-6
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d) 5

39. (EEAR/2010)

Seja G o ponto de encontro das medianas de um triangulo cujos vértices sao A(—1,—-3), B(4,—1)

e C(3,7). Aabscissade G é
a) -1
b) 0
c 1
d) 2

40. (EEAR/2010)

Se os pontos A(2,3), B(4,0) e C(0, k) estao alinhados, entdo o valor de k é um niumero
a) impar

b) Primo

c¢) Multiplode 5

d) Multiplode 3

41. (EEAR/2009)
Na figura, OABC é um quadrado de lado 3

A
\Dy
&

B

o A \X>

Sabendo que o ponto D tem coordenadas (0, 6), o coeficiente angular da reta r é
a) -6
b) -4
c) -2
d) -1

42. (EEAR/2009)

Num tridangulo ABC, o ponto médio do lado AB é M (4, 3). Se as coordenadas de B sao ambas iguais

a 2, entdo as coordenadas de A sdao
a) (7,5)
b) (6,4)
c) (5,3)
d) (3,4)

43. (EEAR/2009)
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Considere o segmento que une os pontos (—1,—3) e (5,5) e uma reta perpendicular a ele. O

coeficiente angular dessa reta é
a) —-2/5

b) —3/4

c) 1/2

d) 2/3

44. (EEAR/2009)

Os pontos M(—2,a),N(a,5)e P(0, a) estdo alinhados. Assim, o quadrante a que N pertence é o
a) 1°
b) 2¢
c) 3¢
d) 4°

45. (EEAR/2008)

O baricentro de um triangulo, cujos vértices sdo os pontos M(1,1), N(3,—4) e P(-5,2), tem
coordenadas cuja soma é

a) 2

b) 1

c) —-2/3

d) 1/3

46. (EEAR/2008)
Os pontos A(3,5),B(4,3),C(1,0)e D(0,4) sdo vértices de um quadrilatero ABCD. A area desse

quadrilatero é
a) 15/2

b) 7/2

c 11

d) 15

47. (EEAR/2008)
A drea do tridngulo cujos vértices sdao os pontos A4, B e C é, em unidades de area,

A B
3t
2]
I
1 C
1"":“"’
— >
-l-uAl 2
a) 4
b) 3
c) 2
d) 1

48. (EEAR/2008)
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A equagdo geral da reta que passa por P(0,3) e Q(1,5) é representada por ax + by + ¢ = 0.
Assim, o valordea/c é

a) 2/3

b) 3/4

c) —1/5

d) —5/6

49. (EEAR/2008)

SE(r)x+6y—2=0e(s)8x+ (t— 1)y — 2 = 0sdo duas retas paralelas, entdo t é o multiplo de
a) 3

b) 5

c) 7

d) 9

50. (EEAR/2007)
Seja M(a,b) = r n's. Ovalor de % é

M‘r

a) —20/21
b) —21/20
) 20/17
d) 17/20

51. (EEAR/2007)
Dada areta (s)2x —y + 3 = 0, a equagdo da reta 1, perpendicular a s, que intercepta o eixo y no
ponto de ordenada 2, é

a) 2y+x—4=0

b) 2y+x—-2=0

c) 2x+y+4=0

d 2x+y+2=0

52. (EEAR/2007)

Complete de maneira correta: “O ponto de interse¢do das retas y=2x+4ey=-3x—-1
pertence ao _ quadrante”.

a) 1°

b). 2°

c)-3°
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d) 4°

53. (EEAR/2007)
Em um plano cartesiano desenhado no chao, uma formiga andando em linha reta, se deslocou do
ponto A(2, —1) para o ponto B(—1, 3), e depois para o ponto C(2, 3). Se cada unidade deste plano

representa 1 cm, entdo a distancia percorrida pela formiga, em cm, foi
a) 4

b) 8

c) 10

d) 12

54. (EEAR/2007)
Se uma reta passa pelo ponto P(3, 4) e tem coeficiente angular 2, entao o coeficiente linear dessa

reta é
a) 4
b) -2
c 1
d) 3

55. (EEAR/2006)
A equacdo segmentaria da reta que passa pelos pontos A(—2,—7)e B(1,—5) é

3 2x

a) 2-=Z=
17 17
2x 3

b) = -2=
17 17
3x 2

o =4+2=1
17 17

3y  2x _
d) 17+17_1

56. (EEAR/2006)

Seja um ponto Q, de ordenada -3, equidistante dos pontos A(0,1) e B(2,3). O produto das
coordenadas do ponto Q é:

a) 3

b) -6

c) 12

d) -18

57. (EEAR/2006)

A equacao da reta que passa pelo ponto E(—1, —3) e que tem 45° de inclinagao é
a) x—y+2=0

b) x—-y—-2=0

c) x+y+2=0

d x+y—-2=0

58. (EEAR/2006)

A distancia do ponto P(—3, —2) a bissetriz dos quadrantes impares do plano cartesiano é:

a) V2
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b) 5v2
c) 5v2/2
d) v2/2

59. (EEAR/2005)

75 5 7 . ~ c.,
Os pontos 4 (E’E) eB (— 2 E) definem uma reta de equagao ax + by + ¢ = 0. O valor de 5 &
a) 3
b) 2
c 1
d) 0

60. (EEAR/2005)
O baricentro do triangulo de vértices A(—5,6), B(—1 — 4) e C(3,2) é o ponto

) ()
0 (1)
9 ()

0 (19

61. (EEAR/2005)

Considere as afirmacgoes:

I Asretas (r) x —3y+1=0e (s) — 2x + 6y + 1 = 0 sdo paralelas distintas.
Il. Aretas (t)—2x+y+5=0e (u) — 6x+ 3y + 15 = 0 sdo coincidentes.

. Asretas (v) —5x—4y—3 =0e (w) —10x + 8y + 6 = 0 sdo concorrentes.

Das afirmagOes anteriores, é(sdao) verdadeira(s)
a) Apenas duas
b) Apenasuma
¢) Nenhuma
d) Todas

62. (EEAR/2005)

Sejam os pontos D(k,—3),E(2,t) e F(—1,1). Se F divide DE em duas partes iguais, entdo os
numeros k e t sdo tais que a soma deles é

a) -1

b) O

c 1

d) 2

63. (EEAR/2005)

Seja a o angulo formado por duas retas cujos coeficientes angularessio —1/3 e 1/3 ovalorde tg a
é:

a) 3/4

b) 1

c).5/4

d)-3/2
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64. (EEAR/2004)
Uma reta r passa pelo ponto A(—1,4) e é perpendicular a reta s de equagao 3x + 5y —2 = 0.

Nessas condic¢Oes, a equacao daretar é
a) 3x+5y—-23=0
b) 5x+3y—-17=0
c) 3x+5y—-17=0
d) 5x—3y+17=0

65. (EEAR/2004)
Uma circunferéncia passa pelos pontos A(3,1) e M(4,0) e tem o seu centro sobre o eixo das

ordenadas. Nessas condicdes, o raio dessa circunferéncia é
a) 2v5

b) 3v2
c) 5
d) 6

66. (EEAR/2004)
A equagao da reta (1), que é perpendicular a reta (s): 2x + 3y — 6 = 0 no ponto onde a reta (s)

corta o eixo das abscissas, é
a) 3x+2y—-9=0
b) 2x-3y+6=0
c) 2x+3y—-6=0
d) 3x-2y-9=0

67. (EEAR/2003)

Areta 3x — 2y — 5 = 0 é perpendicular a reta
a) 2x—-3y =5

b) 4x+6y=1

c) 3x+2y=0

d) 6x—4y=10

68. (EEAR/2003)

A equacao geral da reta de coeficiente angular % e de coeficiente linear —/2 é
a) x+v2y—-4=0

b) 3x—V2y—-2=0

) 3x—V2y—-4=0

d) 3vV2x—-v2-2=0

69. (EEAR/2003)

O ponto M é o ponto de interse¢ao das diagonais AC e BD de um quadrilditero ABCD. Sendo
A(0,0),B(3,0),C(4,2) e D(0,5) as coordenadas dos vértices do quadrilatero, as coordenadas do
ponto M sao

15 30
a) P
13 " 13
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b) (180 90)

13’13
0 (30 15)

13’13

30 15
4 (5.7)
) 77’7

70. (EEAR/2003)
Se um ponto P do eixo das abscissas é equidistante dos pontos A(1,4) e B(—6, 3), entao a abscissa
do ponto P é

a) -1

b) 0

c) -2

d) 1

71. (EEAR/2002)
Dentre os pontos que equidistam de A(1,2) e B(3,4), o ponto mais préximo de P(6,1) que

pertence ao eixo das abscissas é
a) 5
b) 3
c) 6
d) 4

72. (EEAR/2002)

Observando a figura, podemos afirmar que a medida da mediana AM é

A(2.6)
C(6.4)
M
B(4.2)
a) 2v2
b) 3v2
c) 2V3
d) 3v3
73. (EEAR/2002)
1 -1 x
O grafico da fungdo f(x), definidapor|(3 4 —1(=0,
1 2 y

a) Determina, com os eixos coordenados, uma regiao triangular de area 9/28
b) Intercepta o eixo x no ponto de abscissa —3/7

c) Intercepta o eixo y no ponto de ordenada —3/2

d) Passa pela origem do sistema cartesiano

74.(EEAR/2002)
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Dois pontos sobre a reta y = 2 distam 4 unidades da reta 4x — 3y + 2 = 0. A distancia, em

unidades, entre as abscissas dos pontos é
a) 10
b) 2
c) 6
d) 4

75. (EEAR/2002)

O grafico de uma fungdo f é o segmento de reta que une os pontos (—3,4) e (3,0).Se f 1 éa

fungdo inversa de f, entdo f~1(2) é
a) 2

b) 0

c) —3/2

d) 3/2

76. (EEAR/2001)

O triangulo cujos vértices sdo os pontos (1,3),(—2,—-2)e (1,-2) é
a) Obtusangulo

b) Equilatero

¢) Retangulo

d) Isésceles

77. (EEAR/2001)

A equagao da reta que passa pelo ponto (3, 2) e pelo ponto de intersecdo dasretasy = 3(1 — x) e

y=2(x—1)é

a) 2x—-y—1=0
b) x—-2y-1=0
c) 2x—2y—-1=0
d x—y—1=0

78. (EEAR/2001)

Aretadeequagiox + 2y +c =0:

a) E perpendicularareta2x +y+c=0

b) Eparaleladareta2x —4y+c=0

c) Tem distancia ao ponto (—c, 1) igual a zero

d) Forma um angulo degrd comareta3x+y+c=0

79. (EEAR/2001)

Asretas 2x —y = 3 e 2x + ay = 5 sdo paralelas. Entdo, o valor de a é:
a) -1

b) 1

c) 4

d) 4

80. (EEAR/2001)
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O valor de k de modo que a reta kx + 2y + k — 8 = 0 passe pela intersecao dasretasx + y = 0
ex—3y=8é:

a) 4

b) 3

c) 4

d) -3

81. (EEAR/2001)

A equacdo da reta que passa pelo ponto B(4, —5) e de coeficiente angular % é:
a) x—-2y+6=0

b) x—-2y—-12=0

c) x—-2y—14=0

d x+2y+14=0

82. (ESA/2017)
Determine a distancia entre os pontos P(0,0) e Q(2,2).
a) 3v2
b) v2/2
) v2/3
d) 22
e) V2

83. (ESA/2015)
Dados trés pontos colineares A(x, 8), B(—3,y)e M(3,5), determine o valor de x + y, sabendo que

M é o ponto médio de AB
a) 3

b) 11

c) 9

d) -2,5

e) 5

84. (ESA2012)
Os pontos M(—3,1) e P(1,—1) sdo equidistantes do ponto S(2, b). Desta forma, pode-se afirmar

que b é um nimero
a) Primo
b) Muiltiplode 3
c) Divisorde 10
d) Irracional
e) Maior que 7

85. (ESA/2011)
Um quadrado ABCD esta contido completamente no 12 quadrante do sistema cartesiano. Os
pontos A(5,1) e B(8, 3) sdo vértices consecutivos desse quadrado. A distancia entre o ponto A e 0
vértice C, oposto a ele, é:

a) V26
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b) 213

c) V13
d) 26
e) 13

86. (ESA/2011)
Seja AB um dos catetos de um tridngulo retangulo e isésceles AABC, retdngulo em A, com
A(1,1) e B(5,1). Quais as coordenadas cartesianas do vértice C, sabendo que este vértice pertence

ao primeiro quadrante?
a) (5,5)
b) (1,5)
c (4,4)
d (1,4)
e) (4,5

87. (ESA/2011)

Para que as retas de equagdes 2x — ky = 3 e 3x + 4y = 1 sejam perpendiculares, deve-se ter

a) k=3/2
b) k=2/3
c) k=-1/3
d k=-3/2
e) k=2

88. (ESA/2009)

Seja aretar de equagdo 5x — 2y — 11 = 0. A equagdo da reta s, paralela a r, que contém o ponto
F=(3,-1)e:

a) S5x—-2y+17=0

b) 2x -5y +17=0

c) 5x+2y+17=0

d) 5x—-2y—-17=0

e) 2x+5y+17=0

89. (ESA/2009)
Considere o tridangulo de vértices A(1,1), B(2,3) e €(5,2). A mediatriz do lado AB encontra o eixo

das abscissas no ponto de coordenadas

a) (0,11/2)

b) (=5/2,0)

c (1/2,0)

d) (-11/2,0)

e) (11/2,0)

90. (ESA/2008)

A medida do perimetro do tridangulo cujos vértices sdo os pontos (1,1),(1,3) e (2,3) é:
a) 3++5

b) 3 +2V5

c) 3+3V5
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d) 3+ 45
e) 3+5V5

91. (ESPCEX/2016)
Considere a reta t mediatriz do segmento cujos extremos sao os pontos em que areta s: 2x — 3y +

12 = 0 intercepta os eixos coordenados. Entao, a distancia do ponto M(1,1)aretaté
13V3
a) ——
11
b) 10V13
13
13V11
13

c)

d) 3V11
13

EXE]

11

e)

92. (ESPCEX/2014)

O ponto simétrico do ponto (1, 5) em relagdo a reta de equagdo 2x + 3y — 4 = 0 é o ponto
a) (-3,-1)

b) (—1,-2)

c (—4,4)

d) (3,8)

e) (3,2)

93. (ESPCEX/2007)
Na figura a seguir, sdo fornecidas as coordenadas cartesianas dos pontos P; e P,. Denomina-se 6 o

angulo P;0OP,. Com base nessas informag6es pode-se afirmar que o calor de cos 0 é

A

[ |ﬁ;«l

Py

wh | s
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GABARITO

LN AWNRE
OO 0O 0O 0 o0 T w

[EY
©
o O

11.c
12.a
13.d
14.d
15.a
16.a
17.d
18.b
19.c
20.c
21.b
22.b
23.a
24.c
25.c
26.c
27.b
28.b
29.c
30.b
31.c
32.b
33.a
34.3a
35.a
36.b
37.d
38.b
39.d
40.d
41.d
42.b
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43.b
44.3
45.c
46.c
47.b
48.2a
49.c
50.b
51.a
52.b
53.b
54.b
55.b
56.d
57.b
58.d
59.c
60.d
61.d
62.c
63.a
64.d
65.c
66.d
67.b
68.b
69.c
70.c
71.a
72.b
73.a
74.a
75.b
76.c
77.d
78.d
79.a
80.a
81l.c
82.d
83.b
84.b
85.a
86.b
87.a

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA |



; Estratégia

Prof. VictorSo

Militares

88.d
89.e
90.a
91.b
92.a
93.e

RESOLUCAO

1. (EEAR/2019)
Considere os pontos A(2,3) e B(4,1)earetar:3x + 4y = 0.Se d,,. e dg, sdo, respectivamente,
as distancias de A e de B até a reta 1, é correto afirmar que
a) dA,r > dB,r
b) dA,r < dB,r
C) dA,r = dB,r
d) dA,r = 2dB,r
Comentarios

Do estudo da geometria analitica, sabemos que a distancia de um ponto a reta é calculada
como segue:

3-2+4-3] 18
dpy = |2l = 2
J3P+42
3-4+4-1 16
dyy = [Tt = 2
J3t+42 1 5

Observe que dy, > dp,.

Gabarito: “a”.

2. (EEAR/2019)
Para que os pontos A(x,3), B(—2x,0) e C(1, 1) sejam colineares, é necessario que x seja
a) -2
b) -1
c) 2
d) 3

Comentarios

Do estudo da geometria analitica, temos que para os trés pontos sejam colineares eles
devem obedecer a seguinte equacao:

x 31
—2x 0 1|=0=>3-2x—(—6x+x)=3+3x=0=>x=-1
1 1 1

Gabarito: “b”.

3. (EEAR/2019)
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Sejam A(—3,3), B(3,1), C(5,—3) e D(—1,—2) vértices de um quadrilatero convexo. A medida de

uma de suas diagonais é
a) 15
b) 13
c) 12
d) 10

Comentarios

Plotando os pontos no plano cartesiano, temos:

L]
(_3? 3)

B
® (3.1)

(—1.—2)

C
® (5,-3)

Logo, como ele é convexo, suas diagonais sdo AC e BD. Calculando seus comprimentos,
temos:

AC =\/(—3—5)2 +(3-(=3))" = V100 = 10

BD = \/(3 — (D) +(1-(-2)" =Vv25=5

Gabarito: “d”.

4. (EEAR/2018)

Os pontos B, C e D dividem o seguimento AE em 4 partes iguais, conforme a figura.
[ & & & .

A B C D E

Se A(2,7) e E(6,1), entdo a abscissade B é
a) 6
b) 5
c) 4
d) 3

Comentarios

Observe que AC = CE, isto é, C é o ponto médio de AE. Assim:
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A+E (2,7)+(6,1) (88)

=== 2 T2
Além disso, note que AB = BC, ou seja, B é o ponto médio de AC. Assim:
B = 2,7) + (4,4 B (6,11)

2 2

= (44)

= (3,11)

Logo, a abscissa de B é 3.

Gabarito: “d”.

5. (EEAR/2018)

As retas de equagdesy + x —4 = 0 e 2y = 2x — 6 sdo, entre si,
a) Paralelas

b) Coincidentes

c) Concorrentes e perpendiculares

d) Concorrentes e nao perpendiculares

Comentarios

O coeficiente angulardey + x — 4 = 0 é —1 e o coeficiente angularde 2y = 2x — 6 é% =
1, ou seja:
1
1 1= -1
Logo, sdo perpendiculares e concorrentes.

Gabarito: “c”.

6. (EEAR/2018)

Seja a equacdo geraldaretaax + by +c¢c =0.Quandoa =0,b #0ec # 0, areta
a) Passa pelo ponto (¢, 0)

b) Passa pelo ponto (0,0)

c) E horizontal

d) E vertical

Comentarios

Sea=0,b # 0ec # 0, podemos escrever:

c
0-x+by+c=0=>y=—3

Logo, trata-se de uma reta horizontal.

Gabarito: “c”.

7. (EEAR/2017)

Seja ABC um triangulo talque A(1,1),B(3,—1) e C(5, 3). O ponto _é o baricentro desse triangulo.
a) (2,1)

b) (3,3)

c (1,3)

d (3,1)

Comentarios
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Do estudo da geometria analitica, sabemos que o baricentro de um triangulo é calculado,
em func¢ao de seus vértices, como:

A+B+C
-3
Ou seja:
G_(1,1)+(3,—1)+(5,3)_(1+3+5,1—1+3)
3 3

=31

Gabarito: “d”.

8. (EEAR/2017)

O triangulo ABC formado pelos pontos A(7,3),B(—4,3)e C(—4,—-2) é
a) Escaleno

b) Isdsceles

c) Equiangulo

d) Obtusangulo

Comentarios

Para decidirmos algo sobre o triangulo precisamos das medidas dos seus lados. Entdo
vamos calcular a distancia entre os pares de vértices:

AB=/(7—(-4)2+(3-3)2=11
BC=(-4—- (-2 +B-(-2))?*=5
CA=(-4—-7)2+(-2-3)2 =146

Observe que os lados sao distintos dois a dois, do que segue que o triangulo é escaleno.

Gabarito: “a”.

9. (EEAR/2017)
Areta s que passa por P(1,6) e é perpendicularar:y = gx +3é

3
a) y=5x
b) y=x+5
2 20
c) y=—3xt
3 15
d y=-sx+—

Comentarios

O coeficiente angular da reta r é m,, = 2/3. Se s é perpendicular a r, temos:

2 3
m,-m; =—1 =>§-ms=—1=>ms=—§
Entdo a reta s é dada por:
3
y=—§x+b

Mas ela passa por P(1,6), logo:

6 > 1+b=>0b 15
= ——- = _—
2 2
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3 15
Y=oty

Gabarito: “d”.

10. (EEAR/2016)

Dadaaretar:2x —3y + 5 = 0 e o ponto P(5,6), adistanciade P aretar é
a) V91

b) 30V13

¢) 3v91/91

d) 3v/13/13

Comentarios

Do estudo da Geometria Analitica, temos que a distancia entre ponto e reta é dada por:

_|2-5-3-6+5] 3 3V13
B [22 + (—3)2 \/ﬁ_ 13

Gabarito: “d”.

11. (EEAR/2016)
A equacdo reduzida da reta que passa pelos pontos A(0,1) e B(6,8) é dada por

a) y=7x+1
b) y=6x+1
c) y=%x+1
d) y=§x+1

Comentarios

Do estudo da geometria analitica, temos que a equa¢ao da reta que passa pelos pontos

A e B é dada pela seguinte equacao:

0 11
6 8 1|=0=>x+6y—(6+8x)=0=>—-7x+6y—6=0
x y 1

Logo, sua equacgao reduzida é:

! +1

Gabarito: “c”.

12. (EEAR/2016)

O triangulo determinado pelos pontos A(—1,—3),B(2,1) e C(4, 3) tem area igual a
a) 1
b) 2
c) 3
d) 6

Comentarios

A drea do triangulo de vértices dados pode ser calculada pelo seguinte determinante:
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-1 -3 1

1 1
s=52 1 1|=F1G ED+ED 1423 - @ (=R +4+ (D3| =
4 3 1
Ss=1A_ g
2

Gabarito: “a”.
13. (EEAR/2016)
Considere os pontos A(2,8) e B(8,0). A distancia entre eles é de

a) V14
b) 3v2

c) 3V7
d) 10

Comentarios

A distancia entre dois pontos é dada por:

AB =.,/(2—-8)2+(8—0)2=+62+82=10
Gabarito: “d”.
14. (EEAR/2016)
Considere os segmentos de retas AB e CD, onde A(0,10),B(2,12),C(-2,3)e D(4,3). O

segmento MN, determinado pelos pontos médios dos segmentos AB e CD é dado pelos pontos

M e N, pertencentes respectivamente a AB e CD. Assinale a alternativa que corresponde
corretamente a esses pontos

a) M G 1) e N(-1,3)

b) M(-2,10)e N(—1,3)

c) M(1,-2)eN(1,3)

d) M(1,11) e N(1,3)

Comentarios
Ponto médio de AB:
_A+B (0,10) + (2,12) _(2,22)
2 2 2

= (1,11)

Ponto médio de CD:
N = C+D B (-2,3) + (4,3) _ (2,6)
2 2 2

=(13)

Gabarito: “d”.

15. (EEAR/2016)

O valor de a para que os pontos A(—1,3 —a), B(3,a+ 1) e C(0,—1) sejam colineares é um
numero real

a) Primo

b) Menor que 1

c) Positivo e par

d) Compreendidoentre2e5
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Comentarios

Para que os trés pontos sejam colineares eles devem obedecer a seguinte equacao:

-1 3—a 1
3 a+1 1|=—a—-1-3-09-3a+1)=0>2a—-14=0>a=7
0 -1 1

Veja que 7 é um numero primo.

Gabarito: “a”.

16. (EEAR/2016)
Analisando o grafico, temos que a reta forma com os eixos coordenados um tridngulo de 4 unidades

de area.

Marque a alternativa correspondente a equacao da reta que passa pelos pontos P e Q.
a) 2x+y—4=0

b) 2x+y=4

c) 2x+y=-4

d 2x—-y=4

Comentarios

O triangulo OPQ possui area 4, do que temos que:

4 = i =>pq=28
2
Além disso, os pontos P, Q e (1,2) sdo colineares, do que segue que:
p 0 1
0 g 1/|=0=>pq—(@Q+2p)=0=>q+2p=pq=38
1 2 1

Multiplicando essa equagdo por p, vem:

pPq+2p*=8p=>8+2p*-8p=0=>p°—4p+4=0=>(p-2)=0>p=2

Logo, temos:
2q =8=>q=4
O coeficiente angular dessa reta é:
q—20 4
= = —2
m=0—p -2

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 71



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Ou seja:
y=—-2x+b
Passa pelo ponto (2,0):
0=-2-2+b=>b=4
A reta é, portanto:
y=-2x+4

Gabarito: “a”.

17. (EEAR/2016)
Dada a reta DG, conforme a ilustragao abaixo e, sabendo que a drea do quadrado ABCD é igual a

9 m? e a drea do quadrado BEFGé 25 m?, a equagdo da reta DG é

Yy A
C'/ F

a) 2x-3y—9=0
b) 2x-3y—-9=0
c) 2x—-3y=-9
d 2x—-3y=-9
Comentarios

Se a area do quadrado ABCD é 9, seu lado vale VO = 3. Se a 4rea do quadrado BEFG vale
25, seu lado vale V25 = 5.

Observe que a ordenada do ponto D é igual ao lado do quadrado ABCD e sua abscissa vale
0, ou seja:

D =(0,3)

A ordenada do ponto G é igual ao lado do quadrado BEFG e sua abscissa vale o lado do
qguadrado ABCD. Assim:

G = (3,5)
Do estudo da geometria analitica, a reta DG é dada por:
0 3 1
3 5 1[=3x+3y—(9+5x)=0=>2x—-3y=-9
x y 1
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Gabarito: “d”.
18. (EEAR/2016)
O quadrilatero ABCD tem seus vértices localizados em um plano cartesiano ortogonal, nos pontos
A(1,1),B(2,3),€(2,—2) e D(0,—1). A area desse quadrilatero é, em unidades de area, igual a
a) 6
b) 5
c) 4
d) 3

Comentarios

Colocando os pontos no plano cartesiano, obtemos:

4

[ |
B

Note que a figura formada pelos pontos ABCD é na verdade um triangulo. Assim, a area é
dada por:

Gabarito: “b”.
19. (EEAR/2015)

Existe uma reta passando pelos pontos (1,4), (t,5) e (—1,t). A soma dos possiveis valores de t é
a) 3
b) 4
c) 5
d) 6

Comentarios

Se existe uma reta passando por esses trés pontos eles devem ser colineares. Dessa forma,
obedecem a seguinte equacao:

1 g } = —44+5+t?—(4t—-5+t)=0=>t>—-5t+6=0
-1 t 1
Das relagdes de Girard, a soma das raizes da equagao vale:
=5
== 5
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Gabarito: “c”.

20. (EEAR/2015)
Aretar,deequagaoy + 2x —1 =0,cortaoeixoxemx =aeoeixoyemy =b.Assim,a+ b é

igual a
a) 3
b) 2
c) 3/2
d) %

Comentarios

Se r corta 0 eixo x em x = a, temos:
1
0+2a—1=0=>a=§

Se r corta o eixo y em y = b, entdo:
b+2-0-1=0=>b=1

Assim:

1
a+b=1+-

Gabarito: “c”.

21. (EEAR/2015)
A area do triangulo cujos vértices sao os pontos A(1,3),B(2,1)e C(4,5) é
a) 3
b) 4
c) 5
d) 6
Comentarios

Do estudo da geometria analitica, temos que a area desse triangulo em fung¢ao dos lados:

1 3 1 1
S==1l12 1 1|{|==1124+1+10-(6+4+5)|==-8=4
2 4t 1 2 2

Gabarito: “b”.

22. (EEAR/2015)
Se M(a,b) e o ponto médio do seguimento de extremidades A(1,—2) e B(5,12), entao é correto

afirmar que

a) a e bsao pares

b) a e b sao primos
c) aéparebéprimo
d) aéprimoeb é par

Comentarios

Se M é o ponto médio de A e B, temos:
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_A+B  (1,-2)+(512) (6,10) _
M=——= 2 2 =35

Assim,a = 3 e b = 5, ambos primos.

Gabarito: “b”.

23. (EEAR/2014)
Sejam os pontos A(x,1),M(1,2)e B(3,y). Se M é o ponto médio de AB, entdo xy é igual a
a) -3
b) -1
c 1
d) 3
Comentarios

Se M é médio de 4 e B, entao:

x,1) + (3, x+314+
= )2( ”:(1,2):( y)=(1,2)
Assim:
3
e sx=2-3=-1
2
1+

—Z=25y=4-15y=3

Dessa forma:
xy=(-1)-3=-3

Gabarito: “a”.

24. (EEAR/2014)

Se a distancia entre A(2v/3,y) e B(4v/3,1) é 4, o valor de y pode ser
a) 1
b) 0
c -1
d) -2

Comentarios

A distancia entre os pontos pode ser calculada como sendo:

AB =\/(2\/§—4\/§)2+(y_1)2 _ 4

Assim:

2
(—2\/5) +(y-1D?=16>(@y—-1)?=16-12>y=14+2
Ou seja:
y=3ouy=-1

Gabarito: “c”.

25. (EEAR/2013)
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Seja um triangulo ABC, talque A(1,3), B(9,9), AC = 8 e BC = 5. Sendo assim, o perimetro desse
triangulo é
a) 19
b) 20
c) 23
d) 26
Comentarios

Para calcular o perimetro desse triangulo precisamos do lado AB, uma vez que possuimos
as medidas dos seus outros lados AC e BC.

Do estudo da Geometria Analitica, temos:

AB=,(1-9)2+(3-9)2=+64+36=10
Assim, seu perimetro é dado por:
8+5+4+10=23

Gabarito: “c”.
26. (EEAR/2013)

Uma reta paralelaaretar:y = 2x + 3 é a reta da equagao
a) 3y=2x+1

b) 2y =2x-4

c) 2y=4x-1

d y=x+3

Comentarios

Uma reta paralela a reta r deve possuir mesmo coeficiente angular. O coeficiente angular
derém, = 2.

Observando as alternativas, a Unica que apresenta coeficiente angular iguala 2 é areta da
. 4
alternativa c, que é > = 2.

Gabarito: “c”.

27. (EEAR/2013)
O coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(—1,3) e B(2,—4) é

Comentarios

Do estudo da geometria analitica, temos que o coeficiente angular de uma reta, dados dois
pontos, pode ser calculado como:

3-(-4 7
— —-1-2 3

Gabarito: “b”.
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28. (EEAR/2013)

A distancia do ponto (3,1) a reta cuja equagdo geral é 2x — 2y +2 =06
5v2
a) —
2

3v2
b) =~

c) 2v2
d) v2

Comentarios

A distancia de um ponto a uma reta dada por ser calculada como:

C2-3-2-1+42] 6 32
/22+(_2)2 2\/7 2

Gabarito: “b”.

29. (EEAR/2013)
Para que os pontos A(2,0),B(a,1) e C(a + 1, 2) estejam alinhados, é necessario que o valor de a
seja

a) 5

b) 4

c) 3

d) 2

Comentarios

Para que os trés pontos estejam alinhados eles devem obedecer a seguinte equagao:

2 0 1
a 1 1|=242a—(a+14+4)=a—-3=0=>a=3
a+1 2 1

Gabarito: “c”.

30. (EEAR/2012)
Se os pontos (1,—a), (2,3) e (—1,—3) estdo alinhados, o valorde a é
a) -2
b) -1
c) 3
d) 4
Comentarios

Para que os trés pontos estejam alinhados eles devem obedecer a seguinte equagao:

1 —a 1
2 3 1l=a+3-6—-(—2a—3-3)=0=>3a+3=0=>a=-1
-1 -3 1

Gabarito: “b”.

31. (EEAR/2012)
Se as retas 1 e s sdo perpendiculares, e a equagdo de s 2y + x — 2 = 0, o coeficiente angular m,.

daretaré
a)--1
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b) 1
c) 2
d) 3

Comentarios

- . 1 . .
O coeficiente angular da reta s é m; = —5 Para que elas sejam perpendiculares, devem
obedecer:

ms-mr=—1:>—§-mr=—1:>mT:2

Gabarito: “c”.

32. (EEAR/2011)
Sejam asretasr e sde equagdesy = 2x — 3 e y = —3x + 2. A tangente do angulo agudo formado
pelasretasresé
a) 0
b) 1
c) V3
g 2
3
Comentarios

Sabemos que a tangente do angulo agudo entre duas retas é calculada por:

ta 0 = m; —m;
g N 1+m1'm2
Nesse caso, temos m; = 2 e m, = —3. Assim:
2—(-3 5
tgo =22 |2 =
1+2-(-3) -5

Gabarito: “b”.

33. (EEAR/2011)

Seja M (4, a) o ponto médio do segmento de extremidades A(3,1) e B(b, 5). Assim, o valor de a +
bé

a) 8

b) 6

c) 4

d) 2

Comentarios

Como M é o ponto médio de A e B, temos:

(4,a) =w=> (4,a) = <3;b,3>

Logo:
3+b

Il
Ul

=4=0h

a=3e

Por fim:
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a+b=3+5=38

Gabarito: “a”.

34. (EEAR/2011)
Na figura, AB C r. Se r tem equagao x —y —1 =0, e ABCD é um quadrado, entdo o lado de
ABCD mede

y4 .
B
. >
D(3.0) X
a) V2
b) V3
c) 3V2
d) 2V3

Comentarios
A distancia entre D e r é o lado AD do quadrado. Dessa forma:
3—-0-—-1

NiEaenz

AD =

1=z

Gabarito: “a”.

35. (EEAR/2011)
Dados os pontos A(k,2),B(3,1) e C(1,—2) para que a distancia entre A e B seja igual a distancia

entre 4 e C, o valor de k deve ser
a) —7/4

b) —3/4

c) 1/5

d) 3/5

Comentarios
A distancia entre A e B:
AB=\(k-32+Q2-1)2=(k-3)2+1

A distanciaentre A e C:

AC=\/(k—1)2+(2—(—2))2 =Jk-12+16=/(k—1)2+16
Queremos AB = BC, logo:
(k=32+1=(k—12+16=>k>—6k+9+1=k> -2k +1+16
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Gabarito: “a”.

36. (EEAR/2010)
Os vértices de um triangulo sdo A(2,5), B(0,0) e C(4,—2). A altura desse triangulo, relativa a BC,

e

a) 10V5
b) 12+/5/5
c) V5/5
d) V5

Comentarios
Queremos a distancia do vértice A a reta suporte de BC.

Encontrando a reta BC:

0 0 1
4 -2 1|=4y—-—(-2x)=0=2y+x=0
x y 1
Logo, a distancia é dada por:
_|2-5+2 12 1245
VErl V5 5

Gabarito: “b”.

37. (EEAR/2010)
Sejam os pontos A(—2,2),B(2,—1) e C(5, k). Se a distancia entre a A e B é a mesma que a entre

B e C, a soma dos possiveis valores de k é
a) 1
b) 0
c) -1
d) -2

Comentarios
O primeiro passo é calcular a distancia entre A e B:
AB=(-2-22+Q2-(-1)?2=vV16+9=5

A distanciaentre Be C:

BC=2-52+(-1-k)32=(k+1)2+9

Queremos:
AB=BC=>25=(k+1)?+9=>k+1= 14
Logo:
k=3ouk=-5
Cuja soma é:
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Gabarito: “d”.

38. (EEAR/2010)

Asretasy = kx + 2 e y = —x + m interceptam-se no ponto (1,4). Assim, o valorde k + m é
a) 8
b) 7
c) 6
d) 5

Comentarios

Se elas se interceptam no ponto (1,4), entdo ele pertence a ambas as retas. Disso, temos
que:

4=k+2=>k=2

4=—-14+m=>m=5
Por fim:
k+m=2+5=7
Gabarito: “b”.

39, (EEAR/2010)
Seja G o ponto de encontro das medianas de um triangulo cujos vértices sao A(—1,—-3), B(4,—1)

e C(3,7). Aabscissade G é
a) -1
b) 0
c 1
d) 2

Comentarios

O ponto de encontro das medianas de um triangulo é o seu baricentro. Da Geometria
Analitica, sabemos que suas coordenas sdo dadas, em funcao dos vértices, por:

A+B+C
-3
Dessa forma:
_ (-1,-3)+ @&, -1+ (3,7) B (6,3)

G
3 3

=21

Assim, sua abscissa vale x = 2.

Gabarito: “d”.
40. (EEAR/2010)

Se os pontos A(2,3), B(4,0) e C(0, k) estao alinhados, entado o valor de k é um nimero
a) impar

b) Primo

c¢) Multiplode 5

d) Multiplo de 3

Comentarios
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Para que trés pontos estejam alinhados eles devem obedecer:

2 31
4 0 1|=4k—-(12+2k)=2k—-12=0=>k=06
0 k 1

Veja que 6 = 3 - 2, ou seja, é multiplo de 3.

Gabarito: “d”.
41. (EEAR/2009)
Na figura, OABC é um quadrado de lado 3

A
\Dy
&

B

o A \X>

Sabendo que o ponto D tem coordenadas (0, 6), o coeficiente angular da reta r é
a) -6
b) -4
c) -2
d) -1

Comentarios

O ponto B possui ambas as coordenadas iguais ao lado do quadrado ABCD, isto é:

B = (3,3)
Como D também pertence a reta r, podemos calcular seu coeficiente angular como sendo:
3—6 3
Mm=3T0” "3

Gabarito: “d”.
42. (EEAR/2009)
Num tridangulo ABC, o ponto médio do lado AB é M (4, 3). Se as coordenadas de B sao ambas iguais

a 2, entdo as coordenadas de A sdao
a) (7,5)
b) (6,4)
c) (5,3)
d) (3,4)

Comentarios
Se as coordenadas de B sao ambas iguais a 2, entao:
B =(2,2)
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Além disso, sendo M o ponto médio de AB, temos:
A+B _ (xy)+(22) N (x+2,y+2)

(43) == 5 = (43)
Isto é:
x+2=8=>x=6
y+2=6=>y=4
Logo:

A= (64)

Gabarito: “b”.
43. (EEAR/2009)

Considere o segmento que une os pontos (—1,—3) e (5,5) e uma reta perpendicular a ele. O

coeficiente angular dessa reta é
a) -2/5

b) —3/4

c) 1/2

d) 2/3

Comentarios

Seja r a reta que une os pontos dados. Seu coeficiente angular é:

—-3-5 8 4
m, =

—1-5 -6 3
Seja s a reta perpendicular, entao:
=—-1= mg = _Z
Gabarito: “b”.

44. (EEAR/2009)

Os pontos M(—2,a),N(a,5)e P(0, a) estdo alinhados. Assim, o quadrante a que N pertence é o
a) 1¢°
b) 2°
c) 3¢
d) 4°

Comentarios

Para que trés pontos estejam alinhados eles devem obedecer:

-2 a 1
a 5 1/=-10+a*—(a*—2a)=0=>-10+2a=0=>a=>5
0 a 1

Assim:
N = (5,5)
Que pertence ao 192 quadrante.

Gabarito: “a”.
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45. (EEAR/2008)
O baricentro de um triangulo, cujos vértices sao os pontos M(1,1), N(3,—4) e P(-5,2), tem
coordenadas cuja soma é
a) 2
b) 1
c) —-2/3
d) 1/3
Comentarios

Do estudo da Geometria Analitica, temos que o baricentro de um tridangulo dado seus
vértices é:
M+N+P
B 3

Logo:

DG+ (5D (LD ( 1 1)
B 3 3  \ 3 3
A soma de suas coordenadas vale:

Gabarito: “c”.
46. (EEAR/2008)
Os pontos A(3,5),B(4,3),€(1,0)e D(0,4) sao vértices de um quadrilatero ABCD. A area desse

guadrilatero é
a) 15/2

b) 7/2

c 11

d) 15

Comentarios

A ideia para essa questado é dividir o quadrilatero em dois triangulos AABC e ACDA.

Podemos calcular suas dreas como segue:

) 3 51 1 9
Area do AABC =—=||4 3 1||==19+5—-(20+3)|==]14-23| ==
2 2 2 2
1 0 1
) 101 1 13
AreadoACDA==|[0 4 1||==14—-(12+5)|==|4-17|=—
2 2 2 2
3 51
Assim, a drea do quadrilatero vale:
9 4 13 22 11
272 27

Gabarito: “c”.

47. (EEAR/2008)

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 84



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

A darea do tridangulo cujos vértices sdo os pontos A4, B e C é, em unidades de area,

A B
3+-=
I
o I
-1 I
I
I C
1T
1
—t—
-1-0A1 ==
a) 4
b) 3
c) 2
d) 1

Comentarios

O primeiro passo é identificar as coordenadas dos pontos A, B e C. Observando o plano
cartesiano da figura:

A=(0,-1)
B = (1,3)
c =21
Assim, a area desse triangulo é dada por:
0 -1 1 1 1
5 1 3 1 =§|—2+1—(—1+6)|=§|—1—5| =3
2 1 1

Gabarito: “b”.

48. (EEAR/2008)
A equacgdo geral da reta que passa por P(0,3) e Q(1,5) é representada por ax + by +c = 0.

Assim, o valorde a/c é
a) 2/3
b) 3/4
c) —1/5
d) —=5/6

Comentarios

A equagdo da reta que passa por P e Q pode ser obtida por:

0 3 1
1 5 1|=3x+y—B+5x)=—-2x+y—3=0
x y 1

Ou seja:
a=-2,b=1ec=-3

Disso, temo que:
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Gabarito: “a”.
49. (EEAR/2008)
Se(r)x+6y—2=0e(s)8x+ (t—1)y — 2 = 0sao duas retas paralelas, entdo t é o multiplo de
a) 3
b) 5
c) 7
d 9

Comentarios

Duas retas paralelas possuem mesmo coeficiente angular. Disso, temos:

Mas m; = m,, logo:
1 8
—g=1—_t=>t—1=48=>t=49
Vejaquet = 7-7,ouseja, t é multiplo de 7.
Gabarito: “c”.
50. (EEAR/2007)
Seja M(a,b) = r ns. O valor de%é

a) —20/21
b) —21/20
c) 20/17
d) 17/20

Comentarios

A reta s possui equagao segmentaria:

x Yy

I+§= 1=>5x+y=>5
A reta r possui equacdo segmentdria dada por:

L =15 -2x+3 6
ctrt—/=1= - = -
r3 5 X y

S:
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Substituindo y de s em 7

21
—2x+3(5—5x)=—6=>—17x+15=—6=>x=ﬁ
_c 521_ 20
y= 17 17

Do que segue que:

Por fim:

Gabarito: “b”.

51. (EEAR/2007)
Dada areta (s)2x —y + 3 = 0, a equagdo da reta 1, perpendicular a s, que intercepta o eixo y no

ponto de ordenada 2, é
a) 2y+x—4=0
b) 2y+x-2=0
c) 2x+y+4=0
d) 2x+y+2=0

Comentarios

O coeficiente angular de s é mg = 2. Seja m, o coeficiente angular de r, devemos ter, da
perpendicularidade:

2m, =—-1=>m, = —=
T T 2
Assim, r é da forma:

1
y=-—3X +b
Ela passa por (0,2), entdo:
1
2=—E-0+b=>b=2
Por fim:

1
y=—§x+2=>2y+x—4=0

Gabarito: “a”.

52. (EEAR/2007)

Complete de maneira correta: “O ponto de interse¢ao das retas y=2x+4ey=-3x—-1
pertence ao _ quadrante”.

a) 1°

b) 2°

c) 32
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d) 4°
Comentarios
Basta igualar o y de ambas as equagdes:
2x+4=-3x—-1=>5x=-5=>x=-1
Do que segue que:
y=2-(-1)+4=2
O ponto é (—1,2), ou seja, estd no 22 quadrante.

Gabarito: “b”.

53. (EEAR/2007)
Em um plano cartesiano desenhado no chdao, uma formiga andando em linha reta, se deslocou do
ponto A(2, —1) para o ponto B(—1, 3), e depois para o ponto C(2, 3). Se cada unidade deste plano

representa 1 cm, entdo a distancia percorrida pela formiga, em cm, foi
a) 4

b) 8

c) 10

d) 12

Comentarios

Queremos AB + BC. Para isso, vamos calcular suas distancias:
AB=,(2-(-1)2+(-1-3)2=5
BC=,(-1-22+(3-3)2=3

Do que segue que:
AB+BC=5+4+3=8
Gabarito: “b”.

54. (EEAR/2007)
Se uma reta passa pelo ponto P(3,4) e tem coeficiente angular 2, entdo o coeficiente linear dessa

reta é
a) 4
b) -2
c 1
d) 3

Comentarios
Seja a reta:
y=mx+b
Seu coeficiente angular é m = 2. Como ela passa por P, temos:
4=2-3+b>b=-2
Entdo seu coeficiente linear vale b = —2.

Gabarito: “b”.
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55. (EEAR/2006)

A equagao segmentaria da reta que passa pelos pontos A(—2,—7) e B(1,—-5) é

3 2x
a) 2-2=
17 17
2x 3
b) =-Z=
17 17

3x 2y
) ?1’7 + %7 =1
Y 4 &x
d) 17 * 17 1
Comentarios

Do estudo da Geometria Analitica, sabemos que a reta que passa por dois pontos obedece
a seguinte equacao:

-2 =7 1
1 -5 1{=10+y—-7x—(-7—-5x—-2y)=0=>-2x+3y+17=0
x y 1
Do que temos que a equagdo segmentaria é dada por:
2x 3y _ 1
17 17

Gabarito: “b”.
56. (EEAR/2006)

Seja um ponto Q, de ordenada -3, equidistante dos pontos A(0,1) e B(2,3). O produto das

coordenadas do ponto Q é:
a) 3

b) -6

c) 12

d) -18

Comentarios
Se ele tem ordenada —3, entao:
Q= (x,—3)
Ele é equidistante de A e B, isto é:
AQ = BQ

Ou seja:

Jx=02+(=-3-12=/(x-2)2+(-3-3)?2=
x’+16=x>—4x+4+36>4x=40—-16>x=6
Por fim, o produto das coordenadas:
—-3:6=-18

Gabarito: “d”.
57. (EEAR/2006)
A equacdo da reta que passa pelo ponto E(—1, —3) e que tem 45° de inclinagdo é
a) x—-y+2=0
by x—y—-2=0
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c) x+y+2=0
d x+y—-2=0

Comentarios

Seja areta y = mx + b. Se sua inclinagdo vale 45°, temos:

m=tg45°=1
Ou seja:
y=x+b
Como ela passa por E, vem:
—-3=—-14+b=>b=-2
Do que segue que a reta é:
y=x—2oux—y—2=0

Gabarito: “b”.

58. (EEAR/2006)
A distancia do ponto P(—3, —2) a bissetriz dos quadrantes impares do plano cartesiano é:
a) V2
b) 5v2
c) 5v2/2
d) v2/2
Comentarios
A bissetriz dos quadrantes impares é a reta:
y=x=>y—x=0
Pois ela divide o angulo de 90° do segundo e terceiro quadrantes em dois angulos de 45°,
do que segue que seu coeficiente angular vale tg 45°. Além disso, ela passa pelo ponto (0,0).

Do estudo da Geometria Analitica, temos que a distancia do ponto a reta pode ser
calculada como segue:

_|—2+3 1 W2
Viz+1zl 2 2

Gabarito: “d”.

59. (EEAR/2005)

Os pontos 4 G,g) eB (— ;, — %) definem uma reta de equagao ax + by + ¢ = 0. O valor de % é:
a) 3

b) 2

c 1

d o

Comentarios

Do estudo da Geometria Analitica, sabemos que uma reta é definida por dois pontos de
acordo com a seguinte equacao:
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5 5 1
25 27 49 5 +5 25 7 +7 0> 1
—E——1_42y2x g T 2¥TRY)EREATY AT
X y 1
Dessa forma, vejaque c = —1e b = —1, logo:
c_ 1 _ 1
b -1

Gabarito: “c”.

60. (EEAR/2005)
O baricentro do triangulo de vértices A(—5,6), B(—1 — 4) e C(3,2) é o ponto

A (52)

0 (12

Comentarios
O baricentro de um triangulo, dados seus vértices, é calculado por:

_A+B+C (=5,6) + (—1,—4) + (3,2) (=34 B f
G = 3 = 3 = :>G_(—1,3)

Gabarito: “d”.

61. (EEAR/2005)

Considere as afirmacgodes:

I Asretas (r) x —3y+1=0e (s) — 2x + 6y + 1 = 0 sdo paralelas distintas.
Il. Aretas (t)—2x+y+5=0e (u)— 6x+ 3y + 15 = 0 sdo coincidentes.

. Asretas (v) —5x —4y -3 =0e (w) —10x + 8y + 6 = 0 sdo concorrentes.
Das afirmagOes anteriores, é(sdo) verdadeira(s)

a) Apenas duas

b) Apenas uma

¢) Nenhuma

d) Todas

Comentarios

Vamos analisar cada afirmacao.

Afirmacao I:

Temos que m, = % e mg= —%6 = %, entdo sdo paralelas. Além disso, veja que (—1,0)
pertente a r mas nao pertence a s. Portanto, sao paralelas distintas.

Afirmacao Il

Veja que a reta u é a reta t multiplicada por 3. Logo, sao coincidentes.

Afirmacao Il
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Para que sejam concorrentes basta que ndo sejam paralelas. Veja que m, = —Lem, =
10

5 . , o
== 7 isto €, m, # m,,, do que segue que sao concorrentes.
Gabarito: “d”.

62. (EEAR/2005)

Sejam os pontos D(k,—3),E(2,t) e F(—1,1). Se F divide DE em duas partes iguais, entdo os

numeros k e t sdo tais que a soma deles é
a) -1
b) 0
c 1
d) 2

Comentarios

Se F divide DE em duas partes iguais, F é o ponto médio de DE'. Disso:

=D+Eﬁ(—hﬂ=(K_$+(Zﬂ=(k+zt_m
2 2 2
Ou seja:
k+2=-2=k=-4
t—3=2=t=5
Assim:

k+t=—4+5=1

Gabarito: “c”.
63. (EEAR/2005)
Seja a o angulo formado por duas retas cujos coeficientes angularessio —1/3 e 1/3ovalordetg

é:

a) 3/4
b) 1
c) 5/4
d) 3/2

Comentarios

Sejam my e m;, os coeficientes angulares de duas retas. A tangente do angulo entre elas é
dada por:

¢ My my
ga= 1+mm,
Sendomlz—%emzzéz
RN T R
_ 3 3 |_3_2
= TSR I B
3/ 3 9

Gabarito: “a”.

64. (EEAR/2004)
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Uma reta r passa pelo ponto A(—1,4) e é perpendicular a reta s de equagao 3x + 5y — 2 = 0.

Nessas condic¢Oes, a equac¢do daretar é
a) 3x+5y—-23=0
b) 5x+3y—-17=0
c) 3 x+5y—17=0
d) 5x—3y+17=0

Comentarios

Se r e s sao perpendiculares e mg; = — %, entao:
3
—g-mr =-1=>m, =
Assim:
5
)y = zxt b
Como ela passa por A, vem:
4 > (-1)+b=>b 4+5 L7
= = (- = = _—= —
3 3 3
Por fim:
5 17
3’=§x+?:o5x—3y+17=0

Gabarito: “d”.

65. (EEAR/2004)
Uma circunferéncia passa pelos pontos A(3,1) e M(4,0) e tem o seu centro sobre o eixo das

ordenadas. Nessas condicOes, o raio dessa circunferéncia é
a) 25

b) 32
c) 5
d) 6

Comentarios
Se o centro da circunferéncia esta sobre o eixo das ordenadas, entdao x, = 0. Disso, sua
equacao é dada por:
2+ (y-y) =1
Como ela passa por A e M, temos as seguintes equagdes:
94+ (1 —y)?=r%eq.01
16+ (0 —y-)? =1%2eq.02
lgualando 72 :
9+1—-2y,+y¢=16+y¢=>y;.=-3
Da eq.02:
16+9=r’=>r=5
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Gabarito: “c”.
66. (EEAR/2004)

A equagao da reta (1), que é perpendicular a reta (s):2x + 3y — 6 = 0 no ponto onde a reta (s)

corta o eixo das abscissas, é
a) 3x+2y—-9=0
b) 2x-3y+6=0
c) 2x+3y—-6=0
d 3x—-2y—-9=0

Comentarios
O ponto que s corta o eixo das abscissas:
2x+3:0-6=0>x=3
Ou seja, (0,2).

Temos que mg = —%. Da perpendicularidade:
2
—§-mr = —1=>mr =E
Assim, temos:
> +b
iy ==X
Y=3

Como ela passa por (3,0), vem:
0 > 3+b=>b 0
= —_— = e
2 2

Por fim a equacao:

> 0 3 2 9=0
= — —__— — — =
y Zx > x y

Gabarito: “d”.
67. (EEAR/2003)
Areta 3x — 2y — 5 = 0 é perpendicular a reta
a) 2x—-3y=5
b) 4x+6y=1
c) 3x+2y=0
d) 6x—4y =10

Comentarios

O coeficiente angular da reta dada é:
3
m; ==
)

A reta perpendicular a ela:
3 {5 m= 2
2= m="3

Dentre as alternativas, apenas o item b satisfaz esse coeficiente angular.
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Gabarito: “b”.
68. (EEAR/2003)
A equacao geral da reta de coeficiente angular %
a) x+V/2y—-4=0
b) 3x—vV2y—2=0
c) 3x—V2y—-4=0
d) 3/2x—-vV2-2=0

Comentarios

e de coeficiente linear —/2 é

Essa reta pode ser escrita como:

3
=—x—V2=>3x—-V2y—-2=0
Y V2 Y

Gabarito: “b”.
69. (EEAR/2003)
O ponto M é o ponto de interse¢ao das diagonais AC e BD de um quadrilditero ABCD. Sendo
A(0,0),B(3,0),€C(4,2) e D(0,5) as coordenadas dos vértices do quadrilatero, as coordenadas do
ponto M sao
) (3 7a)
b) (180 90)

13 " 13
9 (53113)
d) (30 175)

Comentarios

Primeiramente, vamos encontrar as equacoes das retas suportes das diagonais.

Diagonal AC:
0 0 1 1
4 2 1‘=0=>4y—(2x)=0:~y=§x
x y 1
Diagonal BD:
3 01
0 5 1|=15-Gx+3yY)=0=>5x+3y—-15=0
x y 1
Substituindo y de AC em BD:
5x + 3 - 15=0 50
R — e = = —
x 2x x 13

Do que segue que:

Gabarito: “c”.
70. (EEAR/2003)
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Se um ponto P do eixo das abscissas é equidistante dos pontos A(1,4) e B(—6, 3), entao a abscissa

doponto P é
a) -1
b) 0
c) -2
d 1

Comentarios
Se P estd sobre o eixo das abscissas, entdo:
P = (x,0)
Sabemos que:
AP = PB
Logo:

JA—x)2+ @4 —0)2=/(-6—x)2+ (0 — 3)2
Elevando ambos lados ao quadrado:
1-x)2416=((x+6)2+9=>1—-2x+x*+16=x2+12x+36+9
Resolvendo para x:
X =—2

Gabarito: “c”.
71. (EEAR/2002)

Dentre os pontos que equidistam de A(1,2) e B(3,4), o ponto mais préximo de P(6,1) que

pertence ao eixo das abscissas é
a) 5
b) 3
c) 6
d) 4

Comentarios

Os pontos que equidistam de A e B sdo pontos pertencentes a mediatriz desses dois
pontos. Observe a figura abaixo:
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-1

O ponto mais proximo de P que pertence ao eixo das abcissas é o ponto Q. Para encontrar
esse ponto, podemos usar a férmula da distancia entre dois pontos. Seja Q = (x, 0), assim, temos:

dQ,A = dQ,B

J(XQ—xA)Z‘F(yQ_}’A)Z =J(xQ_xB)2+(yQ_yB)2
Jx =124 (0-2)2=(x—3)2+ (0 — 4)2
x*—2x+1+4=x*—-6x+9+16
4x = 20

~x=05

Gabarito: “a”.

72. (EEAR/2002)

Observando a figura, podemos afirmar que a medida da mediana AM é

A(2.6)
C(6.4)
M
B(4.2)
a) 2v2
b) 3v2
c) 2V3
d) 3V3

Comentarios

Como AM é mediana, M é ponto médio de BC. Logo:

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 97



5 Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

V= B+C B (4,2) + (6,4) _ (10,6)
2 2 2
Assim, podemos calcular AM:

AM =/(2-5)2+(6-3)2=v9+9 =32

=(53)

Gabarito: “b”.

73. (EEAR/2002)

1 -1 «x
O grafico da fung¢do f(x), definidapor (3 4 —-1|=0,
1 2 y

a) Determina, com os eixos coordenados, uma regiao triangular de area 9/28
b) Intercepta o eixo x no ponto de abscissa —3/7

c) Intercepta o eixo y no ponto de ordenada —3/2

d) Passa pela origem do sistema cartesiano

Comentarios

Resolvendo o determinante:

1 -1 x
3 4 —-1|=4y+1+6x—(—3y+4x—-2)=0
1 2 vy
Ou seja:
7y +2x+3=0
Vejaquesex =0,y = —%ese y=0,x= —%. A drea do triangulo que ele determina com
os eixos coordenados vale:
331 9
7 22 28

Gabarito: “a”.

74. (EEAR/2002)
Dois pontos sobre a reta y = 2 distam 4 unidades da reta 4x — 3y + 2 = 0. A distancia, em

unidades, entre as abscissas dos pontos é
a) 10
b) 2
c) 6
d) 4

Comentarios
Se estdo sobre a reta y = 2, entdo sdo da forma:
P=(x2)
Sabemos ainda que:
4x —3-2+2

J#+ (3

_|4x—4|
15

Disso:
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4x — 4 — 14
5 - =
4x —4=20=>x=6
Ou:
4x —4=-20>x=—-4
Queremos:

6 — (=4 =10

Gabarito: “a”.

75. (EEAR/2002)

O grafico de uma fungdo f é o segmento de reta que une os pontos (—3,4) e (3,0).Se f 1 éa
fungdo inversa de f, entdo f~1(2) é

a) 2

b) 0

c) —-3/2

d) 3/2

Comentarios

A reta que passa por esses pontos é dada por:

-3 4 1
3 0 1|=4x+3y—(12-3y)=0
x y 1
Logo:
4x +6y—12=0
Ou ainda:

2
fG)=y=-3x+2

Para obter a fungao inversa, isolamos o x:

- 3
) =x=-5y+3

Paray = 2:
_ 3
[l@=-52+3=-3+3=0

Gabarito: “b”.
76. (EEAR/2001)
O triangulo cujos vértices sdo os pontos (1,3),(—2,—-2)e (1,-2) é
a) Obtusangulo
b) Equilatero
c) Retangulo
d) Isdésceles

Comentarios

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 99



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Para decidir algo sobre o triangulo precisamos das medidas de seus lados. Para facilitar
vamos nomear os vértices:

A=(,3),B=(-2,-2)eC=(1,-2)
Vamos entdo calcular a medida de deus lados:
AB = /(1= (-2)2+ (3—(-2))2 =V9 + 25 =34
AC=,(1-1)2+B—-(=2)*=5
BC=(-2-1)2+(-2-(-2))2=3

Agora, observe que:
AC? + BC? = AB?
Do que temos que o triangulo é retangulo.

Gabarito: “c”.
77. (EEAR/2001)
A equagao da reta que passa pelo ponto (3, 2) e pelo ponto de interseciodasretasy = 3(1 —x) e
y=2(x—1)é
a) 2x—y—1=0
b) x—-2y—-1=0
c) 2x—-2y—-1=0
d x—y—1=0

Comentarios

O primeiro passo € encontrar o ponto de intersec¢ao das retas dadas. Igualando y em
ambas as retas:

31—-x)=2(x—-1)=>5(x—-1)=0=>x=1
Disso, segue que y = 3(1 — 1) = 0 e o ponto é (1,0).

Do estudo da Geometria Analitica, sabemos que a equa¢ao de uma reta, dados dois pontos,
pode ser calculada como:

1 0 1
3 2 1|=24+3y—-2x+y)=0=>-2x+2y+2=0
x y 1

Ou ainda:
x—y—1=
Gabarito: “d”.

78. (EEAR/2001)

Areta de equagcaox + 2y +c = 0:

a) Eperpendicularareta2x +y+c=0

b) Eparalelaareta2x —4y+c=0

c) Tem distancia ao ponto (—c, 1) igual a zero

d) Forma um angulo de%rd comareta3x+y+c=0

Comentarios
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O coeficiente angular da reta dada é m = —1/2.
No item a, a reta possui coeficiente angular m = —2. Vejaquem - m' = —%- —2 =1, logo

nao sao perpendiculares.

No item b a reta tem coeficiente angular m' = 1/2. Mas m # m/, do que segue que nio
sao paralelas.

No item c ele afirma que o ponto (—c, 1) pertence a reta dada, pois tem distancia nula.
Mas vejaque —c + 2 + ¢ # 0.

No item d a reta tem coeficiente angular m = —3. Disso:
2= | _[p-4|_3
9 = = = = = 1
tg 1 3|75
1+(-3)-(-3)| [1+3] 3
Logo 8 = %rd.

Gabarito: “d”.

79. (EEAR/2001)

Asretas 2x —y = 3 e 2x + ay = 5 sdo paralelas. Entdo, o valor de a é:
a) -1
b) 1
c) 4
d) 4

Comentarios
Se as retas sdo paralelas, entdao possuem mesmo coeficiente angular.

O coeficiente angular da primeira € m = 2 e o coeficiente angular da segunda é m =
—-2/a.

Assim:
m=m'=>2=——=a=-1

Gabarito: “a”.

80. (EEAR/2001)

O valor de k de modo que a reta kx + 2y + k — 8 = 0 passe pela intersec¢do dasretas x + y = 0
ex—3y=8é:

a) 4

b) 3

c) 4

d) -3

Comentarios

O primeiro passo é encontrar a intersec¢ao das duas retas. Subtraindo a primeira da
segunda, vem:

x—3y—(x+y)=8—-0=>—-4y=8>y=-2
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Doqueseguequex —2=0=>x = 2.
O ponto de intersecgao é:
(2,-2)
Por fim:
2k+2-(-2)+k—-8=0>3k—-12=0=>k =4
Gabarito: “b”.

81. (EEAR/2001)
A equacdo da reta que passa pelo ponto B(4, —5) e de coeficiente angular % é:

a) x—2y+6=0
b) x-2y—-12=0
c) x—2y—14=0
d x+2y+14=0

Comentarios

Essa reta é da forma:
1
y=5x +b
Do que temos que, como B pertence a essa reta:
1
—5=E-4+b=>b=—7

A reta é:

1
y=§x—7=>x—2y—14=0

Gabarito: “c”.

82. (ESA/2017)

Determine a distancia entre os pontos P(0,0) e Q(2,2).
a) 3v2

b) v2/2

c) v2/3

d) 2v2

e) V2

Comentario

Do estudo da geometria analitica, temos:

PQ=+(0-2)2+(0-2)2=vV8=2V2

Gabarito: “d”.

83. (ESA/2015)

Dados trés pontos colineares A(x, 8), B(—3,y)e M(3,5), determine o valor de x + y, sabendo que

M é o ponto médio de AB
a) 3
b) 11
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c) 9
d) -2,5
e) 5
Comentario
Se M é o ponto médio de AB:

A+B ,8) + (-3, ~38+
M="— =>(3,5)=(x)2( N _ & . Y)

Disso, temos que:
x—3=6>x=9
8+y=10=>y=2
Do que segue que:
x+y=9+2=11
Gabarito: “b”.

84. (ESA2012)
Os pontos M(—3,1) e P(1,—1) sao equidistantes do ponto S(2, b). Desta forma, pode-se afirmar

que b é um numero
a) Primo

b) Multiplo de 3

c) Divisorde 10

d) Irracional

e) Maior que 7

Comentario
Como os pontos sdo equidistantes de S, temos:

MS = PS
J(=3-224+1=-b)2=J(1-2)2+(-1-b)2=225+(1—-b)2=1+(b+1)2
(b+1)2—-(b-1)2=24=>(b+1+b—-1)(b+1-b+1)=24>2b-2=24>

=>b=6

Veja que b = 2 - 3, do que segue que ele é, portanto, multiplo de 3.

Gabarito: “b”.

85. (ESA/2011)
Um quadrado ABCD esta contido completamente no 12 quadrante do sistema cartesiano. Os
pontos A(5,1) e B(8, 3) sdo vértices consecutivos desse quadrado. A distancia entre o ponto A e 0
vértice C, oposto a ele, é:
a) V26
b) 2vV13

c) V13
d) 26
e) 13

Comentario
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A distancia entre A e C corresponde a diagonal do quadrado. Do estudo da geometria
plana, sabemos que a diagonal do quadrado, em funcdo de seu lado [, vale:

AC =21
Como A e B sao consecutivos, o lado do quadrado vale:
AB=1=.(5-8)2+(1-3)2=vV9+4=+13

Sua diagonal vale, portanto:

AC =2 V13 =26

Gabarito: “a”.

86. (ESA/2011)
Seja AB um dos catetos de um tridngulo retangulo e isésceles AABC, retdngulo em A, com
A(1,1) e B(5,1). Quais as coordenadas cartesianas do vértice C, sabendo que este vértice pertence

ao primeiro quadrante?
a) (5,5)
b) (1,5)
c) (4,4)
d (1,4)
e) (4,5

Comentario

Como AABC é retangulo em A, a reta AC é perpendicular a reta AB passando por A. O

coeficiente angular de AB:
1-1
Myp = c 1 =0
Ou seja, a reta AB é horizontal, do que segue que a reta AC é vertical e C possui mesma
abscissa que A:

C(1,y)
Como ele é isdsceles, temos:
AB=AC=>(1-5)P+1-1) =0-1)?*+(@y—-1)°>y=50ouy=-3
Como C pertence ao primeiro quadrante, y > 0, do que segue que:
C(1,5)
Gabarito: “b”.

87. (ESA/2011)

Para que as retas de equagdes 2x — ky = 3 e 3x + 4y = 1 sejam perpendiculares, deve-se ter

a) k=3/2
b) k=2/3
c) k=-1/3
d k=-3/2
e) k=2

Comentario
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Para que sejam perpendiculares, o produto de seus coeficientes angulares deve ser igual a
—1.

- ~ 2
Os seus coeficientes angulares sao ce —3/4. Logo:

2 3 3

Gabarito: “a”.

88. (ESA/2009)

Seja areta r de equagao 5x — 2y — 11 = 0. A equagdo da reta s, paralela a r, que contém o ponto
F=(3,-1)é:

a) 5x—2y+17=0

b) 2x -5y +17=0

c) S5x+2y+17=0

d) 5x—2y—-17=0

e) 2x+5y+17=0

Comentario

Se a reta s é paralela a reta r, entdo ela possui o mesmo coeficiente angular que a reta s.
Isto é:

5
mr=ms=§

Dessa forma, a reta s é da forma:

5
y=§x+b
Como ela passa por F, temos:
5 17
—1:E-B+b:>b:—7
Do que segue que:
5 17
y=§x—7=>2y—5x+17=00u5x—2y—17=0

Gabarito: “d”.
89. (ESA/2009)

Considere o triangulo de vértices A(1,1), B(2,3) e C(5,2). A mediatrizdo lado AB encontra o eixo

das abscissas no ponto de coordenadas
a) (0,11/2)

b) (=5/2,0)

c) (1/2,0)

d) (-11/2,0)

e) (11/2,0)

Comentario

A mediatriz de AB é perpendicular a reta AB e passa pelo ponto médio de AB. O
coeficiente angular da reta AB:
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3—1_
2-1

Myp = 2

Assim, o coeficiente angular m dessa reta é:

2m=—-1>m=—=
m m >

O ponto médio M de AB:

1,1) + (2,3 3
= G023 )
2 2
Assim, como a reta é do tipo:

1
y = —§x+b
E passa por M:
1 11
2=—E-—+b=>b=z
Do que temos que:
1 11
y=TRAt Ty

No eixo das abscissas, temos que y = 0:

oo 1 . 11
= —— —_— Sy = —
Xt TYTY

O ponto é (11/2,0).

Gabarito: “e”.
90. (ESA/2008)
A medida do perimetro do tridngulo cujos vértices sao os pontos (1,1),(1,3) e (2,3) é:
a) 3++5
b) 3+ 2V5
c) 3+3V5
d) 3+4V5
e) 3+5V5

Comentario

Basta calcular as distancias entre os pares de pontos:

Ja-1D24+1-3)2=2
J1-22+1-32=1+4=45
JA-=22+@B3-32=1

Assim:

1+2+V5=3++5
Gabarito: “a”.
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91. (ESPCEX/2016)
Considere a reta t mediatriz do segmento cujos extremos sao os pontos em que areta s: 2x — 3y +

12 = 0 intercepta os eixos coordenados. Entao, a distancia do ponto M(1,1) aretat é
13V3
11
10v13
13
13V11
13
3vV11
13
33
11

a)

b)

c)
d)
e)
Comentario

O primeiro passo é encontrar os pontos de intersec¢do, que vamos chamar de
A(0,a) e B(b,0).

Encontrando a:

—3a+12=0=>a=4= A(04)
Encontrando b:

2b+12=0=>b =-6 > B(—6,0)
Como t é mediatriz de AB, ela passa por seu ponto médio N:

04)+ (—6,0

v 08+ (60
2

O coeficiente angular de t, por ser perpendicular a s:

= (-3,2)

3
msmt:_1:>§mt:_1:>mt:_§

Areta t é do tipo:
_ 3 +b

Ela passa por N:

3 5
2——5'(—3)+b:>b——5

Logo:
3 5
t:y=—§x—§=>2y+3x+5=0
A distancia ao ponto M:
d=|2+3+5=|10|=1ox/ﬁ
i3l sl 13

Gabarito: “b”.
92. (ESPCEX/2014)
O ponto simétrico do ponto (1, 5) em relagdo a reta de equagdo 2x + 3y — 4 = 0 é o ponto
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a) (—3,-1)
b) (—-1,-2)
c) (—4,4)
d) (3,8)
e) (3,2)

Comentarios

Seja r a reta perpendicular a reta dada que passa por (1,5):

y=mx+b
Como ela é perpendicular a reta dada, temos que:
2
—3 m= —1=>m-= >

Além disso, como ela passa por (1,5):
5 3 1+b=0b !
= —- = h=—-
2 2

A reta é:

3 7
ry = Ex + 5
Seja M(a, b) o ponto de intersec¢do da reta r com a reta dada. Logo:
3 7
2a+3(za+z)—4=0=>a=—1
Assim:

3 7
b= E (—1) + E =2
O ponto é M(—1,2). Queremos o simétrico de (1,5), do que temos que M é o ponto médio
de (1,5) e o ponto A(x,y), simétrico desse ponto. Assim:
15+xy) x+1y+5
2 =G
x+1=-2=x=-3

(-1,2) =

y+5=4=y=-1
Por fim, o ponto simétrico é:
A(=3,-1)

Gabarito: “a”.

93. (ESPCEX/2007)
Na figura a seguir, sdao fornecidas as coordenadas cartesianas dos pontos P; e P,. Denomina-se 6 o

angulo P, 0P,. Com base nessas informagdes pode-se afirmar que o valor de cos 0 é

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 108



A= g .
' strateqgia _
y Militares 9 Prof. VictorSo
Ya
Ps
W3 §
2 )
0 1 i px
2 5
4+/3-3
a) 10
b) %
3V3-4
c) 10
d) ™
4+33
e)

10

Comentarios

O primeiro passo é usar os coeficientes angulares para determinar a tangente de 6.

3 3
moplz%zz

5

V3
mopz—%=ﬁ

2

3

V3-7 | 4v3-3

1+%\/§ 3\/§+4

Vejaque 0 <8 < g, do que temos que cos 8 > 0.

Lembrando da trigonometria:

sec?0 =tg?0+1=cos’0 = v _ ! -
(3\/§+4>
(3v3 +4)° (3v3 +4)°
p— 2 —
(4v3-3)" + (3V3 +4) 100
g 3V3+4
cosf = —
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Gabarito: “e”.

4. QUESTOES NIVEL 2

94. (AFA/2020)

Em umas das extremidades de um loteamento ha um terreno triangular que sera aproveitado para
preservar a area verde tendo em seu interior uma regidao quadrada que serd pavimentada e

destinada a lazer.

Levando as medidas desse projeto, em metros, para o plano cartesiano em uma escala de 1: 100,

tem-se:
- 0 é a origem do plano cartesiano;
- 0,P e Q sao vértices do terreno triangular;

- dois vértices do tridngulo sdo os pontos P(—2,0) e Q(0, 6) e dois de seus lados estdo contidos nos

eixos cartesianos;

-0,M,R e N sao os vértices da regidao quadrada;

- a area da regido quadrada tem trés vértices consecutivos M, O e N sobre os eixos cartesianos; e
- R estd alinhadocom P e Q

Assim pode-se afirmar que:

a) a abscissa do ponto R é maior que —1

b) a regido pavimentada supera 25000m?>

L. 7
c) a ordenada de R é maior que S

d) sobram, para a area verde, exatamente, 37000m?

95. (AFA/2018)

Considere no plano cartesiano as retas r e s dadas pelas equacgodes:

r:3x+3py+p=20
s:px+9y—-3=0"

onde p € R.

Baseado nessas informagdes, marque a alternativa INCORRETA.

a) r e s sdo retas concorrentes se |p| # 3.

b) Existe um valor de p para o qual r é a equagao do eixo das ordenadas e s é perpendiculara r.

c) r e s sdao paralelas distintas para dois valores reais de p.

d) r e s sdo retas coincidentes para algum valor de p.
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96. (AFA/2016)

Considere os pontos A (4,—2), B(2,0) e todos os pontos P(x,y), sendo x e y niUmeros reais, tais

que os segmentos PA e PB s3o catetos de um mesmo tridngulo retangulo.
E correto afirmar que, no plano cartesiano, os pontos P(x,y) sio tais que
a) sao equidistantes de C(2,—1)

b) o maior valorde x é 3 +/2

c) o menor valorde y é —3

d) x pode ser nulo.

97. (AFA/2013)
Sejam a e b dois nlimeros reais positivos.
As retas r e s se interceptam no ponto (a, b)

Se (g, 0) Ere (O, ;) € s, entdo uma equagao para a reta t, que passa por (0,0) e tem a tangente

do angulo agudo formado entre r e s como coeficiente angular, é
a) 3abx + (2a* — b*)y =0

b) 3bx — b(a? + b*)y =0

¢)3ax—a(a’> +b*>)y=0

d)3abx —2(a®? +b*)y =0

98. (AFA/2012)

x =2t

Considere no plano cartesiano as retas r: {y _3p41es (k+1Dx—y— s = 0,ondek € R.
2

Sobre as retas r e s é correto afirmar que NUNCA serao
a) concorrentes perpendiculares.

b) concorrentes obliquas.

c) paralelas distintas.

d) paralelas coincidentes.

99. (AFA/2011)
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Um quadrado de 9cm? de area tem vértices consecutivos sobre a bissetriz dos quadrantes pares do
plano cartesiano. Se os demais vértices estao sobre a reta r, que nao possui pontos do 32 quadrante,
é INCORRETO afirmar que aretar

a) pode ser escrita na forma segmentaria
b) possui o ponto P(—+/2, 2+/2)
c) tem coeficiente linear igual a 3v/2

d) é perpendicular a reta de equagao 2x — 2y =0

100. (AFA/2010)

Considere a reta r simétricadareta (s)2x +y — 2 = 0emrelagdoareta () x—3y—2=0
Com base nisso, marque a alternativa verdadeira.

a)Se—?<y< Oentdornt=0

b)I P(x,y) Ertalquex<0ey>0

c)Naretar,se x > g entdoy < —;

d)AP(x,y) Ertalquex>0ey<—13—0

101.(EFOMM/2019)

Calcule a drea S do triangulo de vértices A(5,7); B(2, 3); C(9, 2). Considerando o plano cartesiano,

temos:
a)7,8
b) 15
c)19
d) 30
e) 60,5

102. (EFOMM/2016)

Dados os pontos A(—2,5), B(1,1) e C(—1,—1), o valor da altura do triangulo ABC em relagdo a

base AC é igual a:

a)V37
b) 5
c)V8
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14v37
37

d)

e)7

103. (EFOMM/2015)

Prof. VictorSo

Considerando os pontos A(1,1), B(3,4), C(1,5), D(3,2) e P como a intersec¢ao dos segmentos
AB e CD, a expressdo 3a + 6b, onde a é a drea do triangulo APC e b é area do triangulo BPD, é

igual a
a) 24.
b) 20.
c) 10.
d) 16.

e) 12.

104.(EFOMM/2010)

Os pontos A(—4;10/3), B(—4;0), C(0; 0) e D(a; b) sao vértices de um quadrilatero circunscrito a

uma circunferéncia. A equagdao da reta AD é representada por

a)y=15—2x+5
b)y =3
c)y=%x+1
dy=>+;

5 1
e)y=,,x+;

105. (EFOMM/2006)

O angulo agudo que areta x — y = 15 faz com o eixo Ox é

a) 75°
b) 60°
c) 45°
d) 30°

106. (EFOMM/2006)

A area do quadrilatero limitado pelasretasy =2x+ 1, x =2, x=6ey=0¢
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0 X
a) 40
b) 36
c)32
d) 30
e) 28

107. (EFOMM/2005)

A equagao x — 3 = 0 no plano representa

a) um ponto no eixo das abscissas.

b) uma reta perpendicular ao eixo das ordenadas.
c) uma reta perpendiculararetax +y = 0.

d) uma reta concorrentearetax +y = 0.

e) umareta paralelaaretay — 3 = 0.

108. (Escola Naval/2019)

Considere que para obter a posi¢do de um navio, navegando em um canal, faz-se o uso de trés retas.
Essas retas sao tomadas sob o olhar de trés pontos notaveis e de trés marcagdes angulares feitas
por vigias no navio, sempre com o navio em movimento. As intersec¢des dessas retas geram uma
regiao triangular de area X e nao acontecem em um unico ponto. A regiao triangular é chamada de
triangulo de incerteza e quanto menor o valor de X melhor é a precisao da marcacao da posicao do

navio no canal. Suponha que depois de feitas as marcag¢oes as trés retas obtidas tenham as equagdes

1 1 X=6+641
r1.2x+y—6—O,rz.(E,1)+t(g,1),teIR,er3.{y:2_}_4/1,/16]1%.

Sendo assim, assinale a op¢ao que indica a drea da regiao triangular X determinada porr4,7, e r3.
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a)2
b) 4
c)6
d)8
e) 10

GABARITO

94.c
95.d
96.b
97.d
98.d
99.b
100. b,c (anulada)
101. anulada
102. d

103.
104.
105.
106.
107.
108.

o O T O 9 0

RESOLUCAO

94. (AFA/2020)

Em umas das extremidades de um loteamento ha um terreno triangular que sera aproveitado para
preservar a area verde tendo em seu interior uma regiao quadrada que serd pavimentada e
destinada a lazer.

Levando as medidas desse projeto, em metros, para o plano cartesiano em uma escala de 1: 100,
tem-se:

- O é a origem do plano cartesiano;
- 0,P e Q sao vértices do terreno triangular;

- dois vértices do tridngulo sdo os pontos P(—2,0) e Q(0, 6) e dois de seus lados estdo contidos nos
eixos cartesianos;

-0,M,R e N sao os vértices da regidao quadrada;
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- a area da regiao quadrada tem trés vértices consecutivos M, O e N sobre os eixos cartesianos; e
- R esta alinhadocom P e Q
Assim pode-se afirmar que:
a) a abscissa do ponto R é maior que —1
b) a regido pavimentada supera 25000m?>
c) a ordenada de R é maior que%
d) sobram, para a area verde, exatamente, 37000m?
Comentarios

Fazendo o desenho do que é descrito no enunciado no plano cartesiano:
Q(0.6)

N(0, L)

P(-2,0)

M{—L,0) o

Veja que se chamarmos o lado do quadrado OMRN de L, teremos os pontos M = (—L, 0)
e N = (0,L), como mostrado na figura acima. Por fim, o enunciado fala que o ponto R estd
alinhado com os pontos P e Q, o que implica que R pertence 4 reta que passa por Pe Q.
Considerando que essareta ér:y = ax + b:

P er = (-2,0) satisfaz a equagdo der > 0=—-2a+b=>b=2a>r:y=ax+ 2a
Q er = (0,6) satisfaza equacioder = 6=0-a+2a=>2a=6=>a=3
>y=ax+b=3x+6

Portanto, R € r:y = 3x + 6. Sabemos que, como OMRN é um quadrado, as coordenadas
de R sdaoR = (—L,L). Aplicando-as na reta r:

3
Rer= (—L,L) satisfaz a equagioder > L =-3L+6=> 4L =6 > L=§

-r=cuo=(-3)

Assim, a afirmativa a) esta errada, pois a abscissade R = —1,5 < —1.
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A é4rea do quadrado é L? = 2= 2,25cm?. Como a escala é de 1:100, temos que em m? a

S

area é 2,25-10* = 22500m?. Assim, a alternativa b) é falsa, pois a area pavimentada (do
quadrado) é menor que 25000m?.

. , . . .37
A alternativa c) é verdadeira, pois a ordenada de R e > : < 15 > 14, fato.

A alternativa d) é falsa, pois a area verde é igual a drea total menos a area do quadrado:

] 6 9 L 15 5
Area,orge = (2 5 Z) -10* = T 10* = 37500m

Gabarito: “c”

95. (AFA/2018)

Considere no plano cartesiano as retas 1 e s dadas pelas equacgodes:

r:3x+3py+p=20
s:px+9y-3=0"

onde p € R.

Baseado nessas informagOes, marque a alternativa INCORRETA.

a) r e s sdo retas concorrentes se |p| # 3.

b) Existe um valor de p para o qual r é a equagao do eixo das ordenadas e s é perpendiculara r.
c) r e s sao paralelas distintas para dois valores reais de p.

d) r e s sdo retas coincidentes para algum valor de p.

Comentarios

Vamos estudar a interseccao dessas retas e em seguida vamos analisar as alternativas. Se
essas retas se cruzam, o fazem em um Unico ponto (x, y) que satisfaz ambas equagdes das retas:

{3x+3py+p=0
px+9y—-3=0

{pr + 3p?y + p? =
3px+27y —9=0

Multiplicando a primeira por p e a segunda por 3 e subtraindo:
p?+9
3(9 —p?)

Portanto, veja que apenas existe y se o denominador for diferente de zero, isto é & 9 —
p? # 3 © |p| # 3. Assim, a) estd correta.

O=>(3p2—27)y+p2+9=0=>y=

Perceba ainda que, apenas para |p| = 3, as equagdes se tornam de retas paralelas distintas
por causa do coeficiente linear
3 3p

Portanto, letra c) esta correta.

Veja que, a letra b) esta correta, pois para p = 0, a equagdo de r fica: 3x =0=>x =0,
que é a equacgdo do eixo das ordenadas. A equagao de s fica: 9y —3 =0=>y = %, gue é uma
reta paralela ao eixo x e, portanto, perpendicularar.
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A letra d) estd errada, pois ndo hd como as retas sejam coincidentes. Vimos que se elas sdo
paralelas, elas sdo paralelas distintas. Portanto, se existisse p tal que elas fossem coincidentes,
seriam paralelas e, portanto, seriam distintas, o que é um absurdo. Portanto, nao ha p que torne
essas retas coincidentes. Assim, a alternativa incorreta é letra d).

Gabarito: “d”

96. (AFA/2016)

Considere os pontos A (4,—2), B(2,0) e todos os pontos P(x,y), sendo x e y niimeros reais, tais

que os segmentos PA e PB s3o catetos de um mesmo triangulo retangulo.
E correto afirmar que, no plano cartesiano, os pontos P(x,y) sdo tais que
a) sao equidistantes de C(2,—1)

b) o maior valorde x é 3 + /2

c) o menor valorde y é —3

d) x pode ser nulo.

Comentarios

Se PA e PB sao catetos de um triangulo retangulo, entdo PA L PB. Isso significa que, por
Pitagoras:

AB% = PB? + PA? = (2 — 4)? + (0 — (=2))" = PB? + PA?
= 8 = PA% + PB?
A distancia ao quadradode P a A é:
PA? = (x — 4)? + (y + 2)?
Analogamente:
PB? = (x — 2)? + y?
Assim, a equagao fica:
8=(x—-4)>2+(@y+2)2+x—-2) +y*=2x>+2y*—12x + 4y + 24 =8

S>x2—6x+y?+2y+12=4=>(x—-3)2+ @y +1)?=2

Portanto, os pontos P (x, y) formam uma circunferéncia de centro (3, —1) e raio /2.

Letra a), portanto, é falsa, pois os pontos s3o equidistantes do centro (3, —1) apenas. E a
definicao de circunferéncia.

Letra b) O maior valor de x na circunferéncia se dd quando o ponto esta no diametro
paralelo ao eixo x. Isso ocorre quandoy = y, = —1:

(x—3)2+(-14+1)2=2=2x-3=4V2 =2 xy, =3+V2
Portanto, a alternativa é verdadeira. Marque-a!

Letra c) O menor valor de y é aquele em que subtraimos o raio da ordenada do centro:

Yumin = —1 _\/E

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 118



; Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Portanto, alternativa falsa.

Letra d) Se x = 0, entdo a equacdo fica:
0-3)2+@y+1)?>=2=>9+@y+1)>=2=(y+1)>=-7ABSURDO

Pois um numero real ao quadrado é sempre positivo. Portanto, alternativa falsa.

Gabarito: “b”

97. (AFA/2013)

Sejam a e b dois nimeros reais positivos.

As retas r e s se interceptam no ponto (a, b)

Se (g 0) ETe (0,2) € s, entdo uma equagao para a reta £, que passa por (0,0) e tem a tangente
do angulo agudo formado entre e s como coeficiente angular, é

a)3abx + (2a®> — b*)y =0

b) 3bx — b(a? + b*)y =0

c)3ax —a(a’? +b*)y=0

d) 3abx — 2(a? + b*)y =0

Comentarios

Sejar:y=mx +nes:y=cx + d. Os pontos que pertencema r sdo (a,b) e (g, 0).

Dai:
b=am+n ma 2h
ma — _ =7 _
{0: - _I_n:b— > =>m—a >n=->b

Os pontos que pertencem a s sao (a,b) e (O,S). Dai:

b=ac+d b b
{ g=d :>b=ac+§:>c=%
Os coeficientes angulares das retas r e s sao, respectivamente
2b b
m= Py ec= oa

A tangente do angulo agudo formado entre r e s é igual ao mdédulo da tangente da
diferenca dos angulos formados entre r e o eixo x e entre s e o eixo x. Isto é:

2b_ b 3b
tg@—|m_c|— a 2a |_ 74 =| 3ab _ 3ab
1+ mc 1+ 2b b 2a? + 2b? 2(a?2 +b2)l  2(a? + b?2)
a'2a T2

Portanto, a reta procurada éy = tgf x
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y = Z(le;fsz)x = 3abx — 2(a* + b*)y =0
Gabarito: “d”
98. (AFA/2012)
x =2t K
Considere no plano cartesiano as retas r: {y — 34 %e ss(tk+Dx—y— 5= 0,onde k € R.

Sobre as retas r e s é correto afirmar que NUNCA serdo
a) concorrentes perpendiculares.

b) concorrentes obliquas.

c) paralelas distintas.

d) paralelas coincidentes.
Comentarios
A reta r em fungdo de x e y apenas:
2y =6t+1=>2y=3x+1=>2y—-3x—1=0

Elas serdo paralelas se, e somente se obedecerem a proporg¢ao dos coeficientes de x e y:

A
-3 k+1 2 2
Analisando como fica s para k =%:
3 1 1
S:Ex—y—Z=O:s: 2y—3x+§=0

Portanto, s existe um valor de k que torna essas retas paralelas. E quando elas sdo
paralelas, ndao sdo coincidentes. Assim, elas nunca serdao paralelas coincidentes. Portanto,
alternativa correta é letra d).

Obviamente, para serem perpendiculares e coincidentes obliquas, ha valores de k. Para
perpendicularidade, basta que:

(k+1) 3 1=>k+1 2 k >
—_—_= =] = = —_—— = — —
2 3 3

Para incidéncia obliqua, basta tomar k diferente de -5/3 e de 1/2.

Gabarito: “d”

99. (AFA/2011)

Um quadrado de 9cm? de area tem vértices consecutivos sobre a bissetriz dos quadrantes pares do
plano cartesiano. Se os demais vértices estao sobre a reta r, que nao possui pontos do 32 quadrante,
é INCORRETO afirmarque aretar

a) pode ser escrita na forma segmentaria

b) possui o ponto P(—+/2, 2+/2)
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c) tem coeficiente linear igual a 3+/2
d) é perpendicular a reta de equagao 2x —2y =0
Comentarios

Um quadrado possui lados opostos paralelos. Isso quer dizer que a reta r, que contém os
outros dois vértices do quadrado, deve ser paralela a bissetriz dos quadrantes pares (y + x = 0).
Portanto, r é da forma:

rrx+y—-m=20

Comm > 0, pois ndo possui ponto no terceiro quadrante. Como a area do quadrado é [? =
9c¢m? = | = 3cm. Assim, a medida do lado do quadrado é 3m. Isso implica que a distancia entre
a bissetriz dos quadrantes pares até a reta r é de 3cm. Assim, a distancia da origem (que pertence
a bissetriz dos quadrantes pares) a reta r é:

lax, + by, + c| 0+0—m| m

d(P,T') = = d(O,T) == —
a? + b? ViZ4+12 42

Mas d(0,r) = 3:

m
>3=—>sm=23V2
V2

Portanto, a equagdao ér:x +y — 3v2=0

Letra a) correta, pois a forma segmentaria é: —
) P & \/_ tis 3\/‘

Letra b) incorreta, pois o ponto ndo satisfaz a equagdo de r:—v2 4+ 2v2 — 32 =

—2v2 # 0.

Letra c) correta, poisy = —x + 3v/2 e o coeficiente linear é 3+/2.

Letra d) correta, pois 2y — 2x = 0 é a equagao da bissetriz dos quadrantes impares. Como
r é paralela a bissetriz dos quadrantes pares, segue que é perpendicular a dos impares.

Gabarito: “b”

100.(AFA/2010)

Considere a reta r simétricadareta (s)2x+y —2 = 0emrelagdaoareta (t)x—3y—2=0
Com base nisso, marque a alternativa verdadeira.

a)Se—13—0<y< Oentiornt=9

b)3P(x,y) eErtalquex <0ey >0

c)Naretar,se x > g entioy < —%

d)ZP(x,y) Ertalquex>0ey < —13—0

Comentarios

Se r é simétrica a s com relagdao a t, entao r passa pelo ponto de interse¢ao s N t. Seja
r:y =ax+b:
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2x+y—2=0 2 8
sNt {x_gy_2=0=>7y+2—0=>y_—7=>x—7
Isso mostra que a letra a) é falsa. Pois a intersecao de s Nt = r N t, e ocorre no intervalo
da alternativa, y = —; > —?.

(8 z)e 2 8, _,__Bat2
= (=, —= > ——=q-= >h=——7-—=
77T 7) ST T Ty T4y 7

=r:7y=7ax —8a—2=|r: 7ax—7y —8a—2 = 0|

Como r e s sao simétricas em relagao a t, entdao a distancia de um ponto A da reta t
diferente da intersecao de r N s N t deve ser equidistante de r e s. Tomando um ponto de t:

A(2,0) et
dgs = day
|2-2+O—2|_|7a-2—7-0—8a—2|
VZFT | o+
2 |6a—2|
E WA+ 1
Elevando ao quadrado e simplificando:

2a° 4+ 15a+22=0

Resolvendo, encontramos a = —2 oua = —11/2. Para a = —2, encontramos a equagao
dareta s, logo a equagdo de r é dada paraa = —11/2:
11x
T:yiz'—-zi-+'6

Letra b) correta.

11 11x
x < 023-—??27> 029'—-7Z-4'6:> 6-3}’>'6

Logo, existe um pontoPdercomx < 0ey > 6.
Letra c) correta.

Da reta, temos:

2y 12
X =:—'iij+'IT
8 2y 12 8 2y 4 2
x>7=>_ﬁ+ﬁ>;=>_ﬁ>ﬁ=>y<_§
Letra d) é incorreta também. Verificando:
11x 11x 46 46 46
x>0:7>0=>7—7>—7=>y>_7

. 10 - 46 10
Portanto, ha, sim, valoresde y < — tal que x > 0. S3ao os valores - <y< — y

Essa questao foi anulada pela banca.

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 122



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. VictorSo

Gabarito: b, ¢ (anulada)

101. (EFOMM/2019)

Calcule aarea S do triangulo de vértices A(5,7); B(2,3); C(9, 2). Considerando o plano cartesiano,
temos:

a)7,8

b) 15

c)19

d) 30

e) 60,5
Comentarios

Como estamos no plano cartesiano, a area do triangulo pode ser calculada por meio do
dispositivo do determinante, que pode ser demonstrado usando o cdlculo do médulo de um
produto vetorial, considerando a coordenada z dos pontos nula.

5 7 1
2 3 1
9 2 1 _(2-2—9-3)—(5-2—9-7)+(5-3—2-7)_31

2 2 2 =S

Como nao ha alternativas corretas, a questao foi anulada pela banca.

Gabarito “anulada”

102. (EFOMM/2016)

Dados os pontos A(—2,5), B(1,1) e C(—1,—1), o valor da altura do tridngulo ABC em relagao a
base AC é igual a:

a) V37
b) 5
c)V8

14V37

d) 37

e)7
Comentarios

Vamos calcular a drea do triangulo ABC por meio do determinante:

Xa Ya 1 -2 5 1 -2 5 1
xg yp 1 1 1 1 1 1 1 2,|—2 5|
. xc ye Ul fl-1 -1 1} [lo o 2If 1 1_2-|—7|_7
- 2 N 2 § 2 N 2 N2
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(x) » L3 « L3 + L2: propriedade no célculo de determinantes.

Portanto, a area do triangulo é 7. Porém, sabemos que:
14

[ABC] = AC " AC " 7=h
f— Y .—_= = = —
2 2 AC

Mas, pela geometria analitica, a distancia entre Ae C:

d(4,C) = \/(—1 —(=2)) 4+ (-1-5)2 =1 +36 =37

14 37 1437
V37 37 37

=>AC=\37=>h=

Gabarito: “d”

103.(EFOMM/2015)

Considerando os pontos A(1,1), B(3,4), C(1,5), D(3,2) e P como a intersec¢ao dos segmentos
AB e CD, a expressao 3a + 6b, onde a é a drea do tridngulo APC e b é area do triangulo BPD, é

igual a
a) 24.
b) 20.
c) 10.
d) 16.
e) 12.
Comentarios
Vamos calcular o ponto P, que é a interseccdo das retas AB e CD:

- -~ -1 1-4 3
YT Y4 _YaT Ve VT o =-=2y-2=3x-3=[Bx—2y—1=0]
X—X, X4—xg x-—1 1-3 2

_ _ -5 5-2 3
Y TYe _YeT Vo YT =->-3x+3=2y—-10=[3x+2y— 13 = 0|
X—x¢ xe—xp x—-1 1-3 2

AB

CD

Intersectando essas retas:

{3x—2y—1=0 N
3x+2y—13=0

Calculando a area do AAPC pelo determinante:

7 7
6x—14=0:~x=§:~y=3=>P=(§,3)

1 1 1 1 0 1 1
Xa  Ya 731 4
xp yp 1 3 3 31 ﬁ.|1 1|
xc ye U i 5 alf flo 5 alf 3 |l5 1] 8
2 2 ) 2 2 3
= [3a = 8]
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(x) » C1 = C1 — C3: propriedades de calculo de determinantes.
Calculando a drea do ABPD:

3 4 1 0 4 1
xg Yp 1 7 2
xp yp 1 3 3 -3 31 Z.|4 1|
b_nyD1_3z o 21 3 [z 1] 2
2 2 5 2 2 3
= 6b =4

(x%) > C1 « C1 — 3 - C3: propriedade de calculo de determinante.
=>3a+6b=8+4=12

Gabarito: “e”

104. (EFOMM/2010)

Os pontos A(—4;10/3), B(—4;0), C(0; 0) e D(a; b) sao vértices de um quadrilatero circunscrito a

uma circunferéncia. A equacao da reta AD é representada por

a)y=f—2x+5

b)y =3
c)y—?2 +1
ay=i+]

1
e)y = Ex + 5
Comentarios

Primeiramente vamos verificar qual das alternativas possui o ponto A4, lembrando que
estas sdo candidatas a reta AD:

5 ] 10 5 10 5 10
a)y=ﬁx+5=>apllcaA=>? 4E+5<=)? 5—§=?FATO
Portanto, é possivel que essa seja alternativa correta.
4
b)y=3
N3ao pode ser correta, pois ndo passa por A.
12 10 12 10 43
c)y=?x+1=>aplicaA=>?=?-—4+1 (:)?z - absurso!

N3ao pode ser correta, pois ndo passa por A.
d +1 lica A —10 4+1(=>—10 > bsurdo!
= — = = = — — _ = —— :
)y = 5t = aplica 3 ) 3 5 absurdo

N3o pode ser correta, pois ndo passa por A.
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L1 lica A .5 L1 10 7 curdor
=— - 5> —=—4 . —4 - —=—— !
e)y =X +5= aplica 2 Sts e = absurdo

Portanto, ndo pode ser correta também, pois ndo passa por A.
Assim, dentre as alternativas, a Unica que passa por A é a letra a), que deve ser marcada.

Essa ndo é uma solucao formal, mas é a cabivel para o tempo da prova. A solu¢ao formal
perpassa pelo fato de que as somas dos lados opostos no quadrilatero s3o iguais. Porém,
demandaria muita conta e demasiado desgaste.

Portanto, por eliminacdo, a resposta correta é a letra a)

Gabarito: “a”

105.(EFOMM/2006)

O angulo agudo que areta x — y = 15 faz com o eixo Ox é
a) 75°

b) 60°

c) 45°

d) 30°

Comentarios
A reta do enunciado é:
rx—y=15=>y=x—-15

Sabemos que, o coeficiente angular da reta (termo que acompanha x na expressao acima)
é igual a tangente do angulo de inclinagao. Portanto:

1=1tg6 =[0 = 45°|

Gabarito: “c”

106.(EFOMM/2006)

A area do quadrilatero limitado pelasretasy =2x+1,x=2,x=6ey =0¢

2

a) 40
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b) 36

c)32

d) 30

e) 28
Comentarios

Pela imagem dada, sabemos que o quadrilatero formado é um trapézio retangulo, cuja
area é dada por:

_ (Baseygior + Basepenor) - altura
2
Veja que aintersecdode y =2x+1comx =6ex = 2 é:
x=6=>y=2-6+1=13> P(6,13)
x=2=>y=2-24+1=5=Q(2,5)
Assim, é facil ver, pela figura, que Basey,ior = Yp = 13, Basepenor = Yo =5 € que a
altura do trapézio retangulo é altura = xp — xy = 6 — 2 = 4. Portanto, a area é:

Ao (13 +25) -4

=2-18=36

Gabarito: “b”

107.(EFOMM/2005)

A equacao x — 3 = 0 no plano representa

a) um ponto no eixo das abscissas.

b) uma reta perpendicular ao eixo das ordenadas.
c) uma reta perpendiculararetax +y = 0.

d) uma reta concorrente aretax +y = 0.

e) uma reta paralelaaretay —3 = 0.

Comentarios

A equacao x = 3 representa todos os pontos do plano cartesiano que possuem abscissa
igual a 3, isto é, da forma P(3,y). Assim, ele pode assumir qualquer valor de y, sendo, portanto,
uma reta vertical, paralela ao eixo y.

Olhando as alternativas, a letra d) é a Unica correta, pois a reta vertical x = 3 é concorrente
a qualquer outra reta que ndo seja vertical, em particularareta x +y = 0.

Letra a) é falsa, pois ndo é um ponto, é uma reta.
Letra b) é falta porque a reta é paralela ao eixo ordenado.
Letra c) é falsa, pois a reta x + y = 0 ndo é horizontal.

Letra e) é falsa pois a reta y = 3 é horizontal (todos os pontos da forma (x, 3)).

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 127



‘ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor Sa

Militares

Gabarito: “d”

108. (Escola Naval/2019)

Considere que para obter a posicdo de um navio, navegando em um canal, faz-se o uso de trés retas.
Essas retas sdo tomadas sob o olhar de trés pontos notaveis e de trés marcagées angulares feitas
por vigias no navio, sempre com o navio em movimento. As intersec¢coes dessas retas geram uma
regido triangular de area X e nao acontecem em um Unico ponto. A regidao triangular é chamada de
triangulo de incerteza e quanto menor o valor de X melhor é a precisao da marcacdo da posicdo do

navio no canal. Suponha que depois de feitas as marcag¢oes as trés retas obtidas tenham as equagoes

1 1 X=6+64
r1.2x+y—6—O,rz.(E,1)+t(g,1),tE]R,er3.{y:2+4A,AER.

Sendo assim, assinale a op¢ao que indica a area da regiao triangular X determinada porr4,7; e r3.
a)2
b) 4
c)6
d)8
e) 10
Comentarios
Queremos calcular a area do triangulo formado pelas intersecdes das retas dadas. Vamos

comegar a calcular essas intersegGes:

1t t
rlnr2=>2x+y—6=0=>2(§+g)+(1+t)—6=0=>§+t=4=>t=3

=>A=TlﬂT2=(1,4)
1
AT =24y =6=022(6+60)+Q2+40)-6=0=161= 8= 1=

=>B=T‘10T3=(3,0)

T3

{x=6+6/1/’lE]R=>r3:2x—3y=12—6=6=>r3:2x—3y=6

y =244

1 t t
rznr3=>2x—3y=6=>2(§+g)—3(1+t)=6=>§—3t=8=>t=—3
$C=TZ ﬂT3=(0,—2)

Assim, calculando a area desse triangulo pelo dispositivo do determinante:
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X4 Ya 1 1 4 1 1 0 1 1 0 0
xg yp 1 3 0 1 3 —-12 1 3 —-12 -2
; Xc Yo 1 0 -2 1 0 -2 1 0 -2 1
Area = = = —
2 ® 2 ) 2

2
1'“_—122 _12|| 16
B 2 T2

(x) > C2 « C2 — 4C1: propriedade de calculo de determinantes.

(x*) > C3 « C3 — C1: propriedade de calculo de determinantes.

Gabarito: “d”

5. QUESTOES NIVEL 3

109.(ITA/2020)

Duas curvas planas ¢4 e ¢, sao definidas pelas equagoes
c1:16x% + 9y? — 224x — 72y + 640 = 0,
c3:x* +y%>+4x—-10y + 13 = 0.

Sejam P e Q os pontos de intersecao de c; com o eixo x e R e S os pontos de interse¢do de ¢, com

o eixo y. A area do quadrilatero convexo de vértices P,Q,R e S é igual a
a) 15 + 7+/3.

b) 15 — 7+/3.

c) 15 + 14+/3.

d) 15 — 14+/3.

e) 25 + 10+/3.

110. (ITA/2020)
Os pontos B = (1,1+ 6v2) e C = (1 + 6v2,1) s&o vértices do tridngulo isésceles ABC de base

BC, contido no primeiro quadrante. Se o raio da circunferéncia inscrita no tridngulo mede 3, entdo

as coordenadas do vértice A sdo
a) (7v2,7V2).

b) (V2,v2).

o (1+7v2,1+7V2).

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 129



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

d) (1+v2,1+v2).
e) (1+6v2,1+6v2).

111.(ITA/2018)

No plano cartesiano sdao dados o ponto P = (0, 3) e o tridngulo de vértices A = (0,0),B = (3,0) e
C = (3,2). Determine um ponto N sobre o eixo dos x de modo que a reta que passa por P e N
divida o triangulo ABC em duas regioes de mesma area.

112.(ITA/2017)

Considere as retas de equagdes r:y = V2x+aes: y = bx + ¢, em que a, b, ¢ sdo reais. Sabendo
que r e s sdo perpendiculares entre si, com 7 passando por (0,1) e s, por (v/2,4),

determine a area do triangulo formado pelas retas 1, s e o0 eixo x.

113. (ITA/2017)

Considere aretar: y = 2x.Seja A = (3, 3) o vértice de um quadrado ABCD, cuja diagonal BD esta

contida em r. A drea deste quadrado é
a)9/5

b)12/5

c)18/5

d)21/5

e) 24/5

114. (ITA/2017)

Considere dois circulos no primeiro quadrante:
- C, com centro (x1,y1), raio r; e drea r/16.
- C, com centro (x,,y,), raio 1, e area 144m.

Sabendo que (xq,y1,71) e (x3,y3,73) sdo duas progressoes geométricas com somas dos termos

iguais a 7/4 e 21, respectivamente, entao a distancia entre os centros de C; e C, é igual a

a)

123
2
129

b) =~

131
2

c)
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V135
d)—Z

137

e)—

115.(ITA/2016)

Se a reta de equagdo x = a divide o quadrilatero cujos vértices sdao (0,1),(2,0),(4,0) e (6, 4) em
duas regioes da mesma drea, entao o valor de a é igual a

a)2v5—1.
b) 2v/6 — 1.
c) 3+/5 — 4.
d) 24/7 — 2.
e) 3v/7 — 5.

116. (ITA/2015)

Sabe-se que a equagdo 3x?% + S5xy — Zy2 — 3x + 8y — 6 = 0 representa a reunidao de duas retas

concorrentes, 1 e s, formando um angulo agudo 6. Determine a tangente de 6.

117. (ITA/2015)

Dados o ponto A = (4, 26—5) earetar:3x +4y— 12 = 0, considere o triangulo de vértices ABC,

. o7 . . . . 25 ~ .
cuja base BC esta contida em r e a medida dos lados AB e AC é igual a - Entdo, a drea e o

perimetro desse tridngulo sdo, respectivamente, iguais a

22 40
)5 e
3 3

23 40
b)— e—
3 3

25 31
)5 e
3 3
25 35
d)— e—
3 3

25 40
e)— e—
3 3

118.(ITA/2015)

Considere os pontos A = (0,—1),B = (0,5) earetar:2x — 3y + 6 = 0. Das afirmagdes a seguir:
I.d(A,r) =d(B,r).

Il. B é simétrico de A em relagdo aretar.
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l1l. AB é base de um tridngulo equilatero ABC, de vértice C = (—3+v/3,2) ou € = (3+/3,2).
E (sdo) verdadeira(s) apenas

a)l.

b) II.

clell

d)lell.

e)llelll.

119.(ITA/2015)

Seja C uma circunferéncia tangente simultaneamente asretas r: 3x + 4y —4 =0e s: 3x + 4y —
19 = 0. A drea do circulo determinado por C é igual a
5w
a) -
4
b) =
3n
C) 7
8w

d)?

9
E) T

120.(ITA/2014)
Seja ABC um triangulo de vértices A = (1,4),B = (5,1) e C = (5,5). O raio da circunferéncia
circunscrita ao triangulo mede, em unidades de comprimento,

15
a) ?
b) 5vV17

4

3v17

c) -

5V17
d) A

17+/5

e)—
8

121. (ITA/2012)

Sejam A = (0,0),B = (0,6) e C = (4, 3) vértices de um triangulo. A distancia do baricentro deste

triangulo ao vértice 4, em unidades de distancia, é igual a

5
a)g
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=

V5
d)?

10
E) ?

122.(1TA/2012)

A area do quadrilatero definido pelos eixos coordenadoseasretasr:x —3y+3 =0es:3x+y —
21 = 0, em unidades de area, é igual a

19
a) >
b) 10

25
C) 7

27
d) 5y

29
E) ?

123. (ITA/2012)

Dados os pontos A =(0,0),B=(2,0)eC=(1,1), o lugar geométrico dos pontos que se
encontram a uma distancia d = 2 da bissetriz interna, por A, do triangulo ABC é um par de retas

definidas por
a)ri,:V2y—x+2J4+v2=0

b) 1o 2y —x+2/10+v2 =0
€)ri2:2y—x12/10+v2=0
dri:(V2+1)y—-x+vV2+4vV2=0

e)ri:(V2+1)y—x+2/4+2/2=0

124.(ITA/2007)

Considere no plano cartesiano xy o triangulo delimitado pelasretas 2x =y, x = 2yex = — 2y +

10. A area desse triangulo mede
a) 15/2.
b) 13/4.

c) 11/6.

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 133



Prof. VictorSo

Militares

ﬁ Estratégia

d) 9/4.

e)7/2.

125.(ITA/2007)

Sejam A: (a,0),B: (0,a) e C : (a,a), pontos do plano cartesiano, em que a é um numero real ndo
nulo. Nas alternativas a seguir, assinale a equacao do lugar geométrico dos pontos P: (x,y) cuja

distancia a reta que passa por A e B, é igual a distancia de P ao ponto C.
a)x? +y% —2xy —2ax —2ay+3a’ =0
b) x2 + y? + 2xy + 2ax + 2ay + 3a* =0
c)x*+y*—2xy +2ax+2ay+3a®? =0
d)x? + y> — 2xy — 2ax — 2ay — 3a* =0

e)x?+y*+2xy—2ax—2ay—3a*=0

126. (ITA/2002)

Num sistema de coordenadas cartesianas, duas retas r e s, com coeficientes angulares 2 e 1/2,
respectivamente, se interceptam na origem 0. Se B €r e C € s sao dois pontos no primeiro
quadrante tais que o segmento BC é perpendicularar e a area do tridngulo OBC é iguala12x1071,
entdo a distancia de B ao eixo das ordenadas vale

a) 8/5.
b) 4/5.
c) 2/5.
d) 1/5.

e) 1.

127.(ITA/2000)

A area de um triangulo é de 4 unidades de superficie, sendo dois de seus vértices os pontos 4: (2, 1)
e B: (3,—2). Sabendo que o terceiro vértice encontra-se sobre o eixo das abcissas, pode-se afirmar
que suas coordenadas sao

a) (—=1/2,0) ou (5,0).
b) (~1/2,0) ou (4, 0).
c) (=1/3,0) ou (5,0).
d) (~1/3,0) ou (4,0).
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e) (—1/5,0) ou (3,0).

128.(ITA/1998)
Considere o paralelogramo ABCD onde A =(0,0),B =(—1,2) e C = (—3,—4). Os angulos

internos distintos e o vértice D deste paralelogramo sdo, respectivamente:
a)m/4,3nt/4eD = (—2,-5)
b)m/3,2n/3 eD = (—1,-5)
c)m/3,2n/3eD = (—2,—-6)
d)w/4,3n/4eD = (-2,-6)
e)r/3,2n/3 eD = (—2,-5)

129. (ITA/1998)

Asretasy = 0 e 4x + 3y + 7 = 0 sdo retas suportes das diagonais de um paralelogramo. Sabendo

que estas diagonais medem 4 cm e 6 cm, ent3o, a area deste paralelogramo, em cm?, vale:
a) 36/5
b) 27/4
c)44/3
d) 48/3
e) 48/5

130. (ITA/1997)
Considere os pontos A: (0,0),B:(2,0) e C:(0,3)

Seja P: (x,y) o ponto de interseccao das bissetrizes internas do triangulo ABC. Entdo x + y é igual
) 12
a 5+V13
8
b) 2+V11
) 10
¢ 6+V13

d)5

e)2

131.(ITA/1995)
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Trés pontos de coordenadas, respectivamente, (0,0), (b,2b) e (5b,0), com b > 0, sdo vértices de

um retangulo. As coordenadas do quarto vértice sdao dadas por:

a) (—b,—b)
b) (2b, —b)
c) (4b, —2b)
d) (3b, —2b)
e) (2b,—2b)

132.(IME/2020)

Considere a fungdo f(x) = Vx — a, x > a, onde a é um numero real positivo. Seja s a reta secante
ao gréfico de f em (2a, f(2a)) e (5a, f(5a)) e t a reta tangente ao gréfico de f que é paralela 3
reta s. A area do quadriladtero formado pelaretas,aretat,aretax =2aearetax = 5a é 2
unidades de area. O valor de a, em unidades de comprimento, é:

a) 2V2
b) 4
c) 2
d) 3v2
e) 234

133. (IME/2016)

O lugar geométrico dos pontos em R? equidistantes as retas de equagdes
4x+3y—2=0e12x—-16y+5=0

é

a)4x +28y+13=0

b)8x—-7y—-13=0

c)28x—-4y—-3=0

d) 56x% + 388y — 184x — 56y> — 16y +19 =0

e) 112x% + 768xy — 376x — 112y*> — 32y +39 =0

134.(IME/2013)

Considere uma haste AB de comprimento 10 m. Seja um ponto P localizado nesta haste a 7 m da

extremidade A. A posicao inicial desta haste é horizontal sobre o semieixo x positivo, com a

AULA 13 — GEOMETRIA ANALITICA | 136



‘ rd .
¥ Estratégia Prof. Victor So

Militares

extremidade A localizada na origem do plano cartesiano. A haste se desloca de forma que a
extremidade A percorra o eixo y, no sentido positivo, e a extremidade B percorra o eixo x, no
sentido negativo, até que a extremidade B esteja sobre a origem do plano cartesiano. A equagdo
do lugar geométrico, no primeiro quadrante, tracado pelo ponto P ao ocorrer o deslocamento

descrito é

a) 49x2 + 9y? — 280x + 120y — 441 =0
b) 49x% — 406x — 49y% + 441 =0

c)9x%? + 49y - 441 =0

d) 9x% + 9y% + 120y — 441 =0

e)9x? — 49y — 441 =0

135. (IME/2012)

Considere uma reta r que passa pelo ponto P(2,3). A reta r interceptaa curva x2 — 2xy —y% = 0
nos pontos A e B.

Determine:
a) o lugar geométrico definido pela curva;

b) a(s) possivel(is) equagio(bes) da reta r, sabendo que PA - PB = 17.

GABARITO
109. C
110. C
111. N = (”;/E, 0)
112. Area = 1211f
113. C
114. e
115. d
116. tg(0) =7
117. e
118. d
119. e
120. d
121. b
122. d
123. e
124. a
125. a
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126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.
134. C

135. Item a) um par de retas perpendiculares; ltemb) iy =x+1lour:y=3our:y =

—x+5our:x=2.

™ ® O 9 ® O O T

RESOLUCAO

109.(1TA/2020)
Duas curvas planas ¢4 e ¢, sao definidas pelas equagoes
c1:16x% + 9y? — 224x — 72y + 640 = 0,
c:x* +y%>+4x—-10y + 13 = 0.

Sejam P e Q os pontos de intersecao de c; com o eixo x e R e S os pontos de interse¢ao de ¢, com

o eixo y. A area do quadrilatero convexo de vértices P,Q,R e S é igual a
a) 15 + 7+/3.

b) 15 — 7+/3.

c) 15 + 14+/3.

d) 15 — 14+/3.

e) 25 + 10+/3.

Comentarios

Inicialmente, devemos encontrar as coordenadas dos pontos P, Q,R,S. Como P e ( s3ao os
pontos de interse¢do de ¢; com o eixo x, temos:

P = (xp, 0)eQ = (xq,O)
Fazendo y = 0 na equagao de ¢4:
16x? — 224x + 640 = 0
=>x?—14x+40=0
> (x-10)(x—-4)=0
Portanto, as raizes sdo x = 10 ou x = 4.

Assim, temos os pontos P(4,0) e Q(10,0).
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Resta encontrar R e S. Como esses pontos sdo a interse¢ao de ¢, com o eixo y, temos R =
(0,yr) eS = (0,ys). Fazendo x = 0 em c,:

y*—10y +13 =0
10++48 10+ 4v3
—_ i = 5
2 2
Assim, temos R = (0,5 + 2v3) e S = (0,5 — 2V3).

+ 243

=Yy

Esbogando os pontos no plano cartesiano, temos a seguinte figura:

5423

5 —2v3 {

A area pedida é dada por:

1
2
[PORS] = 25 + 10V3 — 10 + 4v3 = 15 + 1443

[PQRS] = [QRO] — [PSO] = =-10 - (5 + 2V3) — % -4 (5-2vV3)

Gabarito: “c”.

110.(ITA/2020)
Os pontos B = (1,1+ 6v2) e C = (1 + 6v2,1) s&o vértices do tridngulo isésceles ABC de base

BC, contido no primeiro quadrante. Se o raio da circunferéncia inscrita no triangulo mede 3, entao

as coordenadas do vértice A sao
a) (7v2,7V2).

b) (V2,V2).

o (1+7v2,1+7V2).

d) (1++v2,1++2).

e) (1+6v2,1+6v2).
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Comentarios

Como ABC é um triangulo isdsceles, entdo sua altura em relagdao ao vértice A também é
mediatriz em relagao a base BC. Temos a seguinte figura:

f
u
A
B
14+6v2 ool
S A— A
: e
= i
+ + .
1 1+6v2 ®

M é ponto médio de BC, logo:

B+C 1+14+6V2 1+1+6V2
==z ~M= 2 2

)=>M=(1+3\/§;1+3\/§)

Como AM é mediatriz, temos que ela é perpendicular a reta BC, vamos encontrar seu
coeficiente angular:

xg—x 1-(1+6vV2) —6V2

Mpe - Mye = =1 (=1) -mye=-12my =1

=-1

Mpe =

Como xy, =y, € My = 1, temos que a reta que passa por M e A é y = x, ou seja, as
coordenadas de 4 sao da forma:

A= (aa)

Vamos resolver o problema por geometria plana. Sabemos que r =3 é o raio da
circunferéncia inscrita ao triangulo. Consideremos a seguinte figura:
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14+ 6v72 4

Do triangulo retangulo BCD:

BC? = (6v2)" + (6v2)° =72+ 72 = 144 = BC = 12
Podemos calcular a area do AABC de duas formas:

1 1 I+1+12
[ABC]=E-b-h=p-r=>5-12-h=(2—)-3=>4h=2l+12=> 2h=1+6

Veja que pelo teorema de Pitagoras no AABM:
12 = h? + 6°
Usando2h =101+ 6> 1= 2h—6:
(2h—6)2 = h? + 6% > 4h?* — 24h + 36 = h* + 36 > 3h* — 24h =0
3h(h—8)=0-~h=8

Podemos usar a seguinte figura para calcular as coordenadas de A:

1+43V2 f--mmmmmnn-

I -
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8v2
a=1+3\/§+8sen45°=1+3\/§+7=1+7\/§

2 A=(1+7V2147V2)

Gabarito: “c”.

111.(ITA/2018)

No plano cartesiano sdao dados o ponto P = (0, 3) e o triangulo de vértices A = (0,0),B = (3,0) e

C = (3,2). Determine um ponto N sobre o eixo dos x de modo que a reta que passa por P e N

divida o triangulo ABC em duas regioes de mesma area.
Comentarios

Para visualizarmos a situacao, é conveniente fazermos um esbogo:

y O tridangulo AABC é retangulo, como é
possivel ver na figura. Dessa forma, sua drea

(0.3) é dada por:
) AB-BC 3-2
Area do AABC = = =3
2 2
€ (3.2) seja N da forma N = (n,0). A reta suporte
de PN tem coeficiente angular:
3-0 3
m = = - —
PN =0_n
Ou seja:
3 y-3
Tpy:—— =
PN n " x-0
= 3 +3
TpN:Y = ——X
oo & |_1 B__ pPN:Y n
(0,0) (n.0) (3,00 *
A reta suporte de AC tem coeficiente angular:
2-0 2
Mac=3_"0"3
Ou seja:
2 y-0 2
—_=— Yy ==
Tac 3 x—0 Tac'y 3x
Como M = (xy,Ym) = T'py N T4, temos da equacdo de rpy:
2 3 3 3
§xM——ExM+ :>xM—_E+§
3 n

Do que segue de ry:
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Assim:

Pela condigdo do enunciado:

S 1, 3
Areado AAMN = 2 (Area do AABC) = 2

yh

(0.3)

C (3.2)

©0.00%

H

2

3

£
—
w
=
8

Mas, observe que:

xM'3 3
+2

, n-3 . ,
Area de APN = > = Area de AMP + Area de AMN =

Ou seja

3 3 2n% =2 9=0
ﬁ‘l’z@ nc—2n—9 =

37 n

I
N w

Resolvendo para n, temos

1+v19
n= oun

=
|
N
2
O

Mas n > 0, do que segue:
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1++19
Gabarito: N = (1+“19,0)
2

112. (ITA/2017)

Considere as retas de equagdes :y = v2x + a e s:y = bx + ¢, em que a, b, ¢ sdo reais. Sabendo

que 1 e s s3o perpendiculares entre si, com r passando por (0, 1) e s, por (12, 4),
determine a drea do tridngulo formado pelas retas r, s e o eixo x.

Comentarios

Para essa questdo, o primeiro passo é determinar as retas. Para isso, vamos usar as duas
informacgdes fornecidas:

12 informacgdo: r e s sdao perpendiculares.

Note que o coeficiente angularde r é m,. = V2edesé mg, = b. Se sdao perpendiculares,

entdo:
1
m,mg = —1=>\/§b=—1=>b=—ﬁ

22 informacao: r passa por (0,1) e s passa por (2, 4).
Como r passa por (0,1), devemos ter:

1=v2:-(0)+a=a=1
Como s passa por (v2,4), devemos ter:

4= —%(\/E)+c=>c=5

Portanto, as retas sdo: r: y = V2x +1es: y = —%x + 5.

O segundo passo é fazer o grafico das retas no plano cartesiano:
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L e L P L T

S

O terceiro passo € encontrar a coordenada y do ponto de interseccdao das retas, pois se
vocé observar, ela serd a altura do triangulo em questdo. Para isso, vamos isolar o x na equagao
das retas e entdo achary.

Daretar:

1
7z (eq.01)

y=\/§x+1 :>x:y

Da reta s:

y:—\/—lix+3:>x=\/z(5—3’) (eq.02)

Igualando aeq.01 a eq.02, vem:

11

y=?

A base do triangulo ABC é a diferenca entre as coordenadas x dos pontos B e C, que sao
os pontos de intersec¢do das retas r e s com o eixo x, respectivamente. Fazendo y = Ona eq.01
e na eq.02, temos:

-1
Xp =— ex,=5V2
B \/z C

112 , s
Do que segue que o segmento BC = x; — xg = T\/_ Portanto, a area pedida é dada por:

) BC-y 1 11W2 11 121V2
Area = ——=-"——+—=
2 2 2 3 12

1212
12

Gabarito: Area =
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113.(ITA/2017)

Considerearetar: y = 2x.SejaA = (3,3) o vértice de um quadrado ABCD, cuja diagonal BD esta

contida em r. A area deste quadrado é
a)9/5

b)12/5

c)18/5

d)21/5

e) 24/5

Comentarios

O primeiro passo é fazer um diagrama inicial da situacdo proposta. Observe:

A L B
45°

vz

Note que, da figura acima, a distancia de A areta y = 2x, sobre a qual esta a diagonal BD,

l ~ L. p c A
corresponde d E . Entao, o proximo passo € encontrar essa distancia.

Da geometria analitica, temos que a distancia de um ponto P = (xp, yp) aumaretar: ay +
bx + ¢ = 0 é dada por:

4 B |axp+byp+c|
) va? + b?

Aplicando a nossa situa¢ao, teremos:

riy—2x=0
p _ 3—2:34+0 B 3
S Nreary ) &l N
E finalmente:
l 3 3v2
_=_=>l=_
V2 5 V5

Do que temos que a area do quadrado ABCD é dada por:
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Area do quadrado ABCD = I? = (—> —
V5 5

Gabarito: “c”.

114.(ITA/2017)

Considere dois circulos no primeiro quadrante:
- C{ com centro (x4,y1), raior, e area r/16.
- C, com centro (x3,y,), raio r, e area 144m.

Sabendo que (xq,y1,71) e (x3,y3,73) sdo duas progressdes geométricas com somas dos termos

iguaisa 7/4 e 21, respectivamente, entao a distancia entre os centros de C; e C, é igual a

Viz3
a) —

b)
V131
)=

V129
2

V135
d)——

V137

e)2

Comentarios

O primeiro passo nessa questdo é buscar determinar as grandezas mais simples. Nesse
caso, como nos foi dada a area das circunferéncias, podemos de imediato determinar seus raios.
Da geometria plana, temos que a area de uma circunferéncia é dada, em funcao de seu raio, por:

A= nr?
Do enunciado, temos:
5 T 1
A, = mrf =1—6=>r1 = 7

A, =mri =144t > 1, = 12
De posse dos raios, podemos utilizar as outras informag¢des fornecidas para determinar as
coordenadas dos centros.

Para C;:
Seja q; arazdo da progressao, temos que x; = % = é ey, = ;—11 = i. A soma dessa P.G.
é dada por:
X +y,+n —Z (z)iz+i+l—z
4 4qf 4q, 4 4
Resolvendo para q;, obtemos gq; = % ouq; = —é. Como C; estd no primeiro quadrante,

g, > 0, do que segue que q; = % Eporfimx; =1ley, = %
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Para C5:
. ~ ~ r, 12 r, 12
Seja q, a razdo da progressao, temos que x, = 5 = — ey, = — = —. Asoma dessa P.G.
az q; q> q:
é dada por:
12 12
a; 92
Resolvendo para g,, obtemos g, = —§ ou g, = 2. Como (C, estd no primeiro quadrante,

g, > 0, do que segue que g, = 2. E porfim: x, = 3 ey, = 6.

Dessa forma, sé nos resta determinar a distancia entre C; e C,. Da geometria analitica,
sabemos que a distancia entre dois pontos é dada por:

1 2 137
d(C1.Cz) = \/(xl —x)2+ (y; —y)2= [(1-3)2+ (E — 6) = —

Gabarito: “e”.

115.(ITA/2016)

Se a reta de equagdo x = a divide o quadrilatero cujos vértices sao (0,1),(2,0),(4,0) e (6, 4) em

duas regides da mesma area, entdo o valor de a é igual a

a)2v5 —1.
b) 2v/6 — 1.
c)3v/5 — 4.
d) 27 — 2.
e) 3W/7 — 5.

Comentarios

Primeiramente, facgamos um diagrama para visualizar o quadrilatero:

y

D
(6.4)

(2,0) (4,0) T
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Antes de tudo, vamos calcular a area desse quadrilatero. Para isso, observe o diagrama
abaixo, que define as regides contidas no diagrama acima:

y

(0,1)

-

(2.0) (4,0) T

Pela figura acima, temos que:
A1 +A2 +A3 +A4_ = 64‘= 24‘

As areas correspondentes a A;, A, e A; sdo de triangulos retangulos, do que temos:

3:6
A1= 2 =9
2-4
A2 2724
1-2
A3= 2 =1

Logo:9+4+1+4,=24=> 4, =10.

Do enunciado, teremos a seguinte configuracao:
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D
(6,4)

(0,1)

[ T T . )

(2,0) (a.0)

Matematicamente:
A, +5+A;=(6—a) 4 =24—4a(eq.01)

Observe que as regides A, e As correspondem a triangulos retangulos semelhantes. Da
geometria plana, sabemos que a razao entre as areas é igual ao quadrado da razao entre os lados
dos triangulos semelhantes. Ou seja:

ﬁ_(6—a>2:ﬁ=(6—a)2 4 _(6-a)?

= — =2 A =
Ay 6 9 36 4
Substituindo na eq.01, vem:
(6 — a)? 36 — 12a + a?
4+5+T=24—4a:> 2 =15—4a = 36—12a + a* = 60 — 16a

=>a’+4a—-24=0
Resolvendo para a, temos a = —2(\/7 + 1) oua = 2(\/7 — 1).Como a > 0, entdo:
a=2(7-1)

Gabarito: “d”.

116.(ITA/2015)

Sabe-se que a equagdo 3x% + S5xy — 2y2 — 3x + 8y — 6 = 0 representa a reunidao de duas retas

concorrentes, r e s, formando um angulo agudo 6. Determine a tangente de 6.

Comentarios

Se ela representa duas retas, entao podemos fatorar essa equag¢ao como produto de duas
equagdes deretasdotipor:ax + by +c = 0es:dx + ef + g = 0. Uma boa estratégia para isso
é escolher uma das varidveis (x ou y) e resolver a equacdo de 22 grau nessa variavel. Vamos
escolher x. Reorganizando, vem:
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3x2+ 5y —3)x—2y*+8y—-6=0
Raizes:

x=_(Sy_?’)i‘/(Sy_?’)z_4'3'(—2y2+8y—6)

6
_ =5y +3+/25y2 —30y + 9 + 24y? — 96y + 72
B 6
—5y+3+,/49y2 - 126y +81 —5y+3+(7y—9)
x: =
6 6

Resolvendo em x, encontramos x = 2 — 2y ou x = 3;’— 1, do que segue:
rix+2y—2=0es:3x—y+3=0
Observando as equagdes:
m, = —%e mg =3

Do estudo da geometria analitica:

m,—m
tg(6 :| . S|
9(0) 1+ m,m;

1,

tg(0) = T =7
1+(—7)'3

Gabarito: tg(0) = 7.

117.(ITA/2015)

Dados o ponto 4 = (4, %) earetar:3x+4y— 12 = 0, considere o triangulo de vértices ABC,
cuja base BC esta contida em r e a medida dos lados AB e AC é igual a %. Entdo, a drea e o

perimetro desse tridngulo sdo, respectivamente, iguais a
22 40
a)— e—
3 3
23 40
b)— e—

3 3

25 35
— e

25 40

Comentarios

Como AB e AC s3o iguais, A estd na mediatriz do segmento BC. Precisamos encontrar a
medida de BC, para isso, observe a seguinte figura:
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Podemos encontrar AM através da distancia de A a reta r. Da geometria analitica:
25

3-4+4-?—12 10
W= \—m== |73

Por Pitagoras:

S 25 10 -
AC2=AM2+MC2=>( ) =<—) + MC?

6 3
Assim,m=§. Disso, segue que BC = 2MC = 5. Logo
Perimetro = 2 25+5—40
erfmetro =2 - — =3
i _1 YT _C_l 10 5_25
ret =3 ~273777 3

Gabarito: “e”.

118.(ITA/2015)

Considere os pontos A = (0,—1),B = (0,5) earetar:2x — 3y + 6 = 0. Das afirmagdes a seguir:
I.d(A,r) =d(B,r).

Il. B é simétrico de A em relagdo aretar.

l1l. AB é base de um tridngulo equilatero ABC, de vértice C = (—3+v/3,2) ou € = (3+/3,2).

E (sdo) verdadeira(s) apenas

a) l.

b) II.

clell

d)lell.

e)llelll.
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Vamos analisar cada afirmacao.

Afirmagao I:
2:0-3-(—-1)+6 9
atan = [ \z ]
22 + (—3)? 13
2:-0—-3-5+6
d(B,r)—| |
22+( 3)2 3

Logo, do exposto acima, d(A4,r) = d(B, ). O item é verdadeiro.
Afirmacgao ll:

Primeiramente, devemos lembrar que ser simétrico em relagdao a reta significa que os
pontos estdo a uma mesma distancia dela e que a reta formada por eles deve ser perpendicular
a reta r. Sendo assim, vamos verificar se isso ocorre.

Da geometria analitica, sabemos que uma reta s perpendicular a uma reta r dada obedece:
mg-m, = —1
2 .
Temos que m,. = 3 Assim:

2 3
§-ms=—1:ms=——

Se A e B pertencem a uma mesma reta de coeficiente angular m,, que pela condigao
anterior é finito e tem seu valor conhecido, da geometria analitica deveriamos ter:
Ya— VB
ms = ———=>ms(x, —x5) = (V4 — ¥5)
X4 — Xp
T 3
Note que x4, — xz = 0 implica que (_5) 0=y, —yg=>0=y,—yg. Mas y, —yg =
—1 -5 = —6 # 0. Disso, concluimos que A e B ndo podem pertencer a uma reta de coeficiente
angular finito.

O item é falso.
Afirmacgao IlI:

Observe a figura abaixo:
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[ YR ———

R

2

O segmento AB é vertical, entdao é facil encontrar as coordenadas dos possiveis pontos
C = (x¢,Yc) que satisfazem o enunciado. Note que a coordenada y. é a mesma em ambos os
__yatys —-1+5

casos e vale y, = == 2. Note também que |x| é igual a altura do tridangulo AABC

(AABC') e é dada por:

BC AB
Ixel = = tg(60°) = —~tg(60°) =23 = xc = +2V3

Logo, C = (2v/3,2) ou C = (—2v/3,2) e o item é verdadeiro.
Gabarito: “d”.

119. (ITA/2015)

Seja C uma circunferéncia tangente simultaneamente asretas :3x + 4y —4 =0e s: 3x + 4y —

19 = 0. A area do circulo determinado por C é igual a
a) 57”

b)

c) 32—”

d) %

e) 94—”

Comentarios

O primeiro passo nessa questdo é fazer um desenho e perceber que, caso essas retas sejam
concorrentes, existem infinitas circunferéncias, com raios distintos, tangentes as duas ao mesmo
tempo. Isso nos leva a pensar que a Unica forma de esse problema ser possivel é que elas sejam
paralelas.
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Em termos de geometria analitica, isso significa que elas possuem o mesmo coeficiente

. : . . ~ 3 3
angular. Veja que isso ocorre, pois, por inspecdo, temos que m,. = —,emg=—-.

Logo em seguida, é natural que se fagca um esboc¢o da situagao, como segue:

Percebe-se, portanto, que a distancia entre as duas retas corresponde ao diametro da
circunferéncia. Dessa forma, devemos encontrar a distancia entre elas. Para isso, vamos proceder
da seguinte forma:

Pegue um ponto em uma das retas. Pode ser, por exemplo x = 0 em r. Disso, vem que 3 -
0+4y—4=0=y=1. Logo, temos o ponto A = (0,1). Fagamos, agora, a distancia desse
ponto a reta s. Da geometria analitica:

3-:0+4-1-19 _3
NeoEwn

. ~ . n , . : 3
Logo, pela discussdo anterior, o didametro do circulo é d =3 e o seu raio r = p Da

d(4,r) =

geometria plana, temos que:

, o
Area do circulo = e

Gabarito: “e”.

120. (ITA/2014)

Seja ABC um triangulo de vértices A = (1,4),B = (5,1) e C = (5,5). O raio da circunferéncia

circunscrita ao triangulo mede, em unidades de comprimento,
15
a —
) 8
5V17
b) ——
4
3V17
c) —

5vV17
d) =5~
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175

e)——
8

Comentarios

Da geometria plana, sabemos que a area de um triangulo é dada, em funcdo de seus lados
e do raio da circunferéncia circunscrita, por:

4R
Podemos encontrar os lados usando distancia de pontos. Observe:

AB= \(1-52+(4-1)2=5
BC=,(-52+(1-52=4
CA=JG-1D2+(G-4)2=17

Além disso, podemos encontrar sua area usando a férmula para a area de um triangulo
dado seus vértices A,B e C:

) Xqg Ya 1 1 4 1
Area=§ xg Y 1l||==|I5 1 1|[|=28
Xc Yo 1 5 51

Logo, combinando as informagdes, temos que:

5-4-4/17 5v17
g§=— "SR

4R 8
Gabarito: “d”.

121.(ITA/2012)

Sejam A = (0,0),B = (0,6) e C = (4, 3) vértices de um triangulo. A distancia do baricentro deste

triangulo ao vértice 4, em unidades de distancia, é igual a
5
a —
) 3

\97
b) =~

g

10
3

c)
V5
d)?
10
E) ?

Comentarios

Da geometria analitica, sabemos que as coordenadas do baricentro de um triangulo, dados
seus vértices A, B e C sao dadas por:

_(xA+xB+xC J’A+}’B+3’c)
6= 3 ’ 3

Assim, aplicando a questao, temos:
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_(0+0+4 0+6+3)_ 4 ;
N 3 ’ 3 _(3')

Queremos AG, logo:

Gabarito: “b”.

122. (ITA/2012)

A area do quadrilatero definido pelos eixos coordenadoseasretasr:x —3y+3 =0es: 3x+y —

21 = 0, em unidades de darea, é igual a
19
3)7
b) 10
25
C)7
27
d)?
29
E) 7
Comentarios
Primeiramente vamos encontrar a intersec¢ao entre as retas. Isolando x na reta r, temos:
x=3y—3
Substituindo na reta s, vem:
3:-By—-3)+y—-21=010y—-30=0y=3
Sabendo o valor de y, encontramos o valor de x:
x=3-3—-3=6

Assim, o ponto de intersec¢do das retas, que chamaremos de B, é dado por B = (6,3).
Fagcamos, entao, um diagrama da situagao:
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Disso, temos que o ponto A é dado fazendo x = 0 na equagao de y, do que temos 0 —
3y+3=0=y=1.E temos que o ponto C é obtido fazendo y = 0 na equagdo de s, do que
temos3x —21 =0=x = 7.Logo, A = (0,1) e C = (7,0).

Queremos a area do quadrildtero OABC (ver figura acima). Tudo fica mais facil se
percebemos que r e s sao perpendiculares, pois m,. = ée mg = —3, ou seja, mgym,. = —1. Logo,
o triangulo AABC é retangulo e temos, desde o inicio, que o triangulo AOAC também é retangulo.
Para facilitar, vamos definir as regides A; e A,, como na figura abaixo.

Para calcular A;, temos:

_0A-0C 17

7
! 2 2 2
Para calcular A,, primeiro temos que calcular AB e BC. Da geometria analitica:
AB =/(0—6)?+ (1 —3)2 =40
BC = (6 —=7)2+(3—-10)2=+10

Como AABC é retangulo, temos que:
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Assim, a area pedida é A; + A4, = §+ 10 = —.

Gabarito: “d”.

123.(ITA/2012)

Dados os pontos A =(0,0),B=(2,0)eC=(1,1), o lugar geométrico dos pontos que se
encontram a uma distancia d = 2 da bissetriz interna, por A4, do tridngulo ABC é um par de retas

definidas por
a)ry,:V2y—x+2J4+v2=0
b)rl‘z:gy—xiz 10+/2=0
€)ri2:2y—x+2/104+vV2=0
d)ri:(V2+1)y—x+V2+4V2=0
e)ri2(V2+1)y—x1t2V4+2V2=0

Comentarios

Para facilitar, faca um diagrama inicial da situacao e perceba que a reta AC é dada por
r:y = x. Observe:

L S .

A bissetriz do tridngulo AABC, por A pode ser tracada conforme a figura abaixo:
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Note que o angulo que a bissetriz faz com o eixo x é a metade do angulo que a reta r faz
com o mesmo eixo, do que temos, da trigonometria, que:

2tg(0)
tg(20) = —————==1tg(45°) = 1= tg*(0) + 2tg(0) —1 =0
g(26) 1= tg2(0) g(45°) =1=tg*(6) + 2tg(6)
Resolvendo a equacdo do segundo grau em tg(6), temos que tg(f) = —1 ++/2 ou

tg(0) = —1— V2. Mas 6 pertence ao primeiro quadrante, do que temos que tgl > 0. Ou seja,

1
tg(@) =vV2-1= ey

Sendo 6 o angulo que a bissetriz faz com o eixo x, seu coeficiente angular é tg(8), assim
como o de qualquer reta paralela a essa bissetriz. Além disso, seja s:y = mx + b uma reta
paralela a bissetriz com distancia 2 da mesma. Como A = (0,0) pertence a bissetriz, devemos ter,
da geometria analitica, que:

m-0—0+0»b
d(A,S)=| > |=2=>b=i2\/m2+1
me +

V 1
Mas m = tg(f) = ﬁ Logo, b = + 2 j;rzlﬁ. Por fim, as retas paralelas a bissetriz com

distancia 2 da mesma sao:

1 24 + 22 /
Sy = x + o (1+V2)y—x—-204+2V2=0

1 24 + 242
S,y = x—— " o (1442 —x+2/4+2\/§=0
2V = i1 V2 +1 ( )y

Gabarito: “e”.

124. (ITA/2007)

Considere no plano cartesiano xy o triangulo delimitado pelas retas 2x = y,x = 2yex = — 2y +
10. A 3rea desse tridngulo mede
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a) 15/2.
b) 13/4.
c) 11/6.
d) 9/4.
e)7/2.
Comentarios
Para organizar as contas, vamos nomear as retas:
ri2x =y
Six =2y
t:x =—-2y+10
Encontrando a intersecgdo entre r e s, ponto A:
2x=y=2x=2Q2x)2x=0=>y=2:-0=0
~ A =(0,0)
Encontrando a intersecgdo entre 7 e t, ponto B:
2x=y>x=-2-2x)+10=>5x=10=>x =2
2:2=y>y=4
~ B =(24)

Encontrando a intersecgdo entre s e t, ponto C:

5
x=2y=>2y==-2y+10=>4y=10>y =

2
=2 > =5
x = 5=
~C=(5 >
“C=(5)
Da geometria analitica, a area de um triangulo, dado seus vértices:
0 0 1
; Xa Ya 1 112 4 1 15
Area =—=|lxg ¥y 1l| == 5 —
2 2 2
xc yC 1 5 E 1

Gabarito: “a”.

125. (ITA/2007)

Sejam A: (a,0),B: (0,a) e C: (a,a), pontos do plano cartesiano, em que a é um numero real ndo
nulo. Nas alternativas a seguir, assinale a equag¢ao do lugar geométrico dos pontos P: (x,y) cuja

distancia a reta que passa por A e B, é igual a distancia de P ao ponto C.

a)x* +y?—2xy—2ax—2ay+3a®*=0
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b) x2 + y? + 2xy + 2ax + 2ay + 3a* = 0
c)x*+y?—2xy+2ax+2ay+3a®=0
d) x? + y? —2xy — 2ax — 2ay —3a* =0
e) x>+ y* + 2xy — 2ax — 2ay — 3a®> =0
Comentarios

Facamos os seguintes passos:

Passo 01: Se ele falar da reta AB, devemos encontra-la. Da geometria analitica, uma reta
gue passa por dois pontos dados é tal que:

a 0 1
0 a 1{=0=>a*—ax—ay=0
x y 1

Passo 02: Calcular a distancia de P a reta AB:
a’? —ax — ay a’ —ax — ay
J(—a)? + (—a)? V2a?

Note que ele nao fala nada sobre a ser positivo ou negativo, por isso ndo simplificamos o
denominador de d(P, AB).

Passo 03: Calcular a distanciade P a C:
d(P,C) =/ (x —a)? + (y — a)?

Passo 04: Igualamos as distancias:

d(P,AB) =

a’? —ax — ay

V2a?

a? —ax — ay

V2a?

x—a)+(@y—a)=

>2

= (\/(x—a)2 +(y—a)2)2 =<

(a? — ax — ay)?
2a?

Jax—a2+@y—-a)?=

Simplificando a expressao acima, obtemos:
x?+vy?—2xy—2ax —2ay+3a®>=0

Gabarito: “a”.

126.(ITA/2002)

Num sistema de coordenadas cartesianas, duas retas r e s, com coeficientes angulares 2 e 1/2,
respectivamente, se interceptam na origem 0. Se B €r e C € s sao dois pontos no primeiro
quadrante tais que o segmento BC é perpendicularar e a drea do tridngulo OBC é iguala12x1071,

entdo a distancia de B ao eixo das ordenadas vale
a) 8/5.
b) 4/5.
c) 2/5.
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d) 1/5.
e) 1.
Comentarios

Vamos, incialmente, organizar as informagdes, lembrando que queremos a coordenada x
de B:

1
mr=2ems=z;

(0,0)Erns=>r:y=mrxes:y=m5xouaindar:y=2xes:y=%x;

B €r e C €s sao dois pontos no primeiro quadrante tais que o segmento BC é
perpendicularar

Usando as informagdes acima, construimos o seguinte diagrama:

Como o triangulo AOBC é retangulo, de catetos OB e BC, temos que sua area é dada por:

6 OB:-BC 12
1,2=§=T=>OB'BC=?(€(].01)

0 angulo BOC, entre as retas r e s, tem sua tangente dada por:

- 2—5 3

tg(BOC) = |—2| = ,
1+2- 5

L , A 3  BC 3

Além disso, note também que tg(BOC) =2 s = BC = ZOB' Da eq.01, temos:
OB 3OB 12 OB? 16
. =—= = —
4 5 5

Por outro lado, temos que yg = 2x5, poise B € r e, da distancia de pontos:
OB? = (0 — x5)? + (0 — 2x3)? = 5x2
Portanto:

) 16 4
5x3=?:x3=§

Gabarito: “b”.

127. (ITA/2000)

A area de um triangulo é de 4 unidades de superficie, sendo dois de seus vértices os pontos 4: (2, 1)
e B: (3,—2). Sabendo que o terceiro vértice encontra-se sobre o eixo das abcissas, pode-se afirmar
que suas coordenadas sao

a) (—1/2,0) ou (5,0).
b) (—1/2,0) ou (4,0).
¢) (—1/3,0) ou (5,0).
d) (—1/3,0) ou (4,0).
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e) (—1/5,0) ou (3,0).
Comentarios
Seja C o terceiro vértice. Do enunciado, ele é do tipo:
C =(a0)

A area do triangulo, dado seus vértices, é dada por:

) a 0 1
Area = =||2 1 11| =4
3 -2 1

+8=a—-—-4—-3+4+2a=>3a—7 =18

Temos duas possibilidades:

Ou:
3 7 =-8 = 1
— = -8 > —_— =
a a 3

Logo, C = (5,0) ou C = (—é, 0).

Gabarito: “c”.

128. (ITA/1998)
Considere o paralelogramo ABCD onde A =(0,0),B =(—1,2) e C = (—3,—4). Os angulos

internos distintos e o vértice D deste paralelogramo sao, respectivamente:
a)m/4,3nt/4eD = (—2,-5)

b)m/3,2n/3 eD = (—1,-5)

c)m/3,2n/3eD = (—2,—-6)

d)m/4,3n/4eD = (—2,-6)

e)m/3,2rw/3 eD = (—2,-5)

Comentarios

Vamos resolver essa questao usando o grafico. Representando os pontos no plano, temos:
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Yy Sabendo que os lados opostos do
f—st paralelogramo devem ser iguais, temos as
seguintes relagdes:
ki = 1Ye = yal = 1yp — ¥al
. ky = lxc — x4l = |xp — x4|
1
Substituindo os valores:

|
w

e JLTT

=  |=4-wl=12-0l=|-4—-yl =2

|
ol
b
]

4 -y, =22y, =-2o0uy; =—6

Pela figura, podemos ver que y; = —6,
pois D é um ponto acima do C.

=3 —x4l =|-1-0]=>[-3—x4] =1

—3—x4=21>x;,=—20ux; =—4

ettt o

Como D esta a esquerda do C, devemos ter
] X, = —2.

ky ~[D = (=2,-6)

o)

1
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
T
|

=

-

Para calcular o angulo entre os lados AB e AD, vamos primeiramente encontrar o
coeficiente angular dessas retas:

Reta AB:
2—0
Myp = 120 = =2
Reta AD:
—6—0
Myp = —2_0 3
Tangente do angulo entre as retas (6):
—-2-3 -5 s
tg(9)=|1+(—2)-3 = |—_5| =l=6=7

. ~ , s /
Ou seja, o angulo entre essas retas é de + Como ABCD é um paralelogramo, seu outro
3w

N , s
anguloém ——=—,
4 4

Gabarito: “d”.

129.(ITA/1998)
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Asretasy = 0 e 4x + 3y + 7 = 0 sdo retas suportes das diagonais de um paralelogramo. Sabendo

que estas diagonais medem 4 cm e 6 cm, entdo, a area deste paralelogramo, em cm?, vale:
a) 36/5

b) 27/4

c) 44/3

d) 48/3

e) 48/5

Comentarios

Para resolver essa questao, vamos contar com a ajuda da trigonometria.

Primeiro resultado:

Seja o triangulo AABC abaixo, tal que o angulo entre AB e BC seja a.

A

Sua darea é dada por:

. AB - BC
Area = Tsen(a)

Prova:
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A

C

Basta tracar a altura relativa ao lado AB, CH. Olhe para o triangulo ABCH e veja que
sen(a) = % = CH = BCsen(a). Disso, temos que a area do triangulo AABC é dada por:
CH-AB _ BCsen(a) - AB __AB-BC
2 2 2
Segundo resultado:

sen(a) c.q.d.

Seja o quadrilatero convexo ABCD abaixo de diagonais AC e BD. Seja E o ponto de
interseccdo das diagonais. Do primeiro resultado acima, podemos calcular a area de ABCD como
sendo a soma das areas dos triangulos AAED, ADEC,ACEB e ABEA.

D

» C

g

Ou seja:

Area de ABCD =
_AE -ED DE -EC CE -EB BE -EA

> sen(a) + sen(180° — a) + sen(a) + sen(180° — a)
Mas sen(a) = sen(180° — a), do que temos que:
. AE - ED DE - EC CE -EB BE - EA
Area de ABCD = sen(a) + > sen(a) + > sen(a) + > sen(a)

Agrupando os termos, temos:
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, AE -ED DE - EC CE -EB BE -EA
Area de ABCD = Tsen(a) + Tsen(a) + Tsen(a') + Tsen(a)

(AE + CE) - DE (CE+EA)-EB

& Area de ABCD = 5 sen(a) + 3 sen(a)

(CE + EA) - (EB + DE)

& Area de ABCD = 5 sen(a)

Ou seja:
BD

. AC -
Area de ABCD = Tsen(a)

Na nossa questdo, ja temos as diagonais, precisamos do angulo entre elas. Isso é facil, pois
uma das diagonais esta sobre o eixo x , isto é, o coeficiente angular da outra reta nos fornece a
tangente do angulo entre as diagonais.

Nesse caso, entdo, temos: tg(a) = —S = sen(a) = g. Temos ainda: AC = 4 e BD = 6.
Por fim:
4-6 8

" 4
Area de ABC(D = — == —
rea de > 5T S

Observacdo: E bastante Util memorizar as expressdes demonstradas na resolucdo dessa
guestao!

Gabarito: “e”.

130.(ITA/1997)
Considere os pontos A: (0,0),B:(2,0) e C: (0, 3).

Seja P: (x,y) o ponto de interseccao das bissetrizes internas do triangulo ABC. Entdo x + y é igual

) 12
a 5+13

8
b)2+\/ﬁ

) 10
¢ 6+V13

d)5
e) 2
Comentarios

Facamos inicialmente o diagrama para visualizar o triangulo AABC:
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Note que a bissetriz de CAB esta sobre a reta x = y, pois ela faz um angulo de

Prof. VictorSo

o

> =

45° com o eixo x e passa por A = (0,0). Disso, temos que P é do tipo P = (x, x). Agora, vamos

tragar as bissetrizes internas CE e AD, conforme a figura:

y

c

45°
45° B

=
m
Lg

Pelo Teorema da Bissetriz Interna, temos:

CA_CB
AE ~ EB
Mas CA=3eCB =,/(3—-0)2+ (0 —2)2 = v/13. Ou seja:
3 413 V13
— =—— = EB=—AE
AE  EB 3
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Note ainda que AE + EB = AB = 2, logo, AE +EAE = 2= AF = —2>—
3 3+V13

Observe a figura abaixo:

O triangulo ACAE é semelhante ao triangulo ACGP pelo caso AA. Disso, podemos escrever

que:
CG AC 3-—x 3 6
—_—— = Lt =
GP ~ AE x 6 * 5413
3 ++13

12
5+13"

Por fim, temosque y + x = x +x = 2x =

Gabarito: “a”.

131. (ITA/1995)

Trés pontos de coordenadas, respectivamente, (0,0), (b,2b) e (5b,0), com b > 0, sdo vértices de

um retangulo. As coordenadas do quarto vértice sdo dadas por:

a) (—b,—b)
b) (2b, —b)
c) (4b, —2b)
d) (3b, —2b)
e) (2b,—2b)

Comentarios

Podemos resolver essa questdo sem encontrar as retas que contém os pontos do
retangulo. Inicialmente, veja a representagdo dos pontos no plano cartesiano:
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26+ -~

T mmmm e Y
4

Perceba que o quarto vértice deve estar localizado, necessariamente, no quarto
quadrante. Assim, temos a seguinte figura:

O bizu nessa questdao é notar a simetria
Y do retangulo. Conforme podemos ver
pela figura ao lado, temos:

k2 =Y —Ya=Ya~Ya
ki =xp—x4=x;,— x4

Substituindo os valores, temos:

k1:>b_0=5b_xd:xd=4b
~|D = (4b, —2b)

Gabarito: “c”.

132.(IME/2020)

Considere a fungdo f(x) = Vx — a,x = a, onde a é um niimero real positivo. Seja s a reta secante
ao gréfico de f em (2a, f(2a)) e (5a, f(5a)) e t a reta tangente ao gréfico de f que é paralela 3
reta s. A area do quadriladtero formado pelaretas,aretat,aretax =2aeareta x = 5a é 2

unidades de area. O valor de a, em unidades de comprimento, é:
a) 2V2

b) 4

c) 2

d) 3v2

e) 23{/1

Comentarios
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Antes de resolvermos a questdo, devemos perceber que o quadrildtero é um
paralelogramo, pois as retas que possuem seus pontos (r e t) s3o paralelas entre si e as outras
retas que formam o paralelogramo também sao paralelas entre si.

Vamos calcular o coeficiente angular da reta s. Sabemos que ela passa pelos pontos

(Za,f(Za)) e (Sa,f(Sa)):
fQ2a) =+Vae f(5a) = 2va

Pontos de s:

(2a,v/a) e (5a,2+a)

O coeficiente angular de s é:

_@Va—va) | Ve

mg = —
s 5a — 2a S 3a
Sendo t paralela ar, temos que seu coeficiente angular é:
Va
m. =m. —=—
t S 3a
Logo, t pode ser escrito como:
t \/a +
y=—x+c
Y 3a

Onde c é seu coeficiente linear.

Como t tangencia f, ao substituir t em f, devemos encontrar apenas uma solugdo:

f)=y=+vx—a
Va
—Xx+c=Vvx—a
3a
Elevando ao quadrado ambos os membros da equacao:
a 2vac 5
oa2 + 3a x+ct=x—a

x? 2Vac

— —1)x+c*+a=0

9a 3a

2\ac 1
= — — 4. — . (2 —
A ( 3 1) 4 %a (c®+a)
4ac? 4Jac 4.c2 4
9a2 3a 9¢ 9
4Jac 5
3¢ 9
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Para x = 2a:

=3t T
Fazendo o esbogo do grafico:

|
y

13va

| |

r = 2a xr = Ha
A area do paralelogramo é dada por:

A = (5a - 2a) (1?/— ) = 3a <\/_> a_i

Como A = /2, temos:

a 3
A=—r=V2=a2=42>0a°=2°+]a=2V4

Gabarito: “e”.

133. (IME/2016)

O lugar geométrico dos pontos em R? equidistantes as retas de equagdes
4x+3y—2=0e12x—-16y+5=0

é

a)4x+28y+13 =0

b)8x—-7y—-13=0
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c)28x—-4y—-3=0

d) 56x% + 388y — 184x — 56y* — 16y +19 =0

e) 112x% + 768xy — 376x — 112y* — 32y +39 =0
Comentarios

Seja P = (x,y). Queremos:

|4x+3y—2 12x — 16y + 5 |4x+3y—2| |12x—16y+5
= Lt =
V4Z + 32 J122 + (~16)? 5 20

Disso, temos duas possibilidades:
12 possibilidade:
4x +3y—2 12x—16y +5
5 20

< 28y+4x—-13=0

22 possibilidade:
4x+3y—-2  12x—16y +5
5 B 20

Uma forma de representar, com uma sé equag¢ao, o conjunto de pontos pertencentes a
duas retas é multiplicando as equac¢des das retas. Nesse caso:

(28y + 4x —13)(28x —4y —3) =0 © 112x% + 768xy — 376x — 112y? =32y + 39 =0

Gabarito: “e”.

©28x—4y—-3=0

134. (IME/2013)

Considere uma haste AB de comprimento 10 m. Seja um ponto P localizado nesta haste a 7 m da
extremidade A. A posicdo inicial desta haste é horizontal sobre o semieixo x positivo, com a
extremidade A localizada na origem do plano cartesiano. A haste se desloca de forma que a
extremidade A percorra o eixo y, no sentido positivo, e a extremidade B percorra o eixo x, no
sentido negativo, até que a extremidade B esteja sobre a origem do plano cartesiano. A equacgdo
do lugar geométrico, no primeiro quadrante, tragado pelo ponto P ao ocorrer o deslocamento
descrito é

a) 49x% + 9y% — 280x + 120y — 441 =0
b) 49x% — 406x — 49y* + 441 =0

c)9x% +49y* — 441 =0

d) 9x% + 9y* + 120y — 441 =0

e) 9x2 — 49y — 441 =0

Comentarios

Observe a figura:
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Nela, podemos observar:
yi +x3 = 100;

10
sen(ﬁ)zyf:y—AﬁyA:—

10 3
Xp XB 10
cos =—=—>= X =—Xp.
B) =2 =2, ="x,
Assim, temos que:

(10 )2 +(10
3 /P 7

2
xp) = 100 © 9x% + 49y2 = 441

135.(IME/2012)

Considere uma reta r que passa pelo ponto P(2, 3). A reta r intercepta a curva x* — 2xy — y2 =0

nos pontos A e B.

Determine:

a) o lugar geométrico definido pela
b) a(s) possivel(is) equa¢ao(des) da
Comentarios

Item a:

curva;

reta r, sabendo que PA - PB = 17.

Observe a seguinte manipulacao algébrica:

x? — 2xy — y?

Ou seja:

=0 x?—-2xy+y?—y*—y2=0

x-y)2-2y2=0e (x—y—V2y)(x —y++V2y) =0

Do que temos:

. 1
Coeficiente angular: m; =

Ou:

. 1
Coeficiente angular: m, =

[uy

1 1

x—(1+vV2)y=0

1+V2

x+(2-1)y=0

V2

1

Note que mym, =
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Portanto, a curva define um par de retas perpendiculares.
ltem b:
Nesse item, é importante fazermos um desenho. Veja:
L
A
T
}J
a
) - 5 B
M : “. a
N
90° z
y = V2 — 1)x y=—(w 2+ 1)
Primeiro, perceba que o angulo entrearetarearetay = (V2 — 1x é a.
Além disso, temos que PM é a distancia do ponto P = (2,3)aretay + (\/Z + 1)x =0, ou
seja:

2(V2+1)+3 | 5+2V2
\/12+(x/§+1)2 Va+ 22

Analogamente, temos que PN é a distancia de P aretay — (V2 — 1)x = 0, ou seja:

PM =

—2(V2-1)+3 | 5-2V2
J12+(—ﬁ+ )| V4-2v2

Precisamos fazer aparecer o produto PA - PB. Para isso, olhando a figura, perceba que:

PN =

PM
cos(a) = N
PN
sen(a) = 7B

Ou seja:
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PM PN _PM:PN
PA PB PA-PB

sen(a) cos(a) =

Mas
W_W=<5+2\/7>_<5—2\/7>=(5+2\/7)(5—2\/7)=25—8=17
Va+2v2) \Va-2v2 J(4+2ﬁ)(4—2ﬁ) Vie-8 2vz

Dessa forma

17 1 1 1
sen(a) cos(a) = N ARV = 2sen(a) cos(a) = NG
.~ sen(Qa) = ﬁ

Estamos interessados apenas no valor de tga, pois com ele determinaremos os possiveis
coeficientes angulares da reta r. Sendo assim, lembre-se, da trigonometria:
sen(2a) 2sen(a) cos(a)

14 cos(2a)  2cos?(a) =tg(@)

1
Como sen(2a) = — temos que:

cos(Qa) = +

>l

Assim, temos duas possibilidades para tg(a):
1
1
tg(a) = V2 = =+2-1
1+ i 1+ \/z
V2

Ou

1

_ 2 1

tg(oc)—l_i A1 V2 +1
V2

Como dito anteriormente, o dngulo entre areta r e aretay = (V2 — 1)x é a. Sejam, o
coeficiente angular de r. Da geometria analitica, temos as seguintes possibilidades:

Possibilidade 1:

_ 1 m, — (\/7 —1)
tg(@) =2 1_‘1+mr(\/7—1)
Que implica:
_ my = (\/E —1)
H(V2-1) = 1+m.(V2—-1)

Resolvendo para m,., temos:
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=23 +1
1= S>ry=
r — ry=x
Para m, = 0 obtermos uma reta horizontal. Ou seja:
riy =3
Possibilidade 2:
m,— (V2 -1
tg(a)=\/§+1=‘ r— ( )
1+m,(V2-1)
Que implica
m,— (2 -1
+(V2+1) =— ( )
14+m,(vV2-1)
Para a igualdade acima com —(\/7 + 1), obtemos m, = —1.
Earetar:
y—3

—1= >ry=— 5

T — ry x +
Para (V2 + 1), temos:

m,—(2—-1 —24/2
WZ+1)=r= 022D

1+m.(V2-1) =1+mr(\/§—1)

Ou seja, somente é satisfeita quando m,, — o, isto é, a reta r é vertical e, portanto, deve

rix =2
As possiveis retas r sao:
rry=x+1
ry =3
rny=-x+5

rix =2

—x+50ur:x =2.
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6. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Vimos os conceitos iniciais da Geometria Analitica. Essa é a parte da matematica que junta
Geometria Euclidiana com Algebra e, por isso, para resolver as questdes de provas militares e
saber o que o problema pede, normalmente, teremos que esbocar o grafico das equacgdes
envolvidas para poder extrair algumas informacdes. E importante que vocé tenha aprendido a
trabalhar com as equagdes da reta, pois elas costumam cair com bastante frequéncia,
principalmente, em questdes envolvendo retas tangentes (topico da proxima aula). Na proxima
aula, estudaremos as equacdes das conicas e o restante dos assuntos de Geometria Analitica.

Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo férum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

(W)W

@ /profvictorso
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