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Curso pe CALcuLo

Calculo

12 parte - limite

| — Limites e limites laterais

Definicdo: lim f(x) = L se para todo ¢ > 0 existir & > 0, tal
quese 0 < Ix—al < §, entdo, If(x) - LI < g, x e | —{a}, em que | é um
intervalo aberto, tal que a € I.

Teorema: Alim f(x) =L < Flim f(x) e I lim f(x) e lim f(x) =

X—a X—a X—a X—a

=lim f(x) =L

X—a

O teorema acima faz referéncia aos limites laterais.
A definicdo desses conceitos sera vista em sala de aula.

Propriedades dos limites

1. limf(x)=cse f(x)=c, Vxe R

x—a

2. lim[c-f(x)]=clim f(x), ce R

X—a X—a

3. lim [f(x)+g(x)] = lim (x)+lim g(x), se nao houver indeterminacao.

4. lim [(x)- g(x)] = lim f(x)-lim g(x), se ndo houver indeterminacao e
se 0s limites existirem. Dessa propriedade, segue que L'[Q fx) =
(M £60), n e N*

x—a

5. Se lim g(x) % 0 jm 100 0 100
. Se lim g(x) # 0, entdo, lim——= =2=2
Xx—a 9 x—a g(x) lxlgl g(x)

Teorema do confronto

Se IMf(x) = M h(x) = Le f(x) < g(x) < h(x), ¥x € | - {a}

(I é um intervalo/ a € L), entao, L'i”a g(x) = L.

EXERCIiCIOS

01. Calcule os limites a seguir.

lim x'-4 Iimixh_x_2

A) -2t X=2 B) ot x2—1
lim x*~8 lim V2x ¥ -3

) %2 X2 —X—=2 D) x—3* 3-x
i X=X ’ 3ax —x
E) x—1" X2—1 F) =2 Xx—2
Ux+2+3x lim —%

G) x||—r>TJ1 X+ 1 H) x-0" Jfx —x
14 X3 +x
lim lim

l) x=>1 A/T=X J) X%07|X3_X|
. x®—4096

K) lim
xo-4 X+ 4

02.

03.

04.

05.

06.

07.

. Uma vez que vocé conheca Im f(x) e lim (x) em um
ponto interior do dominio de f, vocé pode entao, determinar
lim f(x)? Justifique sua resposta;

Il. Determine a € R para que exista im fx) em que:

3x—2,5e x>-1
f(x) = {3, se x =-1
5-ax, se x<-1
lim —*— &

(EN) o1 igual a:

A0 B) 1

Q-1 D)

E) —o

Seja P(x) = ax"+ax" '+ ..+a _ x+a;a #0

Mostre que lim P(x) = lim axx".
X—>too X—>teo

Calcule os limites a seguir, caso existam.

A lim 33 +2x% -1 g lim x—1
)x—>+oo )(4—4)(3 ) H’”"m
€) Jim () p) Jim (b -x)
. ox=1 X3
[im — lim
E) xo-2" X4+ 2 F) ><—>1(X_'|)4
im x3—x X+1
G) Doy —x2 H) Srix—4l
fx=x 1 2
lim| ——
) xllj)l X NS x+1 X -
i X2+ x+1 lim x* +1
K) X——e0 X —2 L) X—teo X —1
3
||m M ||m X2 +1
M) S +5x+4 N S —2
i I3_4 5x+3
02 ox+5 P) ot x(x+1)
lim 1-x lim 1+
Q) x—3* (3—X)2 R) x~>—oo‘|_Z/;
. 1 1
o imlci) 0 mEseT
U) Ilm( X2+ —x) v) lim (\/x2+x+1—x)

(UU-MG) O valor do limite Iim(\/x2 +2x+3—x) é:

B) +
D) 2

A) zero
C) -
E) 1

(Mack-5P) O lIm (Vo +x+1-3%7 —x+1) ¢

A) 0
Q)2
E) o

B) 1
D)3
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Curso pe CALcuLo

2
08. Calcule a e b sabendo que |im M:S. 02. (FM. Santos) O lim e X é:
x>+ 2x +1 x=0  5x
A) O B) 1
09. Para quais valores de a e b tem-se lim ol 1? !
’ k oreax’ +bx+3 )5 D) 5
. E) n.d.a.
10. (EN) O valor de Iirq%z_z3 . ”
X X X —
) 4 03. (UC-MG) O valor do lim "= &
A) = B) — =0 X
) 3 ) 5
Q)1 D) 3 A)K B) 1
E) 2 2 Qo D) k2
E) 2
11. (EN) 1@(\/x2+4x—\/x2 +1) = 04. (UC-MG) O valor do IxiLTJ)1_i?S X
A) O B) 2
Q3 D) 4 A) -1 B) 0
. 1 1
12. O I|m( - . J éigual a:
=200 30-3) fim €N 2x—cos 2x—1
A0 B) % 05. (Sta. Casa-SP) Calculando XT% o5 x—sen x__ obtém-se:
Q) % D) % A) N2 B) —2
13. O lxlgc]) X+b+ x:a—\/B—\/E éigual a: E) n.d.a.
1 1 1
A) [a+b B) 24Jb +ﬁ 06. (UC-MG) Se f(x) = £n x — £n(sen 5x), entao, xlm f(x) &
o 1 o) 11 A)-In5 B) 5
2<Ja+b Ja+b 2 Q)0 /n D) 1 /n
E
F) Ja+b )
2 2
07. O valor de lim>" );
14. Suponha que, para todo x, lg(x)l < x*. Calcule |imM 1osenx
- Suponnaque. b IS X o0 X A) -1 B) 0
a1 D) 2
15. Suponha que g(x) < f(x) < h(x) para qualquer x = 2 e suponha £ +
o0
que Iirr; g(x)— IirT;h(x) = —5. Podemos concluir alguma coisa sobre
os valores de f, g e h em x = 2?7 Seria possivel f(2) = 0? Seria . 1-cos2x
possivel lim f(x) = 0? Justifique suas respostas. 08. 'X'LT(} 2 |
16. (Epusp-SP) Calcule X"gl f(x) sabendo que, para todo x > 1, A) 4 B) 2
—1)2 2 _ 2
X=12 <=1 fx)<Xx+ 1) )1 D)%
Il - Limites com trigonometria 5 |
4
T (limite tri strico fundamental): lim > =1 nE
eorema (limite trigonométrico fundamental): im=—= 09. (EN) Se IirTg(cotgx)f"x —p, entdo:
i 1
EXERCICIOS SEERER.
01. Calcule os limites a seguir. 1 1
X . sent B) - <p< =
|
A) LILT(]) sen x B) tlan T—t 3 2
1
. cost Q) - <p<
o i sen+/x D) Imr; p 2
x—0* X X_)z t——
2 D)1<p<2
. sen 2x . x%cos x
lim——== lim—= E) 2<p<3
E) x-0sen 3x F) %o sen x ) P
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Curso pe CALcuLo

10.

11.

12.

13.

i
(EN) Qual o valor do lim (cotgx) ?

x—0*
A)e B) 1
e
Qo D) -1
O valor do lim Zn(x+1)2—senx .
x>0 senx
1
A) - B) — —
) — o0 ) 5
1
Qo D) —
) ) 5

E) nado existe

Os numeros de assintotas horizontais distintas e verticais distintas

3x _ . ) .
dacurva y= 23 sao, respectivamente, iguais a:
X

A)Oe?2
O1le2
E) 2e2

B)1el
D)2el

1
2

lim(secx) ¢ igual a:
x—0

lll - Limite exponencial fundamental -

definicao do niimero “e

m_n

03.

04.

05.

06.

1
(EN) Calcule lim xex.

x—0*

X X+1
Sejam f, g : R — R definidas por f(x) =(1 + 1) egx) = (1 —1J )
X x+1

Mostre que lim (f(x)g(x)) = 1 e deduza dai que lim (1 —1) =e
X—>o0 X—o0 X

Use a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica dos

, 1 1 .
n+1ndmeros1-—, .., 1-—,1eprove que a sequéncia
n n

[1—1) é crescente. Conclua que (1—1) 21,Vn > 1.
n n 4

Calcule.

A) lim 2]
x=0 4%

B) lim2& 2

x—=0 X

2? parte — continuidade

Continuidade

01.

02.

N—>+oo

n 1
e=lim (1+1) ou e=lim(1+n)n
n n—0

EXERCIiCIOS

. at=1
A) Prove o teorema: se a > 0, entao, lim =/na.

x=0 X

fn(1+x)_1
—

B) Demonstre que LILT(I)

(EN) O valor de Iim(H) é:
ool X +1

mgo =z

Dada uma funcao f : R — IR e um numero x, € IR, dizemos

que f é continua em x, se:

I, 3 lim f(x)

lim f(x) = f(x,).

X—X0

3f(x,);

1

X—X0

0

Teoremas:

Se f e g sao funcdes continuas em a, entdo, sao continuas
as funcéesf+g,f-g,fxge f . Neste ultimo caso, desde
9

que g(a) = 0.
Se X“El g(x) = b e se f é uma funcao continua em b, entao,

lim (f(g(x))) = f(lim g(x)).

X—yo0

P(x)=ax"+ ... +ax+a, an =0, éuma funcao continua.

023.240 - 148094/20
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Curso pe CALcuLo

EXERCIiCIOS

senx
01. Para que valor de k a funcao f(x) = X
2% sex=0

,sex#0

é continua
emx =0?

il nédo esta definida

02. (UF. Uberlandia-MG) A funcao f(x) = 1
X —

para x = 1. Para que a funcédo f(x) seja continua no ponto
x =1, devemos completa-la com f(1) igual a:
A) 0 B) + o
1 2
Q) = D) =
) 3 ) 3
E) — o
- 1,sex<3
03. (PUC-SP) Sobre a funcao y = f(x) = pode-se
-3,5ex>3

afirmar que:

A) é definida e continua vx e R.
B) é definida e continua somente para x > 3.
@)

D)
E) nenhuma das respostas anteriores.

é definida ¥x € R e descontinua somente para x = 3.
é definida e continua somente para x < 3.

V2X+5 —~/x+7
04. Paraafuncao f(x)= 4= 5 +€X #2 . encontre k, tal
k,sex=2

que f é continua em 2.

05. Prove que a equacdo x®> — 3x* —
entreOe 1.

2x3—x+ 1 =0tem uma solucéo

06. Verifique se cada funcao dada é continua no valor indicado.

—3x2—x+1

A) f(x) = 5 ,c=-1
x> =1
-1,sex<0
B) h(x)={1 sex>0 =0
2_
C)m(x):{X 4,sex¢2 c=2
X—2
x? —1sex< -2
,C==-2
——,sex=>-2
x2—x,se x>—1
,c=-1

x—x%, sex<—1'

1-x, se0<x<1,c=0ec=1

{ x—1, sex<0

x2—1,sex>1
,SEXET

1+cosx C=T
1, sex=m

07. O valor de a para que a funcao:

K3
f0=1"x-3 /e X#3 goia continua em x = 3 é:
a,sex=3
A V3 B) NE]
3

1

Q5 D) ﬁ
3 6
1

E —

) 6

Ix—-21,se x>1
X,5e 0<x<1

08. Se f(x) = iz se —1< x < O tem-se que:
X

1, se x< -1

X) s6 nao é derivavel parax=-1,x=0ex=1;
Il. fx) s6 ndo é continua para x = 0;
)

(

(

. f(x) s6 ndo é derivavel parax=-1,x=0,x=1ex =2,

IV. f(x) é continua em todo o seu dominio, mas nao é derivavel
parax=1,x=0ex=-1.

Pode-se concluir que:

A) somente a afirmacao | é falsa.

B) todas as afirmacoes sao verdadeiras.
C) as afirmacdes Il e lll sdo verdadeiras.

D) as afirmacdes | e lll sdo falsas.

E) somente a afirmacéo IV é verdadeira.

09. O valor de a que torna a funcao:

1
f(x) = {(COSX) “,sex#0 continuaem x = 0 é:

2a,sex=O
A) 2 B) 2\/e
e 1
Q) = D) —=
'3 )2\/5
E) 2e?

10. Encontre os valores das constantes a e/ou b para que as fungoes
dadas sejam continuas em (- oo, o).

a’+x,se x<—1
A)f(x) = {7,
X +2,5e x>-1

Xx—b,sex>2
B) g(X)_{x2+bx—3, sex<?2

—x?—2a,se x<1
ax+bx, se1<x<3
bx?—ax, se x =3

Q) ) =

11. Mostre que a funcao f(x) = [g(x)]* — g(x) + 1 é continua em ¢, se
9(0=0, limgk)=-1e Iirn+ g(x) =

X—C

12. Mostre que a funcao f(x)

senx
=——,sex=0ef(0)=1 ¢ continua
em 0. X

Saia
r35ats
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Curso pe CALcuLo

3? parte — derivada

| - Derivada

Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I e x,,
um elemento de x,. Chama-se derivada de f no ponto x, o limite
lim T =f(xo)

X% X —Xg

se este existir e for finito.

Notacao:
fi(x) = lim f(x)_f(x(’)ou —(Xg) = lim (x) ~ f{xo)
X=X X —Xq X X% X=X
ou
fix) = fim (X0t A0 =fXo)
Ax—0 AX

A interpretacdo geométrica da derivada de f em um ponto
X, € a tangente do angulo de inclinacao da reta tangente ao grafico
de f no ponto (x,, f(x,)).

f'(x)=tga =m
' coeficiente angular
' daretar

[]

i)

X

Derivadas das fun¢oes elementares:
L f=cceR=>f(X)=0;
. fx)=x", neN*=fX=n-x""";
m. f
V. f
V. f(x) =a*= f'(x) = a - Ina;
Obs.: f(x) = e* = f'(x) = &%
VI, f(x) = tg x = f'(x) = secx;

VIL 6 = log x = (x) = ——;

xfna

) =sen x = f'(x) = cos x;

) = cos x = f'(x) = =sen x;

(x
(x
(x
(x

=Inx = f'(x) = 1 )
X

Obs.: f(x)

Regras de derivacao

I f(x) = ux) + v(x) = f'(x) = u'(x) + v'(x);
. f(x) = u(x) - v(x) = f'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x);
1 = 20 o o SOV U0 Vi)

~v(x) (v(x))? '
IV. f(x) = g(f(x)) = f'(x) = g’(f(x))f'(x) (regra da cadeia);

(derivada da inversa).

1
"(x)

Derivada e continuidade

Sef: A— R éderivavel em x, € A, entdo, f é continuaem x,.
Por isso, se f ndo é continua em x,, entdo, f ndo é derivavel
em x..

EXERCiCIOS

01. Encontre a equacao da reta que satisfaz as condicdes
estabelecidas.
A) E tangente d curvay = x? e paralelaaretax +y = 1.

B) E tangente d curvay =—x2enormal dreta—x +y = 1.

C) Enormal a curvay = x2 + 1 e paralela a retax -y = 0.

)
: . 1 A

D) E tangente a curva y = x2 - — e forma um angulo de
30 graus com o €ixo X. 12

‘ . A 3n
E) Enormal a curvay = v8—-x? eformaum angulo de == com
0 €ixo X. 4

F) £ tangente a curvay = —+/x e passa por [O, —;)

G) E normal & curvay = Vx?+1 e passa por (2, 0).

02. (FEI-SP) Ache a declividade da reta tangente a curva y = x2 no
ponto de coordenadas (- 2; 4).

03. Mostre que uma reta tangente a pardbolay = ax?> + bx + c é
horizontal se, e somente se, ela tangencia a pardbola no seu
vértice.

04. Determine a derivada das funcdes dadas.

A) a(x) = — x? B) c(x) =x>—x+2
) ex) = Jx2—1 D) g(x) = ﬁ
B i) = X=3 k)= (X1
X+3 X—2
. 2Xx
05. (UCMG) A derivada de f(x) = no pontox=0¢&
( ) x) N p
A) -1 B) O
ON D) 2
E) 3
06. (UFPR) Se f(x) = Z”ZX entao, f(1) é:
e X
A) 2e7? B) — 2e7?
Qe D) 2
E) 2e?

07. (UFPA) Se f(x) = sen x, entdo, a derivada quarta f (x) vale:
A) - sen x B) cos x
C) sen x D) — cos x
E) sen x cos x

08. (UFPA) Sey = x cos x, entao, y”(x) =
A) X sen x B) x cos x
C) = (x sen x + cos x) D) — (x cos x + 2 sen x)
E) x(cos x —sen x)

09. (UFPA) Se f(x) = e, entdo, f"(x) &:
A) e*e (e* +1) B) efeX +e¥
Q) e¥e* +1 D) e®¢e*

£) eeX(e®+1)

10. (UFPA) Se f(x) = e, entao, f(0) sera:

A) 2 B) 4
Qo0 D) 1
E) 3
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Curso pe CALcuLo

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

(UFPA) Se u, v e w sao fungdes de uma mesma varidvel, qual o
valor da derivada do produto u v w?

A) u'v'w’ B) u'v'w + u'vw

C) (uv' + u'v)w' D) U'vW + Uv'wW + u vw'’

E) u'v'w + u'vw’ + uv'w’

Seja f a funcao real cuja derivada é f'(x) = 3x> + 1. Se f(0) = 1,
podemos afirmar que (1) é igual a:

A) 0 B) 1

Q2 D)3

E) 6

Se f(x) = xg(x) para todo x em um intervalo aberto contendo
0 e g é continua em 0, mostre que f'(0) = g(0).

Seja f(x) = @ em que g(a)=2a,g'(a)=1ea=0, mostre que
X+a

f'@ =0.

Se — x2 < f(x) < x? para todo x em um intervalo aberto contendo
0, mostre que f'(0) = 0.

Se 4x — 1 <f(x) < x? + 2x para todo x em um intervalo aberto
contendo 1, mostre que f'(1) = 4.

(Epusp-SP) A funcao y = Isen xl:

A) é descontinua nos pontos da forma k= (k inteiro).
B) nado é derivavel nos pontos da forma k.

C) é derivavel em qualquer ponto.

D) é derivavel, mas ndo é continua.

E) nenhuma das respostas anteriores.

(F.M. Santos-SP) Assinale a alternativa falsa.

A) Se existe f'(x)), entdo, existe também a reta tangente ao
grafico de f(x) no ponto de abscissa x,.

B) Se f(x) é continua em x,, entao, ela tem derivada em x,.

C) A derivada da funcao identidade é a unidade.

D) Se f(x) tem derivada em x, entdo, ela é continua em x,.

E) A derivada da funcado seno é a funcao cosseno.

Para cada funcao f(x), verifique se é continua em x =0 e se é
derivavel em x = 0.

A) ) = {xz, sex<0

B) f(x) = XZ,SGXSO
X,se x>0

0,sex>0

Resolva.

A) Seja f uma funcéo real derivavel. Mostre que se f é funcéao
par, entao, f' é funcdo impar.

B) Mostre que se f é uma funcao diferenciavel e de periodo p,
entdo, f' é periodica.

(UnB-DF) Sabendo que para 0 < x < 1

T+x+X+X+ .= 1

1-x

determine o valor da soma 1 + 2x + 3x?> + 4x3 + ..., quando

1
X= —.
2

Calcule a derivada das funcdes dadas.

A) F(x) = 2sen Jx B) H(t) = sen? %

X—=senx
COs X

Q) K(x) = vx cos/x D) M(x) =

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Use a regra da cadeia para calcular %
X

Ay=u’-3uex=u’-3u?+1
Byt=y’-yex=t-t+2

Qy=+t?-1ex=Yt?+1

2 _
D)y= \3/t+1et=X2 !
X“+1

Se f(x) = e+ (x + 1) cos x, entdo, f'(0) é igual a:

A) 4 B) 3
Q2 D) 1
E) O

A derivada de y = % - 1g%X + /n(cos x) é:

cosx—1
A) sec’x — tg x
) 9 cos’x
2
senx —cos’x
Q) tg’x —_—
cos?x
E) O

A derivada de ordem n da funcao f(x) = x - e*parax =1 é:

A)e B) ne
C) 2ne D) ne"
E) (n+ 1)e

(EN) Se f(x) = ¢n sen?x, determine f’ [Z)

A) —in2 B) 1
b
Q) — D)2
) 2 )
F) 22
A derivada '(1) da funcao f(x) = log,x é:
A) In2 B) O
Q3 D) 3In2
>
/n2

1
Se f(x) = /n (Hj o valor de f'

—
-

z) ¢

1-x
A) O B)
3
2 4
0 2 D) 4
'3 ) 3
8
Ef
) 3

Seja g(x) uma funcao real, derivavel até a 3* ordem para todo x
real, tal que g(0) = g'(0) =0 e g"(0) = 16. Se f(x) ¢ uma funcao

g(x)

real definida por f(x) = { 2% sex#0 , entao, f'(0) é igual a:
0,sex=0

A) 16 B) 12

(@F:] D) 4

E) O

Saia
r35ats
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Curso pe CALcuLo

31. Sejam f e g funcdes definidas em R e derivaveis em x = 0,
tais que f(0) = 3, f'(0) = 4, g(0) =1 e g'(0) = - 1.
Entdo, [Z:Jrg)(o) éigual a:

-9

21

A) B)
6

[N

21 o 21
4 2
32. Areta S passa pelo ponto (3,0) e é normal ao gréfico de f(x) = x?

no ponto P(x, y). As coordenadas x e y de P sdo, respectivamente:
1 1

@

A)2ed B) —e—
2 4
O1lel D)ie1
3 9
[ 5,25
4

33. Se f'(x) = cos(ex*"), f(0) = 3, g(x) = f(x + 1) e g™' é a inversa de
g, o valor de (g)'(3) é:
A) cos’e
Otge
E) 1

B) sec?e
D) e3

34. A funcao real f(x) satisfaz a seguinte equacao:

sen(;+f(x))= xf(x)—g+ 3.
f(x)

Considere a funcao g, definida por g(x) = k—= com x = 0 e
X

k € R. Sabendo que f(2) = - 1, podemos afirmar que o valor da

constante real k para que g'(2) = f'(2) é:

1 3

4 8
Q) 3 D) <
E) 2

35. Considere r a reta tangente ao gréafico da funcao y = f(x)
no ponto (1, f(1)). Sejam f(1) = 3 e f'(1) = 2. Se r intercepta o
grafico da funcdo g(x) = x> — 3x + 7 nos pontos (x,, y,) e (x,, ¥,).
entdo, os valores de y, ey, séo, respectivamente:

A)le2 B)2e3
C)3e5 D)5e7
E) 7e9

36. Sejay =x>—-3x+ 5, em que x = g(t), g2) =3 e g2) = 4.
A derivada de y no ponto t = 2 é:

A)9 B) 27
C) 45 D) 90
E) 135

37. A derivada da funcao f(x) = arctg (1) é:

X
x? B 1
x2+1 1+ x2
-1 -1

D) — '

1+ x? x2(1+x?)
p 1
X

Il - Derivacao implicita

EXERCICIOS
dy o
01. Calcule ™ usando derivacao implicita.
X

At -yt =1 B) xy =(x+y)?

D) x%y? —xy =4 - \/E

2\ 2
A s
X +y

Qx2—y?=(x+y)?
E) vX+y =1-x%?

G) cos(seny) —xy = 1

= x4 + y4
H) sen(cos?y) + sen x cos y = 0
) y-t=y+tex+=x-t

J) wy—upP=1lext—u?=xu

02. Supondo quey = f(x) seja uma funcao real derivavel e que satisfaz
a equacao xy’ + y + x = 1, podemos afirmar que:

A Fo =5z
o) 1100 =
O 1) =
D) 11 = IR
£) £0=1 0

Il - Aplicacoes das derivadas de 17, 2 e 3% ordens

Dizemos que x, é um ponto extremo se x, for um ponto de
méximo local ou de minimo local de f. Nesse caso, o valor de f(x) é
chamado valor extremo de f.

Teorema: Se f: D — R ¢ uma funcao derivavel no ponto x;, € D e x
€ ponto extremo de f, entdo, '(x)) = 0.

0

Teorema (de Rolle): Se f ¢ uma funcao continua em [a, b], derivavel
em (a, b) e f(a) = f(b), entao, existe a0 menos um ponto x; € (a, b),
tal que f'(x,) = 0.

Teorema do valor médio: Se f é uma funcdo continua em [a, b],

derivavel em (a, b), entédo, 3x, € (a, b), tal que M =1(x,).

Teorema: Seja f uma funcao continua em [a, b] e derivavel em
(a, b). Entao:

f'(x) > 0 em (a, b) < f é crescente em [a, b];

f'(x) <0 em (a, b) < f é decrescente em [a, b].

Teorema: Seja f uma funcao continua e derivavel até segunda ordem
no intervalo | = (a, b), com derivadas f' e f” também continuas em
. Seja x, € |, tal que f'(x)) = 0. Assim:

"(x,) < 0 = x, € ponto de maximo local de f;

"(x,) > 0 = x, € ponto de minimo local de f.

Obs.: Veja critério geral (ndo necessario para nosso curso) na pagina
191 do livro Matematica Elementar, volume 8.

Teorema: Se f é uma funcao derivavel até segunda ordem no
intervalo | = [a, b], x, € (a, b) e f"(x)) # 0, entao:

"(x,) > 0 = concavidade do grafico para cima;

"(x,) < 0 = concavidade do grafico para baixo.
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Ponto de inflexao 09. Dada a equacao x*> — 12x + k = 0, determine k nos casos:
A) para que tenha uma raiz real dupla.
Dizemos que (x,, f(x,)) € um ponto de inflexdo do grafico de B) para que tenha trés raizes reais distintas.
f quando em x; o grafico de f muda de concavidade.
. B . } . 10. Calcule a e b de modo que f(x) = x> + 3ax? + b, x € IR, tenha
Teorema: Seja f uma funcdo com derivadas até terceira ordem em o . o .
,, - ) . um ponto de maximo em x = — 4 e admita uma Unica raiz
I=(a, b). Sejax, € (a, b). Se f"(x)) =0ef"(x,) =0, entdo, x, é abscissa |
de um ponto de inflexdo. Além disso, se x, é abscissa de um ponto real.
de inflexdo do grafico de f, entao, f"(x) = 0. 11.
Teorema: Se o é raiz de P(x) com multiplicidade m, entao, o é raiz A) Esboce o grafico de f(x) = KLX x> 0.
de P'(x) com multiplicidade m — 1. X
B) Usando o ponto x = =, verifique que ¢ < e™.
EXERCICIOS i
. 12. Para cada funcao, encontre:
01. (GV-SP) Dentre todos os nimeros x ey, tais que 2x +y = 60, . os intervalos de crescimento e decrescimento;
existe um par a e b para o qual o produto xy € o maior possivel. Il. os valores extremos locais, usando o teste da derivada
Entdo, b — a vale: primeira.
A0 B) 10
C) 50 D) 15 A) f(x) = x* - —-6x+ 2
E) 5
B) h(x) = 20 + 20x + 5x3 - x°
02. (Cesgranrio) Se (x; y) satisfaz a equacdo 3x + 4y = 12, entdo, o 6
valor minimo de x?+y? é: Q) G(x) = x> + 1—2
4 X
A) 12 B) —
3 D) j(0 = Ix? (x - 1)
Q)3 D)4
g 12 E) k() = J/(x=1*(x+3)
5
2 p no) = X=2
03. (UFPA) O ponto de abscissa positiva da curvay = = que esta X2 +1
mais proximo da origem é:
A)(1,2) B) (2, 1) G) q(x) = 2sen x + 952X [0, 21]
SIEREY D) (V2. V2)
3 13. Se f(x) = x> + 3ax + b, mostre que f tem minimo e maximo locais
2 3 .
B (42, 2 se a < 0 e nao tem nenhum valor extremo local se a > 0
2
14. Uma funcao f tem derivada igual a (x + 1) (x — 2)? (x + 3) (x — 4)*,
04. (UFSCar-SP) encontre os nimeros em que f tem valores extremos. Quais
y 5 desses valores extremos é minimo ou maximo?
15. Seja y = f(x) uma funcao real cujo gréfico esta representado
a seguir. Nas proposicoes abaixo, coloque C na coluna a
| X esquerda quando a proposicao for certa e E quando for errada.
0 esboco acima pode representar o grafico de: () fx) € positiva e continua Vx € [- 4, 5]
A)y=37><2+'| B)y=3"+1 ( )f0)=1-4)=0ef2)=
Qy=3+1 D)y=3%+1 ( Yf'(~4)>0ef'x)=3Wvxel3 5
B y=3%4+1 () f(x) é crescente
VX € J-o0, —3[U] 0, 2 [U]5, +oof
05. (Mack-SP) Seja f uma funcdo de R em IR definida por y = . .
Pode-se afirmar que: Xt +1 ) lim ) =3 e limf(x) =
A) f é sobrejetora. B) f é injetora.
C) Ix tal quey > 1. D) IirF f(x) =1
E) lim f(x)= o
06. (Epusp-SP) No intervalo -2 <x < 2, afuncdoy = > : |
A) tem ponto de minimo e ponto de méaximo. X~ +2 ) X
B) tem apenas ponto de minimo. 1 )
C) tem apenas ponto de maximo. ' '
D) tem ponto de inflexdao horizontal. t —t —
E) nenhuma das respostas anteriores. Sf3-2-1701 2 3 45 6 X
07. Se 3x + 4y = 100, qual é o valor minimo de [x2 +y2? Lendo a coluna da esquerda, de cima para baixo, encontramos:
AE-E-E-C-C B)E-C-E-C-E
08. Determine o comprimento do menor caminho que liga um ponto QOE-E-E-C-E D)C-C-E-E-E
daretay=x-1aum ponto da pardbolay = x2. £)C-C-C-C-E
1 0 023.240 - 148094/20
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16. O gréfico da funcdoy = x2 - fnx é:

Ya

=<V

A Y B)
1
e 2 /
5 X
o Y D)
1
e 2
: X
B Y
3 2 /
e?e?
X
XZ
17. O gréfico da funcaoy = —= 1é:
X -

T
N
N

-
D
)
D
.~

N,

"/ Y
.
.

ceecascssefoacha
.

X2 +1

x2—-1"

18. Podemos observar que o grafico dey =
A) cresce em |-, = 1[ U |0, 1[.
B) tem (0, —1) como ponto de inflexdo.

x=Tlex=-1.

E) esta definido para todo x € IR.

22. Afuncao f: R — R, tal que f(x) = x?e* é:
A) crescente, Vx e R.

B) decrescente, Vx <0

C) tem assintota horizontal em y = 1 e assintota vertical em

D) tem concavidade voltada para cima para qualquer x € - 1, 1[.

no intervalo [0, 1]

19. A funcao f(x) = xeK é decrescente no intervalo:
A) 11, + oof B) |- oo, 1]
Q) ]-o, O D) 10, + oo
E) 10, 11
20. Os valores minimo e maximo de f(x) = xe ™
sao, respectivamente:
1 1
A)Oe B)Oe \/E
1 A
e € \/— D)Oe 26t
E) Oe
21. Para x > 0, o valor minimo de x* é obtido para x igual a:
1 1
A) 10 B) 3
1 1
Q) o D) 2
E) 1

jf

C) crescente, Vx > —1
D) crescente, Vx > -2
E) decrescente, Vx e | -2, 0]
4° parte - integral
Integral
Jf X)+C e g'(x) =f(X) (integral indefinida)
pr|m|t|va de f

—9(a), sendo g uma primitiva de f.

Integracao por partes

(U() - v(x)" = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)
= u(x) - v(x) =u’(x) - v( dx+Iu ’()dx
[= W - u'() dx = —Ju) - v dx |

Exemplo: calcule [x sen x dx.

Volumes dos corpos solidos

b
V,=2n _[a xydx. .

s30 expressos, respectivamente, pelas formulas V=

Os volumes dos corpos formados pela revolucdo de um
trapézio mistilineo, limitado por uma curva continua y = f(x), pelo
eixo Ox e duas verticais x = a e x = b, em torno dos eixos Ox e Oy,

o
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EXERCIiCIOS

07.

(UFPA) Qual o valor da érea limitada pela pardbolay =x*+ 1, o
eixodosxeasretasx=—Tex=1?

01. Calcule a integral indefinida. A 4 B) 5
A) J(=dx) B) [(x—x - ¥x)dx 3 )
3 2 Q3 D) 3
@) I(x M dx D) j(x—1)9dx . 3
E) _[\/3x—1dx F) J‘x\/x2 +1dx E) 3
dx
G) Im H) _[\/3 x> +6x+9 dx 08. (L_JFP@) A ér'ea da regido limitada entre a curvay = x(1 —x) e o
eixo dos X é:
) szx/34—2x3 dx J) Ji /1—1dx 1 1
X2 X A s B 5
xdx 1
2 [
0 Jxfimxn b e 03 o)
M)je’*sene’*dx N) _[1_Senxdx E) 2
Cos X
1—senx dx 09. (UFPA) A 4rea determinada entre a reta y = 3 e o gréfico da
O P Y a = —x2 i ’ .
) J pm ) '[\/;cos\& funzao y =4 —x2, em unidades dzarea, vale:
Q) [xcotg(1—x?)dx R) Jcosxcossec(senx)dx A 3 B) 3
3
S) [tg’xsec’ xdx T) [tg’xsec? xdx O g D) %
0 I cos xdx V) xdx
V4 —sen? x -[x4+1 £ 32
W) 2 X [ ’
XX + 24% xVx* =1 ) o 1
10. (Epusp-SP) Sendo A a area limitada pela curvay = — e pelas
Y) J‘@dx 2) J(1+1_1de retasx=1,x=3ey=0, tem-se: x
X X € A)A<0,3.
*d X
@ jex X B) J~ X dx B) 0,3<A<0,8.
e +1 e C)0,8<A<1,5.
D [ede 8) J3xdx D)1,5<A<10. |
3*-3 E) Nenhuma das anteriores.
02. Obtenha uma primitiva F(x) da funcdo f(x) = 3x> + 2x + 1, tal | 11. (UFPA) Qual o valor de _[; I cosx | dx?
que F(0) = 1. A) -1 B) 0
1
03. Obtenha uma primitiva F(x) da funcao f(x) = 1 — sen x, tal que @ 2 D)1
F(0) = 0. E) 2
04. Determine uma funcéo real f(x) sabendo que f'(x) = exe f(0) = 2. | 12. (UFPA) O valor de m para que a area acima da parabolay = x*e
abaixo da reta y = mx seja 36, com m > O, sera:
05. (UFPA) Sendo f e g fun¢des de x e k uma constante real, podemos ’é‘; 166 E)) Z
afirmar que: F) 2
L I+ g()]dx = [f(x)dx + [gx)dx; ; 1
2 Al .
Il [0 -g(x)dx = [ f(x)dx- [ g(x)dx; ; 13. %FgA) O valor de [ (x +X+;))d:< € igual a:
I [kf(x)dx =k [f(x)dx. . 3 c
Q5 D) 5
As afirmacoes corretas sao: )
Al B) lell E) 3
Ol lteln D) lell  adx
E) Il 14. (UFPA) O resultado de [ == &
e
06. (UFPA) Se f e g sdo funcoes tais que f'(x) = g(x), entdo, temos: Aale-1) B) Z
A [Cfdx=["g0dx  B) [ f(x)dx=g(b)-gfa) a(-e)
. Qa-e D) o
O [Jgdx=flb)-f@ D) [f(x)dx=g(x)+C ) Ao
E) _[f(x)dx = _[g(x)dx+C e
1 2 023.240 - 148094/20
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5. (UFPA) O valor de I dx ¢

1

A) 0 B) E

1 D §

) )5

E) 2

16. Encontre o valor da integral dada.

A) J'; (2x3 —x+4)dx B) '[Oﬁ x(x2 =18 dx

C) J‘—“G(B 1_2 -

X

1de

D) fz XN/X + 2 dx

)J4\l\/;—1dx f j?ZX—ﬁdX
U o fi_x?
1 xdx 0 COS2X
&) oz J 57 sena
.[ sen®x Jesznxdx
J1+cosx e xfnx

J-w dx

0 2x+1 -1

17. Calcule a area da regido limitada pelas curvas indicadas.

Ay=2x-x*ey=0
B)y=2x-x,y=0ex=-1

Qy=x-1,y=0ex=2
Dy=x*-Tex-y=1
E) yY=xey=x?
F) yy=x,y=xtey=1
Gyl=xy=xedx+4y=-1
H)y?=x,x=1-y?ex=1, no quarto quadrante
D y’=xex=1
J) x=y*-y?’ex=0
K)y=x ¥x*+3 ey=2x
L) x2+y2 =1 e os eixos coordenados
M)y? = x(x — 1)

X
N) y -4x’ey=cos 4

18. A integral J\/1+9x dx é:

2 3 2 2
A) 27(1+9x) B) g(1+9x)2 +C
1
Q) 1+9X+c D) §(1+9x)2+c
J1+9x
E) +C
3
19. O valor de _|';(1—ex)2~eX dx é:
(e-1? (1-e)’
A) 3 B) 3
Q) (e—1) D) (1 -e)?
E) (1-e)le
20. O valor de J'Ogtgz(ZX)dx é:
1 1
A) 3 B) 5
O Va1 8v2-3n
4-m 24
E) g

21.

22.

23.

24,

25.

26.

In(2px)
Seja p uma constante real positiva. A integral je 2 dx éigual
a:

3 =1

A) %(pr)E +cC B) p(2px)? +c

3 1

D) %x(pr)2 +C

4 -2
Seja f(x) = x§+x7 O valor de _|‘12\/1+(1"(X))2 dx é:
11 17
A B) 15
33
D) 16

y y = Inx
Qe \
D)

0 /
Considere os graficos das funcdes y = sen x e y = Cos X,

x € [- =, w]. A area da superficie limitada inferiormente por
y = sen X e superiormente por y = cos x mede:

D fp====
>

A) 4~2 B) 22
op; D) V2
)2+ 2
A area da regido hachurada na figura abaixo é igual a:

y

_1
7T

0 1 2 "
A) 2 B) 1
C)e? D)1+ /n2
E) In2

2 3
O valor de j’fz-sen()dx é:

;X X

T
A) — B) 1
) 3 )
1 1
Q) - D)- =
) 3 ) 3

E) -1

023.240 - 148094/20
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27. Coloque (V) para verdadeiro ou (F) para falso na lacuna de cada
afirmativa dada abaixo, assinalando a alternativa correta.
()Se f é uma funcado real derivavel no intervalo aberto

Ic R, x, € lef(x)=0,entdo, x, é a abscissa de um ponto

de minimo local ou maximo local de f.

() Se Aéumamatrizquadrada de ordem n e det A= 0, entdo,

A é inversivel.

() Se h e gsao funcoes reais derivaveis no intervalo aberto

IcR ael limh(x)

X—a

nao existe.
( )O vetor U = (-3, 2,
v=_>1,2,-1ew =(,2,-4).

3 3
Xx+12+(x="12]+C.

dx 1
) J\/x+1—\/x—1 _§[(

AF-V-V-V-F B)V-V-F—F-
OV-F-V-V-F D)F-V-F-V-
I cosx
28. (EN) O valor de |2 —————=dx é:
(EN) '[0 24/senx+3
A) 3 B) 2
Q2+ 3 D)4- 3
£)2-3
n 2y 2
29. O valor de J-ZSEI"IZX(COS X —sen”x) dx é
0 J1+sen? 2x
A) V2 B) V2=
2 2
Q) 2 D) 1-%
1-2
E) ——
2
30. Sabendo-se que a funcao

Jx =7
x? +15-8

s
L4 a .
b= JOZ cos2x-sen4dxdx, o valor de b é:

f(x) = ,sex#7

a,sex=7

A) g B) 247
o 87 oy A7

49 49
£) 747

Regra de L'Hopital

h(x)

=0e limg(x) = 0, entdo, L@a—

g(x)

1) é perpendicular aos vetores

é continua em x = 7 e que

Para resolvermos limites e limites laterais que tém
indeterminacao podemos utilizar as Regras de L'Hopital (matematico
francés, 1661 —1704). Mas antes, vejamos os tipos de indeterminacdes.

+ oo

0
Indeterminacoes: 0

]
)

I+

0- (£ 00), £ 00 %00, 0° 1 e (& o0)°

Vejamos agora as Regras de L'Hopital.

12 Regra: sejam f e g funcdes derivaveis num intervalo aberto I,
exceto provavelmente num valor cem I. Se g’(x0 = 0, Vx = cem |

. f . f
e |Imﬂ tem a forma indeterminada 9 entao, Imﬁ =Lse
X—C g(x) O X—C g(x)
- f(x) -
L'ang'(x) =L, em que L pode ser + o0 e x — ¢ pode ser substituido

por X — C ou x — c*.

Coroldario: se valem as condi¢des do teorema acima, em que o
intervalo | ¢ ilimitado inferiormente ou superiormente, entdo, suas

conclusoes valem se x — ¢ for substituido por x — —

00U X —> + o,

conclusoes da

respectivamente.

2° Regra: se valem as condicoes da 17 regra ou do seu corolario
- f(x) T o )

e lim—— tem a forma ——, entdo, valem as
X—C g(x) + oo

12 regra ou do seu coroldrio.

Cuidado: antes de usar as Regras de L'Hopital,

verifique se as
+e*

o . e
condices sao cumpridas. Por exemplo, calcular ||rrgJ72
X—

X

O resultado correto é wo. Mas derivando-se numerador e denominador,

. L . 0 .
obtemos uma indeterminacdo do tipo 0 Novamente derivando,

+ e~

e
obtemos como resultado que lim ————
x—0 X

devido a falta das condicdes iniciais.

= 1, final incoerente

Obs. 1: (sobre os 3 Ultimos tipos de indeterminacao) Aplicando-se
ILn (funcao continua), reduzimos aos casos ja estudados

anteriormente.

Obs. 2: (sobre a indeterminacao do tipo 0 - (+ «)) Basta escrever f(x)

f0. 9
gy = _1 ouflgx) = 1
f(x)

g(x)
Obs. 3:(sobre a indeterminacdo do tipo + «

76) = g0x) = f(x) [1 9<X’] -

f(x)

Calculo no IME

+ o) Escrever

Limites
EXERCICIOS

01. Calcule o limite da funcdoy = X = quando x tende para a.
02. Calcule Ixm,/x./x\/x‘/x...

lim[1- T
03. Calcule T= 2~ X

i\

04. Seja a funcao definida por:

1, se X é um numero racional > 2
1

et

se X é um numero racional < 2

0, se x € um numero irracional > 3
— 4, se X é um numero irracional < 3

Calcule.

00 " 2senx
S =f{2(1) } + f[lim mlx = ”} + f[lime x
ot 2 x=>1 /N X x—0

Obs.: IIn é logaritmo natural;
log, é logaritmo na base a.

] + 4f(log, 1)

Sz
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05.

06.

07.

08.

09.

10.

1.

12.

13.

Para cada numero real r, seja t o arco de r grados.
sen x —sen d

X—90

Calcule lim

x—8

C = lim (secx =19 %) Calcule C.

2

. X+ 2 .
D= lim . Calcule D.
o | x = 1
P+ 2243+ .+
G=lim e . Calcule G.

. x—1Y)
Calcule lim [] .
xoel X+ 1

Seja a sequénciareal (x ), n =0, 1, ... tal que:

lim (x,

X—>oo0

—X,_2) =0,n=2,3, ..

Prove que lim

(Xn — Xn1 ): 0
N—eo n

Considere a funcao f(x) = lim (x” +iﬂj” definida em

n—w X

0 < x < 0. Calcule o valor de f em cada ponto e esboce o seu gréfico.

X3 +ax? +bx +c

Dada a funcao racional: f(x) = 3
mx® + nNX + p

e sabendo que

a,b,c,m,n peZeque:
. T(2)=0;

. . . 0
Il. Para x =- 1 tem-se uma indeterminacao do tipo 6;

m. £(x) = - 6;

. fim
IV. x =1 é raiz do polindbmio mx? + nx + p;

1
V. 1(3) = F7g

Determine os coeficientes a, b, ¢, m, n e p.

Parat>0ex>1, defino a funcao f, real de variavel real, como:

N RS ()
ft(x)_x[t ]

Supondo-se que o limite indicado exista, define-se:

£ = M (x), x> 1.

Determine f(e?), onde e é a base dos logaritmos neperianos.

Derivadas

14.

15.

16.

Derive a funcdo y = e .
Determine as raizes de:

fx) =x*—2x3-3x2 +4x+4=0
sabendo que: D, = m.d.c. [f (x), f'(x)] = x* = x = 2.
Sery=¢

t=sen? x + 3x
x=5u

calcule o valor da derivada dy/du no ponto u = 0.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

Se o deslocamento de um movel, em funcdo do tempo, é dado
por x = (t - 2Y% — 3[sec? (t* — 1), determine a sua velocidade no
instantet=1.Uselln 2 =0,7.

Dada a funcao v(x) = Ax? - In(1/x), determine a constante A para
que o valor méaximo de v(x) seja igual a 1.

Sendo f e g funcodes reais de variavel real, tais que:

1
L) = g(x) sen;, X # 0;
0,x=0

Il. g é derivavel em x =0 e g(0) = g'(0) = 0.
Calcule '(0).

XZ

Determine os pontos de inflexao da gaussianay = e~

Obs.: e indica base dos logaritmos neperianos.

Dada a equacao x — cos (xy) = 0, calcule gy
X

Seja um polinémio p(x) = a;x® + a,x* + ax + a, com coeficientes
reais. Sabe-se que p(0) = 0, p(2) = 4, que a reta tangente a p(x) no
ponto (1, 1) é paralela a retay = 2x + 2 e que a reta tangente a p(x)

, , . 1 .
no ponto (2, 4) é perpendicular a retay = - = x — 4. Determine
os coeficientes a, a,, a, a,. 3

Se x(t) € o nUmero de parasitas existentes no tempo t, em uma
populacao hospedeira y(t), a relacdo entre as duas populacoes
pode ser descrita por y*e® = kxfe> em que A, B, R e S sdo
dy

constantes apropriadas. Pede-se determinar

E dada a funcéo f: R — IR tal que:

x+k se x# +1
f) = 4 3" =1

1, se x=1

-1, sex=-1

A) Se k =— 1, determine os pontos de descontinuidade de f.
B) Sek =0:
|. Determine as raizes de f'(x)
II. Determine as raizes de f”(x)
lll.Faca o esboco do gréfico da funcdo em coordenadas
ortonormais.

=0.
=0.

Sejal=[-1, 2] € R. Dé exemplo de uma funcao continua em I tal
gue nao exista um ponto a € ] — 1, 2[ que satisfaca a condicao:
f(x) = f(= 1) = 3f'(a).

A derivada de ordem n de uma funcdo y = f(x) é a primeira
derivada da derivada de ordem n— 1 da mesma funcao, ou seja:

d

y(n) = CTX y(ﬂfﬂ

Calcule [(x> + 1) sen x]@9

Seja a funcao f(x) = 6(12 - 1).
X X
A) Determine os pontos de maximo, minimo e de inflexdo de
f(x), caso existam.

B) Trace o gréafico desta funcao.

023.240 - 148094/20
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28.

29.

30.

Considere as funcoes: f(x) = a*, em que a > 1
g(x) = \/2px, emquep >0

Mostre que uma condicao necessaria e suficiente para que seus
P

gréaficos se tangenciem é a = ee.

Neste caso, determine, em funcao de p, a equacao da tangente
comum.

Para que valores de p a equacdo x* + px + 3 = 0 tem raiz dupla?
Determine, em cada caso, as raizes da equacao.

(X = Xno
Prove que lim | ——— =0
n—eco n

Seja f: [0, oo — IR uma funcao continua tal que:
I. f(0)=0;

x? =1
Il f(X) = m, VX € ]O, OO[,'

im f(x) = 0.

f. lim

Pede-se:

A) osintervalos onde f é crescente (respectivamente, decrescente).

B) os intervalos onde o gréafico de f é cbncavo para cima
(respectivamente, para baixo).

C) onde ocorrem os pontos de maximo e minimo absolutos e
de inflexdo?

Defina g: R — IR por:
f(x), x>0
-f(x), x<0

Esboce o grafico de g.

Integral

31.

32.

33.

34.

35.

Dada a curva cuja equacao éy = — 2x? + 2x + 12, determine:
A) a equacao da reta tangente a esta curva, que é paralela a
corda comum aos circulos:
X2 —4x+y?-10y+4=0
X2 +8x+y?—16y+76=0
B) a area da superficie limitada pela curva dada e a reta
2x—y + 4 =0 (em cm?), usando o célculo integral.

dx

Sendomumnumerorealmaiorque 1, calcule | ——————
q J.>< - fn x(In fn x)"

Calcule em valor absoluto, como aplicacdo do Calculo Integral,
a soma das areas das superficies finitas limitadas pelos graficos da

curva: x> + 2 = 0; e das assintotas da hipérbole 4x?> —y? + 16 = 0.

Dada a funcao F(x) = 1 + 2x + Ix — 11, calcule a integral definida
de F(x) entre os limites — 1 e 2.
Obs.: INI é valor absoluto de N.

Sabendo-se que a funcdo h(x) possui a seguinte propriedade:
d
—nh
Ix x)

h(x), pede-se:

A) a solucdo da equacao Jtf(t) = xh(x) + h(x) + 1.
2—e
—

B) os valores de ¢ e h(x), de tal forma que _[gtf(t) =

36.

37.

38.

39.

40.

Questoes da Escola Naval

1 1 1

LY

im[1--+ ———+ <
(2005) O valor do lim. 3797 37 3 €
igual a:
3 3
A) = B) ~
)2 )4
1 3
Q- = D) -3
)= 3 )= 3
4
E_f
) 3

(2006) Seja y = y(x) uma funcao real que satisfaz a equacao

6 2 2
8y—[x er )zo,xe]R’j.Ovalorde Jx2/1+(dy)dx é:
X dx
x®  inlx| xt x7?
A —+——+cC B) ——+—+cC
)12 2 ) 8 4
X8 -x*  /nixl
X inix -
Q) 3 nixl+c D) T >
4 -2
E)X——X—+c
8 4

(2006) Sejam f e g funcdes reais de varidvel real.

M, sex #7
x2+15 -8
a sex=7

Se f(x) = é contihua em x =7 e

sex=7
g(x) = In? (ZX + g) pode-se afirmar que g’ (ﬁa) vale:

B) In 2

(2006) Seja L a reta tangente ao grafico da funcéo real, da

3
x-2 3n T o2
2] — —2X -, — |
cos(4 )no ponto (2 3 J

Se P e Q sdo os pontos de intersecdo de L com os eixos
coordenados, a medida da area do triangulo de vértices P, Q
e (0, 0) é:

A J2n (21t +1)

variavel real, Y(x) = e(

B) J2(m + 1y

032 (x 4] p) Y2 =1’
4 |2 4
E)ﬁ(”u)
4 |2

(2006) Sejam f e g duas funcdes reais e derivaveis tais que
f'(x) = sin(cos\/;) e g(x) = f(x?), x € RR,. Pode-se afirmar que

g'(x?) é igual a:
A) 2x sin(cos x?) B) 2x? cos(cos x?)
C) 2x? sin(cos x?) D) 2x cos(cos X)

E) 2x? sin(cos x)

Saia
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41.

42,

43,

44,

45,

(2007) O valor de Iim+[€nx In(x=1)] é:

X—1
A) + o B)
Q)1 D)
E) -1

e
0

(2007) A reta r, tangente a curva de equacao x —\/W +y=1,no
ponto P =(x, y), é paralela ao eixo das abscissas. Pode-se afirmar
que o ponto P também pertence a reta de equacao:

A x=0 B)y=1

Qy-x+2=0 D)y-x—-1=0

E) 3y+3x-1=0

(2007) Sejam a e b constantes reais positivas, a # b. Se x é uma

. - a —b*)? ,
variavel real, entéo, J'!dx é:
a*b*

Q) - i_@ —-2X+cC
(/na—fnb)|b* a

)a———x—2x+c
bX X

E) S = —-2X+cC
(nb-¢na)lb* &

(2008) O valor de [4sen (2x)-cos”x dx é:

Cos2x  Cos4x sen?2x

A) +C B) —cos2x+ +C
2 4
3
Q) _Acos X+C D) —§c052x+C
3 2
E) —cost—COS4X+C

(2008) Sejam L, a reta tangente ao grafico da funcao real

f(x) =™ no ponto P(- - f(-1)) e L, a reta tangente ao grafico
da funcao y = f'(x) no ponto Q(-1 - f(=1)). A abcissa do ponto
deintersecdo de L, e L, é:

1 1

N -3 B) —3

1 1
O3 D) 3
E) 1

48.

49,

50.

(2008) Seja f a funcao real de varidvel real, definida por

f(x) = x> —x%. Podemos afirmar que:

) f é derivavel Vx e R*.

) f é crescente Vx € R,

) f é positiva Vx € R_e (1 - f(1)) é o ponto de inflexao.

)areta 3y — 3x + 1 = 0 é uma assintota do grafico da f e
(0, f(0)) é o ponto de méximo local.

E) f é derivavel vx € R*— {1} e 3y - 3x— 1 = 0 é uma assintota

do gréfico da f.

A
B
C
D

(EN/2008) Nas proposicoes abaixo, coloque (V) na coluna a
esquerda quando a proposicao for verdadeira e (F) quando for
falsa.

() O triangulo cujos vértices sao obtidos pela intersecao das
retasy—x+2=0,y+x—-8=0ey=0 éisdsceles.

() A equacao da circunferéncia cujo centro coincide com o
centro da hipérbole 2y? — x2 = 6 e que passa pelos focos
desta é x? + y? = 8.

() Seja f uma funcéao rel e de variavel real. Se a pertence ao
dominiodefe lim f(x) = lim f(x) =b, entao, f(a) =b.

() Seja f uma funcao real e de variavel real. Se f possui
derivadas de todas as ordens em um intervalo | c R, x, €|
ef"(x,) =0, entdo, (x,, f(x,) € um ponto de inflexao do
gréafico de f.

() Se a, b e csao, respectivamente, as medidas dos lados

opostos aos angulos A, B e C de um tridngulo ABC, entao,
1 1 1
odeterminante | a b C
senA senB senC

é nulo, para quaisquer

a, becemR*.

Lendo a coluna da esquerda, de cima para baixo, encontra-se:
AV-V-V-F-V B)V-V-V-V-F
QOF-F-F-V-F D)F-F-V-V-V

E) V-F-F-F-V

2

(EN/2008) A equacao dy

o = %sen 5x cos 3x é dita uma equagao
X

diferencial ordinaria de 22 ordem.
dy

dx
circular reto, cujo raio da base mede 2/2 m e cuja altura, em
metros, é o valor de y quando x = 4r, vale, em metros cibicos:
A) 4n(2m + 1) B) 8n(4n + 1)

Q) 4n(dr + 1) D) 16n(r + 1)

E) 16n(2n + 1)

Quando x = 0, vale % e y vale 2. O volume do cilindro

46. (2008) A funcao real f, de variavel real, é definida por
f(x) = In(x> + x> + x). Podemos afirmar que a equacéo da reta . ,
normal ao gréfico da funcao inversa ! no ponto (Iin3, f'(In3)) é: 51. (EN/2008) Cada termo de uma sequéncia de numeros
A)y—3x+3In3 =1 reais ¢ obtido pela expresséo | ———— |, com n e R*. Se
B) 3y—x+ILn3=3 N n n+1
Oy+3x-1In27 =1 f(x) = xarcsen(f)e S, € a soma dos n primeiros termos da
D)3y +x-In3=-3 6
E 3x-In=3
)y +3x—1In sequéncia dada, entao, f’(fggsmj vale:
47. (2008) Considere y = f(x) uma funcao real, de variavel real,
derivavel até a 22 ordem e tal que f"(x) + f(x) = 0, Vx € R. A) 23+n B) 6+/5 +5m
Se g(x) = f'(x) sen x — F(x) cos x + cos? x, entdo: 6 30
sen2x
A) 9(x) = +C B) g(x)=C ) B3+2n D) 43 +3n
COS 2X COS 2% 18 12
Q) gx)= 5 +C D) g(x) =2f(x)— +C B
E
E) g(x) = sen x + cos? x + C ) 3
023.240 - 148094/20 1 7
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52,

53.

54.

55.

56.

(EN/2008) A melhor representacao gréafica para a funcao real f,

de variavel real, definida por X é:
X
A) B)
y ' y '
1 X o X
Q) D)

)

Xv

g

¥ X

(EN/2008) A medida da area da regiao plana limitada pela curva

de equacdoy = V4x—x* e pela reta de equacdo y = x mede, em
unidades de area:

PN

4

B) m—-2

On+4

D)m+2

E) m—-1

1+ x? +\/1—
,/ 1+x

) arc cos X + arc cotgx+C
arcsen x—arctgx+ C

) —arc sen x —arc cotg x + C
) arc cos x + arc tg x + C

E) —arccosx +arctgx + C

(EN/2008) O valor de [——

(EN/2008) Considere a funcao real f, de variavel real, definida
por f(x) = x + In x, x > 0. Se g ¢ a funcado inversa de f, entao,

g"(1) vale:

A1 B) 0,5
C) 0,125 D) 0,25
E) O

(EN/2009) Seja f uma funcéo real, de varidvel real, definida por
3

f(x) = arctg();—x} x> 1, e L a reta tangente ao grafico da

funcdo y = ' (x) no ponto (O,f‘1(0)). Quando mede, em

unidades de drea, a area do triangulo formado pela reta L e os
eixos coordenados?

A = B) 3

g 2

a1 D) £

)4 )3
E) =
3

57.

58.

59.

60.

(EN/2009) Considere a funcao real f de variavel real e as seguintes

proposicoes.

I Se f é continua em um intervalo aberto contendo x = x, e tem
um maximo local em x = x,, entdo, f'(x,) =0ef"(x)<0

Il. Se f é derivavel em um intervalo aberto contendo x = x; e
f'(x,) = 0, entdo, f tem um maximo ou minimo local em
X =X,

ll. Se f tem derivada estritamente positiva em todo o seu

dominio, entao, f é crescente em todo o seu dominio;

IV. Se limf(x) =1 e limg(x) & infinito, entdo, lim(f(x))™ =1,

V. Se f é derivavel VxeR, entéo, |imw
S

lim =2f"(x).
Podemos afirmar que:

A) todas sao falsas.

B) todas sao verdadeiras.

C) apenas uma delas é verdadeira.

D) apenas duas delas sdo verdadeiras.
E) apenas uma delas é falsa.

(EN/2009) Qual o valor de Jsen 6x cosxdx ?

A) _7cos7x_5c055x+C
2 2
B) 7sen7x+55en5x
2 2
Q) sen7x senb5x
14 10
D) _cos7x_c055x
14 10
7cos7x  5cos5x
E) 5 + 5 +c
(EN/2010) Sejam f(x) = fn(cosx)’, 0 <x < Fe F (x) =
2
j[(f’(x))2+sen22x]dx.SeF(O): %—S,entéo, |i”)[ F(x) vale:
><—>Z
A) -2
B) -1
Qo
D) 1
E) 2

(EN/2010) Sejam f e g funcdes reais de variavel real definidas

por f(x) = 2 —arc sen(x? + 2x) com —% <X = f(3x).

T
<Eeg(x)

Seja L a reta normal ao grafico da funcdo g no ponto
(2, g'(2)), sendo g a funcado inversa da funcdo g. A reta L
contém o ponto:

A) (-1, 6)

18
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61. (EN/2010) A figura que melhor representa o grafico da fungao

x=1

y= exté

A)

ceeQeedecccans

-

- ==

'
—_

1+3) 1+3)
02. O valor de (1 +3)€n3+( ;) (fn3)+( J; ) (¢n3)+
A) 18 B) 28
C) 36 D) 45
E) n.d.a.
S 2N S 2N
03. Se A= ,B= ,entdo, AB é igual a:
e ;(ZH—D! nz:%(ZnH) entao, AB éigual a
A) 1 B) e?
e-1 D) e+l
e+1 e—1
E) n.d.a

2
2,2 4,4 3,3 5.5
04. Ovalorde(n.ax_,_ax +... | = ax+ax +ﬂ+_“
2!

4| 3! 51
a:
A) eax B) g
Qo D) 1
E) n.d.a.

05. O valor de %+i+g+... é igual a:

50 71
A) 2e? B) e?
f/(0)  f'(0) , f2(0) , (0 - .
f(x)="f(0)+ ( )x+ ( )x2+ (0) + ( )x“+... Qe D) 2e”!
1! 2! 3! 4! E) n.d.a.
N 06. O valor de i+1+2+1+2+3+1+2+3+4+
R 21 31 41 51
e =T+—+—+—+—+.. e e
120 31 4l A = B —
1 <1 3 4
e T TREETRA i Y] e e
1 2 23. n:03n. Q) E D) g
= n =n =N
2=e 3 =2e 3 =5e E) n.d.a.
22 24 28
x X x2 x4 +j+§+m+...
. coshx= =+ —+—+ 07. Ovalorde —5—=————¢éigual a:
21 4! 2.2
21 31 41
e-e>* x xX* x°
lll. senhx= S+ 2 2 _
2 1 30 sl A ee:’11 B) e 11
_ QO — p) &+!
IV. e =cisx e+1 e-1
2 U3 4 E) n.d.a.
V. Zn(x+1):5—x—+x——x—,...
1 2 3 4 ma¥ (¢
08. O valor de 1+( na) +( na) n
=3 21 4
VI. (1+x) = X", r real.
(1+x) é(k) A)a
B) |
a
O 1(a+1J
2 a
D) 1(e‘"’+e*f’)
T 1 1 1 1 2
01. O produto —t—— —t———. | &
proau (1+“+2!+3!+...)(1 1!+ 3 ) E) n.d.a.
A1
) >, 09. O valor de 2+19+£+z+§+...éigual a:
B) e m 20 31 41 5l
C) —e? A)7e-3 B) 12e -5
D) -1 C) 16e -5 D) 15e -4
E) nd.a. E) n.d.a.

.. 6

2
J éigual

... €igual a:
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. P22 434+ +n?
10. A soma da série i+£+2+E+§+ € 08. fim—=* 3+ Al
m 21 31 41 5l n—e n
A) 4e - 5 B) 4e + 3
C)3e-4 D)3e+4
E) n.d.a. 09. Iim(\/n+1—«/ﬁ)
11. A soma da série E+E+E+@+_” é:
m 21 31 41 10. | n senn!
. lim
0A) % B) e 0?4
Q) 2e D) 3e ,
E) n.d.a. X+1
) 11. Iim( _ )
xoe X541
12. A soma da série 9E+£+£+... é:
21 31 41 ~1000x
A) 5e B) 7e 12 lim——
C) 9%e D) 11e-6
E) n.d.a.
3. |im x? —5x+1
13. A soma da série 4+E+§+3—7+%+... é: xo= 3X+7
21 31 41 5l
A) 6e B) 6e -1 B
C) 5e D) 5e + 1 14. | X =x+3
E) n.d.a. xoe x? —8x+5
L 12 28 50 78 .. 3 2
14. A soma da série 2+Z+§+E+a+... é: 15 jim (2x+3)" (3x-2)
A e B) 3e Xis X°+5
C) 4e D) 5e + 2
E) n.d.a. 2_3y_
16. fim 2 =4
P 2 2 xoe x4+
15. Ovalorde —+—+=—+... éigual a:
31 41 5l
A)e B) 2e . 2x+3
C)2e-5 D) 5e + 2 17. xl'ng -
E) n.d.a.
. 5
Exercicios 18. lim —=
== 10+ x3/x
Limite
3/,2
19. ||m X +1
xoe X+
. 1 2 3 n-1
01. lim|=+=+=
Hm(nz n? n? nzj 20. lim Jx
02. | (N+N(+2)(n+3) XX+
n—eo n3
21. lim x3+1
03. lim 1+3+5+7+...+(2n—1)_2n+1 LN 41
n—e n+1 2
. 2_5x+10
L 22, | X220
0. jim ") 3 x-25
=)
N+l 4 3+ 23 lim &
05. |im=——"—"—— T2 4+ 3x 42
nom 2430
(11 1 . X% —2x
B ] e e 24. lim 5————
06 M(z 48 2”) M a2
n-1
-1
07. lim 1—1+1—i+...+( ) 25. jim X =3 +2
N—ee 3 9 27 3”71 x—1 X4 —4x+3
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

i X’ —(a+1)x+a

X—a X3 — a3

3.3
iim (x+h)" —x
h—0

.m\/x3—2x+6—\/xz+2x—6
x=3 X2 —4x+3

(Vxra- &)

lim
X—>+o0

Jlim [Jx (x+a)- x]

43,

44,

45,

46.

47.

48.

49,

50.

51.

52,

53.

54.

55.

. sen 3x
lim
x—=0 X

. sen 5x
lim——=
x=0 sen 2x

. sen mx
lim
x=>1sen 37mx

. T
lim (n sen)
n—eo n

1—cos x

lim
x—0 XZ

. sen x—sen a
lim ————

X—a X—a

. COS X—COS a
lim ————

X—a X—a

lim 9™
X2 X +2

. sen(x+h)—senx
lim ——————
h—0

.sen X—cCos X
lim ———~
xa% 1_tg X

A) lim xsen1
x—0 X
. 1
B) limxsen—

X—>o0 X

. X
';21(1—X)t97

. T
Ixm cotg 2x cotg(2 - x)

39. lim (\/x2 —5x+6—x)
X—>+o0 X
56. . 1-sen7
lim
. X—T —X
40. |im x(\/x2+1—x) "
o lim 1= 2€0sX
57. o T—3x
41. lim (x+\3/1—x3)
X—>+oo
58, |irm COS MX—COs nx
e Nas questdes de 42 a 66, calcule os limites trigonométricos. T X0 X2
42. 59. |i tg x—sen x
A) lim 20X x-0 X3
X—2
B) lim 22X 60. [im 27CSEN X
o ' x—0 X
023.240 - 148094/20 2 1
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72,

73.

74,

75.

76.

77.

78.

. arctg 2x
lim—=—
x>0 sen 3x
. 1=x?
lim

x=>1sen mx

. X—sen 2x
lim ————
x=0 X +sen 3x

X
COS—

lim 2

x=>11- /X
1—+/cos x

3

lim
x—0 X

fim J1+sen x —[1-sen x

x—0 X

Nas questdes de 67 a 78, calcule os limites exponenciais.

wom| 262+ 1

lim 1—1J
nN—eo n

[im 1+2)
X—>o0 X

>(2
[ x2+2
lim| ——

X
. X
lim| —
xoe| X+1

. X—1 X+2
lim| ——
x=e| X+ 3

[im 1+X)

N—eo n

1
lim (1+sen x)x

A) lim (cos x)%

x—0

A
B) Ixm(cos X)?

Observacdo: Se existe e ¢ positivo o limite limf(x), entao,

X—a

Ii_rg(fnf(x)):Zn(lxi_rgf(x)),pois In x é uma funcdo continua para

X

x> 0.

Exemplo: Demonstrativo que IimM =1.
x—=0 X

Solugao: Temos:
(1

x—0 X

1

1 . 1
:Ixm[én(nx)x]:fn[l;gg(”x)x]:(n e=1.

A formula (*) usada com frequéncia durante a resolucdo dos
exercicios.

e Nas questdes 79 a 88, calcule os limites.
79. lim [/n(2x+1)=n(x+2)]

80. lim In(1+10x)

x—0 X

81. |im[1fn /”X]
x=0| X 1—x
82. limx[¢n(x+1)-¢nx]

X—e0

83. lim

84. lim e -1

85. |im2 _1(a>0)

x=0 X

86. limn(Ya-1)(a>0)

n—eo

ax _ Abx

87. |im

x—=0 X

. 1-e
88. |lim
x=0 sen X

Continuidade

89. Uma funcao é dada pelas férmulas:

X2 -4
f(x) =4 %5 ., quando x # 2

A, quando x =2

Como deve-se escolher o valor da funcdo A = f(2), para que a
funcao f(x) completada desta forma seja continua, quando x = 2?
Construa o gréfico da funcao y = f(x).

90. O segundo membro da igualdade f(x)= 1—xsen1 carece de
X

sentido, quando x = 0. Como escolher o valor de f(0) para que
a funcao f(x) seja continua, quando x = 0?

Saia
r35ats
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91. Afuncao f(x) é indeterminada, quando x = 0. Determine f(0) de

forma que f(x) seja continua, quando x = 0, se:

1+x)" —1
A) f(x)= (X -1 (n é nimero natural)

F) f(x)=xcotg x

Fun
Derivadas 114.
e Nas questdes de 92 a 244, calcule a derivada gl 115

X

Funcoes algébricas

116.
92. y=x"-4x3+2x-3

117.

93.

y=1—1x+x2—0,5><4
4 3

113.

118.

Funcao trigonométrica e circulares inversas

106. y = 5sen x + 3¢os x
107.y = tg x — cotg x
108. y = Sen X+ cos X

sen x —cos x
109.y =2tsent—(t?-2) cos t
110. y = arc tg x + arc cotg x
111.y = x cotg x
112. y = x arc sen x

(1+x?)arctg x —x

y= 5
¢oes exponenciais e logaritmicas
y= X7 . X
y=x-1)e
j— ex
Y=
XS
y=—
e

f(x) = e* cos x

— 2
94. y=ax’ + bx+c 119,y = (¢ - 2x + 2) &
95. y=_5ix3 120. y = e* arc sen x
a
2
96. y = at™ + btm+" 121. y= X
/nx
_ax®+b X3
97. y_\/m 122. y:X3€nX—§
1 /nx
08, y:§+€n2 123. y—;+2£nx—7
124.y =1in x log x — IIx a log x
2 3
_ 7_ 5 -3
99. y=3x3-2x2 +X Funcoes compostas
3
‘IOO.y:xzi/x—2 125. yz(MJ
C
101, y=-> -2 .
: I x3x 126. f(x) = (2a + 3by)
127.y = (3 + 2x)*
102, y = 2tbx
c+dx _ 3 B 1 B 1
128. y = 5 c 5
56(2x—1)" 24(2x-1)" 40(2x-1)
103. v = 2x+3
Y 545 129. y =1-x2
2 1 130. y=\3la+bx3
104. y = -—
2x—=1 x
131 y - (a2/3 _ X2/3>3/2
1+
105.y = 132. y =t x—lt 3x+1t ® X
-z y=19x-2tgx+-1g
023.240 - 148094/20 23
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133

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.
146.

147.

148. y

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157

.y =.Jcotg x —4/cotg o
y = 2x + 5c0s® x

X = cossec? t + sec? t

1
6(1-3cosx)’

f(x)=-

1 1
y= 3cos®x  cos x

3sen X —2Cos X
y= -5

1
y =Rlsen’x + —
c

S™X

y =4/1+arcsen x
y =Jarctg x —(arcsen x)3

1
y= arctg x

y = Vxe* +x

y =32 =2 +1+(n°x

y:ser1(><2—5x+1)+tgE
X

f(x) = cos (ax + B)

f(t) sen t sen(t + o)

_ 1+cos2x
1-cos 2x

X
f(x)=arctg—
(x)=arctg
y:—icos(sz)—lcos X2
20 4

1
y =arcsen—

X
f(x) =arccosvx

y:arctg1
X

T+x
y =arctg—
1-x

Ly =x210%

158. f(t) = t sen 2t

159. y = arc cos e*

160. y = Ln(2x + 7)
161.y = log sen x
162.y =1In (1 —x?)
163. y = In?x — ILn(ILn X)

164. y:\/Enx+1+fn(x/;+1)

Funcoes diversas

165. y = Sen35xcoszg

166. y=——____%_
2(x=2)" x-=2

tepy—__ 15 10 1
T 4(x=3)" 3(x=3) 2(x-3)

169. y =

170.

7M. y=—F—
3 (1+x2)

172. y =;3/x_2+$x6 X +§x3/x—2+%x2§/;

173. y = %3/(1+x3)8 —%3/(1+x3)5

174, y= 24221
" 3Vx+2

175.y = x* (a - 2x3)?

bx \'
176. y=[a+ XnJ
a—bx

9 3 2 1

177. y = =— T+ 7 3
5(x+2)" (x+2) (x+2) 2(x+2)

178. y =(a+x)vJa—x
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179. y = J(x+a)(x+b)(x+c) 205. y = arctg—* %N &
1-xcos o
180. z=R3y +
! \/; > 5tg§+4
206.y =—arctg
181. f(t)=(2t+1)(3t+2)I3t+2 3 3
182, x= " 207. y = 3v%arctg {ﬁ—(3b+2x)\/bx—x2
2ay —y?
tg x
208. y =—/2 22
183. x:én( 1+ex—1)—fn(\/1+ex+1) y = —J2arctg 5 X
209.y = ve*
184. y=icos3x(3coszx—5) y
15
2
210. y =e*™*
tg’x —1)(tg*x + 10tg’x +1
185. y:(g )(1g Sl )
gx 211. F(x):(Zmamx+b)p
186. y = tg? 5x
212. F(t) =e* cosPt
1 2
187. y = —sen (X
y 2 ( ) (ousen Bx —Bcos Bx)e™
213. Y= 7 . 2
188. y = sen? (t)) o’ +p
1
189. y = 3sen x cos? x + sen® x 214. y = ﬁe’x (3sen 3x —cos 3x)
n *Xz
190. y=%tg3x—tgx+x 215. y=x"a
cos x 4 216. y = Jcos xal*
191. y=- +—cotg x
3sen’x 3 1
cotg—
192. y = yJasen® x + B cos® x 217.y=3
193.y = arc sen x? + arc cos X2 218. y = /n(ax’ +bx+c)
— 2 2
194. y:%(arcsen x)” arccos x 219. Y—Z”(X“’a +X )
x2 =1 220. y=x—2\/;+2£n(1+\/;)
195. y = arcsen =
X
X 221. yzfn(a+x+\/2ax+x2)
196. y = arcsen
V1+x2 1
222.y=—
197, y = 27CC05 X X
J1=x? i
223. y =/ncos—
198 y—iarcsen x\ﬁ
b : (x-2)
224. y =/n 3
X+1
199. y = \/a? —x* +aarcsen> e+
a 225, y= i) (=2)
200. y =+/a’ —x? +atarcsen~ y=s X—3
a
1
[ =- nt
201. y =arcsen(1-x)+v2x - x> 226. Y= "oy 9
X a’
202. y=(x—;Jarcsen\/§+;\/x—x2 227. y=5\/x2—a2 —?fn(x+\/x2—a2)
_ 93
203. Y = !n(arcsen 5x) 228. ¥ =(n/n(3-2¢)
— 3
204. y =arcsen(n x) 229. y =5¢(n’(ax+b)
023.240 - 148094/20 2 5

Sz
r35ats



Curso pe CALcuLo

2 2
230, y =¥ Fa X 255. xy = arctg>
Vx? +a’ —x y
B 256. arc tg (x +y) = X
231. yzmén(xz—az)+1,€nu
2 2a  x+a 257. e/ =x+y
- n Y
232, y=x-sen Enx—z 258. /nx+e x=c
Regra de L'Hépital
233. y = ntgh -1 X 9 P
2 2 2senx . o
e Nas questdes de 259 a 278, calcule os limites.
2
234. f(x) =¥ ogpi Vx4l 250, i XCOS X —sen x
X x—0 x3
1 x2=2x+1
=—/n=—="" , 1-x
235,y 3 N T 260. Um —
1-sen >
236. y = 2" 1 (1-arccos 3x)°
im cosh x—1
sen ax 3 261. 01 _cos x
237, y=3= 0 +1 sen3a>< COS X
3 cos’ bx
. tg x—senx
262. m=—"———-
tg?+2—\/§ =0 X —Sen X
238. V=Tfn7
3 X 2y
th+2+x/§ 263. |im 8<% 2tg x
«®  1+cos 4x
239.y =arc tg IIn x ¢
. tgx
240. y = ¢narcsen x+%£n2x+arcsen£nx 264. l'j; tg 5x
2
1 X
241. y =arctg/n— 265. lim =
X " oo XS
242, y=£arctgi+1€nx—_1 . Inx
3 V26 x+1 266. |im
X—>+oo %/;
243. y =én1+7 Vsenx+2arc’[91/sen X T
—4/sen x -
267. lim an
2 _ X—
244, y:éfnxz+1+lfnx—1+1arctgx otg7
4 x=-1 4 x+1 2
R - . In(sen mx)
Derivacdo Implicita 268. Im —————(m>0)
x=>+0 - /nsen X
dy
Encontre a derivada y'=—= das seguintes funcées implicitas y nas 1
v y dx gu! uncoes implicrias y 269. lim xx
questoes de 245 a 258. o
3
245.2x -5y +10=0 270. lim x4+nx
x—+0
2 2
246. X Y _ .
3 +b2 ! 271. I|rTg)><Senx
247. 3 +y3 = a3 .
. COS—
248. 3 + X%y +y2 =0 272. lem(1—x) 2
1
249. Jx+.\y =+a 273. lim(1+')
3/y2 3 _ 3/52
250. 3 +3fy* =37 .
274. limx*=x
251y =2 o
X+y ™
. X\ 2
252.y-0,3seny=x 275. ||rq(tg4)
253.acos’(x+y)=b 1
254.1gy = xy 276. X||Hrr+10(cotg X)nx
26 023.240 - 148094/20
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1 tg x
277. Iim()
x=0| X

278.

)sen X

lim (cotg x

Assintotas

Se um ponto (x, y) se desloca continuamente por uma curva
y = f(x) de tal forma que pelo menos uma de suas coordenadas tenda
ao infinito, enquanto que a distancia entre este ponto e uma reta
determinada tenda a zero, esta reta recebe o0 nome de assintota de
curva.

Assintotas verticais (paralelas ao eixo QY)

Se existe um ndmero a tal que limf(x)=w~aretax=aéa
‘ . -
assintota (vertical). e

Assintotas obliquas (em relacao ao eixo das coordenadas)

f
Se existem os limites lim ) _ kie lim [f(x)—kx]=b,
X=X X—>+00

a reta y = k,x+ b, sera assintota (obliqua a direita, ou se k, = 0,
horizontal direita, paralela ao eixo OX).

. . f(x .
Se existem os limites lim flo) k, e lim [f(x)~kx]=b,
X——eo X e
aretay = kx + b, é assintota (obliqua a esquerda, ou se k, = 0,
horizontal esquerda, paralela ao eixo OX). O grafico da funcdo
y = f(x) (que se supde uniforme) ndo pode ter mais de uma assintota
direita (obliqua ou horizontal), nem mais de uma assintota esquerda

(obligua ou horizontal).
2

NV

Solucao. Igualando a zero o denominador, obtemos duas
assintotas verticais: x=—1ex=1.

Vamos procurar as assintotas obliquas. Quando x — + oo,
teremos:

Exemplo 1. Achar as assintotas da curva y =

ki=lim £ = lim =1,
X—>oo X X—>+oo X2—1
2 yify2 _
b, = lim (y—x)=I|mX XZX Ly
X—>+oo X+oo x2 =1

Portanto, a assintota direita serd a reta y = x. Por analogia,
quando x — — oo, teremos:

k, = lim ¥ =1
X——e0 X
b, = lim (y—x)=0
X—y—co
A
y
N (4
~ ’

~ 4
~ ’

~ ’

~ ’

NN R

AN
+ 4 R
N 4
~ 4
Y ’,
~ ’
~ ’
~ 4
~ 4
N 4
~ 4
\\ ,’
>
-1 0 1 X

Dessa forma, a assintota esquerda é y = — x. A investigacao
das assintotas desta curva pode simplificar-se se considerarmos sua
simetria.

e Nas questdes 279 a 291, encontre as assintotas das curvas.

1
279. Y=
(x=2)
X
280 Y = o ax+ 3
X2
281. Y=
X3
282. y =
y x2+9
283. y =/x2—1
284, y=—
x2+3
2
285, y = 2
x2 -1
2
286. ¥y =X-2+—
X°+9
287. y=e’x2+2
288. y = !
1-e*
1
289. y =ex
290, y=senx
X
291.In (1 +x)

e Construa os graficos das funcbes que se indicam a seguir,
determinando o campo de existéncia de cada funcao, os
pontos de descontinuidade, os pontos extremos, os intervalos
de crescimento e decrescimento, os pontos de inflexao de seus
graficos, a direcdo da concavidade e da assintota dos graficos.

292.y = x> —3x?

294.y =(x— 1> (x+ 2)

205 y (x=2)(x+4)

4
296 (=)
AT

X2 —=2x+2
297. y=—"7—
x—1

023.240 - 148094/20
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“_ Integral
208, y= X =3 9
X
e (Calcule as seguintes integrais indefinidas nas questoes 322 a 359.
x*+3
299. y= 2
= 322. j@ dx
X+
4 2
300. y=x"+= 323. jLﬂ” dx
X_
1 2
301. Y =5 324. J(a+xk—)a) dx
302. y= 325. [——d
X2 -4 . JW X
4x
303. Y bdy
4+x 326. [—
I’I_
304. y 4x-12
. (X_Z)z 327. Jx/a—bxdx
305. Yy =— X 328. J.de
) xt—4 VX2 +1
16 Jx
=— X+nx
306. Y X (x—4) 329. dex
3x* +1
- dx
307. Y N 330. -[SXZ =
- d
308. y =X +V4-x 331, J7X2X_8
309 y = V8+x+V8-x 332. Jd—x(0<b<a)
(a+b)-(a=b)x?
310. y =x+/x+3 X2
333. sz >
311, y =+x° = 3x 3
334. J dx
a2 —x2
312, y=31-% 5
x°—=5x+6
335. .[de
313. y=31-x°
336. |
N7 +8x2
314. y = 2x+2-3(x+1)’
dx
337. |
\N7-5x2
315. y =x+1-3Ux -1 X
2x -5
2 2 338. '[3X2 -2 X
316. y = (x+4) —(x-4)
3-2x
339.
317. yzg/(x_z)erf/(x_zL)2 J5x2+7
4
- 3x+1
318. ¥y =
i R o
8
- +3
319. vy a4 341. ,[ X
X
320. y=
Ixt =1 342, [ 2
-5
. X
321. Y :ﬁ g
X—2 xdx
343 J2x2+3
28 023.240 - 148094/20

Saia
r35ats



Curso pe CALcuLo

344. '[ ax+b

v dx(a>0)

xdx

345. | (a>0)

a* —x

X
346. [ dx

347.JXZdX

348J~ arcsen x

1-x

dx

t X
349, 9'C 9§dx

4+x?

350. X —4/arctg 2x
J 1+ 4x2
dx

331 I\/(1+x2)fn(x+m)

352.Jae4mdx

353.]423*dx

j(e‘—e“)dt
X M 2
355. _[(ea +eaJ dx

354.

356.

357. '[

358. Je_(xz M))(d)(

359.jx.7“dx

e Nas questdes 360 a 383, achar as sequintes integrais, utilizando
a férmula de integrais por partes.

360. [ /nxdx
361. [arctg xdx
362. [arcsen xdx
363. J'xsen x dx
364. [xcos 3xdx
365. J‘de

eX

366. [ x-2 dx

367. J'xze” dx
368. [(x* - 2x+5)e*dx

369.Jx%{§dx
370. jxsen XC0os xdx

371. J(xz +5x +6)cos 2xdx
372. j'xzﬁ,nxdx

373. [¢n”xdx

374. j’”x

375. j/nx

376. [ xarctg xdx
377. Jxarcsen xdx

378. jfn(x+m)dx

X dx
sen? x

379. |

XCOS X
sen®x

380. j dx

381. _[ex sen x dx

382. [ 3" cos xdx
383, [ € sen bx dx
384. [sen (¢n x)dx

e Nas questdes 385 a 400, ache as integrais envolvendo poténcias
de funcoes trigonométricas.

385. jcosz x dx
386. Isens x dx

387. J‘sen2 X cos® x dx

388. Jsen3 X cos® %dx

Cos°® x
sen®x

389. | dx

390. '|'sen4 x dx
391. [ sen’ xcos’ xdx

392. Isenz x cos* x dx

303, J'cos6 3xdx

023.240 - 148094/20
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dx
sen® x
dx
cos® x

394. j

305, |

cos® x

c dx
sen® x

396. j

dx
sen? x cos* x

dx
sen’® x cos® x

397. j
398. j

399. | dx

X 3X
sen=cos’ =
2 2

T
400. sen X+Z
j—(—)dx

sen Xcos X
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CALCULO
12 PARTE - LIMITE

I. Limites e limites laterais

01:
5
A) 2 B) 3
Q)4 D)JE
3
2
E) O ”‘5
2
G)g H) 0
0] 5 =1
K)—3x 2"

02: Ndo necessariamente, apenas se Iim+ fx) = lim f(x).
03: D X—a X—a
04: Demonstracao

05:
A) 0 B) -1
C)- D) o
E) —oo F) o
G) o H) oo
) oo ) Alim
K) — oo L) o
M)0 N) oo

3
0 P4
5
Q) - R) — 1
5
S) — T -=
) —© ) 5
1

U)o V) —
) )2

06: E

07: B

08:a=0,b=9

09:a=0,b=2

10: A

11: B

12: C

13: B

14: 0

15: Néo, sim, nao
16: 1

Il. LIMITES COM TRIGONOMETRIA

01:
A) 1 B) 1
Q) w D) -1
2
E) = F 0
) 3 )
02: D
03: C

04: C

05:
06:
07:
08:
09:
10:
11:
12

13:

o N N ©® © © N > @

. LIMITE EXPONENCIAL FUNDAMENTAL -

DEFINICAO DO NUMERO “E”

01

02:

03:

04

05

06

za

01:
02:
03:

04:

05:

: Demonstracao
E

E

: Demonstracao

: Demonstracao

RLE B) 2
4

PARTE - CONTINUIDADE

0

Demonstracao

06:

07:
08:
09:

Continua

Descontinua

Descontinua

Continua

Descontinua

Descontinua em 0 e continua em 1.
) Descontinua

A
B

= — — <

C
D
E)
P

G
D
C
D

10:

11:
12:

o)

=

[on
|

E]
CQa=b=-—
4

Demonstracao

Demonstracao

023.240 - 148094/20
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3? PARTE - DERIVADA 27: D
28: E
. 29: E
I. Derivada 30: D
31: C
01: 1 1 32: C
AXx+y=—— B) x+y=— 33: B
4 4 34:D
7 3 1 35:D
C)X—yZ—Z D)y=igx—g 36: E
E) x+y=0 F) x+2y=-1 37: C
G)xJ2 +y=2{2
02: arctg(- 4) Il. DERIVACAO IMPLICITA
01:
03: Demonstracao X
A) —
04: y
A) - 2x B) 3x2 — 1 ; Xty
X -1 X + 2y
C) XZ _ 1 D) (X _ 1)2 _ y
) X +
B — p o2 X2 Dy 2 (0 - 4y’ —y
(x + 37 Ax =27\ x+1 2y 3y — 1) + x
05: D
06: A 1
3y +
07: C . P
08: D 23—1
09: A XY+ —F7——
24/
10: A x+y
::; B 2x — 4x3(3 + y?) = 3 +y*)
’ 3(y3 3 2(v4 4
13: Demonstracao 2y + 4y" (X +y) + 3y +y)
14: Demonstracao y
15: Demonstragz?o _sen(seny)cosy+x
16: Demonstracao
17: B
18: B 02: B
19: A) Conti ao derivavel B) Conti derivavel =
) Continua, néo derivave ) Continua, derivve IIl. APLICACOES DAS DERIVADAS DE 12, 2* E 3* ORDENS
20: A) Demonstracao B) Demonstracao
21: 4 01: D
22: 02: E
cos\/; 03: D
X 05: C
sent 06: A
B) =~ 07: 20
1
——|cos — X seny x
Q) 2\/;( \/_ \/7 \/7) 08: 3ﬁ
CoS X + xsen x — 1 8
cos? x 09: A)+ 16 B)-16<k< 16
23: 10: a=2eb<-320ub>0
2u-3 1 11: Gréfico
A 3u-2 B) Ge -3 - 1)
4 12:
Q) M D) X 2 A) l. Crescimento (- o0, — 1) e (2,00), descrescimento (- 1,2);
2 3[3/t 103 + 1)] iy
II. Méximo f(- 1) = 5 minimo f(2) = - 8.
24: A
25: C B) I. Crescimento (- 2,2), descrescimento (- oo, — 2) e (2, );
26: E II. Maximo h(2) = 68, minimo h(- 2) = - 28.
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C) . Crescimento (-2, 0) e (2,00), descrescimento (—oo, —2) e (0,2);
1. Cres -2,0)e(20) (~,-2)e(02) oc_ J—[ LT g“_x)z]
II. Minimo G(-2) = G(2) = 8. 7
. 2 2 1 2 3 3
D) I. Crescimento (- oo, O)e(g ), descrescimento (0, g) L §( x*+ 10 - x )+C
Il. Maximo j(0) = 0, minimo 2 _73 7 Mcos e+ C
5 N) Inl1 + sen x| + C
Bl C 10 (e —3), (- 5 el ). d ; O)tgx—secx + C
. Crescimento = escrescimento
( 5 ) 3 P) 2In |secﬁ +tgﬁ| +C
J— ”l :
3 1 ,
IIl. Méximo k(1) = 0, minimo k(- § 4\/— QC- E£n|sen(1 X )|
F) I. Crescimento (2 —\/g, 2 + ﬁ), descrescimento R) én\cos (sen x)—cotg(senx)\ +C
(—oo,Z—\/g)e(2+\/§,00); S) 1tg“><+C
4
. 5 .
II. Maximon(2 + {/5)= L minimo n(2 — /5) = 7 3
\/E \/7 10+4\/§ \/7 T)2\/secx_\/secx+c
_ N2 7 3
4,/5 -10
\/7 U) arcsen €N X + C
G) 1. Crescimento [0, g) e (37“, 2n], descrescimento (g 3775 )
1 2
Il. Maximo q(E) = 3 e q(2n) = 1, minimo q(0) = 1 e V) ZarCtgx +C
2 2 2 2
q(3j)=_5_ W)ﬁarctg( C
2 2
13: Demonstracao X) 1arc sec X2 + C
2
14: — 1(minimo); 2, — 3, 4 (inflexdo) 1 5
15: A Y) E(fnx) +C
16: B —X
17 B 2) Inlx-e* —x+C
18: B o) In(e+ 1) + C
19: E '3) C_1e1—x2
20: B 2
21: C ’Y) C - e’ex
22: E 1
8) 3 -3 +C
4° PARTE - INTEGRAL o’
02: FX)=x3 +x2+x+ 1
01: A)—x+C 03: F(x) =x+cosx—1
04: F(x) =e*+ 1
B) 2x\/; B 3x3x B 4xd/x L C 05: D
4 5 06: C
07: E
—3 +C 08: A
09: B
— )0 .
D) (x =1 L C 10: C
10 11: E
2 12: C
E) 5 B3x-1°+C 13: E
14: E
A AJ0E+1 +C 15: 8
3 16:
4 - 2x A)4 B) 1 Q - 3
7 2
H) =3/ (x +3)° +C D)E E) ﬂ F) B
15 3 24
1
N C- gJ(4 - 2x3) G) % H) /ny2 ) %(8 2-7)
2 1Y
J) 3 (1 + x) +C ) =(n2) K) log, 3 -1
023.240 - 148094/20 33
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17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

-
U'I‘OO

N@MONM®EMN T OM>D>

CALCULO DO IME

w|

01:
02:

03:
04:

05:

06:

07:

08:

09:
10:

11:

12:

13:

14:

mam71
2

e7§

3

200 cos &
T

Demonstracao
x=1

f(x) =

,0<x<1

~><><‘A~_‘

x>1
a=-8b=5c=14
m=2,n=0,p=-2
eZ

dy

= =¥ X (Inx + 1
i (Inx + 1)

15: Nula
16: 45
17: 13,6
18: 2e
19: 0

+ 1
20: [_\/E, e 2]
2
21:

22: 3.=0, a,=

kRx®~1e™ + kxRe>S

23: AyA - 1eBy + yAeByB

24: A)x==+1

<

|
.
g
wer -

25: Demonstracao

26: —40x cos X + (x2 —379) sen x

3
27: A) (2, _ZJ é ponto minimo local.

(3, —;1) é ponto de inflexao.

B)
4

28: Demonstracao; reta tangente: y = Lx +

29: p=—4;x=(1,1,- 1+J/21)
p=d;x=(=1,-1,1 +21)
p=4i:x=(,i, +2-1i)
p=—di;x=(—i,—i, +J2 +i)

Ve
e 2

Saia
r35ats
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30: A) f crescente: x > 1 GABARITO EXERCICIOS LIMITE
f decrescente: 0 <x < 1
B) Grafico para cima: x > /3 01 1
Gréfico para baixo: 0 < x < /3 )
C) nml’n= 1’Xméx=0 02. 1
Ponto de inflexdo em x = +/3
Gréfico de g: 3
03. - =
g(x) 2
i 04. 1
, ! 1 V3
T — > X
-3 -1 ’\V/ 05. 3
06. 1
o 64
31: B) 3 07. %
-m+1
/n Inx
32: ( ) +C 08. 1.Sugest50(usaraférmu|a P4+22 4. +n? =ln(n+1)(2n+1).
-m+1 3 6
33: Nula 09. 0
34 g 10. O
11. 1
35: h(x) = ae™, a constante:
A) f(x) = — ae™ 12. 0
B) c=1, h(x) = e 13
. 0O
36: B
37: D 14. 0
38: D
39: B 15. 72
40: C 16. 2
41: D
42: D 17. 2
43: C 18. ©
44: E
45: A 19. 0
46: C 20. 1
47: C
48: D 21. 0
49: E 22. ©
51: A
52: A 24. ©
33: B 25. 1
54: E 2
55: C
2. 2-1
56: B 3a2
57: A 27 )
58: D - X
59: B 28. -1
60: D 1
61: A 29. -
30. 12
SERIE DE TAYLOR 31. 3
01 02 03 04 05 06 07 08 2
A B A D C C B C 32 1
09 10 11 12 13 14 15 3
33. 1
B A D D B D C
1
34. —
2Jx
023.240 - 148094/20 3 5

Sz
r35ats



Curso pe CALcuLo

35. 1 66. 1
3¥/x?
: 67. 1
36. ——
3 1
68. —
37. 0 4
38. 2 69.0
2
39, _2 70. 3
2 2
1 71. 0
40. — -1
5 72. e
41, 0 73. €’
’ 74. ¢
42. A) 1senz; B)O 75. e*
2 76. e
43, 3 77. e
a44. g 78. A) Solucao:
w 1
1 Iirrg)(cosx)? = Iirrg)[1—(1—cos x)}X =
45 _ X—> X—> i
3 1 1 7ZSen 3 [ zSenZ%}
46. 1 < — | lim| %
lim| 1= 2sen? 2 | = lim| [ 1= 2sen? X | 273 =e™°
1 x—0 2 x—0 2
47. —
2
48. cos a 2
2sen? X sen> | .,
49. —sena Como: lim| — = 2lim Xl=211mZ=0
50. © x=0 X x—0 g Ax x—0 4
51. cos x
1 . T
52. —— entdo, lim(cos x)x =e® =1.
\/E xao( )
53. A)0; B) 1 1
B) —= . Solucdo. Analogamente, ao anterior (ver A),
54 2 Je )X
. —2sen” =
b lim 2]
) il x—0| x2 )
1 lim (cos x)»* =e Ja que:
55. —
2
56. 0 , X x Y
. _ —2sen 5 _ sen_ | 2 1
1 lim =-2lim — ===
57. ——— x—0 )(2 x—0 X 4X2 2
3 2
1 1
58. —(n?-m?) : 4|
30, lim(cos x)2 =e 2 =—
2 entao, x—»O( ) 7
1
59. > 79. In 2
80. 101lge
60. 1
81. 1
61. 2 82. 1
3
2 83, _.
62. = Y
T
1 84. 1. Sugestao: (fazere*—1=oa, em que o — 0)
63. ——
4 85. IIn a. Sugestao: (usar a identidade a = e"#)
64. 1
86. IIn a. Sugestao: (fazer — =0, em que oo = 0)
n
65.
4 87. a-b
36 023.240 - 148094/20
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88. 1
111. cotg x——
89. A=4 sen” x
90. f(0) =1 112 X
. arcsen x+
V1-x2
1
91. A)f(0)=n B) f(0)=§ 113. x arc tg x
Q) f(0)=2 D) f(0) =2
114. x3eX(x + 7)
E) f(0)=0 F) f(0) =1
115. xe*
92, 5x*—12x* + 2
W X—=2
16. &'~
93. —%+2x—2x3
4 _ 5
117, X=X
94. 2ax+b €
95. _15XZ 118. e* (cos x — sen Xx)
a
96. mat™' + b(m + n)tm+n- 119. xe*
6ax®
AN
1
120. e*| arcsen x +
98. -~ [ \/1—x2]
X
S 121, X(2(nx-1)
99. 2x 3 -5x2—3x on3x
g 2 2 8 2
100. 2x7. Sugestao (y = x*x3 = x3 122. 3x* Iin x
o, b2 123 24 10%_2
"3 3 o
bc_ab 2/nx 1
i 124. -—
102. (C+dX)2 Xx/n10 x
—2X2—6X+25 3afax+b 3
103. 7, - ¢ 125. =
(x* =5x+5) cl ¢
1— ax 126. 12ab + 18b?%y
104.
04 2 (2x -1y 127. 16x(3 + 2x2)°
105 — 2 X
A 128. 5,
106. 5 cos x — 3 sen x _x
129. -
4 1-x
107. — =52
sen” 2x
bx?2
) 130. 2
108, ——— (a+bx’)
(sen x—cos x)
2
131,32 -1
109. t> sen t X
1-tg*x +tg*x
110.y' =0 132, — 197
Cos? x
023.240 - 148094/20 37
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-1

-1

133 — 154,
2sen? x,/cotg x +X
134. 2 — 15 cos? x sen x 155. —10xe™
_ 156. —2x57" /n5
135. 16c730§tZt . Sugestao (x =sen?t+ cos?t)
sen
157. 2x 10* (1+XZn10)
sen x
136. 3
(1-3cos x) 158. sen 2! + 2!t cos 21 IIn 2
sen® x X
137. ) 159. ——
138 3¢os X +2sen x 160 2
" 2,/15sen x—10cos x T 2x+7
139 2C0s X 3sen x 161. cotgxlge
" 33senx cos*x
1 162. —=
1-x2
140.
0 2J1-x* fi+arcsen x
2/nx 1
, 163. -
141 1 _ 3(arcsen x) X Xtnx
" 2
2(1+x)Jarctg x  J1-x2 1
1 164. 2xfnx+1 2(\/;+x)
142. (1+x?)(arctg x)°
165. Solucao
143 ef+xe’ +1 y'= (Sen35x)’ cos? §+ sen35x(sen2 ;] = 3sen® 5x cos 5x - 5 cos’
2VXeT X X 3 X x )1 ) , X 2
—+sen® 5x-2cos — | —sen— | = =15sen” 5x cos 5xcos” ———
2e* —-2"/n2 +5én44 3 3 3)3 3 3
144. 33/(2(3* -2 +1)2 X sen?sx cos>sen>
a
145. (2x—5)~cos(x2—5x+1)—ﬁ Ay 43
x? cos? =
™ 166. (X—2)3
146. — o sen (ax + B) x2+4x—6
167. — _s5
147. sen(2t + o) (x=3)
7
oS X X
148. e’ x 168. (1—X2)5
149 - 169 S
" sen?” T XN2X2 = 2x+1
a
1
2 2 -
150. x cos 2x* sen 3x 170. (az +x2)3
151, —=2 x*
X\/x4_1 171. (’|+x2)5
) 2 X—X2 172 (1+ X)
A
-1
153. 173. x*3(1+ %)
38 023.240 - 148094/20
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1

xarccosx —v1-x2

174. 3 5 197.
Y= (x+2) (1-x)e
175. 4x3 (a — 2x3) (a — 5x°) 1
198. ———
. a—bx?
2abmnx"" (a+bx")
176. o _
(a—bx") 1 199. u(a>0)
a+x
177 x* =1 200. 2va’ —x*(a>0)
: (><+2)6
—X
a—3x 201.
178. -x?
2da—x 2x=x
179 3x*+2(a+b+c)x+ab+bc+ac 202. arcsenvx
" 2)(x+a)(x+b)(x+c) 5
203. J1-25x%arcsen 5x
1+2\/§
180. 2 !
6.v3(v + 204, ——
Wy +y) -t x
181. 2(7t+4)33t+2 205, —
© 1-2xc0s o+ x?
y—a4d 1
182. -
(2ay—yz)3 206. 5+4sen x
183, —— X
. ex+1 207. 4x g
184. sen? x cos? x 2
208. %
1 1+ cos” x
185. e xcos® x g =
186. 10 tg 5x sec? 5x 209. Je?
187. x cos x? ,
210. sen 2xe*"*
188. 3t? sen 2t3
189. 3 cos x cos 2x 211. 2m?p(2ma™ + B)P-'a™In a
190. tg* x
212. e (ocos Bt—Psen Bt)
cos 2x
191. sen® x
213. e sen Bx
192 (0.=P)sen2x 214. e* cos 3x
2\/ocsen2 X + B cos® x )
215. x""a~* (n—szfna)
193.0
194. 1 arcsenx (2arccosx —arcsenx) 216. —%ytg x(1+ cos x/,na)
2 N
195 5 3cotg%£n3
' xm 217. X senl ’
: X
19. —
+X
218, 2Xtb
ax® +bx+c
023.240 - 148094120 39
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1 1 /nx 1
219. T T o
2 +x2 240. fi_xlarcsenx X xy[1-¢n’x
220, W !
T 1+0% 241. _x(1+£n2x)
21, ——— ’
T J2ax+ X2 242. — XZ
XT+x°=2
-2
222. 5 2
243. s X4/sen X
1. x=1
223. —XTth 244 X2—3X
x* =1
224 2T Sugestdo:y=5In (x—-2)-3OIn(x+ 1)
"X x—2 Y9 = ' 245, 2
5
225 3x2—16x+19 b?
. X
(x=1)(x-2)(x-3) 246. ——-
ay
1
226. ¥ xcos x X
247. ——
y
227. Jx*-&?
x(3x+2y)
248, ——
_6x2 X<+ 2y
228. (3-2¢%)/n(3-2x*)
, 249, —\ﬁ
X
229, 15a(n’(ax+b)
ax+b
250, —3Y
2 X
230. 15—
2y? _ 1—y3
231 mx+n 251. 3(x2—y2)+2xy 143xy2 + 4y°
T X
10
232. V/2sennx 252. 10-3cos y
1 253.- 1
233. sen®x
ycos?y
234, VI+X 254 1 cos'y
X
yI-x-y"
235, X3+1 255. x T+ x% +y?
x> =1
256. (x + y)?
3
2%csen3yn 2 4 2(1—arccos 3x
236. m[ ( )] 1 :
257.y'=——=
o , \ oxih ) e’ -1 x+y-1
237. | 39 pn34 senzax acos ax cos x-: sen axsen bx
Cos be Cos’ bx y
258. —+ex
X
v
238. 1 ocen x 250, _!
B
o
239. x(1+€n2x) 260.
40 023.240 - 148094/20
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261.

262.

263.

264.

265.

266.

267.

268.
269.
270.
271.
272,

273.

274.

275.

276.

277.
278.
279.
280.
281.
282,
283.
284,
285.
286.
287.

288.
289.
290.
291.

292,

y = —x (esquerda), y = x (direita)

y = -1 (esquerda), y = 1 (direita)

x =1,y =—x (esquerda), y = x (direita)
y = -2 (esquerda), y = 2x — 2 (direita)
y=2

x =0,y =1 (esquerda), y = 0 (direita)
x=0,y=1

y=0

x=-1

You=0quandox=0;y =
M, (1, -2)

-4 quando x = 2; ponto de inflexdo

293.y . = 1quando x =+3; y
inflexao I\/Iu(ﬂ;;)

= 0 quando x = 0; ponto de

min

294.y max =4 quandox=-1;y_=0quandox=1; ponto de inflexdo
M, (0; 2)

295.y . =8quandox=-2;y_=0quandox=2; ponto de inflexao
M (0; 4)

296.y . = -1 quando x = 0; ponto de inflexdo

. 64

M1_2(i\/§,0) e M34(i1 —125]

297. y . =-2quando x =0;y_ =2 quando x = 2; as assintotas
saox=1,y=x-1

298. Os pontos de inflexdo sdo M, , (£1,4£2); a assintota é x=0

299.y . =-4quandox=-1;y =4quandox = 1; a assintota é x

0
300.y_ =3 quando x = 1; o ponto de inflexdo é —M(—%/ZO) ; a
assintotaéx =0

1
301y, = % quando x = 0; o0 ponto de inflexdo & M, (i1;4) ;a

assintotay =0

302.y_, =-2 quando x = 0; as assintotas séox =+ 2 ey =0

303.y  =-1quandox=-2;y_, =1 quando x = 2; os pontos de

inflexao sao —O(0; 0) e M, [ﬁﬁ;if); a assintota éy =0

304.y . =1 quando x = 4; o ponto de inflexdo é - M(S;z); as

assintotassaox=2ey=0

305. O ponto de inflexao é O(0; 0); as assintotas sdox=+2ey=0

306.y . =

max

—% quando x = %; as assintotas saox=0,x=4ey=0

307.y . =-4quando x=-1;y_ =4 quando x = 1; as assintotas
saox=0ey=3x

308. A(0; 2) e B(4; 2) sao os pontos extremos; y . = 22 quando x

=2
309. A(-8; -4) e B(8; 4) sao os pontos extremos. O ponto de inflexdo
é 0(0; 0)

310. O ponto extremo é A(-3; 0); y . =-2 quando x = -2

min

311. OspontosextremossaoA(\/—O) 0(o; O)eB(J—O Yo =

quando x=-1; o ponto demflexaoeM[\/3+2 / 1+— J

312.y . =1 quando x = 0; os pontos de inflexdo sao M, (i1; 0)

max

313. Os pontos de inflexdo sdo M, (0; 1) e M,(1; 0); a assintota é y = —x

023.240 - 148094/20
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314.y . =0quandox=-1;y_=-1(quando x = 0) N
2 2
334, —[+éna —-X J
2 2
315.y . =2 quando x = 0; os pontos de inflexdo sao M , (it 35);
aassintotaéy=0 5 X
335. x—=/n(x*+4)+arctg>
2 2
316.y,, = -4 quando x = -4; y_. = 4 quando x = 4; o ponto de
inflexao & O(0; 0); a assintota é y = 0 336. %(n(zxﬁw /7+8x2)
317.y,.,. = ¥4 quando x = 2; Yoin = ¥4 quando x = 4; Vi = 1 3
quando x = 3 337. —=arcsen x\/i
J5 7
318.y_, =2 quando x = 0, as assintotas séo x = £ 2
319.A intotas sGo x =+ 2 =0 338. —Z 3x? —2——
s assintotas sao x ey ‘ ‘ \/— < 3+\/—
NEl V3
320.y = —= quando x = \/§; . = — quando x = — \/§;
Yo = 35 9 Ymen = 37 4 339, arctg \Ex —1!in(5x2+7)
3 3 V35 7 ]5
os pontos de inflexdo sao M, (—3; —2), 0(0;0) e MZ(B; 2);
3 |
as assintotas sdo x = +1 340. - 5% +1 +ﬁf”(’(\/§+ 5¢° +1)
\/§ [,2 _ [,2 _
321y, = quando x = 6; o ponto de inflexdo é M 12 ; 341 Vx 4+3€n‘x+ X 4‘
2 " oo
a assintota é x =2 1 ,
342. 50 -5
2
322. X?+2x+£n\x+3\
343. izn(2x2+3)
X, 4
323. Z+§+x +2x+3(n|x—1
2 344. ifn(a2x2+b2)+larctga—x
324. a’x+2abln|x—a|- 2a a b
-a
2
1 345. 1arcsenx—2
325: /n|x+1+—— . Sugestao: 2 a
X+1
1
J x dx _J-(x+1)—1dx_J dx _J. dx 346. garctgx3
(x+1° 7 (x+1)° x+1 7 (x41)’ !
347. S 1n x3+\/x6—1‘
326. —2b\/1-
y 348. %./(arcsenx)3
327. - 2 [la-bx)’ arcta® )
3b 349. 95
X dx (X +1) 4
328. \/x* +1. Solugao: J\/ = f_[ o x? +1 -
1 1 arctg 2
o o 350. 1€n(1+4x2)—w
n? x 8 3
329, 2Vx+- >
351. 2 Mn(x+\/1+x2)
1 3
330. —arctg x\ﬁ
Jis [ 5J 352, — 2™
m
1 7 =22
331. 4\/ﬁﬁn X£ Zg 353 _ 1 42—3)(
WO 3(n4
332 1 \/a+ +X+Ja-— ‘ 354. et + e
" 2a -p? " Varb-xva- b| P 2
355, ge? +2x—§e’?
333. x—+/2arct X
%
42 023.240 - 148094/20
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1 a* b 3 3
L - X X
356. léna—énb[bx aX] 372. 3“‘"‘5
2 (1 3 -k
357. —| za*a? 373. x{n? X —2X/NX+2X
/nal 3
mx 1
1 374. — -
358. ———— 2 2
2¢” +1 A
1 2
359. 7* —
5 375. 2Jxtnx—4vx
360. x In x — x 2
: 376. X +1arctg x—%
361. xarctg x—Efn(sz)
2
N 377. L arcsen x—larcsen x+ 2 1-x2
362. xarcsen x++1-x 2 4 4
363. sen x — X COS X
378. xlén(x+\/1+x2)—\/1+x2
Xsen 3x oS 3x
364. +
3 9
365, <t 379. —Xcotg X+ /n|sen x|
e)(
366, - X(N21 380, -~ +zntgi‘
2°4n*2 sen x 2
esx 2 X
_ e* (sen x —cos X
367. —(9x ~6x+2) 3g1. & ‘ )
Solucao: em lugar de integrar varias vezes por partes, pode-se
empregar o seguinte método de coeficientes indeterminados: 28 3*(sen x—cos x /n3)
[x?e¥dx = (AX? +Bx +C)e™ . 1+(¢n 3)°
ou, depois de derivar, 383, & (asen bx—bcos bx)
x%e” = (AX? +Bx+C)3e™ + (2Ax +B)e”. '+’
X
Simplificando por e¥* e igualando entre si os coeficientes que 384. E[sen([nx)—cos(fnx)]
tém as mesmas poténcias de x, obtemos:
1 2 2 !
1=3A;0=3B+2A;0=3C +B,dondeA=—;B=-=;C=-. | 385.sen X—gserfx
3 9 27
Em forma geral an (x)e¥dx = Q, (x)e™, onde P (x) é o polinémio 2 1
) . 386. —COS X +=COS> X ——=COS° X
dado de grau n e Qn(x) é um polindmio de grau n com os
coeficientes indeterminados.
3 5
o) 3g7, SN X _sen’x
368. —e . Sugestao: ver o problema 367. 3 5
X 388 1 8 6 X
369. —3e 3 (x> +9x” +54x +162) . Sugestao: ver o problema 367. "1 57395
XCOS 2X  sen 2x sen? x 1
370. - + - —2/n|senx
3 389. —5 5oy 20Nlsenx|
2% +10x+11 2X+5 390, 3X _Sen 2x  sen 4x
371. sen 2x + 7 Cos 2x 8 4 32
Sugestdo: recomenda-se também utilizar o método dos | 399, X _3€N 4x
coeficientes indeterminados na forma: 8 32
an(x)cosBxdx =Q, (x)cos Px+R, (x)sen Px 397 X _%en 4x  sen®2x
. o i 16 64 48
em que P (x) € o polindbmio dado de grau n e Q (x) e R (x) sdo
polinémios de grau n com coeficientes indeterminados (ver o 5 1 1 1
problema 367). 393. — x——sen 6x+—sen 12x ———sen®6x
16 12 64 144
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394,

395.

396

397.

398.

399.

400.

3
_Cotg X — m

2 1
tg x+=tg®x+—-1g° x
g 3 g 5 g

cotg’x  cotg’x

3 5

tg x+ tg?x_ 2cotg 2x

3 __1
2tg’x  4tg* x

%tgzx+3€n\tg x| -

+2/n

X
tq 2]
92‘

27

[

Anotacoes

Anotacoes

J
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