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1. [4 Pontos]
) (l _ e—l) k
Determine a somada série Zl k
2. [5Pontos]
Os vértices do tridngulo ABC pertencem a hipérbole xy = 1. Demonstre que seu ortocentro também
pertence a essa hipérbole.

3. [5Pontos]

_ n n-1
Sgjam 0 < x; < X <X X, todas as raizes reais do polinbmio F()=a,x" +a, ,x™" +..+ax+a,
sendo n > 1. Se 'y, Y»,?Y» S30 todas as raizes do polindmio g(x) = f(x) — xf’ (X) e z1, 2,?,2, S80
todas as raizes do polinémio h(x) = f(x) + x f’ (x), demonstre que essas raizes sdo reais e satisfazem

V1<0<z21<X1<Y2 <2< % <K Yy < 2, < X

4. [6 Pontos]

A soma de dois quadrados perfeitos consecutivos pode ser um quadrado perfeito:  por
exemplo,

3% + 42 = 52, Encontre o menor inteiro n > 2 para o qual existem n nlimeros inteiros consecutivos
tais que a soma dos seus quadrados seja um quadrado perfeito.

5.
No jogo tetris—5 s80 usadas pecas de quatro tipos, que séo pretas de um lado e brancas no outro,
gue séo mostradas na figura abaixo:

Fd ¥

As pecas podem ser colocadas num tabuleiro quadriculado n x n em qualquer posicdo, desde que
n&o se superponham e tenham o lado preto para acima.

a) [2 Pontosg]
Demonstre que é possivel cobrir um tabuleiro 8 x 8 do qual foram retiradas as quatro casas
dos vértices.

b) [4 Pontosg)
Demonstre que ndo se pode cobrir um tabuleiro 1999 x 2001 do qua foram retiradas as
quatro casas dos vértices.



6. [7 Pontos]
SgaN ={1, 2, 3, } o conjunto dos nimeros naturais, esgaNm={0, 1, 2,, m— 1} paratodo
m [ N. Demonstrar que para qualquer funcéo f: N - N, existe um nimero read o ta que
[a"] =f(n) (mod m) paratodo n [J N.
Nota: [X] €0 Unicointeirota que[x] < x<[X] + 1.
7. [8 Pontos]
Em R3, define-se o produto "o" do seguinte modo:
XY, 20 (U, v,t)=(xu+ yt+2zv,xv+ yu+ zt, xt + yv + zu).

Demonstrar que paraqualquer K O N, se(x,y,2*=(0,0, 0) entiox=y=2z=0.

Nota: Define-se (X, y, 2= (X, ¥, 2" 0 (X, Y, 2 paraqualquer inteéirok> 1, e (X, y, 2*= (X, ¥, 2).

Tempo: 5 horas.



