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i FRENTE: MATEMATICA IV

Somatorio — Definicao e Propriedades

Seja (a), _, uma sequéncia de nimeros reais e m e n naturais,
com m < n. Usaremos o simbolo

n
2.2
i=m

para indicar asomaa_+...+a..

Se (a),_, e (b),_, sdo sequéncias de numeros reais e ¢ € um

numero real qualquer, as seguintes propriedades sao validas:
Propriedade 1: z‘”:mc =(n-m+1)c.

Prova: Inicialmente, defina a = ¢, Vi € IN. Considere m fixo.
Faremos inducdo sobre n. Para n = m, temos

M=

a c=c=1xc=(M-m+1c.

1M

| I=m

Suponha o resultado vélido para algum n >m. Agora, note que

n
A+ A= 2 C+HC=

=(n-m+MNc+c=[n+1-m+1]c,

O que encerra a prova.

As demonstracdes (por inducdo) das préoximas quatro
propriedades sdo deixadas como exercicio.

n
Y a.
I=m

Propriedade 2: ) ca =

i=m

Propriedade 3: Y (a +

b)=Yat Y.

I=m I=m

n p n
Propriedade 4: > a =Y a + Y a,comm<p<n.

i=p+1

J)(22)

Propriedade 5:

i=m

(£
j=m
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Somas Telescopicas -
Definicao e Exemplos

Definicao: Uma soma telescopica é toda soma do tipo
2 (a\ +1 = a\), comm<n.
I=m

Observe que, essencialmente, uma soma telescdpica consiste
de um somatorio de diferencas sucessivas entre termos consecutivos
de uma sequéncia dada.

Proposicao:

M-

(a\+1 - a\)z a1~ A

m

Prova: Considere m fixo. Faremos inducao sobre n. Se n =m,
a conclusdo é imediata. Suponha o resultado valido para algum n > m.
Perceba que

n+

2 (a\ +1

n
m i=

- a\)z Z(a\+1

m

_ai)+ (an+2 _an+1)=

= (an+1 - am) + (an+2 - an+1) = an+2 —dn = a(n+1)+1 - am-

Exemplo 1: Denote por S (m) a soma das n primeiras m-ésimas
poténcias de naturais nao nulos, isto &,

S, (m)

Mostre que, para todo k > 2, tem-se que

k-1 k
Z(an(l):(nﬂ)k = 1(%).

I=0

Solucao: Pelo bindmio de Newton, podemos escrever

k-1

i = Z(k.)ijﬂk N
<o\

=)

i+ 1) = i(k)
j=o\J
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Tomando somatérios em ambos os membros da igualdade

anterior, obtemos
Z[Zm"} = Y[+ - k]
i=1lj=0 i=1

- 2[('8)0 + (l;) i+ +(k Ii 1) i“] =+ 1 -1,

em virtude da proposicao que acabamos de demonstrar. Pela
Propriedade 3, temos

Bl(a)r (5

Sy -5 5t )

i=1

k-1

e agora, pela Propriedade 2, segue-se que

S 3B)--3)

- (g)zm (ﬁ)zl o (k « 1)

i=1

- (g) 5.(0) + ('j)snm) - (k k 1) Su(k = 1) = Tz;('f) 5.0}

A formula obtida acima tem consequéncias importantes.
Essencialmente, (*) é uma férmula recursiva, de maneira que,
de posse de alguns valores iniciais, é possivel determinarmos uma
formula fechada (em funcao de n) para S, (m), qualquer que sejam > 0.

nin + 1)

Perceba que S (0)=neS(1)=t = . Tomando k = 3 em (*),

n
por exemplo, obtemos

i(?)sn(l) S+ —15

R (g)s (0) + (f)snm) ¥ @S (2)=

=S,(0) + 3S,(1) + 35,(2) =

=n+M.,.3Sn(2)=(n+1)3—1=r13+3r12+3n—>

— 3n? +5n 4+ 65,(2) =2n® + 6n* + 6n —>
5652 =2 +3n* +n=n(n+ 1) 2n+ N>
_nin+N2n+)

= 5.(2) = ErE—

e encontramos uma férmula fechada para o calculo da soma dos n
primeiros quadrados perfeitos ndo nulos!

No que segue, utilizamos o resultado obtido no exemplo 1
para demonstrarmos o Teorema de Aryabhata.

Exemplo 2: Teorema de Aryabhata: A soma dos n primeiros nimeros
triangulares é

nn+1(Mn+2)

—s

Prova: Temos

B l|:n(n +1) N nin+1Q2n+ 1)] B
- . - -

- w como queriamos demonstrar.

Agora, vejamos a seguinte
Definicdo: Seja (a ) . uma sequéncia de nUmeros reais.
nnelN’

Dizemos que lim a_ =+ se, paratodo N >0, existe n, € IN tal que,

n —+eo

sen>n,entaoa >N.
Lema: Seja c um numero real. Se  lim a_ = +oo, entao

N —+eo

lim L 0.

N+ g

Prova: Se c = 0, imediato. Suponha ¢ # 0 e seja ¢ um numero

real positivo. Como. lim a, =+, dado N = % existe n, € IN tal
que, se n > n,, temos

[l

a3 >N="——>
€

e a prova esta encerrada.

Para o préximo exemplo, utilizaremos o lema demonstrado
acima.
Exemplo 3: Seja t, 0 k-ésimo numero triangular. Calcule:
51
lim > —.

nN=+e 724 ti

Solucao: Note que

de modo que

25 =2

E facil ver que lim (n + 1) = +o0; logo, lim [L) =0,
n —+oo n—+eo\ N 4

em virtude do lema acima. Assim,
lim Zl= lim |2 T lim 2— lim S
n—>+eoi:1‘[i N—+eo n+1 n—+oco no+e | N+ 1
=2-0=2.

E muito comum empregarmos somas telescopicas para a
obtencao de férmulas poderosas em trigonometria.

Exemplo 4: (Identidades trigonométricas de Lagrange)
cos x(n + 1)
5) . L
2 Zsen(i)
2
+3)
sen| x| n+ —
RGP

0 1
Il Y cos(ix) = —=————= — —.
=1 Zsen(g) 2

.Y sen(ix) = % cotg(
i=1

com x # 2km.

FBONLINE.COM.BR
11717111717117117177

009.341 - 135173/18



MoébuLo pe EsTubo

As demonstracdes (por inducdo) das préximas quatro

propriedades serdo deixadas como exercicio.

Prova: Daremos a demonstracao de | (a prova de Il), que é

absolutamente anéloga, deixada como exercicio. Antes de comecar,
recordemos duas das férmulas trigonométricas de prostaférese: o
n n
Propriedade 2: (H ai) =[]a"
i=m i=m

cosp — cosq = —Zsen(w) sen(u) *)
2 2
senp — senq = Zse”(p ; q) Cos( 2 Propriedade 3: [ b, = (1—_[ aiJ (l-_[ bi).
IT..a ,comb,#0, paratodoi, m<i<n.
n bi

i=m

Propriedade 4: ﬁ % =

i=m M

=

Note que x # 2km — X # kmt, e portanto, sen(%) # 0. Dal,

. X o o
2sen(ix) sen(i) (1) cos [x (| —2)] — CoS [x (| + 2)] n
' Propriedade 5: []a =

2sen (5) 2 sen (5)
2 2

Tomando somatdérios em ambos os membros da igualdade

i=p+i

_ﬁai]( f[ ai),comm3p<n.

I=m

N

sen(ix) =

Produtos Telescopicos -
Definicao e Exemplos

cos x(i+l) — CoS x(i—l] :
2 2
Definicdo: Um produto telescdpico é todo produtério do tipo

acima, obtemos

n : ‘] n

Ysen(ix) = - ———— Y

=1 2sen| X | =

2

Agora, repare que nog . .

g pared H—”,commsneai;&O,paratodoum3|3n.
o1 o1 , " i=m &
{cos[x (| + —)] - cos[x(l - EH} é uma soma telescépica, m 9

Perceba que, essencialmente, um produto telescépico

consiste de um produtério de quocientes sucessivos entre termos

n
i=1
consecutivos de uma sequéncia dada.

de modo que
isen(ix)z;x cos5 —cosxn+l = ic3o"
P X 2 2 Proposicao:
2 sen| -
D diir Gy
i=m ai am .
(5 =) 3]
cos| = cos|x|n+ = cos| x| n+ =
_1 2) 2)1_1 cotg (5) 3 2)] Prova: Considere m fixo. Faremos inducio sobre n. Se n = m
2 senl X 2sen| X 2 2 2sen[ X a concluséo é imediata. Suponha o resultado vélido para algum n > m.
2 2 2 Note que
'ﬁ& _ (ﬁ dis g ]x Gn+2 _ Gnst % G2 _ a(n+1)+1.
i=m ai i=m ai an+1 am an+1 am

Produtorio — Definicao e Propriedades
uma sequéncia de nUmeros reais e m e n naturais,
Exemplo 5: Ache uma férmula fechada para o produtério

Sefa (a),.
com m < n. Usaremos o simbolo
=2l

0
n

para indicar o produto a_x ... x a
sequéncias de nimeros reais, c € R e

Sejam (a), ) & (), .y
p € IN. As seguintes propriedades sao vaélidas:

Propriedade 1: Hi”=mc —nemet
: , ' _
Prova: Considere m fixo. Faremos inducao sobre n. Paran=m, B H — 1]
“li=2
i

temos
m
[[c=c=c=c"m0
i=m
o 1 n 2n
Suponha o resultado vélido para algum n>m. Agora, note que =X —-=—
n+1 n+1
2

Para encerrarmos, vejamos mais um exemplo.
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Exemplo 6: (Professor Isaac Luis) Determine o valor de
2017 .
2018] ], logi, i
Solugao: Inicialmente, provaremos o seguinte
Lema: Sejam m e n naturais ndo nulos, com m < n, entdo
n
Hlogi+1 I= |ogn+1 m.
I=m
Prova: Note que, se m = 1, temos

llllogi+1i=0
i=1

= |09n+1 1.

Suponha, portanto, m > 2. Seja ¢ um ndmero real tal que 0 < c= 1.
Pelo teorema da mudanca de base de logaritmos, podemos escrever

0 .y logi n 1
|O i+ | = _C = - =
[T1eg... il:!nlogclﬂ Lt log i+ 1
log,
Hinzm1 1 log. m
= : = = =log,,.; m.
Hn logii+1 logn+1 Jog n+1
=™ Jog, i log. m

Voltando ao problema, perceba que, pelo lema acima,
2017

H|09i+1 i = logy015 2.
i=2

Logo,
2017 i log, >
2018' Ii:z |091+1 =2018 "018° = ).

Exercicios

01. O valor da soma

o 20 a
sen| = | sen| = |,
n; (3”) (3”)

para todo a € IR, é igual a:

A) l[cos(i) — COoS oc:|
2 729
0 (i)l )
2 243 729
Q) cos( @ ) os(i)
243 729
D)l[cos(i) - os(i)]
2 729 243

E) cos 2 - cosa
729

02. Asequéncia(y) _, étalquey, -y, ,=2n, paran > 2.Sabendo-se
quey, =-1, entdo, o termo y,, é igual a:
A) 41
B) 459
Q) 359
D) 460

03. Calcule

04. (Professor Isaac Luis) Mostre que a soma dos n > 2 primeiros
repunits nao é um repunit.

05. Dado z = %(—1 + \/§|) entao 2:: Z" éigual a:

Sugestao: aplique as identidades trigonométricas de Lagrange.

_82_9\/5

E) %fai

06. Asoma Y [cos(oc + kn)], para todo o € [0, 2], vale:
k=0
A) —cosa., quando n é par.
C) cosa, quando n é impar.
E) 0, quando n é impar.

B) —sena, quando n é impar.
D) sena, quando n ¢é par.

07. Deduza uma formula fechada para o produtério

f[ocos (2x),

com x # kZ—TIE (ke Z), paratodoi, 0 <i<n.

08. Seja c um numero real tal que 0 <c< 1e(a), _, uma sequéncia
de nimeros reais em que lim a_ = +o0. Faca 0s seguintes itens:
n— +oo

A) Mostre que lim cn=0

N— +eo

B) Calcule lim H(1+c2‘)

N— +oo

09. Ache uma formula fechada para o somatério abaixo:

X
|091Q/3—

—2 _— éigual a:
n= 1|Og 8n+2

10. Asoma ¥

A)§

g) 14
15

02
16
D)~
18

E) 1
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11. Considere as seguinte; afirmagée; sqbre nUmeros .reais: Gabarito

l. Se a expansdo decimal de x é infinita e periédica, entdo x é

um numero racional; 0 02 03 0a o5
[ M 1 2 A B - - B

TNz -V =22
06 07 08 09 10

I In3/e” + (log; 2) (log, 9) é um namero racional. E _ _ _ D
E (sao) verdadeira(s): n 12 13 14 15
A) nenhuma. D C - B) 1 B
B) apenas Il. -
Q) apenas | e ll. — Demonstracao.
D) apenas | e lll.
E) I, lelll. - ~N

12. Considere a matriz M = (m,), ,talquem =j-i+1,i j=1.2. i
Sabendo-se que v J ‘// Anotacoes
A 1 0])_
det(gl\/l - n|:1 1]] =252,

entdo, o valor de n é igual a:
A) 4
B) 5
Q6
D) 7
E) 8

13. Encontre o conjunto solu¢do S < R da inequacdo exponencial

3x—2+i3x+k<1081
K= - 18

14. Faca os seguintes itens:
A)Seja (a,), _, uma sequéncia de numeros reais tal que

lim a, =L > 0. Mostre que lim \/a =L

n— +oo

B) Use o resultado do item anterior para calcular o seguinte limite:

15. Seja f: [-1, 1] - [—g g] a funcao definida por f(x) = arcsen(x).

Entao, a soma

éigual a:
A) E1t
162
245
—n
162
152
-—n
81
82

D)——m
) 81

79
-—n
162

B)

@)

E)
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