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Apresentacao

Caros alunos

E sempre um grande desafio para um autor definir o conteldo a ser ministrado
no Ensino Médio, distribuindo-o pelos trés anos. Por isso, depois de consultar as
sugestdes da Secretaria de Educacdo Basica (entidade pertencente ao Ministério
da Educacdo) e de ouvir a opinido de inimeros professores, optamos pelo seguinte
programa:

Volume 1: nocdes de conjuntos, conjuntos numeéricos, nocdes gerais sobre funcoes,
funcdo afim, funcdo quadratica, funcdo modular, funcdo exponencial, funcdo logarit-
mica, progressdes, semelhanca e tridngulos retangulos, areas das principais figuras
planas, trigonometria no tridngulo retangulo e estatistica descritiva.

Volume 2: trigonometria na circunferéncia, funcdes circulares, trigonometria em um
tridngulo qualguer, geometria espacial de posicdo, areas e volumes dos principais
solidos, matrizes, sistemas lineares, determinantes, analise combinatdria e proba-
bilidades.

Volume 3: geometria analitica plana, niumeros complexos, polindmios, estatistica
descritiva, matematica financeira e equacdes algébricas.

Ao tratar de alguns assuntos, procuramos apresentar um breve relato historico
sobre o desenvolvimento das descobertas associadas ao tépico em estudo. Ja em
capitulos como os que tratam de funcdes, matematica financeira e estatistica des-
critiva, entre outros, recorremos a infograficos e matérias de jornais e revistas, como
forma de mostrar a aplicacdo da Matematica em outras areas do conhecimento e
no cotidiano. S&o textos de facil leitura, que despertam a curiosidade do leitor e
que podem dialogar sobre temas transversais, como cidadania e meio ambiente.

No desenvolvimento tedrico, procuramos, sempre que possivel, apresentar os
assuntos de forma contextualizada, empregando uma linguagem mais simples. En-
tretanto, ao formalizarmos os conceitos em estudo (os quais sao abundantemente
exemplificados), optamos por termos com maior rigor matematico.

Tivemos também a preocupacdo de mostrar as justificativas logicas das pro-
priedades apresentadas, omitindo apenas demonstracdes exageradamente longas,
incompativeis com as abordagens feitas atualmente no Ensino Médio. Cada nova
propriedade € seguida de exemplos e exercicios resolvidos, por meio dos quais &
explicitada sua utilidade.

Quanto as atividades, tanto os exercicios como os problemas estdo organizados
em ordem crescente de dificuldade.

Cada capitulo do livro é encerrado com um desafio. Geralmente € um problema
mais complexo, que exige maior raciocinio, articulacdo e criatividade do leitor na
busca da soluc&o. E mais uma oportunidade para vivenciar a resolucdo de problemas.

Os autores




Conheca este livro

Inicio do capitulo

0 inicio do capitulo recebe destaque especial
e, sempre que possivel, é introduzido com
situacoes do cotidiano.

e

Introdugso & Geometria Analitica

0 segundo terco do século XVI fof um importante perodo da hiséra da Matemitica, com
destaque para o grande é dos quaisdes
{acamos René Descartes @ Pirre de Fermat. A les usualmente atibui e 2 invengo da Geometria
Analtic nes dessa época também dever ser lr o Rober

Mersen
René Descarts (1596-1650) rcebeu, desde cedo, uma educaga
s d

ferencada e dedicou grande
de 1637,

Descartes

aceitar nada com verdade sando fossem
tadas provas com clareza e distingio, Esse

Um pouco de histdria

0 trabalho com a Histéria da Matemética coloca
os alunos em contato com o processo de
construcdo do conhecimento e a criatividade na
resolucao de problemas enfrentados pela
humanidade no decorrer do tempo, situando
também os acontecimentos na linha do tempo.

Troque ideias

A secdo propde atividades que devem ser
realizadas em grupo. Tais atividades buscam
despertar a curiosidade e levar o leitor a
construir novos conceitos ou aprofundar
conteudos ja apresentados, além de favorecer
a autonomia e instigar a busca pelo
conhecimento.

Exercicios

Grande variedade de exercicios é proposta
nesta secao que tem por objetivo consolidar os
conteddos e conceitos abordados.

-4
-
EXERCICIOS [P0

Desafio

Ao final de cada capitulo é apresentado um
desafio com o objetivo de, mais uma vez,
permitir que o leitor vivencie a resolucdo de
problemas, estimulando sua criatividade e
seu raciocinio.

Aplicacoes

Incluem textos que ilustram o emprego de
conhecimentos matematicos a outros campos,
estabelecendo, por exemplo, um elo entre a
Matematica e a Fisica ou entre a Matematica e
a Economia. Os textos aprofundam alguns
conceitos e auxiliam a construcao de outros.

b-

TROQUE IDEIAS

[Resolvendow o trianguls ]

como porum satéite,

povoado da regia tres focos pelos 15, £(-8, ~1)
R 11).A representada £ Tkm.

i

1parte
Para combater o ncéndio, instalara
ponto equidistante dos tds focos.
2) Em que ponto P serd instalada a base do corpo de bombeiros?

b) Qual & a distancia real entre P @ cada foco de incéndio?

2 parte

TE. Con
mediatrz de um  siderando um ponto P qualquer dem, & possivel
fara esse segmento ante das extremidades.

etia Plana,

Aplicagdes
As drbitas dos planetas

| 0 modelo heliocéntrico

Exemplos e Exercicios resolvidos

Todos os capitulos deste livro apresentam
séries de exercicios intercaladas em meio ao
texto. Muitas destas séries sdo precedidas de
exemplos ou exercicios resolvidos, que
auxiliam o leitor a ampliar o repertério de
exemplos apresentados no texto.

P
© | EXERCICIOS RESOLVIDOS

Pl defncso de igualda,

2em@iro

Pense nisto

Chamadas curtas sao intercaladas em meio ao
texto, convidando o leitor para refletir sobre
algum detalhe do texto, alguma propriedade
ou alguma solucado para um problema.

4

Demonstracéo da férmula da distancia de
um p t:

onto a uma reta

Ssibx-ay + fay, — by) < 0

jonal de P sobr . Devemos resolver o

ultplicada por
b

39 Calculamos a distancia entre P e P

A distinda de Pa réa dstincoente i, y, PRt 200 2o P 30K

Um pouco mais sobre

Alguns contetidos podem ser complementados
ou aprofundados a partir da leitura de textos
no final de determinados capitulos.



Sumadrio

Capitulo 1— O ponto
Um pouco de Histéria — Introducao

a Geometria Analitica..........n 7
Plano cartesiano ... 8
Distancia entre dois pontos........................ 10
Ponto médio de um segmento ... 14
Mediana e baricentro................................ 15
Condicao de alinhamento de trés pontos....... 18
Troque ideias — Resolvendo um problema
com o circuncentro do tridangulo.................. 22
Capitulo 2 — A reta
INtrodUCa0 ..o 24
Equacdogeraldareta. ... 25
Casos particulares ... 26
Reciproca da propriedade ... 27
Inclinacdo de uma reta ... 33
Coeficiente angular ... 34
Equacdo reduzida de uma reta........oo 36
Funcéo afim e a equacdo reduzidadareta......... 41
ParaleliSmO ... 43
Base média de um tridngulo.........oi 45
Perpendicularidade.. ... 46
Outros modos de escrever a equacao de uma reta..50
Forma segmentaria. ... 50
Forma parameétrica.................o 51
Distancia entre pontoereta.................... 52
Area do triangulo ... 56
Inequacées do 12 grau - resolucdo grafica...... 58
Aplicacdes - Uma introducao a
programacao linear. ..., 63

Um pouco mais sobre: Demonstracao da
foérmula da distancia de um ponto a umareta... .. 65

Capitulo 3 — A circunferéncia

A equacao reduzida da circunferéncia........... 66
A equacao geral da circunferéncia ... . 70
Método I: completando os quadrados........... 70
Método II: analisando os coeficientes............. 70

Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia..73

Inequacdes do 22 grau com duas incégnitas ... 75
Posicao relativa de reta e circunferéncia............ 77

Método alternativo. ... 80
Intersecao de circunferéncias....................._ 83
Posicoes relativas de duas circunferéncias. ... . 84

Capitulo 4 — As conicas

O QUE € lIPSE? 89

Equacdo reduzida (I) ..o

Equacao reduzida (II)

Translacdo de sistema
Elipses com centro fora da origem

e eixos paralelos aos eixos X €Y.
Aplicacoes — As orbitas dos planetas
Hipérbole . ...
O que é hipérbole? .. 98
Equacdo reduzida (I) ... 99
Equacao reduzida (II) ... 101
Hipérboles com centro fora da origem........... .. 103
Hipérboles e funcoes reciprocas.................. 105
Pardbola ... 106
O que é pardbola? ... 107
Equacdo reduzida (I) ..o

Equacao reduzida (II)
Parébolas com vértice fora da origem.

Pardbolas e funcdes quadréaticas
Reconhecimento de uma conica pela equacao. 113

EHIDSES o 113
HIPErDOIES 115
Pardbolas

Intersecdes de conicas

Capitulo 5 — Estatistica basica
INtroducao ... 120
Aplicacoes — As pesquisas eleitorais............. 127
Medidas de centralidade e dispersao
Medidas de centralidade

Medidas de dispersao (ou variabilidade)
Amplitude
VarianCia. oo
Desvio Padr80 ...

Desvio MEdIO ..
Medidas de centralidade e dispersao para
dados agrupados ...

Célculo do desvio padrao
Determinacdo da classe modal ... 148
Célculo da mediana ... 148

Capitulo 6 — Matematica Financeira
Introducéo............

Aumentos e descontos




Sumdrio

Juros simples ... 159
CONCOITO 159
Juros compostos.... 163
Juros compostos com taxa de juros variavel........ 166

Troque ideias - Compras a vista ou a prazo (I).. 169
Aplicacoes — Compras a vista ou

a prazo (II) - Financiamentos. ... 170
Juros e fUNCOeS ... 173
JUros SiIMPIes. 173
JUrOS COMPOSTOS...ooooo 173

Aplicacoes — Trabalhando, poupando
e planejandoo futuro .. ... 176

Capitulo 7 — Niimeros complexos
Um pouco de Histéria — Introducao

aos numeros complexos. ... 178
Conjunto dos nimeros complexos ... 179
Forma algébricade z. ... 182
Conjugado de um numero complexo . ... 186

Interpretacdo geométrica do conjugado........... 186

Quociente de dois numeros complexos
na forma algébrica

Médulo 190
Interpretacdo geométrica do médulo ... 190
Argumento ... 192
Representacdes geométricas do argumento
PIANCIPAN 193
Forma trigonométricaou polar................_. . 196

Capitulo 8 — Polinémios

Introducao aos polindmios ... 200
Troque ideias — Problemas com polindmios....... 200
DefiNiCa0 ..o 201
Coeficiente dominante ... 201

Funcédo polinomial .......................202

Polindmio NUIO ... 203
Valor NUMEriCo ... 203
RaAIZ e 204

PolinOmios iguais (ou idénticos) ... . . 205
Adicao, subtracao e multiplicacao de

POliNOMIOS . 206
Divisao de polinébmios............................208
DivisGes POr X — @ ... 212
Teoremadoresto . ... 212

Dispositivo pratico de Briot-Ruffini .............214

Capitulo 9 — Equacoes algébricas

INtrodUCa0 . ..o 217
DefiNiCa0 ... 218
RAIZ i 218
Conjunto solUGAO. . 218
Um pouco de Histéria — A resolucao
de equUAaCOeS. ... 219
Teorema fundamental da Algebra (TFA) . 219
Teorema da decomposiCao ... 220
Consequéncia do teorema da decomposicao.......... 220
Multiplicidade deumaraiz. ... 224
DefiNICEO 225
Relacoes de Girard (relacdes entre
coeficientes e raizes) ... 226

Equacdo do 22 grau ... 226

Equacdo do 32 grau ... 227
EQUacao do 42 grau oo 228
Equacdo de grau Moo 229
Raizes complexas .. ... 231
TEOI@MIA .. 231
Teorema das raizes racionais................... 233

Troque ideias — Interpretando e construindo
graficos de funcdes polinomiais de grau
maior que 2 com um software livre.. ... 237

ResSpOStas. ... 240
indice remissiVo........oooe 253

Sugestoes para os estudantes .

Referéncias bibliograficas........................256

Manual do Professor -
Orientagcdes Didaticas ... 257



UM POUCO DE HISTORIA

Introdugcdao a Geometria Analitica

O segundo terco do século XVII foi um importante periodo da historia da Matematica, com
destaque para a grande intercomunicacao de ideias entre os matematicos franceses, dos quais des-
tacamos René Descartes e Pierre de Fermat. A eles usualmente atribui-se a invencdo da Geometria
Analitica. Outros nomes dessa época também devem ser lembrados, como Roberval, Desargues,
Mersenne e Pascal.

René Descartes (1596-1650) recebeu, desde cedo, uma educacdo diferenciada e dedicou grande
parte de sua vida a filosofia e a ciéncia. Sua obra mais importante, datada de 1637, é o Discurso sobre
0 método, em que apresenta as bases filoséficas do seu método para o estudo das ciéncias. Descartes
acreditava que o conhecimento matematico é mais cumulativo e progressivo que o de outras areas
do conhecimento, crescendo por acréscimos e ndo por substituicoes, como ocorria em outras
ciéncias, a medida que eram feitas novas descobertas. As demonstracdes usadas para validar determi-
nadas propriedades na Matematica possibilitavam a aquisicdo segura do conhecimento, e esse poderia
ser o caminho para a verdade e para novas descobertas das ciéncias. Segundo Descartes, nao se poderia
aceitar nada como verdade se ndo fossem apresen-
tadas provas com clareza e distingdo. Esse método
de organizar o pensamento cientifico, conhecido
como racionalismo, rompia com o empirismo do
passado.

Em um dos trés apéndices do Discurso sobre o
método encontra-se “Le Geométric”. A maior con-
tribuicdo desse texto é a ideia de dar significado as
operacoes algébricas por meio de interpretacdes geo-
métricas e, reciprocamente, “libertar” a Geometria
dos diagramas por meio de processos algébricos.

Esses principios originaram a Geometria Ana-
litica que conhecemos hoje e que passaremos
a estudar nos primeiros quatro capitulos desse
volume. Os pontos sao representados por pares
ordenados de nlimeros reais; as retas, circunferén-
cias e outras curvas podem ser descritas por meio
de expressoes algébricas, com as quais podemos
estudar propriedades das figuras geométricas. As
figuras sdo representadas em um referencial for-

e :
L= ) } René Descartes ensinando astronomia a rainha Cristina | da
mado por dois eixos perpendiculares, conhecido Suécia, por volta de 1649. llustracdo de D. Jaime Seix, 1876.

COLEGAO PARTICULAR/SHEILA TERRY/SPL/LATINSTOCK



CAPITULO 1

como sistema de coordenadas cartesianas, nome dado em
homenagem a Descartes. Vale lembrar, no entanto, que na obra

F Oy N 3 1A
( vl 'l LAY

O

o}

S

0

. o . ) A £

de Descartes ndo havia nada muito sistematico sobre sistema de RENATO DES CARTES g,

coordenadas, distancias, inclinagdo de retas, angulos etc. ana 1637 Gl el sunc e §

Pierre de Fermat (1601-1665), ao contrario de Descartes, ARl w 5

. R A i R L. .u e T_.m_ IN, r»m_! u-‘-"_,,. <

dedicava-se a Ciéncia e a Matematica por prazer. Sua grande bl i vl o §
. .~ . syt - wid agque fiwdio

contribuicdo para a Geometria Analitica foi a descoberta (um FEANEI Tor DL CHOOTEN, 3

1 " Lt 1 i, it Acaifemid Lugdune.-Tiatar Mashefeas &)

ano antes do aparecimento de “Le Geométric” de Descartes) do TR e £

i i inio: " 3 - e (oo - Weiellont At %

seguinte principio: “Uma equacgdo que apresenta duas quanti s Rejatiuniaciag

o]

O

dades incognitas descreve uma linha, reta ou curva”. Fermat
estudou desde casos de equacoes lineares simples até equacoes
quadraticas mais gerais. Sua obra, mais sistematica e didatica )

que a de Descartes, nao foi publicada em vida e, por esse moti- Luenyas Banavorri,
vo, a Geometria Analitica era considerada, na época, invencéo B s
Unica de Descartes.
Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Historia da Matematica. 32 ed. “Geometria” foi publicado em 1637 como
Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010. um apéndice do Discurso sobre o método.

I3 pPlano cartesiano

Consideremos dois eixos orientados, x e y, perpendiculares em O. O plano y
determinado por esses eixos é chamado plano cartesiano.

Cada uma das partes em que o plano fica dividido pelos eixos x e y recebe
o nome de quadrante. Os quatro quadrantes sdo numerados no sentido anti-
-horario, como mostra a figura ao lado: 0 X

O eixo x (ou eixo Ox) recebe o nome de eixo das abscissas.

22 quadrante | 12quadrante

32quadrante | 4¢quadrante
O eixo y (ou eixo Oy) recebe o nome de eixo das ordenadas.

O ponto O é a origem do sistema de eixos cartesianos ortogonal ou re-
tangular. Esse sistema é frequentemente indicado por xOy.
Dado um ponto P qualquer do plano cartesiano, tracamos por P as retas
paralelas aos eixos x e y. Sejam P, e P, os pontos de intersecdo dessas retas
Ccom 0s eixos X ey, respectivamente.

_ y
Dizemos que: b P
a abscissa de P (indica-se por x,) ¢ a medida algébrica do segmento OP ; ’
a ordenada de P (indica-se por y,) ¢ a medida algébrica do segmento O_PZ,' ;
- , . - o) P X
as coordenadas de P sdo os numeros reais X, e y,, indicados, em geral, 1
na forma do par ordenado (x,, y,).

EXEMPLO 1

Um ponto P possui coordenadas dadas por P(—2, 4). Isso significa
que a abscissa de P vale —2 e sua ordenada vale 4.
P encontra-se no 2¢ quadrante, como mostra a figura ao lado.




O ponto 9

OBSERVACOES &)

* A cada ponto P do plano cartesiano corresponde um par ordenado (x,, y,) de nimeros reais e, inversamente, para
cada par ordenado (x,, y,) de nimeros reais corresponde um ponto P do plano.

N\

* Um ponto pertence ao eixo das abscissas se sua ordenada é nula. Desse modo, para todo a € R, o ponto (a, 0) per-
tence ao eixo X.

* Um ponto pertence ao eixo das ordenadas se sua abscissa é nula. Assim, para todo b €R, o ponto (0, b) pertence ao eixo y.
* Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares (b, ,) se suas coordenadas sdo iguais.

y
3_ ________ b13
N |
N
Assim, para TOdO _a €R, o ponto (a, a) _? _:2_1. L= Por que o angulo indica-
pertence & bissetriz b 0_11 23 X do no sistema cartesiano
77 L 5 ao lado mede 45°?
W oeenee] -3
Porque b, é bissetriz do angulo xOy, que mede 90°.

* Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes pares (b,,) se suas coordenadas sdo opostas.

Sim; sim.
y Sea <0, o ponto (a, —a) pertence ao 22 quadrante.
Sea > 0, ele pertence ao 42 quadrante.
b24 --------- 13
A
Para todo a € R, o ponto (a, —a) per- 5450: T 2 3
tence 4 bissetriz b,,. o T x O ponto (a, —a) pode
M I pertencer ao 2¢ quadran-
DY L te? F ao 42 quadrante?
—34 i
. J
9
EXERCICIOS {2 Gbemno
1 Situe no mesmo sistema de eixos cartesianos os pon- 3 Dados os seguintes pontos:
tos A1, 3), B(—2, 1), C(0, —4), D(—3,0), E(=2, =3
osA(1,3),B(—2,1), (0,5 )1,( ,0),E(=2,-3), A-3, 3) E(*&) |(—%,—%>
F2, —1),GB, ~4) e H(;, 3).
B(ﬂ, o) FO, -5 )0, 1
2 Forneca as coordenadas dos pontos dados no 5
plano cartesiano abaixo. C(—4, —5) al3 11 K[— - 0
, 5 3
y
D(0, 2) HO; 3,20 L(—4,2)
L H Indique quais pertencem:
a) ao 12 quadrante. e) ao eixo X.
b) ao 22 quadrante. f) aoeixoy.
: c) ao 32 quadrante. 9) a bissetriz b, .
K
) " d) ao 42 quadrante. h) a bissetriz b,,.
4 Determine o sinal do produto das coordenadas de
M N um ponto:
a) do 12 quadrante.  €) do 32 quadrante.
! b) da bissetriz b,,. d) do eixo das ordenadas.




CAPITULO 1

5 Determine os valores reais de k para os quais o = 10 Os pontos (3, —2), (a, 5) e (b, 100) pertencem a
ponto P(k? — 9, 5) pertence ao eixo das ordenadas. uma reta paralela ao eixo y. Determine a e b.

6 Sendo a um numero real positivo e b um nimero 11 Determine as coordenadas dos vértices A, B, C e
real negativo, determine em que quadrante se D do trapézio isésceles abaixo.
encontra cada um destes pontos:

y
a) Pla, b) 0 R(Za, g) B 10 c
b)Q(—a, b) d)S(—a, —b) 13
7 Na figura a seguir as duas circunferéncias tém A, D x

centro na origem. Sabendo que a abscissa de A é
igual a 3, determine as coordenadas dos pontos

A B,CDEFGeH. 12 Os vértices de um tridngulo sdo os pontos

A(—4, 5), B(—4, 0) e C(1, 5). Mostre que esse
y triangulo é retangulo. Que segmento representa
a hipotenusa desse triangulo?

F
A
2 \ 13 Na figura, ABCD é um quadrado cujo lado mede
G C ot T - 6. Obtenha as coordenadas dos quatro vértices do
_/ quadrado.
\&f y

8 Para quais valores reais de m o ponto P(m, 2m — 1)
pertence ao 3¢ quadrante? A C

9 Os pontos A(3, 5), B(2, m) e C(—4, n) perten-
cem a uma reta paralela ao eixo das abscissas. 4
Determine m e n.

I3 pistancia entre dois pontos

Dados dois pontos distintos A e B do plano cartesiano, chama-se distancia entre eles a medida do
segmento de reta que tem esses dois pontos por extremidades.
Indicaremos a distancia entre Ae B pord,,. y
- 12 caso: O segmento AB é paralelo ao eixo x. A B
e , , . . A=Y ] T i
Adistancia entre A e B é dada pelo médulo da diferenca entre as abscissas
de A e B, isto é:

o] «x X X

dAB = |XA o XB| ) ¢
EXEMPLO 2
A distancia entre os pontos P(—=2, 4) e Q(3, 4) é dPQ =|-2-3|=|3-(=2)| =5.
Assim, d., = 5 u.c. (unidades
) . y
de medida de comprimento).
P4 Q
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- 22 caso: O segmento AB é paralelo ao eixo y.
y
yB T B
Yat----eA
0] >:<A=xB X
A distancia entre A e B é dada pelo médulo da diferenca entre as ordenadas
de AeB, isto é:
d/-\B - |y/-\ - yB|
EXEMPLO 3
A distancia entre os pontos R(3, =2) e S(3, 2) éd,, = |-2 — 2| = |2 — (=2)| = 4.
Assim, d.. = 4 u.c. (unidades
de medida de comprimento).
- 32 caso: O segmento AB n&o é paralelo a qualquer um dos eixos coor-
denados.
y
Vs Observe que:
y ] .dAP: |XA_XB|
.dBP: |yA_yB|
0 >i<A X, X
Aplicando o teorema de Pitadgoras ao triangulo APB, temos:
(d.)2=(_)?+(d ) No 12 caso, temos d = V(Ax)2 + (Ay)? = V(Ax) = |Ax]
e AP ” No 22 caso, temos d = V(Ax)? + (ay? = N(Ay? = |ay|
(d) = (Ix, = %1 + (ly, = ;1)
Como para todo a € R, |a|? = a?, podemos escrever: E
A expressao
(dAB)Z = (XA - XB)2 + (yA - yB)z d = J(Ax)? + (Ay)?, usa-
da para calcular a dis-
dg = “/(XA —x)" + (y, — V)’ tancia entre dois pon-

tos, pode ser aplicada
tanto no primeiro caso
apresentado quanto no
segundo?

Podemos observar ainda que, como (x, — x.)* = (x;, — x)? e (y, — y,)* =
= (y, — y,)% a ordem das diferencas que aparecem no radicando nao importa.
Assim, pode-se escrever, também:

d,g = V(AX)7 + (Ay)?

com Ax representando a diferenca entre as abscissas, e Ay, a diferenca entre as
ordenadas dos pontos.

11




12 CAPITULO 1

EXEMPLO 4

Vamos calcular a distancia entre os pontos
A(2, 3) e B(5, 1).
Temos:

AB

Assim, d,, = Y13 u.c. (unidades de
medida de comprimento)

- 4

Embora tenhamos deduzido a formula da distdncia entre dois pontos usando
pontos do 12 quadrante, podemos notar que ela ndo perde a validade quando
sdo utilizados pontos de outros quadrantes. Observe o exemplo a sequir.

EXEMPLO 5

A distancia d entre os pontos C(3, —2) oY
e D(—1, 4), representados no grafico ao K-“
lado, é dada por: .

d=VB-(-NE+[4-(—2F = g
=16 + 36 =52 ' 3 '
-1 '
Assim, d = 2413 u.c. (unidades de \
medida de comprimento). ) R c
; 4

A partir de agora serd omitida a expressdo u.c., unidades de medida de
comprimento, quando se tratar de distancia.

® | EXERCICIO RESOLVIDO

1 Mostre que o tridngulo de vértices A(2, 2), B(—4, —6) e C(4, —12) é retdngulo e isésceles. Em seguida,
determine seu perimetro.

Solucao:
y E preciso mostrar que as medidas de seus lados satisfazem o teorema de
Pitagoras.
Temos:
x © AB:d,, =+(-4-2+[2- (-6 =436 +64 =100 = 10

© ACd, =2 -4 +[2—-(-12)F =44 + 196 =200 = 1042
© BC:dy, =(—4— 42 +[-6 — (—12) =64 + 36 =100 = 10
Como (d,)? = (d,)* + (d,)? pois (10«/7)2 = 102_+ 10_2, concluimos que
o triangulo ABC é retangulo em B e seus catetos AB e BC possuem a mes-

ma medida. Assim, o triangulo ABC é isdsceles, e seu perimetro é igual a
10 + 10 + 1042 = 10(y2 + 2).
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5 )
EXERCICIOS {2 i

14 Determine a distancia entre os pontos dados. 22 Qs pontos A e B sao equidistantes de Q, per-

a) A5, 2) eB(1, 3) tencente a bissetriz dos quadrantes impares.
Sendo A(4, 2) e B(6, 8), quais sdo as coordenada

b) C(—1, 4) e D(~2, —3) (4. 2) & B(6, 8), quais sdo as coor >
de Q?

c) E(—4, —3)e 00, 0)

d) F(—5, 4) e G(2, —5) 23 O ponto P pertence ao eixo dos y e equidista de
A(—1, 1) e B(4, 2). Determine as coordenadas

e) H(—1, 5 el(=1,12) de P

f) J(=2, =1)eK@3, —4)
g) L(—4, 3) e M(—4, —7) 24 (Classifique, quanto aos lados, o tridngulo cujos

h) N(E, —«/7) . P(—«/?, «/7) vértices sdo (0, 0), (3, 2) e (—1, 4).

i) Q(1,3)eR(=3, 3) 25 Na figura, P ¢ equidistante de A(1, —1) e B(2, 3).
Obtenha as coordenadas de P.
15 Calcule o perimetro do tridngulo ABC, sendo
A1, 0), B(3, 7) e C(—2, 4). y

16 O ponto B tem ordenada nula e dista 5 de A, que R +B
possui ambas as coordenadas iguais a 4. Determine :

a abscissa de B.

i

. P
a 3 ol x
17 Entre os pontos A( > 1), B<1, > ) C2, 1) e +oep
D(0, 2), qual é o mais distante de E(1, 1)?
18 Ospontos ABm + 1, 15) e B(m, 3) pertencem ao
22 quadrante, e a distancia entre eles éigual a 13.
Qual é o valor de m? 26 Com base na figura seguinte, determine m.
19 Determine o perimetro do quadrilatero ABCD. y
y
A
B /////
\
\
[¢) \ X
\
C ~ \
-y
D
X

20 O centro de uma circunferéncia é o ponto (—1, 3).
Sabendo que o ponto (2, 5) pertence a circunfe- 27 Dados os pontos M(2, 0) e N(0, 2), determine P
réncia, determine a medida de seu didmetro. de modo que o triangulo MNP seja equilatero.

21 Mostre que o tridngulo de vértices (2, 4), (5, 1) e 28 Encontre trés pontos equidistantes de A(—2, 4) e
(6, 5) é isdsceles e calcule seu perimetro. B3, 1).




14 CAPITULO 1

I3 Ponto médio de um segmento

Ha situagdes em Geometria Analitica que envolvem mediatrizes de segmen-
tos, medianas e mediatrizes de triangulos e outros assuntos relacionados com
0 ponto médio de um segmento.

Seja M o ponto médio do segmento com extremidades A(x,, y,)
e B(x,, y,). Notemos, na figura ao lado, que os triangulos AMN e
ABP sdo semelhantes, pois possuem os trés angulos respectivamente
congruentes. Assim:

AM _ AN .
AB AP
Mas AB = 2 -(AM), pois M é o ponto médio de AB. ;
AM AN AN _ 1 a0 s | | |
Logo, vy ~ AP A -z AP =2 (AN of % xe=x %=x
Assim, temos:
I%, = X,| =2 |x, — x|

Como x, > X, e X, > x,, podemos escrever:

X, = X, = 2(x, = X) =%, — X, = 2(x, — X) =X, — X, = 2x, — 2X, =

_ Xy T X
= XM = 2
_ : , Yat Ve
Mediante procedimento analogo, prova-se quey,, = 5 -

Portanto, sendo M o ponto médio do segmento AB, temos:

xA+xB yA+yB
M( 2 2

EXEMPLO 6
Dados os pontos A(3, —2) e B(— % —4), vamos calcular as coor- Y
N -
denadas do ponto médio do segmento AB. 2 4 3
1.3 5 EIRERE
M 2 2 4 Ym 2 2
EXEMPLO 7

Seja M(0, 2) o ponto médio do segmento AB. Se A(—2, 5), para
determinar as coordenadas de B, podemos fazer:

-2+ X 5+y,
—e —

0=— 2

= x,=2ey,=—1

Assim, B(2, —1). Veja, ao lado, a representacao gréfica.
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® ' EXERCICIO RESOLVIDO

2 De um losango sdo conhecidos trés vértices, ndo necessariamente consecutivos: A(1, 3), B(—3, 5) e
C(0, 6). Determine as coordenadas do quarto vértice desse losango.

Solucao:
y Vamos, inicialmente, calcular as distancias entre os pontos dados, a fim de
descobrir quais sdo os vértices consecutivos desse losango:
64C
B, | 5 d, =+ +3)72+ 3 -5)7 =420
3l A d, =1 -07+(3B-62=410
dye =V(=3 =02+ (5 - 622 =410
=3 o[ 1 X

Como d, e d,_séo iguais, concluimos que AC e BC séo lados do losango e AB é uma diagonal. Lembrando
gue em qualquer losango as diagonais intersectam-se ao meio, podemos determinar o vértice D do losango:

y + M é ponto médio de AB:
_%tX 143
Xy = 5 = > =
M(=1, 4
_yA+yB_3+5_4 ( )
Yu = 2 -5 T
+ M também é ponto médio de CD:
X+ X, 0+ x,
: , WET g T T Ph T2
_i 0 i X yc+yD 6+y
3 1 yM:Tizl_: 5 D=>yD:2

Assim, o outro vértice é D(—2, 2).

Mediana e baricentro

Chamamos mediana de um triangulo o segmento cujas extremidades sdo
um dos vértices desse triangulo e o ponto médio do lado oposto a esse vértice.
Um triangulo possui trés medianas. Através da Geometria Analitica podemos
determinar as medidas das medianas de um triangulo. Vejamos:

Seja ABC o triangulo a seguir, de vértices A(1, 1), B(—1, 3) e C(6, 4).

Vamos determinar a medida da mediana relativa ao lado BC:

- O ponto médio M de BC é dado por:

(XB+XC YB+yC>:(—1 +6,3+4>:>M<— l)

5
2 "2 2 2 2' 2

15
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< O comprimento da mediana AM é obtido calculando-se a distancia entre A e M:

_ 5V 7V _ {3V ./ 5Y_1[9 .25 _[34 _A+34
b= 1303 - (33 - R - -
Por meio de um procedimento anélogo, podemos determinar o comprimento das medianas BN e CP.

As trés medianas intersectam-se no ponto G, indicado na figura anterior. O ponto de encontro das

trés medianas de um triangulo é chamado baricentro do triangulo. Veremos a seguir como podemos
determinar as coordenadas do baricentro.

Determinacao das coordenadas do baricentro de um tridngulo

Sejam A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x., y.) trés pontos nao alinhados no plano cartesiano. Consideremos o
triangulo ABC.

As trés medianas relativas aos lados AB, BC e AC sdo, respectivamente, CN, AP e BM. Elas se encontram
no ponto G, baricentro do tridangulo.

Vamos obter as coordenadas de G. Para isso, é preciso lembrar uma propriedade da Geometria
Plana: o baricentro do triangulo divide cada mediana em dois segmentos cujas medidas estdo na razdo
2 : 1, isto é, o segmento que tem um vértice do triangulo como uma de suas extremidades mede o

dobro do outro. Veja, por exemplo, a mediana CN, que fica dividida em dois segmentos: CG e GN,
com CG = 2 - (GN).

Temos:
X, X
. _ XT3 1
* N é ponto médio de AB = ' )
Yot VY Por que G é ponto
y = 2 L. —_
N 2 médio de QN?
Xg T Xc
= 3 P =y = . = o .
- XQ 2 G divide CN narazdo 2 : 1,entdo CG = 2 - GN. Como Q é o
- Qé ponto médio de CG = y_+y ponto médio de CG (CQ = GQ), entdo os segmentos CQ, QG e
Yo = % 4 GN sdo congruentes.
X, + X

- G é ponto médio de QN =

<
o
Il
<
N+ N
<
=
o
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Substituindo 11 e 3 em (5, temos:
X X X. + X X, + X 3x X, + X, + X
— _~Q N _ G C A B G _ A B C
xG—2+2=>xG—4+4:4— 2 =
X, + X + X
— A B C
SX =3
Analogamente, substituindo (2 e 4 em g, podemos concluir que:
— yA + yB + yC
yG - 3
, X, F X X +y. +
Assim, as coordenadas de G sao( 2 35 <, Yo éB Je >
Observe que a abscissa do baricentro é igual a média aritmética das abs-
cissas dos vértices do triangulo. Da mesma forma, a ordenada do baricentro
é igual a média aritmética das ordenadas dos vértices do triangulo.
Considerando o triangulo ABC da pagina 15, as coordenadas de seu
baricentro (G) sdo:
_ X T Xt X _1+(_1)+6_2
s = 3 - 3 -
3
_ YAt YVetyYe _143+4 8 3
Vs 3 3 3
- |
9
EXERCICIOS {2 Gberno
29 Determine as coordenadas do ponto médio do nadas. Sendo (—1, 2) seu ponto medio, determine
segmento cujas extremidades sao os pontos: as coordenadas de suas extremidades.
a) A1, 2) e B(2, 4) d) G(=3, 5)eH(3, -5) 35 Um triangulo possui vértices nos pontos (2, —1),
b) C(3, 5)eD(2, —=3)  e)I(4, 10)eJ(10, —4) (4, —3)e (-2, —5). Determine:
) E<—1, —%)e F<—3, %) f) L3, —4) e M(3, 2) a) as coordenadas de seu baricentro;

b) os comprimentos das medianas desse triangulo.

30 se (2, 3) é ponto médio de AB, com A(n, 5) e 36 M(1,2), N(5, —2) e P(3, —4) s0, respectivamente,
B(4, m), quanto vale m + n? 0s pontos médios dos lados AB, BC e AC do trian-
gulo ABC. Determine as coordenadas dos vértices

31 Os pontos A(2, —4), B(—2, 1) e C(—4, 5) sdo vér- desse triangulo

tices de um tridngulo. Determine o comprimento

da mediana AM do triangulo ABC. 37 Os pontos (2, 3), (5, —1) e (1, —4) sdo vértices
de um quadrado.

a) Quais sao as coordenadas do quarto vértice?
b) Qual é a medida do lado desse quadrado?

32 O pontoP(7, —3) pertence a uma circunferéncia de
centro (4, 2). Determine o ponto diametralmente
oposto a P.

38 Qual é o ponto simétrico de P(2, —3) em relacio:
a) ao eixo das ordenadas?
b) a origem do sistema cartesiano?

34 Um segmento possui uma extremidade sobre o €) ao eixo das abscissas?
eixo das abscissas e a outra sobre o eixo das orde- d) ao ponto (3, —4)?

33 Mostre que o quadrilatero de vértices (=8, —6),
(=2, 0), (=2, —4) e (4, 2) é um paralelogramo.

17
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39 Na figura a seqguir, o tridngulo de vértices A(6, 0), 42 Na figura, o tridngulo ABC é equilatero, e seu lado

0O(0, 0) e B éretangulo, e sua hipotenusa mede 8. mede 4 cm.
y y
B
A B
X
O| A X
Determine: C

a) as coordenadas de B; Determine:

b) a medida da mediana relativa a hipotenusa; a) as coordenadas de C:

c) o baricentro do tridngulo e sua distancia a b) a 4rea do triangulo ABC

origem.
_ 43 A respeito de um tridngulo ABC, sabe-se que:

40 Dados A(—13, —1) e B3, 5), determine as coor- 3 .
denadas dos pontos que dividem AB em quatro . M<1, —7) é ponto médio de BC.
partes iguails. cd,=9

41 : - e d =12
Um losango possui como vértices os pontos (2, —4), AC
(4, 4) e (—6, —2). Sendo (—1, 1) o ponto de en- -+ C(1,6)
contro das diagonais, determine o quarto vértice Determine as coordenadas de A, sabendo que elas
e a area do losango. sao numeros reais negativos.

\ J

I3 condicio de alinhamento de trés pontos

Para que trés pontos distintos estejam alinhados, suas coordenadas devem obedecer a uma condi-
cao que sera deduzida com a utilizagao da figura abaixo, na qual A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x,, y,) estdo na

mesma reta.
y

Y31

Y

Y11

Os triangulos retangulos BCE e ABD sao semelhantes.

<o BE _ CE - =% _ YT
Decorre a proporcao D~ BD' due pode ser escrita como R a— Desenvolvendo, obtemos

(%, = %) - (y, = y,) = (% = x,) - (y, = y,) = 0. Da:
XY, TXY T XY, TXY TXYs XY, XY, XY, =0

ou, ainda:
XY, T XY, + XY, = XY, = Xy, = XY, = 0

o : . Xy
Essa Ultima igualdade pode ser escrita sob a forma de determinante: Xl y; 11=0

X Y; 1



OBSERVACAO &)

~N
Se os pontos A, B e C pertencessem a uma reta paralela a um dos eixos (ao x, por
exemplo), o determinante também se anularia.
De fato, terfamos:
XW yW 1
Y=Y, = Va0l % Yy 1| = X XY XY T XY T Xy T Y, = 0
X3 y1 1
N\ J

Concluimos, entao, que:

Se trés pontos distintos A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x;, y,) sao colineares, entdo:
X Yy 1
D=|x, y,1|=0
X3 Y31

Vamos verificar agora que a reciproca dessa propriedade também ¢ verda-
deira, isto é, se D = 0, entdo os pontos sdo colineares.
Se D = 0, como vimos, podemos escrever:

(= %) y; = y,) = 0 = x) - (y, = y,)
Temos as seguintes possibilidades:

+ Sex, —x, = 0, isto & x, = x,, podemos ter:
x, = x, = 0=x, =x, =x, e, portanto, A, B e C seriam colineares por
pertencerem a uma mesma reta paralela ao eixo y;
ou
y; — Yy, = 0=y, =y, e dai, B = C nao pode ocorrer, pois estamos
admitindo que os trés pontos sdo distintos.

+Sey, —y, =0,isto ey, =y, podemos ter:
x, = x, = 0 =x, = x, e, dai, A = B; ndo pode ocorrer, pois estamos ad-
mitindo que os trés pontos sao distintos;
ou
y, —y,=0=y, =y, =y, e portanto, A, B e C seriam colineares por
pertencerem a uma mesma reta paralela ao eixo x.

*Sex, —x, #0ey, —y, # 0, teriamos:

— NXTX Y, T
06 =x)(y; —y,) =06 —=x)-(y,—y)= S
Dal, os triangulos retangulos ABD e BCE tém lados cujas medidas sao y
proporcionais, isto €, sdo semelhantes (pelo caso LAL), como mostra a
figura.
Consequentemente, temos o = [3, e os pontos A, B e Csao colineares.
Assim, acabamos de verificar que:

X, ¥y 1
SeD =|x, y, 1|=0,emqueAlx, y,), B(x,, y,) e C(x,, y,),

O ponto

X3 y3 1
entdo A, B e C sdo colineares.

19
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EXEMPLO 9

y ;
Observe que os pontos A(—2, —1), B(0, 3) e C(2, 7) estdo Cy
alinhados. !
—-2-1 1
De fato, o determinante| O 3 1|é nulo. -
2 7 1 B
Veja: '
~6+0-2-6+14+0=0
A ,'I (e} X

- L |
Para verificar se os pontos A(—4, —6), B(3, 15) e C(—2, 0) estao alinhados, calculamos o deter-
-4 —6 1
minante| 3 15 1|
-2 0 1
Temos:
—-60+12+0+30+18+0=-60+60=0
Assim, os pontos A, B e C sdo colineares.
- |

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

3 Determine o valor de m de modo que (=2, 7), (m, —11) e (1, —2) estejam alinhados.

Solucao:

Devemos impor a condicdo de alinhamento D = 0, ou seja: D =| m

-2 7 1
—11 1|=0.
1T =21

Temos: 22 +7 —2m+ 11 -4 -7 m=0=9m=36=m =4
Assim, os pontos (=2, 7), (4, —11) e (1, —2) pertencem a uma Unica reta.

4 Obtenha o ponto comum as retas AB e CD, sendo A(—3, 4), B(2, 9), C(2, 7) e D(4, 5).

Solucao:

Seja P(x,, y,) 0 ponto de intersecdo das retas AB e CD.

Temos:
4
« A, BePsiocolineares =D =0 = 9

Ul N <
o

* C,DePsaocolincares =D =0 =

X AN X NJU

<
o
_

De 1 e 2, segue o sistema {XP ~ Y= 7
. +y =
retas AB e CD é P(1, 8). %t Y =9

=0=5x, -5y, +35=0=x—y,=—7 1

=0=2x, +2y,—18=0=x,+ty, =9 2

, cuja solugao é x, = 1 ey, = 8. Assim, o ponto comum as
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EXERCICIOS §0 BN

44 \erifique se estes pontos estao alinhados. 52 Observe a figura abaixo e determine o ponto
7 1 comum aos segmentos AB e CD.
a) 2, 1),(7, —=]el3, =
3 3 y
b) (0, 4), (4, 0) e (2, —2) i
D
c (1,5,(=3,2)e(=7, 1) c
d) (6, 12), (—5, —%>e(o, 2) A
e) (=2, 3),(0, 0)e(6, —9) ° X

f) (=2,3),(,0e(=3,2)
53 Na figura, M, N e P estdo alinhados. Qual ¢ a

45 Para que valor de m os pontos (3, 1), (m, 2) e ordenada de M?

(0, —2) sao colineares? y
o)
46 Ache um ponto que esteja alinhado com P(3, 5) e [ AR
Q(-1, —3). . .
47 Ospontos (—3, —17), (1, 3), (6, 28) e (0, —2) per- Y

tencem a mesma reta? Verifique analiticamente.

54 Na figura, ABCD é um retangulo cujos lados me-
48 Dados os pontos A(0, —3), B(3, 3) e C(=2, =7), dem ove B, e A é a origem do sistema de coorde-
calcule as distancias entre eles e, com base apenas nadas cartesianas.

nesses dados, verifique se A, B e C estdo alinhados.

49 Para que valores de k os pontos (2, —3), (4, 3) e

(5, %) sao vértices de um triangulo?

50 Dados os pontos A(4, —15) e B(—4, 5), determine:

a) a relagéo entre x, e y, a fim de que P(x,, y,) a) Escreva as coordenadas dos pontos A, B, Ce D.
esteja alinhado com A e B; b) Obtenha o ponto de encontro das diagonais
b) o ponto em que a reta AB intersecta o eixo X. do retangulo.

c) Prove que um ponto P(x, y) qualquer esta ali-
) nhado com Ae Cse —fx + ay = 0.
51 Na figura, tg o = S ea abscissa de P é igual

a 6. Verifique, em cada caso, se O, P e Q estao 55 Em um jogo de computador, idealizado na tela
por um plano cartesiano, o herdi encontra-se

no ponto (—3, 2) e precisa salvar a princesa no
castelo, representado pelo ponto (2, 5), do outro
lado de um estreito rio, de trajetoria retilinea,
representado pelo eixo das ordenadas. O obje-
tivo do jogo é fazer esse caminho o mais rapido
possivel. Nessas condicdes, em que ponto do
plano ele devera cruzar o rio a fim de minimizar
o tempo de viagem?

alinhados:

-18, =10 . . S
a) Ql ' ) Admita que a velocidade do heréi seja igual para

b) Q(900, 600) qualguer movimento.
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27 TROQUE IDEIAS

Resolvendo um problema com o circuncentro do tridngulo

Professor, nesta atividade, os estudantes deverao fazer constru¢bes geométricas com régua e compasso. Consulte as respostas nas Orientagoes Didaticas.

Com o auxilio de fotografias tiradas por um satélite, foram localizados trés focos de incéndio em
uma area descampada, originados pelo calor excessivo e pela falta de chuvas. Para melhor orientacao,
um especialista construiu um sistema de coordenadas cartesianas em que a origem O é um pequeno
povoado da regido e representou os trés focos pelos pontos de coordenadas F,(0, 15), F,(—8, —1)
e F,(8, 11). A unidade de medida de comprimento representada no plano cartesiano é de 1 km.

y (km)

x (km)

Na primeira parte da atividade, é provavel que os estudantes
12 parte : : oaenies.
resolvam o problema impondo a igualdade entre trés distancias.

Para combater o incéndio, o corpo de bombeiros pretende instalar a base de operacdes em um
ponto equidistante dos trés focos.

a) Em que ponto P serd instalada a base do corpo de bombeiros?

b) Qual é a distancia real entre P e cada foco de incéndio?

Na segunda parte da atividade é proposta outra
forma de resolver o problema; por meio do
£l X oA !
2 parte circuncentro de um tridngulo.

Para as proximas questoes, vamos lembrar um Na figura abaixo, m é a mediatriz de AB. Con-
conceito da Geometria Plana: “mediatriz de um = siderando um ponto P qualquer de m, é possivel
segmento é a reta perpendicular a esse segmento - verificar que P é equidistante das extremidades

tracada pelo seu ponto médio”. do segmento, isto é, PA = PB.
P
H L " "
A B A M B
m m

Pense nisto:

AM = BM (pois M é ponto médio)
e N

AMP = BMP (angulo reto)

PM = PM (lado comum) Por que PA = PB?
Pelo caso LAL de congruéncia, APAM = APBM = PA = PB

) Represente, em um quadriculado, o ponto P determinado no item a e os trés pontos: F,, F,
e F,. Em seguida, com um compasso, trace a circunferéncia de centro em P e raio de medida
PF,. O que podemos observar?

Observe que o ponto P equidista de F, e F,, entao P pertence a mediatriz de E Da mesma forma, P pertence & mediatriz de ﬁe de ﬁ
Assim, P é o ponto de encontro das trés mediatrizes do triangulo FF F.. Esse ponto recebe o nome de circuncentro do triangulo.



O ponto

Vamos agora obter o ponto P de outro modo: usando
construgdes com régua e compasso. Para isso, vamos lembrar

ot P
como construir a mediatriz de um segmento qualquer AB:
19) Com centro em A e raio de medida AB (abertura do
compasso), trace uma circunferéncia.
29) Com centro em B e raio de medida AB, trace uma -

circunferéncia.

39) Considerando P e Q os pontos em que essas circun-
feréncias se intersectam, a mediatriz é a reta PQ.

Justificativa: Como PA = PB = QA = QB, o quadrila- Q

tero PABQ é um losango e as diagonais do losango

se intersectam perpendicularmente em seus pontos

médios.
Dai PQ L AB e M é ponto médio de AB; logo PQ é a mediatriz de AB.

d) Represente, em um quadriculado, os focos F,, F, e F.. Com régua e compasso, obtenha o ponto

P, circuncentro do triangulo F.F.F.. Verifique se as coordenadas de P, obtidas nessa construcao,
coincidem com as coordenadas obtidas analiticamente no item a.

Em um condominio, as casas estdo distribuidas ao longo de
trés grandes “avenidas” retilineas: A, A, e A,. O esquema ao
lado representa uma planta simplificada do local.

Inserindo-se convenientemente um sistema de coordenadas
cartesianas cuja origem O representa a rotatéria que da acesso avenida 1
as trés avenidas, podemos representar: O\

- duas avenidas pelos eixos cartesianos e uma pela bissetriz rotatoria

dos quadrantes impares;

o8
SETUP

avenida 2
K
’),O,

- a casa de Fabio pelo ponto F(4, 0);

* a casa de seu irmao, Gabriel, pelo ponto G;

+ a piscina do condominio pelo ponto P(—3, 1). Az

Nesse sistema de coordenadas, a unidade de medida de G avenida 3
comprimento é o centimetro e a escala utilizada é de 1 : 2000.
a) Obtenha as coordenadas de G nesse sistema cartesiano, P, 1
sabendo que a distancia real entre as casas de Fabio e i 57
Gabriel é de 100 metros. -3 0

b) Determine as distancias reais entre a casa de cada um
dos irmaos e a piscina.
Considere 2 = 1,4 e+13 = 3,6.

c) Um grande amigo dos irmaos planeja comprar um terreno no condominio e construir uma
casa, na avenida 3, que diste igualmente da casa dos dois irmaos. Em que ponto desse plano
seria representada a casa?

F
z{ avenida 1




3 introducio

Observe abaixo a reta r, que passa por varios pontos cujas coordenadas sdo conhecidas.

Um ponto P(x, y) qualquer pertencera a r se estiver alinhado a dois pontos quaisquer de r, por exemplo,
AeB:
4 7 1
3 51
X y 1
=20+ 7x+3y—5x—-4y—-21=0=>2x—y—1=0 1

A, BePcolincares =D =0= =0=

Se tivéssemos escolhido os pontos E e F, teriamos:

0o —-11
1 1 1

E, FeP colineares =D =0= -5 -2 1 =O:>—x—%y+2x——=0:>x—?y—

> =0 2

1
2
X y 1



A reta

As equacoes obtidas em 1 e 2 sdo equivalentes (observe que, se dividirmos os coeficientes de ' 1
por 2, obtemos (2 ) e nos mostram a relacdo que x e y devem satisfazer a fim de que um ponto P(x, y)
pertencaar.

A reta r pode ser analiticamente descrita por uma dessas equacdes ou por qualquer outra equivalente,
dependendo dos pontos escolhidos. Cada uma delas é chamada equacao geral de r.

n Equac¢ao geral da reta

A toda reta r do plano cartesiano esta associada pelo menos uma equa-
cdo do tipo ax + by + ¢ = 0, em que a, b e ¢ sdo nimeros reais, comae b
ndo nulos simultaneamente, e x e y séo as coordenadas de um ponto P(x, y)
genérico de r. Costuma-se escrever r: ax + by + ¢ = 0.

Vamos demonstrar essa propriedade:

Sejam Q(x,, y,) e R(x,, y,) dois pontos distintos do plano cartesiano, e r = QR é a reta determinada por

QeR.
Um ponto genérico de r é P(x, y), isto é, P é um ponto que “percorre” r.

Como P, Q e R estao alinhados, devemos ter D = 0, isto é:

x y 1
X, ¥, 1[=0=xy, +yx, + Xy, =Xy, —xy, —yx, = 0=
XZ y2 1

=xly, —y,) Fykx, —x)+ Xy, —xy,)=0=

Como x,, y,, X, ey, sao numeros reais conhecidos, podemos fazer:y, —y, = a, x, — x, = b e

Xy, — Xy, = ¢, e obtemos em '# : ax + by + ¢ = 0, que é chamada equacao geral de r.

OBSERVACAO @)

Na demonstracdo acima podemos entender o porqué de a e b serem coeficientes ndo nulos simultaneamente:
Sea=0,y,—y,=0=y, =y, ) . ) B o

= Q = R, o que é absurdo, pois consideramos que Q e R sdo pontos distintos.
Seb=0,x,—x, =0=x =X
Logo, ndo podemos ter a e b simultaneamente nulos.
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CAPITULO 2
EXEMPLO 1
Para obter uma equacdo geral da reta r que passa pelos y
pontos A(3, 2) e B(—=2, —1), basta impor a condicdo de ali- I .
nhamento para A, B e P(x, y), ponto genérico de r: 5
L Lo
3 2 1 1 o ; :
-2 -1 1]=0 2 -1 e P
P S 2 3
x oy 1 . b 5 2 3
] L —1
B

Calculando o determinante, temos:
—3+2x—=2y+x—-3y+4=0=3x—-5+1=0
Assim, r é dada pela equacdo: 3x — 5y + 1 = 0; eindica-ser: 3x — 5y + 1 = 0.

O ponto C(2, 1) nao pertence a r. De fato, suas coordenadas nao satisfazem a equacdo de r:
3:2-5-1+1=0= 2 =0 (falso)

J& o ponto D(—1, —%) pertence a r:

3-(—1)—5-(—%>+1=—3+2+1=0

Casos particulares

Se um dos coeficientes da equacao geral de uma reta (ax + by + ¢ = 0) é igual a zero, a reta
apresenta uma propriedade especial. Temos trés casos:

ca=0ey, —y,=0sy, =y, isto é dois pontos distintos dessa reta possuem a mesma ordenada.
Desse modo, se a equacao ndo tem termo em X, a reta é paralela ao eixo x.

EXEMPLO 2

Observe as retas r e s representadas na figura abaixo.

y

. ke

Escreva uma equacao

»lw

1 r da reta que represente
) 0 €ixo X.
y =0; 3y =0; =5y = 0 etc.
dy-3=0y= % é uma equacdo da reta s.
2y +1=0cy= —%é uma equacao da reta r.

*b=0ex, —x, =0=x =x,isto & dois pontos distintos dessa reta possuem a mesma abscissa.
Assim, se a equacao nao tem termo em 'y, a reta é paralela ao eixo y.



A reta

EXEMPLO 3

Observe as retas r e s representadas na figura abaixo.
x=0;2x=0; —4x = 0 etc.
y E
2x+2=0<x=—1éumaequacidodaretar. | Escreva uma equacdo
- oi . <
=1/ 0 3 X —x+ 3 =0 x= 3 éumaequagao da reta s. da reta que represente
0 eixoy.
S
r

cc=0oax+by=0
Nesse caso, para todo a € R* e b € R*, o par ordenado (0, 0) satisfaz a equacdo, ou seja,
a-0+b-0=0.
Desse modo, se a equacdo nao tem termo independente, a reta passa pela origem.

EXEMPLO 4
As retas de equagbes 3x — 2y = 0ex + 7y = 0 y 3x—2y =0
passam pelo ponto (0, 0). 3l

Reciproca da propriedade

A toda equagao da forma ax + by + c = 0, em que a, b e ¢ sdo nimeros reais tais que a # 0
ou b # 0, esta associada uma Unica reta r do plano cartesiano, cujos pontos possuem coordenadas

(x, y) que satisfazem essa equacao.

Demonstracao:
Sejam M(x,,, v,,), N(x,, y,) e P(x,, y,) trés pontos distintos cujas coordenadas satisfazem a equacao

ax + by + ¢ = 0. Vamos mostrar que M, N e P pertencem a uma mesma reta (admitimos a # 0).
Temos:

axM+byM+c=O:>xM=%
axN+byN+c=0:>xN=#
axP+byP+c=O:>xp=¥
—by,\aA—C v 1
Calculamos o determinante: );(r i:'] = # Yy |
Xp Yp —by, — ¢ y, 1
a
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Pela regra de Sarrus, chegamos a conclusao de que o determinante é nulo. Isso implica, como vimos,
que os pontos M, N e P sdo colineares.
EXEMPLO 5

Vamos construir o grafico da relagdo 3x + 8y — 7 = 0.
Como vimos, trata-se da equacdo geral de uma reta.

Para construi-la é suficiente conhecer dois de seus pontos: y
13
Sex=—-3,temos3:-(-3)+8 —-7=0= P 1,
=8y = 16 = y = 2; obtemos o ponto P(—3, 2). 1
Sex=5,temos3-5+8y—-7=0= =t T3 %
=8y = -8 =y = —1; obtemos o ponto Q(5, —1). -7 Qg

Construimos, assim, a reta PQ ao lado.

Vamos analisar a relacdo 3x + 8y — 7 = 0 de outro modo: se isolarmos y em funcdo de x, obtemos:

3 7
By=-3x+7=y=—>x+—
y X =y g XT3
Como vimos no estudo de funcdes, a leiy = —%x + % representa uma funcao afim (isto é, uma

funcao polinomial do 12 grau, de R em R, definida pory = ax + b (com a e b reais e a # 0), cujo gréfico
é uma reta obliqua ao eixo das abscissas.

Quando estudamos a funcao afim, vimos que o coeficiente a esté ligado a inclinacdo da reta e o co-
eficiente b é igual a ordenada do ponto em que a reta intersecta o eixo y. Mais adiante, vamos estudar
com mais detalhes essas relacoes.

Generalizando, podemos dizer que, se a equacdo geral de uma retaéax + by +c=0,coma # 0 e

b # 0, entdo ela representa a lei da funcao afim: y = —% X — %
E importante analisarmos dois casos particulares:
Sea=0eb#0,obtemosby +c=0cy= —% e, nesse caso, temos a lei de uma funcao constante.
Por exemplo, se a equacdo geral deumaretaré3y — 5= 0, entdoy = % representa a lei da funcdo
de Rem R que, a todo x € R associa a imagem % O grafico dessa funcao ¢ a reta r paralela ao eixo
das abscissas:
X y
y
‘ N 5
- 3 ¥Y=3
) |
0 X
R R
ffR—> R

f(x) = =—



A reta

Seb=0ea#0, obtemosax+c=0x= —% e, nesse caso, a equagao
geral ax + ¢ = 0 ndo define uma funcdo de R em R. Por exemplo, a equacdo

2x — 6 = 0 & x = 3 é representada, graficamente, por todos os pontos do
plano cuja abscissa é igual a 3:

y x=3

X
RN el A
1o 4(3,-2)

T 13,-3)

Podemos notar que x = 3 estd associado a infinitos valores de y (isto é, possui
infinitas imagens). Isso contraria a definicdo de funcdo. Observe também que
para cada x # 3 ndo ha imagem correspondente.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Sejarareta que passa pelos pontos (1, 2) e (—2, 5).
Determine:
a) uma equacdo geral der.
b) os pontos de intersecao de r com os eixos coordenados.
c) alei da funcdo afim cujo gréfico ér.

Solucao:

a) Seja P(x, y) um ponto genérico de r. Temos:
Xy 1
1 21|=0=>2x—2y+5+4—-5x—y=0=-3x—3y+9=0
-2 51

ou, dividindo por 3 seus coeficientes, temosr: —x —y + 3 =0. *
b) Sejam M e N os pontos de intersecao de r com os eixos X e y, respectivamente.

* Ponto M: devemos determinar o ponto de r cuja ordenada é nula. A partir da equacao da reta r, ob-
temos: —x — 0 + 3 = 0 = x = 3 = M(3, 0); lembre que x = 3 é raiz da funcéo.

* Ponto N: devemos determinar o ponto de r cuja abscissa é nula. Na equacdo da reta r, temos:
-0-y+3=0=y=3=N(0,3).
c) Bastaisolary em *:
—x—y+3=0=-x+3=y
2 Determine os pontos da reta r: 5x — 12y = 0 que distam trés unidades da origem. Represente graficamente.
Solucao:
Seja P(x,, y,) 0 ponto de r procurado. Temos:
12

Yo

S5x, = 12y, = 0= x, =
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A distancia de P a origem é 3:

12y, } 169y? 169y; 15
V(x, =0 + (y, — 02 =3= < 3 )+Y§=3=> =33 =93y, =3
_ 15 . _ 12 15 _ 36 36 15
Seyp—ﬁ,entaoxp—?‘T—ﬁeP1—,1—
S _ 15 - _ 12 15\ _ 36 p 36 15
eypf—ﬁ,entaoxpf?~ —1— 7—56 —E,—E.
y
5T Tr5x— 12y =0
151 £
36 13 d=3
-3 o
A 0 36 12 X
. d=3 1 _15 13
P' 13

3 Determine o ponto | de intersecdo das retas r: 2x —y — 1 = 0 e s: 4x + 3y — 17 = 0 representadas abaixo:

y

Solucao:

No estudo das funcdes, ja aprendemos a determinar o ponto de
intersecao de duas retas: basta resolver o sistema formado pelas
leis das funcdes que representam as retas. A solucdo do sistema
corresponde as coordenadas de I:

2x —y =1 B .
{4x+3y=17 =Sx=2ey=3=12,3)

OBSERVACAO &)

Em geral, dadas as retas
rax+by+c=0e
ssax+by+c =0 a0
resolvermos o sistema formado por
essas equacoes podem ocorrer trés
casos:

O sistema possui uma Unica solu-
cdo, isto é, é possivel e determina-
do. As duas retas intersectam-se
em um Unico ponto.

O sistema possui infinitas solu-
cbes, isto é, é possivel e indeter-
minado. As duas retas possuem
infinitos pontos comuns, isto &,
sdo coincidentes.

O sistema ndo possui solucao, isto
é, é impossivel. As duas retas sdo
paralelas distintas.




A reta

4 As retas suportes dos lados de um tridngulo ABCsdor:x — 1 =0;s:x+y—6=0et:x— 3y —9=0.

Obtenha os vértices desse triangulo.

Cada vértice do triangulo é a intersecdo de duas retas suportes; é preciso, portanto, resolver trés sistemas:

Solucao:
cA=rnNs
x—1=0
= = =5
{x+y—6=0 X ey =>
Temos: A(1, 5)
*B=rnNt
x-1=0 =>x=1e - _8&
x—3y—9=0 y 3
Temos'B1—i
' ' 3
cC=sNt
x+y—6=0 27 3
= == = — =
{x—3y—9=0 T Ty
(27 _ 3
Temos.C<4, 4)
9
EXERCICIOS

1 Em cada caso, encontre uma equacao geral da reta
gue passa pelos pontos:

a) (0, 2)e (2, 3)

b) (-1, 2)e (-2, 5)
c) (—1, —Z)e(— - 3)
d) (0, -3)e (3, —2)

—_

2 Verifique por quais dos pontos A(—2, —=5), B(—1, 4),

C(Z, — %) D@3, 1) ek (—1, %) passa a reta de

equacao 6x — 5y — 13 = 0.

3 Represente graficamente as retas de equacao:
a)x—y+1=0
b) 3x—-y+2=0

¢ 3x—-y=0
dx+5=0
ey+4=0

f) 200x — 500y + 300 = 0

4 Escreva em seu caderno a associagao correta de
cada reta a lei da funcdo afim correspondente.
x—1 3

> s:y=—?x—3

tty=-x+5

rry

u:y=T—3

y
\\\\ rx—1=0
ONaA

> FACA NO
i : CADERNO

a) [y ) y

b) y d) [vt.

5 Avreta s passa por A2, —1) e pelo ponto médio
de BC, sendo B(0, —1) e C(—3, 2).

a) Escreva uma equacdo geral de s.

b) Areta s passa pela origem? E pelo ponto (=7, 3)?

6 Determine uma equacao geral da reta vertical que

passa por (2, 17).

7 Uma reta paralela ao eixo x passa pelo ponto

(1, 5). Escreva uma equacéo geral dessa reta.
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10

11

12

13

f é uma funcédo afim cujo grafico é uma reta que
passa pela origem e por (1, 5).

a) Qual é a lei que define ?

b) Calcule o valor de f(—2) + (0,2).

c) Escreva uma equacao geral da reta que é o
gréfico de f.

Escreva uma equacdo geral para cada uma das
retasr, s e t da figura.

y
4 r
ol
-1 0 X
S t

Uma vela de 8 cm foi acesa as 17 horas. Sabe-se

que as 19 horas a altura da vela era 4,8 cm. Supo-

nha linear a variacdo da altura (h) da vela (em cm)

em funcdo do tempo x, em horas, sendo x = 0 o

instante em que ela foi acesa.

a) Obtenha a lei da funcao que relaciona h e x.

b) Determine em qual horario a vela foi inteira-
mente consumida.

c) Represente graficamente a funcdo obtida no
item a.

d) Obtenha uma equacao geral da reta obtida
no item c.

Os graficos de duas funcoes polinomiais do 1¢
grau, f e g, estdo representados a seguir.

Qual é a lei que define a funcdo g?

Considere o triangulo de vértices A0, 0), B(1, 3) e
C(4, 0). Determine as equacdes gerais das retas
suportes dos lados desse triangulo.

Qual é o ponto daretax —y + 1 = 0 que dista
J13 do ponto (0, 2)?

14

15

16

17

18

19

20

Obtenha o ponto de intersecdo entre as retas de
equacoes:

a) 2x—y+6=0e2x+3y—6=0
b)xty—-2=0e3x—y+4=0

) x—2y=0ex+y—1=0

Asretasr:x + 3 =0es:y — 2 = 0intersectam-se
em um ponto P.

a) Determine as coordenadas de P.
b) Qual é a distancia de P a origem?

Qual é, em cada caso, a posicao relativa das retas
res?

a)rx—3y+2=0;,s:2x—-y=0
b)rx+y—-—3=0;s:=2x—2y+6=0
c) r:—2x+y—3=0,‘s:—x+—§—+1=0
drx—1=0;s:x+2=0

As retas cujas equacgbes sdo 2x —y — k=0 e
2x +y — k=0, comk € R, intersectam-se no

ponto <% O). Qual é o valor de k?

Verifique se as retas de equacgdes 2x —y — 3 = 0,
3x+ 2y —1=0e4x —y — 5= 0intersectam-se
no mesmo ponto. Em caso afirmativo, quais sdo
as coordenadas desse ponto?

Em que condigdes as retas de equacodes
px —y+3p=0e2x —y+ 6 =0 tém mais de
um ponto comum?

As representacoes graficas de duas funcées do
12 grau, f e g, sdo dadas a sequir:

y




a) Obtenha a lei que define cada uma dessas
funcoes.

b) Qual é o valor de f(2) + g(1)?
c) Determine as coordenadas de P.
d) Obtenha a érea do triangulo PQR.

21 Em uma licitacdo para pavimentacdo de uma estra-
da, duas empresas ofereceram condicbes similares
(embora com valores diferentes). Cada uma delas
cobrava um valor fixo e um adicional por quilémetro
de estrada pavimentada. A relagdo entre o custo da
obra e o nimero de quildmetros a serem pavimen-
tados pode ser esbocada como no gréfico a seguir:

empresal
Custo empresa II
(em reais)
Numero de
quilometros
pavimentados

As retas suporte das semirretas mostradas no
grafico tém por equagdes gerais:

5000x —y + 400000 =0 e

6000x —y + 240000 = 0
a) Associe cada reta a empresa correspondente.

b) Qual é o valor fixo cobrado por cada uma das
empresas?

22

23

24

25

26

A reta

c) Qual é o valor cobrado por quilémetro pavi-
mentado por cada empresa?

d) Qual é o custo total da pavimentacdo de 100 km
em cada uma das empresas?

e) Para quantos quildmetros de pavimentacao é in-
diferente contratar qualquer uma das empresas?

Asretasr:2x —y—3=0,s:x+2y =3 =0e
t: 2x + y — 5 = 0 sao suportes dos lados de um
triangulo. Determine as coordenadas dos vértices
do tridngulo.

Asretasdeequagbesx —3y —2=0ex—y—2p=
= 0, com p € R, intersectam-se no ponto de
coordenadas (p + 1, p — 1). Determine o valor
de p e as coordenadas do ponto de intersecdo
dessas retas.

Os pontos A(—1, 3), B(2, 4), C(4, —1) e
D(—2, —2) sao vértices de um quadrildtero. De-
termine as coordenadas do ponto de encontro de
suas diagonais.

As equacoes das trés retas suportes de um trian-
gulo sao:
x—1=0,y—2=0ex+y—-1=0
a) Classifique esse triangulo quanto aos lados e
angulos.
b) Determine o perimetro e a area do triangulo.

Qual deve ser o vértice C de um triangulo ABC para
que sejam verificadas as condicoes abaixo? Qual o
perimetro desse triangulo?

» O vértice A pertence ao eixo X.

* O vértice B pertence ao eixo y.

+ Areta BC tem equacdox —y = 0.

« Areta AC tem equacdo x + 2y — 3 = 0.

Inclinagcdo de uma reta

Seja r uma reta do plano cartesiano, ndo paralela ao eixo x. Fixemos em r

dois pontos distintos A e B.

Vamos convencionar que o sentido positivo de r é aquele em que “se
parte do ponto de menor ordenada e se chega ao ponto de maior ordenada”.

Observe os dois casos seguintes: o sentido positivo de r esta indicado pela seta.

AN

Ay, Y,

B
Y -7/r YeT

Quando a reta r for pa-
ralela ao eixo x, dados
A e B distintos, temos
quey, = Y,. Nesse
caso, o sentido positivo
de r é o sentido positi-

X vo do eixo X.
_

OBSERVAGAO @)

J
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Seja I o ponto de intersecdo de r com o eixo x. O angulo que a reta r forma
com o eixo x € o menor angulo formado pelas semirretas T; e f A semirreta
T; tem origem em I e sentido coincidente com o do eixo das abscissas. A se-
mirreta T:tem origem em I e sentido coincidente com o sentido positivo de r.

Esse angulo denomina-se inclinacao da reta. Vamos indicar a medida

desse angulo por a.

Observe 0s casos possiveis:

y
r
I \U
/O x
0° < (. <90°
y
r
0 X
o=0°

Coeficiente angular

Coeficiente angular ou declividade de uma reta r é o nimero real m definido por:

90° < 00 < 180°

‘\(X

m = tg o

o =90°

sendo a a medida do angulo de inclinacdo de r. Temos as seguintes possibilidades:

a é agudo.
m=tgo>0

a é reto.

Como nao existe tg 90°, ndo
é possivel definir o coeficiente
angular der.

o é obtuso.
m=tgoa <0

a=0°
m=1tg0°=0

semirreta I,

\(x
I

semirreta I

r

X
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EXEMPLO 6

Aretar: x —y = 0, correspondente a bissetriz dos quadrantes y
fmpares, tem declividade m = tg 45° = 1;jdaretas:x +y = 0, * '
correspondente a bissetriz dos quadrantes pares, tem coeficiente 135°
angularm = tg 135° = —1. <] 45°
0] X
m =1g45° =1
m_=1tg 135° = —1

Calculo do coeficiente angular de uma reta a partir de dois
de seus pontos

Seja r a reta determinada pelos pontos A(x,, y,) e B(x,, y,). Vamos considerar
dois casos:

« 0 < a<90°

No triangulo ACB, temos:

_BC _ Y5 Va
tgo="7¢c= X, = X,
Assim, o coeficiente angular de r é: ”
mztg(x:—yB_yA
Xg = Xa
+ 90° < o< 180°
No triangulo ACB, temos:
o _ _ AC _ Ya — Y
tg (180° — o) = BC ~ %, —x,
Da trigonometria, sabemos que tg (180° — o) = —tg o. Dal, temos:
I Nt A _ YV
tgoa—XB_xA:HgO( X, — %, X
Assim, o coeficiente angular de r é:
m=tgo¢=—y3_yA
Xg = Xa

Em qualquer um dos casos, podemos calcular o coeficiente angular da reta

. _ tg (180° — o) = —tg 0.
que passa por A(x,, y,) e B(x, y,) por meio da relacao:

Y. — Y Lembrando o conceito de tangente na
m = JB A circunferéncia trigonométrica, temos
XB — XA tg (180° — o) = —tg o..
Yo~ Ya _ —Wa— V) _VaY . .
Como 2+—=*£ = — A— B) = 2 —=L podemos simplesmente escrever: e
Xg = Xa Xa 7 % Xa 7 % RN NS }tg o

Ay \\\ }tg(180°7 o)
m=— A%
AX .

em que Ay é a diferenca entre as ordenadas de A e B, e Ax, a diferenca entre
as abscissas de A e B, ambas calculadas no mesmo “sentido”, como mostra o
exemplo seguinte.
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EXEMPLO 7

Vamos calcular o coeficiente angular da reta que passa por A(=5, 4) e B(3, 2).
Temos: A
Ay _4-2 2 _ 1 : " "
m=——~T5-3" 23 7 (Calculamos a diferenca de “A para B”.)

Observe que poderiamos também fazer:

A 2—4 =2
m_— —_— e —— = —

~ 35 3 (Calculamos a diferenca de “B para A".)
y —(—

INE

Equacao reduzida de uma reta

Sejam r a reta cuja medida do dngulo de inclinagdo é o e P(x, y) um ponto
genérico de r. A reta r intersecta o eixo das ordenadas em um ponto Q cuja
abscissa é nula, isto é, Q(0, n).

Como vimos, o coeficiente angular da reta r que passa por Q(0, n) e P(x, y) g

A -n -n
édadoporm=—y=y ,istoé,m=y
AX x—0 X

= =mxX -+ n .
y Qual seria a outra forma

de calcular o coeficiente

Essa Ultima expressao é chamada forma reduzida da equacao da retarr, angular da reta r?
y—-n y-—-n

ou simplesmente equacao reduzida da reta r, na qual {m, n} C R e:
7 - = PR
- m é o coeficiente angular der; Yo=GR=%X"0" «x

- néaordenada do ponto em que r corta o eixo das ordenadas e é chamado
coeficiente linear der;

+ X e y sdo as coordenadas de um ponto qualquer da reta r.

OBSERVAGCOES &)

* Searetar éhorizontal, ela forma angulo nulo com o n
eixo das abscissas; assim, m = tg 0° = 0 e a equagdo
reduzida da reta torna-se simplesmentey = n.

* Searetar évertical, ela forma angulo reto com o eixo
das abscissas; como néo existe tg 90°, ndo se define
o coeficiente angular de r e, assim, é impossivel
escrever a forma reduzida da equacdo de qualquer
reta vertical.




A reta

EXEMPLO 8

Na figura, a medida do angulo de inclinacdo de r é 60°, e r y
intersecta o eixo das ordenadas em (0, 2). '
Podemos concluir que: 2

m=tg60°=+y3en=2
60°
Assim, r:y = ¥3x + 2 é a forma reduzida da equacdo daretar. /0 X

EXEMPLO 9

A reta s passa pelos pontos A(1, 2) e B(—2, 5).
Vamos deteminar a equacdo reduzida de s.
O coeficiente angular de s pode ser obtido fazendo-se:

A equacéo reduzida de s é escrita provisoriamente como:

ssy=—-1-x+n

Como nao sabemos qual é o ponto em que s intersecta o eixo y, po-
demos substituir x e y pelas coordenadas de um ponto que pertenca a r Por que o = 135°7

(por exemplo, o ponto A), a fim de determinar o valor de n:

Da trigonometria, sabemos que
2=-1-1+n=>2=-1+n=n=3 19 135° = ~tg 45° = —1.

Assim, a equacdo reduzida des és:y = —x + 3.

Como m, = —1, seque que o. = 135°.

OBSERVACAO @)

Se uma reta ndo é vertical, é possivel transformar sua equacgdo geral em reduzida e vice-versa:
a C
axtby+c=0=>by=-ax—c=>y=———x——

b b

. , a . . , C
Nesse caso, o coeficiente angular dessa reta é m = —— e seu coeficiente linear é n = ——.

b b

Inversamente, se uma reta é dada em sua forma reduzida, basta agrupar todos os seus termos em um Unico membro:

y=mx+n=mx—y+n=0¢éaequacdo geral dessa reta.

EXEMPLO 10

Se areta r é dada por 3x + 6y + 7 = 0, isolando y, obtemos:

by = —-3x—T7ey= —% - % que é sua forma reduzida.

Inversamente, dada a equacao de uma reta s em sua forma reduziday = 3x — 5, colocando todos
os termos em um Unico membro, obtemos 3x —y — 5 = 0, que é sua forma geral.
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5 Na figura, ABCD é um quadrado cujo lado mede 2. Escreva as equacées reduzidas das retas AB e BC.

y Solucao:
& Se o lado do quadrado mede 2, sua diagonal AC (ou BD) mede 242,
e as coordenadas de seus vértices sao: A(—«E, O), c(ﬁ, O), B(O, «E)
A 45° 45° c e D(O, —«/f)
0 X Areta AB possui declividade dada por m = tg 45° = 1, e seu coeficiente
linear é 42 ; entdo a equacao reduzida de AB éy = x + 2.
A reta BC tem declividade m = tg 135° = —1, e seu coeficiente linear
e também é 42; entdo a equacao reduzida de BC &y = —x + 2.

EXEMPLO 11

Como sabemos, existem infinitas retas que passam por um y
determinado ponto. Na figura ao lado, r, s, t e v sdo alguns
exemplos de retas que passam por P(3, 1).

Cada uma delas define uma direcdo, dada pelo seu angulo
de inclinacao.

« Tomemos um ponto qualquer (x, y) de r. Como r passa também

por (3, 1),temosmr=—%=>y— T=m, - (x—3)essaé

a equagcao da reta que passa por (3, 1) e tem declividade m .

« Tomemos agora um ponto genérico de s, de coordenadas (x, y).

Como s passa também por (3, 1), temos m_= —% = v

=y—1=m_ (x— 3); essa é a equacao da reta que passa
por (3, 1) e tem declividade m..

Enfim, se m varia em R, a equacdoy — 1 = m - (x — 3) representa, para cada valor de m, a
equacdo da reta que passa por (3, 1) e tem declividade igual a m, isto é, a medida do angulo de
inclinagdo o é tal que tg oo = m.

As infinitas retas que podem ser obtidas (a medida que m varia em R) formam o feixe de retas

concorrentes em P, além da reta vertical x — 3 = 0, para a qual ndo se define o coeficiente angular.

Param = 0;

Se uma reta v é horizontal (paralela ao
eixo das abscissas), a medida do angulo
deinclinacdo é6 = 0°em =tg 0° = 0.
Na equacao do feixe, se m = 0, temos:
y=-1=0-x-3)=2y-1=0&
&y = 1; essa é a equagdo da reta
horizontal que passa por (3, 1).

Para que valor de
m obtemos a reta
horizontal do feixe que
passa por (3, 1)?

Assim, a equacao do feixe de retas que passam por (3, 1) é:

y—1=m-(x—3) oux—3=0




EXEMPLO 12

A reta

Para obter uma equacdo geral da reta que possui coeficiente angular igual a —2 e passa por
(1, 3), podemos escrever a equacao do feixe de retas por (1, 3):
y—=3=m-x—1,meR

Como m = —2, segue a equagao:

y—-3=-2-x—-1)=>2x+y—-5=0

N
EXERCICIOS

27 Determine, em cada caso, a medida do angulo de
inclinacdo derr.

a) y r
{1 S .
0 / 7 x

28 As retas r e s intersectam-se em um ponto de

abscissa 2.
y
5 S
N\ 2
0 t\2
2 \ X
r

a) Determine o coeficiente angular de s.

b) Escreva a equacgdo de s em suas formas reduzida
e geral.

2> FACANO
¥/ CADERNO

29 Escreva a equacao reduzida de cada reta represen-

tada abaixo.
a) y c) y
t f
[
30° !
60° AT
0 X 0 1 X
-3
b) vy d) y
S
5 3
609 5 N3
0 X _'2 0 X

30 Encontre a equacado reduzida da reta que passa
pelos pontos:

a) (1, 2)e(2,5)

b) (-1, 2)e (=2, 1)
c) (0, 3)e(—1, 4

d) (-3, =2)e (2, —3)

31 Em cada caso, determine, se existir, o coeficiente
angular de r:

a)rnx—2y+6=0

Ly = X
b) ry 3 +5
c) rpassa por A(—3, 0) e B(=5, 4).
d) r passa por C(1, 5) e D(1, —4).
e) r passa por E(—2, 5) e F(3, 5).

f) rpassa pela origem e pelo ponto médio de GH,
sendo G(—1, 1) e H(3, 5).




40

CAPITULO 2

32

33

34

35

36

O gréfico abaixo mostra a relagdo entre a massa
(m) e o volume (V) de certo 6leo.

m(g)
18- mmmm e 2

451

20 V (cm?)

a) Qual é o coeficiente angular de r?
b) Qual é a lei da funcdo que relaciona m e V?
c) Qual é a densidade do 6leo?

O ponto P dista 2 do eixo das ordenadas e 5 do
eixo das abscissas. Qual é a equacdo reduzida
da reta que passa por P e pela origem dos eixos
coordenados?

Na figura, o tridngulo ABC é isosceles de base AC.
Sabendo que AB = 5 e AC = 6, obtenha:

y

2]

Al M C x

a) a equacao geral da reta AB;
b) a equacdo reduzida da reta BC
¢) a equacéo geral da reta BM.

Na figura, o tridngulo ABC é equilatero e seu lado
mede 3. Determine as equacdes reduzidas das retas
suportes AB, BC e AC.

y
A C

Na figura, ABCD é um retangulo. O lado CD mede
6 e a diagonal BD mede 443.

y

37

38

39

40

41

Determine:

a) o coeficiente angular da reta que passa por
AeC;

b) a equacdo reduzida da reta que passa por B
eD.

Na figura, o octégono regular ABCDEFGH esta
inscrito em um circulo cujo raio mede 2.

y

Determine:

a) as coordenadas dos vértices do octégono;
b) a equacao geral da reta BF;

¢) o coeficiente angular da reta DH:

d) o coeficiente angular da reta AH.

Uma reta passa pelo ponto (=2, 1) e tem coeficien-

te angular igual a % Escreva sua equacao geral.

Em cada caso, determine a equacdo reduzida da
reta que passa por P e cujo angulo de inclinacdo
em relagdo ao eixo das abscissas mede o.

a) PGB, —1)eo = 45°
b) P(—3, —2)e 0. = 135°
c) PO, 3) e o = 60°

1

1 _ o
d)P<5, 3)eoc—o

Escreva a equacao do feixe de retas concorrentes
no ponto (3, 2).

Escreva a equacdo do feixe de retas que passam
por P(=1, 3) e, a seguir, obtenha uma equacao
geral da reta desse feixe que:

a) passa também por (2, —1);
b) possui declividade igual a —2;
C) passa pela origem;

d) forma angulo de 60° com o sentido positivo do
eixo das abscissas.




A reta

Funcao afim e a equac¢ao reduzida da reta

J& vimos que a equacdo de uma reta obliqua ao eixo das abscissas
(isto é, nao paralela a qualquer um dos eixos coordenados), expressa na
forma geral ou reduzida, pode ser associada a lei de uma funcdo afim
f: R — R, definida por f(x) = ax + b, comaeb reaisea # 0.

Se a reta esta escrita em sua forma reduzida, é possivel fazer uma associagao
imediata de seus coeficientes aos coeficientes da lei de uma funcdo afim.

Vamos comparar a funcao afim a equacéo da reta:

equacao reduzida da reta funcao afim
y=mx-+n f(x) =ax+ b
declividade f(0)
ordenada do condicdo de
ponto de intersecao crescimento
com o eixo 'y
|
representacao gréafica da gréfico da funcéo f
equacdo daretar
y y . OBSERVACAO @
r
m = tgo a>0 E importante lembrar
m>0 f é crescente mais uma vez que, se
\& o uma reta é vertical (para-
(0] X 0 X .
lela ao eixo das ordena-
n / b das), ela nao pode ser a
representacao grafica de
y y uma funcao e, se a reta

r m<0 a<o0 é horizontal (paralela
\ \ f & decrescente ao eixo das abscissas),
n\<\cx b\<% ela pode ser associada

a uma funcao cons-

tante.
&

EXEMPLO 13
A reta de equacdo reduzida r: y = 3x + 2 e a funcdo afim f: R — R definida por f(x) = 3x + 2
possuem a mesma representacao grafica:

Yt r
2 X y
0 2
2 (coeficiente linear)
5 A
X _2
3 0
(raiz)
f

A medida que x varia em R, obtém-se, em correspondéncia, os demais valores de y (ou os de-
mais valores de f(x)). Nesse caso, a declividade m da reta é positiva (0 < o0 < 90°) e a funcdo afim
é crescente (a > 0).
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42 Seja f: R — R uma funcéo afim tal que f(—2) = 3 e f(1) = —3.
a) Represente graficamente essa funcéo.
b) Determine o coeficiente angular e o coeficiente linear da reta obtida.

c) Determine a raiz de f.

43 Um vendedor possui salario fixo de R$ 900,00 mais comissao de 4% sobre o total de vendas (em reais)
do més. Represente graficamente o salario y do vendedor em funcdo do total de vendas x realizadas
no més. Qual é a equacédo geral da reta obtida?

44 A equacao reduzida de uma reta éy = —3x + 7. Essa reta € a representacao grafica de uma funcgao afim f.
Qual é o valor de f(2) e de f(—1)?

45 A figura representa o grafico de uma funcao afim f.
y

SR

Sabendo que tg 0. = 3, determine a lei que define f.

46 Uma locadora de automoveis oferece a seus
clientes dois planos: o plano alfa ndo cobra
didria e o valor do quilémetro rodado é
R$ 3,20; o plano beta cobra diaria de d reais
e um adicional de R$ 1,40 por quilémetro
rodado.

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

No gréafico seguinte, é possivel comparar o
preco dos dois planos:

Preco
(reais)
2724 BN
' plano
. beta
\plano
alfa_,
0 Quilémetros
rodados
Determine:

a) ovalor de d;
b) a abscissa do ponto de intersecdo das retas;
c) as equagdes gerais das duas retas suporte das semirretas representadas;

d) a declividade de cada uma das retas.
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Paralelismo

Duas retas paralelas distintas formam com o

. . A . r:y=mx-+n
eixo das abscissas angulos congruentes; assim, se 4 ' ' ‘+
~ - . . r;y=mx-+n
ambas nado sdo verticais, seus coeficientes angulares : S
sao iguais. X #
Observe a figura ao lado, que mostra duas retas 5 %
paralelas ndo verticais.
Temos: "
— — n
r//rnetgo=m =m, )
y
rZ rl
No caso de r, er, serem verticais, evidentemente
r/r, embora nao existam m em,. : ol
. . X
Veja a figura ao lado. ‘ 0

EXEMPLO 14

Para determinar a posicdo relativa entre as retas r e s, de equacgdes r:'y = 3x — 2 e
s: 6x — 2y + 5 = 0, precisamos comparar suas declividades. Vamos usar a forma reduzida de cada
uma delas.
ry=3x—2=m =3

s:6x—2y+5=O:>2y=6x+5:>y=3x+%:>m523

Portanto, m = m_= 3 = r e s sdo paralelas.

Comon = -2 # % = n,, as retas r e s sao paralelas distintas.

EXEMPLO 15

Observe as equacdes gerais das retas r e s:
r3x—y+7=0
s:ex—2y+14=0

Podemos afirmar que r e s sdo (paralelas) coincidentes.

_@ 3 =-2_=6_ -
m = b 3, m, b — 3. Logo, m m..
- _ /g _Z14_ : -
n = e 7;n, b - 7. Assim, n_ = n_.
Veja que os coeficientes correspondentes das equacdes gerais de r e s s80 proporcionais:
3_Z1_7
6 -2 14

Os exemplos 14 e 15 mostram que, quando queremos saber se duas retas
de um plano sdo ou nédo paralelas, comparando-se seus coeficientes angulares,
é possivel usar tanto a equacao reduzida como a geral.
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6 Sejaaretar:y=2x — 1. Obtenha a equacao de uma reta s paralela a reta r que passa pelo ponto P(1, 4).
Solucao:
Inicialmente, observe que P & r,
pois: 4 = 2 - 1 — 1 (Falsa)

Para ques//r, € preciso que m_=m_. Comom, = 2,
devemos ter m_= 2 e, provisoriamente, temos

A equacao de uma reta

Sty = 2x+n. qualquer paralelaar é
ComoPEs,temos4=2-1+n=n=2e, final- 0/1 ;1 X ixe_[Rz?Jr k=0, com
mente, s:y = 2x + 2 é a equacdo da reta paralela 14 2 )

ar tragada por P. Sim. Isso é verdade porque a equacéo

2x —y + k = 0 representa uma reta com declividade
m = 2 para qualquer k € R. Observe quey = 2x + k.

7 Para que valores reais de k asretasr: 3x — 2y + 5 = 0 e s: kx —y + 1 = 0 sdo concorrentes?
Solucao:

A condicdo m_ = m_garante o paralelismo entre as retas r e s. Se m_# m,, as retas r e s sdo concorrentes.

r:3x—2y+5=0:>3x+5=2y:y=%x+%=> mr=%
skk—y+1=0=y=kx+1=m =k
3

Assim, para que r e s sejam concorrentes, devemos ter k # 7

8 OspontosM, N, P e Q séo os vértices de um paralelogramo situado no primeiro quadrante. Sendo M(3, 5),
N(1, 2) e P(5, 1), determine as equacOes das retas suportes dos lados desse paralelogramo.

Solucao: y
Observe inicialmente que: 5

. , _ Ay _5-2 3 i . 2
* o coeficiente angular da reta que passa porMeN ém, = 31 5 QO

_ ol!
* o coeficiente angular da reta que passa porNeP ém, = &y =2 L 1
Ax  5-1 4
o X

Como m, # m,, entdo MN e NP sdo concorrentes (veja a figura).

1
. - _ — 1 — 1 9
3 : m : —_ = — — f— : = — — + —_
NP 4‘_ Py —2 7 (x—=1)=NP:y R
N(1, 2) € NP
+ MQ: Como NP // MQ, o coeficiente angular de MQ é — %
Como M(3, 5) € MQ, obtemos MQ:y — 5 = —%-(x—3)=>M_:y= —%x+%
(3 ;
s NM:< 71 2 = NM y—2=7-(x—1)=>y=—x+—
N(1, 2) € NM
Ha mais de uma maneira
+ PQ: Como NM // PQ, o coeficiente angular de PQ ¢ 3 de encontrar as coorde-
2 5 . nadas de Q. Proponha
ComoP(5,1)€‘FT)',temos'P_Q':y—1=% (x — 5) = PQ: y=-Sx=- uma!
Uma das maneiras seria procurar a intersecdo das retas MQ: y = —%x + ﬁ e PQ = %x - %

Outra é lembrar que as diagonais do paralelogramo intersectam-se a0 meio: primeiro determina-se

R, ponto médio de MP, e, em seguida, as coordenadas de Q, pois R também é ponto médio de NQ.
Por qualquer um dos processos, encontra-se Q(7, 4).
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Base média de um tridngulo
Vamos mostrar, por meio da Geometria Analitica, uma importante propriedade da Geometria Plana.

Teorema da base média de um tridngulo

O segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado, e sua
medida é igual a metade da medida do terceiro lado.

Seja o triangulo ABC representado abaixo, com A(x,, y,), B(x;, y,) € C(x_, y,).

y

h\

0] \\ X

Clxa Yo

B(x, Yy

Sejam M e N, respectivamente, os pontos médios de AB e AC.

Vamos mostrar que MN // BC e MN = BZ—C

12 parte: MN // BC
O coeficiente angular da reta suporte do lado BC pode ser calculado por:

Ay Y~ ¥%
Ax X T X

, . = XX Ya T Y ;
Como M é ponto médio de AB, temos que: x,, = > Y= T Analogamente, como N é
— X, + X +
ponto médio de AC, temos: x, = % ey, = %

O coeficiente angular da reta que passa por M e N é:

(7)) 5
ﬂzyM_yN: 2 2 _ 2 _Ys T ¥ _ YT Ys 2
Ax Xy T Xy Xa T X\ (X T X X — Xc Xg = Xo o Xe ™ Xy
2 2 2
Como ‘T =2, concluimos que as retas suporte dos segmentos BC e MN sao paralelas.
22 parte: MN = B¢

BC =dy = j(xB —x )+ (y, — v
o - [ R o P -
+y, —y)? A —x)+y,— v dy

- J(XB ; XC)Z + (yB ; yc)z = J %ok Z - 2 ~ 2

Assim, MN = %

45
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CAPITULO 2

EXERCICIOS

Determine a posicao relativa entre as retas de
equacbes:

a)y=4x—-1e8—-2y+1=0

b)5x —y+6=0eb6x+y—-5=0
c)y=—%+2e6x+4y—8=0

d)y=—%—%e6x+8y+4=0

Qual é a equacado reduzida da reta que passa pela
origem e é paralelaar y = —3x — 2?

Para que valores reais de k as retas de equacoes
3x+2y—1=0ekx — 3y + 2 =0sao:

a) paralelas distintas?

b) concorrentes?

c) coincidentes?

Escreva uma equacao geral da reta s que é paralela
ar e passa por P, sendo:

a)ry=3x—4eP0,1)

b) ri2x+5y—4=0eP(-1, 2)
ory=-x+2eP(-2, -2
dyrry—3=0eP(2, 5)

Forneca o valor real de k para que sejam paralelas
as retas de equacoes:

a)y=2x—1lebx+ky+4=0
b)y=2x+kekx—y+1=0

Determine uma equacao geral da reta que passa
por (2, 5) e é paralela a bissetriz dos quadrantes
pares.

Mostre que o quadrilatero de vértices A(— 4 E)

55

56

57

58

59
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As retas suportes de trés lados de um paralelo-

gramoséor:3x+2y—12=0,s;y:%_1e

t:x — 2y + 6 =0. Sendo o ponto (2, 0) um dos
vértices do paralelogramo, determine os outros
trés.

Considere o triangulo ABC, com A(1, 1), B(5, 3) e
C(3, 8); sejam M e N, respectivamente, os pontos
médios de AC e BC.

a) Escreva a equacdo da reta suporte que contém
MN.

b) Determine a medida do segmento MN.

y
Na figura, a equacdo da o C 6/
reta que passa por Ae B é X
5x —3y — 15 = 0. Sabendo /
que Cé ponto médio de@ D
e D é ponto médio de OB,
determine o perimetro do
triangulo COD. B

AB e CD so lados opostos do retangulo ABCD.
Sendo A(1, 1) e B(4,i), determine a equacao geral

da reta suporte de CD.

Represente graficamente o conjunto de pontos
(x, y), com x ey reais que verificam a igualdade:
x =yl = 2.

Na figura, o hexdgono y
OPQRST é regular, e P
seu lado mede 4. Obte-
nha a equacéo da reta

5" 5 suporte dos lados: 0 X
17 2 1), . 5 bE 9
B( K 2), C(1,2)eD<5, 5)eumtrapezm. a) OP b)RS ¢)PQ T S
n
Perpendicularidade

Na figura ao lado, as retas r, de inclinacdo o (m =tg o) es,

de inclinacao o, (m_ = tg o), sdo perpendiculares.

Vamos procurar uma relagdo entre seus coeficientes angulares.
Sejam as equagbesr:y =mx+n es:y=mx+ n,eoangulo

o, externo ao triangulo sombreado.

o, = o + 90°
tg o, = tg (o, + 90°)

sen((xr + 900) cos o,

9o, = cos(a, + 90°) B —sen o, T




Assim:

Listoé, m_ = .
S m r S

r r

tgo, = — !

9%~ "gau
Observe que essa relagdo s6 pode ser aplicada se r e s forem obliquas ao

eixo X, pois ndo é definida a declividade no caso de uma delas ser vertical. Nesse

caso, uma perpendicular a ela é horizontal e vice-versa.
Assim, verificamos que:

Se r e s sao perpendiculares entre si, entaom - m_= —1.

Um procedimento analogo mostra a reciproca dessa propriedade, isto é,
se ressao duasretastaisquem - m_= —1, entdo r e s sdo perpendiculares
entre si.

EXEMPLO 16

Asretasr 2x — 4y + 5 =0e sy = —2x + 3 sdo perpendiculares
entre si, pois:

_2_

m:— _4_

a
r b
=2

1
2 mr.mS:

1.
2

EXEMPLO 17

Asretasry = 3xes y = 1—x + 5 ndo sdo perpendiculares entre si,

3

poism = 3, ms=?emr~m5=1 #+ —1.
Nesse caso, r e s concorrem, mas nao perpendicularmente.

EXEMPLO 18

Asretasr:x — 3 =0es:y + 2 = 0 sao perpendiculares entre si, pois
r é vertical e s é horizontal. No entanto, a relacdo m - m_= —1 n3o pode
ser aplicada, pois nao se define m .
y r
0 3 X
s (3,-2)
- |
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Professor, se achar pertinente, traga aos

estudantes a justificativa da propriedade:

"sendo o um angulo agudo, sen(o. + 90°) =

= cosc e cos(o + 90°) = —sena".

+ P éimagem de 0. e Q é imagem de (90° + o)

- Como med(QOQ') = 180° —(90° + 1) =

= 90° — ¢, segue que med (0QQ") = «.

Daf:

APOP' = AOQQ' (caso LAA)) =

- {EE 0Q, isto ¢, seno. = —cos(o + 90°)
OP'= QQ', isto é, coso. = sen(o. + 90°)

seno

O

cosseno

Por que a bissetriz dos
quadrantes pares e a

bissetriz dos quadrantes
impares sdo retas per-
pendiculares entre si?

A equacao da bissetriz dos quadrantes
impares (b,.) ¢y = x e a dos quadrantes
pares (b,,) €y = —x. Seus coeficientes
angulares séo 1 e —1, o produto entre
elesé —1,entédo b, Lb,.
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

9 Determine uma equacéo geral da reta s, perpendicular a r:y = 3x + 1, tracada pelo ponto P(4, 0).

Solucao:
Comor Ls, devemos term -m_= —1. y r

1 1 1 N
Comom = 3,entdom_= — — = — —. Assim, temos: s: y = ——x + n

! s m, 3 3
A 1 _ 4 !
Como s passa por P(4, 0), temos: 0 = — N 44+ n=n= EX P
0] 4 N X
3 < 2 1 4

Assim, aequagdodesély = ——x+— =>x+3y—4=0

3 3

10 Determine a equacdo da mediatriz do segmento cujas extremidades sdo A(0, 0) e B(2, 3).

Solucao: v
Lembremos que a mediatriz de um segmento é a reta perpendicular 3 B
ao segmento, tracada pelo seu ponto médio. !
- 0+3 3 ES i
OpontomédioneABéMO+2, 3 m(1, =), 6 S Ne/m !
2 2 2 ) i 0
O coeficiente angular da reta que passa por A e B é: -
=ﬂ=ﬂ=iobserve ue t 0¢=i A ! 2 *
AX 2-0 2 B
o "y 2 o 3 2\ _ 3
A mediatriz é, portanto, uma reta com declividade — EY p0|57- 3= —1), que passa pelo ponto M 1,7 ]
Sua equacéo reduzida éy = — %x + n. Substituindo as coordenadas de M, temos:
3_ 2. _3,2_13
> = 3 1+n=n > I 3 6
i .2 .13
Logo, a equacdo pedida éy = — =X + -

11 Determine o ponto de intersecdo entrearetar.y = %xe a reta perpendicular a r conduzida pelo ponto P(—7, 15).
Solucéo:

O ponto de intersecdo solicitado é a projecao ortogonal do ponto sobre a reta, como mostra a figura seguinte.

P' = proj, P: intersecao de r com PP y = %X
Usando os dados do problema, terEs: P " 4
* O coeficiente angular m da reta PP' é tal quem - m = -1 =
=>m-i= —1=m= —L.
2 3 Ipr

* Aequacdode PP éy — 15 = —%~(x+7):>2x+3y—31 = (.
+ Determinemos P', o ponto comum entre r e PP": _=7 0 X

y:%x o 2+ X3 =0x=2y=2

2 13 13

2x+3y—31=0

Assim, as coordenadas de P' sao (% ?—3)
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EXERCICIOS

Indique quais das retas abaixo sao perpendiculares
entre si.

ry=2x+3
ssx—4y+4=0

tx+2y—-6=0
wy=-—-2x—1

Obtenha a equacao reduzida da reta que passa
por P(2, —3) e é perpendicular a:

a)y=3x—1 b)2x — 5y — 11 =0
Determinem € R paraqueasretasr: 3x + 5y —7 =0
es:mx — 6y + 1 = 0 sejam perpendiculares entre si.

Determine, em cada caso, a posicao relativa entre
asretasres:

a)rx—3y=0 sy =3x+2
b)r2x—y+1=0 s:y=—%x—3
crx+3=0 ssx—1=0
drx+3=0 ssy+3=0

e rn2x—3y+4=0 s:y=%

Dado o segmento E, com A4, 5) e B(—2, 1),
a) determine a equacgao da mediatriz de E;

b) escolha um ponto qualquer dessa mediatriz e
mostre que esse ponto equidista de A e B.

Dado o triangulo ABC, com A(—3, 2), B(1, 0) e
C(0, 3), obtenha as coordenadas de seu:

a) baricentro (ponto de encontro das medianas).
b) circuncentro (ponto de encontro das mediatrizes).

Dados P(2, —4)er: 2x — 3y + 6 = O:

a) obtenha as coordenadas do ponto Q, intersecao
de r com a perpendicular a r por P;

b) determine o simétrico de Pem relacdo aretar.

ABCD é um quadrado e A(1, 2) e B(3, 5) sdo vérti-
ces consecutivos. Diermﬂe as equacdes das retas
suporte dos lados AD e BC.

Asretasres, deequacbesr: 2x —y +3 =0¢e
s:y = mx + n, intersectam-se, perpendicular-
mente, no ponto (—2, —1). Quais sao os valores
demen?

Determine os valores reais de k para os quais as

1)x—4néo

retasr:y=—§x+1es:y=(k;

sdo perpendiculares entre si.

70

71

72

73
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Sejam os pontos A(2, 2), B(4, —1), C(—=2, =5) e

D(—4, —-2).

a) Mostre que o tridngulo ABC é retdngulo em B.
Quanto mede sua hipotenusa?

b) Mostre que o quadrilatero ABCD é um retan-
gulo. Quanto mede sua diagonal?

Seja ABC o tridngulo de vértices A(0, —3), B(—4, 0)
e C(2, 1). Determine a equagao da altura relativa
ao lado BC.

Obtenha a equacdo de uma reta perpendicular a
r: 4x + 3y = 0 e que defina com os eixos coorde-
nados um tridangulo de area 6.

Um casal de namorados, Julia e Jonas, costuma se
encontrar depois do trabalho em uma sorveteria
localizada na esquina de uma praga retangular.

ROBERT GLENN/GETTY IMAGES

Representando a praca em um sistema de coorde-
nadas retangulares, observamos que Julia trabalha
em uma loja, representada pela origem do sistema,
e Jonas trabalha em um cyber, representado pelo
vértice do retangulo oposto a origem; a sorveteria
encontra-se no ponto P(5, 3). Ambos caminham,
em linha reta, de seus locais de trabalho a sorvete-
ria pontualmente as 18 h. Sabendo que a unidade
de medida de comprimento utilizada é o metro e
aescala éde 1: 20, identifique como verdadeiras
(V) ou falsas (F) as afirmacdes seguintes. Considere

N34 =58

y
b L
0 5 X

49
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b) O cyber onde Jonas trabalha esta representado por um ponto de abscissa %

5 km/h, leva menos de 4 minutos.

74 Obtenha os vértices de um losango ABCD tal que:
* A pertence ao eixo y;
* B pertence ao eixo X;
+ a diagonal AC est4 contida na retar: 7x +y — 3 = 0;

* as diagonais se intersectam em um ponto de ordenada —%.

&

a) A distancia entre a loja onde Julia trabalha e o ponto de encontro é maior que 100 metros.

¢) SeJulia caminha a velocidade constante de 2 km/h, entao ela chega a sorveteria antes das 18 h 03 min.
d) Para dar uma volta completa ao redor da praca, um atleta, correndo a velocidade constante de

u Outros modos de escrever a
equacao de uma reta

Forma segmentdria

Seja r uma reta que intersecta os eixos coordenados nos pontos
P(p, 0) e Q(0, q), com P e Q distintos.

Seja G(x, y) um ponto genérico de r. A equacédo de r pode ser obtida
a partir da condicao de alinhamento de P, Q e G:
x y 1
=0=pg-—ogx—py=0=0x + py=pq*

Q(0, g)

G(x, y)

P(p, 0)

p 0 1
0 g 1

Como p e g nado sao nulos (sendo P e Q coincidiriam), podemos dividir os
dois membros de ‘* porp - q:

9PV P9 X Y
Pd P9 P9 P9
A equacao obtida é chamada equacao segmentaria da reta r. Notemos que:
< o numero real que divide x é igual a abscissa do ponto em que r intersecta
0 eixo X;

< 0 numero real que divide y é igual a ordenada do ponto em que r inter-
secta o eixo y;

+ 0 segundo membro da equacdo é igual a 1.

0

EXEMPLO 19

Observe que r intersecta o eixo x em P(4, 0) e 0 eixo y em y
(0, 3). A equacdo segmentdria de r é, portanto: \
X4 ¥
773 =]
A partir da forma segmentaria, podemos obter as equacoes

geral e reduzida:

3x + 4y — 12 = 0 (geral)

y = —%x +3 (reduz

L l: =
4+3 1= 3x+ 4y 12:{

ida)




A reta

Forma paramétrica

As equacoes geral, reduzida e segmentéria relacionam diretamente entre si as coordenadas (x, y)
de um ponto genérico da reta. Ha outra alternativa para estabelecer a equagdo de uma reta r, que é
expressando cada uma das coordenadas (x e y) dos pontos de r em funcdo de uma terceira varidvel,
denominada parametro.

EXEMPLO 20

Os pontos de uma reta r satisfazem as equacbes x = 1 + tey = 3 — 2t, com t € R. Vamos
representar graficamente a reta r e obter sua equacdo geral.
Facamos o parametro t variar em R, a fim de obter alguns pontos de r:

t X y Ponto ’

—1 0 5 0, 5)

0 1 3 (1,3) e

1 2 1 2, 1) 1

2 3 | -1 | @G-1 =t x

A equacéo geral de r pode ser obtida tomando-se dois pontos quaisquer acima e estabelecendo
a condicdo de alinhamento. Outra alternativa é resolver o sistema obtido quando usamos as coor-
denadas de dois pontos de r na leiy = ax + b.

Também é possivel isolar t em uma das equagdes e substitui-lo na outra:

x=1T+t=t=x—-1
Substituindo emy = 3 — 2t, temos:
y=3-2-x—1)=2y=3-2x+2=2x+y—-5=0
Asequagbesx =1+ tey =3 — 2t,em quet € R, sdo exemplos de equagoes paramétricas daretar.

- |

® | EXERCICIO RESOLVIDO

12 Sejar a reta cuja equacao geral é 6x + y — 3 = 0. Escreva a equacao reduzida, a segmentaria e um par de
equagdes paramétricas de r.

Solucao:

* Equacdo reduzida: bastaisolaryeméx +y —3=0=y = —6x + 3.

* Equacdo segmentdria: 6x +y — 3 = 0 = 6x + y = 3; dividimos os dois membros dessa Ultima equacdo por 3:
6x +y 3 y X

_ _ y _
== + 2= +L =
3 3:>2x 3 1= 7 3 1

2
Note que r intersecta o eixo x em (% O) eoeixoyem (0, 3).

* Equagado paramétrica:

t .
Fazendo, por exemplo, t = 3x, temos: x = 3 e, assim, podemos deter- Como podemos obter
minar y em funcdo de t: outros pares de equa-
t ¢Oes paramétricas da
6x+y—3—O:>6-?~I—y—3—O:>2t+y—3—0:>y—3—2t reta ?
(=L
Um par de equacdes paramétricas de r é 3 ; teER.
Pense nisto: Basta escolher um pardmetro t # 3x. y = 3 — 2t Por exemplo, fazendo t = x, temos: 6x +y —3 =0 =
= ii
= 6t+y—3=0=y=3— 6teasequacdes paramétricas sao {; =3 - gt:tER. Outro exemplo:
t o1
t=y—-1=y=t+1.Daibx+(t+1)-3=0=x= 7?+— Opare{ i—?1+? (teR)
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5/

EXERCICIOS

75 Seja r a reta representada no gréfico. Determine:

%

y

/— 2 0 X

a) a equacdo segmentaria der;

b) uma equacéo geral de r.

76 Escreva a forma geral, a reduzida e a segmen-
taria daretadadaporx=2t—1ey =2 — 3t
teR.

77 Qual é a forma segmentéria da equacao da reta r
dada pory = 2x — 8?

78 Aretas: % + y = 1 determina com os eixos co-
ordenados um triangulo retdngulo. Determine:
a) o perimetro do tridngulo;

b) a 4rea do triangulo.

2> FACA NO
f: CADERNO

79 Forneca um par de equagbes paramétricas da reta
rr2x—3y +6=0.

80 Determine as coordenadas do ponto médio da
hipotenusa do triangulo XQY, sendo O a origem
eXeYospontosemquearetax —2y —4 =0
intersecta os eixos coordenados.

81 Em cada caso, obtenha a posicdo relativa entre as

retasres:
x=t+2
: te R 2X—y—4=0
a)r{y:t_2 S:2x—y
b)r:i+—L=1 s:y=—ﬂ+1
3 4 3

82 Determine a equagdo de uma reta r que passa por
(=2, —4) e é perpendicular a reta s: {; i gt__t1;

teR

83 Ache as coordenadas do ponto de intersecdo das

retas r: x=3t+ 1 teERes: x=
y=-2t+5

ueR.

3 pistancia entre ponto e reta

J& sabemos que a distancia entre um ponto e uma reta é a distancia do ponto

ao "pé da perpendicular” a reta dada, tracada pelo ponto.

Em ambos os casos, a distancia entre P e r (indica-se por d, ) é a distancia

entre P e P!, sendo P' o ponto de intersecdo entre a reta perpendicular a r,
conduzida por P, e areta r.

P' também é chamado projecao ortogonal de P sobre r.

» Se P € r, naturalmente, dP,r = 0.
* Se P & r, temos dRr> 0.
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EXEMPLO 21

Vamos agora obter, analiticamente, a distancia entre P(2, 3) earetar:x + 2y — 2 = 0.

19) Seja s a reta perpendicular a r, tracada por P. Vamos obter sua equacao.
a 1 1

Temossm = —— = —— comom -m_= —1,temosm_ = —— = 2.
r b 2 r s s m

Como s passa por P(2, 3), podemos escrever:
y—3=2-(x—2)=>y=2x—1éaequacdodes.

29) Determinemos P', intersecdo de r com s. Para isso, basta resolver o sistema formado pelas
equacbesderes:

r:x+2y—2=O:> X+2y=2 IR I )
Y7 5

ssy=2x—1 —2x+y=—1
p(4A 3
Da|,P<5, 5).
39) A distancia de P a r é a distancia entre os pontos P(2, 3) e P'<%, %)
4y 3V 6\ , 12\ _ [180 _ 645
b=ty BT - 2]+ -3) - O] -2 - [R- 55

Podemos generalizar o procedimento descrito no exemplo anterior para
calcular a distancia d entre um ponto P(x,, y,) e uma reta r: ax + by + c = 0.
Obtemos a expresséo:

B la-x,+b-y, +c|

it b

A demonstracdo dessa propriedade encontra-se na secdo Um pouco mais
sobre, pagina 65.

d

EXEMPLO 22

Vamos aplicar a férmula para confirmar o resultado obtido no exem-
plo 21.

P(2,3) (x,=2,y,=3)
1-2+2-3-2] _ 16| 65

rx+2y—2=0 :>d=| A A
[12 + 22 5 5
(@=1b=2c=-2)
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OBSERVAGAO @)

y
A distancia de um ponto P a uma reta r, vertical ou horizontal, pode ser r 5 .
encontrada de maneira mais rapida e sem a necessidade de formula. d, {:
Acompanhe este exemplo, em que P(2, 3), a reta r é horizontal, 3ot e r
rry—5=0earetasévertical, s;x — 6 = 0. P: d,,
AdistanciadeParé d, =5-3=2. :
AdistanciadePasé: d,, =6 -2 =4 o s A %

S

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

13

14

Os vértices de um triangulo ABC sdo A(—2, —4), B(1, —2) e C(2, 5). Determine a medida da altura relativa ao
lado AB.

Solucao:

Para determinar o comprimento da altura CH, primeiramente encon-

tramos a equacéo de AB: altura relativa

-2 —4 1 ao lado AB
AB:| 1 -2 1|=0=2x—3y—8=0
x y 1

Agora, basta encontrar a distancia entre C(2, 5) e AB. Podemos sequir
o procedimento usado no exemplo 21 ou aplicar a formula:
_12:2-3-5-8] 7191 _ 19 _ . _19/13

d - = = =
mT T2 (ar 13 413 ¢ 13

Determine a distancia entre asretasr:x + 2y + 5 =0es:x + 2y — 3 = 0.
Solucao:

E importante observar, de inicio, que re s sao paralelas distintas, pois possuem o mesmo coeficiente angu-

Iar(mr =m =-— 7) A distancia entre duas retas paralelas é a distancia entre um ponto qualquer de uma
delas a outra reta.
o r
¥ =
E E drs:dl’.s:er:
a2 : 4
Q

Desse modo, é preciso escolher um ponto arbitrario de uma das retas e calcular a distancia desse ponto a
outra reta.

Tomamos um ponto P em r:

Escolhemos, arbitrariamente, x = —1= -1+ 2y +5=0=2y + 4 =20
=y = —2; Assim, temos: P(—=1, =2) €. Tome agora um ponto
Calculamos a distancia de P as: em s e calcule sua dis-
tancia a retar.
gD +2-(2-3]_|-8] &5
N1+ 22 5 5

Tomemos, por exemplo, o ponto Q pertencente a reta s com abscissa x = 5. Usando a equacédo da reta, temos:
542y -3=0=22y=-"2=y=—1

[5-1+2-(-1)+5 8 85

N2+ 22 5 5

Calculamos a distancia de Q(5, —1) aretar: d =
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84 Determine a distancia do ponto P a reta r, sendo:
a) P(—=1, =3)ern3x—y+5=0
b) P(0,2)er:d4x —3y—11=0
c) P(=2,5)erb5x+2y+29=0
d)P(1, =1 ern3x—-y—-4=0
85 Dados os pontos A(—1, —1), B(6, —3) e C(4,;1 0),
calcule a medida da altura relativa ao lado AC do
triangulo ABC.
86 Determine a distancia entre as retas de equagdes
y=3x—1ebx—2y+ 15=0.

87 Considere os pontos P(10, —1), Q(0, 3) e R(5, 1).

a) Qual desses pontos é o mais distante da reta
r- 2x+5 —1=0?

b) O que se pode afirmar a respeito da posicdo
relativa entre r e a reta que passa por P e Q?
88 Calcule a medida da altura de um trapézio cujos
vértices sdao A(—1, —3), B(6, —2), C(5, 2) e
D(—9, 0).
89 Determine o perimetro e a drea do quadrado
OPQR.

NI

90 Para ir ao trabalho, José atravessa, a pé, uma
longa avenida retilinea que corta parte da pe-
quena cidade onde vive. De varios pontos da
avenida, ele consegue avistar a casa de Vania,
sua namorada. O sistema de coordenadas re-
tangulares seguinte mostra parte do mapa da
cidade. A casa de Vania esta representada pelo
ponto V e a origem do sistema corresponde ao
marco zero da cidade.

91

92

A reta
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v

11
o 3 g~ X

Sabendo que a unidade de medida de comprimen-
to utilizada é o metro e que a escala é de 1 : 100,
determine:

a) adistancia real do marco zero da cidade a casa
de Vania;

b) a distancia real do marco zero da cidade a
avenida;

c) as coordenadas do ponto da avenida na qual
José fica mais proximo da casa de Vania;

d) a distancia real entre José e a casa de Vania,
considerando o item anterior.

Obtenhaumaequacdodaretaparalelaarx—y+7=
= 0 e distantev2 do ponto (2, 2).

Para a construcdo de
um anel viario, a pre-
feitura de uma cidade
planejada pretende
desapropriar alguns
estabelecimentos co-
merciais que estao lo-
calizados ao longo da
avenida Brasil.

Os comerciantes instalados nessa avenida serao trans-
feridos para uma futura rua comercial para pedestres,
paralela a avenida Brasil e distante 6 km dela, como
mostra 0 mapa seguinte, em que a unidade de me-
dida de comprimento considerada ¢ o quilémetro:

fn <
ZAPT

Determine, no sistema acima, a equagdo da reta
que representa a futura rua comercial a ser cons-
truida na cidade.

CORBIS/FOTO ARENA
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3 Area do triangulo

Vamos calcular a drea de um triangulo MNP a partir das coordenadas
dos trés vértices: M(x,,, y,,), N(x, y,) € P(x,, y,).

Com base na Geometria Plana, sabemos que a area da superficie li-
mitada por um tridngulo ou, simplesmente, area do tridngulo, pode ser
calculada pela expressao:

medida da base - medida da altura

H

2

» Tomando o lado MP como base, sua medida é a distancia entre os
pontos M e P, a saber:

dyp = V(x, = )" + (y,, — V,)? 1

- A medida da altura NH é a distancia entre o ponto N e a reta suporte do

lado MP. Para calcular essa distancia, vamos inicialmente obter a equacéo
de MP:

X
X
X

M M —
A = 0 (x e y sdo as coordenadas de um ponto qualquer de MP.)

1
1
1

<< <

XYe T XY, T Y% = Xy, — yX, — Xy, =0
Xy, = Yo oy = x,) + (XY, — xy,) =02

< Vamos usar a expressdo da distancia entre ponto e reta para calcular a
distancia entre N e a reta suporte de MP.

{N(XN, )
MP: x(y,, = ¥o) + y(x, = X,,) + (XY, — X,,) = O

d — = |XN(yM - yP> + yN(XP - XM) + <XMyP - XPyM)| 3

e Yy, = ¥,)7 + (x, — )

« Por fim, a area A do triangulo é:

1
AZT'dMP'dN,W
Usando ‘1 e 3, obtemos:
A 1 N Xy = ¥ + Y06 = %) + (Y, = X, |
= o— j— — y .
2 P Mo P A==y, — V)’

Observe que o mddulo da expressao obtida coincide com (2 quando xey
sdo substituidos, respectivamente, por X, €Y,
Logo, podemos escrever:

A= - |D|, emque D =

X X X
<

Z T

<< <
o
RN N

=z

TR
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Assim, mostramos que:

A area da superficie limitada pelo triangulo MNP, em que M(x, , y,,), N(x,, y,)
e P(x,, y,), é dada por:

Xy Yy 1 Se M, N e P sao coline-
A= L . |D ,emqueD = X, Yy 1 ares, qual é o valor do
2 X Y 1 determinante D?

Se M, N e P sdo colineares, o
tridangulo MNP néo existe. Nesse

EXEMPLO 23 caso, D = 0 (lembre a condicao de

alinhamento de trés pontos).

y
Para calcular a &rea do tridangulo de vértices A(2, 3), B(1, 8) e

C(=5, 2), iniciamos pelo célculo do determinante D:

2 31 §
1 81|=16—-15+2+40—-3—-4=236 .
-5 21 E
. _ 1 _ ] _ _ ! P
A55|m,AAABC—7-|36|—7~36—18:>AAABC— _é o s %
= 18 unidades de area.
- 4
9
EXERCICIOS § & Gotrno
93 Determine a area do tridngulo de vértices: 97 Determine a area do tridngulo PQR seguinte.
a) A2, 3), B(5, 4)eC(6, —3) y
b) A4, 1), B(=3, 1) e C(—1, =2) \ t ‘
Ly 1) gL - 7
<) A( 2,2>,B(2,2)eC(2, 1) o 16
d) A0, 0), B3, 4) e C(—=2, 11) ! R
e
94 Obtenha a area do quadrildtero ABCD. N 0 s X
4x+5y—20=0
y X—4=0
98 Na figura, temos o tridngulo AOB em que AO =
= 2 - OB. Obtenha a equacdo da reta r, sabendo
que a area do triangulo é igual a 16.
% y
r
B
95 Os pontos A(1, 2), B(4, 3), C(3, 1) e D sao vértices A 0 X
consecutivos de um paralelogramo.
a) Obtenha a equacao da reta AD.
b) Calcule a 4rea do paralelogramo. 99 Determine a rea do tridangulo ABC, sabendo que:
* A(1, 0) e B(—1, 0);
96 Aretar: 2x +y — 6 = 0 determina com os eixos 5 - .
coordenados um tridngulo retangulo. Qual é a drea tem por equacao:y = x + 1;
desse triangulo? + o coeficiente angular de AC é 2.
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3 Inequacdes do 1° grau - resolucio grafica

Sabemos, com base na Geometria Espacial de posicdo, que uma reta r contida
em um plano divide-o em dois semiplanos, ambos com origem na prépria reta.

Observe o cubo ao lado.

A reta AC divide o plano que contém a face ABCD em
dois semiplanos o. e B, sendo AC a origem de ambos.

Consideremos uma reta r do plano cartesiano, que o di-
vide em dois semiplanos. Cada um desses semiplanos pode AN
ser representado por uma inequacao do 12 grau (com uma

ou duas incoégnitas).

12 caso: A reta r é paralela a um dos eixos coordenados.

EXEMPLO 24

Sejarry —5=0.

r divide o plano cartesiano em dois semiplanos o e [3:

y

Todos os pontos de o possuem ordenadas
maiores ou iguais a 5. Alinequacdoy = 5 &
&y — 5= 0 pode representar esses pontos.

EXEMPLO 25

Sejasix—2=0.

s divide o plano cartesiano em dois semiplanos:

y

Todos os pontos de o possuem abscissas maio-
res ou iguais a 2. Podemos representa-los pela
inequagcdo x =2 < x — 2 = 0.

ke

p

Todos os pontos de B possuem ordenadas
menores ou iguais a 5. Ainequacdoy < 5 &
&y — 5 =< 0 pode representar esses pontos.

Pense nisto:
x — 2> 0equivaleax> 2,
com y qualquer; observe a
reta tracejada.

y

B

Todos os pontos de B possuem abscissas meno-
res ou iguais a 2. Podemos representa-los pela
inequacdo x <=2 & x — 2 < 0.

Represente graficamente o conjunto de pon-
tos que satisfazem a inequacdo x — 2 > 0.
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22 caso: A reta r ndo é paralela a qualquer um dos eixos coordenados.

EXEMPLO 26
Sejlarix—2y+2=0. o y
Tomemos um ponto qualquer A(x,, y,) emr.
Temos: x, — 2y, + 2 =O<:>yA=%+1

Seja B um ponto na mesma vertical de A (x, = x,), acima
der, isto &y, >y,, ou melhor:

X
yB>7A+1 B

Como X, = X, temos:
X
y8>75+1:>2yB>xB+2:>xB—2yB+2<O 1

X

. . B . o "

Seja C um ponto na mesma vertical de A (x, = x), abaixo der, isto &, y <y, =y <=+ 1.
Como x, = x, escrevemos:

X
yc<7c+1:xc—2yc+2>0 2
Assim, temos que:

- todo ponto do semiplano o, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequacdo x — 2y + 2 < 0,
comoem 1.

- todo ponto do semiplano B, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequagdo x — 2y + 2 > 0,

comoem 2.

EXEMPLO 27
Sejar:3x + 2y — 6 = 0; o e B sdo os dois semiplanos determina- y

dos porrr. 1.8 o
Temos: 37
~A€r:>3xA+2yA—6=0<:)yA=—?XA+3 i v
.BE(x(xB=xA,yB>yA):>yB>—%x8+3<:>3x8+2y8—6>01 5 EXAZ =
cCEPRBK =X, Y <Y) =Y < —%xc+3<:>3xc+2yc— 6<02 yC-_-iC
Temos que: r

- todo ponto do semiplano o, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequacdo 3x + 2y — 6 > 0,
comoem 1.

- todo ponto do semiplano B, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequacdo 3x + 2y — 6 < 0,
comoem ‘2.

OBSERVACAO &)

Se uma reta r qualquer (ndo paralela a qualquer um dos eixos), de equacao r: ax + by + ¢ = 0, divide o plano
cartesiano em dois semiplanos de mesma origem r, como nos exemplos 26 e 27, temos:

* Todo ponto (x, y) pertencente a um dos semiplanos satisfaz a inequacao ax + by + ¢ = 0.
* Todo ponto (x, y) pertencente ao outro semiplano satisfaz a inequacdo ax + by + ¢ < 0.
Nos dois casos, a igualdade ocorre somente se o ponto pertence a reta.
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EXEMPLO 28

Aretar: 3x + 4y — 12 = 0 divide o plano cartesiano nos se-

miplanos o e B. Vamos determinar a inequacdo que descreve 0s

pontos de o.

Consideramos um ponto qualquer do plano cartesiano, nao

pertencente a r, por exemplo, a origem O(0, 0).

Substituindo pelas coordenadas de O, obtemos, no primeiro

membro da equacao de r:
3:0+4-0-12=-12<0

Isso mostra que os pontos do semiplano B, que contém O, satisfazem a inequacdo 3x + 4y — 12 < 0.
Dessa forma, todos os pontos do semiplano o, que ndo contém O, satisfazem a inequacéo

3x+4y —12>0.

Se tivéssemos escolhido outro ponto qualquer, por exemplo,

P(5, 2), chegariamos a mesma conclusao:
3:5+44-2-12=11>0

Como o ponto P pertence ao semiplano o, temos que os pontos

de o podem ser descritos por 3x + 4y — 12 > 0.

~

EXEMPLO 29

Ainequacdo 2x + 3y < 0 pode ser resolvida graficamente.

Seja s a reta de equacdo 2x + 3y = 0.
Tomemos dois pontos de s:

X y (x, y)
3| 2 | A(-3,2)
3 | -2 B3, -2

Na equacdo de s, devemos “experimentar” as coorde-
nadas de um ponto ndo pertencente a s para escolher a
regiao correta.

Fe

Porque na origem x = y = 0, entdo o sinal do trindbmio
ax + by + ¢ = 0 na origem &, simplesmente, o sinal de c.

Por que é mais pratico escolher
a origem para testar o sinal?

Como a origem pertence a reta s, tomemos outro ponto, por exemplo, o ponto Q(—1, —3):

2 (-1)+3-(-3) =

O sinal da desigualdade coincide com o requerido pela
inequacao inicial; portanto, o ponto Q (e todos os outros
pontos do mesmo semiplano o) satisfaz a condicéo, e a regido
escolhida é a que estd “abaixo” de s. Veja a figura ao lado.

No caso, a reta s ¢ marcada continuamente (veja o sinal <).

Podemos apresentar como solucdo para a inequacdo
dada: “semiplano so. (incluindo s)”.

11 =<0

>
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® | EXERCICIO RESOLVIDO

15 As coordenadas dos pontos de uma regido do plano cartesiano satisfazem simultaneamente as inequacées:
x>0
y<o0
2x =5y —=10=<0
Determine a area dessa regiao.

Solucao:
As duas primeiras inequagdes sao satisfeitas pelos pontos pertencentes ao 42 quadrante. 1
Para resolver graficamente a terceira inequagdo, devemos construir a reta s: 2x — 5y — 10 = 0.

y

5
0 -2 o) 5 b
A

S

Tomando a origem O (com O & s) e substituindo suas coordenadas no 1¢ membro da equagdo da reta s, temos:
2:0-5-0-10=-10<0

Assim, o semiplano que satisfaz a inequacdo 2x — 5y — 10 < 0 deve conter a origem, isto é, é o semiplano

aincluindo s. 2

Aintersecao dos pontosde 1 e 2 é o triangulo OAB destacado no gréafico. Sua area é:

52;2 = 5 u.a. (unidades de é&rea)
9
EXERCICIOS § & Eaorawo
100 Resolva graficamente as inequacoes:
a)x+1=<0 c) x—3y<?2 e) dx+y=3
b)y+3>0 d) 2x — 6y >0

101 Escreva uma inequacdo do 12 grau que represente, em cada caso, a regido sombreada:

a) y .y e

b) y d) y
p ) -
- ]
-2 0| 4 x
0 3 x
2
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102 Seja R a regido do plano cujos pontos tém coordenadas que satisfazem simultaneamente as condicdes:
—2=s=x=2e-1=sy=<3.

a) Represente graficamente R. b) Determine a area de R.

103 As coordenadas dos pontos pertencentes a determinada regido do plano satisfazem simultaneamente as
inequagoes:
X+y<0
y—1=0
x+4=0
Determine o perimetro dessa regido.

104 Represente graficamente os pontos do plano cartesiano que satisfazem simultaneamente as inequacoes
x—3y=2e3x+y=4

Em um pequeno municipio, a regido de alcance de transmissdo do sinal de uma operadora de
telefonia celular esta representada no plano cartesiano abaixo pelo quadrildtero ABCD reunido com o
seu interior. A origem do sistema de coordenadas cartesianas coincide com o local onde estd instalada
a torre da operadora. A unidade de medida de comprimento considerada é o quilémetro.

B(3,0)

a) Qual é, em quilometros quadrados, a area da regido do municipio que recebe o sinal da operadora?

b) A casa de Juca esta localizada em um ponto do 12 quadrante, equidistante de B e C e repre-
sentada, no mapa, sobre a reta de equacdo 2x — y = 0. A familia de Juca recebe o sinal? A que
distancia da torre se encontra sua casa? Considere 5 = 2,24.

c) Sabe-se que, nesse plano cartesiano, 0 municipio encontra-se no interior da regiao limitada pelas
retas horizontaisy — 5 =0ey + 4 = 0 e pelas retas verticaisx — 5 = 0 ex + 3 = 0. Escolhendo-
-se, ao acaso, um ponto qualquer do municipio, qual é a probabilidade de que ele receba o sinal
da operadora?



Aplicacoes

Uma introducao a programacao linear

Uma empresa fabrica tablets em dois modelos: A e B.

O custo de produgao unitério do modelo A é R$ 600,00 e o do modelo B é R$ 900,00. As restricdes
orcamentarias da empresa permitem gastos mensais de até R$ 54 000,00 na producédo dos tablets e sua
capacidade produtiva mensal é de 80 unidades.

Representando por

X: nUmero de tablets do tipo A fabricados no més
y: numero de tablets do tipo B fabricados no més

podemos estabelecer as sequintes desigualdades:

x=0 1
y=0 2
600 - x + 900 -y =< 54000 3
x +y=<80 4
y
Observe que ‘1 e 2 representam os pontos do 12 quadrante, in-
cluindo os semieixos reais positivos Ox e Oy.
0 X
rol
y
De '3, sejar: 600x + 900y — 54000 =0 2x + 3y — 180 =0 B >
Testando a origem O(0, 0), temos que: \
2-0+3-0-180<0
0 90
Assim, a representacao grafica de '3 é o semiplano r3 (incluindo r). &

De 4 temoss:x+y=80ox+y—80=0;
Testando a origem, temos:
0+0-80<0
A representacao grafica de ‘4 é o semiplano sf3 (incluindo s).
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Reunindo as trés ultimas representacbes graficas em um mesmo sistema
de coordenadas cartesianas e determinando o conjunto de pontos (x, y) que
satisfazem, simultaneamente, (1,2, 3 e 4, obtemos o quadrilatero ABCO
reunido com seu interior; sendo O(0, 0), A(0, 60), B(60, 20) e C(80, 0).

Resolvendo o sistema formado pelas equagbes dere s:

y 2x + 3y — 180 =
x+y—80=0

80

60

A

X

A andlise da solucdo gréfica obtida permite a empresa saber que, em um
determinado més (mantidas tais restricoes), é possivel fabricar, por exemplo, 20
tablets do tipo A e 50 do tipo B, pois (20, 50) pertence ao interior de ABCO; da
mesma forma, podem ser fabricados, em um més, 70 tablets do tipo Ae 10 do
tipo B, pois (70, 10) pertence ao interior de ABCO.

Ao contréario, ndo é possivel fabricar 40 tablets de cada tipo em um més, pois
(40, 40) nao pertence a regido destacada.

Conhecendo-se o preco unitario de venda de cada tipo de tablet, é possivel,
através de conhecimentos da Matematica do Ensino Superior, determinar o
ndmero de unidades que devem ser vendidas (respeitadas as restricdes orca-
mentdrias e de produtividade) a fim de maximizar a receita da empresa com a
venda de tablets.

A situacdo aqui descrita é um exemplo introdutério simples de problemas
estudados pela programacao linear.

Programacao linear é uma técnica de planejamento em pesquisa opera-
cional presente em varios ramos da atividade humana. Em linhas gerais, trata
de problemas de otimizagdo: como distribuir recursos limitados para atender
um objetivo especifico, que pode ser a maximizacao da receita (ou do lucro) de
uma empresa, em situagdes de restricbes orcamentarias.

Veja alguns outros exemplos de aplicacdes da programacao linear:

formulacdo da composicdo de alimentos, racbes e adubo para melhor
rendimento, em negocios agropecuarios;

composicdo de tabelas de escala de horérios dos funcionarios em uma
empresa para gerar maior receita com o menor custo possivel;

selecdo de rotas e elaboracao da logistica que permitam a uma empresa a
reducdo de custos na realizacdo de transportes de cargas e encomendas,
com qualidade e seguranca.

Fontes de pesquisa: NOGUEIRA, F. M. A. Programacéo linear. Disponivel em: <www.ufjf.br/epd015/
files/2010/06/IntrodPL.pdf>. Acesso em: 14 mar. 2016; Introdugdo a programacdo linear. Disponivel em:
<www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/novos_conteudos/modulo_II/pdf/CAPSEE2PLapost.pdf>. Acesso em: 14 mar.
2016.; LOUREIRO, M. Problemas de programacéo linear. Disponivel em: <www.novaims.unl.pt/docentes/vlobo/
10/1%20PPLinear.pdf>. Acesso em: 14 mar. 2016.

MORETTIN, Pedro Alberto; BUSSAB, Wilton de Oliveira; HAZZAN, Samuel. Célculo: Funcbes de uma e varias
variaveis. 22 ed. Sao Paulo: Saraiva 2010.

O, cuja solucédo éx =60 ey = 20.

Fe

Como foram obtidas as
coordenadas de B?
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y UMPOUCO Demonstracao da formula da distancia de
MAIS SOBRE ¢ um ponto a uma reta

Vamos determinar d (distdncia de P ar).

P
:

P(X, ¥)
rax+by+c=0

19) Determinamos a equacao da reta perpendicular a r por P.
1 _ b

=

s passa porP(xo,y0)=>y—yO=%-(x—x0)=>s: bx —ay + (ay, — bx,) = 0

1
«Comoslrm =——
s m
r

22) Determinamos as coordenadas de P', projecao ortogonal de P sobre r. Devemos resolver o
sistema, nas incognitas x e y, formado pelas equacdes de r e de s:

{ax+by+c=0
bx —ay + (ay, — bx) =0

Somando a primeira equacdo multiplicada por b com a segunda equacdo multiplicada por
a’y, — bc —abx
a? + b?

—a, obtemos: y = 0. Substituindo esse valor em qualquer uma das equacoes,

obtemos o valor de x:

_ b, —ac — aby,
X= a? + b?

39) Calculamos a distancia entre P e P

b’x, — ac — aby, a’y, — bc — abx0>.

A distancia de P a r ¢ a distancia entre P(x, y,) e P'( PR : pr R

— — 2 _ _ 2
d = V&7 + () :j<b2x0 ac abyO_XO> +<azy0 bc abxo_y0>

a’ + b? a’+ b?

d= “a : (_axo _ byo — C)T "{b : (_axo _ byo — C)-|2

2 + b2 a’ + b? J

Lembrando que Vt € R, (—1)? = t2, e colocando (ax, + by, + c)? em evidéncia, temos:

g j(axo + by, + )7 (a> + b?) _J(ax0 + by, + ¢)?
N (@2 + b2 - a* + b’
_|ax, + by, + ¢

T+ b

d
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B A equacio reduzida da circunferéncia

Uma circunferéncia A com centro C(x_, y,) e raio de medida r € o conjunto
de todos os pontos P(x, y) do plano que distam r de C:

y
de=Jx—x)2+y—y)r=r
Elevando membro a membro ao quadrado, temos:
y 4 - -
X =x)?+(y —y) =r ‘
chamada equacao reduzida da circunferéncia, em que: 0o X
* X_ ey, sao as coordenadas do centro C da circunferéncia;

- r é a medida do raio da circunferéncia;
X e y sdo as coordenadas do ponto genérico P — um ponto que pode

ocupar o lugar de qualquer ponto da circunferéncia, sempre distando r de C.
EXEMPLO 1

A equacao reduzida da circunferéncia de centro C(0, 0) e raio de medida 3 é (x — 0)? + (y — 0)? = 32,
isto &, x2 +y>=09.

y
Al3
V54 ---- +B
-2 5
! C 2 3 X
D] -3

Note que o ponto A(0, 3) pertence a essa circunferéncia, pois (0 — 0)? + (3 — 0)? = 9.
Da mesma forma, o ponto B(2, ¥5) também pertence, pois 22 + (v5)* = 9.

EXEMPLO 2

A equacdo reduzida da circunferéncia de centro C(3, 4) e raio de medida 5
é(x — 3?2+ (y—4) = 25.
Note que os pontos A0, 0) e B(3, —1) pertencem a essa circunferéncia, pois:
(0 =32+ (0—4)2=25

(3—32+(=1—-4) =25
O ponto D(4, 3) nado pertence, pois (4 — 3)> + (3 — 4)? # 25.
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Qual é a equacao reduzida da circunferéncia em que as extremidades de um didmetro sdo A4, 0) e B(0, 4)?
O ponto diametralmente oposto a origem O é o ponto P da circunferéncia,

SO|U§§O: tal que OP é um diametro. Entdo, C(2, 2) é ponto médio de OP; portanto:
-— 0+
O ponto médio de AB ¢ o centro C da circunferéncia; entédo: y 3 %
X:XA+XB:4+0:2e :yA+yB:O+4:2 B O;yp
c 2 2 Ye 2 2
Portanto, C é (2, 2). C
O raio r mede a metade da distancia entre A e B:
] 1 1 B b
r=ody=oJ@ 07+ (047 =532 =202

A equacgdo reduzida da circunferéncia é: G

(x — 22+ (y — 22 = (242", isto ¢, Qual é o ponto dia-
x—=22+(y—2?=8 metralmente oposto a
origem O?
2 Qual éaequacao reduzida da circunferéncia que tem raio de medida 3, tangen-
cia 0 eixo das abscissas no ponto A(4, 0) e esta contida no quarto quadrante?

Solucao:
O centro da circunferéncia é C(4, —3), e seu raio mede 3. Entdo, a equacédo reduzida é:
y (x— 47 +(y+37 =9 Q
A4, 0 . .
%9 A circunferéncia tem centro y 4/A
X (4, —3) e raio 3, entdo o Entre tod
3 ponto de menor ordenada é ntre O 05 05 pohtos
B(4, _76) €0 ponto de maior dessa circunferéncia,
-31 e clogisea S DI, =20 qual é o de menor or-
denada? E o de maior
abscissa?

3 Obtenha a equacéo reduzida da circunferéncia que passa pelos pontos A(—3, 0), B(2, 5) e D(1, 6).
Solucao:
Este exercicio pode ser resolvido de dois modos:
72 modo:
A equacdo reduzida é da forma (x — x)* + (y — yJ? = r?, em que precisamos determinar x_, y_er.
Como A, B e D pertencem a circunferéncia, suas coordenadas devem satisfazer sua equacao, entéo:

(—3—xc)2+(O—yc)2=r2:>9+6xc+x§+y§=r2 1
Q=xP+06G-y)=r=4—-4+x2+25-10y +y2="r
(1=xP+®G-y)r=r=1-2x_+x2+36— 12y +y2=1r
Subtraindo ‘2 de 1, obtemos x_+y.— 2 = 0. 4
Subtraindo '3 de 2, obtemos —x_+y_—4 =0. 5
Resolvendo o sistema formado por 4 e 5, obtemos: x. = =1 ey = 3. y
D
Substituindo x_ e y. por seus valores em "1, temos: g: h B
(=3+12+(0-32=r=r=13 c
.13

A equacao reduzida dessa circunferéncia é:
(x+1)2+(y—32=13
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22 modo:

O centro Clx., y.) dista igualmente de A e B, portanto pertence a mediatriz r de AB (reta perpendicular a
AB tracada pelo seu ponto médio M). Entao:

_ X%t =342 1 _Yat¥%s _ 0+5 _ 5
WTETR T 2 T T Wt T2 TT 2 T2
A _ 5-0 i
=2 == - -1 S = =
e~ ax T 2+3 O ™T T, 1

2

Analogamente, o centro C pertence a mediatriz s de BD (reta perpendicular a BD tracada pelo seu ponto
médio N). Entao:

r:y—i=1-<x+%>:>x+y—2=0 1

X:XB+XD:2+1:i _YetYo _ 546 _ 11
N 2 2 2 W 2 2 2
:_AL:6—5__1:> __ 1 —
Mo = A ~1-2 M=
11 3
— = ——|=>x—-y+ 4= 2
siy > 1(x 2) x—y+4=0
Resolvendo o sistema de equacbes 1 e 2, encontramos x = —1 ey = 3. Entdo, C(—1, 3).

raio: CA= (=1 +3)2+ (3 - 02 =413
A equacao reduzida dessa circunferéncia é (x + 1) + (y — 3)> = 13.

9
EXERCICIOS |
1 Escreva a equacéo reduzida de cada circunferéncia descrita abaixo:
a) centro na origem e raio de medida 4. ¢) centro C(3, —2) e raio de medida V7.
b) centro C(—2, 5) e raio de medida 3. d) com didmetro E, sendo A(2, —2) e B(6, 2).

2 FEscreva a equacao reduzida de cada circunferéncia de centro C a sequir:
a)y c) - y

3 Ha quatro circunferéncias que tangenciam os eixos coordenados e possuem raio unitario.

a) Quais sao suas equacodes reduzidas?

b) Determine a &rea do quadriladtero que possui os vértices nos centros dessas circunferéncias.




4

10

11

Observe esta figura:

Determine a equacao reduzida da circunferéncia
que:

a) tem centro A e passa por O;

b) é concéntrica com A e passa por A,
c) tem didmetro R;

d) tem centro D e passa por E.

Uma circunferéncia passa pela origem e tem centro
em (=4, —3). Determine sua equacao reduzida.

A circunferéncia A encontra-se no 2¢ quadrante, seu
raio mede 3 e A tangencia os eixos coordenados.

a) Qual é a sua equacao reduzida?

b) A passa por (=2, 5)?

Sendo A(—2, —6) e B(2, 4), escreva a equacao
reduzida:

a) da circunferéncia de didmetro AB:

b) de outra circunferéncia que passa por A e B.

Determine os valores reais de k de modo que a
circunferéncia de equacao (x — k)> + (y — 4)? = 25
passe pelo ponto (2k, 0).

Asretasrmy =2x — 1les:3x + 2y = 5=0
intersectam-se em um ponto P da circunferéncia
A, de centro (2, 4). Qual é o ponto diametralmente
oposto a P?

Uma circunferéncia A tem equacgédo reduzida
(x = 5)2 + (y — 1) = 4. Determine:

a) o ponto deA mais distante do eixo das abscissas;
b) o ponto deA mais distante do eixo das ordenadas.
Seja A a circunferéncia de equacdo (x — 3)? +y2 =5
esejaP@+ 1,a— 1) um ponto de A.

a) Calcule a.

12

13

14

15

16

A circunferéncia

b) Para o valor positivo de a encontrado, calcule
o coeficiente angular da reta que passa por P
e pelo centro de A.

Determine a drea de um quadrado circunscrito a
circunferéncia de equacdo (x — a)? + (y — b)> = 16,
em que a e b podem assumir quaisquer valores reais.

Qual é o ponto da circunferéncia (x — 3)> + y> = 4
mais distante do eixo y?

O centro de uma circunferéncia pertence a bissetriz
dos quadrantes impares. Sabendo que os pontos
(3, —1) e (7, 3) pertencem a circunferéncia, deter-
mine sua equacao.

Em cada caso, verifique se os pontos A, Be C
estdo alinhados. A seguir, se possivel, escreva a
equacao reduzida da circunferéncia a qual eles
pertencem:

a) A(—1, 3), B3, —1)eC(1, 5
b) A2, 6), B(—=1, 0) e C(=3, —4)

Um campo oficial de futebol tem 120 m de compri-
mento por 90 m de largura. O campo é dividido em
duas partes iguais e o centro C é marcado com um
ponto na metade da linha de meio-campo. O circulo
central tem 18,30 m de diametro (para facilitar os
célculos, aproxime esse valor para 18 m):

SETUP

120m

0 X
Inserindo-se um sistema de coordenadas cartesia-
nas de origem O, com eixos Ox e Oy de sentidos
positivos indicados na figura, e sendo a unidade
de medida de comprimento o metro, é possivel
determinar equagdes de retas e circunferéncias.

a) Escreva a equagdo da reta que passa por O e C.

b) Escreva a equacédo da circunferéncia que repre-
senta o circulo central.

69
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B A equacio geral da circunferéncia

A partir da equacao reduzida de uma circunferéncia, (x — x)? + (y — yJ)’ = r?, podemos desenvolver os
produtos notéaveis e obter uma equacdo equivalente. Temos:
.xz — 2%+ XY =2y Fyi=r?
Agrupando os termos convenientemente, obtemos:

X+ y? = 2xx =2y y+ (xZ+y:—r)=0

A equacao destacada é conhecida como forma geral da equacao da circunferéncia ou equacao
geral da circunferéncia, com centro (x_, y ) e raio de medida r.

A circunferéncia com centro em (=1, 3) e cujo raio mede 4, por exemplo, tem equacao reduzida
(x + 1) + (y — 3)2 = 16; pode ser escrita como x* + y* + 2x — 6y — 6 = 0 na forma geral.

Dada a equacao geral de uma circunferéncia, como podemos determinar seu centro e a medida de seu
raio? Vamos conhecer agora dois métodos.

Método I: completando os quadrados

Para determinarmos o centro e a medida do raio da circunferéncia representada, por exemplo, pela equacdo

X2 +y? — 6x — 4y — 23 = 0 (ou mesmo saber se, de fato, a equacao representa uma circunferéncia), utilizamos um

processo pratico que consiste em “completar quadrados” para podermos escrever a equacao em sua forma reduzida:

Agrupamos os termos em X e em y e passamos o termo independente para o 22 membro da igualdade:

x2 — 6x +y2 — 4y = 23 e escrevemos: x> — 6x + B+ y? — 4y + m = 23

Podemos notar que existem ndmeros reais que podem ser colocados no lugar do quadradinho azul e do

quadradinho vermelho de modo a obter dois trindmios quadrados perfeitos (um em x e o outro emyy).

Esses numeros sdo 9 e 4, respectivamente, que também devem ser adicionados ao 22 membro da
igualdade a fim de néo altera-la:

XX—6x+9+y—4y+4=23+9+4

x—=37 + (y—2)7? =36

Assim, transformamos a equacdo geral da circunferéncia, x* + y?> — 6x — 4y — 23 = 0, na equacdo
reduzida (x — 3)? + (y — 2)? = 36 e, como sabemos, o centro é (3, 2) e a medida do raio é 6.

Método II: analisando os coeficientes

Nem sempre, porém, uma equacdo da forma Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0, com coeficientes
reais, representa uma circunferéncia. Vamos analisar as condi¢des que os coeficientes dessa equacdo de-
vem satisfazer para que ela represente uma circunferéncia. Inicialmente vamos dividir os dois membros
da equacédo por A # O:

x2+%y2+%xy+%x+%y+%=0

Comparando com a equagao geral da circunferéncia, x* + y* — 2x.x — 2y .y + (x2 +yZ — r?) = 0,

obtemos as relacoes:

%= 1= A =B # 0 (os coeficientes de x? e y> devem ser iguais, mas nao nulos)
%20:>C=O(néo ha termo em xy)

%= —2xc=>xc=;—AD
£=x§+y§—rZ:rZ=x§+y§—%:r2=%+%—%:rzmcom
D? + E2 — 4AF > 0.
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S&o essas as relacdes que deverdo ser satisfeitas para determinar se uma
equacao é realmente a equacdo de uma circunferéncia. Em caso afirmativo, elas
servirdo também para determinar as coordenadas do centro e a medida do raio.

EXEMPLO 3

Para verificar se a equagdo x> + y? + 8x — 6y — 11 = 0 representa uma circunferéncia e qual é
ela, devemos testar as cinco condigdes:

cA=B=1+#0

« C= 0 (ndo ha termo em xy)

w=_P_-8_ 4
C
EAE 62 centro C(—4, 3)
Ye=oa=7 =3
cr= |D2+E2— 4AF :J82+(—6)2—4‘1'(—11) =jﬂ= (o raio mede 6)
4A2 412 4

Para conferir, vamos agora usar o método de completamento de quadrados:
XX+ 8 +m+y  —6y+m=11+m+m
XX+ 8+ 16+y—6y+9=11+16+9
x+4)2+(y—3)7=36

Entdo, (x + 4)? + (y — 3)? = 36 é a equacéo reduzida da circunferéncia de centro (—4, 3) e raio
de medida 6.

-

EXEMPLO 4

No estudo das cinco condi¢des a respeito da equacdo x? + y? — 4x + 10y + 31 = 0, temos:
cA=B=1+#0

+C=0
-D_ 4 _
"IAT 2 2
-E_ —-10 _
AT T2 T

c D2+ E2—-4AF = (-4 +10°-4-1-31=16+100—-124=-8<0
Como néao se verifica a quinta condicdo, ndo se trata de equacédo da circunferéncia. Conferindo,
agora pelo método de completamento dos quadrados:
X—4x+m+y?+ 10y +m=-31+m+m
X —4x+ 44+ y>+ 10y + 25 = —-31 +4 + 25
x—=22+(y+52=—-2=*
0 que é impossivel, pois o primeiro membro de * é uma soma de quadrados de dois nimeros reais.
Assim, a equagdo x> + y2 — 4x + 10y + 31 = 0 representa o conjunto vazio.

Como a é nimero real, a2 = 0.

Como b é niimero real, b2 = 0.

Entdo, a> + b2 = 0, Va Vb, ou seja, o sinal é
positivo e a igualdade a? + b? = 0 s6 ocorre
se a e b forem simultaneamente nulos.

Quaisquer que sejam 0s nUmeros reais
aeb, qual é osinal de a2 + b??
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9

17

18

19

20

21

22

23

EXERCICIOS

Verifique se as equacoes abaixo representam cir-
cunferéncias. Em caso afirmativo, forneca o centro
e a medida do raio da circunferéncia que cada uma
representa.

a) X +y?—10x—2y+17=0
b) *+y*+12x - 12y +73 =0
Q) XX+y?2+2x+6y=0

d) x> + 2y* +4x + 18y — 100 = 0
e) X +3y—-4=0

f) ¥ +y?+4x—4y—-17=0
g) x> +y>—20x+99=0

h) x—12+(y+3)?2?+3=0

Determine as coordenadas do centro e a medida
do raio de cada circunferéncia:

a) X +y —6y=0

b) x> +y? +2x+4y—-1=0

o xX+y—4dx+6y+4=0

d) 2X2 + 2y + 16x — 32y + 134 =0

Transforme, conforme o caso, a forma geral da
equacao da circunferéncia em reduzida (ou vice-
-versa):
a) 22 + 2y +4x -8y +9=0
b) (x — 42 + (y + 2)? =

3

<) x2+y2—5x—9y+7=0

d)(x+1)2+(y+2)2=%

Escreva a equacao geral da circunferéncia que passa:
a) pela origem e tem centro C(—1, —4).

b) por (—1, —4) e tem centro na origem.

Calcule a distancia do ponto P(4, 6) ao centro da
circunferéncia de equagdo x* +y* — 2x — 4y — 3 =
=0.

Determine os valores reais de k para que a equacéo
X2+ y? —2x + 10y — k + 28 = 0 seja de uma
circunferéncia.

Determine o maior valor inteiro de k de modo que
x2 +y? + 6x + 14y + k = 0 seja equacdo de uma
circunferéncia.

24

25

26

27

28

29

30
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Determine a equacao geral da reta que passa pelos
centros das circunferéncias de equacoes (x + 2)? +
+y—-1P=19ex+y —x+y+1)=0.

Qual é a distancia entre os centros das circunfe-
réncias de equagbes X +y* +2x — 6y — 12 =0¢e
x=32+y*=117

Determine o Unico valor real de p que faz com que
ascircunferénciasA,: x> +y> + px — 6y — 17=0e
A x4y + 4x— (p+ 2)y — 10 = 0 sejam con-
céntricas. Qual é o centro comum de A, e A7

O centro de uma circunferéncia A pertence aretar
de equacdo: 2x — y + 4 = 0. Sabe-se que A passa
por (2,2)e(—1,5).

a) Determine a equacao geral de A.

b) Represente re A em um mesmo plano cartesiano.
Se desejar, use um quadriculado.

Dadas as circunferéncias A.: x> + y?> — 8x + 4y +
+11=0¢e A Xx+y? +6x—4y+12=0,
determine as coordenadas:

a) do ponto de maior abscissa de 2.1;

b) do ponto de menor ordenada de 2.2

Determine o perimetro do quadrado inscrito na
circunferéncia de equacao:

x=12+(y—32=32

Em certa cidade, foi decretado o rodizio de carros
como forma de reduzir os congestionamentos e
a emissao de poluentes. Ficou estabelecido que a
limitacdo ao uso dos carros ficaria restrita a regido
formada pelas vias que distassem até 8 quildmetros
do marco zero da cidade.

Vamos representar essa cidade em um sistema de
coordenadas cartesianas cuja origem é 0 marco zero
da cidade, a unidade de medida de comprimento
usada é o centimetro e a escala é de 1 : 20 000.
A regido de abrangéncia do rodizio é limitada por
uma circunferéncia. Determine, nesse sistema de
coordenadas,

a) a equacao dessa circunferéncia;

b) a area da regido de abrangéncia do rodizio.




A circunferéncia 73

[ Posicoes relativas entre ponto e
circunferéncia

Todos os pontos de uma circunferéncia distam igualmente do centro e man-
tém dele distancia igual a medida do raio. Assim, dada uma circunferéncia de
centro C e raio de medida r, se a distancia de um ponto P qualquer do plano
cartesiano a C é diferente der, entdo P é externo ou interno a circunferéncia.

EXEMPLO 5

A circunferéncia A: (x — 3)* + (y — 1)? = 25,
de centro C(3, 1) e raio 5, passa pelo ponto
P(—1, —2), pois:
(=1 =32+ (=2-1)2=25
A também passa por Q(7, 4), pois: y
(7=32+(¢@4 —-1)2=25 | ™
Mas A ndo passa pela origem O, pois: Q
(0—3)2+(0—1)2#25
O ponto R(9, 2) também nao pertencea A, ja que: / \ R
(9-32+@2—-172+#25 1 <
Observe que: \ 0 / X

cdoe =43 -0+ (1-02=+10<5=r
e O éinterno a A.

cd =49 -37+@2-17=437>5=re
R é externo a A.

Trata-se, portanto, de uma simples comparacao de distancias.

Para uma circunferéncia A de centro C(x_, y), raio de medida r e um ponto
P qualquer do plano, distinto de C, compararemos d,_ com r.
Ha trés possibilidades:

*Sed, =r entao P +Sed, >r entao P *Sed, <r entao P
pertence a circunfe- é externo a circun- é interno a circun-
réncia. feréncia. feréncia.

A A 8
P “p
de=r=PeL d,. >r=Péexternoal d,c <r=Péinternoai

No exemplo 5, em que foi dada a equagdo reduzida da circunferéncia,
determinamos a posicdo de um ponto dado em relacdo a circunferéncia cal-
culando a distancia entre o centro e o ponto em questdo e comparando-a
com a medida do raio.
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De modo geral, dados um ponto P(x,, y,) e uma circunferéncia A de equacdo (x — x)* + (y — y)* = r?,
temos:

PEAe A, =rel xSty =re kX))l my ) =0

cPexternoal e d, > e X —x P+, — V)P >re X —xP+y, -y —r>0

cPintemoal e d, <rPe X —xP+y, -y <re X —xP+,—y)-r<o

EXEMPLO 6

Para determinar a posicao relativa entre a circunferéncia de equagdo x> + y> —6x — 2y + 6 =0
e o ponto P(2, 1), podemos fazer:
224+12-6-2-2-1+6=-3<0
concluindo que o ponto P é interno a circunferéncia.
Ja o ponto Q(5, 1) pertence a circunferéncia, pois:

52+1?2-6-5-2-1+6=0

E o ponto R(6, 2) é externo a ela, pois:

6°+2°-6:-6-2-2+6=6>0

Resumindo, dados um ponto P(x,, y,) e a equacao geral Ax* + By? + Dx + Ey + F = 0, com A > 0 e com
todas as condicdes para que ela represente uma circunferéncia satisfeitas, basta substituirmos na equacao as
coordenadas do ponto dado e obtermos o valor numérico M(x,, y,) da expressao do primeiro membro da equagao.

* Se M(x,, y,) = 0, entao P é ponto da circunferéncia.

* Se M(x,, y,) <0, entao P é interno a circunferéncia.

* Se M(x,, y,) > 0, entao P é externo a circunferéncia.

9

31

32

33

34

35

EXERCICIOS

Em relacdo a circunferéncia A: (x + 22 + (y + 1)2 =9,
dé a posicdo dos pontos A(=2, 2), B(=5, 1),
D(—=1, 2), E(0, 1) e F(=5, —1).

Dé a posicao dos pontos A(—1, 2), B(3, 6), O(0, 0),
D(—1, —4) e E(3, 0) em relacdo a circunferéncia
A x2 +yr—6x+ 8 =0.

O ponto (3, —3) pertence a circunferéncia de
equacao x? +y? — 2x — 4y + k = 0. Determine o
valor de k.

O ponto (=3, k) pertence a circunferéncia A de

equacdo x> + y2 + 12x + 4y + 15 = 0.

a) Determine os possiveis valores reais de k.

b) Considere o tridngulo cujos vértices sdo o centro
de A e os pontos de abscissa —3 pelos quais
passa A. Qual é a area desse triangulo?

Para quais valores reais de p o ponto (=3, p) é
interno a circunferéncia de equacéo geral
X2+ y 4+ 2x—6y+5=0?

36

37

38

39

> FACA NO
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Para quais valores reais de p o ponto (—1, p) ndo
é interno a circunferéncia de equacao geral
X4y —=7x+2y—11 =07

Para que valores reais de m o ponto (m, 0) é externo a
circunferéncia de equacdo x> +y? — 4x + 5y — 5= 07

Considere a circunferéncia A que passa por P(—1, 4)
e P'(—3, —2), sendo P' diametralmente oposto a P.

Qual é a posicao do ponto Q(—2, 4) em relagdo a A.?

L) em
2

que k € Rf, tangencia os eixos coordenados, no

Uma circunferéncia A de centro (%

12 quadrante.

Determine:

a) a equacdo reduzida de A.

b) a posicao da origem (0, 0) em relagdo a A.
) a posigdo do ponto (k, k) em relacdo a A.

d) a posicdo do ponto (O, %) em relacdo a A.

J
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n Inequac¢oes do 2° grau com duas incognitas

Uma aplicacdo do estudo sobre as posi¢des relativas entre um ponto e uma
circunferéncia é o desenvolvimento de um método para resolver inequagdes
do 22 grau da forma f(x, y) > 0 ou f(x, y) < 0, em que f(x, y) = 0 é a equacao
de uma circunferéncia com coeficiente de x? positivo.

Dada a circunferéncia A de equacdo (x — a)? + (y — b)? = r?, temos: f(x, y) =
= (x —a)? + (y — b)? — r% o plano cartesiano fica dividido em trés subconjuntos:

subconjunto dos pontos (x, y) exteriores a A, para os quais  y
(x —a)! + (y — b)2 — r? > 0, isto é, satisfazem a desigual-
dade f(x, y) > 0.

subconjunto dos pontos (x, y) pertencentes a A, para os
quais (x — a)? + (y — b)? — r2 = 0, isto é, satisfazem a
igualdade f(x, y) = 0.

fix,y)> 0

subconjunto dos pontos (x, y) interiores a A, para os quais f(x,y) = 0
(x —a)! + (y — b)? — r? <0, isto é, satisfazem a desigual- T X
dade f(x, y) < 0.
Nos exercicios resolvidos a seguir, veremos como resolver graficamente ine-
quacodes do 22 grau com duas incdgnitas.

9 EXERCICIOS RESOLVIDOS

4 Resolva graficamente a inequagdo x? + y? < 4. 2

Solucao: Pe 11

Temos f(x, y) = x> + y> — 4, e f(x, y) = 0 é a equacao da circunferéncia A de — > x

centro (0, 0) e raio 2.

O conjunto de pontos que tornam f(x, y) < 0 é o conjunto dos pontos internos a . -2

Veja, por exemplo, o ponto P(—1, 1). Sex = —1 ey = 1, entao f(x, y) < 0:
f(—=1,1)=(=12+12-4=-2<0

5 Qual é a solucéo grafica da inequacdo: x> +y? — 2x + 6y + 6 < 0?

Solucao:

Fazemos: o | X
fix, y=x+y —2x+6y+6=x—-12-1+(yY+3°2—-9+6= A
=x—=1)7+y+37-4

Entdo f(x, y) = 0 é a equacao da circunferéncia A de centro C(1, —3) e raio 2.

O conjunto dos pontos que tornam f(x, y) < 0 é o conjunto dos pontos interiores

a A, reunidos com os pontos de A.

Veja, por exemplo, o ponto P(1, —2). Suas coordenadas satisfazem f(x, y) < 0:
f(1, =2) =124+ (-22-2-1+6-(-2)+6=-3<0

Ja o ponto Q(3, —3) pertence a circunferéncia, pois, se x = 3 ey = —3, entao f(x, y) = 0:

f(3, =3) =32+ (-3 -2-3+6-(-3)+6=9+9-6-18+6=0
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6 Represente graficamente o conjunto de pontos

do plano que satisfazem a desigualdade

X2+ yr+2x-2y-2=0.

Solucao:

Fazendo:

fix, yy=x+y +2x—2y—2=
=x+1)2-1+—-1P-1-2=
=x+12+y—-1)2-4

f(x, y) = 0 representa a circunferéncia A de centro

C(=1, 1) eraio 2.

O conjunto solucao de f(x, y) = 0 é o conjunto de
todos os pontos do plano, exceto os pontos inter-
nos a A. Veja, por exemplo, o ponto P(2, 3). Suas
coordenadas satisfazem f(x, y) > 0, pois:

f(2,3)=22+32+2-2-2-3-2=9>0

1 p23)

X2+ yr =1

7 Resolva graficamente o sistema .
X2 +y? <4

Solucao:

O conjunto solucdo da inequagdo x> +y>— 1 =0
é o conjunto dos pontos do plano cartesiano
menos o conjunto dos pontos interiores a circun-
feréncia de centro na origem e raio de medida 1.

9
EXERCICIOS

40 Resolva graficamente as seguintes inequacoes:
a) X +y? <1
b) x> + y? <1
o X+y =1
d) X2 +y2>1

41 Resolva graficamente as inequagdes:
a) X +y +4x—2y+1>0
b) +y?—2x+4y+1=<0

Veja a figura abaixo.

O conjunto solucao da inequacdo x> + y> — 4 <0
é 0 conjunto dos pontos internos a circunferéncia
com centro na origem e raio de medida 2. Veja a
figura abaixo.

Como as duas inequacdes devem ser simultanea-
mente satisfeitas, basta fazer a intersecdo dos dois
conjuntos obtidos. A solucdo do sistema é a coroa
circular colorida da figura abaixo.

-20 —1

y
4“ .
"’ N\\
l' A
‘ 1 R
i )
.
- '.
Q :
.
3
\
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A xX+y +2x—4y+1=<0
d)x* +y? —4x -2y +1>0

42 Resolva graficamente os sistemas de inequacoes:
2 2 2 2
a){x +y:>4 b){x +y =2
XX+y?<9 X2+ y2 <4
43 Apresente a solucgao grafica do sistema:
{(x— 12+y <4
XX+ (y—172=4
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44 Em cada caso, caracterize, por meio de duas de- = 45 Resolva graficamente o sistema:
sigualdades, o conjunto sombreado: {3)( —y-2<0

a) y

VA

X2ty <1

46 Em cada item, represente, no plano cartesiano, a
regiao de pontos P cujas coordenadas (x, y) satis-
fazem as condigbes dadas; em seguida, determine

x a area da regido:
a)x+tys2ext+y =<4
b)yx+y=2ex+y <4

) I

47 Representando a regido central de um pequeno
municipio em um sistema de coordenadas cartesia-
nas, em que a unidade de medida de comprimento
é o quilometro, é possivel localizar alguns pontos de
referéncia da cidade por meio de suas coordenadas:

praca central: (0, 0); escola municipal: (—4, 0); posto
de saude: (0, —6).

O prefeito pretende construir um edificio residen-
cial para suprir a caréncia habitacional do muni-
cipio. Esse edificio deve ser equidistante da escola

/2\ e do posto de saude.
E,\ Estudos preliminares feitos por técnicos de enge-
-2 0 1/2 X nharia mostram que seria possivel construir esse
» edificio em um ponto cuja distancia a praca central
-2 poderia variar de 2 quildmetros, no minimo, a 4
quilémetros, no méaximo.

c) y

d) y Caso o parecer dos técnicos seja confirmado, repre-
oL sente, nesse sistema de coordenadas, o conjunto
1 de pontos que satisfazem, simultaneamente, a in-
7£1 5 tencao do prefeito e o parecer, ou seja, o conjunto
=10 0o 1 3 x de pontos onde seria possivel construir o edificio.
\\_/ N&o se esqueca de fornecer as equacdes das retas

e circunferéncias envolvidas.

3 posicio relativa de reta e circunferéncia

Seja uma circunferéncia A de centro C(x_, y.) e raio r. No plano
existem retas que intersectam a circunferéncia em dois pontos, retas
que tocam a circunferéncia em apenas um ponto e outras que nao T
intersectam a circunferéncia em ponto algum.
Essas retas sdo chamadas, respectivamente, secantes, tangentes
e externas a circunferéncia.
Na figura: )
*sNA={S,S,} esésecante a circunferéncia.

-t N A= {T}, et étangente a circunferéncia.

cUuNA=,euéexterna a circunferéncia.

Vejamos, por meio de exercicios resolvidos, como analisar essas posicoes
relativas, baseando-se na determinacdo da quantidade de pontos comuns a
reta e a circunferéncia.
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® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

8 Qualéaposicaorelativaderrx—y+4=0ekx2+y2—2x—4y — 4 =07
Solucao:
Vamos verificar se existem pontos de intersecdo entre elas.
Inicialmente, podemos isolar y na equacao de r, obtendoy = x + 4.
Substituindo esse valor na equacédo da circunferéncia, temos:
X+ xX+4P —2x—4x+4) —4=0=>x+xX2+8+16—2x—4x—-16—-4=0=>x+x—-2=0
Calculando o discriminante da equacdo A = 1 + 8 = 9, vemos que ela possui duas raizes reais e distintas.
Cada uma delas é a abscissa de um ponto de intersecao entre r e A. Assim, a reta é secante a circunferéncia.

Temos, entao:
x=1=>y=x+4=1+4=5

ou
X=—-2=y=x+4=-2+4=2

_ =149
2
Assim, |.(1, 5) e |,(=2, 2) sdo os pontos de intersecdo entre r e A.

A representacdo grafica abaixo confirma a resolucao algébrica apresentada.

Fe

Qual é o comprimento
da corda que r determi-
na em A?

O comprimento da corda que r determina em A € a distancia
I, asaberd = (T +2)7 + (5 - 27 =9 + 9 = 342.

TR

9 Qual éaposicaorelativader:2x+y+2=0eA (x — 1)+ (y — 1)2=5?

Solucao:

No estudo da posicao relativa entre a reta r e a circunferéncia A podemos repetir o raciocinio do exercicio
resolvido 8.

Isolamos y na equacdo da reta, y = —2x — 2, e substituimos na equagao de A:

x—12+(=2x—2—-12=5
(x—12+(=2x—3)2=5
X2=2x+1+4x2 +12x+9=5
XX +2x+1=0,comA=4—-4=0
A equacao possui apenas uma raiz real, que é a abscissa do Unico ponto comum a r e A. Assim, a reta é
tangente a circunferéncia.

Temos, entao:
X2+ 2x + 1 =O=>x=_72= =1
Assim,y = —2x — 2 = —2(—=1) — 2 = 0.

Logo, I(—1, 0) é o ponto de tangéncia entre r e A, como mostra o grafico abaixo.

Fe

Qual é a medida do
angulo que r forma
com CI?

O angulo mede 90°.
Essa é uma propriedade de Geometria Plana: toda
reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular

ao raio no ponto de tangéncia.
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10 Qual é a posicao relativaderix —y =3 =0e Al x> + (y — 1) = 4?
Solucao:

Para estudar a posicao relativa entre elas, podemos isolar y na equacao da reta e substituir esse valor na
equacdo da circunferéncia, chegando a uma equacao do 2¢grau.

Substituindo y = x — 3, temos:
XX+ Kx—=-3-172=4
XX+ (x—4y=4

y
2 2 = =
X% + x 8 +16—-4=0 3 2
X2 —4Ax +6=0
~ g g o g 0 - . 1 € r
Essa equacdo, por possuir discriminante negativo (A = —8 < 0), ndo possui B
raizes reais. Assim, ndo ha pontos de intersecao entre r e A, ou seja, a reta Q»/ X
é externa a circunferéncia, como mostra o gréfico ao lado. —1

O quadro a seguir apresenta um resumo de como obter a posicao relativa entre uma reta e uma cir-
cunferéncia.

Se substituirmos o valor de uma das variaveis (isolada na equagao da reta) na equagao da circunfe-
réncia, obteremos uma equacdo do 22 grau (na outra variavel).
Calculando o discriminante da equacdo obtida, poderemos ter:
A > 0 = areta e a circunferéncia sdo secantes (ha dois pontos de intersecao).

A = 0 = areta e a circunferéncia sdo tangentes (hd um Unico ponto de intersecao).

A < 0 = a reta é externa a circunferéncia (ndo ha ponto de intersegéo).
Para encontrar os eventuais pontos comuns, basta prosseguir na resolucdo da equacao.

5
EXERCICIOS

{2 oo
50 Sabendo que a reta r passa por (1, 0), verifique
a posicdo de r em relacdo a circunferéncia de
equagao x> +y> —4x — 6y — 12 =0.

48 Em cada caso, dé a posicao relativa entre r e A
ayrx—y=0eAxX+y +2x—-2y+1=0
b)rx—y+1=0elkx+1)2+(y—2?=
rx+y—2=0elxX+y —4x—4y+6=0
dr2x—y—-1=0elMx—=32+(y+1)?2=16

51 Determine os valores reais de p para que a reta de

equacdo 2x — y + p = 0 seja tangente a circun-
feréncia de equacdo x> + y> — 4 = Q.
49 Em cada caso, obtenha, se existir, os pontos de

52

intersecao entre a reta r e a circunferéncia A:
a) n3x+4y—35=0eA:xX+y?—4x—2y—20=
=0

b) r:y=—%+%ek:xz+y2—4x—6y—12=0

x=1+1
o
sy

emquet€e R.

elMx+y—8x—6y+24=0,

53

Determine os valores reais de k de modo que a reta
de equacdo x + y + k = 0 em relagdo a circunfe-
réncia de equacdo x> + y2 — 4x — 6y — 5 = 0 segja:
a) tangente; b) secante; c) externa.

Qual é o comprimento da corda cujas extremida-
des sdo os pontos de intersecdo der: 2x —y =0

com A x? 4+ y? =42
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Método alternativo

Existe outro processo, geralmente menos trabalhoso, para determinar a
posicao relativa de uma reta e uma circunferéncia. Por meio desse processo,
uma vez conhecidos o centro e a medida do raio da circunferéncia, bem como
a equacdo da reta, calcula-se a distancia entre o centro da circunferéncia e a
reta, comparando-a, em seguida, com a medida do raio.

Observemos a figura: . s

d..<resésecanteal.

d.,=re tetangentea .

d.,>reuéexternaai

u

g EXERCICIOS RESOLVIDOS

11 Seja a circunferéncia A: x2 + y? — 4x — 2y = 20.

Dadasasretasf: 4x + 3y =36 =0,g:3x —y+5=0eh:x +y + 5= 0, verifique suas posicdes em
relacdo a A, calculando a distancia entre cada uma delas e o centro C de A.
Solucao:
Completando os quadrados da equacédo da circunferéncia A, encontramos C(2, 1) er = 5.
Quanto a reta f:
_|4-2+3-1-36] 25

S T A

f é tangente a circunferéncia.

uanto a reta g:
? Yoy _B2-1-1+5] g
T T T ey qi0 V0T

g é secante a circunferéncia.

Quanto a reta h:
§ g [1-2+1-1+5] g "
= = = e— :r
ooen N2 412 N2

h é externa a circunferéncia.

Observe no grafico abaixo a posicao da circunferéncia e das trés retas:

y
: fea
r=>5
] x|y g | x |y h:| x |y
6 0 0 | =5
9 0 -1 2 -1 | -4
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12 Seja o feixe de retas paralelas dado porr: 2x + y + ¢ = 0, c E R, e a circunferéncia A: x> + y2 — 2x — 10y + 21 =
=0 (centro C(1, 5) e raio de medida ﬁ) Discuta, em funcao de ¢, a posicdo relativa de r e A.

Solucao:
Conforme os valores de ¢, as retas do feixe assumem diferentes posicoes em relacdo a circunferéncia.
Vamos calcular a distancia d do centro C a uma reta genérica do feixe:

d_|2-1+1-5+c|7|7+c|
22t 1 75

Ha trés possibilidades comparando-se essa distancia com a medida do raio (V5) de A:

¢ Para que a reta seja tangente a circunferéncia:

7 4 €
| |=J§=>|7+c|=5:>7+c::r5:>c=—2ouc=—12
{5
* Para que a reta seja secante a circunferéncia:
|7 + |
T<J§=>|7+c|<5:>—5<7+c<5=>—12<c<—2

* Para que a reta seja externa a circunferéncia:

7 +c _
| |>«/§:|7+c|>5: 74+c>5=>c>-2 ou
{5 7+c<-5=c<-12

Para alguns valores escolhidos para ¢, veja as posi¢des das retas do feixe e da circunferéncia:

&

Se a €RY, qual é o conjunto-solugdo
da inequacdo |x|<a? E |x|>a?

2X+y—4=0 y
(c=-4)

2x+y—16=0 Professor, o objetivo é lembrar a resolugao de
(c=—16) inequacdes modulares basicas:

2x+y+8=0 x| <a=-a<x<a
(c=28) |x| >a=x< —aoux> —a
- 0

2x+y—12=0

—8 (C7—12)
2x+y—10=0

2><+y—2— (c=-10)

(c=-2)
9
EXERCICIOS {2 S

54 Em cada caso, por meio do célculo da distancia entre o centro da circunferéncia A e a reta r, apresente a
posicdo de r em relagdo a A:

a)rx+2y+3=0ekxt+y —6x—4y—7=0

b)rx—2y—-3=0el\ x+i2+ _Ay_s
2 2 2

) r3x+y—4=0elk(x—32+(y—52=10
d)rndx—3y—24=0elx+y* —24x+4y+99=0
e)rx—2=0elk4x?+4y>-25=0
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55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

Em cada caso, determine o comprimento da corda determinada pela reta r sobre a circunferéncia A:
a)rx+y—-5=0elx+1)2+(y—2?2=16
b)ri3x—y=0ek (x— 32+ (y—4)?2=25

Determine os valores reais de k de modo que a reta r: 3x — 4y — 18 = 0 em relacdo a circunferéncia
A2+ y2 = 2x + k = 0 seja:

a) tangente; b) externa; c) secante.

Areta de equagdo 2x + 3y — 1 = 0 passa pelo centro da circunferéncia de equacdo (x + m)? + (y — 1)2 =
= 200. Encontre o valor real de m e a medida do didmetro da circunferéncia.

Determine o ponto de A: (x — 4)? + (y — 2)? = 9 mais préximo daretar:x +y + 11 = 0.

Determine as equagdes das retas paralelas ao eixo das abscissas e tangentes a circunferéncia de equacéo
(x+2)2+(y+1)?2=16.

Sejam r a reta de equagdo y = x + 2 e A a circunferéncia de equacdo x> + y* —4x — 2y + a = 0, emque a é
uma constante real. Determine o maior valor de a de modo que ocorra intersecao entre r e A.

Obtenha a equacao geral da circunferéncia de centro (1, 2) que tangencia a reta de equacéo
5x+ 12y + 10 = 0.

Na figura abaixo, sabe-se que Q(2, 5) é o ponto de ordenada maxima da circunferéncia de centro C.

y

a) Determine a soma das coordenadas de P.

b) Obtenha as equacdes das retas paralelas a r e tangentes a essa circunferéncia.

Dé o valor de k € R para que a equacao x* + y? + 5x + 4y + k = 0 seja a equacdo de uma circunferéncia
e determine no eixo das abscissas uma corda de comprimento 3.

Determine as equagbes das retas tangentes a A: x> + y? — 4x — 6y — 12 = 0 que s&o:
a) horizontais; ¢) perpendiculares ar: 3x — 4y = 0.
b) verticais;

Qual é a distancia entre as retas tangentes a circunferéncia A: 4x? + 4y> — 4x — 20y — 15 = 0 que sao
paralelasar: 6x — 8y + 15 = 0?

Determine a equacao reduzida da circunferéncia que passa por (3, 0) e (5, 0) e é tangente a reta de equagao
y+10=0.

Encontre as equaces das retas que tangenciam a circunferéncia x? + y> — 4x — 12 = 0 e formam angulo
de 60° com o eixo das abscissas, no seu sentido positivo.

Seja A uma circunferéncia com centro sobre a reta y = 3x. Sendo A tangente a reta de equacédo y = x no
ponto de ordenada 4, determine a equagdo de A.
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[ Intersecio de circunferéncias

Dadas duas circunferéncias A, e A,, achar a intersecdo de A, com A, é determinar os pontos P(x, y) que
pertencem a ambas as curvas e que, portanto, satisfazem ao sistema formado por suas equacoes.
Por meio de exercicios resolvidos mostraremos como fazer isso.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

13 Obtenha a intersecdo das circunferéncias A,: x> + (y — 2)* =4 ek,: (x — 1)2 +y> = 1.

Solucao:
_ XX+ (y—22=4 1
Vamos resolver o sistema:
x=1P+y?=1 (2
Subtraindo, membro a membro, 2 de 1, obtemos: =4y + 2x =0e, dal: x =2y 3 .
Substituindo 3 em 1 , resulta:

y=0=x=0
Qy)?+(y— 22 =4=5y — 4y =0=|°U . .
y=— =X = —
S 5
Concluimos que as circunferéncias tém dois pontos em comum: P(0, 0) e Q(% %)
y
°7 : A NA =400, (2 &
R e L
Q
A

14 Obtenha a intersecdo das circunferéncias A,: x> + y> = 49 e L, x> +y> — 6x — 8y + 21 = 0.
Solucao:
) X2+ y? =49 1
Vamos resolver o sistema:
XX+y?—6x—8 +21=0 2

Subtraindo, membro a membro, 2 de 1, obtemos:

6x + 8y — 21 =49:>x=7o—ggx 3
Substituindo 3 em 1 , resulta:
2
(—7Og8y> +y2 =49 = 100y’ — 1120y + 3136 = 0 = (10y — 56)2=O=>y=2—58=>x=%
. : Afiencs (2 - of 21 28
Concluimos que essas circunferéncias tém um Unico ponto comum: P = =
y A area da regiao interna a A, e externa a A, ¢ a diferenca entre
7 as areas dos circulos, limitadas por A, e A, ou seja:
P a2 —qml=m-72—n-22=45¢
{@ o
T }\2
5 A A = (A ﬁ) |
3 7 X 5° 5 Qual é a 4rea da regio inter-
naaA, eexternaai,?
7\'1
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CAPITULO 3

3 Posicoes relativas de duas circunferéncias

A posicao relativa das circunferéncias A (com centro C, e raio de medida r,) e &, (com centro C, e raio de
medida r,) pode ser determinada comparando-se a distancia C,C, entre os centros com a soma r, + r, ou
com o médulo da diferenca |r, — r,| das medidas dos raios.

De acordo com a Geometria Plana, sdo possiveis cinco casos distintos:

* 12 caso: A, e A, exteriores

G >r +r,

* 32 caso: A, e A, tangentes interiores

% C1Cz= |r1—r2

IS

1

* 42 caso: A, e A, secantes

r —r2| <CGC<r +r,

Justificativa

Considerer, > r, e P, P, e P, pontos de m tais que P, € A, e éinterno
aA,P,eEMrecéinternoal, eP, EA, eeexternoaA,. Temos:

¢, =CP, +CP, —PP, =r +r,—PP,

Como P.P, >0, seque que: C.C, <r, +, 1

¢, =CP, +PP,—CP,=r +PP —r,

Como PP, >0, segue que: C.C, >r, —r, 2
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De'l e 2,temosquer, —r, <CC <r +r,.
Podemos ter também r, <, e, para esse caso, obterr, —r, <CC, <r +r,.
Assim, consideramos o médulo da diferenca entre as medidas dos raios e podemos escrever:

|r1 —r2| <CC<r +r,

+ 52 caso: A, e A, uma interna a outra

M

0<sCC<|r,—r,

@b

Justificativa

Considerer, >r,, A, internaad,, e P, e P, pontos de C.C,, taisque P, €A, P, E A, C, estaentre P, e

C eP,estaentreP, e C,.

Temos:

chz = C1P1 - Csz - Pwpz

GG =r—r,—PP,

Como P.P, >0, temos que C.C, <r —r,.

Também podemos ter A, interna a A, obtendo C.C, <r, —r..

Assim, consideramos o médulo da diferenca entre as medidas dos raios e podemos escrever:
0=sCC<|r,—r,]

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

15 Qual é a posicao das circunferéncias A,: x> + y> = 49 e A,: x> + y> — 6x — 8y — 11 = 0?
Solucao:
A, tem centro C, (0, 0) e raio de medida r, = 7 e A, tem centro C,(3, 4) e raio de medida r, = 6.

CC,=40-37+(0—-42=5

Comparemos C,C, com a soma das medidas dos raios: CC, = 5er, +r, = 13. Notamos que CC <r, +r,
e concluimos que A,e A, ndo podem ser exteriores, nem tangentes exteriormente.

Comparemos C,C, com o médulo da diferenca das medidas dos raios:

CC=5¢e |r—r|]=1

172 1 Z‘

Notamos que C,C, > |r, —r,| e concluimos que A,e A, ndo podem ser uma interna a outra, nem tangentes
interiormente. Entao, por exclusao, A,e A, sdo secantes.
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®
EXERCICIOS § 2 i

69 Obtenha os pontos de intersecdo das circunferéncias A,: x> +y?> = 100 e ;x> +y? — 12x — 12y + 68 = 0.

70 Dadas as circunferéncias A1 x? +y2 — 2x — 3 =0eA,: x* + y* + 2x — 4y + 1 = 0, determine seus pontos
de intersecao.

71 Determine, em cada caso, a posicao relativa de rel,.
aA:xX+y =16 e AxX¥+y +6x—4y+4=0
b) A:xX+y =18 e A ¥ +y +20x— 10y + 124 =0
A A:xX+y —dx—6y+12=0 e A X +y +4x—12y+24=0
dA:x2+y? =81 e A;xXx+y’—6x+8 +9=0

B

72 Obtenha as equagdes das circunferéncias de centro C(2, —1) e tangentes a seguinte circunferéncia:
X +y?+4x—6y—3=0

Em um treinamento militar, um missil serd lancado de uma base B para atingir o alvo A. Um
extenso rio retilineo separa a regido em que se encontra a base B da regido onde estd o alvo A.
A figura a seguir ilustra essa situacdo em um plano cartesiano representado na escala 1 : 20000.
A unidade de medida de comprimento é o metro.

Ag---mm-o =15 rio

a) Qual é a distancia real entre a base B e o alvo A?

b) Sabendo que os efeitos de destruicdo do missil podem ser sentidos até 200 quilémetros do
alvo, qual é a relacao que deve ser satisfeita pelas coordenadas de um ponto P(x, y) desse plano
para que esses efeitos sejam sentidos em P?

c) Qual é a area da regido afetada pelo missil representada nesse sistema cartesiano?

d) No plano cartesiano, o rio pode ser representado pela reta que passa pelos pontos (—6, 9)
e (0, 12). Qual é o ponto desse rio mais proximo do alvo? A que distancia real do alvo ele se
encontra?

Considere V5 = 2,24 e indique 0 ndmero inteiro mais préximo.
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3 Introducio

Consideremos duas retas e e g concorrentes em V e ndo perpendiculares.

Com a reta e fixa, pelo ponto V facamos g girar 360° em torno de e, mantendo constante o angulo
de medida 6 formado por elas. A reta g gera uma superficie denominada superficie conica de duas
folhas. A reta g é chamada geratriz dessa superficie.

Apolbnio de Perga, cerca de 200 a.C., iniciou o estudo das curvas obtidas quando se seciona uma super-
ficie cOnica por um plano o. Dependendo da posicdo desse plano «, diferentes secoes podem ser obtidas.

SHEILA TERRY/SPL/LATINSTOCK/COLEGAO PARTICULAR

0k e BIR. e o S AL LrtrE—=-

eI -
Apolonio de Perga demonstrando suas teorias matematicas em Alexandria. Gravura de C. Laplante, data desconhecida.
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Se o plano o é perpendicular a reta e, a secdo Se o plano o é obliquo a reta e, mas corta apenas
obtida é uma circunferéncia. Em particular, se @ uma das folhas da superficie conica, a secdo obtida
passa por V, a secdo obtida é um ponto. é uma elipse.

e e

o
Se o plano o é paralelo a uma geratriz g da Se o plano o é obliquo a reta e e corta as duas
superficie cdnica, a secdo obtida é uma parabola. folhas da superficie conica, a secdo obtida é uma
hipérbole.
e e

Neste capitulo faremos um estudo inicial da elipse, da hipérbole e da parabola, denominadas, junta-
mente com a circunferéncia, se¢ées cOnicas.



GRAY BUILDINGS, DISTRICT OF COLUMBIA/GOOGLE EARTH

) Elipse

Observe as fotos abaixo.

[r— . -

As conicas

uma elipse.

Imagem I. Parque The Ellipse (A elipse), na cidade de
Washington, EUA, 2015.

Aiimagem I mostra um importante marco da cidade de Washington, capital
dos Estados Unidos: um parque chamado The Ellipse (A elipse).

A imagem II mostra uma cuba de louca usada em pias de banheiros. Seus
contornos lembram a cdnica que passaremos a estudar: a elipse.

O que é elipse?

Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano o, seja 2c a
distancia entre eles e O o0 ponto médio de F,F,. Elipse é o conjunto dos pontos
de o cuja soma das distancias a F, e F, é igual a constante 2a (2a > 2¢).

elipse = {P € o. | PF, + PF, = 2a}

Assim, temos:

Imagem II. O contorno destacado da cuba de louca nos remete a

PETER MUKHERJEE/E+/GETTY IMAGES
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Notemos que A A, = 2a, pois:
AR + AF =AF + AF,
entao:
X+ x+20=y+(y+ 20
portanto, x = .
Dai:
AA, =AF +FF+FA =x+2c+y=2(kx+c) = 2a

Observe a figura a seguir para compreender o tracado de uma elipse.

ZAPT

Um barbante de comprimento 2a é fixado em dois pregos distantes 2c um do outro

(observe que 2a > 2¢). Mantendo o barbante esticado, desloca-se a ponta do lapis.
A curva que ele descrevera serd uma elipse.

Elementos principais

F, e F,: focos

1

O: centro
WA, eixo maior N
B,B,: eixo menor A e A

>

2a: medida do eixo maior X

2b: medida do eixo menor

%: excentricidade (*)

(*) Veja, na secao Aplicagbes das paginas 96 e 97, o infogréafico "As érbitas
dos planetas”.

Numa elipse, a medida do semieixo maior a, a medida do semieixo menor
b e a metade da distancia focal ¢ verificam a relagdo:

a’=b’+ ¢

que decorre do teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo retangulo OF,B,.

B
b
1 F1 0 C F2 2
A,A, e B,B, sdo perpendiculares entre si
2c: distancia focal
B

Por que o ponto O é
também ponto médio
de AA,?

AO=x+c
A 0=y +c
Como x =y, entao
A0 = A,0.

Por que a medida de
B,F, éigual a a?

B, pertence a elipse, entdo

B,F, + BF, = 2a. -
B, pertence a mediatriz de F,F, ,
entdo B,F, = B,F,.

Desse modo, B;F, = B;F, = a.
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Equacao reduzida (I) y
Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que: P Py)
AA, C Ox e B,B, C Oy

E facil verificar que os focos s&o os pontos:
F.(—c, 0) e F,(c, 0) "\ *)

Chama-se equacao reduzida da elipse a equacao que o ponto
genérico da curva, P(x, y), verifica. B,

P € elipse & PF, + PF, = 2a

Vamos deduzi-la.

VX + P+ (y— 02 +4x -+ (y — 07 = 2a=
A+ +y =2a—-Ax— ) +y’

Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, temos:
X+ +y =4 —dalx -’ +y + x -’ +y =
SXF2x++y =4 —dalx— ' +y + X -2+ +y =
4ex —4a’ = —daix — o’ +y' =

=S allx — o’ +y =a’—
Elevando os dois membros ao quadrado novamente, temos:
ax—o’+ay =@ -—x'=
= a'x’ — 2a’x + a’dd + aty = a' — 2a'x + X =
Sax -—xX +ay=a"—-a'd=
= @ - +ay =ad’ — )=
= b’ + a’y? = a’b’
e, dividindo os dois membros da igualdade por a’b?, resulta:

2 2
Equacao reduzida (II)

Analogamente, se a elipse apresenta A,A, C Oy e B,B, C Ox, temos:

y
AZ
F,(0,0)
P(x, y)
PF, + PF, = 2a
Vx =0+ (y+c +(x — 0+ (y—c =2a B, 0 B, X
F.(0, #0)
A1

e, repetindo o raciocinio anterior, decorre novamente a equacao da elipse:




92

CAPITULO 4

EXEMPLO 1

Uma elipse com eixo maior de medida 8 e distancia focal de
medida 6 apresenta:

a=4
C:3}:>b2=a2—c2=16—9=7:>b=«/7

Se 0 eixo maior da elipse estiver contido no eixo X, a posicdo
da elipse é a indicada na figura, isto é:
m COx e ﬁ C Oy
entdo sua equacao é:
XZ

y:
16+7_1

EXEMPLO 2

Uma elipse com eixo maior de medida 8 e eixo menor de medida
247, com A/A, C Oy e B,B, C Ox, isto é, na posicdo indicada na figura,
tem equacao:

¥ + X _ 1
16 7
ou ainda:
a’ = b2+c22=> N y2
=54 =W7)+J=c=+16-7 =c=3 A + 16 =1
Assim, os focos sao F,(0, —3) e F,(0, 3).

Quais sdo as coordenadas dos focos dessa elipse?

2 Determine as coordenadas dos focos de cada elipse do exercicio anterior.

3 Determine a equacdo da elipse cujos focos sao F,(—12, 0) e F,(12, 0) e que contém o ponto P (1 2,

4 Calcule a distancia focal e a excentricidade da elipse 1: xX* + 3y’ = 6.

|\
‘ ’
EXERCICIOS {2 om0
1 Determine as equagbes das elipses seguintes.
a) b) c)
y y y
FZ
12
F1

27
=)
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5 Determine a equacdo da elipse com centro na origem, que passa pelo ponto P(1, «/E) e tem um foco
F,(0, —2).

6 Determine a equagdo da elipse cujos focos sao os pontos F,(2, 0) e F,(—2, 0), sendo 6 cm a medida de seu
eixo menor.

7 Encontre as coordenadas dos focos da elipse de equacdo 9x* + 16y* = 4.
8 Represente no plano cartesiano a elipse cuja equacao é x* + 2y’ = 4 e obtenha as coordenadas dos focos.
9 Qual é a equagao do conjunto dos pontos P(x, y) cuja soma das distancias a F,(0, —1) e F,(0, 1) é 8?

10 Os pontos A(3, 0) e B(x, y) pertencem a uma elipse cujos focos sao F,(—2, 0) e F,(2, 0). Calcule o perimetro
do triangulo BFF,.

Transla¢cao de sistema

Sejam P(x, y) e O'(x,, y,) dois pontos referidos a um sistema cartesiano xOy. y y

Se X0 é um sistema tal que X'/ x, y'// y e X', y' tém respectivamente N P
0 mesmo sentido positivo de x, y, dizemos que XO'' foi obtido por uma ) E
translacdo de xOy. y"

Vamos estabelecer uma relagao entre as coordenadas de P nos sistemas ~ y| o' ¢--------- 5 E
x0Y' e xOy.

s
o
—_ >

No eixo Ox, temos: OP, = 00", + O',P, = x = x, + X

o
x
ol ... 3
x

No eixo Oy, temos: OP, = 00, + O,P, = y =y, +V

EXEMPLO 3

Consideremos a reta de equacdo x + y — 8 = 0. Eis alguns pontos que pertencem a essa reta:
A(1,7), B(2, 6), C(3, 5), D(4, 4), E(5, 3), F(6, 2)
yi

y
&

o

' | 1
-----1--|--|--+-+-|--+-4¥\x-----;

Se é dada uma translagdo no sistema xOy, de modo que a nova origem seja 0'(2, 1), todos os
pontos citados mudam de coordenadas, obedecendo a lei:

X = x - 2
(nova) (antiga)  (origem O
y =y -

Em relacdo ao sistema x'O'y' temos as novas coordenadas para os pontos A a F:
A(=1,6), B(0, 5), C(1, 4), D(2, 3), E@3, 2), F(4, 1)

A equacao da reta no sistema x'O'y' é obtida a partirdex +y — 8 = 0, fazendox =x + 2 e
y =y + 1. Assim:
xX+y—8=0=>K+2)+(y+1)—-8=0=x+y—-5=0
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EXEMPLO 4

Consideremos a circunferéncia de equacao x* + y* = 4. Seu
centro no sistema xOy é (0, 0) e seu raio é 2.
Se é dada uma translacao no sistema xOy, de modo que a nova

origem seja O'(—4, —3), todos os pontos mudam de coordenadas,
obedecendo a lei:

y

X=x+4 e y=y+3

(nova) (antiga) (nova) (antiga)

ER
N

A equacao da circunferéncia em relacdo ao sistema xO'y' pode o
ser obtida a partir de x* + y* = 4.
Assim:

Elipses com centro fora da origem
e eixos paralelos aos eixos x ey

Se uma elipse tem centro no ponto O'(x,, y,) e A/A, // Ox, sua equacao em
relacdo ao sistema auxiliar xQO'y' é:

Portanto, de acordo com as “férmulas” da translacdo vistas, sua equacdo
relativamente ao sistema xOy é:

X=X YY)
o )

=1

Analogamente, se uma elipse tem centro no ponto O'(x,, y,) € A/A, // Oy,
sua equacao relativamente ao sistema xOy é:

y

_ v\ s
(y aZyO) +( ~ o) — Y]
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Professor, lembre o estudante de que, no GeoGebra: Note que, ao se apresentar a lei da conica a esquerda na reproducao de cada

* a divisao é indicada por “/"; tela, sdo usados valores decimais e os produtos notaveis sdo desenvolvidos (veja
* a potenciacdo é indicada por “™"; as expressoes obtidas em "entrada"). No entanto, também é possivel utilizar a

* 0 uso de parénteses é obrigatorio. equacao na forma reduzida para tracar as conicas no GeoGebra.

Uma elipse que tem centro no ponto O'(3, 5), semieixo maior a = 2 e semieixo menor b = 1
apresenta a equacao:

(x = 3) +(y—5)

= 1 (se o eixo maior é paralelo ao eixo x)  (I)

4 1
ou:
(x—3)° (y—5) . - .
1 + y 7 = 1 (se 0 eixo maior é paralelo ao eixoy)  (II)
Observe os dois graficos dessas elipses tracados com auxilio do GeoGebra.
elipse I elipse II
<<
Al Ensar Eutir Opehes Fenamenms Jansk Apda Enfar... %
.".- ol ew 5
c: 0.26x* +y7 - 1.6x - 10y = -26.26| : c: X* +0.25y” - 6x - 2.5y = -14.25|
mm/ﬂﬁ‘of-!—m-‘(w-m 1, - Enfids -‘-usy“-nx-uy-.uzs/ ] t|'
- 4
9
P FACA NO
EXERCICIOS § 2 Gbeawo
11 Determine as equacoes das elipses seguintes. 12 Determine as coordenadas dos focos de cada elipse
a)y 6 nos itens a e ¢ do exercicio anterior.
13 O ponto C(—3, —2) é o centro de uma elipse
0 X tangente aos eixos coordenados. Se os eixos de
5 : 5 simetria da elipse sdo paralelos aos eixos coorde-
' nados, escreva a equacao da elipse.
b) v
(4,5) 14 Determine a equagao da elipse cujo centro é
C(—2, —1), aqual passa pelos pontos A(—1, —=1) e
B(—2, —3), tendo os seus eixos paralelos aos eixos
F2, 9 F6.4) coordenados.
[e] X
15 A metade do eixo maior de uma elipse mede

0 5 cm e a distancia focal é de 4 cm, sendo (2, 1) o
centro dessa elipse. Se o eixo menor é paralelo ao
eixo coordenado Ox, escreva a equacao reduzida
dessa elipse.

16 Determine os focos da conica de equagéo:

o X (x — 3)? N (y — 2)?
169 144

B
N

=1
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O modelo heliocéntrico

O movimento dos planetas e a configuracao do Sistema
Solar podem ser relacionados por um modelo heliocéntrico,
proposto inicialmente pelo astronomo Aristarco de Samos
(310 a.C.-230 a.C.) e retomado, entre outros, pelo astrénomo
polonés Nicolau Copérnico (1473-1543). Copérnico era um
astrénomo com grande inclinacao para a Matemitica e, entre
outras realizagdes, acreditava que a Terra € um planeta como
todos os outros e que gira em o6rbita circular ao redor do
Sol (supostamente imovel). Copérnico ordenou os planetas
considerando sua distancia em relacio ao Sol e concluiu que, a
medida que o planeta se aproxima do
Sol, maior é sua velocidade orbital.

A teoria heliocéntrica de Copérnico
(considerada mais simples que a de
Claudio Ptolomeu, que perdurou
por toda a Idade Média) derrubou
a crenca de que o homem era o
centro da criacao do Universo.

O astronomo polonés Nicolau
Copérnico e a sua representacao do
Modelo Heliocéntrico, em que as
orbitas dos planetas em torno do Sol
sao circulares.

~ As orbitas dos planetas

O Sol
» Ocupa posicio teoricamente fixa, correspondente a um dos
focos das érbitas elipticas dos planetas.
# Para termos uma ideia do seu tamanho, seriam necessarios

1300000 planetas com o mesmo didmetro da Terra
para preencher o interior do Sol.

B A temperatura em sua superficie é de aproximadamente 6 000 °C. Y.

w - >

. A excentricidade

As rbitas elipticas ocupam diferentes planos no espaco e tém dife-
rentes tamanhos e formas. Para entender o aspecto dessas orbitas, é
necessario entender o conceito de excentricidade.

Se uma elipse tem eixo maior de medida 2a e distancia focal 2c, sua
excentricidade (ou "achatamento") é dada por:

2c c

e=—=
2a a

Como ¢ < a, vemos que e é sempre um nimero pertencente ao intervalo

10, 1, isto é, 0 < e < 1. Elipses que tém excentricidade préxima de 0 sao

pouco achatadas e tém forma muito préxima a de uma circunferéncia.

Elipses que tém excentricidade préxima de 1 sdo bem achatadas.
Observe, na ilustragao ao lado, as seis elipses, de diferentes

excentricidades, tendo todas um eixo maior com medida igual a 2 cm.

Terra
B Periodo de revolucio:
365 dias e 4 horas.

P Disdmetro: 12 800 km (pouco
maior que o diametro
de Vénus).

B A atmosfera terrestre nos

4 )

Mercurio

B Periodo de revolucio
(intervalo de tempo para
que o planeta dé uma
volta completa em
torno do Sol):

88 dias terrestres.

» Diametro: 4 878 km

B Excentricidade de sua
érbita: 0,206 = 20,6%

N\ J

protege contra pequenos

SOCIE

(

corpos celestes externos (me-
teoros, por exemplo), que, em

GEOGRAPH

sua maioria, se queimam por

meio do atrito com o ar antes

de colidirem com a superficie
terrestre.

» Excentricidade de sua érbita:
0,0167 = 1,67%

A\ J

[ .

4ib‘°“

ececcccccccssse s

e

-3

eccccece

Vénus
B Periodo de revolucio: 225 dias terrestres.
# Didmetro: 12 000 km
# Excentricidade de sua érbita: 0,0068 = 0,68%

Com base em medicdes, os astrénomos calcularam as
excentricidades das érbitas dos planetas, mostradas neste infografico.
Observe, no infografico, que, embora as érbitas dos planetas sejam
elipses, de modo geral suas excentridades sao tdo pequenas que elas
se parecem com circulos.

feb
. l
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-

gao: 690 dias terrestres.

(Terra, Vénus e Mercu-

-

\
Marte

» Periodo de revolu-

» Diametro: 6 800 km

# Excentricidade de
sua orbita:
0,093 = 9,3%

» Marte e os planetas
mais préximos do Sol

rio) sdo chamados de
planetas sélidos.

J

®ecccccccccccs

4 I

Jupiter
» £ o maior planeta do
Sistema Solar

(diametro da ordem de
142 984 km).

# Periodo de revolucao:
12 anos terrestres.

# JUpiter e os planetas
mais distantes do Sol
(Saturno, Urano e Netu-
no) sdo chamados de
planetas gasosos.

B Excentricidade de sua
orbita:

0,048 = 4,8%

As orbitas elipticas

Em 1546 (trés anos apés a morte de Copérnico), nasceu o astrénomo

planeta varia ao longo

do seu movimento

orbital (sendo minima
quando o planeta

ocupa a posicao A

e maxima quando ocupa a

sistema heliocéntrico.

becccccccsss

4 Saturno

B Esse planeta é visivelmente achata-
do nos polos. Dessa forma, o seu dia-
metro (medido na Linha do Equador)

¢é da ordem de 119 300 km.

# Periodo de revolugio: 29 anos e
6 meses terrestres.

# O sistema de anéis faz de Saturno
um objeto celeste singular no Sistema
Solar. Esses anéis sao
formados por poeira
e dguana
forma sélida.

# Excentricida-
de de sua érbita:
0,056 = 5,6%

N\ J
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Tycho Brahe, que, usando instrumentos projetados e fabricados por

ele mesmo, registrou as posi¢coes de planetas e estrelas com precisao
admiravel para a época (em que nao existiam os telescopios). Brahe
contratou, em 1600, um matematico alemao chamado Johannes Kepler
(na época com 29 anos) para ajuda-lo na analise das informagdes coletadas.
Com a morte de Brahe em 1601, Kepler deu continuidade a anélise dos
dados e determinou que a trajetéria dos planetas em relagao ao Sol nao
eram circunferéncias e sim elipses. No ano de 1609, Kepler enuncia a
lei das 6rbitas elipticas: “A érbita de cada planeta é uma elipse com o Sol
posicionado em um dos focos”. Uma
consequéncia dessa lei é que

a distancia do Sol a um

posicdo A'). Foram as descobertas de Galileu Galilei (1564-1642) que
proporcionaram grande quantidade de evidéncias, consolidando o

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

84 anos terrestres.

# Excentricidade de
sua orbita:
0,0461 = 4,61%

-

planeta

Urano
» Diametro: 51 800 km

» Periodo de revolucao:

CASA PAULISTANA DE COMUNICACAO

COLECAO PARTICULAR. SHEILA TERRY/SCIENCE PHOTO LIBRARY

[ —— 1
Neste quadro, observamos annes
Kepler (a esquerda) e Tycho

Brahe trabalhando com base nos
dados das posicdes dos planetas
levantados por Brahe. Autor e data
desconhecidos.

a )

Netuno

# Se Netuno fosse um planeta oco
poderia conter, em seu interior,
aproximadamente
60 planetas com o mesmo
didmetro da Terra.

» Diametro: 49 500 km

# Periodo de revolugao
165 anos.

B Excentricidade de sua érbita:

NASA/JPL/SPACE SCIENCE INSTITUTE

_/ 0,0097 = 0,97%
\_ J

ELEMENTOS SEM
PROPORCAO ENTRE SI
E EM CORES FANTASIA.

Fontes de pesquisa: Movimento dos Planetas: Tycho,
Kepler e Galileo. Disponivel em: <astro.if.ufrgs.br/
movplan2/movplan2.htm>. Acesso em: |5 mar.

2016.; O modelo heliocéntrico de Copérnico. Disponivel
em: <www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/Jose-Tarcisio-
Costa/copernico.htm>.

Acesso em: |5 mar. 2016.
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I3 Hipérbole

Vocé j& deve ter observado o que acontece quando se acende um abajur em
um ambiente escuro: na parede, é possivel visualizar duas regiées iluminadas.
Seus contornos tém a forma da cénica que passaremos a estudar: a hipérbole.

Professor, depois de caracterizar
as curvas conicas e apresentar

os elementos da hipérbole, é
interessante retomar essa imagem
e esclarecer que os contornos das
regides iluminadas sao ramos de
duas diferentes hipérboles (e ndo
da mesma).

MISHA GORDON/ALAMY/FOTOARENA

Veja agora a foto ao lado,
gue mostra um conhecido ponto
turistico de Brasilia: a Catedral
Metropolitana.

Projetada por Oscar Nie-
meyer, ela apresenta dezesseis
pilares dispostos ao longo de
um circulo. Os contornos desses
pilares lembram uma hipérbole.

CASSANDRA CURY/PULSAR IMAGENS

Catedral Metropolitana de Brasilia (DF) em 2014.

O que é hipérbole?

Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano «, seja 2c a distancia entre eles e O o ponto
médio do segmento F,F,. Hipérbole é o conjunto dos pontos de o cuja diferenca (em valor absoluto) das
distancias a F, e F, é a constante 2a (com 0 < 2a < 2¢).

hipérbole = {P € o | |PF, — PF,| = 2a}
Assim, temos:

|QF, — QF, | = 2a
|[RF, — RF, | = 2a
|SF, — SF, | = 2a
|AF, — AF | = 2a
|AF — AF,| = 2a




As conicas

Observe a figura abaixo. Vamos mostrar que m = n.

Por que o ponto O
também é ponto médio
do segmento A,A, ?

A, pertence a hipérbole, entio:
AF, —AF =2a=

= (AA, +Nn)-—m=2a=
=2atn—-m=2a=>n=m

Como OF, = OF,, decorre:
m+ A0=0A,+n=

i 2c i =m+A0=0A,+m= A0 = 0A,

De fato:
|AF, — AF,| =2a= AF, —AF, =2a=
= (2c—n) —n=2a
entdgo:c=a +n'l
|AF, —AF, | =2a= AF,-AF=2a=
=((2c—m)—m = 2a
entdo:c=a+m 2

De'1 e 2, resultam = n.

Elementos principais

F, e F,: focos
O: centro
A A,: eixo real ou transverso

2c: distancia focal, em que ¢ = OF, = OF, Foo A
2a: medida do eixo real, em que a = OA, = OA,

%: excentricidade

Equacao reduzida (I)

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que F,F, esteja contido no
eixo X e a reta perpendicular a esse segmento, passando por O (ponto médio

de ﬁ) seja 0 eixo y. O eixo real é A/A, e sua medida é 2a. Os focos sao os
pontos F,(—c, 0) e F,(c, 0).
P € hipérbole & |PF, — PF,| = 2a

P(x, y)
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Chama-se equacao reduzida da hipérbole a equacdo que o ponto genérico da hipérbole, P(x, y),
verifica.
Vamos deduzi-la:

|PF, — PF,| = 2a=

= A+’ + (-0 —Jx—0o’ +(y—0)? = *2a

SIx+’+y =dx—c?+y> t2a
Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, temos:
X+ +y=Kx-—c’+y tdallx — )’ +y’ +4a’=
= 4cx — 4a’ = Hdallx — o + Y =
S —al=tallx— o +y?
Elevando os dois membros ao quadrado novamente, temos:
(x—a)=a"-x—o +ay’' =
= X! — 2a’cx + a' = a'xt — 2a’cx + Al + Ay’ =
N (CZ _ aZ)XZ . azyz _ a2(C2 _ a2)
Chamando ¢ — a*> = b? (observe que a < c = ¢ — a’> > 0), temos que:
b2x? — azyz = a’b?

Dividindo membro a membro por a’b?, resulta na equacao reduzida da hipérbole:

XZ yZ
T
Observe que, se x = 0, temos:
2 2
%—%z 1 :%: -1 =y =-b

Como b € R¥, temos que y & R. Desse modo, nao ha pontos em comum entre a hipérbole e o eixo y.
Os pontos B,(0, b) e B,(0, —b) ndo pertencem a hipérbole mas determinam o segmento B,B, de medida
2b, que é chamado eixo imaginario da hipérbole.

y

B,B,: eixo imaginario
B,B, = 2b: medida do eixo imaginario

Relacdo notével: ¢ = a’ + b’
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Tracando por A, e A, retas verticais e tragando por B, e B, retas horizontais, obtemos o retangulo CDEF,

cujos vértices sdo as intersecdes dessas retas.

A reta suporte da diagonal DF passa por O(0, 0) e tem coeficiente angular igual a tg 6 = %.

Sua equacdo reduzida éy = %x.
Analogamente, a equacao da reta suporte da diagonal CE éy = —%x.

As retas de equagbes y = i%x sdo chamadas assintotas da hipérbole.
As assintotas ndo intersectam a hipérbole, mas, na medida em que tomamos pontos da hipérbole muito
afastados do centro O (para a esquerda de O ou a direita de O), o tracado da hipérbole “aproxima-se”

das assintotas.

Equacao reduzida (II)

Analogamente ao que vimos, se a hipérbole apresenta eixo real A;A, C Oy e eixo imaginario B,B, C Ox,
temos:
F.(0,—c) e F,(0, ) em quec >0

Se P(x, y) pertence a hipérbole, entéo:

IPF, — PF,| = 2a = PF, — PF, = +2a =
=x—07+y+0? —Jx—07+(y—c’ = *2a

Daf obtemos a equacéo da hipérbole:

As assintotas tém equacbes y = i%x.

101
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EXEMPLO 6

Uma hipérbole com eixo real de medida 8 e distancia focal igual a 10 apresenta:
b°’=c—a’=25-16=9
Se o eixo real da hipérbole estiver contido no eixo x, a posicao da hipérbole é a indicada na figura,
isto é, AA, C Ox e B,B, C Oy, entao sua equagao é:

As assintotas dessa hipérbole tém equacdes y = i%x.

EXEMPLO 7

Uma hipérbole com eixo real de medida 8 e distancia focal igual a 10, na posicéo indicada na
figura, isto é, A,A, C Oy e B,B, C Ox, tem equacgao:

Esta equacao, evidentemente, ndo é equivalente a equacao da hipérbole do exemplo 6:
X Y

16 9
4

As assintotas dessa hipérbole tém equacdes y = i? .
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5 )
EXERCICIOS {2 i

17 Em cada caso, determine as equacoes das hipér- = 18 Determine as coordenadas dos focos de cada
boles seguintes e de suas assintotas: hipérbole do exercicio anterior.
a) y 19 Obtenha a distancia focal da hipérbole cuja equa-
2 2
cdo é XT - y7 = 1. Quais sao as equacoes das
A A, )
— assintotas?
F1 0 3 2 FZ X
20 Faca o que se pede:

a) Calcule a excentricidade da hipérbole cuja

2 2

- X

equacao e=——— — = 1.

b) 4 auesa0e T

MF/ b) Represente essa hipérbole e suas assintotas no
2{ A plano cartesiano.
0 A X 21 Construa os graficos das conicas L: x> —y> = 1 e
2 Lo y? — x> = 1. Seus graficos sdo coincidentes?
/;\ 22 Determine as coordenadas dos focos da hipérbole
cuja equagéo é 3x* — y* = 300.

Hipérboles com centro fora da origem

Se uma hipérbole tem centro no ponto O'(x,, y,) € A/A, // Ox, sua Y
equacao em relacdo ao sistema auxiliar XO'y' é:

() )2 _

a’ b? 1

Yo
Portanto, sua equacao relativamente ao sistema xQy é:

x—x)  (y—y)
a’ b? -

Observe a hibérbole a seguir, que tem centro no ponto O'(x,, y,) € ©
AA, // Oy.

y

Yo

Analogamente, sua equacao relativamente ao sistema xOy é:

(y —y?  x=x)?

a b? !
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EXEMPLO 8

Uma hipérbole que tem centro no ponto O'(—2, —3), semieixo real a = 5 e semieixo imaginario
b = 6 apresenta equacéo:
(x +2)2  (y+3)?

25 36

1 (se o eixo real é paralelo ao eixo x) (I)

ou:

+ 3)? X + 2)?
v 55 ) - ( 36 L 1 (se o eixo real é paralelo ao eixo y) (II)

Veja, a seguir, as hipérboles de equacdes (I) e (II) construidos com auxilio do GeoGebra.

hipérbole T
g
Aot i i e,
1 X -+ ¥ ] -3 2 T [ T I & [1 T ] " "
Entrads ¢: 128 - 0.89y* + 6.12x - 5,30y = 3488 s @
hipérbole II
- e
e it Eate Opries Faipmmaiing Jiiss Assq Emrar.,, g
Bl - Lslelol &l md1 5

-
N

Entrada c; LBSx* + 1.28y" - 150x + 7.68y = 24.04 )
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@ FACA NO
23 Determine as equagdes das hipérboles abaixo:
a) Vv

CADERNO
24 Quais sao as coordenadas dos focos de cada hi-
O\’\ AZ/

pérbole do exercicio anterior?

25 Obtenha os focos da hipérbole cuja equacédo é
= - x+172 (y+2?
A {(10,0) 13 3
A (3,0)
26 Qual é a distancia focal da hipérbole cuja equacao
Y (y=72 (x+9)?
b =6 £ — =1?
) \ x / ¢~ 1 17
A R 27 Qual é a excentricidade da hipérbole cuja equa-
F /A 1\ y=5 ~ ,(X_Z)Z yz
@O0é—re— 55 = 1? Faga um esboco dessa
0 x cbnica no plano cartesiano.
. J
Hipérboles e fungdes reciprocas
caracteristicas:

Vamos determinar a equacdo de uma hipérbole especial com as seguintes

OBSERVAGAO &)
drantes impares;

Dizemos que uma hi-

« focos F,(—m, —m) e F,(m, m), com m € R*, ambos na bissetriz dos qua-
- hipérbole equilatera, ou seja, com a = b.

pérbole é equilatera
Sabemos que a distancia focal sera:

se sua equagao apre-
sentaa = b.

2c=FF ={m+m)+(m+m)? =2mi2
Como c? = a’ + b’ ea = b, temos:

y 1
(M2)P=a’+a=2m’=2a"=

= a = m (medida do semieixo real)
Um ponto P(x, y) pertencente a essa hipérbole deve verificar a
condicéo:

|PF, — PF,| = 2a
Entao:

.:N,\OH a rh *
Vx+mPZ+y+m? —Jx—mZ+(y—m)? =+2m=

= x+m?+(y+m)? ==£2m + Jx — m)* + (y — m)?

Elevando os dois membros ao quadrado, temos:

X+ mP2+y+m?=4m> =4mi(x — m)? + (y — m)? + (x—m)> +(y — my’=
= 4xm + dym = 4m? = Amd(x — m)> + (y — m)?> =

y
=x+y—m=xdx—m)+ (y — m)?

Elevando os dois membros ao quadrado novamente e fazendo
as simplificacoes, chegamos finalmente a:

AZ
2
m
x = —

7 ~ . Ve y 2

que é a equacao da hipérbole.
2
m
Se chamarmos a constante —

2

F1
de k, a equacéo da hipérbole
serd xy = k. Observe que essa equacao pode ser vistacomoy = —,

portanto, a hipérbole é simplesmente o grafico dessa funcao.
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- < . 6 .
Observe, como exemplo, o grafico da funcédo reciprocay = ~ construido
com auxilio do GeoGebra.

GEOGEBRA

f_\mmm Etlitnr Exlie OpiOws Fremmmmndns bmels Ajuda Ertrar,.,
Rl >lolo] <] =] ] 5
»
4
4
)
1
a
1 ] . ! L] & 4 ] A (1] 1 3 1 ] a T L] ] 1w
4
a
@
Ed
Entrada: fix}=6/x Ephist

Do estudo de fungdes temos que o grafico de uma funcdo definida por
y = % (com k # 0), chamada de funcédo reciproca, é uma hipérbole. Agora,
temos a comprovagao disso.

Se duas grandezas x e y sdo inversamente proporcionais, isto é, se x - y = Kk,
o grafico da funcdo que relaciona os valores de x com os valores de y sdo os
pontos de uma hipérbole.

3 paribola

A curva que descreve, por exemplo, o movimento de uma bala lancada por um canhdo é chamada
parabola.

O movimento com trajetéria parabdlica j& era estudado por Galileu Galilei no século XVI. Observe abaixo
uma ilustracdo elaborada por esse cientista.

Gravura que mostra trajetorias parabdlicas de balas de canhdo. Os nimeros, proximos a cada parébola, indicam a inclinacdo do canhao
em relacdo a direcao horizontal.



ALEXANDRE CARVALHO/FOTOARENA

As conicas

As fotos seguintes mostram cartdes-postais de duas cidades brasileiras. Na primeira, vemos as fontes de
agua do parque do Ibirapuera, em Sao Paulo. Na segunda, a ponte Juscelino Kubitschek, em Brasilia.

Lago do parque do Ibirapuera, Sao Paulo (SP), em 2012. Ponte Juscelino Kubitschek, Brasilia (DF), em 2010.

As imagens que acabamos de ver nos remetem a formas que se assemelham a parabolas. O gréfico de
uma funcdo do 22 grau é uma paradbola. Facamos agora o estudo detalhado dessa conica.

O que é parabola?

Dados um ponto F pertencente a um plano o e uma reta d contidaem ¢

o, com F & d, seja p a distancia entre o ponto F e a reta d. Parabola é o b P
conjunto dos pontos de o que estdo a mesma distancia de F e de d.
pardbola = {P € o | PF = PP'}
QR Q

Assim, temos:

VF = W
PF = PP
QF =QQ
RF = RR
SF = S’

Elementos principais
F: foco
d: diretriz
p: parametro
V: vértice

VF: eixo de simetria (é a reta que passa por F e é perpendicular & diretriz)

Relacdo notavel: VF = % , pois VF = V V'

PAULO FRIDMAN/PULSAR IMAGENS
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Equacao reduzida (I)

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no Vvértice da
parabola e eixo das abscissas passando pelo foco. Como a distancia entre
Fedép, temos que F(% O), e a diretriz d tem equacéo:

p

Nessas condicbes, chama-se equacao reduzida da parabola a

equacao que o ponto genérico da curva P(x, y) vai verificar. Vamos

deduzi-la.
P € parabola & PF = PP'

j(x—%> +y—0) =j<X+%> +ly -y

Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, obtemos:

2 2
( —£)2+y2=<x+£>2:>x2—px+p—+y2=x2+px+p—

Entao:

2 2 4 4

Simplificando, resulta:

y? = 2px

Equac¢ao reduzida (II)

Analogamente ao que ja vimos, se a parabola apresentar vértice na
origem e foco no eixo das ordenadas, temos:

PF = PP'

‘/(x—0)2+(y—%)z = j(><—x)2+(y+%)2

Daf, decorre a equacdo da parabola:

P(x,y)

P(x,y)

Xt = 2py

EXEMPLO 9

Uma pardbola com pardmetro p = 3, vértice V na origem e foco F no eixo Ox tem equacgo:

2

y? = 6x, se F estd a direita de V ou y* = —6X, se F estd a esquerda de V
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Observe que:

 Se F estd a direita de V, temos: P'(—% y) e F(% O)

3\ 3\2
dPP’=dPF:>j<X+7) +y—y) =J<X—?) +y =

:%+3X+%:%—3x+%+y2:}y2:6x

21

32 3\2
dPP':dPF:J<X_7> +y -y :J<X+§) +y =

:>)(Z—3X+7%=)(Z+3x+7g+y2:>y2:_6x

* Se F esta a esquerda de V, temos: P(% y) e F<_i 0)

7
- |
EXEMPLO 10
Uma parébola com parametro p = 3, vértice V na origem e foco F no eixo dos y tem equacao:
x* = 6y, se F estd acima de V x* = —6y, se F esta abaixo de V
y y
g d
2
3 X
. 2
i
2
3|V
2
d
|
Somente as parabolas que tém
eixo de simetria vertical (exemplo
] 10). Nessas, para cada valor
Observando esses Ultimos exemplos (9 e 10), que para- real de x existe um Unico valor
bolas podem ser gréficos de funcées de R em R? correspondente de y.
9
EXERCICIOS {0 SN
¥/ CADERNO
28 Determine as equacdes das pardbolas seguintes:
a) dVv b) y c) y
d y=5
V|0
v F(0,4 X
F(1, X
O\ F(1,0 v1io "
d y=-—4 F(0, —5)
x=-1
29 Qual é a equacao da diretriz da parabola de equacdo 2x* — 7y = 0?




110 CAPITULO 4

30 Determine as coordenadas do foco F e a equacao da diretriz da parabola de equacio y* — 16x = 0.

31 Em cada caso, obtenha as coordenadas do foco, a equacdo da diretriz e represente graficamente a parabola
dada por:

a) y* = —16x b) x> = 2y Q) y’ =x

32 Uma parabola tem vértice na origem, eixo de simetria coincidente com o eixo das abscissas e passa pelo
ponto P(4, —7). Qual é sua equacgao?

Parabolas com vértice fora da origem

Se uma parabola tem vértice no ponto V(x,, y,) e VF //Ox, sua equacao em
relacdo ao sistema auxiliar x'Vy' é:

(yl)Z — prl
y
Portanto, sua equacao relativamente ao sistema
xQy é:
2 Yor=--
(y = vo)® = 2p(x = x;)
d '
6} xlo X

Analogamente, se uma parabola tem vértice no
ponto V(x,, y,) € VF // Oy, sua equacao relativamen-
te ao sistema xQy é:

(X = %> = 2p(y — Yo

EXEMPLO 11

Uma paradbola de parametro p = 2, vértice V(4, 2) e eixo de simetria VF paralelo ao eixo Ox
tem equacao:
(y— 2 =4(x — 4) ou (y — 2?2 = —4(x — 4)
se F esta a direita de V se F estd a esquerda de V

y d| y* y yt |d
: h :
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Observe as parabolas I e IT construidas com o GeoGebra.

parabola I parabola II

IMAGENS: GEOGEBRA

o d:y?+4x-dy =12 /-/

[l y?-4x -4y =-20 = =
H‘H“‘a e a

Enmarte prit - 2= 20 i i Exsvise gl o s -y = 42 1lm

EXEMPLO 12

Uma parabola de pardmetro p = 5, vértice V(3, 1) e eixo de simetria VF paralelo ao eixo Oy
tem equacao:

(x—3)2 =10y —1) ou (x—3)=—-10(y — 1)
se F estd acima de V se F esta abaixo de V
y y y'
v :
; | 7 i
O A 4F 2 i
2 : (1) :
: : d:y—%—o
e T . e e ;.
YV(3, 1) X :
0 53 X 0 '3 X
B i (Iv)

3 ' 2
-3 dy+==0
2 3

Em que ponto cada

Observe as parabolas (III) e (IV) construidas com o GeoGebra. uma das parabolas do
exemplo 12 intersectam
o eixo Oy?
parabola IIT parabola IV

Bl = -
g

| ./_‘f_—__.:\}\_ﬁ___._.__

il c: % -6x+10y =1
c:x*-6x-10y=-19

Basta fazer x = 0 nas equacbes: (0 —3)’ =10 (y — 1) =y = 1,9; o ponto é (0; 1,9)
(0—3)=—-10-(y— 1) =y =0,1; 0 ponto é (0; 0,1). Confira nos graficos acima.
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)
EXERCICIOS

33 Determine a equacao de cada paradbola represen-
tada a sequir:

a)y

|

34

ol

b) y
35

<
Il
N

V(1L2) 36

/ o[ a0 \ X 57

38

39

@ FACA NO
X9 CADERNO

Determine o foco e o vértice da pardbola
Ay + 37 =12(x— 2).

Escreva a equacdo da diretriz da parabola repre-
sentada pela equacdoy = —(x + 5)°.

Determine as coordenadas do vértice da parabola
cuja equacdo éy’ — 7x — 6y + 9 = 0.

Obtenha a equacdo da parabola cuja diretriz é
d: x = —2 e cujo foco é F(6, 0).

Qual é a equacado do conjunto dos pontos P(x, y)
gue sao equidistantes da reta d: y = 3 e do ponto
F(—2, =3)?

Dé a equacao da parabola simétrica relativamen-
te ao eixo dos y e que passa pelos pontos de
intersecdo da reta de equacdo x + y = 0 com a
circunferéncia de equacao X’ + y* — 8y = 0.

Parabolas e fun¢cdes quadraticas

Note que uma parabola com equacédo x* = 2py tem eixo de simetria vertical

coincidente com o eixo das ordenadas. Entao, para cada valor real atribuido a x
existe em correspondéncia um Unico valor correspondente dey. Assim, aleiy =

= Zipx2 define uma funcéo cujo grafico é precisamente a parabola. Isso ja foi visto no

estudo de funcdes e agora é comprovado. Por exemplo, as funcdesy = x*|em que

p = 17> y = 3% (em que p = %) ey = —4x (em que p = %) tém graficos
que sdo parabolas com vértice na origem.
Observe que uma parabola de equacao (x — x,)* = 2ply — y,) possui vértice

V(X,. Yo) € eixo de simetria vertical. Podemos escrevé-la na forma:
X' — 2x X + X = 2py — 2py,

ou ainda:
1 o X X5 + 2py,
2p p 2p
quadratica.

, que corresponde a lei de uma funcdo



As conicas 113

No estudo de fungdes, vimos que a funcdo quadratica
y = ax’ + bx + ¢ (com a # 0) tem por grafico uma parabola, o
. e X
que agora foi comprovado ao verificar que: a = 21— b=--=2
X+ 2py, P P
ec="">55
Por exemplo, a funcdo dada pory = 2x* — 5x + 8 tem por 5 "
) , X X2 + 2 5 : diy——=
gréfico uma parabola com 2 = Zip -5= _FO e8= Oz—ppyo V= (zf ; .
L, 5., -39 (5 39 5 E
ouseJa,p—4,x0—4eyo—8,V(Z,? eFZ,S. :
0 ; X
- AN - I
I3 Reconhecimento de uma cénica
pela equag¢ao
ElipseS Se k; = k,, seque a equagao:
(x — Xo)z (y— yo)2
. N & tTxo =
Comparemos as equacoes das elipses: x4 & — y0? = ko que
: 30 de outra cnica:
i i circanferéncia de contro (t, ¥o)
x=x) (y—y,) (y—vy,) (x = x,)? cujo raio mede K, .
> AF > =1 > AF ~ =1 Se tivéssemos k, = a’ = b’ em
a b a b uma elipse, terfamos ¢’ =
(elipse com eixo maior horizontal) (elipse com eixo maior vertical) =a’-b’=0=c=0eca

excentricidade seria % =0,o0u

seja, teriamos uma circunferéncia.
(Veja também o texto da secao
Aplicagées.)

Concluimos que:
* uma equacao do 22 grau nas incognitas x e y representa uma elipse com
eixo maior paralelo a Ox ou Oy se for redutivel a forma:
x=x) (y—y,)
k1 kZ

- sek, >k, k, = a’ e k, = b?, entdo o eixo maior é horizontal.

Por que admitimos
k, # k, na equacao
apresentada?

+ =1,comk, >0, k,>0ek, #k,

«sek, <k, k, =b’ek, = a’, entdo o eixo maior é vertical.
* (X, Yo) é 0 centro da elipse.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Caracterize a cOnica representada pela equacao 4x* + 9y’ = 36 e eshboce seu gréfico.
Solucao:

Dividindo os dois membros da equacdo por 36, temos:

y
2 9 2 2 2
A % _36 XV, g
36 36 36 9 4
Portanto, a conica é uma elipse com centro na origem e E 5
eixo maior horizontal tal que: A, . | 2 Azx

a’=9

b’ = 4

}=>c=m=«/§

Os focos séo F,(—+5,0) e F,(5,0). 2,
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2 Qual é a distancia entre os focos da cOnica cuja equacao é 9x* + 4y* = 367 A,
Solucao: F,
Temos:
emo . - V5
2 2 X Y _
9x+4y—36=>4+9 1 B, n B,
3 X
A cbnica é uma elipse com centro (0, 0) e eixo maior vertical tal que:
2 _ 9 3
e
A1

Portanto, os focos sdo:

F,(0, —5) e F,(0, 5)

e a distancia entre eles é 2c = 245.

3 Qual é a conica representada pela equacdo 9x* + 16y* — 90x — 160y + 481 = 0? Esboce seu grafico.

Solucao:

. o . - L (x — Xo)2 (y — yo)2 . .
Vamos identificar a cnica com sua equagao genérica — + % =1, isto é
1 2

kx* + Ky — 2koxox — 2K,y + (kzxé + kye — k1kz) =0
Temos coeficientes respectivamente iguais aos da equacao dada, portanto:

k, =9, k =16, 2kx, =90, 2ky,=160, kxt + kyZ— kk, =481
Dai, temos:

k,=9, k=16, x =5 y,=5

Como k, >k, > 0, a equacao representa uma elipse com eixo maior
horizontal e centro (5, 5), sendo a*> = 16 e b?> = 9.

A equacdo reduzida dessa elipse é:

(x=5" =5 _,
16 9

A equacéo reduzida dessa elipse pode ser obtida de outro modo.
Vamos completar quadrados:
9x* — 90x + 16y> — 160y + 481 =0
9(x* — 10x + m) + 16(y* — 10y + W) + 481 =0
9- (¢~ 10x + 25 + 16 - (y* — 10y + 25) + 481
9-(x—5°+16-(y—5°=144

(x—5)%  (y—5)
% 9

0+9-25+16-25

=1
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Hipérboles

Comparemos as equacdes das hipérboles:

(X = x,)? . (y — y,)? _, (x — x,)? . (y = yp)? _
a2 _bz - _bZ az
(hipérbole com eixo real horizontal) (hipérbole com eixo real vertical)

Concluimos que:
> uma equacao do 2¢ grau nas incégnitas x e y representa uma hipérbole
com eixo real paralelo a Ox ou Oy se for redutivel a forma:

X=x)  y—y)
+ =1
k1 kZ
em que k, e k, tém sinais contrarios.
+sek, >0ek, <0, entdo k, = a’ ek, = —b’; o eixo real é horizontal.
-sek, <0ek, >0, entdo k, = —b”* e k, = a’; 0 eixo real é vertical.

* (X Yo) € 0 centro da hipérbole.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

4 Caracterize a cOnica representada pela equacdo 4x* — 9y’ = 36 e esboce seu gréafico.
Solucao:

Temos:

2 2
292 = SIS -
4" = 9y = 36 = 5 7 1

Portanto, a conica é uma hipérbole com centro (0, 0) e eixo
real horizontal. Temos:

a’=9=a=3
p’=4=b=2

S

Seus focos sao:

F.(=+73, 0) e F,(y73, 0)

5 Quais sdo os focos da conica cuja equagéo é x> — y* = 12
Solucao:

A partir da equacao dada, podemos escrever:
2 2
AR
A conica é uma hipérbole com centro (0, 0) e eixo real horizontal

tal que:

a’=1

bz:1}=>c=«la2+b2=«/7

Portanto, os focos sdo:

F(—Z,0)eF,(Z, 0)
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6 Qual é a conica representada pela equacao 4x* — y* — 32x + 8y + 52 = 0?
Solucao:
Este exercicio pode ser resolvido de dois modos:
12 modo:

(x=x)?  (y—y,)
Desenvolvendo a equagao geral K + K =1, obtemos:
1 2

X = 2xx, + X7yt = 2yy, )’
J’_
k1 kZ

kox? — 2xkox + kox2 + ky2 — 2kyyoy + kiy2 — kik, =0

Comparando com a equacao 4x* — y* — 32x + 8y + 52 = 0, temos:

k, =4

k, = —1

2%k, = =32 = —2x,-4=-32=x%x,=4

—2yk, =8= =2y, - (=1)=8=y,=4

k,x; + k,yo — k;k, = 52 (Note que 64 — 16 + 4 = 52)
Como k, < 0 ek, > 0, a equacao representa uma hipérbole com eixo real vertical e centro (4, 4), sendo
a®=4eb’=1.

A do reduzida é:
equacao reduzida é (=42 (x— 4y

4 1

=1
22 modo:
Vamos completar os quadrados:
4x* — 8x+ W) — (Y’ — 8y + W) = —52
4-(¢—8x+16) —(y*— 8y +16) = =52 + 4 - 16 + (—16)
4-(x—4y—(y—47=—4
Dividindo os dois membros por —4, obtemos:
(y—4" x=4)
4 1

=1

Parabolas

Desenvolvendo as equacdes das parabolas (y — y,)* = 2p(x — x,) e (x — x,)* =
= 2p(y — y,), obtemos respectivamente:

2+ 2px X x2 + 2
ek Yo HETG 1 K G e,
P P P e 2p P 2p
(pardbola com eixo de simetria horizontal) (parabola com eixo de simetria vertical)

Comparando as duas equacdes, concluimos que:
uma equacdo do 22 grau nas incognitas x e y representa uma parabola
com eixo paralelo a Ox ou Oy se for redutivel a uma das formas:

x=ay’+ by +c(coma#0) 1
ou

ax> + bx + c(coma #0) 2

<
I
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- Se redutivel a forma 1, entdo a pardbola tem eixo de simetria horizontal

2 + 2px
eazL,bz—&eCZ—yo P,
2p p 2p
- Se redutivel a forma 2, entdo a parabola tem eixo de simetria vertical e
1 X X2 + 2py,
a:_lb:__oecz—.
2p p 2p

* (Xo, Yo) € 0 Vértice da parabola.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Qual é a conica representada pela equacao y* = 6x? Esboce seu gréafico.
Solucao:

Temos:

yVy=6x=y"=2:3-x

Portanto, a conica é uma parabola com vértice na origem,
eixo de simetria horizontal e parametro p = 3.

8 (Caracterize a conica representada pela equacdo x = % y' — % y + % e esboce seu grafico.
Solucao:
A equacao representa uma parabola com eixo de simetria horizontal. y

Comparando-a com a equagao genérica:

X = 21_p Y- % oy = Vs —i_szxo, decorre:
A Y1 Yt 20% 5
2p 4’ p 2 2p 4 0
Dai, obtemos:
P=2,Y=1,%=1 cEE= 0
Assim, a parabola tem vértice (1, 1) e parametro p = 2.
A equacao reduzida dessa parabola é:
(=17 =4-(-1)
A equacao reduzida pode ser obtida de outro modo:
Completando quadrados, temos:
X = %yz - %y + % =
=>X=L~(y2—2y+l)+i=>
4 4
=>x=%-(y2—2y+ 1)+%—%- 1=
:>x=%-(y— 1 +1=
Sx—T= =P ly—1P=4-x—1)

4

17
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®
EXERCICIOS 0 e

40 Caracterize a cOnica representada pela equacdo em cada item a seguir.
a) 5x + 8y’ =10 dy —4x—6y+13=0
b) 9x’ + 25y’ — 36x + 50y — 164 = 0 e X —4x— 12y =32
€) 5x° — 4y’ + 30x+ 16y + 49 =0 f) 9x* + 5y’ + 54x — 30y + 81 =0
\ J

Interse¢oes de conicas

E regra geral na Geometria Analitica que, dadas duas curvas f(x, y) = 0 e g(x, y) = 0, a intersecao delas
é o conjunto dos pontos que satisfazem o sistema:

{f(x, y) =0
gx,y) =0

J& aplicamos esse conceito para achar a intersecdo de duas retas, de uma reta e uma circunferéncia
e de duas circunferéncias. O mesmo conceito se aplica para obter a intersecdo de uma reta e uma
cOnica, de duas conicas etc.

EXEMPLO 13

Vamos determinar os pontos comuns a reta r: x —y = 0 e a parabola L:y = x°.
Para isso, devemos resolver o sistema de equacoes:
x=y 1
y=x" 2
Substituindo ‘1 em 2, resulta:
y
S r
y=0=x=0
y=y =y -y=0= ou (1,1
y=1=x=1
(0,0) X
Assim, temos: r N A = {(0, 0), (1, 1)}.
- |
9
EXERCICIOS {0 Soimmo

41 Obtenha a intersecao da parébola A: y> = x com a elipse A" x> + 5y* = 6.

42 Determine o conjunto dos pontos em que a hipérbole de equacio 4y> — x* = 1 intersecta a circunferéncia
de equacdo x* + y* = 9.

43 Quantos pontos comuns tém a circunferéncia de equacdo X’ + y* — 2x — 4 = 0 e a parabola de equacéo
2 —Ax—y+2=0?

44 Calcule o comprimento da corda que a reta r: y = x define na elipse A: 9x* + 25y = 225.
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45 Calcule a distancia entre os pontos de intersecio das curvas de equacbes x> +y = 10ex +y = 10.

46 (UFMG) Considere a parabola de equacdo y = 8x — 2x’ e a reta que contém os pontos (4, 0) e (0, 8).
Sejam A e B os pontos de intersecdo entre a reta e a parabola. Determine a equagdo da mediatriz do
segmento AB.

2
47 Determine m € R de modo que a reta de equagdo y = x + m intersecte a elipseXT +y =1

48 Calcule o valor do coeficiente angular m € R para que a reta de equagdo y = mx + 2 e a pardbola de
equacao y’ = 4x tenham intersecio nao vazia.

49 Observe a figura a seguir.

y
3
B ol P
F,(=5,0) F,(5,0)
-3 -2 0 2 3 x
-3
Com base nos dados da figura, determine:
a) as coordenadas de A, B, Ce D. b) a ordenada de P.

50 Quantos pontos tém em comum a circuferéncia de equacdo x> + y* — 4y + 3 = 0 e a parébola de equacio
3 —y+1=0?

(Unesp-SP) Suponha que um planeta P descreva uma 6rbita eliptica em torno de uma estrela O,
de modo que, considerando um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, sendo a estrela

2 2
O a origem do sistema, a orbita possa ser descrita aproximadamente pela equacdo 1)(% + %’—5 =1,

com x e y em milhdes de quildometros. A figura representa a estrela O, a érbita descrita pelo planeta
e sua posicao no instante em que o dngulo POA mede %

y (milhdes de km)

B(0, 5)

4

\\O/AHO, 0) x (milhées de km)

(figura fora de escala)

Adistancia, em milhdes de quildbmetros, do planeta P a estrela O, no instante representado na figura, é:

a) 2V5 b) 2410 c) 542 d) 1042 e) 510
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Neste capitulo, daremos continuidade ao
estudo da Estatistica por meio da associacao
de medidas quantitativas que caracterizam e
resumem um conjunto de dados. Convém,
no inicio, revisarmos rapidamente alguns
conceitos aprendidos.

Estatistica basica

Introducao

Populacao: conjunto de elementos
que tém em comum a caracteristica
que esta sendo investigada em uma
pesquisa.

Amostra: subconjunto da populacdo
cujos elementos fornecerao as infor-
macoes que estao sendo investigadas
por meio de uma pesquisa.

Variavel: é o objeto de estudo (ou item investigado) de uma pesquisa. As
variaveis classificam-se em: quantitativas (sdo aquelas que apresentam
numeros como resposta: quantidade de filhos, altura, renda etc.) ou quali-
tativas (que apresentam como resposta uma caracteristica ou preferéncia
do entrevistado: cor, nome do candidato em que o entrevistado vai votar
nas proximas eleicdes etc.)

Tabelas de frequéncia: sdo tabelas que organizam e resumem o conjun-
to de dados coletados em uma pesquisa. Em uma tabela de frequéncias
geralmente constam a frequéncia absoluta (Fa), que corresponde ao
numero de vezes que cada valor da varidvel aparece nos dados obtidos;
a frequéncia relativa (Fr), que é a razao entre a frequéncia absoluta
e o numero total de dados disponiveis; a frequéncia relativa pode ser
expressa também na forma de porcentagem.

Classes (ou intervalos) de valores: sdo intervalos reais usados para
agrupar os valores de uma variavel quantitativa, quando estes sao de-
masiadamente diversificados, ndo havendo praticamente repeticdo de
valores. Por exemplo, nas pesquisas sobre renda mensal, € comum apre-
sentar os resultados em classes de valores. Em geral, usamos a notacdo
a kb para representar o intervalo real [a, b[, cuja amplitude é b — a.

Representacoes graficas: o uso de graficos é um importante recurso
usado em diversas midias (jornais, revistas, internet etc.) para representar
um conjunto de dados. Entre as vantagens do uso de graficos estdo a
rapidez da absorcdo de informacdes por parte do leitor, além de seu forte
apelo visual e estético.
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Jovens sendo entrevistados em
uma pesquisa.
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Estudamos as seguintes representacdes graficas:

Grafico de barras

Podemos ter o grafico de barras verticais e também o gréfico de barras
horizontais.
Corrente de comércio do Brasil — De janeiro a maio

SETUP

fe 181 189 2 185
O grafico de barras verticais ao lado mostra a § N
evolucdo da corrente do comércio no Brasil, de T =
2006 a 2015, considerando os 5 primeiros meses §
de cada ano. A corrente do comércio é a soma das 5
exportacdes e importacdes brasileiras, considerando E
um dado periodo.
" 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Fonte: O Estado de S. Paulo. Disponivel em: <economia.estadao.com.br/
Categorias com maior fatia de marca propria nos noticias/geral,comercio-exterior-registra-queda-de-18-no-ano-, 1700993 >.
supermercados nas vendas do 12 semestre de 2015 Acesso em: 22 fev. 2016.
(em porcentagem)
Papel higiénico R 156
Agticar I 145
Oleo ] 12,1 O gréfico de barras horizontais ao lado
Leite longa vida I 103 mostra, para alguns itens, o percentual de
Arroz | 91 vendas (em relacdo ao total de vendas do
Pratos prontos congelados 76 item) representado por marcas préprias de
Paes [ 66  grandes supermercados no Brasil.
Salgadinhos I 6,4
logurte I 5.2
Bolacha I 4,2

Fonte: O Estado de S. Paulo. Disponivel em: <economia.estadao.com.br/blogs/marcia-de-
chiara/consumidor-resiste-a-marca-propria-mesmo-com-o-orcamento-apertado/>.
Acesso em: 15 mar. 2016.

Grafico de linhas

O gréfico de linhas é muito usado para representar valores de uma variavel
no decorrer de um intervalo de tempo.

Preco da carne bovina no atacado
da Grande Sao Paulo (em reais por quilograma)

9,5
9,0
85 A
No grafico ao lado esta representada a variacdo g I\ A Au.v/
do preco do quilograma da carne no periodo de ;5 / T\V,J\ //
janeiro de 2010 a fevereiro de 2015. 70 ‘V/ \'\\JI\\AVAVAVF

6> 46,35
6,0 4 + + + +
Jan. Jan. Jan. Jan. Jan. Fev.
2010 2011 2012 2013 2014 2015

8,94
Al

SETUP

Fonte: O Estado de S. Paulo. Disponivel em: <economia.
estadao.com.br/noticias/geral,alta-no-preco-do-boi-derruba-
frigorificos, 1668492 >. Acesso em: 15 mar. 2016.
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Grafico de setores

E um tipo de grafico que apresenta um circulo dividido em setores.
No exemplo ao lado, temos o perfil brasileiro (brancos, pretos, amarelos,
indigenas e pardos) segundo o Ultimo Censo, realizado em 2010.

Pictograma

Nos pictogramas sdo usadas imagens que guardam relacdo com o
assunto exposto. E uma forma de comunicar informacoes que desperta
a atencdo e a curiosidade do leitor.

No gréfico sequinte foram usadas imagens de carros para representar
0 aumento de vendas em quatro meses consecutivos de um automovel
recém-lancado no mercado.

Numero de vendas de automoéveis

Més de lancamento:

Perfil do brasileiro - 2010

SETUP

Brancos
47,7%

Pretos 7,6%
0
Bercles Amarelos 1,1%

e Indigenas

0,4%

Fonte: IBGE. Disponivel em: <biblioteca.
ibge.gov.br/visualizacao/periodicos/94/
cd 2010 religiao_deficiencia.pdf>.
Acesso em: 15 mar. 2016.

AR SN abril

I AR TR e maio Legenda:

P i R i s o = S i junho <R cquivale a
AR A O SO AN I M jubo 2000 unidades

Dados elaborados pelo autor.

Cada carro representado no grafico corresponde a 2000 unidades
vendidas. Observe também os fracionamentos do carro nos meses de
abril, junho e julho.

Histograma

E uma representacao gréfica semelhante ao gréfico de barras, mas
é usada quando se quer representar valores de uma varidvel agrupados
em intervalos.

Vocé se lembra do significado do IDH?

Ele é o indice de Desenvolvimento Humano, que mede o bem-estar da
populacdo com base em expectativa de vida, escolaridade e PIB per capita.
O IDH varia entre 0 e 1; quanto maior o seu valor, melhor a qualidade de vida.

Acompanhe, na tabela ao lado, o IDH dos paises sul-americanos
(dados de 2014).

Podemos representar esse conjunto de dados agrupando-os em trés
intervalos de mesma amplitude.

Obtemos o histograma seguinte:

Distribuicao do IDH dos paises sul-americanos - 2014

Porcentagem 58,3%

25%

SETUP

16,7%

0 0,600 0,700 0,800 0900 IDH

IDH dos paises
sul-americanos - 2014

Pais IDH
Argentina 0,836
Bolivia 0,662
Brasil 0,755
Chile 0,832
Colombia 0,720
Equador 0,732
Guiana 0,636
Paraguai 0,679
Peru 0,734
Suriname 0,714
Uruguai 0,793
Venezuela 0,762

Fonte: United Nations Development
Programme — Human Development Index
(HDI). Disponivel em: <hdr.undp.org/en/data>.
Acesso em: 15 mar. 2016.
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EXERCICIOS {2 i

@ 1 Emuma pesquisa realizada com 150 trabalhadores, foram levantadas varias informacées, como o tempo
(em anos) que o trabalhador estd em seu emprego atual.
Os resultados estdo apresentados na seguinte tabela de frequéncias:

Tempo Frequéncia | Frequéncia | Porcentagem g
(em anos) absoluta relativa (%) §
i 45 d h ¢
2 48 e i g
3 a f 20 F

4 b 9 j

5 ou mais C 0,16 k

Total 150 1,00 100

Dados elaborados pelo autor.

a) Qualéovalordee + f + g?
b) Quantos funcionérios estdo ha pelo menos 3 anos no atual emprego?
c) Qual é ovalordeh + k?

d) Se esse conjunto de dados fosse representado em um gréfico de setores, qual seria a medida aproximada
do angulo central do setor correspondente aos trabalhadores com 2 anos no emprego atual?

2 O gréfico ao lado ilustra o resultado de uma pesquisa  Aprovacao da administracao do prefeito
sobre a aprovacdo da administracdo do prefeito de uma
cidade um ano apds sua posse. Sabe-se que foram ouvidas
480 pessoas.

reprovam

SETUP

a) Quantas pessoas aprovam a administragdo do prefeito? aprovam | /9%

b) Quais as medidas dos angulos dos setores desse gréfico?

¢) Supondo que as mulheres representam 60% entre os que Dados elaborados pelo autor.

aprovam e 45% entre os que reprovam, determine a diferenca entre o nimero de homens que aprovam
e o numero de homens que reprovam a administracdo desse prefeito.

3 O gréfico abaixo apresenta o volume de dgua economizado (em L/s) pela populacao da Grande Séo Paulo,
durante a crise hidrica iniciada em 2014.

2 Volume de 4gua economizado na Grande Séo Paulo a) Qual ¢ a diferenca entre o maior e o
- (em litros por segundo) menor volume de dgua economizado
6000 6100 6200 por més, em L/s, no periodo conside-

5400 rado?

b) Considerando que o més de abril tem
30 dias, determine o volume total de
adgua economizado em abril de 2015.

4100

3900 3900

3600 3600

3300

¢) Se um estudante tivesse que apresen-
tar esse conjunto de dados usando
outro grafico, escolhido entre os
Maio Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez. Jan. Fev. Mar. Abr. gréficos de setores ou de linhas, qual

2014 2015 . A
o N deles melhor o representaria? Por qué?
Fonte: O Estado de S. Paulo. Disponivel em: <sao-paulo.estadao.com.br/noticias/

geral, 1-ano-de-bonus-da-agua-rende-o-equivalente-a-uma-guarapiranga, 1684965 >.
Acesso em: 15 mar. 2016.
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4 O grafico comparativo abaixo mostra o crescimento do nimero de documentos lavrados em cartério que

comprovam abusos e crimes virtuais, tais como vazamento de fotos e videos intimos, perfis falsos, difama-
¢ao, entre outros.

Numero de documentos lavrados em cartério referentes a abuso e crimes virtuais
em numeros [[]2012 2013 [H2014
Brasil Sao Paulo Parana Santa Catarina | Rio Grande do Sul | Minas Gerais

9688

9134
8288
7620
6675
5405
3292
2724 2873 3043
1|7:4|7I I 1614I I 103 1522 1627

Fonte: O Estado de S. Paulo, 18 maio 2015.

SETUP

Com base nos graficos, analise as afirmacdes seguintes classificando-as em verdadeira (V) ou falsa (F) e
justificando as falsas:

1

3
b) Entre os Estados listados, Santa Catarina registrou o maior aumento percentual do nimero de documentos

lavrados em 2014, na comparacdo com 2013.

a) Em 2014, Sao Paulo registrava mais de = do total de ocorréncias do pais.

c) O aumento percentual ao qual se refere o item b, para Santa Catarina, é maior que 25%.

d) Considerando o numero total de ocorréncias na Regido Sul, em 2014, é correto afirmar que o Parana
concentrava mais de 50% desse total.

e) Para o Estado de Minas Gerais, é possivel dizer que o aumento no nimero de documentos nos trés anos
considerados é aproximadamente linear.

De acordo com os resultados da Pesquisa Mensal de Emprego (PME), em setembro de 2015, o nimero de
pessoas potencialmente ativas para exercer alguma atividade de trabalho nas seis regides metropolitanas
onde a pesquisa é realizada — Recife, Salvador, Belo Horizonte, Rio de Janeiro, S&o Paulo e Porto Alegre —
foi estimado em 43,9 milhdes. Destes, 22,7 milhdes de pessoas estdo ocupadas.

Distribuicao da populacao
ocupada segundo as categorias de
posicao na ocupacao - Set. 2015

Empregador Nao remunerado
4,1% de conta prépria L, .
_— ou empregador Trabalhadores domésticos — Set. 2015

0,4%

Conta

prépria Fonte: IBGE. Disponivel

19,5% Setor o em: <ftp:/ftp.ibge.gov.br/
2 (-9 .
Trabalhador privado  |& 5 Trabalho_e_Rendimento/
doméstico 58,3% 4 ) Pesquisa_Mensal de_
! assinada Emprego/fasciculo

6,1% 57% indicadores_ibge/2015/

pme_201509pubCompleta.

Setor publico pdf>. Acesso em: 15 mar. 2016.

11,6%

Considerando os graficos anteriores, determine:

a) o numero inteiro mais proximo da medida, em graus, do dngulo do setor correspondente a “conta propria”.

b) o nimero de trabalhadores do setor privado nas seis regides metropolitanas onde a pesquisa foi realizada.

c) em relacdo ao total de pessoas ocupadas, o percentual aproximado dos trabalhadores domésticos que
trabalham sem carteira assinada.

d) o ndmero de trabalhadores domésticos nas seis regides metropolitanas.

e) a diferenca entre as medidas dos angulos dos setores correspondentes aos trabalhadores domésticos
sem e com carteira assinada.
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6 Na tabela abaixo estdo registrados os nimeros (arredondados) de operacdes (pousos e decolagens) realizadas
por avides comerciais, nos cinco principais aeroportos de certo pafs, em determinado periodo.

Numero de pousos e decolagens

Aeroporto I I III v \Y

Numero de operagdées |7500|10500|13500|4500|6750

Dados elaborados pelo autor.

a) Construa um pictograma para representar os dados, utilizando desenhos da vista superior de avides
(lembre que o avido tem formato simétrico, sendo facilmente possivel representar sua metade).

b) Se esse conjunto de dados fosse representado em um grafico de setores, qual seria a medida aproximada
do angulo correspondente ao aeroporto II?

7 Na tabela seguinte constam os valores da mortalidade infantil nos estados brasileiros em 2013. Tais valores
referem-se ao nUmero de criancas entre mil nascidas vivas que morrem durante o primeiro ano de vida.

Taxa de mortalidade infantil em
2013 nos estados brasileiros

Estado % Estado %

Acre 19,2 Paraiba 19,0

Alagoas 24,0 Parana 10,6

Amapa 23,9 Pernambuco 14,9

Amazonas 20,0 Piauf 21,1

Bahia 19,9 Rio de Janeiro 12,7

Ceard 16,6 Rio Grande do Norte 17,0

Distrito Federal 11,2 Rio Grande do Sul 10,5

Espirito Santo 10,1 Ronddbnia 21,3

Goias 16,2 Roraima 17,8

Maranhao 24,7 Santa Catarina 10,1

Mato Grosso 18,1 S&o Paulo 10,8

Mato Grosso do Sul 15,4 Sergipe 18,9 o

Fonte: Exame. Disponivel em:

Minas Gerais 126 Tocantins 17 .4 <exame.abril.com.br/brasil/noticias/
! ! os-melhores-e-os-piores-estados-em-

Para 183 indicadores-de-saude# 1>. Acesso em:
! 15 mar. 2016.

a) Construa uma tabela de frequéncias, agrupando os dados em cinco classes de amplitude 3, comecando
pelo valor 10.

b) Faca um histograma para representar esses valores, usando o item anterior.

Populacao
8 No pictograma ao lado estao representadas as populacoes e o 0 o « 5
das duas maiores regides metropolitanas de um certo pais. Regigo P 7
Cada 'I‘ representa 1,5 milhdo de habitantes.

a) Determine as populacdes das regides P e Q. S =
Regido Q
b) Sabendo que a area de P é de 135 000 km?, obtenha sua wwwwww

densidade demogréfica. Dados elaborados pelo autor.
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9

10

Foi realizada uma pesquisa com 1800 consu-
midores para conhecer o grau de satisfacdo do
cliente em relagdo aos servicos prestados pela sua
companhia de telefonia celular.

Os resultados séo mostrados no grafico de setores
seguinte:
Pesquisa de satisfacao

SETUP

Satisfeito Muito
35% satisfeito
25%
Muito
insatisfeito
8% Insatisfeito

32%
Dados elaborados pelo autor.
a) Determine, para cada setor representado, a
medida do angulo central.

b) Qual é o nimero de consumidores entrevistados
gue estao satisfeitos com os servicos prestados?

c) Se% do nimero de consumidores insatisfeitos

tivessem respondido “satisfeitos”, qual seria o
acréscimo, em graus, da medida do angulo do
setor "satisfeitos”? Admita que nao haja outras
alteracoes nas respostas.

(Enem-MEC) Uma empresa de alimentos oferece
trés valores diferentes de remuneracdo a seus
funcionarios, de acordo com o grau de instrucao
necessario para cada cargo. No ano de 2013, a
empresa teve uma receita de 10 milhoes de reais
por més e um gasto mensal com a folha salarial de
R$ 400000,00, distribuidos de acordo com o gréfico 1.
No ano seguinte, a empresa ampliard o ndmero
de funcionarios, mantendo o mesmo valor salarial
para cada categoria. Os demais custos da empresa
permanecerao constantes de 2013 para 2014. O
numero de funcionarios em 2013 e 2014, por grau
de instrucéo, esta no grafico 2.

Distribuicdo da folha salarial

[ Ensino Fundamental
O Ensino Superior
[ Ensino Médio

gréfico 1

11

Numero de funcionarios por grau de instrucdo

201 W 2013
M 2014

Ensino
Superior

Ensino
Médio

Ensino
Fundamental

gréfico 2
Qual deve ser o aumento na receita da empresa para
gue o lucro mensal em 2014 seja 0 mesmo de 20137
a) R$ 114285,00 d) R$ 210000,00
b) R$ 130000,00 e) R$213333,00
c) R$ 160000,00

Os resultados de uma pesquisa realizada com um
certo numero de consumidores sdo mostrados a
seguir:

Seu plano de celular é pré-pago ou pés-pago?

SETUP

Dados elaborados
pelo autor.

Para os que responderam “pré-pago” foi feita a
seguinte pergunta:

Vocé acessa a internet pelo seu aparelho?

SETUP

Dados elaborados
pelo autor.

Com base nos gréficos, determine o percentual de

consumidores em relacdo ao total de entrevistados

na pesquisa que:

a) possuem plano de celular pés-pago.

b) possuem plano de celular pré-pago e no aces-
sam a internet por meio do aparelho.




As pesquisas eleitorais

No Brasil ocorrem eleicbes a cada dois anos, e, em decorréncia dessa regularidade, o brasileiro se
habituou a acompanhar pela midia as pesquisas eleitorais, encomendadas aos institutos especializados,
no periodo de eleicoes.

Como ja sabemos, para colher as
informacdes necessdrias, usam-se amos-
tras e, a partir dos resultados obtidos
na amostra, caracteristicas de todos os
eleitores sao estimadas, fazendo uso dos
conceitos de margem de erro e do nivel
de confianca.

O conceito de margem de erro é mais
conhecido do brasileiro. Imagine que
uma pesquisa eleitoral aponte que a
porcentagem de eleitores que irdo votar
no candidato X é de 30%, por exemplo.
Considerar uma m_argem de grro de 2,5 Cabina de votagdo com urna eletrénica, dispositivo que armazena as escolhas
pontos percentuals para mals ou para  dos eleitores e agiliza o processo de apuracao dos votos.
menos significa dizer que o intervalo
[30 — 2,5; 30 + 2,5] = [27,5; 32,5] provavelmente contém a verdadeira proporcao de eleitores do
candidato X em toda a populacao.

O termo "provavelmente” esta relacionado a um conceito bem menos divulgado na midia e prati-
camente desconhecido da populacdo brasileira: é o nivel de confianca da pesquisa, que esta associado
aos intervalos de confianga. Em pesquisas eleitorais, costuma-se usar um nivel de confianca de 95%. O
que isso significa?

Imagine que com outra amostra de mesmo tamanho dessa populacdo fosse realizada outra pes-
quisa nas mesmas condicdes que a anterior. Suponha que essa outra pesquisa tenha apontado um
percentual de 28,5% para o candidato X; com a margem de erro da pesquisa, construimos o intervalo
I,=1[28,5-2,5;28,5 + 2,5] = [26; 31] que provavelmente contém a verdadeira proporcao de eleitores
de X na populagdo. Com uma terceira amostra, obteriamos, analogamente, um intervalo I, e assim por
diante.

Considerando 100 diferentes amostras de mesmo tamanho dessa populacao, teriamos 100 intervalos:
I,L,L, .., L.

O nivel de confianca de 95% significa que 95 desses 100 intervalos contém a verdadeira proporcao
de eleitores que votam no candidato X, em toda a populacao.

Assim, quando dispomos de uma informacdo como “o candidato X atingiu 30% das intencoes de voto,
em uma pesquisa cuja margem de erro é de 2,5 pontos percentuais, com nivel de 95% de confianca”,
é importante ter em mente que ndo é 100% certeza que o intervalo [27,5; 32,5] contém o verdadeiro
percentual de eleitores do candidato X na populacdo. H& 5% de chance de o intervalo ndo conter o
verdadeiro percentual. Abre-se, desse modo, a possibilidade de um erro estatistico, inerente a natureza
da pesquisa eleitoral.

Fontes de pesquisa: CINTRA, A. O.; AMORIM, M. C. M. Erro em pesquisa eleitoral. Disponivel em: <bd.camara.leg.br/bitstream/handle/bdcamara/2165/
erro_pesquisa_cintraeamorim.pdf?sequence=2>. Acesso em: 15 mar. 2016.; BUSSAB, O. W.; MORETTIN, P. A. Estatistica basica. Sao Paulo: Saraiva, 2004;
ROCHA, L. C. Malfeitos nas pesquisas politicas. Disponivel em: <www.simed.estatistico.com/confe.pdf>. Acesso em: 15 mar. 2016.

ALEXANDRE TOKITAKA/PULSAR IMAGENS
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3 Medidas de centralidade e dispersido

Considere um levantamento feito, no més de janeiro, sobre as temperaturas
maximas diarias na cidade de Brasilia. J& vimos que os dados referentes aos
31 valores medidos da temperatura podem ser representados em uma tabela
de frequéncia ou em alguma representacdo grafica.

Vamos, agora, estabelecer para esses 3
dados algumas medidas (numeros reais)
que sejam representativas, isto é, que re-
sumam e caracterizem o conjunto de todas
as temperaturas maximas registradas.

Ha dois tipos de medidas:

- medidas de centralidade (ou de
tendéncia central ou de posicao):
por meio de determinado valor, que
revela uma tendéncia central para as :
temperaturas maximas, representare- Vista do Eixo Monuméntal,
mos os 31 valores medidos. Vamos estudar trés medidas de centralidade:  uma avenida localizada em
a média, a mediana e a moda. Brasilia (DF), 2015.

ALAMY/FOTOARENA

medidas de dispersao (ou de variabilidade): de modo geral, essas
medidas indicam se, em um conjunto de dados, os valores estdo con-
centrados (menos dispersos, menos espalhados) ou ndo (mais dispersos,
mais espalhados) em torno de um valor central (geralmente a média). As
medidas de dispersao permitirdao comparar dois conjuntos de dados quanto
ao grau de homogeneidade, indicando em qual deles ha maior (ou menor)
variabilidade, isto é, em qual deles os dados variam mais (ou menos).

Vamos estudar quatro medidas de dispersdo: a amplitude, a variancia,
o desvio padrao e o desvio médio.

Para simplificar a notacdo que serd usada neste capitulo, vamos introduzir
um importante simbolo da linguagem matematica: o somatério, indicado
pela letra grega X (I&-se: “sigma”). Ele representa aqui a soma de um nume-
ro finito de parcelas que tém alguma caracteristica comum. Acompanhe os
exemplos seguintes:

4

« O simbolo ,E%iz (Ié-se: “somatorio (ou soma) de i?, paraivariando de 1 até
. e 1= . . « .

4") significa que devemos atribuir para i, sucessivamente, os valores 1, 2,

3 e 4, calcular os respectivos valores numéricos da expressao i% e adicionar

os valores encontrados, isto é:
4
Siz=12 4+ 22 + 32 + 42 = 1+4+9+ 16 =30
i — = S

i=1 i=2 i=3 i=4

2
« Para calcularmos o valor de X ( 1 )é preciso atribuir para n os valores
01e2: n=0 \n + 1
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3 Medidas de centralidade
Média aritmética
Observe a imagem a seguir: nela estdo representados seis suportes para

copos descartaveis, distribuidos em um centro de convencdes, onde sera
realizado um evento. A quantidade de copos em cada suporte esta indicada

abaixo.

FERNANDO FAVORETTO/CRIAR IMAGEM

ATV e

73 41 36 19 59) 84

Se todos os copos fossem retirados dos suportes e distribuidos igualmente
entre o nimero de suportes, qual seria a quantidade de copos descartaveis
em cada um?

- Devemos, inicialmente, adicionar a quantidade de copos:

73+41+36+ 19 +59+84 =312

- Dividimos a soma encontrada pela quantidade de suportes (seis):
312:6 =052

O valor encontrado (52 copos) representa a média aritmética entre os
ndmeros 73, 41, 36, 19, 59 e 84.

Definicao
Sejam x,, X,, ..., X_a relacdo dos valores assumidos por uma determinada

variavel quantitativa x. Definimos média aritmética (indica-se por X) como a
razao entre a soma de todos esses valores e o nimero total de valores:

x1+x2+...+x
n
n

X:

Usando o simbolo de somatério para representar o numerador dessa ex-
pressao, escrevemos:

Ao calcularmos a média de uma relacdo de valores assumidos por uma
variavel, obtemos um ndmero real que pode ou nao coincidir com algum dos
valores assumidos pela variavel.
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EXEMPLO 1

Os valores seguintes referem-se as notas obtidas por um aluno em oito disciplinas do Ensino Médio
em um certo bimestre do ano letivo:

75—60—42—39—48—62—80—54

Vamos calcular a média aritmética desses valores:

2N _75+60+42+39+48+62+80+54 _46_.

8
<
8 8 8

Qual é o significado desse valor?

Caso o aluno apresentasse a mesma nota (desempenho) em todas as disciplinas, ela deveria ser
5,75 a fim de que fosse obtida a pontuacédo total de 46 pontos, que é a soma dos pontos efetivamente
obtidos nessas oito disciplinas.

Observe que em nenhuma disciplina o aluno obteve a nota média, que é 5,75. Nesse caso, a média
aritmética ndo coincide com qualquer uma das notas obtidas pelo aluno.

Suponhamos agora que, no bimestre seguinte, o aluno tenha obtido as seguintes notas nas mesmas
oito disciplinas:

66—72—78—64—59—60—65—4,38

A média aritmética X desses valores é:

66 +72+78+64+59+60+65+48 _ 51,2
8 - 8

X = — 6,4

Nessa situacdo, a média obtida coincide com uma das notas obtidas pelo aluno.
~ ]

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 A média dos salarios de quinze funcionéarios de uma loja de autopecas é R$ 1323,00. Se forem con-
tratados mais dois funcionarios, com salarios de R$ 1315,00 e R$ 1450,00, qual serd a nova média
salarial da loja?

Solucao:
A média inicial (x) de salarios é 1323. Temos:

1323 = % = X saldrios = 1323 - 15 = 19845. Assim, antes das contratagdes, a soma de todos

os salarios dessa loja era de R$ 19 845,00.

A soma dos salarios, em reais, apds a admissao dos dois funcionarios sera:

S =19845 + 1315 + 1450 = 22 610

e a nova média (X') de salarios, também em reais, sera:

= _ ' salarios 22610
X = 17 =77 = 1330

A nova média salarial passara a ser de R$ 1330,00.
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Média aritmética ponderada

Considere o seguinte problema:
Em um espetaculo musical, foram vendidos 1200 ingressos cujos valores
dependiam do setor escolhido no teatro, como mostra o quadro abaixo:

Numeros de ingressos Preco unitario
Setor . .
vendidos do ingresso
Pista 720 R$ 50,00
Andar superior 400 R$ 150,00
Camarote 80 R$ 300,00

Qual foi o valor médio do ingresso pago nesse espetaculo?

Consideremos que a variavel em estudo é o prego do ingresso. Fazendo a
leitura do quadro, notamos que foram vendidos 720 ingressos a R$ 50,00 cada;
400 ingressos a R$ 150,00 cada e 80 ingressos a R$ 300,00 cada.

Assim, o preco médio (p) do ingresso, em reais, é:

720 parcelas 400 parcelas 80 parcelas
p= 50+50+...+50+150+150+...+‘|50+300+_._+300$
720 + 400 + 80
— _ 720-50 + 400 - 150 + 80 - 300
=P= 1200 =
_, p— 36000 + 60000 +24000 _ 120000 _ ¢

1200 1200

A média obtida para o valor do ingresso, nesse problema, é chamada média
aritmética ponderada dos valores R$ 50,00, R$ 150,00 e R$ 300,00, em que E
o fator de ponderacédo (também chamado de peso) corresponde a quantidade
de ingressos vendidos em cada setor. Em que condigdes o
Observe, nesse exemplo, que a média obtida ndo coincide com qualquer um preco médio do in-
dos precos do ingresso disponiveis para compra. O valor obtido para a média g;(e)si:>,1e5rg faglzosena
R$ 100,00 é um valor tedrico cujo significado é: se todos os 1200 ingressos - 3 =
tivessem sido vendidos pelo mesmo valor, este deveria ser de R$ 100,00, a fim _ 500 _ 166,677
de que fosse obtida a arrecadacao de R$ 120 000,00. 3

De modo geral, consideremos uma relacdo de valores formada pelos ele- e quantidade de ingressos
. . K . . vendidos em cada setor (pista,
mentos X,, X,, ..., X,, com frequéncias absolutas respectivamente iguais a n,,  andar superior e camarote) fosse
a mesma.
n, ..n.
A média aritmética ponderada desses valores é:

k

. . . (x - n)

= X1 n1+x2 n2+...+xk nk _ ; i i
n1+n2+...+nk n1+n2+...+nk

Podemos também expressar X em termos da frequéncia relativa de cada
n

n,+n,+..+n;

X (comi=1,2,..k),asaber, f=

131
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Vamos escrever, convenientemente, a expressao obtida para X:

EXEMPLO 2

Foi realizada uma pesquisa socioeconémica com duzentas pessoas de uma cidade para investigar
alguns itens de conforto presentes na residéncia de cada entrevistado. Na tabela de frequéncias seguinte,
constam os resultados referentes ao nimero de aparelhos de TV por domicilio:

Numero de aparelhos de TV | Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
0 9 o5 = 0,045 0u 4,5%
| 93 2 = 0,465 0u 46,5%
2 60 22 = 0,30 0u 30%
3 22 22 =0,110u11%
4 16 % = 0,08 ou 8%
Total 200 1,00 ou 100%

Qual é o nimero médio de TVs por domicilio?

A varidvel em estudo é o “numero de TVs por domicilio” e ela assume os seguintes valores: 0, 1,
2, 3 e 4. Devemos, entdo, calcular a média aritmética ponderada desses valores usando como pesos a
frequéncia absoluta, a frequéncia relativa na forma decimal ou a frequéncia relativa na forma percentual.

frequéncia absoluta:

O-9+1-93+2~60+3-22+4~16:>X:93+120+66+64:1715
94+93+60+22+ 16 200 '

Nesse caso, X =

frequéncia relativa:

\ _ 0-:0,045+1-0,465+2-030+3-0,11+4-0,08
€55€ €aso, X = 0,045 + 0,465 + 0,30 + 0,11 + 0,08

=1
= Xx=0+ 0,465+ 0,60 + 0,33 + 0,32 = 1,715
frequéncia relativa (na forma percentual):
0:-45% +1-465% +2-30% +3-11%+4-8%
4,5% + 46,5% + 30% + 11% + 8%
= 100%
__ 46,5% + 60% + 33% + 32%
=X 100%

Observe, novamente, que a média aritmética é um valor teérico, ndo coincidindo, nesse exemplo,
com um valor assumido pela varidvel em estudo.

Nesse caso, X =

=1,715



9

12

13

14

15

16

17

EXERCICIOS

Em cada caso, calcule a média aritmética dos valores:
a) 23—20—22—21—28—20
b)7—9—9—9—7—8—8—9—9—9
¢01—01—01—01—02—0,2

d) 4—45—45—50—50—55—6,5—5,0
e3—3—3—3—3—3—3

Em um edificio residencial com 54 apartamen-
tos, 36 conddminos pagam taxa de condominio
de R$ 270,00; para os demais, essa taxa é de
R$ 360,00. Qual é o valor da taxa média de
condominio nesse edificio?

Sejaa € R. A média aritmética entre a, 8, 2a, 9 e
(@a+1)¢é6,8. Qual éovalordea?

Um grupo A de
20 recém-nasci-
dos tem massa
média de 2,8 kg;
um grupo B de
30 recém-nasci-
dos tem massa
média de 2,6 kg.
Juntando os re-
cém-nascidos dos
grupos AeB, qual
é o valor esperado
para a média de
massas?

A média aritmética de uma lista formada por vinte
ndmeros é 12. Qual serd a nova média se:

a) acrescentarmos o niumero 33 a essa lista?
b) retirarmos o nimero 50 dessa lista?

c) acrescentarmos o ndmero 63 a essa lista e
retirarmos 0 517

Em uma fébrica, a média salarial das mulheres
¢ R$ 1408,00; para os homens a média salarial
¢R$ 1632,00. Sabe-se, também, que a média geral
de salérios nessa fabrica é R$ 1475,20.

a) Sem fazer célculos, responda: Ha mais homens
ou mulheres trabalhando na fabrica?

b) Determine as quantidades de homens e de
mulheres, sabendo que elas diferem de 32.

<
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Atabela seguinte informa a quantidade de cartdes
amarelos distribuidos, por um &rbitro, em uma par-
tida de futebol nos jogos por ele apitados durante
uma temporada:

Distribuicao de cartdoes amarelos

Numero de cartées | 0 | 1 21314

30187 | 3] 2

Dados elaborados pelo autor.

Frequéncia absoluta

a) Quantos jogos o arbitro apitou na temporada?

b) Qual é o nimero médio de cartdes amarelos
distribuidos por partida?

c) Se esse conjunto de dados fosse representado
em um grafico de setores, qual seria a medida
do angulo do setor correspondente aos jogos
nos quais foi distribuido um Unico cartao?

Em um concurso publico foram aprovados 80 can-
didatos, cuja média de notas foi 74,5 (em 100 pon-
tos possiveis). A média das 40 menores notas dos
candidatos aprovados foi 67,0. Qual foi a média das
40 maiores notas dos aprovados?

Um professor calculou a média aritmética das notas
dos quarenta alunos que submeteu a uma prova e
obteve como resultado o valor de 5,5. Na hora de
devolver as provas, verificou que havia cometido
erro em duas delas. Na primeira, a nota correta era
9,5emvez de 6,5 e, na segunda, a nota correta era
de 5,5 em vez de 3,5. Feita a correcdo, de quanto
foi acrescida a média das notas?

Em um concurso, para o célculo da nota final do
candidato, adotam-se pesos nas provas, como
mostra o quadro abaixo:

Prova Peso
Redacéo 4
Matematica 3
Conhecimentos gerais 2

A nota final minima para aprovacdo nesse con-
curso € 8,5.

a) Um candidato X obteve 7,5, 9,0 e 9,5 nas pro-
vas de Redacdo, Matematica e Conhecimentos
gerais, respectivamente. Ele foi aprovado?

b) O candidato Y obteve 8,3 na Redacdo e 7,5 em
Conhecimentos gerais. Qual é a nota minima
que ele deveria obter em Matematica, a fim de
gue fosse aprovado no concurso? Sabe-se que as
notas do concurso sao atribuidas de 0,1 em 0,1.
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22 Em uma padaria trabalham 12 funcionarios cujos
cargos e salarios estdo abaixo descritos:

Cargos e salarios

Salario NUmero de
Cargo ol

mensal funcionario
Gerente R$ 2800,00 1
Atendente R$ 1050,00 5
Padeiro R$ 1300,00 2
Confeiteiro R$ 1000,00 1
Caixa R$ 1200,00 3

Dados elaborados pelo autor.

a) Qual é o valor da folha de pagamento dessa
padaria?

b) Qual é a média salarial nessa padaria?

c) O proprietario da padaria quer contratar dois
segurancas especializados, mas sabe que a
média salarial da padaria ndo pode ultrapassar
R$ 1300,00. Qual é o maior salario que pode
ser oferecido a cada um dos candidatos ao
cargo de seguranca?

23 Realizou-se uma pesquisa entre as mulheres de
uma cidade para levantar informacdes sobre o nu-
mero de filhos. Foram entrevistadas 400 mulheres,
e os dados obtidos estdo representados no grafico
de setores abaixo.

NUmero de filhos

4
3 (12%)
(16%)
5
(10%)
o 5
(10%)
2
(32%)
1
(20%)

Dados elaborados pelo autor.

a) Quantas mulheres da amostra tém trés ou mais
filhos?

b) Qual é a média de filhos das mulheres dessa
amostra?

24 Um professor de economia da aula em 4 turmas:
A, B, C, D. Na tabela seguinte, encontram-se os
resultados obtidos pelas turmas no exame final,
bem como a quantidade de alunos por turma:

Notas
NuUmeros Média
Turma

de alunos das notas
A 30 6,2
B 35 7,2
C 55 5.4
D ? 5,0

Dados elaborados pelo autor.

a) Considerando as turmas A, B e C, determine
a média das notas obtidas nesse exame pelos
alunos dessas 3 turmas reunidas.

b) O professor ndo se lembra, ao certo, o nimero
de alunos da turma D, mas ele sabe que a mé-
dia geral das notas das 4 turmas reunidas ndo
ultrapassou 5,8. Quantos alunos, no minimo,
podem pertencer a turma D?

25 O gréfico abaixo mostra a frequéncia relativa dos
salarios dos 40 funcionarios (em salarios minimos)
de uma pequena empresa:

Salarios .
Frequéncia 5
relativa
0,304 ---
0,254 1.
0,204 - -fooo b
(00 17 S ) A
(020 1o 8 A A S 1 ..... 1
0 =2 3 4 5 6 Ndmero de

salarios minimos
Dados elaborados pelo autor.

Sabendo que, no segundo semestre de 2015, o
salario minimo no Brasil era de R$ 788,00, veri-
fique se sdo verdadeiras ou falsas as afirmacoes
seguintes, justificando.

a) O saldrio médio nessa empresa era de 3,5 sa-
l&rios minimos.

b) A folha de pagamento dos salérios dessa em-
presa era maior que R$ 105000,00.

c) Se cada funcionéario recebesse um aumento
de R$ 100,00 no salario, a média de salarios
dos funcionarios dessa empresa ultrapassaria
R$ 2800,00.

d) Se todos os funcionarios que recebem dois sa-
larios minimos passassem a receber trés salarios
minimos, o salario médio da empresa passaria
a ser maior do que R$ 3000,00.

26 Para um torneio de basquete foram convocados
12 jogadores para compor a selecdo nacional.
O time titular, com 5 jogadores, tinha altura
média de 2,04 metros e o time reserva, com
os demais, tinha altura média de 2,01 metros.
As vésperas do jogo de estreia um titular se
contundiu e foi substituido por um reserva.
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Com isso, a altura média do time titular aumentou 2 cm e a do time reserva diminuiu 1,5 cm. A selecao
disputou o torneio com 11 jogadores.

a) Qual a altura do jogador titular que se contundiu?
b) Qual a altura do jogador reserva que substituiu o jogador contundido?

27 Ao deixar um hotel resort na praia, os
héspedes sédo convidados a responder
um questionario de avaliacdo do hotel.
Ao final do questionério, pede-se uma
nota de 0 a 5 (5 corresponde ao maxi-
mo de satisfacao) para o hotel. Durante
0 12 més de uma temporada, os 2000
questionarios recebidos apontavam
uma nota média de 3,9 para o hotel.

ALAMY/FOTOARENA

a) Qual é o niUmero minimo de questio-
narios que devem ser respondidos,
além dos que j& foram, para que a
nota média de avaliacdo do hotel
passe a ser 4,67

b) E possivel que a média do hotel passe a ser de 5,0 no bimestre, considerando os formularios que serao
preenchidos no 22 més? Em caso afirmativo, determine o nimero minimo de questionarios a serem
preenchidos.

28 A média aritmética de cinquenta niimeros reais, X,, X,, X,, ..., X,o, X, € igual a 120.

507
Qual é a média aritmética dos nimeros reais x, + 1, x, + 2, x; + 3, ..., X,, + 49 e x,, + 507

Mediana

Considere o consumo mensal de 4gua, em metros cubi- .
cos, de uma residéncia nos nove primeiros meses de um ano: {Ae_

33—31—34—32—34—32—102—34—30

Calculando a média mensal de consumo, obtemos:

ULRICH NIEHOFF/IMAGEBROKER RM/DIOMEDIA

g 33+31+34+32+34+32+102+34+30 _
9

362
9

= 40,2

O valor encontrado para a média, 40,2 m3, nao representa,
com fidelidade, uma medida de tendéncia central: o consumo
mensal dessa residéncia aponta para um valor entre 30 e 35 Hidrémetro, aparelho que mede o consumo de agua
metros cUbicos; além disso, dos 9 valores registrados, 8 sdo o5 Imovers
menores que a média e “distantes”, ao menos, 6 unidades dela e apenas 1 valor
é maior que a média, estando muito distante dela.

Nessa situacdo, a média foi afetada por um valor muito discrepante do
consumo, que destoa dos demais: o valor de 102 m? registrado em um més
pode ser explicado por um vazamento de dgua em alguma valvula ou torneira
ou esse consumo atipico pode ser devido a uma hospedagem temporaria na
casa (parentes de outra cidade, por exemplo).
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Deste modo, é importante conhecermos outra medida de centralidade,
além da média, a fim de que facamos uma anélise mais completa para inter-
pretar e caracterizar o conjunto de dados. Essa outra medida de centralidade

é a mediana.

Colocando em ordem crescente os valores de consumo da relacado anterior,

obtemos:

4 valores menores 4 valores maiores

<
<

3>
=

30 — 31 — 32 — 32 —33]— 34 — 34 — 34 — 102

O valor destacado, 33, separa o conjunto de dados

em duas partes: na

primeira {30, 31, 32, 32} todos os valores sdo menores que 33 e na outra

{34, 34, 34, 102} todos os valores sao maiores que 33.

O valor 33 m3 é chamado mediana e representa, nesse exemplo, uma me-

dida de centralidade mais fiel ao conjunto de dados.

Definicao

Sejam x, < x, < ... < x_0s n valores ordenados assumidos por uma variavel

2
quantitativa X, em um conjunto de observacoes.

Define-se a mediana (indicaremos por Me) por meio da relacao:

x(ﬂ> se n for impar

Me =%, + X, »
) ( 1), se n for par

A definicdo garante que a mediana seja um valor central que divide o con-
junto de dados em dois subconjuntos com o0 mesmo niimero de elementos. Em
um subconjunto, todos os elementos sdo menores que a mediana ou iguais a
ela; no outro subconjunto, todos os elementos sdo maiores que a mediana ou

iguais a ela.

EXEMPLO 3

O controle de qualidade de uma indUstria forneceu o seguinte nimero de pegas defeituosas (por

lote de 100 unidades):
6—4—9—6—3—38

—1—4—5—6

Vamos determinar a mediana do nimero de pecas defeituosas. Para isso, ordenamos esses valores:

1—3—4—4—|5—6

—6—6—8—9*

Como n = 10 é par, pela definicdo a mediana serd dada pela média aritmética entre o 52 e 0 62

valores de '* , isto é:
X, + X,

5+6

> =55

Note que, em '* , temos cinco valores menores que 5,5 (1 — 3 — 4 — 4 — 5) e cinco valores

maiores que 5,5(6 —6—6 —8 —9).
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Moda
Apds fazer um levantamento das idades dos alunos i
: L Idades Numero de alunos

de uma de suas turmas do 32 ano do Ensino Médio,
uma professora construiu a tabela de frequéncia ao lado: 16 4

Entre os valores assumidos pela variavel “ida- 17 28
de”: 16, 17, 18 ou 19, constatamos que o valor 17 18 7
ocorreu mais vezes: 28 dos 44 alunos tém 17 anos.

Dizemos, entdo, que a moda das idades nesse 9 >

conjunto de dados é igual a 17.
A moda de uma relacdo de valores (indica-se Mo) é o valor que ocorre mais
vezes na relacdo, isto é, aquele que possui maior frequéncia absoluta.

EXEMPLO 4

Vamos encontrar a moda dos seguintes conjuntos de valores:
ay5—8—11—8—3—4—38

A moda é Mo = 8, pois ha trés valores iguais a 8.
b)2—3—9—3—4—2—6
H& duas modas: 2 e 3. Dizemos, entdo, que se trata de uma distribuicao de frequéncias bimodal.
gl1—3—4—6—9—11—2
Nesse caso, todos os valores aparecem com a mesma frequéncia unitaria. Assim, ndo hd moda
nessa distribuicdo.

OBSERVACAO @

Média, mediana e moda sdo as trés medidas de tendéncia central mais usuais que podem ser associadas a um conjunto
de dados. Cada uma delas possui, como vimos, interpretacao e significado préprios. Dependendo da natureza dos da-
dos, uma ou outra dessas medidas pode ser mais adequada para representd-los quantitativamente. Entretanto, a andlise
dos dados se torna mais completa quando conhecemos os valores das trés medidas.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

2 Na tabela seguinte esta representada a evolugao do agronegdcio no Brasil, expresso como porcentagem do
Produto Interno Bruto (PIB), no periodo de 2003 a 2013.

Agronegocio no Brasil
Ano 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
Porcentagem de
participagao em
relacdo ao PIB
brasileiro

26,3% | 25,5% | 23,6% | 22,8% | 23,2% | 23,8% | 22,5% | 22,5% | 23,1% | 22,2% | 22,5%

Fonte: Centro de Estudos Avancados em Economia Aplicada — Esalg/USP. Disponivel em: <cepea.esalq.usp.br/pib/>. Acesso em: 15 mar. 2016.
Calcule as trés medidas de centralidade associadas a esse conjunto de dados, interpretando-as.
Solucao:
* Média aritmética:
263 +255+236+228+232+238+225+225+231+222+225_ 2580
11 11

= 23,45%
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5/

O valor encontrado para a média indica o percentual tedrico de participagdo do agronegécio no PIB caso
todos os anos apresentassem o mesmo percentual.

* Moda: Mo = 22,5%

O valor encontrado para a moda significa que qualquer outro percentual da relacdo de valores se repete
menos vezes que o valor 22,5%. Note que 22,5% aparece 3 vezes entre os dados.

* Mediana:

E preciso colocar os percentuais em ordem crescente:

22,2—22,5—225—225—228— —23,2—23,6—23,8—255—26,3

Como o numero de valores é impar (n = 11), a mediana é igual ao valor da sexta posicdo da relacdo

acima, isto é, a mediana é 23,1%.

Isso significa que, dos 11 percentuais listados, 5 sao inferiores a 23,1% e 5 sao superiores a 23,1%.

EXERCICIOS

29 Calcule a média (ﬁ) a mediana (Me) e a moda

30

31

(Mo) para cada conjunto de valores:

a)2—2—3—3—3—4—4—4—4

b) 16 —18—18 —17—19—18

c)1—5—3—2—4

d1—8—15—19—6—15—13 — 21

e) 44 — 43 — 42 — 43 — 45 — 44 — 40 —
41— 49 — 46

Os dados ordenados abaixo referem-se ao tempo de
espera (em minutos) de 10 pessoas que foram aten-
didas em um posto de salde durante uma manha:
1—5—8—9—x—16
18 —y—23—26

Sabendo que o tempo médio de espera foi de 14
minutos e o tempo mediano foi de 15 minutos,
determine os valores de x e de y.

Uma pesquisa realizada com 3000 pessoas de
certa regidao pretende levantar alguns aspectos
socioecondmicos. Um dos itens do questionario
era: "Qual é o niUmero de banheiros em sua resi-
déncia?” Os resultados encontram-se a seguir:

Numero de banheiros Porcentagem
1 42%
2 37%
3 16%
4 5%

£

FACA NO
CADERNO

a) Qual é o nimero de entrevistados cuja residén-
cia possui até dois banheiros?

b) Calcule a média, a moda e a mediana para os

dados coletados.

32 Na tabela seguinte constam os valores dos dez
maiores PIBs das Américas em 2014.

PIB nas Américas em 2014

Pais PIB (ecrlrl bilhoes de
blares)
Estados Unidos 17420
Brasil 2346
Canada 1785
México 1295
Argentina 537,7
Venezuela 381,3
Coldmbia 377,7
Chile 258,1
Peru 202,6
Equador 100,9

Fonte: Banco Mundial. Disponivel em:
<www.worldbank.org/en/country>. Acesso em: 15 mar. 2016.

a) Calcule a média e a mediana dos dados apre-
sentados. Por que a média é bem maior que a

mediana?

b) Em que condicdo a média ficaria mais proxima
da mediana? Faca os célculos necessarios.




33 Uma empresa paga, todo ano, um bénus de fim de
ano para seus funcionarios. Neste ano, a empresa
j& pagou boénus a 40 dos seus 50 funciondrios,
como mostra a tabela seguinte:

Bonus de fim de ano

Numero de Valor do boénus
funcionarios (em reais)

8 300

14 600

18 1000

Dados elaborados pelo autor.

a) Qual é a mediana dos valores j4 pagos de bonus
pela empresa?

b) Sabe-se que os dez funcionarios restantes re-
ceberao bonus de 600 ou 1000 reais. Qual é
o numero de funcionarios que devem receber
bonus de R$ 600,00 para que a mediana dos
50 valores seja R$ 800,007

34 Um corretor de imoéveis relacionou, ao longo de
dois anos de trabalho, a quantidade de iméveis
comercializados (venda ou locacdo) mensalmente.
Os resultados encontram-se a seguir:

Imoveis comerf:ializados Numero de
por més meses
0 8
1 4
2 11
3 1

a) Quais sao os valores da média, da mediana e
da moda da variavel em questao?

b) Se nos cinco meses subsequentes nao for co-
mercializado imével algum, qual serd a mediana
dos 29 valores?

35 Em maio de 2015, uma onda de calor matou mais
de mil pessoas na india. No grafico seguinte, cons-
tam as temperaturas maximas registradas no més
de maio na capital Nova Délhi, além do recorde
registrado em 29 de maio de 1944:

Estatistica basica

Temperatura maxima registrada no més de maio
em diferentes anos em Nova Délhi (em °C)

45 457 ,
| 7 |

SETUP

827 M 07 83 454 44,1

47,2
5 19 18 18 31 24 29

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 1944

B Recorde
Fonte: O Estado de S. Paulo, 28 maio 2015.

a) Considerando a relacdo dos valores das tempe-
raturas maximas de 2005 a 2014, determine
a média, a moda e a mediana.

b) Qual deveria ter sido a temperatura méxima
registrada em maio de 2015 a fim de que a
média das temperaturas méaximas registradas
nesses onze anos subisse 0,12 °C em relacdo
a média do item a?

36 Um dado foi lancado 18 vezes consecutivas e os re-
sultados obtidos encontram-se no esquema abaixo:

E] 3 vezes =
E
&

C] 2 vezes

@ 5 vezes

4 vezes

3 vezes

a) Calcule a média, a mediana e a moda da dis-
tribuicdo de frequéncias das faces obtidas nos
lancamentos.

b) Decidiu-se lancar o dado mais 7 vezes. Sabendo
que 0 199, 202 e 0 212 lancamentos do dado
resultaram, cada um, na face 4, é possivel que
a mediana da nova distribuicdo de frequéncias,
considerando 25 lancamentos, seja 3,5? E 57
Em caso afirmativo, determine as condicbes
para que isso seja possivel.

c) Nas condi¢des do item b, existe a possibilidade
de que a mediana da distribuicdo de frequéncias
dos 25 lancamentos seja igual a 4? Em caso
afirmativo, dé um exemplo de uma distribuicéo
de frequéncias que satisfaz, explicitando as pos-
sibilidades para os quatro Ultimos lancamentos.

139
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u Medidas de dispersao (ou variabilidade)

Procurando uma companhia aérea para as viagens de negécios dos fun-
cionarios de sua pequena empresa, um empresario obteve, na internet, os
percentuais mensais de pontualidade dos voos de duas companhias aéreas,
A e B, no periodo de sete meses anteriores a data de sua pesquisa. Os resul-
tados encontram-se a seguir:

M 2 3 4 5 6 7
Companhia
A 86% | 92% | 91% | 95% | 90% | 89% | 94%
B 93% | 92% | 90% | 91% | 90% | 93% | 88%

Inicialmente, ele calculou a média dos percentuais de pontualidade
das duas companhias:

- companhia A:

86% + 92% + 91% + 95% + 90% + 89% + 94% _ 637% _ 540
5 == = 91%

< companhia B:

93% + 92% + 90% + 91% + 90% + 93% + 88% _ 637% _ 4o,
7 -7~ 7P

Conhecendo apenas o valor das médias das duas companbhias, ele sabia que
seria dificil optar por alguma. Surgiu, entdo, a ideia de saber qual companhia
aérea apresentava desempenho mais regular, isto é, aquela cujos indices de
pontualidade variassem menos.

Observando os valores da tabela, o empresario concluiu, sem muita con-
vicgdo, que a companhia B era a mais regular.

A situagdo acima descrita mostra a necessidade de conhecermos as medi-
das de dispersao (ou variabilidade), que permitem quantificar a variabilidade
de um conjunto de dados.

Vamos estabelecer quatro medidas de dispersdo: a amplitude, a variancia,
o desvio padrao e o desvio absoluto médio.

Amplitude

A amplitude de uma relacdo de valores assumidos por uma variavel quan-
titativa é o nimero real dado pela diferenca entre o maior e o menor valores
registrados (nesta ordem).

No exemplo das companhias aéreas, temos:

- companhia A: A amplitude é igual a 95% — 86% = 9%
< companhia B: A amplitude é igual a 93% — 88% = 5%

Como a amplitude dos dados mensais da companhia B é menor que a am-
plitude dos dados mensais da companhia A, conclui-se que a companhia B é a
mais regular, isto é, seus indices oscilaram menos do que os da outra companhia.

Definiremos agora trés medidas de variabilidade que quantificam a disper-
sdo (espalhamento) dos dados em relacdo a média.

ANTONIO CUNHA/CB/D.A PRESS

OBSERVACAO @&

A amplitude de um
conjunto de dados é
uma medida de variabi-
lidade facil de ser calcu-
lada e, em geral, eficaz
na anélise da dispersao
dos dados e na compa-
ragdo da variabilidade
de dois conjuntos de
valores.
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Variancia

Sejam X,, X,, ..., X a relacdo de valores assumidos por uma variavel quantitativa X e X a média aritmética
desses valores.

Para cada x (i = 1, 2, ..., n), calculamos o quadrado da diferenca entre esse valor e a média, ou seja,
(x. — X)?, que é chamado desvio quadratico.

A variancia — indica-se por Var X ou 62 (Ié-se: sigma ao quadrado) — é a média aritmética dos desvios

quadraticos, isto é: Pense nisto:
— — — A variancia seria igual a zero:
X, — X2+ (X, = X2+ ...+ (x —X? & C _
02: (1 ) (2 ) (n ) 2 (X_X>+(X2—X)+.,.+(Xn—;):
n

=(>< +x, + . +xn)f(i+i+...+§)

soma de todos os valores n parcelas

Usando a notacdo de somatorio, escrevemos: XXt
Comox = ——————, temos que
n
E(Xi—i)z X, + X +..+x =n- ><dondeZx R
62 = =n-x—n-x=0.Desse modo, ter|amos

n

Observe que, em qualquer situagdo, 6% ¢é um ndmero real ndo negativo, pois 0 numerador da expressao
é uma soma de quadrados em R.

Vamos calcular a varidncia dos dados referentes aos percentuais mensais de pontualidade das duas compa-
nhias (para facilitar, omitiremos nos calculos os simbolos de %):

Companhia A
Més X, (x, — x)?
1 86 (86 —91)
2 92 (92 — 91)? (86 —91)2+ (92 — 912 + ... + (94 — 91)2
3 91 (91 — 91)2 Ch = 7
4 95 (95 — 91y’ , (52 + 12+ 02+ 474 (212 (=22 + 32
5 90 ©@—on | ©a° 7 -
6 89 (89 — 91)2 _ 25+ 1+0+16+1+4+9 :EZS
7 94 (94 — 91)? 7 7
Companhia B
Més X, (x, — x)?
1 93 (93 —91)
2 92 (92 — 91)? GZB= (93 —91)2 4+ (92 — 91)? + ... + (88 — 91)?
3 90 (90 — 912 7
p o 91 — 91y 0§=22+12+(_1)2+02+(_1)2+22+(_3)2=
5 90 (90 — 91) /
. o3 G =4+1+1+o+1+4+9=£=2,86
7 88 88 — 91) ! /

Como a variancia em B € menor que a variancia em A (62 = 2,86 < 6% = 8), concluimos que a com-
panhia B é mais regular, isto é, os percentuais mensais de pontualidade de B estdo menos dispersos em
relacdo a média do que os percentuais mensais de A.

O que aconteceria com o valor da variancia se na definicdo, no lugar dos desvios quadraticos, usassemos apenas 0s

(=X +KX=X+..+K& —X

desvios (x, — X), isto &, se tivéssemos ! ?

n
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A variancia é definida como uma soma de quadrados (média dos desvios quadraticos), sendo, portanto, uma medi-
da cuja unidade é quadratica. Por exemplo, se estivéssemos estudando a altura dos alunos de uma turma, a altura
média seria expressa em metros (m), porém a variancia seria expressa em metros ao quadrado (m2), o que geraria
uma incompatibilidade em relacdo as unidades, pois m é a unidade de medida de comprimento e m? é unidade de
area. Para uniformiza-las, definiremos o desvio padrao.

Desvio padrao

Seja x,, X,, ..., X_a relacdo dos valores assumidos por uma variavel X. Cha-
mamos desvio padrao de X, indica-se por DP(X) ou G, a raiz quadrada da
variancia de X:

G:j(x1 —x)2+(xz—?2+ (X %2

Vamos calcular o desvio padrdo dos percentuais de pontualidade das
companhias aéreas:

- companhia A: 62 = 8 = G, = V8 = 2,82
- companhia B: 62 = 2,86 = 6, = V2,86 = 1,69

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

3 Num levantamento realizado em 100 jogos de futebol de um torneio foram colhidos os seguintes dados:

Gols por partida 0 1 2 3 4 5

Frequéncia de jogos 28 | 26 | 31 9 4 2

Calcule o desvio padrdo do niimero de gols marcados por partida.

Solucao:

E importante lembrar que a varidvel em estudo é “ntimero de gols marcados por partida”, e ela assume os
valores 0, 1, 2, 3, 4 e 5 com frequéncias absolutas respectivamente iguais a 28, 26, 31,9, 4 e 2.
Calculemos a média (X) desses valores. Temos a seguinte média de gols/partida:

- 0-28+1-26+2-31+3-9+4-4+5-2 _ 141 — 14
284+ 26+31+9+4+2 100 !

Calculemos, agora, os desvios quadraticos de cada valor que a varidvel assume com relacao a média:

O0—=141%0—=1412;,2—-141)?% 33— 14172, 4 - 1,412 e (5 —1,41)

J

1,9881 0,1681 0,3481 2,5281 6,7081 12,8881

Levando em conta as frequéncias absolutas, temos que a variancia (c2) é dada por:

_ 28-1,9881 +26-0,1681 + 31-0,3481 +9-2,5281 + 4 -6,7081 + 2 - 12,8381
100

(52

55,67 +4,37 + 10,79 + 22,75 + 26,83 + 25,77 _ 146,18 _ 14618

2 ~
© 100 100

Daf, o desvio padrdo é 6 = 41,4618 = 1,21 gol/partida.
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37

38

39

40

EXERCICIOS

Para cada conjunto de valores, calcule a amplitude
(@), a variancia (02?) e o desvio padréo (0):

a)3—3—4—4—4—6

b)) —2—3—4—5

c) 15—22—18—20—21—23—14

d) 31 —31—31—31—31—31—31—31
e)5—6—6—7—7—7—8—8—8—38

Um grupo de 12 estudantes passou um dia de
verdo em um parque aquatico. Seus gastos com
alimentacao sdo dados a seguir (valores em reais):
24— 16—30—20—28—30—20—
40— 18 —16—30—16
A partir dos valores dados, obtenha:
a) a variancia; c) a amplitude.

b) o desvio padrao;

A quantidade de erros de digitacdo por pagina
de uma pesquisa escolar com quarenta paginas é
dada a sequir:

Erro por pagina 0 1 2
Numero de paginas | 28 8

a) Determine as medidas de centralidade (média,
mediana e moda) correspondentes a quantida-
de de erros.

b) Determine as medidas de dispersao (variancia
e desvio padrao) correspondentes.

Um professor de inglés esta interessado em com-
parar o desempenho de suas quatro turmas de um
mesmo curso. Para isso, considerou a média final
dos cinco alunos de cada turma:

Turma A 3 7 5 5
Turma B 6 4 4 5
Turma C 9 1 6 5 4
Turma D 7 8 5 2 3

a) Calcule a amplitude das notas de cada turma
e use esses valores para ordené-las, da mais
regular a menos regular.

b) Compare os desvios padroes das turmas C e
D, indicando aquela com aproveitamento mais
regular dos alunos.

¢) Use o desvio padrdo para comparar as turmas
A e B quanto a regularidade das notas finais
dos alunos.

41

42

43
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Nas tabelas a seguir estdo representadas as taxas
de analfabetismo, expressas em porcentagem, dos
estados das regides Centro-Oeste e Sudeste em
2013:

Taxas de analfabetismo

Regiao Centro-Oeste

Distrito Federal 3,2%
Goias 7.1%
Mato Grosso 7,8%
Mato Grosso do Sul | 7,2%

Regiao Sudeste

Sao Paulo 3,7%
Rio de Janeiro 3,7%
Minas Gerais 7,6%
Espirito Santo 6,6%

Fonte: IBGE, 2013.

Qual regido apresenta o conjunto de valores mais
homogéneo? Calcule o desvio padrao das taxas de
analfabetismo nas duas regides para comprovar
Sua resposta.

No quadro seguinte constam as notas que Pedro
e Paulo tiraram nas cinco avaliacdes que fizeram
em um curso de informatica.

Pedro | 7,0 4,5 55 50 3,0

Paulo | 5,0 55 3,0 4,0 7,5

Calcule a variancia das notas de cada aluno,
indicando qual deles obteve desempenho mais
homogéneo.

Os salarios dos 20 funcionarios que trabalham em
um certo setor de uma industria estao apresenta-
dos na tabela:

Salarios da industria

, . . Numero de
Salarios (em reais) . .
funcionarios
1200,00 10
1440,00 6
2400,00 4

Dados elaborados pelo autor.

143
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44

45

46

a) Calcule a média (X) e o desvio padréo () dos salérios.

b) Suponha que sejam contratados cinco funcionéarios, cada um com salario de R$ 1500,00. A mé-
dia salarial dos 25 funcionarios que trabalhardo neste setor ird aumentar, diminuir ou permanecer
constante? Por qué?

Os valores seguintes representam os resultados obtidos por 12 estudantes em um experimento cujo objetivo
era calcular, em milimetros, uma determinada distancia:

87—85—92—-88—-89—86—87—86—84—87—86—87

O professor considerou aceitaveis os resultados pertencentes ao intervalo [X — O, X + O], em que X é a
média e G o desvio padréo dos dados acima.

Quantos alunos ndo tiveram seu resultado considerado aceitavel?

Para preencher uma vaga de emprego, os 5 candidatos finalistas foram submetidos a 3 provas (Redacéo,
Raciocinio quantitativo e Inglés) e uma dindmica de grupo. As notas obtidas pelos candidatos encontram-se
no quadro seguinte:

Redacao Dinamica Raciocinio quantitativo Inglés
Candidato A 6,5 6,0 8,0 7,0
Candidato B 7,0 7,5 5,0 7,0
Candidato C 7,0 7,0 4,5 5,0
Candidato D 6,0 7,0 6,0 6,0
Candidato E 7,5 7,5 4.0 8,5

A escolha do candidato obedecerd ao seguinte critério:
19) O candidato devera apresentar nota média maior ou igual a 6,5, considerando as provas e a dindmica.

29) Se houver mais de um candidato com nota média maior ou igual a 6,5, sera selecionado o que apresentar
melhor desempenho na dinamica.

39) Persistindo o empate, sera escolhido o candidato que apresentar desempenho mais regular nas trés
provas.

Qual foi o candidato selecionado para essa vaga?

Na tabela seguinte constam os percentuais de atraso nos voos de uma companhia aérea, no primeiro se-
mestre de certo ano, segundo os destinos:

Percentual de atraso em voos

. . Voos internacionais com até Voos internacionais com mais de
Voos nacionais - -
5 horas de duracao 5 horas de duracao
12% 8% 7%

Dados elaborados pelo autor.

Preocupada com os indices apresentados, a companhia fez uma campanha para diminuir os percentuais
de atraso nos voos em cada um dos trés destinos. Os indices projetados para o segundo semestre sdo
de 9% para voos nacionais e 4% para voos internacionais com até 5 horas de duracdo. Qual devera ser
o valor projetado para o percentual de atraso nos voos internacionais com mais de 5 horas de duracdo
a fim de que a reducdo seja atingida, e o desvio padrao dos trés indices do 22 semestre seja igual ao
desvio padrdo dos 3 indices do 12 semestre?
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Desvio médio

Outra medida de dispersdo, geralmente menos usual que a variancia (e
o desvio padrao), é o desvio médio absoluto, ou, simplesmente, desvio
médio.

Sejam X,, X,, ..., X_0s valores assumidos por uma variavel quantitativa X
e X a média aritmética desses valores. O desvio médio (indicaremos por DM)
é definido por:
_ Ix, = X| + |x, = X| + ...+ [x —X| _ 1 i x |

DM n RR=R

Observe que DM representa a média aritmética dos desvios entre x. (i = 1,
2, ..., n)eX, expressos pelo modulo da diferenca entre um valor que a variavel
assume (x) e a média (X).

i
EXEMPLO 5

As temperaturas minimas diarias de duas cidades da serra catarinense, em uma mesma semana
de inverno, estao representadas abaixo.

Segunda Terca Quarta Quinta Sexta
Cidade A —-1°C 0°C 2°C —-1°C —-3°C
Cidade B —1°C -2 °C 1°C 1°C -2°C

Vamos usar o desvio médio para decidir em qual cidade as temperaturas oscilaram menos em
relacdo a média semanal.

Para a cidade A, temos:

X=_1+O+2+(_1)+(_3)=—i=—0,6
5 5
om = =1 = (08)[ + [0~ (=0,6)| + |2 (=06)| + |1~ (=0,6)| + -3 ~ (=0,6)|
5
|-0,4| + |0,6] + |2,6] +|—-0,4| + |—2,4] 04+06+26+04+24
DM = = =1,28
5 5
Para a cidade B, temos:
% — (=1 +(=2)+1+1+(=2) =—i=—0,6
5 5
|-1—=(=0,6)] + -2 —=(=0,6)] + |1 —(=0,6)| + |1 —(=0,6)| + |—=2 — (=0,6)|
DM = 5
|-04] + |14 + |16] +|16]+[-14 04+14+16+16+14
DM = 5 = 5 =1,28

Coincidentemente, as duas cidades apresentaram igual temperatura minima média e igual desvio
médio, o que nos mostra que ndo houve diferenca na média das dispersdes das temperaturas (em
torno da média) para as duas cidades, considerando o desvio médio como medida.

Para “"desempatar”, poderiamos, por exemplo, calcular a amplitude das temperaturas nas duas cida-
des: cidade A: 2 °C — (=3 °C) = 5°C; cidade B: 1 °C — (=2 °C) = 3 °C. Concluiriamos, desse modo, que
em B os dados estdo menos dispersos (ou variam menos), formando um conjunto mais homogéneo.
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EXERCICIOS

Calcule o desvio médio para cada um dos seguintes
conjuntos de dados:

a)2—4—6
b)2—3—5—4—-8—38
c) 20— 25—15—35—30

& FACA NO
XY CADERNO

49 Na tabela seguinte, encontram-se os valores de

uma gratificacdo dada aos funcionarios de uma

pequena empresa no fim do ano:

Gratificacao de fim de ano

48 Um pais hipotético é formado por duas regides, Gratificac_;éo fNun_rercg ‘_je
A e B, cada uma com cinco cidades de mesma (em reais) uncionarios
populacéo. Foi feito um levantamento para saber 200,00 )

o grau de satisfacdo da populacéo de cada cidade,
em relacdo & respectiva administracdo regional. 450,00 12
No q.uadr~o, constam notas de 0 a 10 para medir 800,00 5
a satisfacdo dos habitantes:
1500,00 3
RegiaoA | 7,0 | 45 | 55 | 50 | 3,0 2500,00 5

RegiaoB | 50 [ 85 | 3,0 | 1,0 | 7,5

Dados elaborados pelo autor.

Calcule o desvio médio absoluto para cada re- Calcule o desvio médio das gratificagdes recebidas,

gido, determinando em qual delas as opinides
sdo menos divergentes.

arredondando os valores obtidos para o nimero
inteiro mais proximo.

3 Medidas de centralidade e dispersio para
dados agrupados

Os salarios dos 23 funcionérios de um estabelecimento comercial estao
representados na tabela seguinte:

Salarios

Salarios (em reais) Numero de funcionarios

1000 2500 4
2500~ 4000 12
4000+ 5500 7

Dados elaborados pelo autor.

Qual é a média salarial dos funcionérios deste estabelecimento?

Quando a varidvel em estudo apresenta seus valores agrupados em classes
ou intervalos, ndo dispomos de informacbes para saber como esses valores
estdo distribuidos em cada faixa.

Para que se possa calcular a média (e outras medidas de centralidade e
dispersao) desses valores, costuma-se fazer a suposicdo de que, em cada
intervalo, os valores estao distribuidos de forma simétrica em relacdo ao
ponto médio (indicado por x) do intervalo. Ao considerar, por exemplo, o

primeiro intervalo, 10002500 (cujo ponto médio éw =1 750),

uma possivel distribuicdo simétrica dos quatro salarios é dada a seguir.
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Salarios: R$ 1125,00; R$ 1500,00; R$ 2000,00 e R$ 2375,00

ponto médio
N
1000 1125 1500 4750 2000 2375 554
reais reais reais

Observe que ha uma compensacao entre valores equidistantes dos extremos do intervalo (1000 e 2 500),
de modo que a média de cada par desses valores coincide com o ponto médio x. Vejamos: 1125 e 2375
sdo equidistantes dos extremos do intervalo; a média entre eles é 11252& = 1750 = x.

O mesmo raciocinio se aplica ao par de valores 1500 e 2000.

Na pratica, essa suposicdo é equivalente a admitir que todos os quatro salarios desse intervalo sdo iguais
a R$ 1750,00, que é o ponto médio.

Estendendo esse raciocinio aos demais intervalos, é possivel calcular a média salarial dos funcionarios
desse estabelecimento:

Salarios Ponto médio do Numero de
(em reais) intervalo funcionarios
1000+ 2500 1750 4
2500+ 4000 3250 12
4000+ 5500 4750 7
% = 1750 - 4 +4342rS?2 J1r27+ 4750 -7 _ 7922350 ~ 3445,65

Arredondando para o inteiro mais proximo, temos que a média salarial dos funcionérios do estabele-
cimento é R$ 3446,00.

Calculo do desvio padrao

O célculo das medidas de dispersdo (variancia e desvio padrédo) em relacdo a média estd apoiado na
mesma suposicdo: dentro de cada intervalo, os valores distribuem-se de forma simétrica em torno do ponto
médio (x). Na pratica, admitimos que todos os valores do intervalo coincidem com x..

Salarios Ponto médio do | Desvio quadratico Numero de

(em reais) intervalo (x) (x, — x)? funcionarios
1000+ 2500 1750 (1750 — 3446)? 4
2500+ 4000 3250 (3250 — 3446)? 12
4000+ 5500 4750 (4750 — 3446)? 7

Avariancia (62), como sabemos, é a média aritmética desses desvios, ponderada pelas respectivas frequén-
cias absolutas (nimero de funcionéarios) de cada intervalo:
4-(1750 — 3446)> + 12 - (3250 — 3446)? + 7 - (4750 — 3446)?
23
11505664 + 460992 + 11902912 23869568

o = >3 = >3 = 1037 807

Desse modo, a variancia dos salarios é 1037807 (reais)? e o desvio padrdo dos salarios é:
6 = V1037 807 (reais)? = 1018,73 reais

0’ =
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Determina¢ao da classe modal

Definimos classe modal como a classe que apresenta maior frequéncia
absoluta. No exemplo, a classe modal é 2500 4000, pois ha 12 valores per-
tencentes a esse intervalo (as outras frequéncias sdo menores: 4 e 7).

Calculo da mediana

Lembremos, inicialmente, que a mediana de uma relacao de valores é um
valor que separa essa relacdo em duas partes com a mesma quantidade de va-
lores, sendo que, em uma das partes, todos os valores s&o menores ou iguais a
mediana e, na outra parte, todos os valores sdo maiores ou iguais a mediana.

Observe, no histograma seguinte, as porcentagens aproximadas de cada
intervalo:

Salarios

ZAPT

Porcentagem

52,2%

30,4%

17,4%

|

A . . . —
1000 2500 4000 5500 Salérios
(em reais)

Dados elaborados pelo autor.

Da leitura do grafico, notamos que:
- ao final do primeiro intervalo encontram-se 17,4% do total de valores;

- ao final dos dois primeiros intervalos, encontram-se acumulados 69,6% do
total de valores (17,4% + 52,2% = 69,6%).

Com base nas observagdes anteriores, concluimos que a mediana se encon-
tra no segundo intervalo. Do limite inferior do primeiro intervalo (1000) até
a mediana concentram-se 50% do total de valores (17,4% + 32,6% = 50%).

Observando que, no segundo intervalo, o retdngulo roxo e o retangulo
destacado com fio vermelho possuem a mesma altura, temos que a area de
cada um desses retangulos (expressa como porcentagem da area total sob
o histograma) é diretamente proporcional a

medida de sua base, isto é: Porcentagem 50%
Me — 2500 _ 4000 — 2500
32,6% 52,2%
= Me = 3436,78
Logo, a mediana é aproximadamente

3436,78 reais.

17,4%
0] 7000 2500

N

52,2%

30,4%

ZAPT

'
Y

4000

mediana

550b Salarios
(em reais)
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4 Durante 60 dias, anotou-se o nimero de cartas entregues, diariamente, em um edificio residencial. Os
resultados sdo mostrados na tabela e no histograma seguintes.

Cartas entregues por dia

Numero de cartas Frequéncia absoluta Porcentagem (%)
20+ 30 5 8.3
3040 9 15
40 50 20 33,3
5060 18 30
6070 8 13,3
Dados elaborados pelo autor.
Cartas entregues por dia '%
Porcentagem

33,3%

0] 60 70 Nede cartas

Dados elaborados pelo autor.

20 30 40 50

Determine as trés medidas de centralidade correspondentes ao nimero de cartas diariamente entregues no
edificio.
Solucao:
* Média (X):
Usando os pontos médios de cada intervalo, temos:

25-5+35-9+45-20+55-18+65-8 _ 2850
5+9+20+ 18 +8 60

X = =475

Mediana (Me):

A mediana encontra-se na 32 classe (de 40 a 50), pois a porcentagem acumulada ao final das trés pri-
meiras classes ja ultrapassa 50% (8,3% + 15% + 33,3% = 56,6%). Ao final das duas primeiras classes, a
porcentagem de observacdes acumulada é de 8,3% + 15% = 23,3%. Isso mostra que do valor 40 até a
mediana estao concentradas 50% — 23,3% = 26,7% das ob-
servacoes. Podemos entdo estabelecer a seguinte proporcao:

50 — 40 _ Me — 40
33,3% 26,7%

| (- porcentagem referente
porcentagem ao intervalo 40 = Me

referente ao intervalo (retdngulo colorido)
40+ 50

Porcentagem %
33,3%
—

= Me = 48

Classe modal:

A classe modal corresponde ao intervalo que retine a maior
porcentagem de valores. Nesse caso, a classe modal é o o
intervalo [40; 50[.

40 50 N2 cartas
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50 No grafico ao lado esté representada a distribui-
cao de bonificacdes de fim de ano concedidas aos Bonificacdes de fim de ano
funcionarios de um estabelecimento comercial. Nimero de

ZAPT

ero 85
a) Qual é o nimero de funcionarios do estabe-  funcionarios

lecimento? 50

, . e 40
b) Qual é o valor médio das bonificagbes? 23 o
c) Qual é a classe modal das bonificacoes?

o

d) Escolhido ao acaso um funciondrio desse es- 300 500 700 9001100 1300 Bonificagdo
tabelecimento, qual é a probabilidade de que N d(e"‘el"ea'ts)
. ados elaborados O autor.

ele tenha recebido ao menos R$700,00 de .

bonificacdo?

51 No histograma ao lado estdo representadas as
massas de 200 clientes que se hospedaram durante
uma semana em um spa:

Massa dos hospedes do spa %

Porcentagem

a) Quantos héspedes tinham menos de 120 kg?

b) Qual a massa média desses clientes?

c) Qual a massa mediana desses clientes?
0/ "60 80 100 120 140 Massa (kg)

d) Qual o desvio padrao das massas dessa distri- Dados elaborados pelo autor.
buicdo?

52 Na tabela seguinte constam os valores doados em um dia, na arrecadacdo de uma campanha beneficente:

Campanha beneficente

Doacoes (em reais) | Numero de doacgoes
5a15 1250
16 a 26 1083
27 a 37 762
38 a48 541
49 a 59 509
60a 70 321

Dados elaborados pelo autor.
a) Qual é a menor quantia que pdde ter sido arrecadada nesse dia?

b) Qual é a maior quantia que pode ter sido arrecadada nesse dia?

53 Uma companhia de énibus registrou a taxa de ocupagao (em %) de suas viagens entre Goidnia e Brasilia
durante 40 dias. Os resultados sdo mostrados a seguir:

43 —66—54—75—78—61—48—50—53—60—60—86—61—60—55—62—
45 —57—61—40—32—49—52—48—69—70—68—80—82—79—39—48—
84 —76—36—61—91 —81 —65—55

a) Considerando classes de amplitude 10 a partir de 32%, construa um histograma correspondente.

b) Calcule a taxa média, a taxa mediana e a classe modal de ocupacédo, considerando os dados agrupados.

c) Qual é o desvio padrdo da taxa de ocupacdo, considerando os dados agrupados?
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54 Astemperaturas maximas didrias registradas no més de janeiro em uma cidade estao dadas na tabela seguinte:

Temperaturas maximas diarias
registradas em janeiro

Temperatura maxima Numero de dias
25°CH28°C 9
28 °CH 31 °C 11
31 °Ck34°C
34 °CH 37 °C 4
Total 31

Dados elaborados pelo autor.

Determine:
a) a média, a mediana e a classe modal das temperaturas;

b) a varidncia e o desvio padrdo das temperaturas.

55 Um provedor de internet mediu o tempo (em minutos) de uso diério da rede por seus assinantes, por
meio de uma amostragem. Com os dados obtidos na pesquisa construiu-se o seguinte histograma:

Tempo de uso da internet %
Frequéncia
absoluta

2

30 60 90 120150180 210 240 Tempo (min)

Dados elaborados pelo autor.

0

a) Que porcentagem do total de assinantes fica entre meia hora e uma hora e meia na rede?
b) Qual é a média e a mediana do tempo de uso da internet?

¢) A partir do histograma anterior, faca um outro histograma agrupando os tempos de hora em hora.
Calcule média, mediana e desvio padrao.

Seja X,, X,, ..., X_uma relacdo de dados numéricos correspondentes aos valores assumidos por

uma variavel quantitativa. Explique o que acontece com a média (X), a variancia (¢?) e o desvio pa-
drao (o) desses valores se cada x, i € {1, 2, ..., n} &

a) aumentado em duas unidades;
b) multiplicado por 2;
c) reduzido em 20%.
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3 introducio

Considere os seguintes problemas:

Se um consumidor atrasa o pagamento de uma conta telefénica em 5 dias, que valor ele devera pagar,
considerando a multa e a incidéncia de juros devido ao atraso?

Se um trabalhador reservar, mensalmente, uma pequena parcela de seu salario para aplicar em uma
caderneta de poupanca, é possivel estimar o valor dessa reserva financeira depois de um ano?

Se um poupador deposita certa quantia na caderneta de poupanca, como é corrigido, més a més, o
saldo dessa poupanca? E possivel saber por quanto tempo o poupador deve manter o seu dinheiro
nessa poupanca a fim de resgatar o dobro da quantia aplicada?

Se um consumidor optar por comprar uma geladeira em duas parcelas fixas (uma no ato e a outra em
30 dias) de R$ 600,00 cada uma, quanto por cento pagara de juros, considerando que o preco a vista do
aparelho é de R$ 1100,00?

LA 2 A | r- ]

i | B !
III "/f{.‘;l "
Lot !
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Se, em um financiamento, um automovel é vendido em 12 parcelas iguais e mensais (sendo a primeira
um més apo6s a compra) de R$ 4000,00 e a taxa de juros do financiamento é de 1,8% ao més, qual
seria o valor a vista desse automovel?

Essas e outras questdes sao estudadas pela Matematica Financeira, que aborda as diferentes modalidades
de juros (simples e compostos), os financiamentos, os mecanismos de correcao de valores em investimentos
financeiros etc. Neste estudo, é importante retomar alguns conteldos vistos em anos anteriores, entre
eles a porcentagem.



No volume 1 desta colecdo resolvemos alguns problemas envolvendo
porcentagens.

As porcentagens também podem ser expressas na forma de fragéo
centesimal (fracdo cujo denominador é igual a 100) ou na forma decimal
(divindo-se o numerador pelo denominador na fracdo).

Observe as diferentes representacoes:

_ 35 _ __8 _
" 35% = =55 = 0.35 " 8% = —75g~ = 0,08
_ 136 _ . _ 120 _
- 13,6% = =55 = 0,136 120% = =55~ = 1.20

Para se obter, por exemplo, 32% de R$ 800,00, podemos calcular:
0,32 - 800 = 256, ou seja, R$ 256,00
Com uma calculadora simples, basta pressionar as seguintes teclas:

000-0-00-8-8- =

Outra possibilidade é usar o célculo mental. Como 10% de 800 é igual a 80
(lembre que 10% de um certo valor corresponde a décima parte desse valor),
temos que 1% de 800 é igual a 8; logo, podemos fazer 32 - 8 = 256, para
obter o valor procurado.

[ Aumentos e descontos

Certa loja vende uma maquina de lavar roupas por R$ 900,00. Se a loja pro-
mover um aumento de 6% em seus precos, quanto a maquina passara a custar?
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A compra a vista pode ser vantajosa quando é oferecido um desconto em seu preco.

- O aumento serd 6% de 900 reais: 0,06 - (900 reais) = 54 reais.
« O novo prego da maquina sera: 900 reais + 54 reais = 954 reais.

Poderiamos simplesmente efetuar:
900 + 0,06 - 900 = 900 - (1 + 0,06) = 1,06 - 900 = 954
Observe que o preco inicial da méaquina foi multiplicado por 1,06.
Dispondo de uma calculadora simples, é muito rdpido obter o resultado
acima. Basta pressionar:

o00-8-0-0-8- =

Matematica Financeira
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CAPITULO 6

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos concluir que:
* se 0 aumento fosse de 30%, multiplicariamos o preco original por 1,30;
+ se 0 aumento fosse de 16%, multiplicariamos o preco original por 1,16;

- se 0 aumento fosse de i%, multiplicariamos o preco original por:

1+ 700

Se, por outro lado, em uma liquidacdo, fosse anunciado um desconto de
20% no preco da maquina de lavar, quanto ela passaria a custar?

» O desconto seria 20% de 900 reais: 0,2 - (900 reais) = 180 reais.

« O novo prego da maquina seria: 900 reais — 180 reais = 720 reais.

Poderiamos efetuar diretamente:

900 — 0,2-900 =900-(1 —0,2) =0,8-900 = 720

Note que o preco original foi multiplicado por 0,8.

Isso significa que, nessa liquidacdo, pagaremos 80% do valor original da
maquina.

Para fazermos os célculos acima com uma calculadora simples, basta pres-

sionar:
O0o0-8-00-8-8- =

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos concluir que:
- se 0 desconto fosse de 8%, multiplicariamos o preco original por

1 —-0,08=0,92;
« se 0 desconto fosse de 15%, multiplicariamos o preco original por

1—-0,15=0,85;

- se o desconto fosse de i%, multiplicariamos o preco original da maquina
por:

3 variacido percentual

No inicio do més, o preco do quilograma do salmdo, em um
mercado municipal, era de R$ 40,00. No final do més, o mesmo tipo
de salmao era vendido a R$ 43,00 o quilograma.

De que maneira podemos expressar esse aumento?

« Em valores absolutos, o aumento foi de R$ 3,00.

» Calculando a razdo entre esse aumento e o valor inicial, encon-

3 _ _ 7o
tramos 70 0,075 = 7,5%.

Dizemos que 7,5% é a variagcao percentual do preco do qui-

Calcule o percentual de aumento
por meio de uma regra de trés.

Se 0 aumento fosse de
250%, por qual numero

multiplicarfamos o pre-
co original para saber
seu novo valor?

Seja p o prego inicial.
Aumento:

250% dep = % p=25p

Assim, 0 novo prego sera:
p + 2,5p = 3,5p, isto é, 0
preco original é multiplicado
por 3,5.
E interessante fazer a
analogia com o aumento de
100%: o valor dobra, isto é,
multiplicamos o preco inicial
p por 2; temos:
p+1-p

L 100%

40 — 100%
De: { 3 — X
temos: 40 - x = 3 - 100% =
=X = % 100% = 7,5%
Assim, a variacdo percentual é
7,5%.

- . J40 — 100%
Qutra opcao: {43 M

x = 107,5%
O acréscimo é de 107,5% — 100% =
=7,5%.

Apesar de ser um alimento rico em
proteinas, vitaminas e minerais, o peixe
ainda é pouco consumido pelos brasileiros.

lograma do salmao.

RUBENS CHAVES/PULSAR IMAGENS
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Outra possibilidade é fazer:

43 _1075=1+0,075
40 —
aumento de 7,5%
Temos, entao:
V1 B Vo V1
p = = —_ 1
VO VO

em que:
+ V, é o valor inicial de um produto;
+ V, é o valor desse produto em uma data futura;

+ p éavariacdo percentual do preco desse produto no periodo considerado,
expressa na forma decimal.

« Se p > 0, dizemos que p representa a taxa percentual de aumento (ou
acréscimo), conforme vimos no exemplo do preco do salméo.

* Se p < 0, dizemos que p representa a taxa percentual de desconto
(ou decréscimo).

Ao pagarmos R$ 38,00 o quilo, e ndo R$ 40,00, estamos pagando % = 0,95 = 95%
EXEMPLO 1 do preco normal do quilo do salmao. Isso significa que o desconto oferecido é de 5%.

Se, em um més, o preco do quilograma do salmao tivesse diminuido G
de R$ 40,00 para R$ 38,00, teriamos:
_ _ Nesse exemplo, poderia-
_38-40 _ -2 e 35
40 40 mos efetuar 20 0,95e

chegar a mesma resposta.

Isso significa uma reducdo de 5%, ou ainda, um decréscimo de 5% Explique.

no valor inicial do quilograma do salmao.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 O Produto Interno Bruto (PIB) de um pais aumentou 3% em um ano, passando a ser igual a 412 bilhdes de
ddlares. Qual era o PIB antes deste aumento?
Solucao:
1¢ modo:

Podemos calcular:

vV, =V, 412 =V, 412
p=—7—=0083=—-7—=003-V,=412-V =103 -V,=412=V, =—> =400

v, v, 1,03

Logo, antes do aumento, o PIB era igual a 400 bilhdes de dolares.
2% modo:

Podemos montar a seguinte regra de trés:

{412 bilhdes de délares — 103% — x = 400 bilhGes de délares

X 100%
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2 Apobs uma reducao de 8% em seu valor, um artigo passou a custar R$ 110,40. Qual era seu preco original?

Solucao:
1¢ modo:
Temos V, = 110,40, p = —0,08 e queremos determinar o valor de V..
Dai obtemos:
110,40 —V, 110,40
-0,08 = — = —0,08v, = 110,40 — V,= 0,92V, = 110,40 = V, = 0 9'2 =120
Q g
Logo, o preco original era igual a 120 reais.
22 modo:
Podemos montar a seguinte regra de trés:
R$ 110,40 — 92%
$ ' ° = x =120 reais
X — 100%
3 Um produto sofreu dois aumentos mensais e consecutivos de 5% e 10%, respectivamente.
a) Qual serd seu preco apds os aumentos, se antes custava R$ 400,007
b) Qual serda o aumento percentual acumulado?
Solucao:
a) Apods o 12 aumento, o preco, em reais, passara a ser: 1,05 - 400 = 420
Apbs 0 22 aumento, o prego, em reais, passara a ser: 1,10 - 420 = 462
462 — 400 _ 62
b)p=———=—=0,155
VP =400 400
Assim, 0 aumento acumulado foi de 15,5%.
9
EXERCICIOS I AN

1 O prego de um par de sapatos era R$ 68,00. Em Usando uma calculadora simples, responda as
uma liquidacao, ele foi vendido com 15% de des- perguntas seguintes:

conto. Quanto passou a custar? a) O preco do quilograma do tomate em um
sacoldo é R$ 1,28 e sofrerd uma reducao de

2 i 9
Se uma loja aumentar em 12% o prego de todos os 7,8%. Qual seré 0 Novo preco?

seus produtos, quanto passara a custar um artigo
Cujo prego era:
a) R$ 40,007 b) R$ 150,007

b) O aluguel de uma sala comercial é R$ 1480,00
ao més. Foi autorizado um aumento de 11,3%
no aluguel de iméveis comerciais. Qual sera o

3 O preco de um produto aumentou de R$ 320,00 novo valor?

para R$ 360,00. ¢) Sobre o salario bruto de R$2850,00 de um
trabalhador incidem 17,5% de impostos. Qual

a) Qual é a taxa percentual de aumento? A
o salario liquido desse trabalhador?

b) Qual seria 0 novo preco do produto se o au-
mento tivesse sido de 35%? 6 Trés produtos, A, B e C, sofreram reajustes em um

_ _ _ supermercado, como mostrado a seguir.
4 Pesquisando em um site de reserva de hotéis, Ju-

randir encontrou uma promocédo na didria de um Produto Preco anterior Preco atual
hotel na praia, de R$ 250,00 por R$ 210,00. (R$) (R$)
a) Qual é o percentual de desconto oferecido? A 0,40 0,50
b) Jurandir aproveitou a promogao e fez uma reserva B 1,50 1,80
de uma semana no hotel, pelo site. Sabendo que C 0 60 075
serdo cobradas taxas de 1,5% sobre o total da
reserva e R$ 15,00 pela emissao do voucher, qual Compare os aumentos percentuais dos precos dos

sera o total a ser pago por Jurandir? trés produtos.
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11

Apds um aumento de 24%, o salario bruto de Raul
passou a ser de R$ 4340,00.

a) Qual era o salario bruto de Raul?

b) Supondo que sobre o salario bruto incidam im-
postos de 16%, determine quanto Raul passara
a pagar a mais de impostos por més.

Uma companhia aérea promoveu uma reducao
de R$ 150,00 no preco de uma passagem, o que
corresponde a 12% de desconto. Determine o
preco da passagem:

a) sem a reducao; b) com a reducéo.
Por meio de uma campanha de reducao do consu-
mo de dgua, um edificio residencial, em um certo
més, reduziu o consumo em 14%, passando a
gastar 1075 m? de 4gua.

a) Qual foi o consumo de dgua do condominio
no més anterior?

b) Para o més seguinte, os moradores comprome-
teram-se a reduzir o consumo para 1000 m? de
agua. Para atingir essa meta, qual deverd ser a
nova reducdo percentual no consumo de dgua?

Seja p o preco de um produto. Determine, em fun-
cdo de p, o novo valor desse produto se ele tiver:

a) aumento de 38%;
b) aumento de 10,5%;
c) desconto de 3%;

d) desconto de 12,4%;

e) dois aumentos sucessivos de 10% e 20%, res-
pectivamente;

f) dois descontos sucessivos de 20% e 15%, res-
pectivamente;

g) um aumento de 30% seguido de um desconto
de 20%;

h) trés aumentos sucessivos de 10% cada um.

O preco de um produto é R$ 50,00, e um co-
merciante decide aumenta-lo em 20%. Diante da
insisténcia de um cliente, o comerciante concede,
entdo, um desconto de 20% sobre 0 novo preco
do produto.

a) Ao final dessas "transagbes”, haveria alteracao
no preco original do produto? Quem “levaria
vantagem”: o comerciante ou o cliente?

b) Que taxa de desconto deveria ser aplicada di-
retamente sobre o preco original do produto
para que fosse obtido 0 mesmo valor que seria
pago pelo cliente, em caso de compra?

12

13

14

15

16
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Atualmente, o pagamento da prestacdo do
apartamento consome 30% do saldrio bruto
de Claudio. Se a prestacdo aumentar 10%, que
porcentagem do salario de Claudio ela passaré a
representar, caso:

a) nao haja aumento de salario;
b) o salario aumente 5%;

c) o salario aumente 30%.

Um supermercado promoveu, em meses distintos,
trés promocoes para certo produto, a saber:

I. Compre 1 e ganhe 50% de desconto na aqui-
sicao da 22 unidade.

II. Compre 2 e leve 3.
III. Compre 4 e leve 5.

Considerando que o preco do produto ndo sofreu
alteracdo, qual é a opcdo mais vantajosa para o
consumidor? E a menos vantajosa?

Um sabonete, cujo preco normal de venda é
R$ 1,40, é vendido em trés supermercados distin-
tos, X, Y e Z, com as seguintes promogodes:

supermercado X: leve 4, pague 3;

supermercado Y: desconto de 15% sobre o preco
de cada unidade;

supermercado Z: leve 6, pague 5.

Determine a opcdo mais vantajosa para um con-
sumidor que comprar:

a) 12 unidades do sabonete;

b) 7 unidades do sabonete.

O dono de um restaurante “por quilo” costuma,
semanalmente, encomendar de um fornecedor
12 kg de arroz, 8 kg de feijao e 15 kg de batata.

a) Sabendo que os precos do quilograma do arroz,
do feijdo e da batata, em certa semana, sao de
R$ 4,00, R$ 3,40 e R$ 2,00, respectivamen-
te, determine o gasto correspondente a esse
pedido.

b) Nasemana seguinte, os precos do quilograma do
arroz, do feijao e da batata sofreram as seguintes
variacoes, respectivamente: +3%, —5%, +6%.
Qual foi a variacdo percentual do gasto do mesmo
pedido?

O reajuste anual autorizado para um certo plano de
saude foi de 28%. Enquanto aguardava o resultado
das negociacoes sobre os reajustes, a sequradora do
plano j& havia aumentado a mensalidade em 10%.

Determine o percentual que deve ser aplicado ao
valor vigente da mensalidade a fim de se cumprir
o reajuste autorizado.
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17 Quatro amigos foram a uma lanchonete e fizeram b) um desconto de R$ 28,00 em uma mercadoria
exatamente o mesmo pedido. O valor da conta, que custava R$ 168,00.
a ser dividido igualmente entre eles, foi R$ 70,40, ¢) um desconto de R$ 0,27 em um produto que

ja incluidos os 10% de servico. Quanto cada um custava R$ 0,90.

agaria se ndo fosse cobrada a taxa de servico?
Pag s d) um aumento de R$ 208,00 em um produto

18 Cedilia comprou um apartamento por R$ 120 000,00 que custava R$ 200,00.
e o revendeu, dez anos depois, por R$ 450000,00. 20
Qual o percentual de valorizagdo desse imovel no
periodo?

Um usuario recebeu uma conta telefénica com
um valor 120% maior que a Ultima conta, ja paga.
Assustado, recorreu a concessionaria, que infor-
mou ter havido engano na cobranca, anunciando
reducdo do valor apresentado a metade. Ainda
a) um aumento de R$ 15,00 sobre uma merca- assim, qual foi o acréscimo percentual do valor a

doria que custava R$ 60,00. pagar em relacdo ao da conta anterior?

19 Expresse na forma percentual:

B Juros

A palavra "juros” é bem familiar ao nosso cotidiano e estd amplamente
difundida nos mais variados veiculos de comunicacdo (radio, TV, jornal,
internet etc.).

Veja a seqguir algumas situacoes em que aparecem juros no nosso dia a dia.

< Ao tomar um empréstimo em um banco, o cliente deverd, ao final do

prazo estabelecido, devolver ao banco a quantia emprestada acrescida
de juros, devido ao “aluguel” do dinheiro.

LUIZ CARLOS MURAUSKAS/FOLHAPRESS

< Se uma pessoa atrasa o pagamento de uma conta de consumo (por
exemplo, luz, telefone, internet etc.), ela é obrigada a pagar, além do
valor da conta, uma multa acrescida de juros diarios sobre esse valor.

Muitas pessoas recorrem ao

- Ao abrir uma caderneta de poupanca, o poupador deposita uma quantia ~ émPréstimo bancario quando
~ . . querem abrir um negécio
no banco. A cada més serao incorporados juros ao saldo dessa poupanca.  preprio, por exemplo.

< Quando um correntista de banco ultrapassa o limite de seu cheque especial,

0 banco cobra juros diarios sobre o valor excedido até o correntista repor

o dinheiro para zerar sua conta.

Normalmente, quando se realiza alguma dessas operacdes fica estabelecida
uma taxa de juros (x por cento) por periodo (dia, més, ano etc.) que incide
sobre o valor da transacéo.

Veja, a sequir, alguns termos de uso frequente em Matematica Financeira.

UM — Unidade monetaria: real, délar, euro ou qualquer outra moeda.

C — Capital. O valor inicial de um empréstimo, divida ou investimento.

i — Taxa de juros. A letra i vem do inglés interest (“juros”), e a taxa é
expressa na forma percentual por periodo. Por exemplo, 5% ao més
(a.m.); 0,2% ao dia (a.d.); 10% ao ano (a.a.) etc.

J — Juros. Os juros correspondem ao valor obtido quando aplicamos a
taxa sobre o capital ou sobre algum outro valor da transacdo. Os juros
sao expressos em UM.

M — Montante. Corresponde ao capital acrescido dos juros auferidos na
transacgao, isto ¢, M = C + J.

Em Matematica Financeira, costuma-se adotar, para o periodo de um més,
o chamado més comercial com 30 dias.
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3 Juros simples

Considere a seguinte situacao: todo dia 15, Luis Henrique paga a conta mensal
do pacote de TV por assinatura e internet de sua residéncia, a qual vence nesse
dia. Em certo més, porém, ele se esqueceu de paga-la e lembrou-se apenas no
dia 28 do mesmo més que deixara de fazer o pagamento, dirigindo-se imedia-
tamente ao banco.

Quando pegou a fatura, viu que o valor a
ser pago na data de vencimento (dia 15) era  |INTERTV Valor: R$ 160,50
de R$ 160,50. Um pouco mais abaixo, leu

a seguinte orientagao: Apds o vencimento
serdo cobrados juros de mora de 0,033% ao
dia (ou 1% ao més) e multa de 2%, a serem
incluidos na proxima fatura.

O termo “juros de mora”, comum no dia a
dia, diz respeito a penalizacdo imposta a um

ILUSTRA CARTOON

Valores em R$
TV por assinatura — 110,00
Internet 10 Mb —— 50,50

consumidor pelo atraso no cumprimento de Valor total (em R$):m
sua obrigacao.

Rapidamente, com uma calculadora, Luis AVISO: Apds o vencimento seréo
Henrique chegou a conclusdo de que, na fatura cobrados juros de mora de 0,033%
seguinte, seria cobrado, aproximadamente, um ao dia (ou 1% ao més) e multa de 2%,
total de R$ 3,90 de encargos provenientes do a serem incluidos na préxima fatura.
e b ans

Como ele chegou a esse valor?

s Inicialmente, ele calculou 2% de 8589300028 039938484 93939302 29292 344

R$ 160,50, que é o valor correspondente
a multa e que independe do nimero de

dias de atraso:

2% - R$ 160,50 = 0,0Z N R$ 160,50 = R$ 3,21 1 Dea_cordo como Banco Central do
» Em seguida, calculou o juro diario cobrado: wBrcaélnl%aavzrgjtua'gfuiSgnrsnaosgsa;ede
2005, poi ntidade d
0,033% - R$ 160,50 = 9:033 . R$ 160,50 = R$ 0,053 ootas em rculncan foi -
100 considerada adequada para

Aqui vale a pena lembrar que nosso sistema monetario ndo dispde de  atendera demanda. Mas é

. . . importante ressaltar que as
moedas com valores inferiores a R$ 0,01. Desse modo, R$ 0,053 € UM mesdas e 1 contano dovem
valor teérico compreendido entre R$ 0,05 e R$ 0,06 e serd arredondado €7 2ceitas em todo o territdrio

nacional.
mais adiante.
Multiplicando esse valor por 13 (do dia 15 ao dia 28 foram 13 dias de
atraso), ele obteve:
13-R$ 0,053 =R$ 0,69 2
- Somando ‘1 e 2, chega-se aos encargos de:
R$ 3,21 + R$ 0,69 = R$ 3,90

Conceito

Observe que, nessa transacdo, a taxa de juros sempre incide sobre 0 mesmo
valor (isto é, sobre o valor original da conta), gerando, desse modo, 0 mesmo
juro por periodo considerado (no exemplo, o juro por dia é 0 mesmo).

Esse mecanismo de calculo de juros é conhecido como regime de juros
simples.
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Vamos construir uma tabela para representar o juro total devido em funcéo
do niimero de dias de atraso, considerando os dados do exemplo anterior:

Numero de dias de
atraso

Juros (R$) 0,053(0,106|0,159|0,212 | 0,265| ... | 0,689

1 2 3 4 5 13

Para qualquer par de valores da tabela acima, notamos que a razao
juros

- — ¢é constante:
nimero de dias

0,053 _ 0,106 _ 0,159 _ _ 0,689

1 2 3 13

Desse modo, as grandezas “juros” e “nimero de dias de atraso” sao dire-
tamente proporcionais e a constante de proporcionalidade vale 0,053, que é
aproximadamente igual a 0,033% de R$ 160,50 — a taxa de juros aplicada
sobre o capital (valor da conta).
Vamos generalizar essa ideia: aplicando-se juros simples a um capital C,  como se trata de juros simples, o
a taxa i por periodo (com i expresso na forma decimal), durante n periodos, g“jrjfog32'233_°f’0f§3§gjo>eq“'Va‘em

obtemos juros totais J tais que: a0 més, isto é, 0,99% ao més, que,
na conta, aparece arredondado

= = constante para 1% ao més.
n

A constante é dada pelo produto da taxa de juros (i) pelo capital (C). Q

J

2 —ji.C= J=C-i-n Por que a conta trazia
n

a informacao de que

O montante obtido seré: juros didrios de 0,033%
equivalem a 1% ao

M=C+J=M=C+C-i-n=> M=C-(1+i-n) més?

OBSERVACAO @

A principal aplicacdo do regime de juros simples é o cdlculo de juros cobrados por atraso de pagamento de contas de
consumo (telefone, gas, dgua, luz, TV por assinatura etc.). Como veremos adiante, a maioria das transagdes comerciais
e financeiras (aplicacdo, financiamento, empréstimos etc.) obedece ao regime de juros compostos.

9 EXERCICIOS RESOLVIDOS

4 Um capital de R$ 1200,00 é aplicado em regime de juros simples, por 3 Q

anos, a taxa de 1% ao més. Calcule os juros dessa operacao. Um aluno calculou direta-
2. Como a taxa de 1% incide sempre sobre o capital, os juros, em mente 36% de 1200 para

SOIugaO' qualquer més, sdo de 1% de 1200. Para um periodo de 36 meses, ° . p

1¢modo: temos: saber o total de juros da

36 (1% - 1200) =36 -0,01 - 1200 = 0,36 - 1200 = 36% - 1200 operagéo_ Explique_
* Em um més, os juros, em reais, serdo de 0,01 - 1200 = 12,00.

* Em trés anos (ou 36 meses), o total dos juros, em reais, sera 36 - 12,00 = 432,00.

22modo:
Podemos aplicar a formula dos juros, lembrando que a taxa deve ser compativel com a unidade de tempo
considerada. Assim: C = 1200; i = 1 _ 0,01 e n = 36 meses

100
Logo, o total dos juros, em reais é:

J=C-i-n=1200-0,01-36=1J=432,00
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5 Um capital de R$2 100,00, aplicado em regime de juros simples durante quatro meses, gerou um

5

montante de R$ 2 604,00. Calcule a taxa mensal de juros dessa aplicacéo.

Solucao:
12 modo:
M=C( +i-n)= 2604 =2100(1 +i-4):>%:1 F A= 124=1+4i=024=4i=i=006

Logo, a taxa de juros é 6% ao més.
22 modo:

Os juros dessa aplicacdo, em reais, séo de 2604 — 2 100 = 504. Em relacdo ao capital, eles correspondem a:
504
2100

Como 0s juros mensais sao iguais, a taxa por més sera

= 0,24 = 24%
24%

= 6%.

Um aparelho de TV custa a vista R$ 880,00. A loja
também oferece a seguinte opcdo: R$ 450,00 no ato e
uma parcela de R$ 450,00 a ser paga um més apos a
compra. Qual é a taxa mensal de juros simples cobrada
nesse financiamento?

LAURENI FOCHETTO

Solucao:

TV 26~
R$ 880,00 3 vista
ou
R$ 450,00 de entrada

* + R$ 45000 em 30 dias.

7°modo:

O saldo devedor no momento da compra é:

C = R$ 880,00 — R$ 450,00 = R$ 430,00

%/—J
valorda TV a entrada
vista

Apo6s um més, com a incorporacao de juros, esse valor se converte num montante M tal que:
M = R$ 450,00

Desse modo, s&do cobrados juros de R$ 20,00 (R$ 450,00 — R$ 430,00) em relacdo ao saldo devedor de
R$ 430,00.
20

Percentualmente temos: 30 = 0,0465 = 4,65%.

2°modo:

Podemos aplicar a férmula M = C(1 + i - n), com C = 430, M = 450, n = 1 (1 més); é preciso determinar
ovalordei:
450 = 430(1 +i-1)= 420 = 1 + =i = 1,0465 — 1 = 0,0465 = 4,65%

Logo, a taxa de juros é 4,65% ao més.

EXERCICIOS {2 Hoane,

21 Calcule os juros simples obtidos nas seguintes condicdes:

a) Um capital de R$ 220,00, aplicado por trés meses, a taxa de 4% a.m.
b) Um capital de R$ 540,00, aplicado por um ano, a taxa de 5% a.m.
¢) Uma divida de R$ 80,00, paga em oito meses, a taxa de 12% a.m.

d) Uma divida de R$ 490,00, paga em dois anos, a taxa de 2% a.m.

161
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22

23

24

25

26

27

Bira fez um empréstimo de R$ 250,00 com um
amigo e combinou de paga-lo ao final de quatro
meses, acrescido de juros simples de 6% a.m. Qual
serd o total que devera ser desembolsado por Bira
apos esse periodo?

Um capital de R$ 200,00 é empregado em regime
de juros simples. Passados quatro meses, 0 mon-
tante era R$ 240,00. Qual é a taxa mensal de juros
simples dessa operacdo?

Obtenha o montante de uma divida, contraida a
juros simples, nas seguintes condicoes:

a) capital: R$ 400,00; taxa: 48% ao ano; prazo:
5 meses;

b) capital: R$ 180,00; taxa: 72% ao semestre;
prazo: 8 meses;

¢) capital: R$ 5000,00; taxa: 0,25% ao dia; prazo:
3 meses.

Uma conta de gas, no valor de R$ 48,00, com
vencimento para 13 de abril, trazia a seguinte
informacédo: “Se a conta for paga apds o venci-
mento, incidirdo sobre o seu valor multa de 2%
e juros de 0,033% ao dia, que serdo incluidos na
conta futura”.

Qual serd o acréscimo a ser pago sobre o valor da
proxima conta por um consumidor que quitou o
débito em 17 de abril? E se ele tivesse atrasado
o dobro do nimero de dias para efetuar o paga-
mento?

Uma conta telefonica trazia a sequinte informacao:

“Contas pagas apds o vencimento terdo multa
de 2% e juros de mora de 0,04% ao dia, a serem
incluidos na préxima conta”.

Sabe-se que Elisa se esqueceu de pagar a conta do
més de agosto, no valor de R$ 255,00. Na conta
do més de setembro foram incluidos R$ 7,14 re-
ferentes ao atraso de pagamento do més anterior.

Com quantos dias de atraso Elisa pagou a conta
do més de agosto?

Um capital é aplicado, a juros simples, a taxa de
5% a.m. Quanto tempo, no minimo, ele deverd
ficar aplicado, a fim de que seja possivel resgatar:

a) o dobro da quantia aplicada?
b) o triplo da quantia aplicada?
c) dez vezes a quantia aplicada?

d) a quantia aplicada acrescida de 80% de juros?

28

29

30

31

O preco a vista de uma TV é R$ 900,00. Pode-se,

entretanto, optar pelo pagamento de R$ 500,00

de entrada e mais R$ 500,00 um més apéds a

compra.

a) Qual é a taxa mensal de juros simples desse
financiamento?

b) Qual seria a taxa mensal de juros simples do
financiamento, se a 22 parcela fosse paga dois
meses apds a compra?

Uma loja oferece a seus clientes duas opgdes de
pagamento conforme mostrado abaixo:

LOJAS MARIAS

TODOS 0S PRODUTOS COM DESCONTO
DE 5% A VISTA OU EM 2 VEZES:

50% NO ATO DA COMPRA E

50% EM 30 DIAS.

Lia fez compras nessa loja no valor total de
R$ 2400,00.

a) Que valor Lia pagaré se optar pelo pagamento
a vista?

b) Qual é a taxa mensal de juros simples embutidos
no pagamento parcelado, levando em conta
que é oferecido um desconto para pagamento
a vista?

Fabio tomou x reais emprestados de um amigo e
comprometeu-se a devolver essa quantia, acresci-
da de juros simples, no prazo de dez meses. No
prazo combinado, Fabio quitou a divida com um
pagamento de 1,35x. Qual foi a taxa mensal de
juros combinada?

Sabe-se que 70% de um capital foi aplicado a juros
simples, por 1,5 ano, a taxa de 2% a.m.; o restante
foi aplicado no mesmo regime de juros, por 2 anos,
a taxa de 18% ao semestre (a.s.). Sabendo que
0s juros totais recebidos foram de R$ 14 040,00,
determine o valor do capital.

ILUSTRA CARTOON
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32 Mariana recebeu uma heranca de R$ 22 000,00. c) o valor que a prima pagara a Mariana se
% desse valor foram usados para quitar uma quitar a divida em 3 anos.
d|V|.da de 2 anos, contra]|da de um amigo, no - gz A g dispunha de um capital de R$ 4000,00.
regime de juros simples, a taxa de 2,5% a.m. Do

o . Parte desse valor ele emprestou a Rafael, por
valor que sobrou, 75% sera usado para a refor- : _ ' .
ma de sua casa e o restante Mariana pretende um ano, & taxa de juros simples de 1,5% a.m.
emprestar a uma prima, em regime de juros O restante foi emprestado (na mesma data) a
simples, a taxa de 10% ao ano (a.a.). Gabriel, pelo mesmo perfodo, a taxa de 36% a.a.
Determine: Sabendo que, um ano depois, Ariel recebeu o
a) o capital da divida de Mariana com o amigo; montante de R$ 5116,00 referentes aos dois
b) o valor que serd usado na reforma da casa empréstimos, determine o valor emprestado a
de Mariana; cada um dos amigos.
. J

3 Juros compostos

Considere a seguinte situacao:

Depois de muito trabalho, Miguel juntou R$ 500,00 e abriu
uma caderneta de poupanca para seu filho, como presente pelo
102 aniversario do menino.

Vamos supor que o rendimento dessa caderneta de pou-
panca seja de 0,6% ao més e que ndo serd feita nenhuma
retirada de dinheiro nem depdsito nos préximos anos.

Quando o filho de Miguel completar 18 anos, que valor
ele terd disponivel em sua caderneta?

O mecanismo pelo qual o saldo dessa poupanca ira cres-
cer, més a més, é conhecido como regime de capitalizacao
acumulada ou regime de juros compostos.

Qual é o principio basico desse sistema de capitalizacdo?

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

« Ao final do 12 més, os juros de 0,6% incidem sobre
os R$ 500,00; os juros obtidos (R$ 3,00) séo incor-
porados ao capital, produzindo o primeiro montante
(R$ 3,00 + R$ 500,00 = R$ 503,00).

« Ao final do 22 més, os juros de 0,6% incidem sobre o pri-
meiro montante (R$ 503,00) e os juros obtidos (R$ 3,02)

sao incorporados ao primeiro montante, produzindo o
segundo montante (R$ 3,02 + R$ 503,00 = R$ 506,02).

Pais e filhos podem conversar sobre a importancia de
poupar, a necessidade de consumir conscientemente e
outros temas de educacéo financeira.

LS | BT i

« Ao final do 32 més, os juros de 0,6% incidem sobre o segundo montante
(R$ 506,02) e os juros obtidos (R$ 3,04) sao incorporados ao segundo
montante, produzindo o terceiro montante (R$ 3,04 + R$ 506,02 =
= R$ 509,06), e assim sucessivamente.

Professor, se achar pertinente, faca
um levantamento prévio sobre o
conhecimento que os estudantes
tém da caderneta de poupanca, o
investimento mais conhecido dos
brasileiros. E importante destacar
que esse tipo de aplicacdo
financeira € isento de pagamento
de imposto. E uma oportunidade
de discutir sobre a importancia

de poupar, planejamento
financeiro, rentabilidade e risco de
investimentos.

Vamos agora generalizar esse raciocinio.

Consideremos um capital C, aplicado a juros compostos, a uma taxa de
juros i (expressa na forma decimal) fixa por periodo, durante n periodos. O
periodo considerado deve ser compativel com a unidade de tempo da taxa.
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Temos:
« Ao final do primeiro periodo, o primeiro montante serd igual a:

M=C+C-i=M =C-(1+1) 1
« Ao final do segundo periodo, o segundo montante seré igual a:

M,=M, +i-M =M -(1+i) = M=C-(1+i? 2
1

« Ao final do terceiro periodo, o terceiro montante sera igual a:
B . B . B 3
I\/|3—|\/|2~|—|-I\/I2—I\/IZ-(1+|)=2> M, =C-(1+1) 3
« Ao final do quarto periodo, o quarto montante seré igual a:

My =M+ My = M- (1) = M= C- (1 +)'

« Ao final do n-ésimo periodo, o n-ésimo montante sera igual a:
M =C-(1+1)

E importante lembrar, mais uma vez, que o regime de juros compostos é
utilizado na maioria das transacbes comerciais e aplicagdes financeiras.

EXEMPLO 2

Um capital de R$ 300,00 é aplicado a taxa de 2% ao més, no regime de juros compostos. Qual
serd o montante obtido apds trés meses?

72 modo:

Ao final do 12 més, o 12 montante, em reais, serd: 300 + 0,02 - 300 = 306

- Ao final do 22 més, o 22 montante, em reais, sera: 306 + 0,02 - 306 = 312,12

- Ao final do 32 més, o montante, em reais, sera: 312,12 + 0,02 - 312,12 = 318,36

22 modo:

Aplicando a férmula deduzida, obteremos diretamente o montante apds trés meses, sem ter de
calcular o saldo nos meses anteriores. Basta fazer:

M, =300 - (1 + 0,02)° = M, = 300 - 1,02° = 318,36
Logo, o montante apds 3 meses sera de 318,36 reais.

~

Basta utilizar a tecla =% " ou

EXEMPLO 3 (dependendo do modelo):
. . inicialmente “entramos” com a base
Voltando ao problema da caderneta de poupanca do filho de Miguel, (1,006), seguida dessa tecla e depois

. . , do expoente (96).
vamos determinar o valor que 0 menino tera ao completar 18 anos.

Com uma calculadora cientifica, obtemos entao:

C =500 M% =500 - (1 + 0,006)* | Como podemos obter,
i =0,6% = 06 _ 0,006 — Mgy, = 500 - 1,006% com uma calculadora
100 Mg, = 500 - 1,77585 cientifica, o valor

n = 96 meses (8 anos) 1.006%2

M,, = 887,93

Logo, Miguel tera 887,93 reais na caderneta de poupanca.
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Um investidor aplicou R$ 10 000,00 em um fundo de investimento que rende 12% ao ano, a juros com-
postos. Qual é o menor niimero inteiro de meses necessario para que o montante dessa aplicacdo seja

R$ 50 000,00? Professor, ao final de 2015, a taxa de juros da economia brasileira era de aproximadamente 14% ao ano.
e Nessas condicdes, havia aplicagdes financeiras (atreladas a taxa de juros) cujo rendimento bruto aproximado
So ucao: era de 12% ao ano.

Se julgar pertinente, compartilhe com os estudantes as taxas (de juros) de rendimento de aplicagoes

C=10000 financeiras vigentes no periodo correspondente ao estudo deste capitulo.
T . JM = 50000 _ n _ n
emos: i~ 012 = 50000 = 10000 - (1 +0,12)" = 5=1,12

=y,

n=>7:

Para resolver a equagao 1,12" = 5, podemos proceder de duas maneiras:
72 modo:

1,12"=5= Iong =n;
Escrevendo esse logaritmo em base 10, temos:

lo
09,5
Iogm'l 12
Com o auxilio de uma calculadora cientifica, obtemos os valores desses logaritmos:
0,69897 _
=0,040218 = "= 142

22 modo:
De 1,12" = 5, podemos obter outra igualdade “aplicando” logaritmo decimal aos dois membros, isto é:

1,12”=5:>Iog1,12”=I095:>r1-log1,12=I095:n=£%%*—v14,2

Assim, o menor niimero inteiro de meses é 15.

8 Uma divida de R$ 500,00, contraida a juros compostos e a uma taxa mensal fixa, aumenta para R$ 680,00

apos quatro meses. Qual é a taxa mensal aproximada de juros?
Solucao: g
M=C-(1+0)"=680=500-(1+)'=136=(1+i)'= Como podemos obter o
.4 3 3 valor de ¥1,36 com uma
=1+i=3Y136=1+i=1,0799 =i=0,0799 '

. . ) R calculadora cientifica?
Assim, a taxa mensal aproximada é de 8% ao més.

Alguns modelos apresentam a tecla
x

Relembrando:

. Nesse, caso, deve-se digitar

- Dados os nUmerosreaisaeb,a>0e0<beb # 1, chama-se logaritmo ;

. . ’ X . inicialmente 4, em seguida a tecla
de a na base b (indica-se log, a) o nimero real x tal que b* = a: ¢ por fim o valor 1,36, Outra opgdo
é lembrar a definicdo de poténcia de
|Ogb a=xob'=a expoente racional:

ar_hw:j/aT(paraa>O,peZequ*).
. 1 PN _ %: 0,25 .
Assim, por exemplo, log, 9 = 2; log, —— = —2; log, 1 = 0; log 1000 = 3 A*m V136 = 1367 =136 ° bel
, 4 - . , Usa-se a tecla de poténcia: = %' | ou
(lembre-se de que, quando a base é omitida, convenciona-se que ela é

igual a 10, ou seja, é o logaritmo decimal).

~

Propriedades:
Sejam a e ¢ nUmeros reais positivos, 0 <beb # 1,e 0 € R.
Valem as seguintes propriedades:

¢ log, (@) =log, a + log, c
a
* log, (T) = log, a — log, c

° o0 = .
log, a* = o - log, a
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Assim, por exemplo, podemos expressar o valor de log 48 em funcdo de
log 2 e de log 3:

log 48 = log (2* - 3) = log 2* + log 3 = 4 - log 2 + log 3
Se b ¢ um nUmero real positivo, 0 <aea#1e0<cec# 1,temosa
férmula da mudanca de base:

Juros compostos com taxa de juros variavel

No estudo dos juros compostos deduzimos a féormula do montante, admitin-
do a taxa dejuros constante em cada um dos periodos. No entanto, muitas vezes,
as taxas de rentabilidade de um fundo de investimento, por exemplo, variam
de um més para o outro. Quando isso ocorre, podemos calcular os montantes
més a més, lembrando que o principio de capitalizacdo acumulado é o mesmo.

EXEMPLO 4

No comeco do ano, o lote padrao de acoes de uma empresa valia R$ 80,00. Nos meses de janeiro e
fevereiro, as acbes dessa empresa valorizaram-se 30% e 20%, respectivamente. Qual serd o valor desse
lote no final de fevereiro?

 No final de janeiro, o lote passara a valer, em reais:
80 +30%-80=80+0,3-80=80+24=104 Valor inicial: 80
Valor final: 1,2 - 1,3 - 80 = 1,56 - 80

+ No final de fevereiro, com a valorizacao de 20%, o lote passard a  Valorizacao: 1,56 - 80 — 80 =
= 0,56 80 = 56% - 80. Assim, a

valer, em reais: valorizagao foi de 56%.
104 + 20% - 104 = 104 + 20,8 = 124,80

Observe que:

- O valor do lote, em reais, no final de janeiro é 1,3 - 80. Qual foi a valorizacao
. . L acumulada nesses dois

+ O valor do lote, em reais, ao final de fevereiro é: primeiros meses do

1,2-1,3-80=1,56-80= 124,80 ano?
%,_J

valor de janeiro

5/

EXERCICIOS 2 i

34 Calcule os juros e 0 montante de uma transacéo financeira a juros compostos, nas seguintes condigoes:
a) capital: R$ 300,00; taxa: 2% a.m.; prazo: 4 meses;
b) capital: R$ 2500,00; taxa: 5% a.m.; prazo: 1 ano;
¢) capital: R$ 100,00; taxa: 16% a.a.; prazo: 3 anos;
d) capital: R$ 900; taxa 27% a.a.; prazo: 6 meses.

35 Bete dispoe de R$ 2000,00 para investir por trés meses. Ela pretende escolher uma das opcdes seguintes:
caderneta de poupanca ou um fundo de renda fixa. As condicbes de cada investimento sdo apresentadas
ao lado.

Rendimento Imposto

Qual é a opcdo mais vantajosa para Bete, levando
em conta exclusivamente o critério financeiro?
Nas suas contas, considere 1,005° = 1,015 e
1,008 = 1,024.

Poupanca 0,5% a.m. —

Fundo de 25% sobre o
. 0,8 % a.m.
renda fixa ganho




36

37

38

39

40

Um investimento financeiro rende 1% ao més,
em regime de juros compostos. Décio aplicou
R$1200,00 nesse investimento. No momento do
resgate, sdo cobrados 15% de imposto de renda
sobre o rendimento obtido.

Considerando 1,01 = 1,105, determine o valor
liquido (j& descontado o imposto de renda) que
cabera a Décio, se ele fizer o resgate:

a) apods 10 meses;
b) apds 20 meses.

A caderneta de poupanca é o investimento mais
popular entre os brasileiros. Seu rendimento gira
em torno de 0,5% ao més e ndo ha cobranca
de imposto sobre os ganhos. Marlene investiu
R$ 2000,00 na caderneta de poupanca.

Neste exercicio, admita que, no periodo considera-
do, Marlene nao fez depdsitos nem saques nessa
caderneta de poupanca e use:

1,005" = 1,06; 1,005% = 1,35;

log 1,005 = 0,002 e log 2 = 0,301.

a) Determine o montante obtido por Marlene,
se ela deixar o recurso investido por: 1 ano,
2 anos, 5 anos e 10 anos.

b) Qual é 0 menor nimero inteiro de meses
que o valor investido deverd ficar aplicado a
fim de que ela possa resgatar R$ 4000,00?
E R$ 10 000,007

Um capital foi aplicado a juros compostos a taxa
de 20% a.a., durante 3 anos. Se, decorrido esse
periodo, o montante produzido foi de R$ 864,00,
qual foi o valor do capital aplicado?

Um capital de R$ 5 000,00 é aplicado a taxa de
juros compostos de 10% ao ano.

a) Qual é o montante da aplicacdo apds 5 anos?
Considere 1,1° = 1,6.

b) Qual é o rendimento percentual dessa aplicacdo
considerando o periodo de cinco anos?

¢) Qual é o tempo minimo necessério para que o
montante dessa aplicacdo seja R$ 20 000,007
Considere log 2 = 0,30 elog 11 = 1,04.

Um capital foi aplicado a juros compostos, a taxa
de 10% ao ano, durante 3 anos, gerando um
montante de R$ 66 550,00.

a) Qual foi o capital aplicado?

b) Qual seria a diferenca entre os juros recebidos
por essa aplicacdo e por uma aplicacao com
mesmo capital, prazo e taxa, porém no regime
de juros simples?

41

42

43

44

45

46
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Um capital de R$ 5000,00, aplicado a uma taxa
fixa mensal de juros compostos, gerou, em quatro
meses, um montante de R$ 10368,00. Qual foi a
taxa praticada?

Suponha que o valor de um terreno em uma éarea
nobre de uma cidade venha aumentando a taxa de
100% ao ano. Qual é o nimero minimo inteiro de
anos necessarios para que o valor do terreno seja
correspondente a cem vezes seu valor atual?

Uma divida do cartdo de crédito passou, no re-
gime de juros compostos, de R$ 2000,00 para
R$ 5120,00 em dois anos. Sabendo que a adminis-
tradora do cartdo opera com uma taxa percentual
de juros fixa por ano, determine:

a) o valor dessa taxa ao ano;

b) o montante aproximado dessa divida meio ano
apobs a data na qual ela foi contraida. Considere:

410 = 3,16.

Um terreno adquirido por R$10 000,00 valoriza-
-se a taxa de 8% ao ano. Determine o tempo mi-
nimo necessario para que o terreno passe a valer
R$ 30000,00.

Considere: log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48.

No quadro seguinte encontramos a variagdo (va-
lorizacdo ou desvalorizagao) percentual mensal do
valor da agcdo de uma empresa comercializada na
Bolsa de Valores:

Meés Rendimento
margo +8%
abril +2,5%
maio —3,0%

a) Sabendo que, no inicio de marco, a acdo valia
R$ 25,00, determine o seu valor ao final de maio.

b) Qual a variacdo percentual do valor da acédo
nesse periodo?

Em seu primeiro ano, um fundo de investimento
em agbes valorizou-se 25%. No segundo ano,
o fundo desvalorizou-se 30% e, no terceiro ano, o
fundo recuperou 35% das perdas do ano anterior.

a) Quem aplicou R$ 4800,00 nesse fundo, desde a
sua criacdo, saiu com lucro ou prejuizo ao final
dos trés anos? Expresse esse valor em reais e em
termos percentuais, levando em conta o valor
investido.

b) Qual o rendimento percentual desse fundo no
32ano?
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CAPITULO 6

47

a8

49

50

51

Um capital é aplicado a juros compostos a taxa
de 20% ao ano. Qual é o menor ndmero inteiro
de anos necessarios para que o montante dessa
operacao seja:

a) o dobro do capital?

b) o triplo do capital?

¢) o quintuplo do capital?

d) 800% a mais que o capital?

Considere: log 2 = 0,3 e log 3 = 0,48.

Marcelo emprestou a Julio 5 figurinhas da colecao
da Copa do Mundo para ajuda-lo a montar seu
album. Trés semanas depois, Julio, que é craque
em “bater figurinhas”, quitou sua divida com
Marcelo, devolvendo-lhe 35 figurinhas a mais
que a quantia emprestada.

Considerando que o “regime de juros” combinado
entre os dois seja o de juros compostos, determine
a taxa semanal de juros desse empréstimo.

Fernanda aplicou R$ 200,00 em um fundo de

acdes. No primeiro ano, as agoes valorizaram-se

25% e, no segundo ano, a valorizacdo foi de 8%.

a) Qual é o rendimento percentual bruto do
fundo nesses dois anos?

b) Qual o valor liquido resgatado por Fernanda
apods esses dois anos, se, nesse fundo, é co-
brado imposto de 20% sobre o ganho?

Uma empresa foi multada = B
em R$ 80000,00 por ir-

reqularidades trabalhistas, 1,01 | 1,05
comprometendo-se a pagar a 102 | 1.10
multa ao final de um periodo

de dez anos, acrescentando a 1,03 | 1,16
ela juros compostos de 10% 104 12
ao ano. Passados esses dez

anos, a empresa conseguiu 1,05 1,3
pagar apenas o valo.r da 106 | 134
multa, sem os juros devidos,

e renegociou a nova divida, 1,07 1,4
a uma taxa anual de juros 108 | 147
compostos de 4% ao ano,

com prazo de 5 anos. Qual 1,09 | 1,54
serd o montante a ser pago 11 16
nessa nova negociagao? ! !

Use os valores aproximados da tabela acima para
fazer os célculos necessarios.

Um investimento de risco apresentou uma taxa
anual de rendimento fixa, gerando um aumento
de 44% do capital investido em 2 anos. Qual foi a
taxa anual de juros paga por esse investimento?

52

53

54

Um capital é empregado a uma taxa anual de 11%,
no regime de juros compostos. Determine o menor
numero inteiro de meses necessarios para que o
montante obtido seja 47% maior que o capital.
Uselog 147 = 2,17 elog 111 = 2,05.

Um empresario tomou emprestado R$ 40000,00
do banco AeR$ 60000,00 do banco B, na mesma
data, a taxa de juros (compostos) de 20% ao ano
e 8% ao ano, respectivamente.
a) Qual serd sua divida total ao final de dois anos?
b) Daqui a quantos anos as dividas nos dois
bancos serdo iguais?
Considere log 2 = 0,3 elog 3 = 0,48.

(Enem-MEC) Considere que uma pessoa decida
investir uma determinada quantia e que sejam
apresentadas trés possibilidades de investimen-
to, com rentabilidades liquidas garantidas pelo
periodo de um ano, conforme descritas:
Investimento A: 3% ao més

Investimento B: 36% ao ano

Investimento C: 18% ao semestre

As rentabilidades, para esses investimentos, inci-
dem sobre o valor do periodo anterior. O quadro
fornece algumas aproximagbes para a analise das
rentabilidades.

n 1,03"
3 1,093
6 1,194
9 1,305
12 1,426

Para escolher o investimento com maior rentabili-

dade anual, essa pessoa devera:

a) escolher qualquer um dos investimentos A, B
ou C, pois as suas rentabilidades anuais sao
iguais a 36%.

b) escolher os investimentos A ou C, pois suas
rentabilidades anuais sao iguais a 39%.

¢) escolher o investimento A, pois a sua rentabili-
dade anual é maior que as rentabilidades anuais
dos investimentos B e C.

d) escolher o investimento B, pois sua rentabilidade
de 36% é maior que as rentabilidades de 3% do
investimento A e de 18% do investimento C.

e) escolher o investimento C, pois sua rentabilida-
de de 39% ao ano é maior que a rentabilidade
de 36% ao ano dos investimentos A e B.
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‘ M TROQUE IDEIAS

Professor, o objetivo desta atividade é levar o estudante a “vivenciar” uma situacdo comum no nosso dia a dia: a decisdo entre comprar a vista ou a prazo,
considerando o caso em que o comprador tem recursos para pagar a vista, mas

l Compras a vistaou a prazo (@) I pode também aplicar esse recurso em um investimento que Ihe permita fazer

retiradas mensais para pagar as prestacoes da compra parcelada.

Muitas vezes, o consumidor, ao comprar um determinado produto, tem que se decidir pela compra
a vista ou a prazo. Para a maioria dos trabalhadores brasileiros, é dificil desembolsar o valor total do
produto no ato da compra, restando, assim, a opcdo da compra parcelada. Essa prética é frequente
especialmente em compra de eletrodomésticos, eletroeletronicos, méveis, automoveis, iméveis etc.
Em geral, a compra parcelada embute juros em suas prestacgoes.

Em outras situacdes, no entanto, o consumidor dispde de recursos para pagamento a vista. Do
ponto de vista financeiro, qual é a melhor opcdo de pagamento nesse caso?

Vamos considerar o seguinte problema:

Uma agéncia de turismo, no Rio de Janeiro, vende pacotes turisticos de ano-novo para um resort
de praia no Nordeste por R$ 2500,00 por pessoa ou em 5 parcelas mensais de R$ 520,00, sendo a
primeira um més apods o fechamento do pacote.

Marcia, ao longo do ano, conseguiu fazer uma reserva de dinheiro que Ihe permite pagar a viagem
a vista. Ela pode, alternativamente, aplicar esse dinheiro em uma caderneta de poupanca e, a cada
més, fazer retiradas (saques) dessa poupanca para pagar a prestacdo da viagem.

Vamos admitir que, em todos os meses, o rendimento da caderneta de poupanca seja de 0,6% a.m.
Lembre também que nao ha incidéncia de impostos sobre esse rendimento.

Vamos simular a situacdo de uma possivel compra a prazo, destacando, em cada més, o saldo
inicial, os juros recebidos pela caderneta de poupanca, a retirada para o pagamento da prestacao

e o saldo final da poupanca.
Consulte as respostas nas Orientacoes Didaticas.

a) Copie em seu caderno a tabela seguinte, preenchendo todos os campos. Use uma calculadora comum.

. _Sa_ldo Juros Retirada para Saldo final
Tempo IEENCE || < recebidos | pagar a prestacao | da poupanca
poupanca pag P S poupang

i T
.

7

1 més depois

pmesesdepos |

smessdepos}

4 meses depois

swesesdepois | L

b) Analisando a tabela, decida qual é a opgao mais vantajosa para Marcia.

E comum, também, encontrarmos, no comércio, situacdes em que o valor total a ser desembol-
sado em uma compra a prazo coincide com o seu valor a vista. Nesse caso, se o consumidor aplicar
seu recurso e fizer saques mensais para o pagamento das prestagoes, tera feito a opcdo que lhe
dard um dinheiro extra.

Imagine que a agéncia vendesse 0 mesmo pacote por R$ 2 500,00 a vista ou em 5 parcelas men-
sais de R$ 500,00, sendo a primeira um més depois do fechamento do pacote.

c) Copie novamente em seu caderno a tabela do item a, preenchendo seus campos. Determine o
dinheiro extra que Marcia podera usufruir na viagem.



Financiamentos

Vamos introduzir o conceito de valor atual (ou valor
presente) de um conjunto de pagamentos, que nos permi-
te compreender como funcionam alguns financiamentos.

12 problema

Imagine que uma geladeira seja vendida em trés presta-
coes mensais de R$ 400,00, sendo a primeira um més apds
a compra. Sabendo que a loja cobra juros (compostos) no
financiamento de 5% ao més, como podemos determinar
0 preco a vista dessa geladeira?

O esquema seguinte mostra os valores das prestacoes

No momento da compra, o consumidor deve analisar com

a serem pagas em cada data (més): cautela as diferentes formas de pagamento.
400 400 400
| il il i
I I I I
0 1 2 3
atoda
compra

+ O pagamento de R$ 400,00 daqui a um més (data 1) equivale a um pagamento atual (data 0) de
X, reais, tal que:

x, - 1,05 = 400 = x, :%
Isto é, aplicando 5% de juros sobre x, e somando com x,, obtemos o valor de R$ 400,00, a ser pago

na data 1.
X, € o valor atual do pagamento a ser feito na data 1.

- O pagamento de R$ 400,00 daqui a dois meses (data 2) equivale a um pagamento atual (data 0) de

X, reais, tal que:
400

1,057
Ou seja, aplicamos, sobre x,, juros compostos de 5% ao més por dois meses seguidos, para obter o
valor de R$ 400,00, a ser pago na data 2.

x, - 1,05 = 400 = x, =

X, € o valor atual do pagamento a ser feito na data 2.
- O pagamento de R$ 400,00 daqui a trés meses (data 3) equivale a um pagamento atual (data 0) de
X, reais, tal que: 400
x, - 1,05° = 400 = x, =705

Aplicamos, sobre x,, juros compostos de 5% ao més por trés meses consecutivos para obter o valor
de R$ 400,00, que sera pago na data 3.
X, € o valor atual do pagamento a ser feito na data 3.
Assim, calculamos o valor atual de cada prestacdo. O preco a vista dessa geladeira é:
400 400 400

X = X1 alx X2 aty X3 = 1105 ale 1'052 + 1’053

x = 380,95 + 362,81 + 345,54

x = 1089,30
Logo, o preco a vista da geladeira é 1089,30 reais.

THINKSTOCK/GETTY IMAGES
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OBSERVACAO @

A partir do preco a vista da geladeira, podemos compreender, sob outro ponto de vista, 0 mecanismo do financiamen-
to. Vamos atualizar, més a més, o saldo devedor do cliente, considerando a taxa de juros de 5% ao més:
¢ Saldo devedor no ato da compra: R$1089,30.

* Saldo devedor, em reais, um més apds a compra: 1,05 - 1089,30 = 1143,77.

N

acréscimo de 5% ao saldo
devedor
Com o pagamento da 12 parcela, o saldo devedor diminui para: 1 143,77 reais — 400 reais, isto é, 743,77 reais.
* Saldo devedor, em reais, dois meses apds a compra: 1,05 - 743,77 = 780,96. Com o pagamento da 22 parcela, o
saldo devedor diminui para: 780,96 reais — 400 reais, isto é, 380,96 reais.

* Saldo devedor, em reais, trés meses apds a compra: 1,05 - 380,96 = 400 reais, que é igual ao valor da Ultima pres-
tacdo, a ser paga nessa data.

J

Considerando o problema anterior, qual deveria ser o preco a vista da geladeira se a primeira parcela de R$ 400,00
fosse paga no ato da compra e a segunda e a terceira parcelas fossem pagas um e dois meses apés a data da com-
pra, respectivamente?

22 problema

Um automével popular é vendido por R$ 35000,00 a vista ou em 12 prestagdes mensais iguais, sem entrada.

Observe o fluxo de pagamentos:
400 400 400

ILUSTRA CARTOON

0 1 2 |

ato da |

compra R$ 35 000,00
O valor atual desses pagamentos, A VISTA
T ov
400 + 5% + L5 = 114376, 12 PARCELAS
que corresponderia ao preco MENSAIS IGuAIs
a vista. SEM ENTRADA.

Qual é o valor de cada parcela, se a concessionaria opera, no financiamento, com uma taxa de juros
compostos de 2% ao més?

Vamos denominar p o valor de cada parcela. No esquema seguinte, estao representados os pagamentos
futuros desse financiamento com as respectivas datas (meses) de vencimento:

p P P P P
1 ) t { 4 1
f T T T T 1
0 1 2 3 11 12

atoda

compra

« O valor atual da prestacdo a ser paga no més 1 é:
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Pense nisto:
O valor atual da prestacao a ser paga no més 2 é: Somando os valores presentes de cada parcela do
financiamento, temos:
p p p b _
v, = —P ro1 tTor tTom t e T Torm T 32000
’ 0,02 1 1 1 1
O valor atual da prestacdo a ser paga no més 3 é: p‘(uow TTor TTon e 1,ow> 35000
p Usando a férmula d? soma do? termos de uma
VvV, = _ R _
3 1'023 P.G.(emqueaw—1101,q—1lm en=12)ou

calculando-se cada uma das parcelas da soma
acima, obtemos:
p - 11,2531 = 35000 = p = 3110 reais

Note que 12 - 3110 = 37320 reais; haveria uma

_ reducdo de R$ 2 400,00 na soma das parcelas,

12 1 0212 quando comparado a soma das parcelas com a taxa
0 de 2% a.m.

Como o prego a vista do automovel é de R$ 35000,00, devemos ter:
v, +v,+v, + ... +v,=35000

O valor atual da prestacdo a ser paga no més 12 é:

p P p P _
702 F oz oz T T gz = 32000
e e L+ ) —35000%
P \702 "102 702 " T 1027

Para fazer a conta em '* podemos, com auxilio de uma calculadora cientifica, calcular cada parcela
acima separadamente e depois adiciona-las.
1 1 1 1

702 702 102 * To27 € Yma PG, em que

QOutra opgado é observar que a sequéncia
1 1

=709 Tz N 1%
. a,-(q—1) . _
Assim, como S = qf] (soma dos n primeiros termos de uma P.G.), temos:
1_.[(L)”_1} L.(1__1)
s - 1,02 [\1,02 187 \1,02" 1 .(1 _110212)
2 1 1 B —0,02 0,02 1,02"
1,02 167
Como 1,02'? = 1,2682, temos:
_ 1 1—1,2682)__ 1 —0,2682
S = 0,02 ( 1,2682 0,02 12682 10,574

Em * , temos:
p-10,574 = 35000 = p = 3310
Assim, o valor de cada parcela é R$ 3310,00.
Observe que, ao efetuar a compra financiada, o consumidor pagara pelo Q
carro o valor total de 12 - (3310 reais) = 39720 reais. Com relacdo ao preco a
vista do veiculo, é uma diferenca de 39720 reais — 35000 reais = 4720 reais.

39720
35000
ciada, o consumidor pagara “1 carro e mais 13,5% de seu valor de compra”.

Suponha que um
comprador desse

=1,135= 1+ 0,135. Isso significa que, na compra finan- automovel tenha
negociado, com
a concessionaria,

E notério que, mesmo sem fazer todas essas contas, na compra financiada, a taxa de juros do
financiamento,

o valor total desembolsado é maior, em r.elagao .ao' preco a vista. reduzindo-a a 1%

Para uma grande parcela da populacdo brasileira, no entanto, a compra a0 més. Mantidas as
financiada é a Unica opcao. Desse modo, é importante que o consumidor ndo demais condicoes,
veja apenas se a prestacdo cabe no orcamento mensal. E preciso pesquisar qual seria o valor de

. . . g cada parcela desse
as melhores condigdes, negociar e procurar por taxas de juros menores até o
_ i ) financiamento?

encontrar a opcado mais vantajosa.

Note que
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3 Juros e funcgdes

Uma divida de R$ 1 000,00 serd paga com juros de 50% ao ano. Ela devera ser quitada apds um
ndmero inteiro de anos.

Vamos calcular, ano a ano, os montantes dessa divida nos dois regimes de capitalizacdo (simples e
composto) e comparar os valores obtidos.

Juros simples

Os juros, por ano, sdo de 50% de 1 000:
0,5+ 1000 = 500, isto é, R$ 500,00
Divida: R$ 1000,00

Ano 1 2 3 4 5 6
Montante | 1500 | 2000 | 2500 3000 3500 4000

A sequéncia de montantes (1500, 2000, 2500, 3000, 3500, ...) é uma progressao aritmética (PA.) de
razao 500 e cujo termo geral é:

a, =a, +(n—1)-r=a =1500+(—1)-500= a,=200-n+ 1000
acréscimo capital
anual

Lembremos que toda progressao aritmética (P.A.) é uma funcado f de dominio em N*. Desse modo, a

PA. (1500, 2000, 2500, 3000, ...) é uma funcado f cujo dominio é N* = {1, 2, 3, ...}, como sugere a
\2 Ll 2

a a a a

1 2 3 4

associacao seguinte:

Podemos associar essa funcdo f a funcao definida pory = 500x + 1000 (funcao afim ou do 12 grau),
restrita aos valores naturais ndo nulos que a variavel x assume.

Juros compostos

Para montar a tabela, é preciso lembrar que o montante da divida em um determinado ano ¢ 50%
maior que o0 montante relativo ao ano anterior (ou 1,5 vez 0 montante anterior).
Divida: R$ 1 000,00

Ano 1 2 3 4 5 6
Montante | 1500 | 2250 | 3375 | 5062,50 | 7593,75 | 11390,62

A sequéncia de montantes (1500; 2250; 3375; 5062,50; ...) é uma progressdo geométrica (P.G.) de
razdo 1,5 cujo termo geral é:

a,=a,-q" '=a =1500-15""=a =1500-

n 1

1,50
15
_ a_ =1000 - 15"

capital
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CAPITULO 6

Lembremos que toda progressao geométrica (P.G.) é uma funcdo f de dominio em N*. Desse modo,
a PG. (1500; 2250; 3375; 5062,50; ...) ¢ uma funcao f cujo dominio é N* = {1, 2, 3, ...}. Veja a asso-
l \2 !

a, a, a, a,

ciagao seguinte:

Observe que essa funcdo f pode ser associada a funcao definida por
y = 1000 - 1,5 (funcao exponencial), restrita aos valores naturais ndo
nulos que x assume.

Representando graficamente as duas sequéncias, obte- Montante (IT) juros compostos
mos o gréfico ao lado. R$
Os pontos do gréfico I correspondem aos pontos da reta

_ 11390,621 - == --====--=====n--= ¢
que representa a funcdo afim dada pory = 500 - x + 1000, 5
guando a varidvel x assume valores naturais. Observe que, 10000+ :
sex =0, entdoy = 1 000 corresponde ao capital da divida.

Os pontos do grafico II correspondem aos pontos da 7503750
curva exponencial dada por y = 1000 - 1,5 quando a ;
varidvel x assume valores naturais. Se x = 0, entdo y =
= 1000 é o capital da divida. 5062,501 <= -omomene e i (Djuros simples

Observe que no caso I ndo tracamos uma reta e no 3375 4000 f----coeooos Jf -
caso II ndo tracamos uma curva exponencial continua, 3000 %3“ B 5
pois, em ambos os casos, temos funcdes cujo dominio é 2250 —5¢o-] ot :
N* (e ndo R). 1500 1000 $°°

|
6

[UUJ S

Os graficos I e II intersectam-se em (1, 1500), isto &,
decorrido exatamente um ano da aquisicdo da divida, os
montantes a juros simples e a juros compostos se equiva-
lem. A partir dai, o grafico II estd sempre acima do grafico I, mostrando que, para qualquer valor de x
(ano), x> 1, o montante da divida a juros compostos é maior que o montante da divida de mesmo capital
e taxa de juros, calculado a juros simples.

Ano

®
EXERCICIOS RN

55 Um capital de R$ 600,00 é aplicado a uma taxa anual de 10% ao ano, por cinco anos.
a) Construa as sequéncias referentes aos montantes anuais dessa aplicacdo, considerando o regime de juros
simples e o de juros compostos.
b) Associe cada sequéncia anterior a uma P.A. ou uma P.G., determinando sua razéo.
c) Qual é, em reais, a diferenca entre os montantes obtidos ao final dos cinco anos, considerando os dois
regimes de juros?

56 Carlos solicitou um empréstimo a um amigo. A sequéncia (a ), com n € N*, cujo termo geral é dado por
a_ = 400 + 20n, representa 0 montante desse empréstimo, em reais, apés n meses (n = 1, 2, 3, ...), con-
tados a partir da data em que o empréstimo foi concedido por seu amigo. Determine:

a) o capital do empréstimo;
b) o regime de juros combinado e a taxa mensal de juros;

c) o valor necessério para quitar o empréstimo depois de um ano.
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57 A funcéo f: N* — R*, definida por f(x) = 6 000 - 1,2% representa o valor de uma divida, em reais, x anos

apos a data em que ela foi contraida (x = 0).

a) Qual é o valor original da divida?

b) A divida cresce segundo o regime de juros simples ou de juros compostos? Qual é a taxa anual de juros
dessa divida?

¢) Em quatro anos, a divida ja terd dobrado de valor?

58 O gréfico ao lado mostra, ano a ano, o aumento de um R$ ]
capital aphcado em certo regime c?IeJuros: I SO . (4, 33000)
a) O capital cresce segundo o regime de juros simples ou 30000 + R

compostos? [T (3,28500)
. . - 25000 + /o0 ;
b) Qual é a taxa anual de juros utilizada?> e P ; ; (2,24 000)
¢) Qual o montante obtido ap6s 8 anos? 20000¢. 2 . (1,19500)
/o , , ,
15000 ¢ ; ; ;
T
0 1 2 3 4 Anos

59 O gréfico ao lado mostra a evolucdo, més a més, da divida no cartao RS .5
de crédito de um cliente, a partir do més de janeiro de 2018 (alguns 1000 4 7
valores foram aproximados nos centavos). 900 4 o
Sabendo que a operadora do cartdo de crédito cobra juros men-  ggo 842961 T
sais cumulativos, a uma taxa percentual fixa por més, analise cada 752,64 177" PO
afirmacdo seguinte, classificando-a em verdadeira (V) ou falsa (F), 2(7)5 J RS I
justificando as falsas:

a) A divida do cliente no més de maio superava R$ 900,00.
b) Os valores mensais da divida do cliente formam uma progressao P
geométrica de razdo 0,12. ! :
) A taxa mensal de juros desse cartdo é de 12%. P
d) Ovalor, em reais, dessa divida, em julho de 2018, erade 600 - 1,127. - — 2
] o o jan. fev. mar. abr. Més
e) Se o cliente s6 quitou a divida em dezembro de 2018 com um
Unico pagamento, ele pagou, considerando todo o periodo, mais
de 240% de juros sobre o valor inicial da divida.

Certo investimento financeiro remunera seus cotistas a uma taxa percentual anual fixa, no regime
de juros compostos. Roseli aplicou um capital nesse investimento e foi informada de que esse capital
geraria um montante de R$ 73 205,00 em 4 anos e R$ 88 578,05 em 6 anos.

a) Qual é a taxa percentual anual de juros do investimento?
b) Qual é o capital aplicado por Roseli?

c) Roseli pretende comprar uma obra de arte que custava, na data da aplicacdo nesse investimento,
R$ 280000,00, mas que, segundo especialistas do mercado, se desvaloriza a taxa de 12% ao ano.
Qual é o menor nimero inteiro de anos a partir do qual Roseli podera adquirir a obra apenas com
0S recursos provenientes desse investimento?

Considere log 2 = 0,301 e log 7 = 0,845.




Aplicacoes

Trabalhando, poupando e
planejando o futuro

Um jovem casal sem filhos, cuja renda mensal conjunta é R$ 4800,00, de-
cide organizar uma planilha de custos para equilibrar o orcamento doméstico.
A anélise dessa planilha nos primeiros meses revelou ao casal que, descontados
os custos fixos, como pagamento da prestacdo do apartamento e de contas de
consumo, transporte e alimentacao, sobram ainda R$ 600,00.

-

O controle das despesas é o primeiro passo para o equilibrio do orcamento doméstico.

O casal tomou, entdo, uma importante decisdo: reservar R$ 250,00 desse
excedente para gastos eventuais e aplicar, mensalmente, a quantia de R$ 350,00
em um fundo de investimento pelos préximos dois anos, a fim de construir uma
reserva financeira. Vamos admitir que o rendimento mensal liquido desse fundo
seja de 0,7% ao més nesse periodo.

Qual sera o valor da reserva financeira disponivel do casal, imediatamente
apds o 24¢ depdsito?

Vamos construir uma tabela para acompanhar a evolucado dos rendimentos
de cada parcela. Note que:

< 0 12 depdsito renderd juros compostos de 0,7% ao més por 23 meses;
+ 0 2% deposito renderd juros compostos de 0,7% ao més por 22 meses;
+ 0 3% depbsito renderd juros compostos de 0,7% ao més por 21 meses;

0 232 depdsito rendera juros compostos de 0,7% ao més por 1 més;

* 0 242 depdsito ndo renderd juros.

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

Professor, no ano de 2015 havia
fundos de investimento oferecidos
pelos bancos com rentabilidade
similar a apresentada neste texto.



No corpo da tabela a seguir, vocé encontrara valores da forma 350 - 1,007", com n € {0,1,..., 23},
em que n é o nimero de meses de acimulo de juros. Tais valores foram obtidos a partir da férmula
M=C-(1+i

Més 1 2 3 4 23 24
12 depésito | 350 | 350 - 1,007 | 350 - 1,007 | 350 - 1,007%| ... | 350 - 1,007°* | 350 - 1,007*
22 deposito - 350 350 - 1,007 | 350 - 1,007%| ... | 350 - 1,007°" | 350 - 1,007*
32 depésito - - 350 350 1,007 | ...| 350 - 1,007* | 350 - 1,007*
232 deposito | - - - - 350 350 - 1,007
24° deposito | - - - - - 350

Para responder a pergunta sobre o valor da reserva financeira do casal, é preciso somar os valores da
ultima coluna da tabela:
350 - 1,007% + 350 - 1,007** + 350 - 1,007*' + ... + 350 - 1,007 + 350
Uma opcéo é obter, com auxilio da calculadora cientifica, o valor de cada parcela da adicdo acima e,
em sequida, adicionar os resultados encontrados.
Outra opgao é notar que a expressao acima representa a soma dos termos de uma P.G. Invertendo a
ordem dos termos, podemos reescrevé-la assim:
350 4+ 350 - 1,007 + 350 - 1,007% + ... + 350 - 1,007** + 350 - 1,007%
Temos:
a, =350;,9=1,007,n=24

a, - (gn—1)

1

Lembrando que S = q—1 obtemos:
_350-(1,007**—1)  350.0,182244 _
S = 1,007 — 1 = 0,007 = 911225

Ao final de dois anos, o casal terd construido uma reserva financeira aproximada de R$ 9100,00. Essa
reserva podera ser Util em diversos contextos: para quitar, abater ou renegociar a divida do financiamento da
casa propria, ou em uma eventual perda de emprego; além disso essa reserva podera dar ao casal suporte
na chegada do primeiro filho.

Observe ainda que, caso o casal optasse por manter esse padrao de poupanca por mais um ano, 0 mon-
tante acumulado seria igual a:

350 - (1,007% — 1)
T007 =1 = 14273, ou seja, R$ 14273,00

Se o compromisso assumido for cumprido, o casal podera usufruir desse montante, com melhores
condicoes de negociacdo em uma compra, quitar ou abater uma eventual divida, além de assegurar maior
tranquilidade.
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UM POUCO DE HISTORIA

Introdugcdao aos numeros complexos

Os numeros complexos sao usualmente apresentados a partir de uma equacdo do 22 grau. Por
exemplo, quando resolvemos a equacdo x> + 2x + 5 = 0, utilizando a usual férmula resolutiva,
encontramos:

_ —24422-4-1-5 5+ {-16

X 21 >

Para determinar o valor de x é preciso calcular a raiz quadrada de —16, o que, em R, é impossi-
vel, pois ndo existe um nimero real m tal que m*> = —16. Dai a necessidade de um novo conjunto
numérico para se obter a solucdo para esse tipo de problema.

Primeiro objeto de uma construcdo abstrata, presente nos varios dominios da Matematica, os
numeros complexos foram um grande desafio imposto aos matematicos.

Como justificar sua existéncia e constituicdo?

Das tentativas de responder a essa questdo nasceram novos conceitos algébricos e novas teorias,
produzindo um grande desenvolvimento das pesquisas matematicas.

Um primeiro avanco importante foi dado por Girolamo Cardano (1501-1576) ao tentar resolver o
seguinte problema: “Dividir um segmento de comprimento 10 em duas partes cujo produto seja 40”.

Chamando de x e 10 — x as partes procuradas, Cardano montou a seguinte equacao:

x-(10—-x)=40=>x*—10x+40=0=x=5% {-15
e, como 4y—15 nao é um numero real, para Cardano tal problema n&o teria solucéo.

Entretanto, ele trabalhou com os resultados obtidos, ou seja, comx =5 + {—15e 10 — x =
(5+=15) + (5 = {=15) =10
= 5 — {—15, constatando que: e
(5+4=15)- (5 — {=15) = 40

Entdo, mesmo desconhecendo o significado dos nimeros que havia obtido, Cardano pdde concluir que
5+ {—15e5 — {—15 eram solucdes da equacao.

Anos depois, o matematico Rafael Bombelli (1526-1572), ao aplicar a férmula de Cardano
para a resolucdo de equacdes do 32 grau, obteve para a equacdo x> — 15x — 4 = 0 a solucdo
x=32+ {121 + {2 — {121 *.

Como sabia que 4 era uma raiz dessa equacao, pois a sentenca 4> — 15 - 4 — 4 = 0 é verdadeira,
Bombelli concluiu que essa raiz poderia ser obtida pela formula * , desde que se calculasse y—121.

Esse foi o mais importante passo para que fosse admitida a existéncia de um nimero da forma
a++—b,emquea € Reb € R?.
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Responsaveis pela legitimacdo de toda teoria estudada nos dias de hoje,
Johan Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Jean Robert Argand (1768-1822) fo-
ram os primeiros matematicos a terem uma ideia mais clara sobre os chamados
numeros imaginarios e a perceber as vantagens que os matematicos do século
XIX poderiam obter através do aprendizado de sua representacdo geométrica.

De fato, o reconhecimento desses niumeros, com base nos estudos de
Gauss, propiciou o desenvolvimento de varias teorias matematicas. Eles foram
universalmente adotados por volta de 1830.

Em 1835, 0 matematico irlandés William R. Hamilton (1805-1866) elaborou O matematico alemao

. S , . . , Gauss também trabalhou
uma teoria aritmetica dos numeros complexos, a qual consistia em considera-los ) 4reas como Geometria,
como pares ordenados de nimeros reais e em definir a soma e o produto de Astronomia e Optica.
tais pares da maneira mostrada a seguir. Hlti el Jansern, 1840

JENSEN, 1840/COLECAO PARTICULAR

CARL FRIEDRICH GAUSS, CHRISTIAN ALBRECHT

Fontes de pesquisa: BOYER, Carl B. Histdria da Matemética. 32 ed. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010;
GARBI, G. O romance das equacées algébricas. 22 ed. Sdo Paulo: Livraria da Fisica, 2006.

I3 Conjunto dos niimeros complexos

Chama-se conjunto dos niumeros complexos o conjunto C de todos os pares ordenados de nimeros
reais para os quais valem as seguintes definicoes:

(I) lgualdade: (a,b)=(c,d)e=a=ce b=d
(A) Adicdo: (a,b) +(c,d)=(@+c, b+d)
(M) Multiplicagdo: (a, b) - (c, d) = (ac — bd, ad + bc)

Assim, z € C, temos que z = (3, b), emquea EReb € R.

EXEMPLO 1

Dados os numeros complexos z, = (x — 1,y + 2) e z, = (=4, 3), vamos determinar os nimeros
reais X e y para que se tenha z, = z,,.
Pela definicdo (I), temos:
x—1=-4
z,=z,oKx—-1,y+2)=(-4,3) o e ox=-3ey="1
(I y+2=3

EXEMPLO 2

Dados os nimeros complexos z, = (2, 4) ez, = (3, —1), determinemos os complexos v e w, tais

quev=z1+zzew=z1-zz.

v=z +2,=02,4+GC, -1)=2+3,4+(-1)=v=(5,3)

1

®
w=z-2=(2,4- -3 —-1)=
, = (2,4) - ( )

1

=2-3-4-(=1),2-(=1)+4-3)=w=(10,10)
(M)
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EXEMPLO 3

Dados os numeros complexos z, = (1, 2) e z, = (3, 4), em cada caso vamos determinar o com-
plexo z que satisfaz a condicdo indicada:
a) z,+z =z,
Fazendoz = (x, y), emquex ER ey € R, temos:

2,+z2=2,=03,4+Kxy=010,2) = G+x4+y)=01,2) =
(A) @

{3+x=1 {x=1—3=—2
= =
o 4+y=2 y=2—-4=-2
Comoz = (x,y), entdo z = (=2, —2).
Note que, dados os nimeros complexos z, = (a, b) e z, = (¢, d), ao determinarmos o nimero
complexo z = (x, y) que satisfaz a condicdo z, + z = z,, estamos calculando a diferenca entre
z ez, que éindicada por z, — z,.
Assim:z, —z,=z=(,b) —(c,d)=(@—c b—d)
b) z,-z=1z2
Fazendoz = (x, y), em quex E R ey € R, temos:
z,rz=2,=03,4) - Ky =(1,2) (=>) Bx—4y, 3y +4x)=(1,2) =
M

o
{3x—4y=1 11 2
= —_

oy}
Como z = (x,y), entdo z = <ﬂ L)

3y +4ax=2 1 25 Y75
25" 25

Note que, dados os nimeros complexos z, = (a, b) e z, = (c, ) #
0 numero complexo z = (x, y), que sa’usfaz a cond|gao z, 7=

(0, 0), ao determinarmos
z,, estamos calculando o

quociente entre z, e z,, que € indicado por Z_z

Examinemos o comportamento dos nimeros complexos da forma z = (x, 0), em que x € R, relativamente
as definicoes de igualdade, adicdo e multiplicacdo:
O x0=(0 < x=y
(A x,0)+(,0=Kx+y0+0) = (x+y0)
(M) (x,0)-(0)=(x-y—=0-0,x-0+0-y)=(x-y,0)
Notamos que, relativamente as operacoes de adicdo e multiplicacdo, esses nimeros se “comportam”
como numeros reais, como mostram os exemplos:
(3,00+(5,0=(3+50+0=(8,00 e 3+5=38
(3,00-(5,00=(3:-5-0-0,3-0+0-5=(150) e 3-5=15
Esse fato permite que se faca a identidade (x, 0) = x, Vx € R, ou seja, todo nimero real x € um ndmero
complexo da forma (x, 0).
Em particular, o nimero complexo (1, 0) = 1 é chamado unidade real.

Como um numero complexo é um par ordenado de ndmeros reais, entdo podemos dizer que existe uma
correspondéncia biunivoca entre os elementos do conjunto C e o conjunto dos pontos de um plano, isto
é, a cada numero complexo z = (a, b) corresponde um Unico ponto M, de coordenadas (a, b), pertencente
a um plano e reciprocamente. Im(2)

Chamaremos esse ponto M de imagem ou afixo do niUmero complexo z.

O plano ao qual M pertence é chamado Plano de Argand-Gauss, ou Plano by--omee :
de Gauss, e é determinado por dois eixos perpendiculares, denominados eixo real

(Re(2)) e eixo imaginario (Im(z)), conforme é mostrado na figura ao lado. 0 a Re(2)
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Assim sendo, as imagens dos nimeros complexos da forma (x, O) pertencem ao eixo Re(z) e as imagens
dos numeros complexos da forma (0, y) pertencem ao eixo Im(z).

Os numeros complexos da forma (0, y) sdo chamados imaginarios puros.
Em particular, chama-se unidade imaginaria o nimero complexo i = (0, 1).
Noteque:i*=1i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0)=(-1,0 =i*= —1

Vamos estabelecer uma regra pratica para o calculo de i", em que i € N.
Calculemos, por recorréncia, o valor de algumas poténcias naturais de i:

0 o 2 3 2 v L H
=1 i= i°=— P=1r-i=((1)-i=—i
4 2 2 5 441 4 1 6 442 4 2 .7 4 43 4 3
f=rr=1 P=0t =11 =] P=rtT=1"1r= -1 =1t " ° = =i
8 __ 4 4 __ 9 _ 8+1 _ 8 L — 10 _ 842 __ 8 2 1M _ 8+3 _ 8 3 _
F=1"-1"=1 F=1rEt =000 = =ttt =000 = =1 =" =11 =—

De modo geral, Yk € N, temos:

4k 4k Ak 4+ 1 4k 1 H 4k 4 2 4k 2 4k + 3 4k '3
= 0 = T = A = 2 = L2 = s = L3 =

Como sabemos, na divisdo de n por 4 os possiveis restos séo 0, 1, 2 ou 3, ou seja,

n IL:n=4k+r,emquerE{O,1,2,3}.
rok

Temos: i" = i**"=i*. " == i" = ', em que r é o resto da divisdo de n por 4.

i4k =1
Dessa forma, fica estabelecida a seguinte regra para o célculo das poténcias naturais de i:
Para calcular i", em que n € N, divide-se n por 4 e o novo expoente de i serd o resto dessa divisao.

Note que essa regra pode ser estendida as poténcias inteiras de i, poisi™" = |1 , Vn € Z.

EXEMPLO 4

Vamos calcular i’ e

i?%°% aplicando a regra obtida.

1074 2050 |4

27 26 05 512
Logo, i"" == —i e "= '2‘/@)
- |
9
EXERCICIOS {0 St
1 Em cada caso, efetue as operagbes indicadas:
a) (3,2)+ (0,1 d) (-1, -1 (4,2
b) (2,3) (-1, 4) e) 2, -3)— (-1, =2)

Q) 2x—y6x+2y)+(x—2yx;xEReyER f) (1,0)-(x, —y; xEReyER

2 Represente no plano de Argand-Gauss os pontos M, N, P e Q, respectivas imagens dos nimeros complexos
z,=(=2,1),2,=0, =1), z, +z,ez - z

2"
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3 Dados os nimeros complexos z, = (x, 3) ez, = (2 — v, y), determine os nimeros reais X e y de modo que
1 2
z,—z,=(5 —4).
4 Calcule:
a) i54 b) 195 C) i161 d) iZOO e) i122W f) iZOZZ g) i13335 h) i12784
5 Efetue:
) ) ) i79 ) 5 32 i798 i132 + i61
a) i i b) (~2)" 0 - o [ ] &) v f —m—
6 Sei éaunidade imaginaria, determine em cada caso o valor de A:
a) A=i+iP+PP+ . +i®+® by A=i-i? ... i %
\ y,

I3 Forma algébrica de z

Dado o complexo z = (x, y), observe que:

z=XyY=x0+0y=x0+-0-0-1,y-14+0-0)=(x,0)+(,0- (0,1 *

Como ja foi visto, (x, 0) =x € R, (y, 0) =y € Re (0, 1) =i, entdo, substituindo em '* , obtemos uma
nova expressao para o complexo z = (x, y), que é chamada forma algébrica de z:

z=x+ty-i,emquex€Rey€eR

Temos agora duas expressoes para um ndmero complexo, pois z = (X, y) = x + y - i, em que X e y s30
ndmeros reais.

EXEMPLO 5
Dados os numeros complexos (2, 5), (=1, 1), (% — %) (0, 4), (— 1? O) e (—«/7, —«/g), temos:
_ : A N B N ) D Y S
(2,5) =2+ 5i (2, 5) 3 = | ( 5,0) =+ 0 =
c (=1, 1) = =1 4 < (0,4) =0+ 4i = 4i - (—+2, -V6) = =42 — 6

Dado o numero complexoz =x +y-i,emquex € Rey € R, temos:

x é chamado parte real de z e indica-se x = Re(2);
y é chamado parte imaginaria de z e indica-se y = Im(z).

y=0z=x€R,istoé z¢éum niimero real se, e somente se, Im(z) = 0;
x=0ey# 0 z=y-i istoé zéumimaginario puro se, e somente se, Re(z) = 0 e Im(z) # 0.

Para os niumeros complexos a + bi e c + di, em que {a, b, ¢, d} C R, as definicoes de igualdade,
adicdo e multiplicacdo, definidas para nimeros complexos dados por pares ordenados de nimeros reais,
SA0 expressas como:

() a+bi=c+di=a=ceb=d

(A) (@+bi)+ (c+di)=(+c) + (b +d)i

(M) (@ + bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi? = ac + adi + bci + bd(—1) = (ac — bd) + (ad + bo)i
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EXEMPLO 6
z=3+2i = Re(z) =3 elm(z) = 2
z=-—1-—3i = Re(z) = —1elm(z) = —3
__2 __ 2 _
z= 3 = Re(z) = 3 e Im(z) =0
z = —i = Re(z) =0elm(z) = —1
z=—1+i = Re(z) = —1elm(z) = 1
EXEMPLO 7

Em cada caso, vamos obter o nimero real k que satisfaz a condicdo determinada:
a) o numero complexo z = (k — 2) + 4i deve ser um imaginario puro.

Sabe-se que z é um imaginario puro se, e somente se, Re(z) = 0 e Im(z) # 0.
Re(z) =k—-2=0
Im(z) =4 # 0
2k =1

3
Sabe-se que z é um nUmero real se, e somente se, Im(z) = 0.

2k =1
3

Entdo, devemos ter: { ,ouseja, k—2=0=k=2

b) o nimero complexo z = (—3, )deve ser um numero real.

Entdo, devemos ter: =0,0ouseja, 2k —1=0=k = %

EXEMPLO 8

Determinemos os nimeros reais X e y que satisfazem aigualdade 2x + 1) + (1 — 3y)i= —1 — 2i.

Aigualdade 2x + 1) + (1 — 3y)i = —1 — 2i se verifica quando:

+1=- is iguai
{ZX 1 1 (partes reais iguais) x=—Tey=1

1 — 3y =—2 (partesimaginarias iguais)

EXEMPLO 9
Dados os nimeros complexos v=1+ 2iew = 2 — 2i,vamos calcular v+ w,v-w,w? ew — v.
viw=(1+20+Q2-20=01+2)+@2—-2)i=3
Vveow=(1+2)-2—-20=2-2i4+4i—4=2+2i—4(-1)=2+2i+4=6+ 2i
W=Q2—-20=2"—-2-2-2i+Qi)Y=4-8+4°=4—-8+4-(—1)=4—-8i —4=-38i
W—v=Q2-20-(1+2)=2-1-2i—-2i=1-4i
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Resolva as equacoes seguintes no universo C:

a) X’ +16=0 b) * —2x+4=0
Solucao:
A X +16=0=2xX=-16=2xX=16-(-1)=x =16 - =x=4ioux = —4i

b) * —2x+4=0
ComoA=(=22—4-1-4=—-12=12-(=1) = 12i% temos:

X =

zizﬂziz :2122i52>X:1+iJ§oux=1—iJ§

2 Calcule V3 — 4i.

Solucao:
Seja z um niimero complexo tal que N3 —4i =2z 0u seja, 2?2 =3 —4i
Entdo, fazendo z = x + yi, em que x €E R ey € R, temos: (x + yi)’ = 3 — 4i. *
Assim, devemos determinar os nUmeros reais X e y que satisfazem a sentenca * , ou seja:

x2+2xyi+HyZ/ii=3—4i = (X —y)+2xyi=3—4i =

v (=)
X —y' =3 1

Pela definicao de igualdade, aplicada em **, temos: )
2y =—4=y=— - 2

2
Substituindo 2 em 1 :xz—<—%) =3:>x2—%=3:>(x2)2—3x2—4=0

Fazendo x* = a, obtemos a equacao do 2% grau a’ — 3a — 4 = 0, que
admite as solugbes:a = 4ea = —1.

Assim, como X = a, temos: O método usado para calcular
5 a raiz quadrada de um nimero

a=4=>x2=4:>{X:2:>y:_1=>z=2—iouz=—2+i complexo na forma algébrica
X=-2=y="1 seria facilmente aplicavel, caso

. o indice da raiz fosse um
a=—1=x = —1=njo existe solucdo, pois devemos ter x € R ntmero maior do que dois,
Logo, como 3 — 4i = z, temos: como, por exemplo, no calculo
N3 —4i=2-iou+3—4i=-2+i \d643_4'? )

O método so6 deve ser usado para o célculo de raizes quadradas, pois, de modo geral, no caso em que o indice da raiz é maior que 2, obtém-se
um sistema de equacoes de dificil resolugao, como mostra o exemplo seguinte.

Fazendo «14 3-4i = x+yi, comx, y € R, temos:
X' —6xy +yt=3

3—4i=Kx+y) =3—-4i=K—6xy +y)+ @y — dxy)i :{4x3y a4

° Sabe-se que, em R, J1=1, pois, por definicdo: Va € R, Ja? = lal.

* Em C, temos: ¥1 = 1 ou —1, pois, fazendo 1 = a + bi * , em quea € Reb € R, temos:
a?—b*=1 1

2ab=10 2

(a+bi)2=(«/1_)2:>a2—b2+2abi=1:{

De 2 ,temos:a=0oub=0
Assimia=0=-b’=1=b’=-1=7abER

L a=1=41 =1
b=0=a’=1=:0U
! a=-1=41=-1
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7 Escreva cada um dos nimeros complexos seguintes
na correspondente forma algébrica ou como par

ordenado:

a) 3, -2) d) 5i

b) (-4, 3) e) -5

c) (0,4 f) 3+

8 |dentifique a parte real e a parte imaginaria de
cada um dos seguintes nimeros complexos:

a) 4+ 5i c)%Jr5i
b) 3i + 3 d) —iy3

9 Em cada caso, determine o nimero real m de
modo que:

a) z = (m — 3) + 4i seja imaginario puro;
b) z= -3 + (m + 3)i seja real.

10 Determine os nimeros reais m e n, para que
0s numeros complexos v = (=2 — m) + 3ni e

w =4 — (m” — 4)i sejam, respectivamente, ima-
ginario puro e real. Nesse caso, determine v e w.

11 Dado o nimero complexo z = (3 — x) + (x + )i,
em cada caso seguinte determine os valores reais
de x para que se tenha:

a) Re(z) =2

b) Im(z) = —4
c) Re(z) > Im(2)
d) Im(z) <3

12 Em cada caso, determine os nimeros reaism e n
para que a igualdade seja verdadeira:

aam+nh-—1i=-4+3i
b) (n—2,m+5)=(3, -2)
c) (m—3)+ (n— 2)i = 5i
dm-n+1)+2m+n—-4)i=0

13 Efetue:
a) (=7 + 5i) — (3 — 2i)
b)2+ (3 —i)+(—1+2i)+i
c) (4 +3)+2i—(—3—-1)
d -1—-(=2+D)+GB-10)—-3-7)

14 Determine os complexos u e v tais que
Uu+v=2-5eu—2v=—4+13i

15

16

17

18

19

20

21
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Resolva, em C, as equacoes:
a) x*+100=0

b) ¥ —6x+10=0

) X +4x—29=0
dx+9-x—1=0
e)xX+5x¢+6=0

f) x*+3¢%—-4=0

Resolva a equacdo x> — 14x* + 58x = 0, conside-
rando o conjunto universo:

a) R
b) C

Determine as raizes quadradas dos complexos:
a) -5+ 12i

b) 4i

c) 4+ 3i

d) 1 —iV3

Em cada caso, efetue as operacdes indicadas:
a) 2+5)-(1—1)

b) (4 + 3i) - (=2 + 2i)
@4+i)-2—-D+3—i

d) (—5i) - (4 — 3i) - (1 + 2i)

e (1+i)-(1-1)

f) 230

g) (-3 — 3iy’

h) 2 + i)

Dados os complexos z, = (% 3) ez, =(2, —5),de-
termine:

a) z, -z,

b) Z2

Efetue:

a) (1+0)°-(1 =iy

b) (1 — iy’

<) 2+ 2i)

Determine x € R de modo que o nimero complexo

z=(x+3i)- (1 — 2iseja:
a) um numero real;

b) um imaginario puro.
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CAPITULO 7

u Conjugado de um numero complexo

Dado o numero complexo z = a + bi, com a e b reais, chama-se conjugado de z, e indica-se por Z,
0 numero complexoz = a — bi.

EXEMPLO 10

Vejamos o conjugado de alguns nimeros complexos:
a) z=2+3i=27z2=2-3i ¢ z=-5I=>7Z=05i
b) z=—-1+4i=7Z2=—-1—4i d z=3=z=3

Interpretacdao geométrica do conjugado

Seja Z = a — bi o conjugado do numero complexo z = a + bi, com
a e b reais. bi------ + MG b)

Como os pontos M = (a, b) e M' = (a, —b), representados na figura ao lado, ;
sao as respectivas imagens de z e Z, conclui-se que:

Im(z)

0 ‘a Re(z)
A imagem de Z é o ponto simétrico da
imagem de z, em relacdo ao eixo real.

Propriedades:
1Vvzel, z=z7=z€R
De fato, se z = a + bi, com a e b reais, temos: Professor, algumas dessas

) , iedades sera
a = a=>aéum numero real qualquer propriecace: e

_ usadas na demonstragao
b=-b=b=0 }QZ_aER do teorema das raizes

complexas, no capitulo 9.

z=i<:>a+bi=a—bi<:>{
299VvVzeC, Z=1z
3)Vz,z,€C,z, +z,=7 + 2,
De fato, sez, = a + biez, = c + di, com a, b, c e d reais, temos:
z,+z,=@+bi)+(c+d)=(@+c+(b+di
Logo:
ztz,=@+dg+b+di=@+d—-—(b+di=(@—-b)+(c—-d)=7 +7Z
)Vz,2,€C, 2, -2,=27,"2
De fato, se z, = a + biez, = c + di, com a, b, c e d reais, temos:
I.z-z,=(+hbi)-(c+d)=(ac—bd) + (ad + bc)i = (ac — bd) — (ad + bc)i
II. Z-Z,=(a+ bi) - (c+di)=(a—hi)(c—di)=ac—adi — bci + bdi? = (ac — bd) — (ad + bo)i
Logo, de I eII, conclui-se que: z, -z, = Z,- Z

2

PR

OBSERVAGCAO (&)

Essa propriedade pode ser generalizada para um produto de n nimeros complexos, ou seja:
V2,2, ...2,€C 2 -2, ... 2, =22, ..."Z,

59VvzeC, (2)"=2", emquen €N

De fato, fazendo z, = z, = ... =z =z naexpressaoz -z,- ...~z =

PRI A
=2,°2," ... Z,temos: Considerando
Z°Z-.. 2 = 7"7..-7 =7 =(2)" z=a+ bi, em que
a e b sdo nimeros
n fatores n fatores reais,como seriam
a 7 = . A ) '
6)vzEC, z+2=2"Re?) éﬁi,zf a ++b'b_:> zZ=a-bi demonstradas a 22, 3 62
_ . al,Z=a i=z .
7vzeC, z—z2=2-Im(2) i 6%7+7=(a+bi) + (a— bi) = 2a =2 Re(@ e a 7¢ propriedades?

7Az=a+bi=zZ=a-hi
Dai,z—Z=(a+bi)—(@—-bi)=2bi=2-1Im(2) -i
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

3 Determine os nimeros complexos z, taisquez -z =13 + 6i + 7z — z.

Solucao:
Fazendo z = a + bi, com a e b reais, na equacédo z -z = 13 + 6i + Z — z, temos:
(a + bi) - (@ — bi) = 13 + 6i + (a — bi) — (a + bi) = a®> — b%’> = 13 + 6i + &~ bi — 2~ bi =

2+ 2 _ 1
:>a2+b2=13+(6—2b)i:>{a b =13

0=6—2b=b=3 @&
Substituindo 2 em 1 , temos:

a’+3'=13=a’=4=a=2oua= -2
Assim, como z = a + bi, temos:

ca=2eb=3=z=2+3i
ca=—-2eb=3=z=-2+3i

4 Determine os complexos z, tais que z> = Z.
Solucao:
Na equacdo z° = 7, fazendo z = x + yi, em que X e y sS40 nimeros reais, temos:
x+yiyY=x—yimxX+2i+yil=x—yi=K-y)+2xyi=x—yi *

Da definicao de igualdade de nimeros complexos, aplicada em * , temos:

XZ—yZ=X ™
{2xy=—y=>y(2x+1)=0:y=00ux=—

1
2
Assim, fazendo em **:
*y =0, temos:
X¥=x=xx—1)=0=x=0o0oux=1 1
__1 .
-x——7,temos.
1_ 1 23 V3 V3
L e =L ==L == =23 @
5 7 2 7YV Ty 2 YT
Como z = x + yi, entdo obtemos:
1 43 1 3.
_ _ _ X=——ey=——=7=—— — —|
de1:{x V7SS L2 ede 2: f 32 12 32
x=1ley=0=>z=1 _ _ _ =— L oI
X ey > =7 > > i
Logo,satisfazemaequagéodadaoscomplexos:z=O,z=1,z=—%—73iouz=—i+gi.
9
EXERCICIOS {2 Do
22 Dados os complexos z, = =1 - 3i, z,= 2ie z,= 1 —i determine:
a)z1+z_2
b)ZZ~Z_3
oz +z,

d)z, -z,
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CAPITULO 7

23 Na figura, P é o 24 Determine z € C que verifica a igualdade
afixodez, eQé Im(2) z—7Z=6i
o afixo de z,. Q _ _ _

. , e 25 Determine z € C de modo que a igualdade a seguir

Determine o afixo : ] ) _ _ )
de- ' ) seja verdadeira: 2z - i + 3 =2z — z + 2i.
a) Z -10 Re(z) 26 Em cada caso, determine os complexos z que
b)z -z, 5 verificam a igualdade:
A G - 2,) Y - o a) @) =7 o (2)=-2i

b)22=2-7-i

u Quociente de dois niimeros complexos na forma algébrica

nimero complexo z tal que z, - z = z

Dados os nimeros complexos z, = a + bi e z, = c + di # 0, com a, b, c e d reais, vamos obter o

-
Fazendo z = x + yi, com x e y reais, temos:

z,-z=2z,=(+d)-x+y)=a+bi=(x—dy +(cy+dxi=a+bi =*
Da definicdo de igualdade aplicada em * , obtém-se o sistema seguinte, nas incégnitas x e y:
{cx —dy=a
dx+cy=b
ac + bd ~ bc — ad

Resolvendo esse sistema, obtém-se: x = —5———5 € Yy = 55—
? + d? Y= o1

ac + bd n bc — ad
c+d? c + d?
O numero complexo z obtido é chamado quociente de z, por z,, ou seja, se z, - z = z,, com z, # 0,

Logo:z = x + i, isto é,z =

- Z
entao — = z.
z

2

, . z . . o
Mas o célculo do quociente 2—1 pode ser feito de maneira mais simples.
2

Not .z zz,  (atb)-(c—d)
oeque.Z—ZZ_ z,-7,  (c+di)-(c—di
_ _ac —adi + bci — bdi®* _ ac+ bd bc —ad .
= C2_d2i2 - C2+d2 + C2—|—d2 o

Assim:

: ., z L
Para se obter o quociente de dois nUmeros complexos (Z—1) basta multiplicar o numerador
2
e o denominador pelo conjugado do denominador, ou seja:

EXEMPLO 11

Em cada caso, determinemos a forma algébrica dos seguintes quocientes:
a)3—2i:3—2i.2—i:6—3i—4i+2iZ: 4-7i _ 4

2+ 2+i0 2 4 -7 4 —(=1) 5
—14+5 _ (=1 4+5)-(=)) _~ i=5" _ i=5=1

i i (=) - —i? = (=1

b)
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EXEMPLO 12

Determinemos o quociente de 5i por 3 — 4i:
5i _ 5i - (3 + 4i) _ 15i + 20i
3 —4i (3 —4i)- (3 + 4i) 9 — 161
151+ 20(=1) _ _—=20+ 15i =_"i+j4
9 —16(—1) 25 5 5
- 4

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

5 Determine o nimero real x de modo que z = — seja imaginario puro. Nesse caso, qual é o com-

plexo z? T
Solucao:
Expressando z na forma algébrica, temos:
_2-i_(2-0)-(0=x) :2—2xi—i+x12: Q=x—-@x+Di _2-x _ 2x+1
T+x  (1+x)-(1—x) 1 — (xi)? 1 —x - 1T4+x 1+%

Como z é um imaginario puro se, e somente se, Re(z) = 0 e Im(z) # 0, entdo devemos ter:

2 —X 2x + 1

= 1 — 2

1+ X 0 € 1+ X = 0
De 1 ,temos:x —2=0=x=2
Substituindox =2 em 2 : — % = —1 # 0, isto é, x = 2 satisfaz a condicdo 2 .

Logo, z é imaginario puro se x = 2.

_ - _2—X 2x+ 1 . .
Se x = 2, entdo, como z = = = - 1, temos:
1+ x 1+ x

=22 _ 2241 G _0-2isz=
1+ 2° 1+ 2
(1 — i)322 Os complexos (x + xi)", em que x € R* e n é um nimero natural par, sdo sempre
6 Calcule —T05 imaginarios puros ou reais, pois, fazendo n = 2p, p € N, temos:
| X+ x)"=x+x)P=xP-1+)P=x®-[1+i)P=xPQ)=2°x*- (1)
20 _Jp impar=i° =ioui’ = —i= (x + xi)": imaginério puro
S(OIUG?;Z)Z. [( )2]161em i ppar=i"=10ui’=—1= (x + xi)": nimero real
=1 1—i S . . .
iJOS — 1 — [1 = 7 4= |2]161 . I105 — (_2|)161 . I105 —
— Qual é a particularidade
! dos complexos (x + xi)" em
= (=2 - [0 o {1 = 8 o {5 = P61 ;= = W ¢ (=) = 21 que X é um ndmero real
z * ndo nulo e n é um nimero
Observe que, na passagem * , foi usada a regra pratica para natural par?

o célculo de poténcias naturais de i, estudada anteriormente.

9
EXERCICIOS {2 Sbemo
27 Escreva as seguintes expressoes na forma algébrica:
a8 g =2 g3 2
5i 2+ 2 + 3i 3 —2i
2i 1 1 T+ i
—_— —_— + - —_
b) 5 & T L
3-7i i
375 D=
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CAPITULO 7

28 Dado o complexo z = 3 — 4i, determine:

a) oinverso de z; b) o conjugado do inverso de Z*; c) oinversode z - i.
29 Se o quociente de 3 + 2i pelo complexo z éigual a 1 — i, determine z.
0 . 240 .
30 Determine a € R de modo que z = 3 — 57 Sela imaginario puro.
2 + mi . . . , .
31 Sez = , determine o nUmero real m para que z seja um numero real. Nesse caso, qual é o valor

1=
de z?

140>, ,
32 Mostre que = é um numero real.

(1 =1

g

3 Médulo

Dado o nimero complexo z = a + bi, com a e b reais, chama-se médulo

"o A

de z, e indica-se por |z| ou pela letra grega p (Ié-se: “r6"”), o nimero real ndo
negativo dado por:

|z| =p=+a®+ b’

EXEMPLO 13

Vamos calcular o moédulo de alguns nimeros complexos:

©z,=3—4i = |z,| =3+ (47 =425=5
"2,=3i=0+3i = |z|=40+3=49=3

©z, =2+ 2 = z| =22 +22=48=2\2
"z,=4=4+40"1 = p ={#+0=416=4
T L ey e
©zg=—5—05i = p, =A(=52+ (=57 =225 =52

Interpretacdao geométrica do modulo

No plano de Argand-Gauss, seja M = (a, b) aimagem do niimero complexo
z = a + bi, com a e b reais, conforme mostrado na figura abaixo.

Im(z)
M, M, b)
b
9 3 ™, Re(z)

Note que o triangulo OM,M é retangulo em M. .
Assim, pelo teorema de Pitdgoras, temos:
(OM)* = (OM,)* + (M,M)?
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Como J OM, =a , entao:
MM =OM, =b

(OM)? = a? + b’ = OM =+a’ + b? = |z|

Portanto, conclui-se que:

Geometricamente, o médulo de um nlimero complexo é a
distancia de sua imagem a origem do plano de Argand-Gauss.

19) Vz,,z,€C, |z,-z,| = |z,] - |zz|| |
z
— 1

_|z

z
22) Vz,z,€C,comz, #0, |-~
z

2|

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Determine um nimero complexo z tal que Im(z) — Re(z) = 17 e |z] = 13.

2

Solucao:

Fazendo z = a + bi, com a e b reais, devemos determinar os nimeros reais a e b que satisfazem as con-
Im@z) —Re(z) =17=b—-—a=17=b=a+ 17 1

|z| =13 =+a? + b2 =13 = a> + b’ = 169 2

Substituindo 1 em 2 , temos:

a2+ @+17)?=169=a’+a’+34a+289=169=a’+17a+60=0=a= —50ua=—12

dicdes dadas, ou seja: {

a=-5=b=12=2z=-5+12i
Logo: J

a=—-12=b=5=2z=—12 + 5i
1

8 Represente geometricamente, no plano de Argand-Gauss, os seguintes subconjuntos de C:
a)A={z€(D; |z] =4}
b)B={z€tC; |z + 2i| =1}
c) C= {z € C;
Solucao:

Im(z)

z-1] <3} 7

a) Fazendo z = x + yi, com x e y reais, temos:
Izl =4 Ty =4=X+y =16 - 0 4 Relz)

Logo, os pontos (x, y) que satisfazem a condicdo |z| = 4 perten-

cem a circunferéncia de centro na origem do plano de Argand-

-Gauss e raio de medida 4, representada na figura ao lado. -
b) Fazendo z = x + yi, com x e y reais, temos: Im(z)
[z +2i| =1 |x+yi+2i=1=|x++2i|=1=
S+ Y+22=1=2+(+2°=1 ul_. Re(2)
Logo, os pontc_)s (x, y) qut.e satisfazem a condicdo _|z + 2i] = 1 <}
pertencem a circunferéncia de centro (0, —2) e raio de medida

1, representada na figura ao lado.
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¢) Fazendo z = x + yi, com X e y reais, temos: Im(z)
|z=1|<3=|x+tyi—1] <3 =

=S |[x=1) +yi| <=3=2{x - 172 +y? <3=

K= +y =9 -2 o 1 4 Re()
Logo, os pontos (x, y) que satisfazem a condicéo [z — 1| <3
pertencem ao circulo de centro (1, 0) e raio de medida 3, repre-
sentado na figura ao lado.
)
EXERCICIOS £ Siieo
33 Calcule 0 médulo de cada um dos nimeros complexos:
a)z=2+i ) z=—4+3i e) z=—243 —2i
. _ 11
b) z = 5i dz=-4 f) z 7 7

34 Entre os nimeros complexos 2 + 3i, 3+, 1, =2, 4ie — %i, qual possui 0 maior médulo?

35 Determine o médulo de cada um dos seguintes nimeros complexos:

a)z=(2—3i)- (4 + 6 z=2-i"
3i : .
b) z = - d) z=2i(—1+2i
)z =2 )z =2i(~1 + 20
36 Sao dados os nimeros complexos z, =x+ 3iez, =2+ (x — 1)i, nos quais x € um nimero real. Determine
x para que se tenha |z, | = |z,].
37 No plano de Argand-Gauss representado ao lado, A e B sdo as respectivas imagens Im(z) A
dos nimeros complexos z, e z,. L N
Determine o médulo de: 0 12 3 Re(z)
a)z +z b)z, — z, z-z Y iB

38 Represente geometricamente no plano de Argand-Gauss os seguintes subconjuntos de C:

a)A={zEC; z|=0} d)D={zE(E; z|<4}
b)B:{zEC; z|=10} e)E={zEC; z|>2}
oc={zec; |z-2| =4} f) F={zeC |z+i| =2}
\ J

3 Argumento e
. . . M(a, b)
No plano complexo, sejam M a imagem de um complexo z = a + bi, A
nao nulo, e N a intersecdo da circunferéncia A, de centro na origem O do y
plano e raio OM, em que OM = p = |z]|, com o semieixo real positivo. 5 Y T
Chama-se argumento de z qualquer angulo 6 que corresponde a um Re(z)
arco de A, de origem N e extremidade M, conforme mostrado na figura
ao lado.
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Indica-se: ® = arg z
Em particular, se 0 < 0 < 2m, diz-se que 6 é o argumento principal de z.

Observe na figura abaixo que o triangulo OM M ¢ retangulo.

Im(z)
cos 6 =

oo © o

y 5 sen @ =

0 a '\I/‘1 Re(z)

Representagcoes geométricas do argumento principal

Observe a seguir as representacdes geométricas do argumento principal 8, em que 0 < 6 < 2.

Im(z) Im(z)
M .
oM
19
te N
0] Re(z) o Re(z)
M € 12 quadrante M € 22 quadrante
Im(z) Im(z)
d N
o] R 0 R
\ e(z) ek e(z)
o M M
M € 32 quadrante M € 42 quadrante
Im(z) Im(z)
=0 f\9= T
o) M Re(z) M o Re(z)
M pertence ao eixo real
Im(z) Im(z)
M
T
=% o=31
2
N N
(0] Re(z) \\ (0] Re(z)
M

M pertence ao eixo imaginario
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OBSERVACOES &)

° Se z ¢ um numero complexo ndo nulo cujo argumento principal € 8, entdo todos os angulos congruentes a ele sdo
argumentos de z, ou seja:

~

0=argz=0=06,+ k-2, emquek €Z

Assim, a notagdo arg z = 6 pode ser usada para indicar o argumento principal de z (quando k = 0) ou para indicar
qualquer outro argumento de z (quando k # 0).

* Dado o ndmero complexo z = a + bi, com a e b reais:

*sez =0, entdo M = (0, 0) é a imagem de z no plano complexo, ou seja, ndo fica definida a circunferéncia A, ja
que p = OM = 0. Nesse caso, ndo se define o argumento de z.

* z é um numero real positivo S argz =k-2n,emquek e ”Z
* z é um numero real negativo =3 argz=m + k- 2w, emquek € Z
* z é um imaginério puro e Im(z) > 0 =S argz :§+ k-2m emquek e Z
* z é um imaginario puro e Im(z) < 0 = argz = —%-ﬁ- k-2m, emquek e Z
L J
EXEMPLO 14

Em cada caso, determinemos o argumento principal dos nimeros complexos dados:
a) z, =4+ 4i
Como a=4,b=4ep=+a’>+ b? temos:
p=V2+42=p=1442
4

Im(z)

cos 6 = cos 6 =

sen 6 = senh = —— =

Q |
2 Q
a3 ;
2

o|loo|o

42
4
442

o
N
=
o
N
u

= 0 € 12 quadrante = 6 = 45° ou % rad

b) 2, = 4 — L

Outro modo de calcular 8, argumento principal de um Im(z)
numero complexo z, pode ser o seguinte:

Primeiramente vamos determinar a medida (o) do angulo
mostrado na figura. Para isso, temos:

v ara, _ [ 1y v _ 2 A2 AN Re(2)
e R I W%

Usando trigonometria no tridngulo retangulo, temos: X777 I

=
~
A

-
1 303
_ 3 2 seeug o E
sen o = Cos o = £ =7 = a=45oua = 7 rad
3
Como o afixo de z, é l\/l(— 1—, - L) ou seja, M € 3¢ quadrante, entao:
3 3 Im(z)
=0+ 180°=6 =45+ 180°=>9=225°ou9=%rad
C) 23 — _9 '/\9=180°
Como z, é um ndmero real negativo, entao: M(=9,0 |0 Re(z)
6 = 180° ou 6 = < rad
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d) z,=2— 23
Comoa=2,b=-2V3ep =+a%+ b? temos: Im(z)

p=A422+ (-2 B)=p=4
cos@ =2 cose=%=% )
b = 23 _ 37 o3
senf = — sen9=T=—— Q,« p ! Re(z)
P 2 :
=23 -~ :
— 0 = 300° ouez%rad M(2; —2+3)

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

9 Os pontos A, B e C, representados na figura ao lado, sdo vértices de um

B
tridangulo equildtero inscrito em uma circunferéncia de centro na origem do
plano de Argand-Gauss e raio de medida 2 cm. Determine a forma algébrica

dos nimeros complexos z,, z, e z_ cujos afixos séo A, B e C, respectivamente. 0 A Rel)
Solucao:
Observe na figura ao lado que: C

* como A, B e Csdo vértices de um triangulo equildtero, temos:

med(AOB) = med(BOC) = med(COA) = 120° = 'Bm(z)
= oo = med(BOM) = 180° — 120° = 60° p \
oM
cos60°=|2—|:|OM|=2-%=1 0,
* ABMO é retangulo = IBM| 3 M O 2 /A Rel
sen 60° = —— = |BM| =22 =JF
2 2 o

Assim, temos:

A pertenceaoeixoreal > A=(2,0) =z, =2

B(x,, y,) € 22 quadrante (x, <O ey,>0)=x, = —|OM|=—1ey, = [BM| =3 =2, = -1 +i{3
C(x,, y,) € 32 quadrante (x, <O0ey, <0)=x, = —|OM|=—ley,= —[BM| = —{3 =2z, = -1 — {3

)
EXERCICIOS {2 hoane

39 Determine o argumento principal de cadaum dos 40 A figura apresenta, Im(z)

seguintes nimeros complexos: no plano complexo, Py P,
a) z=+3 +i g9)z=-3-3i43 um hexagono regu-
b) z =443 — 4i h)yz= -6 lar inscrito em uma P,

Q) z=-2+2i ) 2= —iN2 cir.cunferéncia cujo P& 7 Re(z)
_ ) i raio mede 4.
d)z=-2+23 )z=- 4 Determine o argu- P, P,
e z=— a 1—i mento principal dos
2 2 complexos z,, z,, z,, Z,, Z, € Z,, cujas respectivas
f) z=72i imagens sao os vértices P, P,, P,, P,, P_ e P,.
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I3 Forma trigonométrica ou polar

Sez = a + bi, com a e b reais, € um nimero complexo ndo nulo, sabemos que 6 = arg z satisfaz
as condigdes:

cost%:azpmosG 1

sene=%:>b=p-sen9 2

Assim, substituindo ‘1 e 2 emz = a + bi, temos: z = p - cos 0 + (p - sen 0)i
Obtemos entdo uma nova expressdo para um numero complexo, que é chamada forma trigonomé-
trica ou forma polar de z:

z=p - (cos6 +i-sen0)

Vejamos agora a igualdade de niUmeros complexos dados na forma trigonométrica.
Dados z, = p, - (cos ®, + isen6,) ez, = p, - (cos 6, + i sen B,), dois nimeros complexos, podemos
concluir que:
z,=2,op,=p,e0, =6, +k-2n, comkeEZ

De fato: z, = p, - (cos O, +isen®,) =p, -cosO, +p, -isenO, 1
z,=p, (cos®, +isenB,)=p,-cosB, +p,-isend, 2
Assim:
B p, - Cos O, =p,cosH, p’-cos’®, =p;-cos’H, 3
Z, =2, . = . 2 2 _ 2 2
p,-sen 6, =p,-senb, p;-sen” 6, =p;-sen" 0, 4
Adicionando membro a membro '3 e 4, temos:
p? - (cos’ O, +sen’B,) = p2 - (cos’ B, + sen’6,) = p? = p> = p, =p,

cos 6, = cos 6,

De'l e Z,temos:{ !

Sene1=5enez=>91=92+|<-2n,comk€Z.

Em outras palavras:
Dois nUmeros complexos sdo iguais se, e somente se, seus

modulos sao iguais e seus argumentos sao congruentes.

EXEMPLO 15

Vamos escrever os nimeros complexos seguintes na forma trigonométrica:

a) z=3+3i Im(z)
Sez = 3 + 3i, temos:
=TT =32 31 MG,3)
_ 3 _A42 '5@15

COSB__J—_T 4|

. 32 a3 =0e 19quadrante:>9=%rad 0 3 Re(2)
seneziz_z

32 2
Logo, z = p(cos B + i sen e):>z=3«/§<cos%+isen%>



NuUmeros complexos

b) z=4— 43 Im(2)
Sez = 4 — 443, temos:

p=A4+(-443)2 =8
_4 _ 1 .
cose—g— > 300(\

—43 3 = Q L 60° Re(z)

8 2
= 0 € 42 quadrante = 6 = 300°
Logo, z = p(cos 6 + isen ) =
= z = 8(cos 300° + i sen 300°)

Note que, como 6 € 42 quadrante, poderiamos usar qualquer arco congruente a 300° (ar-
gumento principal) para escrever z na forma trigonométrica, ou seja, z poderia ser expresso,
por exemplo, como: z = 8[cos (—60°) + i sen (—60°)].

sen 6 =

M(4, —4+/3)

EXEMPLO 16

Dados os numeros complexos na forma polar, vamos expressa-los na forma algébrica:
a) z = 4(cos 120° + i sen 120°)

cos 120° = —cos 60° = — %
Como e , temos:

sen 120° = sen 60° = g

;= 4(—% + |§) isto &,z = —2 + 213

sen

120°_—

cos

|

b)z=4(cosn+isenn)
Comocosm = —1esenm = 0, temos:
L 0) e é = —
z—4 1+1i-0),istoé, z 7

(=1,0) cos
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CAPITULO 7
_ om . 5¢;
) z= 2<cos 2 T isen T)
ST _ o
cos Z - cos 7
Como e

sen

A2
2
, temos:
A2
2

. R c0s@ = ———esen
vocé procederia para escrevé-lo na forma polar, no caso de 26

0 argumento ndo ser um arco notavel?

cos

Como exemplo, sejaz = —1 + 5i.
Temos: p = V26
Dado um ndmero complexo na forma algébrica, como \26 5426

0=

T 6 € 2% quadrante

Podemos escrever: z = 426 (cos  + i - sen 8), em que 6 é 0

26

. 26
arco cujo cosseno vale (— —) e 0 € 2% quadrante.

® | EXERCICIO RESOLVIDO

10 Determine a forma polar dos nimeros complexos x e y que satisfazem o sistema:

{2xi+y=—3+i

X+yi=—1
Solucao:
{2xi+y=—3+i 1
xtyi=—-1=>x=-1—-yi 2

Substituindo 2 em 1 , temos:
2i(-1—y)+y=-3+i=>-2i- 2y +y=-3+i=3y= -3+
Comox=—1 —yientdo: x=—1—(=1+Di=—-1+i—-P=x=i

Determinemos a forma polar de x e y:

Bimy=—-1+Ii

* x = i éimaginario puro e sua imagem pertence ao eixo imaginario. A forma trigonométrica de x é:

x = cos 90° + i sen 90°

cy=—1+iesuaimageméopontoM(—1,1)=p=+(—12+12=p=42

\135"

—1 J2 Im(2)
s =" =——7
N2 2 M
Assim, temos: e =0 = 135° :
sen § = —— = d2 :
2 2

Logo, y = 42 (cos 135° + i sen 135°).

Portanto, na forma polar, as solucdes do sistema sdo:

Re(z)

X =cos90° +isen90° e y = 2 (cos 135° + i sen 135°)
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5 )
EXERCICIOS {2 i

41 Escreva os seguintes nimeros complexos na forma trigonométrica:

__5{3 .5, - N o= A3
a)z= > +2| e) z 4 i) z ( T 4)
b) z = 2i f) z=3-3i Doz=01—iy
z=1-iy3 g)z=(-55)
NN E -
d) z= > + > i h) z i
42 Dado o nimero complexo z = ﬁ + 1T pede-se:

a) as formas algébricas de z e 27,

b) as formas trigonométricas de z e .

43 Obtenha a forma algébrica de cada um dos seguintes nimeros complexos:

a) z = 4(cos 120° + i sen 120°) e) z=cos 210° + isen 210°

6 (cos 45 1 son 4T = 2 (cos 5 1 jsen 5T

b)z—6<c053+|sen3) f) z 2(cos6+|sen 6)
c) z = 3(cos 90° + i sen 90°) g) z = Y2 (cos 135° + i sen 135°)

3n . 3n T . r

= = 4 == = AL L=

d) z = cos > i sen > h) z 3(cos ) i sen 4>

44 Se x e y sdo numeros complexos, escreva as solucdes dos sistemas seguintes na forma polar.
X+yi=-—1-=2i 2x +yi=0
a _ _ b) < . .
2xi+y=1++I Xi+y=3-3i{3
45 Sabe-se que a medida do lado do quadrado ABCD ¢ 10. Obtenha a forma polar dos nimeros complexos
cujos afixos sdo os vértices desse quadrado. Expresse as medidas dos respectivos argumentos, em radianos.

Im(z)

Re(z)

Seja z um nimero complexo cuja forma polar éz = p - (cos 6 + i - sen 0).
Determine o conjunto solucdo da equacdo z° + |z| = 0.



Polinbmios

3 Introducio aos polindmios

—

‘ @l@ TROQUE IDEIAS

[ Problemas com polindmios ]

Professor, o objetivo desta atividade é levar o estudante a reconhecer polinémios por
meio da expressdo da area de superficies planas e do volume e da area de poliedros.
E também uma oportunidade de integrar e revisar conceitos ja estudados.

Resolva os seguintes problemas. consulte as respostas nas
Orientagoes Didaticas.

a) No quadriculado abaixo, o lado de cada : c) De um paralelepipedo retangulo de dimen-
quadradinho mede x (unidades de medida sdes X, 2x e x + 10, com x > 1, sdo retira-

de comprimento). Calcule, em funcao de x, a dos quatro cubos unitarios, como mostra

area dos poligonos A, B e C. a figura:

b) Responda: Determine o volume do poliedro obtido.

i) De uma folha de cartolina retangular de : d) Observe o poliedro seguinte.

dimensdes 30 cm X 22 cm é recortado,

Jr x+1
em cada um de seus vértices, um quadra-

do cujo lado mede x centimetros, em que

0 < x < 11. Determine, em funcao de

X, a expressao que representa a area da

superficie remanescente.

ii) Apds a retirada dos quadrados, é possivel B X+ 1
construir, a partir da superficie obtida, uma

caixa sem tampa, na forma de paralelepi- ; "
Escreva a expressao algébrica que representa:

pedo retangulo, dobrando-se convenien-

temente seus lados. Determine o volume i) seuvolume;

do paralelepipedo obtido. ii) sua area total.



Polindmios

- - ~
Defini¢ao
Um polindmio na varidvel complexa x é uma expressdo dada por:

a - xX"+a xX"'"+ . +a -x*+a -x+a
n n—1 2 1 0

em que:
-a,a, _, .., a,a,a,sao numeros complexos chamados coeficientes do polinébmio; a  é o coefi-
ciente independente do polindmio;
* todos os expoentesde x: n,n — 1, ..., 2, 1, 0 sdo numeros naturais;
+ cada uma das parcelas, a_-x", a_, - X""", ..., a, * X, a, corresponde a um termo do polinémio;
+ 0 grau do polindbmio é o numero natural igual ao maior expoente de x, cujo termo apresenta coe-
ficiente nao nulo;

- x pode assumir qualquer valor complexo.

EXEMPLO 1

< 4% — 5% + 17x — 7 é um polindbmio de grau 3.
. — %x-r’ + x> — 3x + 1 é um polinémio de grau 5.

2ix* + x — 2 é um polinémio de grau 2.

« x* — x> + 4x* — 3i é um polindbmio de grau 6.

* X + 4 éum polindbmio de grau 1.

+ 5x é um polindmio de grau 1.

« —7 ¢ um polindbmio de grau 0, pois podemos escrevé-lo na forma —7 - x°.

« Em cada item da atividade proposta na secdo Troque ideias desenvolvido na introducdo do
capitulo, as expressoes obtidas sdo exemplos de polinémios.

OBSERVACOES &)

- 3 4 _ T A . B .
° Aexpressdo 2x + — + — = 2x + 3x 2 + 4x7" ndo é um polindmio, pois os expoentes de x ndo podem ser negativos.
X X

1
 Aexpressao 3x* — 54x + 2 = 3x2 — 5x° + 2 ndo é um polindmio, pois os expoentes de x N30 podem ser fracionarios.

3 coeficiente dominante

Sejaa -x"+a _, - X4+ L+ a, X2 + a, - x+a,coma #0,um polinémio de grau n.
O coeficiente a_ ¢ chamado coeficiente dominante do polinémio.

EXEMPLO 2

« —x? + 15x* — 7x + 3 possui coeficiente dominante igual a —1.

§x5 + 2x — 1 tem coeficiente dominante igual a %

+ 2iX’ + 4%’ + ix* tem coeficiente dominante igual a i.

« x> — 3x + 5 tem coeficiente dominante igual a 1.

201




202 CAPITULO 8

3 Funcio polinomial

Vamos considerar uma funcéo f: C — C, que a cada x € C associa o polinémio a x" +a__ x"' + ...

+ax+a,istoé f(x) =ax"+a_ _

1

n—1
XL ax+a,

A funcéo f recebe o nome de funcao polinomial.

Por exemplo, as funcoes f, g e h, definidas, respectivamente, por f(x) = 4x — 5, g(x) = 2x’ — x + 1 e
ix> — 2x + 4, sdo funcdes polinomiais. Em particular, as funcées de variavel real (x € R C C) afim
(12 grau), definidas pory = ax + b, com a € R*, e quadréticas (22 grau), definidas pory = ax’ + bx + ,

h(x) =

com a, b e creais e a # 0, estudadas em anos anteriores, sdo exemplos de fungdes polinomiais.

Como a cada polindmio esta associada uma Unica funcéo e, reciprocamente, a cada funcao esta as-
sociado um Unico polindmio, podemos, daqui em diante, usar indistintamente os termos polindmio ou

funcao polinomial.

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Determine m € R para que o grau do polindmio (m + 2)x* — 2x* + 5x — 1 seja igual a 4.

9

1

Solucao:
Para que o polindmio tenha grau 4, basta que o coeficiente de x* ndo se anule, isto é:m + 2 # 0 = m # —2.

Discuta, em funcao de m, em que m varia em R, o grau do polinémio:
p(x) = (m? — 25)x" + (m + 5)x* + 6x° — 2x + 5

Solucéo:

Devemos considerar todas as possibilidades para o grau de p(x), de acordo com os valores que m assume.
Ha trés casos:
° 12 caso:
O grau de p(x) serd 7 se m” — 25 # 0, isto &, se:
m#*-—-5em#5
° 22 caso:
O grau de p(x) serd 4 se o coeficiente de x” for nulo e o coeficiente de x* ndo for nulo, isto é, se:
m> —25=0em+5#0=>m=*5em#-5=m=>5
° 32 caso:
O grau de p(x) serd 3 se os coeficientes de x’ e de x* se anularem simultaneamente, isto &, se:
m> —25=0em+5=0=m= -5

EXERCICIOS § 2 SSenwo
Indique os itens cujas expressoes representam polindmios:

a) —2x°+x° — 1 c) (x + 4)? e) Vx+5 g) 2ix* — 1
b)%+%—3x+5 d) 2x + 3 — 1 f)1Tx3—2x+4i

Determine o grau de cada polindmio seguinte:

a) 3x* — 6x> + 5x — 1 d) (3x* + 10x)’ g) x
b) 2x — X e) (4x—1)-(x*—x—13) h) x- X2« - .- x”
o) X+ x24T f) -3




3

.

Identifique o coeficiente dominante de cada um
dos polinémios seguintes:

a) 10X’ — x* + 100x — 99

b) —%x3+%x4—x2+2
o X +xX—xX+x—1
d) x + x* + 2ix’ + ix*

e) (x + 5)°

Determine m € R de modo que o polindmio
p(x) = (m” — 2)x* + 6x° — 4x + 2 tenha grau 4.

Polindmios

Para que valores reais de k a expressao polinomial
(2k* — 8)x* — 2x* + 5x — 1 tem grau 2?

Discuta, em funcao do parametro real m, o grau de
p(x) = (M’ — 16 + (m + 4)x° — x* + 3x — 1.

Responda: é possivel que o grau do polinémio
p(x) = (M? — 4)x° + (m + 2)x* — 3x + 1 seja:

a) 5? b) 47 c) 3?

Em caso afirmativo, dé, para cada item, as condi-
cOes em que isso ocorre.

3 Polinémio nulo

Polindmio nulo (ou polindmio identicamente nulo) é aquele que possui todos os coeficientes iguais
a zero. Assim, o polinbmio a - x" + a__
=a,=a,=0.

Pelo fato de possuir todos os coeficientes iguais a zero, ndo se define o grau de um polindmio nulo.

EXEMPLO 3

1

X+ L+,

X +a +x+aénulosea =a , = ..
n n—1

A condicao para que o polindmio ax* + bx + (c + 1) seja nulo é que todos os seus coeficientes
sejam iguais a zero, isto é:

a=0b=0ec+1=0=c=—1

3 valor numérico

Seja oo € C e p o polindbmio definido por p(x) = a x" + a__
O valor numérico de p em @ é igual ao nimero complexo obtido quando substituimos x por & e

efetuamos as operacbes indicadas, isto é:

— . y"
plo) =a -o"+a |

EXEMPLO 4

Seja o polinémio p(x) = 2x’ + x* — 4x + 1.

n—1
1X + ... +a1x+a0.

o+ o ta ot a,

1

Vamos calcular seus valores numéricos para x = 2 e para x = i.

* Substitufmos x por 2:

p2)=2-224+2"-4-24+1=16+4—-8+1=p2) =13

* Substituimos x por i:

pi)=2-P+i"—4i+1==2i—F—4i+/=pl)=—6i

OBSERVACOES &)

Considerando o polinébmio p(x) = a_- x" +a
cp()=a,-1"+a . -

n—1 ’

L

dos coeficientes do polindmio.

cpl0)=a -0"+a _

1

X'+ L +ax +a, - x+ a, temos que:
+a,-1”+a-1+a,=a +a_

1

S0+ L+ a,- 0% + a - o'+ a, = a,, isto &, p(0) é igual ao coeficiente independente do polinémio.

+..+a,+ a +a,istoé p(1) éigual a soma
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CAPITULO 8

Seja o € C.
Dizemos que & ¢ raiz do polindmio p(x) =a - x"+a_, - xX""'+ ... +a, -x+a,seplx) =0, isto &

n n—1 1

-1 —
a,ro'+a _,co" 4+ . +a - at+a, =0

1

EXEMPLO 5

O numero 2i é uma raiz do polinébmio p(x) = X’ + 3x* + 4x + 12, pois p(2i) = 0, isto é:
P2 =R +3QI)° +4-2i+12=pRi)=8°+ 12+ 8+ 12=pR)=—-8—-12+8i+12=0
J& 0 nlmero —2 néo é raiz desse polinbmio, pois:
p(=2)=(=2°+3-(=2+4-(-2)+12=8+#0
- |

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

3 Sabendo que x = —4 é uma raiz do polindmio p(x) = x> + mx — 3, em que m € R, determine o valor de m.
Solucao:
Como —4 é raiz, devemos ter p(—=4) = 0, isto é:
(—4?+m(-4)-3=0=16—-4m—-3=0 =>m=

13
4

9

EXERCICIOS § .2 i

8 O polindmio p(x) = ax + (b — 2) énulo. Quaissdo = 14 Determine o poli-

p(x) = ax + b, com a € C*

os valores de a e b? némio p de grau 1, ebeC. )
_ Como se escreve generi-
tal que p2) = 5 e camente um polindémio
9 Determine os valores de a, b, c e d, a fim de que p(—1) = 2. P

?
p) =(@— 1+ Qa—b+3)x + (b —x+ de grau 1

+ (c — 2d) seja o polinémio nulo.

15 O ndmeroi éraizdo polinémio p(x) = x* + 3x + k,

10 Sendo p(x) = % — 5x + 3, obtenha o valor numé- em que k é uma constante complexa. Determine:

rico de p para: a) k;
a)x=0 ) x=2 e) x=i b) p(2 + i), usando o item a.
b) x = 1 dx=1+i fx==
2 16 Seja o polindmio:
11 Verifique quais dos nimeros complexos i, 1, 3, p(X) = x + 2x° + 3x° + ... + 49x* + 50x°

: = . _3_ 2 _
1+ 2ie0sdoraizesde p(x) = x> — 5x* + 11x — 15. a) Verifique se 0 & raiz de p(x).

b) Determine a soma dos coeficientes de p(x).
12 Determine m € R a fim de que —1 seja raiz do ) P&

olinémio x> — 4x + (m + 4).
P ( ) 17 Obtenha o polindmio do 22 grau que tem 2i como

13 Determineaebreaisem p(x) = ax’ — 2x* + bx — 1, uma de suas raizes e cuja soma dos coeficientes é
sabendo que 1 é raiz de p(x) e que p(2) = 3. igual a 5.




Polindmios

3 Polinémios iguais (ou idénticos)
Sejam f e g dois polindmios respectivamente definidos por:

fx) =ax"+ a

n—1

gx) =bx"+b

XU+ axt a, e

n—1
X H o+ bx+ b

Dizemos que f e g sdo iguais (ou idénticos) se assumem o mesmo valor numérico para qualquer valor

de x, isto é:

f=g&flx) =gkx), vxe C

Vamos mostrar que dois polindmios, f e g, sdo iguais se e somente se os coeficientes de f e de g séo

ordenadamente iguais, isto é, os coeficientes dos termos de mesmo expoente de x sao iguais:

+ Se os coeficientes dos termos de mesmo expoente de x séo ordenadamente iguais, isto é:a = b ;

n

a ,=b . .. a =b ea, =b, temos, paratodox € C:

_ -1 _ -1 _
fx) =ax"+a X'+ .. .+ax+a,=bx'+b x"'+ .. +bx+b =gk

e, desse modo, f e g sdo iguais.
 Se f(x) = g(x), Vx € C, temos que f(x) — g(x) = 0, Vx € C, isto é:

n n—1 n n—1 —
@x"+a x4+ ... +ax+ta)—({Ox +b x4+ .. +bx+b)=0

(@ —b)X'+(@ ,—b X'+ ..+(

n n

—b)x+ (@, —by) =0

1

Lembrando que um polindmio é nulo se todos os seus coeficientes sao iguais a zero, temos:

a —b =0 = a =b,
an—1 - bn—W = 0 = an—W = bn—W
a, — b, - 0 = a, =h,
a, — b, =0 = a, =0b,

Isso mostra que os coeficientes de f e de g sao ordenadamente iguais.

EXEMPLO 6

« Para que os polindmios ax’ + bx + ce —3x* + 5x — 1 sejam iguais, devemos ter:a = —3, b =5
ec=-—1.

+ O polindmio mx® + nx* + px + q é idéntico ao polinémio 4x* = x +2sem=0,n=4,p = —1

eq=2.
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® ' EXERCICIO RESOLVIDO

_ : : . X+ 3 a b
4 Determine os valores de a e b reais para os quais ocorre a igualdade: = = i
X—4 x+2 x-2

ex # 2.
Solucéo:
X+ 3 alx — 2) + b(x + 2)

= S —— = ax—2)+bx+2)=x+3 = ax—2a+bx+2b=x+3

| —
XX — 4
Agrupamos os termos semelhantes:

@+ b)x+ (—2a+2b)=x+3

a+tb=1
—2a+2b=3

Da igualdade de polindmios segue:

cuja solugdo é:a = — 1 eb= i.
4 4
9
EXERCICIOS I TN
18 Calcule os valores de a e b reais de modo que seja satisfeita a igualdade (a + 3)x + (b — 1) = 2x — 3.
19 Para que valores de m, n e p, com {m, n, p} C C, ocorre a igualdade mx* + (2n + 3)x — p = 5x + i?
20 Determine m e n reais de modo que: SELUIEN | —3x+ 4.
X X — 1 x(x — 1)
2
21 Obtenha os valores das constantes reais a e b para que se tenha: a_ 4 bx__ _ —x j 3+ 2.
X— 2 X+ 2 X —4
22 Seja o polindmio do 12 grau p(x) = ax + b, em que a e b sdo coeficientes reais tais que:
a b __2x—7
XxX—2 x4+ 1 XX —x—2
Qual é o valor de p(i) + p(—i)?
\ J

3 Adicdo, subtracio e multiplicacdo de
polindmios
Vamos revisar, por meio de exemplos, as operacoes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo de polinémios,
estudadas no Ensino Fundamental.

EXEMPLO 7

Dados os polindmios f(x) = —7x> + 5x* — x + 4 e g(x) = —2x* + 8x — 7, vamos obter f(x) + g(x):
(=7 +5¢ = x+4) + (=2 +8x—7)= =7 +5¢ =2 = x + 8& +4 -7 =
=—7xX +3x+ 7x— 3
Lembre que a soma de dois polindmios f e g é o polindmio obtido quando adicionamos os
coeficientes dos termos semelhantes de f e de g.




Polindmios 207

EXEMPLO 8

Dados os polinémios f(x) = 4x* — 5x + 6 e g(x) = 3x — 8, vamos obter f(x) — g(x):
(4x* —5x+6) —3x—8)=4x* = 5x+ 6 —3x +8=4x — 8 + 14

Note que a diferenca entre os polinémios f e g é o polindmio obtido quando adicionamos f ao
opostodeg, istoé, f — g =1f+ (—q).

EXEMPLO 9

Dados os polinémios f(x) = 3x* — 5x + 8 e g(x) = —2x + 1, vamos determinar f(x) - g(x):
B3 —=5x+8) - (—=2x+ 1) = =6+ 3x* + 10x* —5x — 16x + 8 =
= —6x+ 13 —21x+ 8
Lembre que o produto dos polindmios f e g corresponde ao polindmio obtido quando multiplicamos
cada um dos termos de f por todos os termos de g e adicionamos os produtos obtidos.

~ L |
® | EXERCICIOS RESOLVIDOS
5 Os polindémios f(x) = —2x + a e g(x) = x + b, com a e b constantes reais, sdo tais que f(x) - g(x) =
= —2x* — 3x — 1. Determine a e b.
Solucao:
Temos:

fX) - gx) = (=2x +a) - (x + b) = —=2x> — 2bx + ax + ab = —=2x* + x(—2b + a) + ab

Dai:
, , ~2b+a=-3
—2x"+x-(—2b+a)+ab=-2x-3x— 1=

ab = —1 2

De 2 ,temosa = —%e, substituindo em 1 , obtemos:
b=%:>a= -2

~2b-L=-3=2-3b+1=0= ou

b=1=a=-1

Assim, podemos ter(a =—-2eb= %) ouf@a=—-1eb=1).

6 Considerando que f(x) € um polinémio de grau 4 e g(x) € um polinémio de grau 3, determine o grau de:

a) fx) + gk b) (x) - g(x)
. Como g(x) tem grau 3, x - g(x) tem grau 4 e f(x) tem grau 4, entdo f(x) + x - g(x) tem grau menor ou igual a 4. Por exemplo,
Solugao: fx) =x"egx) = —x’ + 2= f(x) + x- gx) = x* + x+ (-’ + 2) = x* — x* + 2x = 2x (grau 1).

_Peca aos estudantes que encontrem outros exemplos nos quais o grau de f(x) + x - g(x) é menor ou igual a 4.
a) Na adicao de polindmios, s6 podemos adicionar os termos semelhan-

tes, isto é, aqueles cujas poténcias de x tém o mesmo expoente.

Como somente o polinémio f(x) apresenta termo em x*, entdo o grau

de f(x) + g(x) é 4. Neste exercicio, qual se-
o . . ria o grau do polindmio
b) Quando multiplicamos polinémios, devemos lembrar a propriedade de £ + x - g()?

poténcias: x* - x# = x** P, Assim, o grau de f(x) - g(x) é4 + 3 = 7.
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9

EXERCICIOS {2 Gberno
23 Dadas as expressdes polinomiais f(x) = 2x* = 3x + 4, = 26 Determine os valores das constantes reais a e b
gx) =X —x + 1 eh(x) = = + x— 4, determine: que satisfazem:
a) f(x) + g(x) d) f(x) - h(x) (ax + 5%+ (b — 2x) = 13x* + 42x + 34
b) g(x) — h(x) ) x 1) +2-90 27 Sejam f(x) e g(x) dois polindmios de grau 4. O que
o) fx) — g(x) — h(x) se pode afirmar em relacio ao grau do polinémio:
. } ) a) f(x) - g(x)? o) f(x) — g(x)?
24 Sejam p1(X) =ax + bx+ce pZ(X) ': bX' + 4x — 3. b) f(X) + g(X)7 d) XZ . f(X) +x- g(X)7
Sabendo que p,(x) + p,(x) € o polinébmio nulo, de-
termine os valores de a, b e c. 28 Os polindmios f(x), g(x) e h(x) tém graus 2, 3 e 5,
respectivamente. Classifique como verdadeiras (V)
25 Sejam os polindémios f(x) = 3x + 2ieg(x) = ixeia ou falsas (F) as afirmacoes seguintes:
unidade imaginaria em C. Obtenha os polinémios: a) f(x) + g(x) + h(x) € um polindémio de grau 5.
a) f(x) — g(x) b) f(x) — g(x) pode ter grau 2.
b) i - gx) + f(x) c) f(x) - g(x) + h(x) pode ser polindmio nulo.
) g(x) - f(x) d) f(x) - g(x) + h(x) pode ter grau 3.
\ J

I3 pivisio de polinémios

Sejam dois polindmios f(x) e g(x), com g(x) # 0.

Dividir o dividendo f(x) pelo divisor g(x) é determinar dois outros polinémios, o quociente q(x) e o resto
r(x), que verifiquem as seguintes condicoes:

« 0 =g - g(x) + r(x)

- grau de r(x) < grau de g(x) ou r(x) = 0 (isto é, r(x) é o polindmio nulo)

Vamos apresentar o processo mais geral usado para dividir polinémios, baseado na divisdo entre nu-
meros naturais e conhecido como método da chave.

Acompanhe, inicialmente, a divisdo de 195 por 8:

1958

—16 24
35
—32
3

Observe que a divisdo inteira esta encerrada, pois 3 < 8. Note que 195 = 8- 24 + 3.
Vamos agora dividir dois polinémios:

fx) = 6x* — x> + 3xX* — x + 1 porg(x) = 2x> + x — 3
Dispomos o dividendo (f(x)) e o divisor (g(x)), conforme o esquema usado na divisdo de nimeros naturais.
* 12 passo: Dividimos o termo de maior grau de f(x) pelo termo de maior grau de g(x):

obtendo, assim, o 1¢ termo do quociente q(x).

6xX* =X +3¢ —x+1]|2¢+x—3

3x?
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+ 2@ passo: Multiplicamos o quociente obtido (3x?) por g(x) e subtraimos de f(x), isto é, adicionamos

f(x) com o oposto do produto obtido. Obtemos um resto parcial.
3¢ -2 +x —3) =6x" + 3x* — 9%
- X+ 3 —x+ 1| 2X+x—3

@ =65 — 3x + 9 3%

— 4 + 12%% — X + 1 « resto pardcial

* 32 passo: Repetimos o procedimento anterior com o resto parcial obtido até que o grau do resto se
torne menor que o grau do divisor (ou o resto seja o polindmio nulo):

—4x°

o —=2x; —2x-(2x* + x — 3) = —4x® — 2x* + 6x

- X+ 3 - x+ 12X +x—3
@ =65 — 3¢ + 9% 3% — 2X
—AC +12¢ — x + 1
+ AL +  2X — 6x
14x°— 7x + 1 <« novo resto parcial

2
=7 7-2¢+x—3) =14+ 7x — 21

b — X+ 3¢ - x+ 1|2¢+x-3
@ =651 — 3% + 9 3 —2x+ 7
—AC + 12X —  x+ 1
+ 4L + 22X — 6x
M4sZ — 7x+ 1  Ograudorestoé

. _ menor que o grau
+ 4% /X + 21 do divisor. A divisao

— 14x + 22 ¢« estaencerrada.

Dal: q(x) = 3x* — 2x + 7 er(x) = —14x + 22.
Observe que f(x) = g(x) - q(x) + r(x). De fato:

2 +x—3)- B¢ —=2x+7) + (—14x + 22) =

g(x) q(x) r(x)
=6x' — A3 + 14X + 33 — 2 + Tx — 9¢ + 6x — 21 — 14x + 22 =

=6x* = x>+ 3¢ —x+ 1 =1f(x)

Fe

Se f é um polindémio de grau n e g é um poli-
némio de grau m, com n = m, na divisdo de
f por g, qual é o grau do quociente obtido?

5
. X

O grau é n — m; basta lembrar que Z— = x"""
X

209
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EXEMPLO 10

Vamos efetuar a divisdo de f(x) = 3x* — 14x* + 23x — 10 por
g(x) = x* — 4x + 5.

A — 14 + 23x — 10 |X* —4x + 5

=3% + 12x* — 15x 3x — 2
=27 + 85— M
+ 2% — 8K+ M
0

Assim, g(x) = 3x — 2 e r(x) = 0, ou seja, r(x) é o polindmio nulo.

&

OBSERVAGAO &)

Se a divisao de f(x) por
g(x), com g(x) # 0, é
exata, isto é, r(x) = 0,
dizemos que f(x) é divi-
sivel por g(x), ou ainda,
g(x) divide f(x).

. J

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Para que valores de a e b, com {a, b} C R, o polinémio —2x> + ax + b é divisivel pelo polinémio

—x2 + 6x — 1?
Solucao:

Devemos efetuar a divisdo e impor que o resto seja o polinémio nulo. Temos:

=% + ax + b x>+ 6x — 1

47— 128 + 2x 2x + 12

1+ @+ 2)x + b
1% — 72x  + 12

resto - (@ —70)x + (b+ 12)

O polinémio (a — 70)x + (b + 12) é nulo se todos os seus coeficientes forem iguais a zero, isto é, se:

a—70=0=a=70
b+12=0=b=-12

8 Dividindo-se o polinbmio —x* — 4x*> + 3 por um polinémio p, obtém-se —x — 6 como quociente e

—12x + 3 como resto. Determine o polindmio p.

(x) # 0
= Se f(x) = p(x) - q() + rlx) = f() — 1) = p() - g " =
Solucao: IR (N C ) . .
= px) = T isto é, p(x) é o quociente obtido na

Do enunciado, podemos escrever: A5 (05 4L o por x— 6

—y3 — 2 — o (= — —
(= —4x* 4+ 3) = p(x) - (=x — 6) + (=12x + 3)
f(x) q(x) r(x)

Proponha outro modo
de resolver este exercicio.

Como o grau de f(x) é 3 e o grau de g(x) é 1, o grau de p(x) deve ser igual a 2

para que a igualdade acima seja valida.

Facamos p(x) = ax’ + bx + ¢; devemos determinar os valores das constantes

- _ 2 e _

=A% +3=@c+bx+) (—x—6)+(—12x + 3) = Se gb) = 0 e h) 0,

=X -4 +3=-a —6ax’* — bx* —6bx —cx—6c— 12x + 3 = qual é o resto e qual 6

=X -4 +3=—-a +x(—6a—b)+x(—6b—c—12) + 3 — 60) = o quociente da divisdo
—1=—a=a-=1 de g(x) por h(x)?

—4 =—6a— b;comoa=1,temos: —4=—-6—-—b=b=-2

0=-6b—c—12;comob=—-2,temos:0=12—c—12=c=0 m > n), qual é o resto

3=3—-6c=>c=0

Desse modo, p(x) =1 - x> — 2 - x+ 0 = x* — 2x

—- Eseg(x)temgraune
h(x) tem grau m (com

equal éo quociente da

divisdo de g(x) por h(x)?
L g(x) p ())

— Quociente: é o polinémio nulo. Resto: g(x),
isto é, o polindmio nulo.
Quociente: é o polindmio nulo, isto é, g(x) = 0.
Resto: g(x)
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EXERCICIOS {2 fasane,

Determine o quociente q(x) e o resto r(x) da divisdo de f(x) por g(x) em cada caso:
a) f(x) =3 +5x+7eg(x) = 3x — 1

b) f(x) = =X + 4x = 5x+ 1egkx) =x — 1

) fX)=5x"+3¢ -2 +4x—Tegx)=x—4
d) f(x) =3 - +4x — 2x+ Tegx) =x — x* + 1
e f(x) =4x— Tegx) =x>—2x+ 3

f) f(x) = —5¢ + 4% + 7x — 11 e g(x) = x

)

g) f(x) = X’ + 2ix — 3 eq(x) = x — i, em que i é a unidade imaginaria dos nimeros complexos.

Verifique, em cada caso, se o polindmio f(x) é divisivel por g(x), exibindo o quociente dessa divisao:
a)fx)=x-x—-6egx) =x+2

b) f(
c)
d) f(x) =2 + 3x¥ = 5x+ Teg(x) = 2x + 1

XN=x"+x—Tegx)=x+1
X)=4C+x+Tegk)=2x —x+ 1
)

Determine m € R a fim de que x> + 2mx — 5 seja divisivel por x — 1.

Dividindo o polindmio f(x) = x> + x> + x + 1 por g(x), obtemos o quociente q(x) = 1 + x e o resto
r(x) = x + 1. Determine g(x).

Dividindo-se um polindmio de grau 7 por um de grau 3, obtém-se um polindmio quociente (g) e um poli-

noémio resto (r). O que se pode afirmar em relacdo ao grau de ¢? E ao grau de r?
Determine m e n reais, de modo que o polindmio —2x> + mx’ + n seja divisivel por X’ + x + 1.

Em um retadngulo, o comprimento é expresso por x + 2, e sua area é expressa por 3x* + 5x — 2. Como se
expressa a largura desse retangulo?

Observe as dimensoes do paralelepipedo seguinte:

X+ 2

Sabe-se que o volume desse paralelepipedo é expresso por 2x> + x* — 8x — 4.
a) Expresse, em funcao de x, a medida da altura do paralelepipedo.

b) Existe algum polindmio que represente a medida da diagonal desse sélido? Determine-o, em caso afir-
mativo.

c) Existe algum polindmio que represente a area total desse sélido? Determine-o, em caso afirmativo.

Dividindo um polinémio f(x) pelo polinémio x* + x + 1, obtemos o quociente q(x) = x> — x e o resto
r(x) = —x + 13. Determine f(x).

2N
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3 Divisées por x - a

Um caso particular importante na divisao de polindmios é aquele em que o divisor é um polindémio do
12 grau, com coeficiente dominante unitario, isto é, um polinémio do tipo x — a ou x + a, sendo a € C.
Esse caso de divisao sera frequentemente usado no capitulo seguinte.
Considerando como dividendo um polinémio f de grau n (com n = 1), temos:
f(x) |x—a
L qi)
r(x)
Ograudeq(x)én — 1.
Como o grau do resto deve ser menor que o grau do divisor, temos:

graur(x) < 1= graur(x) =0our(x) =0
\_ﬂf_d

H—/
r(x) =k r(x) é o
keC k+0) polinémio nulo

3 Teorema do resto

Vamos efetuar a divisdo de f(x) = 4x*> + x* — 5x + 8 por g(x) = x — 2 usando o método da chave:

A+ X2 — 5x + 8 [x—2

=4 + 8% 4%* + 9x + 13
9% —  5x+ 8 {q(x)=4x2+9x+13
=9 + 18x
B+ 8 r(x) = 34
—BxX + 26
34

Observe que o resto também pode ser obtido calculando-se o valor numérico do polindmio dividendo
(f) para x = 2:
f2Q)=4-2°+2°-5-24+8=12)=32+4—-10+8=12) =34

Vamos agora enunciar e demonstrar o teorema do resto:
O resto da divisdo de um polindomio f(x) por x — a é igual a f(a).

Demonstracao:
Da divisdo de f(x) por x — a, podemos escrever:
fx) = (x —a) - q(x) + r(x)
em que r(x) = r # 0 é um polindmio constante (pois r(x) tem grau zero) ou r(x) é o polindmio nulo.
Calculando os valores desses polinémios para x = a, temos:
f(a) = (@ — a) - q(a) + r, isto &, r = f(a).
=0

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

9 Qual é o resto da divisdo de p(x) = 3x* — 17x + 15 por x — 2? E por x + 1?
Solucao:
N&o é necessério efetuar a divisdo para sabermos o valor do resto.
Entdo, vejamos:
* Na divisdo de p(x) por x — 2 temos:
Araizdo divisoré: x —2=0=x= 2.
Pelo teorema do resto, sabemos que:
r=p2)=3-2>-17-24+15=12—-34+15= -7
+ Na divisdo de p(x) por x + 1, oresto ér = p(—1), isto é, r=3-(=1)?> =17 - (=1) + 15 = 35.
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10 Sejam 5 e 2, respectivamente, os restos da divisao de um polindmio f por x — 3 e por x + 1. Qual é o resto
da divisao de f por (x — 3) - (x + 1)?
Solucao:
Pelo teorema do resto, temos:
f3)=5 1 e f(=1)=2 2
Quando dividimos f por g(x) = (x — 3) - (x + 1) = x> — 2x — 3, temos grau r < 1 (pois grau r < grau g e
grau g = 2). Assim, escrevemos r(x) = ax + b, com a e b reais.

Devemos determinar a e b. Temos, Vx € C:

f)=(x+1)-x—3)-qKx +ax+b
g(x) r(x)

Calculando o valor numérico desse polindmio em x = 3 e em x = —1, obtemos:

f3)=3+1)-3-3)-q3)+a-3+b>3a+b=5
=0
(1) = (14 1)- (-1 -3)-q-T)+al-1)+b > —a+b=2
=0

11 , 3 11
—.D form t ==X+ —.
a essa forma, o resto é r(x) 4x a

) 3
Resolvendo esse sistema, encontramos a = h eb

Uma consequéncia importante do teorema do resto é o teorema de D’Alembert, cujo enunciado é:
Um polindmio f é divisivel por x — a se, e somente se, a for raiz de f.

Demonstracao:

H4a duas implicagdes a provar:

12) f é divisivel por x — a = a é raiz de f.
Se f é divisivel por x — a, temos r = 0 e, pelo teorema do resto, r = f(a) = 0, do que concluimos
que a éraiz de f.

22) aéraizde f = f é divisivel por x — a.
Como a é raiz de f, temos que f(a) = 0; pelo teorema do resto, o resto r da divisdo de f por x — a

éigual a f(a). Assim, r = f(a) = 0, o que mostra que f é divisivel por x — a.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

11 Determine m € R, de modo que f(x) = —2x* + x> + mx + 5 seja divisivel por x — 2.
Solucao:
Pelo teorema de D'Alembert, x = 2 deve ser raiz de f, isto é, f(2) = 0:

—2-23+22+m-2+5=0=>2m—7=0:>m=%

213
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®
EXERCICIOS 0 e

38 Aplicando o teorema do resto, determine o resto da divisdo de f(x) por g(x) em cada caso:
a) fx) =3 —x+4egx) =x—2

b) f(x) = = + 4x* = 5x+ legx) =x + 2

¢ fx) =4 —x""+3xegx) =x—4

d) fx) =2 +x —xX +Tegk =x

e) f)=x"+x"+7x*+3egx) =x—1

f) f(x) =4x* —x— 1eg(x) = x — 2i, em que i é a unidade imaginaria em C.

39 Em cada caso, p(x) é divisivel por q(x). Obtenha o valor real de m:
a) px) = -3X +4x+ meq(x) =x — 2
b) p(x) = 4X — 5¢ + mx + 3 eq(x) = x + 3
) pX)=x —3x"+2¢ +mx—1eqx =x—1

40 Qual é o resto da divisdo de (x®* + 1) - (3 — x*° — 2x"7) porx — 1?

41 Sabendo que o polindmio 2x* + mx + n, com {m, n} C R, é divisivel por x — 1 e que, quando dividido por
x + 2, deixa resto igual a 6, determine m e n.

42 Um polindmio p(x), dividido por x + 2, da resto 3 e, dividido por x — 5, da resto —2. Qual é o resto da
divisao de p(x) por x> — 3x — 10?

43 Um polinémio p(x) é tal que p(1) = 4. O quociente da divisao de p(x) por (x — 1) é dividido por (x — 2) e
obtém-se resto 3. Determine o resto da divisdo de p(x) por (x — 1) - (x — 2).

3 Dispositivo pratico de Briot-Ruffini
Sejam f(x) = a X" + ax"' +ax"?+ ... +a x+a,coma,# 0, um polindmio de grau n, e g(x) =
=X —a.
Quando dividimos f(x) por g(x), obtemos, como quociente, um polindémio q de grau n — 1, dado por
ax) = gqx"' +agx"?+ .. +q x+q, .
Vamos determinar os coeficientes d, 9, -, d, , d, , de g, bem como o resto r dessa divisao.
Como f =g - q + r, podemos escrever, para todo x € C:
n n—1 n—-2 _ n—1 n-2
ax"+ax"'+ax"‘+...+a x+a =Kx—-a)-@Qx"  +gx “+..+q _x+gq, ,)+Fr
Multiplicando os polinémios e agrupando os termos semelhantes, temos:
aX'+ax '+ax P+ . +a x+a =
=qx +(q, —aqg) X" +(,—aq) x"*+ ...+, ,—a-q ) x+(r—a-q, )
Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau, obtemos:
[ q() = aO
*Q,—aq,=a;=q,=a taq,

-qz—aq1=a2:>q2=a2+aq1

‘ qn71 - aqn—Z = an—1 = qn—1 = an—1 + aqn—z

-r—aqn_1=an:>r=aqn_1+an
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Observe, a seguir, um método mais rapido e simples, chamado dispositivo pratico de Briot-Ruffini, para
a determinagao dos coeficientes q, q,, ..., g, _, e do resto r da diviséo:

Vamos agora acompanhar a “montagem” do dispositivo usando um exemplo numérico.
Seja a divisdo de f(x) = x> — 4x* + 5x — 2 por g(x) = x — 3.

12 passo: Calculamos a raiz do divisor g(x) e, ao seu lado, colocamos os coeficientes ordenados do
dividendo f(x), sequndo poténcias de expoentes decrescentes de x:
Raizdeg(x):x —3=0=x=3

raiz de g(x) coeficientes ordenados de f(x)

311 -4 5 =2

22 passo: Abaixamos o primeiro coeficiente do dividendo (1) e o multiplicamos pela raiz do divisor

(1-3=3).
3|1 -4 5 =2
| 1
32 passo: Adicionamos o produto obtido (3) ao coeficiente sequinte (—4). Asoma (3 + (—4) = —1) é
colocada abaixo desse coeficiente.
3 | -4 5 =2

1
|1 -1
42 passo: Com a soma obtida (—1), repetimos as operacdes (multiplicamos pela raiz e adicionamos

o coeficiente sequinte), e assim por diante.

311 -4 5 =2
1T -1 2 4

O Ultimo dos ndmeros obtidos no dispositivo ou algoritmo de Briot-Ruffini é o resto da divisdo. Assim,
r(x) = 4.

Os demais numeros obtidos nesse algoritmo correspondem aos coeficientes ordenados (segundo po-
téncias de expoentes decrescentes de x) do quociente da divisdo. Assim:

gx)=1-x*—=1-x+2=x—x+2
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® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

12 Obtenha o quociente q e o resto r da divisdo de Temos:

—2x*+x = 5¢ —x+ 1 porx+ 2. 3 | 2 0 -5 !

2 6 13] 40

Solucao: .
O quociente g é 2x* + 6x + 13, e o resto r é 40.
Temos:
A =2 -5 1 14 Determine a € R de modo que 2X° — 4x* — 5x + a
| > 5 _15 29 | 57 seja divisivel por x — 3.
q=-2¢+5¢—15x+29 e r= —57 Solucao:
L 5 Construimos o dispositivo de Briot-Ruffini:
13 Faca a divisao de f(x) = 2x> — 5x + 1 por x — 3.
3|2 -4 -5 a
Solugao: | 2 2 1 ]a+3
Convém, inicialmente, notar que Devemos ter resto igual a 0, isto é:
f)=2-x+0-x*—-5-x+1. a+3=0=a=-3
9
EXERCICIOS § 2 Seawo

44 Em cada caso, obtenha o quociente e o resto da divisdo de f(x) por g(x), utilizando o dispositivo de
Briot-Ruffini:
a) f(x) = -2 +4x* — 5x+ Tegx) =x— 3

b) f(x) = Bx + 2)> e g(x) = x + 2
o f)=x"—3¢+x—-2egx) =x+ 1
d) f(x) =x— 1egkx) =x

45 Dividindo-se X’ — 2x* + mx + 4 (com m € R) por x + 2, obtém-se o quociente x> — 4x + 5. Qual é o resto
dessa divisdo?

46 O polindmio f(x) = 4x* — 5x* + 2x + m (com m € R) é divisivel por x — 2.
a) Qual é o valor de m?
b) Qual é o quociente e o resto da divisdo de f(x) por x + 3?

47 Qual é o quociente e o resto da divisdo de (x* + 1)* por x + 1?

48 0O polindmio f(x) = 2x* + mx + n, em que {m, n} C R, é divisivel por x + 1; dividindo f(x) por x + %

obtemos resto igual a 2. Determine o valor de m + n.

49 Determine o valor da constante real k a fim de que a divisdo de 2x* — 3x* + x + 6k por x — 3 seja exata.

O polinémio p(x) = x* — 6x’ + 16x> — 26x + 15 & divisivel por x* — 2x + 5.
Para que valores reais de x tem-se p(x) = 0?
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B Introducio

Eduardo construiu uma caixa em forma de bloco retangular, sem tampa, a partir de uma folha retan-
gular de cartolina que media 33 cm por 20 cm, recortando um quadrado em cada vértice do retangulo,
conforme mostra a figura.

20 cm

33cm

Pronta a caixa, seu colega Toninho perguntou qual era a medida do lado do quadrado recortado. Edu-
ardo respondeu: “Vou lhe dar uma pista: a caixa fica completamente cheia se vocé despejar um saco de
1,05 litro (1050 cm3) de areia”.

Como Toninho devera proceder para descobrir a medida do lado do quadrado?

Inicialmente, ele deveré identificar as dimensodes da caixa:

20 — 2x —)

i X 33— 2x
33 — 2x
x é a medida do lado do quadrado

O volume de um bloco retangular (paralelepipedo retangulo) é dado por:

V = (comprimento) - (largura) - (altura)
Logo,
V=33 —-2x)-(20 — 2x) - x = 4x> — 106x? + 660x

Assim, a condicdo do problema é:
4x3 — 106x* + 660x = 1050
e o valor de x procurado é uma solucdo da equacéo:
2x> — 53x* + 330x — 525 =10

Essa equacdo é um exemplo de equacao algébrica ou polinomial, objeto de estudo deste capitulo.
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[ Definicdo

Equacao polinomial ou algébrica é toda equacdo redutivel a forma p(x) = 0, em que:
p(x) =ax"+a x"'"+ .. +ax+a,coma #0,
é um polindmio de grau n, sendo n = 1, com coeficientes em C, e cuja incdgnita x pode assumir um valor
qualquer em C.

EXEMPLO 1
Sao exemplos de equacdes polinomiais:
4x+5=0 3 +ix—1=0 X =x2+x+3=0
XX —2x+8=0 X¥+4axr+x—1=0 xXt—2i=0

Seja a equacao polinomial p(x) = 0, em que:
p(x) =ax"+a X"+ ... +ax+a,
Um nlimero complexo r é raiz dessa equacao se, substituindo x por r na equacao e efetuando os cal-
culos, obtemos:
p(n=ar+a_rm'+..+ar+a, =0
Em outras palavras, r é raiz de uma equacdo p(x) = 0 se r for raiz do polindmio p(x).

EXEMPLO 2
O nUmero 4 é uma raiz da equacdo x> — 6x> + 10x — 8 = 0, pois:
43 —-6-42+10-4-8=64-96+40-8=0
J& o nimero complexo i nado é raiz dessa equacao, pois:

=61+ 10 —8=—-i+6+10i—8=-2+9 #0

Conjunto solucao

Conjunto solugdo de uma equacdo polinomial é o conjunto de todas as raizes dessa equacao, conside-
rando C o conjunto universo. Neste capitulo, vamos considerar U = C nos exemplos e exercicios.
Vejamos:
Se o grau do polindmio é 1, para encontrar o conjunto solucdo da equacao

ax+b=O(coma#O)bastafazer:axz—b:xz—ﬁeSz{—E}
a a

Se o grau do polindmio é 2, é preciso resolver a equacdo ax? + bx + ¢ = 0 (com a # 0). Usando a
férmula resolutiva da equacdo do 22 grau, temos:

_ —bimesz{—b+«/b2—4ac —b—«/b2—4ac}
2a '

X 2a 2a

Se o grau do polindbmio é 3 ou 4, é possivel determinar as raizes da equacdo por meio de féormulas que
envolvem as quatro operacdes fundamentais e a extracdo de raizes. No entanto, essas formulas ndo sao
estudadas nos cursos de Ensino Médio.

Se o grau do polindmio é maior ou igual a 5, ndo existe uma férmula resolutiva (envolvendo as quatro
operacoes e a extracdo de raizes) que se aplique a qualquer equacédo.
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UM POUCO DE HISTORIA

A resolucdo de equacgoes

Os primeiros registros encontrados sobre
a resolucdo de algumas equacdes do 22 grau
datam de, aproximadamente, 1700 a.C. e
pertencem a civilizagdes antigas, como a dos
sumeérios, egipcios e babilonios.

Os gregos usaram a Geometria para
aperfeicoar as técnicas de resolucdo das
equacoes do 2¢ grau.

A civilizacdo islamica também deixou
um legado importante: a obra Al-jabr W'al-
-Mugabala, do matematico e astrénomo Al-
-Khowarizmi, datada do século VIII, inclui,
entre outros, uma exposicao completa da
resolucao das equacoes do 12 e 22 graus. A
palavra “algebra” deriva desse nome.

No século XVI, com o Renascimento
italiano, ocorreu um progresso significati-
vo: a resolucdo de equacdes do 32 grau e,
como decorréncia, de 4¢ grau. A historia
da resolucdo dessas equagdes envolve
segredos, batalhas, desafios e traicoes, culminando, em 1545, na publicacdo de Ars Magna, de
Girolamo Cardano. Essa obra contém o processo de resolucao e a devida demonstracdo da formula
de resolucdo de uma equacdo do 32 grau, além da explicacdo de como resolver uma equacdo do
4@ grau, transformando-a em outra do 32 grau.

Durante dois séculos e meio tentou-se encontrar uma férmula resolutiva para a equacdo do
52 grau. Somente em 1824 o noruegués Niels Abel (1802-1829) provou, de maneira consistente,
a impossibilidade de resolucdo dessa equacao por meio das quatro operacdes aritméticas e de
radiciacoes.

Poucos anos depois, o francés Evariste Galois (1811-1832) — cujos trabalhos deram inicio a
chamada Algebra Moderna — generalizou as condicdes de resolubilidade de uma equacéo algé-
brica qualquer.

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

Estatua de Al-Khowarizmi em Khiva, no Uzbequistao.

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Histéria da Matemdtica. 32 ed. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010.

u Teorema fundamental da Algebra (TFA)

O teorema seguinte, enunciado e provado por Carl Gauss (1777-1855),
constitui um elemento central para o estudo das equacdes algébricas.

Todo polindmio de grau n, n = 1, admite ao menos uma raiz complexa.

A demonstragao desse teorema exige conhecimentos de Matemética do
Ensino Superior e que, portanto, ndo sdo abordados no Ensino Médio.
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[ Teorema da decomposicao

Seja p(x) um polinémio de grau n, n = 1, dado por:
p(x) =ax"+a x"'+ .. +ax+a,(coma #0)
Entdo, p(x) pode ser decomposto em n fatores do 12 grau sob a forma:
px) =a - (x—r) -x—r) .- (x—r)
emquer,r, .., r sao as raizes de p(x) e a € o coeficiente dominante

10t
de p(x).

Demonstracao:

Como p(x) é um polindmio de grau n = 1, o TFA garante-nos que p(x) tem ao
menos uma raiz complexa r,. Assim, p(r,) = 0 e, pelo teorema de D'Alembert,
p(x) é divisivel por x — r,. Entao:

p(x) = (x —r)-q,x) 1
em que q,(x) € um polinémio de grau n — 1 e coeficiente dominante a_(pois o
divisor x — r, tem coeficiente dominante unitario).

Temos:

Sen =1, entdo q,(x) € um polinébmio de grau 1 — 1 = 0, ou seja, q,(x) &
um polinémio constante, dado por g,(x) = a_. Substituindo em '1, temos
p(x) = a (x —r,), e o teorema fica demonstrado.

Sen=2,entdon — 1 = 1. Assim, podemos aplicar o TFA ao polindmio
q,(x), isto &, g,(x) tem ao menos uma raiz complexa r,. Assim, q.(r,) = 0
e q,(x) é divisivel por x — r,:

q,x) = x—=r)-qg,x) 2

em que g,(x) € um polinémio de grau n — 2 e coeficiente dominante a .
Substituindo ‘2 em 1, resulta:
p(x) =(x—r) - (x—r)-q,x) 3
Sen =2,q,(x) €um polindbmio de grau 0, dado por g,(x) = a . De '3 , segue
que p(x) = a (x —r,) - (x —r,), e o teorema fica demonstrado.
Aplicando sucessivamente n vezes o TFA, obtemos:
px) = (x—r) - x—r) ... (x—r) q(x
em que g (x) € um polindbmio de grau n — n = 0, dado por g (x) = a .
Assim:

px) =a - x—r) - x—r) .. (x—r)

Consequéncia do teorema da decomposicao

Toda equacado polinomial de grau n, n = 1, admite exatamente n raizes
complexas.

Vejamos alguns exemplos:
O polindémio do 12 grau dado por p(x) = 4x — 8 admite 2 como raiz; po-
demos escrever p(x) = 4 - (x — 2).
O polinébmio do 2¢ grau dado por p(x) = x* — x — 2 admite como raizes
—1 e 2. Podemos decompor p(x) fazendo: p(x) = 1 - (x + 1) - (x — 2).

OBSERVACOES &)

Dizemos que cada um
dos polinédmios do
1¢ grau, x —r, x—r,,
.., x —r, éum fator
de p(x).

Pode-se mostrar que,
com excecdo da or-
dem dos fatores da
multiplicacdo, a de-
composicdo de p(x)
em termos de suas
raizes é Unica.

p(x) é divisivel por
cada um de seus fato-
res, individualmente,
e também por qual-
quer produto desses
fatores.
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x=2-0)-x—2+1i=
=(x—2p-it=
O polinémio do 22 grau p(x) = x* — 4x + 5 admite como rafzes os n(- =* 44~V =
meros 2 + i e 2 — i; sua decomposicdo em fatores do 12 grau é: p(x) =  Professor, ¢ importante destacar
_ . . essa multiplicacdo, pois aparecerdo
=1- (X -2 - |) : (X -2+ |)- * varias outras semelhantes no

decorrer do capitulo.

O polindmio do 32 grau x> + 4x pode ser escrito como x - (x* + 4)
= x (x — 2i) - (x + 2i); suas raizes sdo, portanto, 0, 2i e —2i.

As trés raizes do polinémio x> — 4x2 — 11x + 30 sdo 2, —3 e 5. Pelo Faca a multiplicagdo in-

teorema da decomposicdo, é possivel escrever x* — 4x2 — 11x + 30 = dicadda em @, usando
=(x—2)(x + . (x — 5). produtos notavels, para
( )¢ 3 2 chegar a x> — 4x + 5.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Resolva a equacado x* — 8x? + 29x — 52 = 0, sabendo que uma das raizes é 4.
Solucao:
Seja p(x) o polinébmio dado e 4, r, e r, suas raizes. Usando o teorema da decomposicdo, podemos escrever:
pi) =1-(x—=4)-x—=r) x—r)
q)
isto é:

p(x) = (x — 4) - q(x)
Assim, p(x) é divisivel por (x — 4) e o quociente dessa divisao é q(x). Usando Briot-Ruffini, obtemos:

a1 -8 29 -3
|1 -4 13| o0
e e

coeficientes de q(x)

Desse modo, as demais raizes sdo obtidas de q(x) = 0, isto é, x> —4x + 13 =0=x=2 — 3ioux =2 + 3i
e 0 conjunto solucdo da equacdo p(x) = 0 é:
S=4{4, 2 —-3i, 2+ 3i}

2 Escrever uma equacao algébrica de 32 grau cujas raizes sejam 1, —2 e 5.
Solucao:
Seja p(x) o polindmio de grau 3 procurado. Usando o teorema da decomposicao, podemos escrever:
px) =a - (x—=1)-(x+2)-(x—5) *
em que a_¢é o coeficiente dominante de p(x). Assim:
px) =a (¥ +x—=2)-(x=5 =>pK =a_ (-4 —7x+ 10)
Escolhendo, por exemplo, a, = 1, segue a equagéo X’ — 4x? — 7x + 10 = 0.
E se tivéssemos escolhido outro valor para a_?
Caso tivéssemos escolhido a = 2, terlamos em # :
pX) =2-x—=1)-x+2)-(x—15)
eaequacdoobtidaé2 - (x—1)-(x+2)-(x—5) =0, queequivalea (x — 1) - (x+2)-(x—=5 =0,¢e
suas raizes também sdo: 1, —2 e 5.

De fato, Va_ # 0 a equagao a_- (x — 1) - (x + 2) - (x — 5) = 0 apresenta como conjunto solucao
S = {1, =2, 5}.
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3 Duas das raizes da equagdo 2x* + 5x° — 35x* — 80x + 48 = 0 sdo —3 e —4. Quais sdo as outras duas
raizes?

Solucao:
Seja p(x) o polinémio dado e —3, —4, r, e r, suas raizes.
Podemos escrever o polindmio da seguinte forma:

pPX) =2 - (x+3)-(x+4)-x—r
pX) = (X +3) - (x +4)-2-(x—

) x=r)
r)-(x—r,), istoé px) =+ 7x + 12) - qx)

q(x)

Efetuando a divisao de p(x) por x> + 7x + 12, determinamos o polindémio q(x):

22X+ 5x* — 35x2 — 80x+48 | 2+ Ix+ 12
=25 — 145 — 24x? 2 — 9 + 4
— 9% — 59x* — 80x + 48 q(x)

+ 9% + 63x2 + 108x
A+ 28X +48
—Ax? — 28X —48

0

As demais raizes vém de q(x) = 0, ouseja, 2x* — X +4=0=>x=4oux = %

4 Quais sao as raizes da equacao x> — 2x*> + 2x = 0?
Solucao:
As vezes, é possivel fatorar o polindmio para encontrar suas raizes:
x=0

x3—2x2+2x=0:>x-(x2—2x+2)=O<ou
XX —2x+2=0

A=4-8=—4

Assim, as raizes da equacdo sao 0, 1 +ie 1 —i.

A construcao dos gréficos e o estudo das variagcdes das funcdes polinomiais de grau maior que 2 ndo
fazem parte dos objetivos desta colecdo. Entretanto, a interpretacdo de um grafico de uma funcdo polino-
mial de R em R pode trazer informagbes importantes em relacdo ao polindmio. Acompanhe o exemplo 3:

EXEMPLO 3

Observe, ao lado, parte do grafico da funcao f, crescente em R, definida y = fx)
por f(x) = x> + ax> + bx + ¢, com a, b e c reais.

O gréfico de f intersecta o eixo x uma Unica vez, no ponto (2, 0). Isso
significa que x = 2 é a Unica raiz real do polindmio. (Note que, por hipdtese, of 11 "2 x
f é crescente para todo x € R.) )

A intersecdo do grafico de f com o eixo y em (0, —4) fornece o valor do
coeficiente independente ¢ do polindmio, pois, se x = 0, f(0) = —4, isto é, 4
0®+a-02+b-0+c=-4=c=—4 T
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Além disso, temos:
< (1) =
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—-1=>1P+a-1”"+b-1-4=-1=a+b=2

«f(2)=0Q¢éraiz) =2°+a-22+b-2—-4=0=4a+2b=-4

Resolvendo o sistema, temos:

a=—-4eb=06

Desse modo, a lei que define f é f(x) = x> — 4x> + 6x — 4.
Para obter as demais raizes, dividimos o polinbmio x* — 4x? + 6x — 4 por x — 2:

2|1 -4 6 -4
1 -2 2o
Dai:
XX —2x+2=0=x=1—ioux=1++1
EXERCICIOS {2 B

Encontre as raizes de cada polindmio abaixo e, em
sequida, escreva-o em sua forma fatorada:

a) x> —6x + 25 c) 2x3 — 4x
b) 2x2 — 5x + 2

Represente o polindmio x* — 4x* — 11x + 30 em
fatores do 12 grau, sabendo que suas raizes sdo 5,
—3e2.

Sabendo que 2 + i, 2 — i e —3 sdo as raizes da
equacdo x® — x2 — 7x + 15 = 0, fatore o polinémio
dado em outros dois polindmios com coeficientes
reais, um com grau 2 e outro com grau 1.

Escreva uma equagao do 22 grau cujas raizes sejam:

c) Oe—i

. + o
a) 1l —2iel+2i >

b) —3e5

Escreva uma equacao do 32 grau cujas raizes sejam:
a)3—i,3+ie—-2 b) 0,2e -5

Resolva, em C, a equacdo x® + 3x?> — 46x + 72 = 0,
sabendo que 2 é uma de suas raizes.

Resolva, em C, a equacdo 2x* + 5¢¢ — 2x — 15 =0,

3 .
sabendo que > é uma de suas raizes.

Seja a equacdo x> + 2x* + mx — 6 = 0, em que
m é uma constante real. Sabendo que —3 é raiz
dessa equacéo, determine:

a) o valor de m;

b) as demais raizes da equacao.

9 O polinémio p = 4x* — 4x3 — 23x2 — x — 6 é di-
visivel por x2 — x — 6. Qual é o nimero de raizes
complexas ndo reais que p possui?

10 O polindmio p(x) = ax® + bx? + cx + d tem coe-

ficiente dominante igual a 1 e suas raizes sao 7,

—5e —3.Qualéovalordea+ b +c+ d?

11 Resolva, em C, as equagbes, usando fatoragao:

a) >+ 2x2—24x=0

b) xX6 —2x> —3x*=0

) 2¢—x+4x—2=0

d)x+x+x+1=0
12 Uma das raizes da equagdo x* — x> — 3x> + 3x =0
é igual a 1. Quais sdo as outras trés raizes dessa
equagao?
13 Os numeros reais —1 e 1 sdo raizes da equagao
x* — 6x3 + 9x? + 6x — 10 = 0. Quais sdo as outras
duas raizes?

14 Ao lado, estd represen- y = f(x)
tada parte do grafico da
funcdo polinomial f, de
R em R, definida por
f(x) = ax> + bx + ¢, com

a, b e c coeficientes reais.

6

a) Qual é o nimero de
raizes nao reais de f?

-3 0 2 X

b) Obtenha os valores de a, b e c.
c) Resolva a equacdo f(x) = 0.

223
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15 Parte do gréfico da funcdo polinomial f: R — R,
definida por f(x) = x* + px + g, em que p e g sdo
coeficientes reais, ¢ mostrada abaixo:

y

Determine:
a) os valoresde p eq;

b) f(2);
c) a ordenada do ponto A;

d) as raizes da equacao f(x) = 0.

16 Afigura a seguir mostra parte do gréfico da funcao
polinomial f: R — R, definida por:

fx) =x>+ px2+gx+r

17

18

6V3

/—\/? 0 X

Sabendo que f possui 2 raizes reais opostas, de-
termine:

a) o ndmero de raizes reais de f;
b) as raizes da equacao f(x) = 0;
c) osvaloresdep, qer.

Resolva, em C, a equacéo:
xt—8x3+ 27x* —70x + 50 =0

sabendo que duas de suas raizessdo 1 + 3ie 1 — 3i.

Sejam os polinémios:

p(x) =x* —2x—2 e qx) = [p(x)]* + 4 - p(x) = 5
a) Fatore o polindbmio y? + 4y — 5.

b) Determine o grau de q(x).

c) Determine todas as raizes da equacdo q(x) = O.

3 Multiplicidade de uma raiz

Ao resolver a equacao do 2¢ grau x> — 12x + 36 = 0, encontramos duas

raizes iguais a 6.

O polinbmio x* — 12x + 36 pode ser fatorado em (x — 6) - (x — 6) =
= (x — 6)2. Assim, dizemos que x = 6 é raiz dupla ou raiz de multiplicidade 2

da equacdo.

Suponha que (x + 4)* - (x — 1)> - (x + 5) seja a forma fatorada de um poli-

némio p. Para resolver a equacdo p(x) = 0, fazemos:

x+4)-x+4) -x+4) -x—1) -x—1) -x+5 =0

Dai, temos:

X+ 4 =0=x= —4(trés vezes). Assim, —4 é raiz tripla (ou de multiplicidade 3).

ou
x — 1 =0= x=1(duas vezes). Assim, 1 é raiz dupla (ou de multiplicidade 2).
ou

X+ 5=0=x= —5(uma vez). Assim, —5 é raiz simples (ou de multiplici-
dade 1).

Assim, observando que p(x) tem grau 6, as seis raizes da equacdo p(x) = 0
sdo —4, =4, —4,1, 1, =5 e seu conjunto solugédo é: S = {—4, 1, =5}.
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Defini¢cao
O numero complexo r é uma raiz de multiplicidade m (m € N, m = 1) da
equacao p(x) = 0 se a forma fatorada de p(x) é:
px) =x =1 -x—n1-..-x—=r1"-q(

m fatores

isto é:

OBSERVACOES &)

Se p(x) = (x — ™ - q(x), com q(r) # 0, temos:
° p(x) é divisivel por (x — r)™.

* A condigdo q(r) # O significa que r ndo é raiz de q(x); desse modo, p(x) ndo é divisivel
por (x — nm*+1,

* Sem = 1, dizemos que r é raiz simples (ou de multiplicidade 1); se m = 2, r é chamada
raiz dupla (ou de multiplicidade 2); se m = 3, r é raiz tripla (ou de multiplicidade 3),

e assim por diante.
\_ J

® EXERCICIOS RESOLVIDOS

5 Escreva uma equacao polinomial cujas raizes sejam 2, —3 e 4, com multiplicidades 2, 1 e 1, respectivamente.

Solucao:

A forma fatorada do polinébmio é:a - (x — 2)?- (x + 3) - (x — 4),emquea € Cea_ # 0, isto &
a (¥ —4x+4)- ¥ —-—x—12)=a - —5¢— 4% + 44x — 48)
Escolhendo a = 1, por exemplo, segue a equagao:
x* —5x3 —4x2 + 44x — 48 =0

6 Resolva a equagao x* + 4x* + 2x? + 12x + 45 = 0, sabendo que —3 é raiz dupla dessa equagao.

Solucao:
Chamando de p(x) o polinébmio dado e de r, e r, as raizes desconhecidas, temos:

pX) = (x+3) - (x+3) - (x—r) (x—r)=pKx = (x+ 3)?q(x)

a(x)
Assim, p(x) é divisivel por (x + 3)? = x> + 6x + 9.
Efetuando a divisao de p(x) por x> + 6x + 9 pelo método da chave, encontramos q(x):
X4+ 3+ 2+ 12x+ 45 |2+ 6x+ 9

= 6xX = 9% X —2x+5
—2¢ — 7+ 12x+45 o
2% + 12 + 18x
5+ 30% + 45
- 5 — 30— 45
0

Resolvendo a equacdo q(x) = 0, encontramos as outras raizes. Temos:
X —=2x+5=0=x=1—-2ioux=1+2i
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)
EXERCICIOS § 2 i

19 Sejaaequacdo: - (x+ 2)*- (x—1)2- (x+6) =0, - 25 Qual é a multiplicidade da raiz 4 na equacao:
determine:
Xt — 10x3 + 24x2 + 32x — 128 = 0?

a) as raizes e suas respectivas multiplicidades; , .
) P P Qual é a outra raiz?

b) seu grau;
€) seu conjunto solucéo. 26 Aequacdo x3 — 75x + 250 = 0 apresenta m (com
m € R) como raiz dupla e —2m como raiz simples.
20 As raizes de uma equacdo polinomial sdo 4, 2 e 0, Determine o seu conjunto solugao.

com multiplicidades 2, 1 e 1, respectivamente. _ _ o
27 O polindmio 4x* + 12x3 + x2 — 12x + 4 é divisivel

por x? + 4x + 4. Quais sao as raizes desse polind-
b) Escreva uma equagao polinomial que satisfaca mio e as respectivas multiplicidades?
tais condigoes.

a) Qual é o grau do polindmio?

28 Parte do grafico da funcao p: R — R definida por:
21 Em cada caso, escreva uma equacao algébrica que

— 3 2
satisfaca as condicoes: P() = x* +ax’ + bx + ¢

S o com a, b e c coeficientes reais, esta representada
a) -3 éraiz dupla e 5 é raiz simples.

a sequir:
b) 2, 3i e —3i sdo raizes com multiplicidade 2, 1 e y
1, respectivamente. 9
22 Resolvaaequagdox* —3x* — 13x* + 51x — 36 =0,
sabendo que 3 é raiz dupla.
23 Seja a equacdo 4x> — 19x2 + 28x + m = 0. De- o 3 X
termine: /

a) m, sabendo que 2 é raiz dupla dessa equacao;
. Sabendo que p(x) é divisivel por (x — 3)?, determine:
b) a outra raiz.
a) os valoresde a, bec;

24 Resolva a equagdo x> — 2x* — 7xX3 — 4x2 = 0, b) as raizes da equacao p(x) = 0, com as respec-
sabendo que —1 é raiz dupla. tivas multiplicidades.

I3 Relacées de Girard (relagdes entre
coeficientes e raizes)

Algumas relacdes entre os coeficientes de uma equacao polinomial e
suas raizes, conhecidas como relacoes de Girard (Albert Girard, matemati-
co francés, 1590-1633), constituem uma ferramenta importante no estudo
das raizes de um polinébmio quando conhecemos alguma informacéo
sobre tais raizes.

Vamos obter essas relacdes para as equacdes do 22, 32 e 42 graus e, a partir
daf, generalizar para uma equacdo de grau n.

Equac¢ao do 22 grau

Sejamr, er, as raizes da equacao ax* + bx + ¢ = 0, com a # 0. Pelo teorema
da decomposicao, sabemos que:

ax’ +bx+c=a-(x—r)-(x—r)
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Dividindo os dois membros por a (com a # 0), temos:

b c
2 — 2 .
x+ax+a—(x Xr, = xr, +r, 1)
b c
2 = x2 .
Xt X+ =X (rp+r)x+r -,

Da igualdade de polindbmios, segue que:

Como a soma das raizes é4 + (—7) =

= —3eoproduto é4 - (=7) =
b C
= —28, temos: 3= -3 ey =

= —28. Escolhendo, por exemplo,

~ . - Sl . , a=1,obtemosb =3ec= —-28euma
Usando as relacdes de Girard, escreva uma equagdo algébrica (de grau 2) cujas raizes

sejam4e —7.

possivel equagao é x? + 3x — 28 =

= 0. Em geral, sendo Se P asomaeo
produto das raizes de uma equacédo do
22 grau, uma possivel equacédo é

X! =S-x+P=0.
EXEMPLO 4

Para obter a soma e o produto das raizes da equacdo 5x — x — 3 = 0, ndo é necessario resolvé-la.
Ser, er,sdo as suas raizes, usando as relacoes de Girard, temos:

soma: r, + r2=_Tb= —%=%
c 3 (Observequea =5,b=—-1ec= -3)
Produto: r, -1, = FE
- |
Equacao do 32grau
Sejam r,, r, e r, as raizes da equacao ax’ + bx* + cx +d = 0, coma # 0.
Temos:
ax’+bx+ax+td=a-x—r)-x—r) x—r)
Dividindo os dois membros por a (com a # 0), temos:
x3+%x2+%x+%=(x—r1)-(x—r2)'(x—r3)
Efetuando as multiplicacdes e agrupando os termos semelhantes, temos que:
X3+%X2+%X+%=(XZ—XI’Z—XI’1 +rr)-x—r)=
=x + %xz + %x + % =X —(r,+r+r)X+ (o Frr)x—r-r-r

Da igualdade dos polinbmios, segue que:

b
r1+r2+r3——?
+ . + —L
rn-n o rn-rn= a
d
ror-r=——
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EXEMPLO 5

Vamos escrever as trés relacdes de Girard para a equacdo 2x> — 4x? + x + 3 = 0, considerando
r, s e t suas raizes.

Observe que os termos desse polindmio estdo ordenados do maior ao menor expoente de x e,

desse modo, seus coeficientes sdo identificados por:a =2, b= -4, c=1ed = 3.
Temos: 4
rrstt=-2- A,
a 2
_c_1
r t+s-t =5
__d__3
r-s-t= P

Equacao do 42grau

Sejamr,, r, r er,as raizes da equagdo ax* + bx® + x> + dx + e = 0 (com a # 0).

A decomposicao desse polinbmio em fatores do 12 grau é:
axt*t+b+ad+dxt+te=a-x—r)-x—r) - x—r) - x—r)=
=sax'+b+aod+dxt+e= a-[(&—x(r,+r)+rr) &—x(r;+r)+rr)]=
=ax*+thbd+od+dx+te=a-[x*—x(r +r,+r,+r)+

+x2-(rr, oo, ) —xe(nor o, Forer, o) e

123 2'3 4
Dividindo os dois membros por a (com a # 0), temos:
4 b 3 2 d 4 3
e x + x+——x =X+, +r+r)+
2.
+ x (r1rZ + rwr3 + r1r4 +rr ) —xe (o, e +ooer) e,
Da igualdade dos polindmios, segue que:
_ b
LA, =

_C
r.r, + rr + rr, + r2r3+ r2r4+ rr,= ?

d
Mo o, e nnn= - —

EXEMPLO 6

Sendo r, s, t e u as raizes da equacao x* + 4x3 + 5x2 — x + 2 = 0, vamos escrever as quatro
relacoes de Girard.

Os coeficientes de p(x) ordenados do maior ao menor expoente de x serao representados por

a=1b=4c=5d=—-1ee= 2 Assim, temos:
fhsttru= -2 -2y
a 1
r~s+r't+r'u+s-t+s'u+t-u=%=1i=5
d -1
r-s-t+r-s-u+r-t-u+s-t-u=—?=—1—=1
r~s~t-u=£=£=2

a 1



Equa¢do de grau n

Sejaaequacdoax"+a x"'+..+ax+a =0,coma #0,er,r,..r
n n—1 1 0 n

Equacdes algébricas

1”2

suas rafzes. Por meio de raciocinio anadlogo aos anteriores, temos que:

n

n—1
n

das raizes tomadas duas a duas)

r1-rz-r3+r1~r2~r4+...+rn72~rn71-rn

produtos das raizes tomadas trés a trés)

a

a,
n

EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Sejamres as raizes da equacao 2x? + 6x + 7 = 0.

Sem resolvé-la, obtenha o valor de:

r S

b) r* + <2

Solucao:

1 1 s+r
a) Como - + -~ = podemos usar as

relacoes de Girard:

b 6
+ = —_—— = —— = —
s+r 3 > 3

Assim, o resultado pedido é:
-3 6

7 7

2

b) Como (r + s)? = r> + 2rs + s?, temos que:
(r+sP—2rs=r+¢?
— inad

soma produto

an71 It
n+r+..+r = B (soma das n raizes)

a
ror+ror+ . +r -r  =-%(somados produtos
n a

an73

(soma dos

n

.+ 1= (=1)"- =2 (produto das n raizes)

8 Resolva a equagdo x> — 8x* + 19x — 12 = 0,
sabendo que uma das raizes € igual a soma das
outras duas.

Solucao:

Sejam r,, r, e r, as raizes procuradas. Escrevendo
as relacoes de Girard, temos:

r,+r,+r,=38 1
rer+rn-rp+r-r=19 2
ror-r,=12 3

Do enunciado, temos que:
r=r+r, @&
Substituindo 4 em 1 :
n+r+rn=8=2r=8=r =4

E/_/

I

O polindmio dado é, entao, divisivel por x — 4:

4|1 -8 19 -12

| 1 -4 3 0
As demais raizes sequem de:
XX —4x+3=0=x=1Toux=3

S={1,3, 4}

229




230

CAPITULO 9

9 Resolva a equacdo 4x3 — 13x2 — 13x + 4 = O,
sabendo que duas de suas rafzes sao niimeros
inversos (ou reciprocos).

Solucao:

As raizes que a equacao possui podem ser repre-
sentadas por:

Escrevemos as relacdes de Girard:
13

r1+r2+r3=4 2
rw-r2+r1~r3+r2-r3=—% 3
roerr=-—1 4
Usando 1 , podemos escrever em 4 :
r1~r2-r3:—1=>%-l-r3=—1=>r3=—1
1

®
EXERCICIOS

29 Sejamr, er, as raizes da equagdo x> — 3x + 6 = 0.

Determine:

a)r, +r, d) r’ +r?

b)r -r, e) (4r,+1)-(4r,+ 1)
1 1

c) I’_ + r— f) (-7!’1 — 7r2)2

1 2
30 A equacdo —3x2 + 2x + m = 0, em que m ¢
uma constante real, admite duas raizes reais cuja
diferenca é —L.
3
a) Obtenha as raizes da equacéo.

b) Determine o valor de m.

31 A soma e o produto das raizes da equagdo qua-

dratica 4x? + ax + b =01(a, b € R) séo%e%,
respectivamente. Determine:
a) os valoresde a e b;

b) as raizes da equacao.

32 Aequacdo x’ + px + 54 = 0, em que p é um co-
eficiente real, admite duas raizes, r, er,, tais que

2r, = 3r,. Qual é o valor de p?

Assim, o polinémio dado é divisivel por x + 1:

-13 =13 4
=17 41 0

—1| 4
| 4

As outras raizes seguem de:

4> = 17x+4 =20 =>x=4oux=%

10 Qual é a soma e o produto das raizes da equacao
X5+ 2 =0?

Solucao:

Os coeficientes de x>, x*, X3, X%, x e o coeficiente
independente sdo, respectivamente, iguais a 1, 0,
0,0,0e2, eosrepresentaremos por: a=1, b =0,
c=0, d=0 e=0ef=2.

Assim:
, , b
A soma das raizes é: —= 0

O produto das raizes é: —% =—-—=—=-2

s FACA NO
¥ CADERNO

33 Dada a equagdo —x> — 2x2 + 6x — 5 = 0, com

raizesr,, r, er,, calcule:

ar, +r,+r,
b)r -r,+rr,+r -1
Qro-r,er
1 1 1

d) + +

L P e O P
e)1_+L+i

rW rZ r3

34 Resolva a equacdo x> — 9x? + 26x — 24 = 0,
sabendo que suas raizes sdo nimeros inteiros e
consecutivos.

35 Resolva a equacdo 2x> — 13x> + 22x — 8 = O,
sabendo que suas raizes sao positivas e uma delas
é igual ao produto das outras duas.

36 Os numeros complexos 3 — 4i e 3 + 4i sao rai-
zes da equacao x* + px + q = 0. Determine os
valores reais de p e q.

37 A equacdo ¥ — 3x> + mx + 12 = 0 (m é um
coeficiente real) tem duas raizes opostas.

a) Determine o valor de m.
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b) Determine seu conjunto solucéo. 41 A equacdo X — 30x2 + mx + n = 0 (m e n coe-
¢) Escreva uma equacéo algébrica do 32 grau cujas ficientes reais) admite como raizes trés ndmeros
raizes sejamr, + 3,1, + 3er, + 3,sendor,, inteiros pares e consecutivos.
r, e r, as raizes encontradas no item a. a) Quais sdo as trés raizes dessa equacao?

b) Obtenha os valores de m e n.
38 As raizes da equacdo x* + 21x* + mx — 729 = 0,

em que m € R, s3ao, respectivamente, um certo - 42 Sabendo que 1 é a raiz tripla da equacao
nUmero real, o quadrado desse nimero e o cubo X = 3x* + 4x3 — 4x2 + 3x — 1 = 0, resolva-a.

desse primeiro nimero. _ _
43 A seguir estd representada parte do grafico da

2 ?
a) Qual € o valor de m funcao f, decrescente em R, dada por:

b) Quais sdo as raizes dessa equacao? f(x) = —2x3 + px& — 44x + q, em que p e q 530

39 Determine o valor da soma (S) e do produto (P) coeficientes reais. y
das raizes de cada equagao: Sabendo que o produto de
a) (x—2) - x+3)-(x—1 =0 toda;Sas raizes d.o polinémio
b) X — 3¢+ 2x—1=0 é - determine: ,% 0 X
Q) X —4x+2=0 a) o valor de p;
d)x+x—3=0 b) o conjunto solucéo da

equacao f(x) = 0.

40 Resolva a equacdo x* — 10x* + 31x — 30 = 0, - 44 Resolva a equacdo x* + 4 — 2x2 — 12x + 9 = 0,
sabendo que uma raiz é igual a diferenca das sabendo que ela admite duas raizes reais, cada
outras duas. qual com multiplicidade igual a 2.

I3 Raizes complexas

Quando resolvemos a equacdo x> — 2x + 5 = 0, encontramos as raizesx = 1 + 2iex =1 — 2i.

Observe que as duas raizes sdo nimeros complexos conjugados.

J& a equacdo x? + 4 = 0 apresenta como raizes os niUmeros —2i e 2i, que também formam um par de
numeros complexos conjugados.

Esse fato esté ligado a uma propriedade importante, referente ao nimero de raizes complexas ndo reais
de uma equacao algébrica que apresenta todos os coeficientes reais.

Teorema

Se um ndmero complexo z = a + bi, com b # 0, é raiz de uma equacao polinomial com
coeficientes reais, entdo seu conjugado Z = a — bi também é raiz dessa equacao.

Para fazer a demonstragdo desse teorema, é preciso usar as propriedades do conjugado de um nimero
complexo, apresentadas e demonstradas no capitulo 7.

Dados dois nimeros complexos z, e z, e considerando Z; e Z, seus respectivos conjugados, valem as
seguintes propriedades:

I.z,+z,=2 +2, III.z1-22=z1~z2
II. z, = Z, &z, é um ndmero real V. 77 = (Z,)"
Demonstracao:

Sejaaequagao p(x) =ax"+a x"'+ .. +ax+a,=0coma,a_ _
Da hipétese, z é raiz da equacdo, isto é, p(z) = 0.

IR I coeficientes reais.

az"+a z7'+..+a-z+a=0=az+a z7'+..+az+ta =0
n n—1 1 0 n n—1 1 0
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Usando a generalizacdo da propriedade I, podemos escrever:

az"+a 727"+ ..+az+a=0
n n—1 1 0

De II e III, segue que:

ry n—1 = —
az"+a z7'+..+az+a,=0

E usando IV:
a@"+a @ '+..+az+a,=0

isto é, p(z) = 0, o que mostra que Z é raiz de p(x) = O.
Sabemos que o grau de uma equacédo determina o nimero de raizes em C. Se a equacdo
tiver todos os coeficientes reais, as raizes complexas (nao reais) ocorrem aos pares, o0 que

OBSERVAC()ES Q garante que, havendo um néimero impar de raizes, ao menos uma, obrigatoriamente, é real.

N
* Se 0 nUmero complexo z = a + bi, com b # 0, é raiz com multiplicidade m de uma g

equacao polinomial, entdo seu conjugado Z = a — bi, com b # 0, também é raiz com o

multiplicidade m dessa equagéo. Por que uma equacao
polinomial
de grau impar, com

* Esse teorema nos garante que, em uma equacao de coeficientes reais, as raizes complexas

nao reais sempre ocorrem aos pares (z e z). Assim, uma equagao do 22 grau, com coefi- ficient )

. . . : . coeficientes reais,
cientes reais, por exemplo, pode apresentar duas raizes reais ou um par de raizes complexas

. - . . < apresenta ao menos
conjugadas. Ela ndo pode apresentar uma raiz real e uma raiz complexa (nao real). .
. y, uma raiz real?

®  EXERCICIOS RESOLVIDOS

11 A equagdo x* + mx + n = 0, com m e n coeficientes reais, admite 5 — 2i como raiz. Qual é a outra raiz
que essa equacao possui? Quais sdo os valores de m e n?

Solucao:

Como a equagao apresenta coeficientes reais, se 5 — 2i é raiz, entdo seu conjugado 5 + 2i também é raiz da
equacao.

Usando as relacoes de Girard, é possivel determinar m e n.

A soma das raizes é (5 — 2i) + (5 + 2i) = 10; entio, 10 = —1ﬂ=>m = - 10.

O produto das raizes é (5 — 2i) - (5 + 2i) = 52 — (2i)> = 25 + 4 = 29; dai, 29 = 11:, n = 29.

12 Quantas raizes reais tem o polindmio p(x) = x* — 8x* + 15x> + 80x — 250, se uma de suas raizes é 4 + 3i?
Solucao:

Como a equagao p(x) = 0 tem coeficientes reais, podemos afirmar que 4 — 3i também é raiz e p(x) é di-
visivel por:
x—4—-3) - x—4+3)=x—4)2—-@B) =x2—-—8+16+9=x2—8x+ 25

X — 3¢ 4+ 152 + 80x — 250 | x® — 8x + 25

Facamos a divisao:

-+ 8% — 25%2 x2 — 10
— 4% + 80% — 250
+ .30% — 0% + 250
0

As demais raizes de p(x) sdo obtidas a partirde: x¥* — 10 =0 =x = £410 € R.
Logo, p(x) tem exatamente duas raizes reais.
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®
EXERCICIOS 0 NS

45 Qual é o menor grau que pode ter uma equagdo - 50 Resolva a equagdo 9x* — 18x* + 46x> — 2x + 5 =0,
com coeficientes reais que admite: sabendo que uma de suas raizes é 1 — 2i.
a) 2, —3 e4 + i como raizes simples?

. , . 51 O ndmero complexo —3i é raiz da equacéo:
b) —2 e 2 + i como raizes simples? Escreva uma 0 €ro complexo € equagao:

equacao que satisfaz essa condicao. =23 +x+ax—72=0
¢) i como raiz dupla? Escreva uma equagao que em que a é um coeficiente real.
satisfaz essa condicéo. a) Qual é o valor de a?

, . - -
46 Resolva a equacao X — 9 + 52x — 102 = 0, b) Qual é o conjunto solugao dessa equacao?

+ 5ié zes. <
sabendo que 3 + 5i é uma de suas raizes 52 Aequacio x‘ + px® + g + x + s = 0, em que
47 Aequacio 2x — (@ + 10)x+ b =0,comaeb p. 9, r e s sdo coeficientes reais, admite a unidade
reais, apresenta como raiz o nimero 3 — i. Quais imaginaria i como raiz simples e 2 como raiz dupla.
550 os valores de a e b? Quais sdo os valores de p, q, re s?

48 \Verifique se as seguintes afirmacdes sdo verdadei- - 53 Aequacdox®* + mx2 + 2x+n=0,emquemen
ras ou falsas: sao numeros reais, admite 1 + i como raiz. Quais
a) Uma equacao algébrica de grau 4, com coefi- os valores de m e n?
cientes reais, pode ter 4 raizes reais.
b) Uma equacio algébrica de grau 3, com coeficien- 54 Parte do grafico da fungao polinomial f: R — R,
tes reais, pode ter 3 raizes complexas nao reais. crescente em todo o seu dominio e definida por
¢) Na equacdo do 22 grau ix2 + 2x — i = 0, 0 fx) _:_X3 + mx2.+ nx + p, em quem, nep sao
ntmero complexo i é raiz. Logo, seu conjugado coeficientes reais, ¢ mostrada a sequir:
—i também é raiz.
d) Existe uma equacdo algébrica de grau 4, com
coeficientes reais, cujas raizes s&oi, —i, y2 e+3.
e) Uma equacao algébrica de grau 4, com coefi-
cientes reais, pode ter uma Unica raiz real.

y

49 Seja f: R - R a fun-
cdo representada
pela pardbola ao lado \
e definida pela lei 10
f(x) = ax? + bx + ¢,
com {a, b, c} CR.

Sabendo que, em C,
uma das raizes da 0

X
equacdo f(x) = 0 é o
numero 4 + 2i, determine:
a) osvaloresdea, bec; Sabendo que uma das raizes de f é —i, obtenha
b) as coordenadas de V. o valor de f(2).
\ J

I Teorema das raizes racionais

O teorema seguinte nos ajudara a pesquisar possiveis raizes racionais de uma equacao algébrica com
coeficientes inteiros.

Seja a equacao polinomial de coeficientes inteirosa x" +a_ x"'+ ... +ax+a,=0,coma_#0.
Se o numero racional % pEZeq€EZ*, comp eq primos entre si, é raiz dessa equacao, entao p

é divisor de a; e g é divisor de a .



234

CAPITULO 9

Demonstracao:

Como % é raiz da equacao, temos:

n n—1
an-<%> +a (%) +...+a1-%+a0=0
Multiplicando ambos os membros por g", temos:
a-p"+a_,-p'-g+..+ta - -p-qt+ta g = 1

Isolando a p" e colocando q em evidéncia em "1, segue que:

2

—qf@,_,p" "'+ ... +apg"?+aq’)

(03

n
anp

Agora, isolando a,q" e colocando p em evidéncia, a partir de '1 temos:

3

_p(anpnf1 + an_1pn72q + ...+ a1qnf1)
§

aoq“

Como todos os coeficientes a,, a,, ...,
B sdo inteiros. Em (2 e (3 temos:

a_, p e g sao inteiros, segue que o e

n

ap'=-—-q- o= ’ap =—0€e”Z 4
e
aoq”z—p~B:>—aToq =—pez 5

As igualdades acima obtidas mostram que:
4 a p"édivisivel por g. Como p" e q sao primos entre si, a_¢ divisivel por
q, isto é, g é divisor de a,.

5 'aoq” é divisiygl por p. Como g" e p sao primos entre si, a, € divisivel por
p. isto é, p é divisor de a,.

EXEMPLO 7

OBSERVACAO @

O teorema das raizes
racionais ndo garante
a existéncia de raizes
racionais em uma
equagdo com coeficien-
tes inteiros.
Caso existam raizes
racionais, o teorema
fornece todas as pos-
sibilidades (“candida-
L tos”) para tais raizes.

J

Suponhamos que se queira encontrar as trés raizes da equacdo 3x> — 7x2 + 8x — 2 = 0.

Como nao dispomos de qualquer informagao sobre as raizes dessa equacdo e considerando que

ela tem todos os coeficientes inteiros, vamos pesquisar possiveis raizes racionais.

Por meio do teorema, sabemos que, se a equacao tiver alguma raiz racional, ela serd da forma b,
q

em que p é divisor de —2 e g é divisorde 3, isto é,p € {—1,1, =2,2}eqe {1, 1, =3, 3}.

Os “candidatos” a rafzes racionais sdo, portanto:

1 1 2 2
+1, 1,+?, ?,+2, 2,+?, 3

Seja f o polindbmio dado, fagcamos as verificacoes:

f(%) ~0
;




Como a equacdo é de grau 3 e j& encontramos uma raiz , 0 polindmio dado é
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divisivel por x — 5

Fazendo essa divisdo (pelo método da chave ou Briot-Ruffini), obtemos um quociente
q(x) de grau 2. Bastaria, entao, fazer q(x) = 0 para encontrar as demais raizes.

- : : . . 1
Verificamos que a Unica raiz racional dessa equacao € 3.

Para determinar as demais raizes, lembremos que o polinbmio dado Poderiamos ter encer-

ST 1 S
é divisivel por x — ER rado as verificacbes
depois de encontrar a

‘ 3 -7 8 =2

uu|~

1 .
raiz —-. Explique.
|3 -6 6|0

Assim, as outras raizes seqguem de3x> —6x + 6 =0=x=1—ioux=1+1.

_’I_ . .
S—{3,1 |,1+|}

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

13 Resolva o problema proposto na introducao deste capitulo, na pagina 217.
Solucao:
Seja x a medida do lado do quadrado recortado; o valor de x deve satisfazer a equagao:
2x3 — 53x* +330x — 525 =10
Como essa equacao tem todos os coeficientes inteiros, vamos pesquisar possiveis raizes racionais.
Os divisores de 525 sdo: {£1, £3, £5, £7, £15, £21, £25, £35, £75, £105, £175, £525}.
Os divisores de 2 sdo: {1, £2}.

As possiveis raizes racionaisséo:{i1, J_rL, +3, ii, +5, ii, +7, J_rl, +15, iﬁ, +21, i2—1, +25, i2—5,
2 2 2 2 2 2 2
+35, + 35 475 + 75 4905 + 105 1475 + 173 4 5y5 4 525
2 2 2 2 2
Vamos testa-las até encontrar a primeira raiz; seja f(x) = 2x*> — 53x* + 330x — 525. Temos:
f(1) = =246 # 0 f(=1)=—-910# 0 f(%)=—373¢0
f(~%)=-7015¢0 f3) = 42 £ 0 f(—3)= —2046 %0
3 3
f7=—142,5¢0 f—7=—1146¢0 f(5) =50 # 0
5\ _
f(=5) = —3750 # 0 f3——0

Como % é raiz, f é divisivel por x — %:

%; ‘ 2 -53 330 -525

| 2 -48 210| o0
As demais raizes seguem de:

X, = 18,25
+4 W '
Auw&+zm:o:ﬂ—2m+1%:oﬁx=£i?££<i

X, = 5,75

Observe que x, = 18,25 cm nao pode ser aceito, pois a largura da cartolina € 20 cm e seu comprimento € 33 cm.

Note que, se x, = 5,75 cm, as dimensbes aproximadas da caixa sdo: 5,75 cm, 8,5 cm e 21,5 cm.
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CAPITULO9  Sejax"+a _,-x"'+ .. +ax+a,=0umaequacao com coeficientes inteiros (observe que o coeficiente de x é 1).
Os possiveis candidatos a raizes racionais dessa equacdo sdo elementos do conjunto i, em que p é divisor de a, e q € divisor
de 1, isto é, g = 1. Desse modo, se a equagao admitir uma raiz racional, ela sera obrigatoriamente um némero inteiro.

Assim, seu volume aproximado é:
T # ponseisto:

O valor exato de 1050 s6 é obtido se usarmos, no lugar da aproxi- Se uma equacao algébrica com
; ) o _ {156 coeficientes inteiros e coeficien-
magao 5,75, o ndmero irracional 24416 te dominante igual a 1 admite
Assim, as possiveis medidas do lado do quadrado recortado sao: uma raiz racional, entdo essa
_J156 raiz g necessarlamente inteira.
2 2,5 cm ou N 5,75 cm Explique.
2 2 \ J
9
EXERCICIOS §& drmno
55 Pesquise as raizes racionais da equacao: y
2¢+x*—25x+12=0 o o35 —%
56 Resolva, em C, as equacoes:
a) X —-xX—-x—2=0
b) ¥ —xt—14x+24=0
—-13

57 A diferenca entre o cubo de um nuimero real e o
seu quadrado é igual a soma do triplo do quadrado Representacao
desse nimero com 25. Qual é esse nimero? fora de escala.

. Quiais sao as trés raizes desse polindmio?
58 Resolva em C a equacéo:

X'+ x4+ 2+ 4x—-8=0 62 Observe as figuras seguintes, em que estdo indi-

cadas as dimensdes do cubo e do paralelepipedo:
59 Faca o que é pedido em cada item a sequir:

a) Aequacdo x* — 2x — 7x2 + 6x + 12 = 0 s6

= J
x

admite raizes reais. Sabendo disso, mostre que
todas s&o irracionais. A T
L X . x—3
b) Resolva essa equacédo, sabendo que x> — 3 X 3x
divide esse polinémio. 2

Determine os valores de x para os quais o volume
do cubo excede o do paralelepipedo em 32 uni-
dades.

60 Com relagdo a equacdo x* — 52 + 9x — 5 =0,
determine:
a) o numero de raizes inteiras que ela possui;

b) seu conjunto solugao. 63 O polinbmio x* — 1 divide o polinémio:

61 Uma parte do grafico da funcdo definida por p) =x>—2x* — 8 — x2 + 2x + 8
y = 4x3 — 25x? + 58x — 13, crescente em R, é
mostrada a seguir. Quiais sao as raizes da equagao p(x) = 0?

A equagdo x* — 3x2 + px + q = 0, com {p, g} C R, tem duas raizes complexas ndo reais cuja
soma é —6 e o produto, 25. As raizes reais desse polindmio sdo tais que uma é o dobro da outra.

a) Obtenha as quatro raizes da equacéo.

b) Determine os valores de p e q.
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‘ % TROQUE IDEIAS

Interpretando e construindo graficos de fun¢coes
polinomiais de grau maior que 2 com um software livre

Graphmética é um software livre de matemética que permite, entre varias possibilidades, a
construcao de gréficos de fungdes polinomiais. Veja abaixo a tela de “abertura” do programa.

O objetivo desta atividade é
construir e analisar gréaficos
de fungoes polinomiais de
R em R por meio de um
programa computacional ¥
— o0 Graphmatica. A
construcao do gréfico de
funcdes polinomiais de

grau maior que 2 requer
que o estudante tenha
conhecimento dos conceitos
de limite e derivada de

uma fungao — assuntos
normalmente nao estudados
no Ensino Médio. O uso 3
do recurso tecnolégico é
uma ferramenta auxiliar
importante que permite
ao estudante visualizar e
analisar os gréficos dessas
funcoes.

2014 KSOFT, INC

[ ———— e —

Note que o plano cartesiano é apresentado com um fundo quadriculado, o que facilita a leitura
e a localizacdo de pontos. Acima do plano hd um campo, em branco, no qual deve ser inserida,
por meio de digitacdo, a lei da funcdo. Na barra de ferramentas do Graphmatica ha a opcao, por
meio do campo “view", de se alterar a unidade de medida no plano utilizando os comandos “zoom
in” e “zoom out”.

Para se digitar a lei de uma funcdo em que aparecam poténcias, deve-se usar o simbolo ~ . Por
exemplo, para se inserir 2x3, deve-se digitar 2x ™ 3. Observe que ndo é necessario digitar o sinal de
muItipIicagéo entre o coeficiente 2 e a parte literal x3.  Consulte as respostas nas Orientacées Didaticas.

a) Observe o grafico dey = x> — 4x> — 11x + 30, construido no
Graphmatica, e responda as questoes.
i) Qual é o niUmero de raizes reais desse polinémio?

2014 KSOFT, INC

ii) Quais sdo os pontos de intersecdo do grafico com o eixo das abscis-
sas? E com o eixo das ordenadas?

iii) Para que valores de x tem-se f(x) = 30?
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CAPITULO 9

b) Observe o grafico dey = x> + 8x* + 21x + 20, construido
no Graphmatica, e responda as questoes:
i) Qual é o nimero de raizes reais da funcao?

ii) Quais sdo as trés raizes dessa funcéo?
iii) Em que ponto o grafico de f intersecta o eixo y?

c) O grafico ao lado, feito no Graphmatica, re-
presenta uma funcdo polinomial de grau 3.
Analisando-o, determine a lei dessa funcéo.

2014 KSOFT, INC

2014 KSOFT, INC
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d) Observe o grafico dey = x* — x> — 5x? — x — 6, construido no Graphmatica. Analisando o grafico,

calcule todas as raizes da funcao.

e) O grafico ao lado, construido no Graphmati-
ca, representa a funcdo f: R — R definida por
f(x) = 2x* — 5% — 2x2 — 4x + 3. Obtenha todas
as raizes de f.

2014 KSOFT, INC

2014 KSOFT, INC
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c

Respostas

RESPOSTAS

O ponto

Exercicios

1.

2.

3.

4.

5.
6.

7.

8.
9.
10.
1.
12,

13. A

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21,
22,
23,

H(2, 4); I(=2, =4); J(1,1); K(3, 0); L(=1, 4);

M(=3, =2); N(1, =3); 0(0, 0).

a)E G. e) B K

b) A, L. f) D,FJ.

oClL g) E L

d)H h) A

a) Positivo. c) Positivo.

b) Negativo. d) Nulo.

-3 o0u3.

a) 42 quadrante.

b) 3¢ quadrante.

¢) 4¢ quadrante.

d) 22 quadrante.

A(3, 0); B(0, 3); C(=3, 0); D(0, —3); E(5, 0);

F(0, 5); G(=5, 0); H(0, =5).

{meR| m<0}

m=n=>5

a=b=3

A(0, 0); B(5, 12); C(15, 12); D(20, 0).

BC
(=342, 0); 8(0. 342); 342, 0);

b0, =342 ).
a)J17 d) 4130
e)7

b) 542

Q5 f) V34
5+ 434 +453
7oul.

O ponto D.

-3

25 + 2410 + 1042
213

32 + 2417

Q(5, 5)

P(0, 9)

9) 10
h)4
i) 4

24.
25,

26. m

27,

29, a

30.
31
32.
33.
34,

35.

36. Al
37
38,

39. a

40.
41,

42,
43.
44,

45,
46.

47.
48.
49,
50.

51,

52,

53.
54.

Triangulo escaleno.

(5-0)

=7

(1+«/3—,1+«/3—)0u

(1-43,1-43).

Qualquer ponto P(x, y) tal que
5x = 3y + 5 = 0. Por exemplo:

(0.5): 2 9 (1,05~ ~1)ecc

) (= 3) d) (0,0
)

A

2

b)

N|U1

a e) (7,3)

—

|

<)
1
74
17
Demonstracao.
(=2,0)e(0, 4).

a) (% —3)

b)+34, 10 e4.

A(=1,0); B3, 4) e C(7, —8).
,0) b) 5

z, -3) o (2,3)
d) (4, -5)

-2,

N

—

) f) G.-1)

a

)
a)
b)

23[7),1
o2, 3 3

-

(-2
(-
(-2,3)
) (0, 247)

b) 4
9

;)(52)(1%)‘

(=4, 6); 68 u.a.

a) (2, —2«/3_) b) 4\/? cm?
31 18

(5%

a) Sim. ¢) Nao. e) Sim.

b) Néo. d) Sim. f) Nao.

m=4

Qualquer (x, y) que satisfaca a relacdo
2x =y =1 =0; por exemplo: (0, =1);
(1,1); (=1, =3); (2, 3) etc.

Sim.

Sim.

k#12

a) 5><p + 2yp =-10

b) (=2, 0)

a) Nao.

17 19
(5 T)
-2
a) A0, 0); B o, B); D(O, B).

b) Sim.

5. (0,

1'

2,
3.

,

b)< _13_)

¢) Demonstragao.
19

5
Desafio

a) G(0, 3)

b) Fabio: 140 m; Gabriel: 72 m.

d(z';>

Exercicios

a)—x+2y—4=00ux—2y+4=0
b)-3x—-y—-1=00u3x+y+1=0
c) - 5+ly 4=00ul0x-y+8=0
d) -x+3y+9=00ux—-3y-9=0
A CeD.

a)

o]

1



d)

e)

f)

4.

5.

6.
7

9.

10.

d)u

or

a)t b)s

a)3x+7y+1=0
b) Nao. Nao.

x=2=0
y=5=0

a)y = 5x
b) -9

c) 5x—-y=0

ry—-4=20
sx+1=0
tdx+y=0

a)h=-16x+38
b)22 h

9]
h(cm)

48 oo

i
0 M 5 x (h)

d)1,6x+y—-8=0,comx=0ey=0.

1.
12.
13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.

20'

21,

22,

23,

24'

25,

26.
27.

28.

29,

g(x)=—%x+4

y=0;3x—-y=0;x+y—-4=0.
(3,4)ou (=2, —1).

a)(— 3,3)

VR
b(-+.5)

955

a)(-3,2) b) {13

a) Concorrentes.
b) Coincidentes.
¢) Paralelas distintas.

d) Paralelas distintas.

1
Sim. (1, =1)
p=2
a) ) = 3x2+ 11
gx) =2x—13
17
b) -5
) (22, -12)
7' 7
289
d) ga U-a-
a) Empresa I:

6000x —y + 240000 = 0
Empresa II:
5000x —y + 400000 = 0

b) Empresa I: R$ 240000,00
Empresa II: R$ 400000,00

¢) Empresa I: R$ 6000,00
Empresa II: R$ 5000,00

d) Empresa I: R$ 840000,00
Empresa IT: R$ 900000,00

e) 160 quildmetros

& 8E Den

a) Retdngulo isosceles.

b) Perimetro: 2(2 + 2 ) u.c.; area: 2 u.a.

C1,1); 3+42 +45

a) 45°

b) o tal que tg o = 2.

c) 0°

a) %

b)y = %x (reduzida)
x = 2y = 0 (geral)

a)y=+3x-3
b)y=—x43 +2
dy=-x+1

30.

31.

32,

33.
34,

35,

36.

37

38.
39,

40.

41.

42,

Respostas

a)y=3x-1
b)y=x+3
Qy=-x+3
1,13
d)y_ 5X 5
a)% d) Né&o existe.
b-— o0
3
c) -2 f) 3
a)0,9 ¢) 0,9 g/cm?
b)m=09-V
_ 5x _ 5%
y—Touy——T.
a)dx—-3y=0
- _4
b)y = 3><+8
x—-3=0
AB:y = —xy3
E:y=x3—3«/3—
A—C:y=0
a)1/3—

3 E (B

b)y=—TX+<1+T>

a) A2, 0); B2, 4/2); C(0, 2);
D(—2, 42); E(=2, 0, F{-42, —42),
G(0, =2) e HW2, =42).
b)x—y=0
c) -1

d)1+42

x=3y+5=0

€ y=x43 +3

bly=-x-5 dy=-—
y—2=mx- 3); comm € R ou
x=3=0.
y=3=mx+1);mERoux+1=0.
a)dx+3y-5=0

b)2x+y-1=0

)3x+y=0

dB3x-y+3+43 =0
a)

ay=x-4

b) Coeficiente angular: =2
Coeficiente linear: —1

1
-7
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43,

44,
45,
46.

47,

48.
49,

50.

51.
52.
53,

54.

55.

56.

57.
58.

59,

60.
61.

Respostas

Salario
(reais)

1100 f=======-=-=-=---

Vendas
(reais)

5000

0,04x —y + 900 =0, comx = 0.

f(2) =1, 1(-1) = 10.

f(x) = =3x+ 5

a) 153 reais.

b) 85

c) Azul:32x—y=0;x=0ey=0
Vermelha: 1,4x —y + 153 = (;
x=0ey=0

d) Vermelha: 1,4; azul: 3,2.

a) Paralelas distintas.

b) Concorrentes.

¢) Coincidentes (ou paralelas coincidentes).

d) Paralelas distintas.

y = —3x

9
b)k#—T

¢) Nao existe k € R.
a)3x—-y+1=0
b)2x+5y-8=0
Ox+y+4=0
dy-5=0

a) -3
x+y—-7=0
Demonstracao.

(3 18)(2,3)
0,3;(3, L) (Z.3)
a)x—-2y+7=0

b)5
8+ 434
2

b) 2

4x—=3y+p=0,compeR - {-1}.
A representacdo grafica é o par de retas
paralelas distintas:

y

-~

a)y=x3
b)y=x/3 - 83
Ay-243 =0
ret.

1 7
a)y=—Tx—?

b)yz_%Hz 90. a) 10045 m=223,6m
62. m=10 b) 480 m
63. a) Concorrentes nao perpendiculares. ) (2 ﬂ)
: 25" 25
b) Perpendiculares.
¢) Paralelas distintas. d)280 m
d) Perpendiculares. 91, x—y+2=00ux—y—-2=0.
e) Paralelas distintas. 92, Sx+12y+18=0
64. a)3x+2y-9=0 39
b) Resposta pessoal. 93, a)1lua. [9) 5 ua.
_2 i) _ 21 41
65. a)( 3 3 b) ( 1, 1) b)Tu.a. d)Tu.a.
94, 38u.a.
66 (-5 3) 0 (- ) -
95. a)y = 2x b) 5u.a.
67. E:y——%x+% 96. 9ua.
121
— 97, —ua.
BCy=—2x+7 &5
98. x-2y+8=0
68, m=—-—=en=-2
99, 4u.a.
69. k#2ek#-3 ue
70. a)65 b) 65 100.a) ro,, incluindo r
71, 6x+y+3=0 Y
-3 -3 _ '
72.y—4x+3ouy—4x 3.
73. a)Vv b)Vv oF d)F
74. A, 3); B(4,0); C(1, —4); D(=3, —1). 4
X gy 0 x
75. a) S t3 =1
b)-3x+2y-6=0
B
76, Geral:3x+2y—-1=0 o L
dary = — Sy 4+
Reduzida: y = X+ 5
Segmentéria: + + —1L =1 b) ro, excluindo r
37 y
XY
77. ya—
78. a)6 + 26 b) = ua
79. Resposta pessoal. o
80. (2, -1) x
81, a) Concorrentes.
b) Paralelas distintas.
82, y=2x i) ol
83, (-2,7) -3 B
{10
84. a —5 c) 429
¢) ro, incluindo r
a7 :
b) z d) 0
106
85. 2
17410
86. 30 _?
87, a) Os trés pontos equidistam de r.
b)r// PQ . >
2942 "
88. 0
89, Perimetro: 445 u.c.; drea: 5 u.a.
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o o4 -

d) ro, excluindo r
y
d)x2+yz+2x+4y+%=0
B 20, a) X +y + 2x+ 8y =0
__1_________.——""’ b)+y -17=0
0 .—"'—" ; rou 21, 5
’—___-"'—— 3 X 1. a)x+y=16 22, k>2
b)(x+ 27 + (y = 57 = 9 23. k=57
QK-32+y+22=7 24, x+5/-3=0
d)(x— 47 +y =38 25, 5
2. a)x-3+(y-2¢=4 26. p =4;(-2,3).
o B)(x + 202 + (y — 17 = 1 27, a)X+y +2x—4y—4=0
e) ro, |nc|u|ndory O+ 20 + (427 =4
d)x =172+ (y+4?2=1
143 3. aAx—-12+y—-12=1
X+ 12+ (y—-1)2=1
X+12+y+1)72=1
2= x=1P+y+1)72=1
0 : . b) 4 u.a.
; 4. a)(x+372+y =9
E b)x +y2=9
— _ L)C;
| A—1p+yr o) =2
5 _____r_B_' d)(x — 302 +y*=25 28. a) (7, -2)
5, (x+4)2+(y+3)?=25 b) (-3, 1)
101. ) y-2>0 6. a)(x+37+(y—3=9 29, 3
b) 2x—-3<0 b) Nio.
Q) 4x+3y-12<0 30. a) x* +y? = 1600
2 2 —
d) x-3y+2<0 T ax+y+1r=29 b) 1600r cm?
_ b) Resposta pessoal, por exemplo,
e) 3x-y=0 (x _p5>2 -Il—J(y+ 3;) - g P 31. AceF pertencem a A; B e D sdo externos a
102. a) A E éinterno a .
4 8. k=3ouk=-3.
3 9. (3,7 32. O €A, AeBsioexternos a A, D e E sdo
10. a) (5, 3) b) (7,1) internos a A.
11, a)a=0oua=3. bh)?2 33, k=-24
12, 64 u.a.
- 3 . 13. (5,0) 34, a)k=2ouk=-6. b)12ua.
1 14, (x-372+(y-32=16 35, 2<p<4
15. a) Nao alinhados; (x = 2) + (y — 2)>=10.
b) 16 u.a. ) . . 36. p<-3oup=1.
b) Alinhados; n&o ha circunferéncia.
103. 302 +42)
104 16. a)4x-3y=0 37 m<-1oum>5.
* _ 2 —_ 2 —
Y a b)) (CX(S f)S) * (y3 60) = 81 38. Interno.
. a er=3. 2 2
' k k k?
b) Nao. 9 a5 (-5 -5
9 =1, -3)er=410. b) Externo.
d) Néo. ¢) Externo.
e) Nao. d) O ponto pertence a A.
f) C((-2,2)er=5. 40. a) y
g9)(10,0)er=1. ;
h) Nao.
18. a)C(0,3)er=3.
x+y=4 b)C(-1,-2)er=46. 1
Q2 -3)er=3. B ° x
Desafio D=4, 8 er=A13. 1
) 2k oIl 19, a) (x+ 1+ (- 2P = =
b) Sim. 2,38 km b)x*+y?—8x+4y+11=0
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Respostas
b) y
1
&” ~‘\
. N
. \
' \
,1:’ ‘I-I
1 0 ]
1
Y ’
A ’
. v
~_7_1—'
) Z
1
=1 1
0
=
d) y
- 1.
/" ~~\
’ .
. \
;
=ilf Y
'.‘ 0 |
\\\ P
._:_1—'
41, a) v
/ 2%
L] g
3 H
2 .o x
b) 4

42, a)

b) y

43.

X +y =4
b)
(x = 37 +y?

y

<4

45,
46. a)
9]
b)
d) Y
1______/“:
47,

x

2
\Tea =
2

(3n+2)ua.

area =
2

(m—2)ua.

prag

a

X +y'<4
x=1

k-1 +y <4

2x—3y+ 5 =0

X +y?=4
escola
-2

posto de
satde




48,

49,

50.
51.

52,

53,
54.

57,

58.
59,
60.
61. x

62. a

63.
64.

65.
66.

67.

68.
69.
70.
71.

72,

a) Exteriores. ¢) Tangentes.
b) Secantes. d) Secantes.
a)(5,5)

b) (5, —1)e (=3, 3).

) Nao ha.

Secante.

p=+2y5
a)k=—-1Touk=1.
b)-11<k<1
k<-1Touk>1.

4

a) Tangente. d) Secante.

b) Externa. e) Secantes.

¢) Tangente.

a) 442 b) 3410
a)k=-8

b) -8 <k<1

k< -8
m=1e2r=20«/?.

+y—=2x—4y—-4=0

) 16 + 3479

5
b)2x—y+3»(£—1)=
A=y +3-(=45 -1)=
k=4
a)y+2=0ey-8=0.
b)x+3=0ex—-7=0.
Q)4x+3y+8=0e
4x + 3y — 42 = 0.

VA
99 Y _ 10201
(x - 4y + <y+ 20) 400

Bx-y-2y3 +8=0¢
Bx-y-2y3 -8=0.
x=2P+(y-67=8
(6,8)e(8,6)
(=1,0)e(1,2)

a) Secantes.

b) Exteriores.

¢) Tangentes exteriormente.
d) Tangentes interiormente.

Oe

=22+ +12=16-(y2 —1)e

=22+ +12=16-(2 +1).

Desafio

a) 300 km
b) (x + 6)> + (y — 15> < 100
¢) 100m km?

d)(— 18 51 ) 107,52 km:
5 5

inteiro mais proximo: 108.

1.

2.

3.
4,

6.

7.

a As cOnicas

Exercicios
IR
Aqeg o5 =
XL
b)100 T

R
955 +169 !

a)(=12,0)e(12,0).

b)(=8,0)e(8,0).

) (0,=12)e(0,12).

XZ 2
25 T 7!

Distancia focal =

Respostas 245

16x2+ 15y* = 240 ou

R
15+ T

10. 10

1, a)M _Y1_

12.

13.
14.

15.

9
b)

g2 | y=3e

1

9 4

1 4

(x—2)?
~—79 *

25

16. (-2,2)e(8,2).

17.

18, a)(-50e(50)

a)(3-242,0)e(3+2¢2,0).
(-2, 3+43)el-2 3

x+32 | y+2? y+22

(x+27 (y+1)?

(y =1y
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Respostas

25, (-5,-2)e (3, -2).

26. 14

3
27, =

2 y .

F.(—4,0 F,(8,0)
-2 0 2 6 x

28, a)y’ = 4x b) x> = 16y c) X = =20y
29, y=-— %

30. F(4,0)ed:x+4=0

31. a)F(-4,0)
dix-=4=0
d:x—4=0

d:y+%=0
y
2
0 X
cy+ Lo
_13 d‘er2 0
1
9#(.0)
d'x+1—=0
' 4

il

32, =
33, a)(x—3)?=4y—-2)

4%
4

34, (5, -3)eV(2, -3)
3. y=—1
36. (0, 3)

37, v =16-(x-2)
38, (x+22=-12-y

39, x* =4y
40, a)Elipse:a=42;b= g; C(0, 0).

b) Elipse:a = 5; b = 3; C(2, —1).
) Hipérbole: a = «/?; b=2C-3,2).
d) Pardbola: p = 2; V(1, 3); F(2, 3).
e) Parabola: p = 6; V(2, —3); F(2, 0).
f) Elipse:a=3;b = «/?,' C(-3, 3).
41, (1,1)e(1, -1).
42, {7, -2), W7, 2. (-7, 42). W7 . 42}

43. Dois pontos: (2, 2) e (0, 2).

30417
17

44,

45, |2

46. 2x—4y+7=0
41, -5 <ms45
1

48. msT

49, a) A242,1); B(=242, 1); C(=242, =1) e D(242, = 1).
b) 1
50. 3

Desafio
Alternativa b.

Estatistica basica

Exercicios
1. a)0,54 ¢) 46%
b) 57 d) Aproximadamente 115°.
2. a)360 b) 90° e 270°. ¢) 78

3. a) 3800 litros por segundo.
b) Aproximadamente 16,1 bilhoes de litros.

¢) Gréficos de linhas, pois os valores do volume de 4gua economizado
variam no decorrer do tempo.

4. a)F; 9688 < < de 33455,
b)V
¢) F; aumento aproximado de 20%.

d)Vv
e) F; a taxa média de variacdo em 2012-2013 é maior que o quadruplo
da taxa em 2013-2014.



5.

7.

9.

a)70 d) 1384700
b) 13234100 e) 50,4° = 50° 24’
) 3,5%

a) Aresposta é pessoal. Uma boa sugestéo é considerar que cada avido
representa 1500 operacoes.

—f— e
< sl =g

SETUP

aeroporto IT

aeroporto IIT

—sglfe s

aeroporto IV

=g —gp— —gp=— -l —g

b) 88,5° = 88° 30’
a) Na tabela foram feitos arredondamentos de até 4 casas decimais.

aeroporto V

L Frequéncia
mortalidade q Frequéncia relativa
! . absoluta
infantil
10 F13 8 0,2963 = 29,63%
13 =16 2 0,0741 =7,41%
16 —19 8 0,2963 = 29,63%
19 22 6 0,2222 = 22,22%
22 =25 3 0,1111=11,1%
Total 27 1,0000 = 100%
b) Porcentagem
=
@ 29,63% 29,63%
22,22%
11,11%
7,41%

10 13 16 19 22 25 Taxade

mortalidade

a) Regiao P: 6750000 habitantes.
Regido Q: 10500000 habitantes.

b) 50 habitantes/km?

a) Muito insatisfeito: 28° 48'
Insatisfeito: 115° 12"
Satisfeito: 126°
Muito satisfeito: 90°

b) 630
c) 48°

10.
11.
12,

13.
14.
15,
16.
17.
18.

19.
20.
21.
22,
23,
24,
25.

26.
27.
28.

29,

30.
31

32,

33,
34,

35,

36.

Respostas
Alternativa b.
a) 33,3% b) 13,3%
a)223 ) 0,1333.. €3
b) 8,4 d)5
R$ 300,00
a=4
2,68 kg
a) 13 b) 10 c) 12,6
a) Mulheres. b) 24 homens e 56 mulheres.
a) 60
b) Aproximadamente 0,82.
c) 108°
82
0,125
a) Néo. b)9,5
a) R$ 15250,00 b)R$ 1270,83 ¢) R$ 1475,00
a) 152 b) 2,3 filhos.
a) 6,125 b) 49
a)Vv

b) V; a folha de pagamento era de R$ 110320,00.
¢) V; a média salarial seria R$ 2858,00.

d) F; o salario médio seria R$ 2994,40.

a)2m b) 2,10 m
a) 3500 b) Nzo.
145,5

a)M =3,2; Me = 3; Mo = 4,
b)M = 17,6; Me = 18; Mo = 18.
) M= 3; Me = 3; ndo hd moda.
d)M = 13,5; Me = 14; Mo = 15.
e) M= 43,7; Me = 43,5; ha duas modas: 43 e 44.
x=14ey=20.
a) 2370
b) Média: 1,84 banheiro.
Moda: 1 banheiro.
Mediana: 2 banheiros.

a) Média: 2470,43 bilhdes de ddlares.
Mediana: 459,50 bilhdes de ddlares.
A média foi “influenciada” por um valor discrepante: o PIB norte-
-americano.

b) Eliminando o PIB dos Estados Unidos; a nova média é aproximada-
mente 809,35 bilhdes de dolares.

a) R$ 600,00 b) 3

a) Média: aproximadamente 1,21.
Mediana: 1,5
Moda: 2

b) 1

a) Média: 43,98 °C.

Mediana: 43,9 °C.

H& duas modas: 42,7 °C e 43 °C.
b) 45,3 °C
a) Média: 3,§

Mediana: 3

Moda: 3

247
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37

38.

39,

40.

41,

42,

43,

44,
45,
46.
417,

48.

49.
50.

51.

52,

Respostas

b) Nao; nao.
¢) Sim; resposta pessoal.
a)o’=1,0=1,a=3.
b)o?=2;0=141;a=4.
¢)6?=10,286;6=3,21;a=9.
d)o’=0;6=0;a=0.
e)o’=1,0=1a=3.
a) 533 (reais)?
b) Aproximadamente 7,30 reais.
) 24 reais.
a)M =04 erro/pagina
Me = 0 erro/pagina
Mo = 0 erro/pagina
b)o? = 0,44; 6 = 0,66.
a)A:4,B:2;C:8eD:6.
AordeméB—-A-D-C
b)o = 2,61,0,=2,28
Mais regular: D
¢ o, =126;0,=0,89

Mais regular: B

Regido Sudeste, pois o(Sudeste) = 1,74 e

o(Centro-Oeste) = 1,82.

Pedro: 6?2 = 1,7

Paulo: ¢2=2,3

Mais homogéneo: Pedro.
a)x = 1512 reais

o = 456 reais

b) Diminuir, pois os salarios dos novos fun-
cionarios sao inferiores ao salario médio

dos 20 funcionarios antigos.
4 alunos.
Candidato B.
5%
a5 b) 2 6
Regido A: DM = 1
Regido B: DM = 2,4
Na regido A.
444 reais.
a) 220
b) Aproximadamente R$ 690,90.
c) De R$ 500,00 a R$ 700,00.
d) Aproximadamente 38,64%.
a) 170
b) 98 kg
¢) Aproximadamente 97,1 kg.
d) Aproximadamente 19,4 kg.
a)R$ 108911,00
b) R$ 153571,00

53. a)

Frequéncia
absoluta

SETUP

0| 32 42 52 62 72 82 92

Taxa de
ocupacao
(%)

b) Taxa média: 60,75%
Taxa mediana: 58,92%
Classe modal: 52% + 62%

c) 14,44%
54. a) Média: aproximadamente 30,08 °C.
Mediana: aproximadamente 29,77 °C.
Classe modal: 28 °C + 31°C
b) Variancia: aproximadamente 8,95 (°C);
desvio padrao: aproximadamente 2,99 °C.

55. a) 50%

b)x = 81,4 min
Me = 75 min
9]
Frequéncia 5
absoluta Q

120 180 240 Tempo
(minutos)

0 60

X = 82,5 minutos; Me = 78,9 minutos;

6 = 48,7 minutos.

Desafio

a) A média aumenta duas unidades; a
varidncia nao se altera; o desvio padrao
nao se altera.

b) A média fica multiplicada por 2; a varian-
cia fica multiplicada por 4 e o desvio
padréo fica multiplicado por 2.

¢) Amédia éreduzidaem 20%; a variancia
é reduzida em 36% e o desvio padrao é
reduzido em 20%.

Matematica

Financeira

Exercicios

1. R$57,80

2. a)R$44,80 b) R$ 168,00

3.

4.
5.

6.
7.

9'

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.
18.
19.

20.
21,

22,
23,
24,

25,
26.
27,

28.
29.

30.
31.
32.
33.

34,

a) 12,5% b) R$ 432,00
a) 16% b) R$ 1507,05
a) Aproximadamente R$ 1,18.

b) R$ 1647,24

c) R$ 2351,25
B<A=C(B=20%¢eA=25%)

a) R$ 3500,00 b) R$ 134,40
a) R$ 1250,00

b) R$ 1100,00

a) 1250 m?

b) Aproximadamente 6,98%.
a)1,38-p e 132-p
b) 1,105 - p f) 0,68-p
c) 0,97 -p g) 1,04-p
d)0,876 - p h) 1,331-p

a) Sim; o cliente pagaria R$ 48,00.
b) 4%

a) 33%

b) Aproximadamente 31,43%.

) Aproximadamente 25,38%.
Mais vantajosa: I

Menos vantajosa: III

a) X b) Y

a) R$ 105,20

b) Aumento aproximado de 1,79%.
Aproximadamente 16,36%.

R$ 16,00

275%

a) 25% o) 30%

b) 16,6% d) 104%
10%

a) R$ 26,40 ¢) RS$ 76,80
b) R$ 324,00 d) R$ 235,20
R$ 310,00

5% a.m.

a) R$ 480,00 ¢ R$6125,00
b) R$ 352,80

Aproximadamente R$ 1,02; R$ 1,09.

20 dias de atraso.

c) 180 meses.
d) 16 meses.

a) 20 meses.
b) 40 meses.
a) 25% ao més.
a) R$ 2280,00
b) Aproximadamente 11,1% ao més.
3,5% ao més.
R$ 30000,00
a) R$ 3750,00
b) R$ 12000,00
Rafael: R$ 1800,00
Gabriel: R$ 2200,00
a)J =R$ 24,73; M = R$ 324,73.
b)J = R$ 1989,64;

M = R$ 4489,64.
¢) J =R$56,09; M = R$ 156,09.
d)J =R$ 114,25, M = R$ 1014,25.

c) R$5200,00

b) 12,5% ao més.



35,
36.

37

38.
39,

40.

41,

42,

43,

44,
45,

46.

417,

48.
49,
50.
51,
52,
53.
54.
55.

56.

57.

59‘

0O fundo de renda fixa.
a) R$ 1307,10
b) R$ 1425,45
a) 1 ano: R$ 2120,00
2 anos: R$ 2247,20
5 anos: R$ 2700,00
10 anos: R$ 3645,00
b) 151 meses; 350 meses.
R$ 500,00
a) R$ 8000,00
b) 60%
) 15 anos.
a) R$50000,00
b) R$ 1550,00
20% a.m.
7 anos.
a) 60% a.a.
b)R$ 2531,65
12 anos.
a) Aproximadamente R$ 26,85.
b) 7,4% de valorizacéo.
a) Lucro de R$ 30,00; percentualmente o
lucro é de 0,625%.
b) 15% de valorizacao.

a) 4 anos. c) 9anos.

b) 6 anos. d) 12 anos.
100% por semana.

a) 35% b) R$ 256,00
R$149760,00

20% ao ano.

41

a)R$ 127584,00 b) 4,5 anos.

Alternativa c.

a) Juros simples: (660, 720, 780, 840, 900) (1)
Juros compostos: (660; 726; 798,60;
878,46; 966,306) (II)

b) (I): PA. de razéo 60.

(ID): P.G. de razao 1,1.

¢) Aproximadamente R$ 66,31.

a) R$ 400,00

b) Juros simples; 5% a.m.

) R$ 640,00

a) R$ 6000,00

b) Juros compostos; 20% a.a.

) Sim.

a) Juros simples.

b) 30% a.a.

a)Vv

b)F; arazdo é1,12.

vV

d) F; o valor é 600 - 1,12°.

e)V

¢) R$51000,00

Desafio

a) 10% ao ano. c)38

b) R$ 50000,00

Numeros
complexos
Exercicios
1. a)(3,3) d) (6,2)
b) (—14, 5) e) (3,-1)
€) (3x— 3y, 7x + 2y) f) x -y
2.
Im(z)
24---- «Q
Mool
L :
2 0 1 Re(z)
-1t
3., x=-2ey=-1.
4 a)-1 d) 1 g) -i
b) —i e) i h) 1
Qi f) —1
5. a)-i d) -1
b) 2048i e) 1
c) —i f) —1-
6. a)-1+i b) -1
7. a)3-2i d) (0,5)
b) -4 + 3i e) (-5,0)
) 4i f) (=3, 1)
8. a)Rez) =4elm(z) =5.
b)Re(z) = Im(z) =
) Re(z) = - %e Im(z) = %
d)Re() =0elm(z) = — 43
9. aym=3 b) m=-3

10. m=-2en#0.
v=3n,comn#0ew=4.

11, a)x=1 ¢ x<1
b)x = -5 d) x<2

12, aym=—-4en=4.
b)m=-7en=5.
¢gm=3en=7.
dm=1en=2.

13, a)-10+ 7i c) —1+6i
b)4 + 2i d) 3+5i

14, u=iev=2-6i
15. a) {-10i, 10}
b){3+i 3-1
) {2 +5i, 2 - 5i}
d){-1, 1, =3i, 3i}
o {-2, W2, -3, i3}
f (=1, 1, -2i, 2i}
16. a) {0} b) {0, 7+ 3i, 7 -3i}
17, a)2 +3ie—-2-3i
b)N2 +iW2 e =42 - iW2.
NI I L P P
c) 5 + 5ie > 5

18.

19.
zo.

21,
22,

23,

24,
25,
26.

27.

28.

29'

30.
31.

33.

34,
35.

36.
37

38,

Respostas
o LT
)5 -—e- 5+ i
a)7 + 3i e) 2
b) —14 + 2i f) -5-12i
c)12-3i g) 18i
d) 25 — 50i h) 2+ 11
a)16+Li b) —21 - 20i
a) 32 c) —-64
b) -2 - 2i
a)x== b) x=—6
2
a)—1-5i o -2i
b) -2 + 2i d) -2 -2i
a) (2, 3) c) (63, —16)
b) (-8, —1)
z=a+3i,emquea ER.
z=-5-4i
a) z é um numero real ou um imaginario
puro.
b)z=0z=-2i,z= -3 +iou
2=J3_+i.
cz=1+iouz=-1-1
6 . _1 3.
a)—TI e)z= 5 5|
b)—-1+i f) =1+
g9 3, o, 10 15,
25 250 9ET3TA3
_ 3 3.
d)-i h)z= > =5l
3 4 . 4 3
a)2—5+ﬁl C)E—Z—SI
7 24
b~ 525~ %5 !
1 5 .
T+TI
a=6
m=-2,z=
1+ _
32, T
a)ﬁ c 5 e) 4
2
b)5 d) 4 f)i;
4i
a) 26 c 2
2
b)% d) 25
x=-2
a)1/26
b) {10
Q445
a) Im(z)
0 Re(2)

249
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Respostas

b)

Im|

(z)

A
N,

Re(z)
o) Im(z)
2 y=2
0 Re(z)
-2 y=-2
d) Im(z)
A
-4 0 f4 Re(z)
- 1 .
e)
Im(z)
2
2!j Re(z)
=2
f) Im(z)
1
0 Re(z)
—1T
-3
39. a)30° f) 90°
. 4
b) 330 3
c) 135° h) ©
d) 120° ) HE
. S 3n
e) 225 j) )

40.

41,

42,

43.

44,

6, =0%86,=060%6,=120%6,=
0, = 240 6, = 300°.
a) z = 5(cos 150° + i sen 150°)
b) z = 2(cos 90° + i sen 90°)
¢) z = 2(cos 300° + i sen 300°)
d) z = cos 60° + i sen 60°
e)z=4(cosm + isenm)
f)z—3«/—<cos—+|sen%)
g)z—5«/_<cos—+|sen%Tn>
I S
h)z = cos 5 +isen 5
D 2o (os 2B 4 i gon AT
i) z 2(cos 3 +isen 3>
. 3n 3_n>
j)z= 2<cos 5 + isen >
I IR PR I
a)z= 3 yiez =——i
2
b)z = g(c05315°+|sen315)
72 %(c05270°+|sen 270°).
a)z=-2+2i3
b)z=-3-3iy3
c)z=3i
d)yz=-i
e)z=—£—Li
2 2
f)lz=-43 +i
g)z=-1+i
342 342
hﬁ:i_ii
a)x—cos32—n+|sen3—7E

2

B P
(s Z 0 )

b) x = 2(cos 210° + i sen 210°)
y = 4(cos 300° + i sen 300°)

45, z=5«/2—(c056+isen 0),
come—i3—nﬂe7—7t
T4 4 4 4
Desafio

S=

3n
{cos 5 i sel 2 . €055 i sel

= {i, —i}

Polindbmios

Exercicios

1. acfeg.

2. a4 d) 14
b)3 e)3
7 f) 0

3. a)10 c -1 e) 1

b)% d) i

180°%;

3n) _
2

g)1
h) 120



4.
5.
6.

7

8.
9.

100

1.
12,
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19,
20.
21,
22,
23,

24,
25,

26.
27.

28.
29,

30.

m#—«/Z—emaé«/Z—.
k=2ouk=-2.
m#4dem+# —4=grau§;
m =4 = grau5;

m= —4 = grau 4.
a)Sim;m# =2em# 2.

b) Sim; m = 2.
¢) Néo.
a=0eb=2.

a=1;b=5;c=5ed=%.

a)3

b) -1

c) -3

3,1+ 2i

-9
a=leb=2
X+ 3

a) 1 —3i

a) Sim.

X+ 4
a=-leb=-2.
m=0,n=1ep=-i

d) -2 -3i

e) 2-5i
9

-

b) 10 + 4i
b) 1275

m=-4en=1.
a=1leb=-1

6

a)C + 22X —4x+5

b)x +x2—2x+5

) =X+ 3x2—3x+7

d) —2x* + 5¢ — 15X + 16x — 16
e)4x — 32+ 2x+ 2

a=4,b=-4ec=3.
a)B3—ix+2i c) 3ixt — 2x
b) 2x + 2i

a=3eb=-3

a) Grau 8.

b) Grau menor ou igual a 4; podemos obter também o polinémio nulo
para o qual ndo se define o grau.
¢) Grau menor ou igual a 4; podemos obter também o polinémio nulo
para o qual ndo se define o grau.
d) Grau 6.
a)Vv b) F
a)qx) =x+2erx) =9
b)q(x) = —x+ 4er(x) = —6x + 5.
c) q(x) =5+ 3x+ 18 e
r(x) = 16x + 71.
d)gx) =3x* +3x+ 2e
r(x) = 3x2 — 5x — 1.
e)qx) =0erx =4x—1.
f) gx) = =5+ 4x+ 7e
rx) = —=11.
g) qX) =x + 3ier(x) = —6.
a) Sim; q(x) = x — 3.
b) Nao; q(x) = x2.
c) Sim; q(x) = 2x + 1.
d) Nao; q(x) = x* + x — 3.

Qv d)Vv

31.
32,
33,

34,
35,
36.

37
38.

39.
40.
41,

42,
43.

44,

45,
46.

47,

48.
49,

Respostas

2

XZ

Grau de q igual a 4; grau de r menor que 3 ou r(x) = 0 (polindmio

nulo).

m=0en=2.

3x—1

a)2x+ 1

b) Nao.

Xt = 2x+13

a) 14

b) 35

a)4

0

m=0en=-2.
5 11

—TX+T

3x + 1

c) Sim; 10x2 + 4x — 8.

c) 12
d) 1
b) —50

e) 12
f)y —17-2i
c 1

a)qx) = =2x2 = 2x — 11;
r(x) = —32.
b) q(x) = 9x = 6; r(x) = 16.
Qqx) =x —x —2x+3;
r(x) = —5.
d) q(x) = % r(x) = = 1.
-6
a) —48
b) q(x) = 4¢ — 12 + 31x = 91;
r(x) = 225.
qx) = x" = X0+ = x* + 3¢ — 3% +
+ 3x — 3;r(x) = 4.
3
-5

Desafio
S={XER|xsToux=3}

Equac¢odes

algébricas

Exercicios

3.

4.

5.

6.

a)3 +4ie3 -4
(x — 3 —4i)x — 3 + 4.

b)2 e%;Z(x—Z)(x—L)

2

€0, -2 eq2;

2x(x - «\/2—)()(4-«/?)
(x="5 - Kx+3)-(x-2)
(*=4x+5) - (x+3)
a) x> — 2x+ 5 =0, por exemplo.
b) x> — 2x = 15 = 0, por exemplo.
c) 2x* + x = 0, por exemplo.
a) X} — 4x2 — 2x+ 20 = 0, por exemplo.
b) * + 3x* = 10x = 0, por exemplo.
S=1{2,4,-9}

251
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7
8.

9.
10.
1.

12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21,

22,
23,
24,

25,
26.
27.

28.

29,

30.
31

32,
33,

Respostas

D P S
S—{z, 2+ -2 |}

a) -5

b)2 ou —1.

Duas.

-144

a)S=1{0,4, -6}
b)S=1{0,3, -1}
c)S={%,i«/?,—i«/2_}
d)S={-1-ii}
—«/?,Oe«/?.

3+ie3 -

a)o
b)a=1,b=-7ec=6.
¢)S={-31,2}
a)p=0eq=-1.

b)7

c) -1

d)1,

—1+i3 —1-i43
2 ' 2 ’

a)3

b) -3, 0, 3.

Ap=0,g=-9er=0.

S={1+3i1-3i5,1}

aly—-1-y+5
b) 4

Q=1,3,1+i42,1-i42.

a) 0 - multiplicidade 3
—2 — multiplicidade 4
1 — multiplicidade 2
—6 — multiplicidade 1

b) 10

cS=1{0-21 -6}

a)4

b) x* — 10x + 32x2 — 32x = 0, por exemplo.

a) X 4+ x2 — 21x — 45 = 0, por exemplo.
b) x* — 4x3 + 13x* — 36x + 36 = 0, por exemplo.
S={3,-4,1}
aym=-12 b) =
S={-1,0,4}
Multiplicidade 3; —2.
S= {5 -10}
—2 éraizdupla e%éraiz dupla.
a)a=-5b=3c=09
b) 3 é raiz dupla e —1 é raiz simples.
a)3 O+ e 109
b) 6 d) -3 f) 441

11 1
a)?eT. b) —T
a)a=-2eb="5.

1+ W19 1 —iy19
p=150up=—15.
a) -2 ) -5 e %

2

b) -6 d) =

34.
35,

36.
37

38.
39,

40.
41,

42,
43,

44,
45,

46.
47,
48.

49,

50.
51.
52,
53.

54.
55,

56.

57.
58.
59,

60.

61.

62. x

63.

S=1{2, 3,4}

- 2

s-{2,4, 5

p=-6eq=25

a) -4

b)S = {3, -2, 2}

c) ¥ = 12x2 + 41x — 30 = 0, por exemplo.
a)m=—189 b) -3,9e-27.
a)S=0eP=-6. ¢) S=0eP=2.
b)S=3eP=-1. d) S=0eP=-3.
S=12,35}

a)8,10e12.

b)m =296 en = —960.

S=1{1,i -i}

a)p=11
b)S={—17,3+4i,3—4i}
S={1,-3}

a)4

b)3; X — 2x* = 3x + 10 = 0, por exemplo.

c) 4, x4+ 2x + 1 =0, por exemplo.
S={3+50;3- 53}

a=2eb=20.

a)Vv oF e)F
b) F dvVv

a)a=%,b= —4ec=10.

b) (4, 2)

) P I I
S—{1 2,1+ 2i, 3|,3|}

a)-18

b)S = {-3i,3i, 4, -2}
p=-4,q=5r=-4es=4.
m=-2en=0.

5

A equagao tem trés rafzes racionais: L, —4e3.
{ “1+iy3 —1—i«/3—}

a)sS=1+2, 5 e >

b)S={-4,23}

5

S={-2,1,-2i 2}

a) As possiveis raizes racionais dessa equacao sdo: +1, £2, £3, +4,
+6, £12. Fazendo a verificacdo, observamos que nenhum desses
ndmeros € raiz dessa equacao.

b)S={~y3.45.1++5,1-+5)
a) 1
b)S={1,2-i2+i}

1 . .
T,3—2|e3+2|.

14433
Toux=8.

“1+i3 —1-iW3
7 2

=2,1,4,

Desafio

a) -3 —4i, -3 +4i,2¢e4.
b)p = -102eq = 200.
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coeficiente angular, 34
de um polindmio, 201
dominante, 201
independente, 201
linear, 36

compras a vista ou a prazo, 169, 170

conjugado de um complexo, 186

conjunto dos nimeros complexos, 179

solucdo de uma equacao algébrica, 218

coordenadas, 8

D

declividade, 34

decomposicdo de um polindmio em fatores, 220

indice remissivo

desvio médio, 145
padrao, 144
determinante, 18
diretriz da pardbola, 107
dispositivo pratico de Briot-Ruffini, 214
distancia entre dois pontos, 10
ponto e reta, 52

divisdo de niimeros inteiros, 208

E

eixo das abscissas, 8
das ordenadas, 8

real e imaginario, 81

eixos da elipse, 90
da hipérbole, 99

elipse, 88, 89, 111
equacao algébrica, 217
geral da circunferéncia, 70
da reta, 25
paramétrica da reta, 51
polinomial, 218
reduzida da circunferéncia, 66
da elipse, 91
da hipérbole, 99
da parabola, 108
da reta, 36
segmentaria, 50

excentricidade da elipse, 90, 96
da hipérbole, 99

F

feixe de retas, 38

financiamentos, 170

253




254

indice remissivo

foco da parabola, 107

focos da elipse, 90
da hipérbole, 99

forma algébrica de um nimero complexo, 182
trigonométrica ou polar de um

ndmero complexo, 196
frequéncia absoluta, 120
relativa, 120

funcao afim, 41

polinomial, 202

G

grafico de barras, 121
de linhas, 121

de setores, 122

grau de um polindmio, 201

H

hipérbole, 88, 98
e fungao reciproca, 105

histograma, 122

imagem de um numero complexo, 180

imaginario puro, 181

inclinacdo de uma reta, 33

interpretacdo geométrica
do conjugado de um nimero complexo, 188
do modulo de um nimero complexo, 190

intersecdo de circunferéncias, 83

J

juros, 158

de cbnicas, 118

compostos, 163
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SUGESTOES PARA OS ESTUDANTES

¢ A Matematica das coisas: do papel A4 aos corddes de sapatos,
do GPS as rodas dentadas

Nuno Crato (adaptacao de Ruth Ribas Itacarambi). 1. ed. Sao
Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

O livro estd dividido em cinco teméticas: Coisas do dia a dia, A Terra
é redonda, Coisas secretas, Arte e Geometria e Coisas Matematicas.
Para cada uma dessas tematicas, o autor apresenta curtas e interes-
santes resenhas que ilustram a presenca da Matematica em nossas
vidas, sem formulas muito especificas ou calculos complicados.
Almanaque das curiosidades Matematicas

lan Stewart. 1. ed. Rio de Janeiro: Zahar, 2009.

0 livro esta dividido em inlimeras se¢des, compondo uma miscelanea
de curiosidades e quebra-cabecas l8gicos, geométricos, numéricos
e probabilisticos. Algumas se¢des abordam velhos problemas que
ja causaram repercussao na midia fora do Brasil, como o problema
dos bodes e o problema da pesagem das 12 bolas.

Galileu e o sistema solar em 90 minutos

(Colecao Cientista em 90 minutos) Paul Strathern. 1. ed. Rio de
Janeiro: Zahar, 1998.

0 autor apresenta um panorama da vida e da obra de Galileu — primei-
ro cientista a descrever o Sistema Solar tal como o conhecemos e que,
ao desenvolver o telescépio, permitiu que também partilhdssemos
desse espetaculo. Pode ser uma leitura interessante caso queiram
aprofundar as informacdes da secdo Aplicacbes do capitulo 4.
Mania de Matemadtica 2: novos enigmas e desafios matematicos
lan Stewart. 1. ed. Rio de Janeiro: Zahar, 2009.

Nessa obra, construida em uma linguagem comum e acessivel, ha
uma grande variedade de desafios, mistérios, paradoxos e quebra-
-cabegas.

O caderno secreto de Descartes

Amir D. Aczel. 1. ed. Rio de Janeiro: Zahar, 2007.

Em um misto de biografia e aventura investigativa, o autor conta a histdria
de vida de René Descartes: sua passagem por quase 10 paises da Europa,
sua adesdo a fé catdlica, sua formacdo privilegiada e o encontro com
filésofos e mateméticos que influenciariam seus pensamentos, mostrando
que seu legado vai muito além das coordenadas cartesianas.

0 romance das equacoes algébricas

Gilberto G. Gardi. 4. ed. Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2010.

0 livro aborda a histdria da resolucao das equagdes algébricas passando
por Al-Khowarizmi, Bhaskara, Cardano, Tartaglia, Descartes e Gauss,
entre outros. Alguns assuntos abordados sao bem especfficos, como
a demonstracdo da resolucdo de equagdes do 32 e do 42 grau; outros
mais acessiveis, como a explicagdo da regra de sinal da multiplicaco.
0 teorema do papagaio: um thriller da histéria da Matematica
Denis Gued. 1. ed. Sao Paulo: Companhia das Letras, 1999.

A obra é um "suspense matematico policial” que, por meio de uma
histéria cheia de intrigas, aventuras e enigmas, conduz o leitor a pas-

sagens da histéria do pensamento matemético desde a Antiguidade
até o século XX, de maneira criativa e inusitada. Tales, Pitdgoras,
Tartaglia, Euler e Fermat sdo alguns dos filésofos a ter sua vida e
obra narrada nesse romance.

Os segredos matematicos dos Simpsons

Simon Singh. Traducao por Catarina Pinheiro. 1. ed. Rio de Janeiro:
Record, 2016.

Os roteiristas dessa famosa série da TV sdo fisicos e mateméticos
que rechearam seus episddios com sutis referéncias a questdes ma-
tematicas envolvendo probabilidade, o Ultimo Teorema de Fermat,
primos de Mersenne, nimero =, aritmética, entre outros temas.
Turing e o computador em 90 minutos

(Colecao Cientista em 90 minutos) Paul Strathern. 1. ed. Rio de
Janeiro: Zahar, 1998.

0 livro retrata a vida e o legado de Alan Turing, pioneiro no desen-
volvimento do computador contempordneo que ajudou a decifrar
cédigos durante a Segunda Guerra Mundial.

Os videos seguintes pertencem a série: Matemadtica na
Escola e estdo disponiveis em <www.m3.ime.unicamp.br>.
Acesso em: 28 abr. 2016.

* A comunidade
Assunto: Circuncentro do triangulo e Geometria Plana e Analitica
Quando assistir: ao estudar os capftulos 1 e 3 — 0 ponto e A circun-
feréncia
* Atleticano X Rio-Grandense
Assunto: Medidas de centralidade e dispersdo
Quando assistir: ao estudar o capitulo 5 — Estatistica bésica
* Atudrio e estatistico
Assunto: Profissdes: estatistico e atudrio
Quando assistir: ao estudar o capitulo 5 — Estatistica basica
e Embalagens
Assunto: Polindmios e funcdes polinomiais
Quando assistir: ao estudar o capitulo 8 — Polindmios
* Huguinho e Zezinho
Assunto: Matematica financeira e juros compostos
Quando assistir: ao estudar o capitulo 6 — Matematica Financeira
* Jardim de nimeros
Assunto: Plano cartesiano
Quando assistir: ao estudar o capitulo 1T — O ponto
* Na cauda do cometa
Assunto: Conicas e astronomia
Quando assistir: ao estudar o capitulo 4 — As cdnicas
* Olha o sanduiche
Assunto: Média, mediana e moda
Quando assistir: ao estudar o capitulo 5 — Estatistica bésica
* Tesouro cartesiano
Assunto: Sistema de coordenadas
Quando assistir: ao estudar o capitulo 1 — O ponto
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APRESENTACAO

O livro de Matemética é um importante material de apoio as atividades do estudante, tanto
em sala de aula quanto em casa, servindo como fonte de informacoes tedricas, roteiro de exercicios
e problemas, estimulador de reflexdes e pesquisas, entre outros objetivos. Entretanto, o livro ndo
substitui o professor, o principal mediador das atividades que conduzem a aprendizagem.

Nesse sentido, nossa intencgao foi propor algo que realmente auxilie e complemente o trabalho
do professor. Assim, para esclarecer os principais pontos do nosso livro, elaboramos as Orientagoes
Didaticas que acompanham cada volume desta colecdo.

As Orientacoes Didaticas sdo compostas de duas partes.

A primeira parte é geral, isto é, comum aos trés volumes, e subdividida em tépicos. Em um
primeiro momento, apresentamos os eixos de trabalho, os objetivos que buscamos atingir e a
estrutura detalhada do livro.

Sugerimos a leitura de parte de dois documentos; um deles trata da escolha dos contetidos a
serem trabalhados em sala de aula e o outro, das trés grandes competéncias a serem desenvolvidas
no Ensino Médio:

e representacdo e comunicagao;

e investigacao e compreensao;

e contextualizacdo sociocultural.

A seguir, abordamos a avaliagdo, o que avaliamos e os instrumentos de avaliagdo. Para auxiliar
o professor, procuramos mostrar exemplos de varias situacdes apresentadas no texto, além de
propor um momento de estudo, com a leitura de fragmentos de dois textos sobre avaliacdo, de
autores de referéncia no assunto.

O Ultimo tépico da parte geral das Orientacdes Didaticas traz uma ampla e atualizada lista
com sugestdes de leitura e consulta para o professor.

A segunda parte das Orientacoes Didaticas é especifica para cada volume.

Em um primeiro momento, descrevemos os contelidos e conceitos que serdo apresentados,
listando seus objetivos especificos.

Ha também sugestdes de abordagem para os contelidos, com algumas possibilidades de
avaliacdo. Procuramos destacar os assuntos mais importantes em cada volume.

Em sequida, para a segdo Troque ideias é apresentado um comentario geral, com encaminha-
mentos, objetivos, competéncias relacionadas e sugestdes para o professor mediar a atividade. Ha
também a solucdo de todos os exercicios propostos.

Por fim, hé& sugestoes de atividades em grupo, devidamente detalhadas em seus objetivos,
desenvolvimento, material e resolucdo comentada. Muitas dessas atividades podem servir como
fontes de avaliagdo.

Como todos os livros desta colecdo apresentam variadas listas de exercicios, problemas e de-
safios, inevitavelmente, os estudantes consultarao o professor. Assim, na Ultima parte, encontra-se
a resolucdo de todas as questoes e atividades propostas.

Esperamos que estas Orientacdes Didaticas permitam uma melhor compreensdo da nossa obra
e possam otimizar o trabalho cotidiano do professor.

Os autores
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COMENTARIOS GERAIS

Conheca esta colecao

Ao elaborarmos esta colecdo para o Ensino Médio,
procuramos proporcionar ao estudante conhecimentos sig-
nificativos de teoria e prética da Matematica, visando a pre-
paracdo para o trabalho, ao desenvolvimento de habilidades
e competéncias, ao exercicio da cidadania e a continuacao
de seus estudos em outros cursos.

Tivemos também o objetivo de contribuir com o trabalho
do professor, pautando-nos em nossa pratica pedagogica. Vale
salientar que acreditamos na autonomia do educador, cuja pratica
docente ndo deve ser limitada pelo livro didatico, o qual tem o
papel de indicar caminhos, respeitando a proposta pedagdgica da
escola e do professor. No entanto, para que o livro didatico seja
um auxiliar confidvel, é necessério que os conceitos sejam apre-
sentados com precisao, a linguagem e o rigor sejam compativeis
com essa etapa da escolaridade, as propriedades sejam justifica-
das e aplicadas a exercicios e situacbes-problema, os contetidos
estejam integrados e os conhecimentos mateméticos possam ser
aplicados em situagdes cotidianas ou usados em outras areas do
saber, construindo, dessa maneira, aprendizagens significativas.

Principais eixos

O programa desenvolvido nos trés volumes pode ser

pensado em grandes tdpicos, a saber:

e NUmeros;

e Funcoes;

* Geometria;

e Estatistica, contagem e probabilidade;

o Algebra.

Os contelidos e os conceitos construidos em cada volume

tém sua escolha com base nos seguintes critérios:

e favorecer a autonomia intelectual dos estudantes,
solidificando e aprofundando conhecimentos ja ad-
quiridos;

e possibilitar a integracdo entre diversos topicos do

programa de Mateméatica;

possibilitar a aplicacdo dos conhecimentos matemati-

cos a outras areas do conhecimento;

e favorecer a aquisicao de habilidades e competéncias;

e atender as sugestdes da Secretaria de Educacao Basica
do Ministério da Educacao (SEB/MEC) por meio dos
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
—PCNEM (2002), PCN+ (2002), e também pelo docu-
mento Orientacbes Curriculares para o Ensino Médio:
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
— Conhecimentos de Matematica (2006);

e atender as sugestdes preconizadas na matriz curricular
do Enem;

e levar em conta a pratica pedagdgica dos professores-

-autores desta proposta;

respeitar as diferentes propostas pedagdgicas presentes

nas escolas brasileiras.

Antes de iniciarmos a explanacdo sobre os eixos de tra-

balho, vale destacar que logo no inicio do volume 1 ha um

capitulo sobre noc¢des de conjuntos, em que sao abordados,
de maneira simplificada, os conceitos béasicos, a linguagem
simbdlica e as operagdes com conjuntos. A apresentacao
desse topico tem por objetivo familiarizar os estudantes com
a linguagem matemética, auxiliando-os na construcao dos
conceitos que serdo apresentados ao longo da colecéo.

» Numeros

Embora esse eixo seja trabalhado de maneira geral nos trés
volumes da colecao, da-se maior énfase a ele nos volumes 1 e 3.
No primeiro deles, é feita uma revisao de conceitos ja apresenta-
dos no Ensino Fundamental relacionados aos nimeros naturais,
numeros inteiros e nimeros racionais nas formas decimal e
fracionaria. A seguir, sdo abordados os nimeros irracionais e os
numeros reais — campo fértil para a exploracao dos intervalos
reais. No volume 3 s&o apresentados os nimeros complexos nas
formas algébrica e polar e suas operagdes na forma algébrica.

P Fun¢oes

Esse eixo é desenvolvido nos trés volumes, com énfase
maior nos volumes 1 e 2. No volume 1 s&o estudados o con-
ceito geral de funcéo, a leitura e a construcao de gréficos, a
funcdo afim, a fungdo quadratica, a funcao definida por vérias
sentencas, incluindo-se af a funcdo modular, a funcdo expo-
nencial, a funcao logaritmica e as sequéncias. As progressoes
aritmética e geométrica sao apresentadas como fungoes com
dominio no conjunto dos naturais. No volume 2 abordam-
-se as fungdes trigonométricas, enfatizando-se o conceito
de periodo de uma funcao e revisando-se outros conceitos
como paridade, conjunto imagem etc. Todo esse estudo é
precedido pela apresentacdo da circunferéncia trigonométri-
ca. Nos textos de aplicagbes da Geometria Métrica Espacial
revisamos a funcédo afim, o conceito de proporcionalidade e a
funcao quadratica. No volume 3 sao introduzidas as funcoes
polinomiais de grau maior ou igual a 2, ainda que, em seu
estudo, sejam abordados vérios aspectos algébricos.

Nos trés volumes, ha representacdes graficas das fungdes
construidas com o auxilio de softwares livres de Matematica
como o GeoGebra e o Graphmatica.

Com o estudo da Matematica Financeira, nesse Ultimo
volume, sdo retomados conceitos ligados a funcado afim e
progressoes aritméticas; a funcao exponencial e progressoes
geométricas; a fungao logaritmica, com o uso de logaritmos
e suas propriedades na resolucdo de equacdes exponenciais
provenientes dos problemas de juros compostos.

» Geometria

Esse eixo é trabalhado nos trés volumes. No volume 1 é
feita uma revisdo de segmentos proporcionais e do teorema de
Tales; de semelhanca (em particular a semelhanca de tridngulos)
e de relagdes nos tridngulos retangulos, incluindo-se, natural-
mente, o teorema de Pitdgoras. A seguir sao introduzidas as
razdes trigonométricas no triangulo retangulo. Ainda nesse
volume é feito um estudo completo sobre areas de superficies
planas, consolidando-se conceitos construidos no Ensino



Fundamental. Alguns elementos da Geometria Analitica sao
abordados, especialmente no estudo da funcao afim e quadra-
tica (plano cartesiano, determinacao da equacdo de uma reta,
intersecdo de retas, parébola etc.). No volume 2, a resolucdo de
tridangulos é estendida aos triangulos acutangulo e obtusangulo
com o estudo da lei dos senos e da lei dos cossenos e calculo
da area de um triangulo. Em seguida, é realizado um estudo
predominantemente intuitivo da Geometria Espacial de Posicao,
finalizando com a Geometria Métrica dos Sélidos, abordando
de forma abrangente éreas e volumes dos principais poliedros
e corpos redondos. No volume 3 ¢é feito o estudo completo
da Geometria Analitica: ponto, reta, circunferéncia e conicas.

b Estatistica, contagem e probabilidade

Esse eixo é trabalhado nos trés volumes.

No volume 1 iniciamos o estudo da Estatistica, enfati-
zando sua importancia social e as etapas de planejamento de
uma pesquisa. Em seguida, destacamos a construgao e inter-
pretacdo de tabelas de frequéncia e representagdes gréficas.

No volume 2, em Anélise Combinatdria, destacam-se o
principio multiplicativo (ou principio fundamental da con-
tagem) e outros métodos de contagem com base nele. Em
seguida, é feito o estudo completo de probabilidades.

No volume 3 complementamos o estudo da Estatistica:
revisamos tabelas de frequéncia e graficos, e fazemos um
estudo abrangente das medidas de centralidade (ou posicéo)
e dispersao (ou variabilidade) para resumir e caracterizar um
conjunto de dados.

» Algebra

Esse eixo é tratado nos trés volumes. No volume 1, a
Algebra esta disseminada no estudo de funcdes, uma vez que
equagdes e inequagdes sdo partes integrantes do texto. No
volume 2, é feito o estudo das matrizes e sistemas lineares,
incluindo-se uma répida “passagem” pelos determinantes. No
volume 3, a Algebra se faz presente no estudo dos polinémios
e equacoes algébricas.

Objetivos gerais da colecao

e Consolidar e aprofundar os conhecimentos adquiridos
no Ensino Fundamental.

e Contribuir para a integra¢do do estudante na socieda-
de em que vive, proporcionando-lhe conhecimentos
significativos de teoria e pratica da Matematica, indis-
pensaveis ao exercicio da cidadania.

® Proporcionar o desenvolvimento de competéncias e
habilidades que Ihe possibilitem competir no mercado
de trabalho.

e Possibilitar ao estudante o reconhecimento das inter-
-relagdes entre os varios campos da Matematica, e
desta com as outras areas do conhecimento.

e Proporcionar ao estudante conhecimentos basicos
que lhe permitam continuar seus estudos em cursos
de tecnologia ou universitarios, além de adquirir uma
formacao cientifica geral.
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Nesta colecao

Ao elaborarmos esta colegdo para o Ensino Médio —
etapa final da educacdo bésica —, procuramos atender as
necessidades dos estudantes de hoje, com base em nossa
experiéncia em sala de aula e nas orientagbes dos docu-
mentos oficiais do MEC, acompanhando as significativas
mudancas desse ciclo nas escolas brasileiras, em particular
no que diz respeito a Matematica.

H& importantes avancos da Educacdo Matematica
nos processos de ensino e aprendizagem nesta area do
conhecimento, objetivando que o “fazer Matematica com
compreensao” seja estendido a todos os estudantes, de
modo que eles reconhecam a Matematica como uma ciéncia
de grande relevancia social, que se organiza segundo ca-
racteristicas proprias e desenvolve importantes habilidades,
favorecendo a autonomia intelectual.

A consecucao dos objetivos da colecao listados anterior-
mente pressupde um trabalho pedagdgico planejado, articu-
lado e organizado por parte do corpo discente do colégio.
Acreditamos que nossa proposta nesta colecdo possa viabili-
zar, orientar e facilitar esse desafiador trabalho do professor.

Dois grandes pilares norteiam e caracterizam a colegdo:

e 0 carater préatico e utilitdrio da Matematica, presente

nas necessidades cotidianas do cidad&o e nas variadas
atividades humanas, exibido na cole¢do em contextua-
lizaces relacionadas as praticas sociais, a outras areas
do conhecimento ou a prépria Histéria da Matematica;

e 0 desenvolvimento de habilidades e competéncias

cognitivas especificas da Matemética, possibilitando ao
estudante reconhecer e compreender as caracteristicas
particulares dessa ciéncia, que utiliza métodos préprios
para a construgdo dos conhecimentos e validagao das
propriedades.

Com relacao as escolhas metodoldgicas da colecdo, des-
tacamos que, de maneira geral, os contetidos e conceitos s&o
introduzidos por meio de um exemplo ou de uma situacao-
-problema ou, ainda, de uma situacdo “motivadora”, que é
retomada no desenvolvimento do capitulo. Na sequéncia,
ocorre a formalizagdo e a sistematizagdo tedrica, em que opta-
mos por manter, como caracteristicas da colecdo, a linguagem
e o rigor matematico necessario (adequados a faixa etéria), a
clareza e a precisao nas defini¢des e na construcao dos con-
ceitos, bem como as justificativas I6gicas nas demonstracoes.
Atividades diversas como exemplos, exercicios resolvidos e
problemas variados complementam tal organizacéo.

Nessa estrutura de apresentacdo e desenvolvimento
tedrico, encontram-se, intencionalmente intercaladas as
definicdes, exemplos, propriedades e exercicios, os boxes
Pense nisto e a secdo Troque ideias, que tém por objetivos
convidar o estudante a participar mais ativamente das
discussdes que podem ser levantadas a partir do desen-
volvimento tedrico e coloca-lo em um papel mais ativo no
processo de construgdo dos conhecimentos de Matematica.

Aseguir, apresentamos alguns textos e detalhamentos sobre
como entendemos alguns temas trabalhados nesta colecéo.

P Resolucdo de problemas

Uma grande descoberta resolve um grande problema,
mas hd sempre uma pitada de descoberta na resolugdo de um
problema qualquer. O problema pode ser modesto, mas se ele
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desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas,
quem o resolver por seus proprios meios experimentara a ten-
sdo e gozara o triunfo da descoberta. Experiéncias tais, numa
idade suscetivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental
e deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carater.
Um professor de Matematica tem, assim, uma grande
oportunidade. Se ele preenche o tempo que lhe é concedido
a exercitar seus alunos em operagées rotineiras, aniquila o
interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estu-
dantes, desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade.
Mas, se ele desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-
-lhes problemas compativeis com os conhecimentos destes e
auxiliando-os por meio de indagacées estimulantes, podera
incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e propor-
cionar-lhes certos meios para alcancar este objetivo.
POLYA, G. A arte de resolver problemas. (Prefacio.)
Rio de Janeiro: Interciéncia, 1995.
Na introducdo de varios capitulos desta colecdo sao apre-
sentadas situacdes-problema que tém por objetivo motivar o
estudante para a construgdo dos conceitos que serdo trabalhados
e que poderdo auxilid-lo na busca de caminhos para resolver os
problemas propostos. Frequentemente, esses problemas sao re-
tomados ao longo do capitulo, sendo apresentada uma solucéo.
A resolucdo de problemas aparece em muitas das séries de
exercicios, incluindo os Desafios (dos quais falaremos adiante).
A seguir, apresentamos como exemplo para o leitor a
resolucdo de um problema seguindo as quatro etapas de
resolucdo sugeridas por Polya.

Problema: Uma escada de 25 dm de comprimento encontra-
-se apoiada em um muro, do qual seu pé dista 7 dm. Se o
pé da escada se afastar mais 8 dm do muro, qual serd o
deslocamento vertical verificado pela extremidade superior
da escada? Admita que o muro seja perpendicular ao solo.

12 etapa: Compreender o problema.

E preciso identificar a incégnita, os dados e a condicio-
nante, tracando, quando for pertinente, uma figura usando
notagdo adequada.
Qual é a incégnita?
O deslocamento vertical registrado pelo extremo supe-
rior da escada, isto é, a diferenca entre os pontos mais altos
atingidos pela escada; indicaremos pela letra d.
Quais sdo os dados?
e Comprimento da escada: 25 dm.
e Distancia inicial do muro ao pé de apoio da escada:
7 dm.

e Distancia final do muro ao pé de apoio da escada:
15dm (7dm + 8dm = 15 dm).

Tracado da figura

_ muro
escada
h INiClO
1 25dm
solo
B
7 dm

____muro
d
escada
h, FIM
s h, 25dm
A
g solo
2 -1
15dm

Elementos sem proporcdo entre si.

22 etapa: Estabelecer um plano.

Segundo Polya: Consideramos que temos um plano
quando, ao menos em linhas gerais, sabemos quais sao os
calculos, construgoes etc. que devemos efetuar para encontrar
a solugdo do problema considerado.

Necessitamos encontrar uma conexao entre as informa-
¢oes fornecidas no enunciado e a incognita (d) do problema.

O plano é determinar a altura do ponto mais alto que a
escada atinge no muro (h,) e, em sequida, determinar a altura
(h,) do ponto mais alto que a escada atinge depois de seu
pé ter se afastado. E importante perceber que a hipotenusa
dos dois tridangulos retangulos é a mesma, pois sua medida
corresponde ao comprimento da escada, que nao se altera.

Basta fazer, em seguida, a diferenca entre h, e h, para
obter o deslocamento vertical (d).

32 etapa: Executar o plano.

Usando o teorema de Pitdgoras para a situacdo inicial e
a final, temos:

Situacao inicial:

h? +72=25=

=h?=625-49=

:>h1=«/576:>
=h, =24dm

Situacao final:
h? + 152 = 257 =
=h2+225=625=

=h, =400 =
=h,=20dm
Deslocamento vertical (d):
d=h —-h=
=d=24dm-20dm =
=d=4dm

42 etapa: Fazer uma retrospectiva da resolucdo, revendo-a
e analisando-a.

E importante mostrar aos estudantes que, ao chegar a
solucdo do problema, ndo se deve acreditar que a atividade esta
finalizada e passar ao problema seguinte ou a outro assunto.
E fundamental rever todas as etapas envolvidas na resolucao,
verificar o resultado obtido, a coeréncia da resposta encontrada,
verificar o argumento usado na resolucado (no caso, o argumento
que torna a resolucdo possivel é o teorema de Pitdgoras), além
de considerar outras possiveis formas de resolver o problema.



Acreditamos que a descricdo acima, sem a preten-
sdo de ser uma "receita magica”, possa ajudar o pro-
fessor na construcdo conjunta com os estudantes de
uma rotina nas atividades de resolucdo de problemas,
favorecendo gradativamente sua autonomia intelectual.
Por fim, é preciso sempre lembrar que a resolucéo de proble-
mas demanda tempo, e o professor deve ficar atento para
nao suprimir etapas.

P Historia da Matematica

Em vérios capitulos dos trés volumes desta colecao sdo
apresentados textos ou pequenas referéncias a Histéria da
Matemaética, os quais tém por objetivo colocar o leitor em
contato com a histéria da criagdo do conhecimento em
Matemética ou simplesmente situa-lo na linha do tempo.
Essa criacdo, em geral, esté ligada as necessidades da hu-
manidade ao longo da histéria. Por exemplo, as referéncias
histéricas no livro sobre a criacao dos logaritmos revelam a
necessidade histérica de um instrumento de calculo capaz de
auxiliar o desenvolvimento da astronomia, do comércio e da
navegacdo nos séculos XVI e XVIl. Com o desenvolvimento
tecnolégico do século XX (computadores, calculadoras etc.),
tal finalidade perdeu sua importancia.

E importante que o estudante perceba o carater acumu-
lativo da Matematica e o fato de que suas fronteiras estdo
em continua expansao, como mostra o infografico sobre
geometria fractal, na secado Aplicagées no volume 2. Nele, as
referéncias histéricas, bem mais recentes (século XX), revelam
o surgimento desse ramo da Matematica associado a neces-
sidade de compreender formas geométricas que a geometria
euclidiana ndo explicava.

P Integracao de contetidos

Muitas vezes s&o estabelecidas no livro-texto conexdes
entre o assunto em desenvolvimento e outros topicos de Mate-
maética j& estudados em outros capitulos ou mesmo em volumes
anteriores, favorecendo a ndo fragmentacdo dos contelidos.
Um curriculo mais integrado tende a motivar os estudantes para
a aprendizagem em Matemaética. A seguir, vamos exemplificar
alguns casos onde isso ocorre nesta colecao.

No volume 1, ao definirmos as progressées como um caso
particular de funcdo com dominio no conjunto dos nimeros
naturais, relacionamos a funcdo afim a progressao aritmética e
a funcao exponencial a progressao geométrica; o conceito de
semelhanca é usado na apresentacédo e definicdo das razoes
trigonomeétricas de um angulo agudo no tridngulo retangulo;
o sinal de uma funcdo é usado para resolver inequagbes do
12 e do 2¢ grau etc.

No volume 2, é possivel notar a integracdo da Trigo-
nometria com a Geometria por meio da resolucdo de tri-
angulos quaisquer com o uso da lei dos senos e da lei dos
cossenos (nesse ponto, sao usadas as relagdes entre as razoes
trigonométricas de um angulo e de seu suplementar) e de
outras relagdes trigonométricas na resolucdo de problemas
geométricos.

Além disso, o estudo da Geometria Métrica Espacial é
ligado, nos textos de aplicagdes e nas atividades da secdo
Troque ideias, as fungdes polinomiais do 12 e 22 graus.

No volume 3, o estudo da equacédo da reta é associado
a funcéo afim; o estudo da parabola relaciona-se a funcéo
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quadratica; e o estudo da hipérbole é associado, num caso
particular, a funcdo reciproca. Na apresentagao dos poli-
némios, recorremos a Geometria para expressar a area de
figuras planas e da superficie de figuras espaciais e o volume
de alguns poliedros.

Na parte especifica das Orientagdes Didaticas de cada
volume, ha outras propostas de atividades que promovem
essa integracdo. No volume 1, citamos a atividade 9 do item
Sugestoes de atividades em grupo, que relaciona semelhanca
de triangulos e gréaficos estatisticos; no volume 2, destacamos
a atividade 4 que integra Algebra e Geometria, na relacao
entre produtos notaveis e o volume do paralelepipedo, e a
atividade 7 sobre fractais geométricos, que relacionam con-
ceitos de sequéncias numéricas, area e perimetro.

No volume 3, a atividade 5, de Matemética Financeira,
relaciona juros compostos as progressdes geométricas e a ati-
vidade 3 integra matrizes, Geometria Analitica e semelhanca.

P Contextualizacao e aplicacdo a outras
areas do conhecimento
[.]

Contextualizar o conteudo que quer ser aprendido
significa em primeiro lugar assumir que todo conhecimen-
to envolve uma relagdo entre sujeito e objeto. Na escola
bésica, o conhecimento é quase sempre reproduzido das
situagées originais nas quais acontece sua produgdo. Por
esta razdo quase sempre o conhecimento escolar se vale
de uma transposicado didatica na qual a linguagem exerce
papel decisivo.

O tratamento contextualizado do conhecimento é o
recurso que a escola tem para retirar o aluno da condicdo
de espectador passivo. Se bem trabalhado permite que, ao
longo da transposicdo didatica, o conteudo do ensino pro-
voque aprendizagens significativas que mobilizem o aluno
e estabelecam entre ele e o objeto do conhecimento uma
relagdo de reciprocidade. A contextualizacdo evoca dreas,
ambitos ou dimensées presentes na vida pessoal, social e
cultural, e mobiliza competéncias cognitivas ja adquiridas. As
dimensoées da vida ou os contextos valorizados explicitamente
pela LDB sdo o trabalho e a cidadania. As competéncias estao
indicadas quando a lei prevé um ensino que facilite a ponte
entre a teoria e a pratica.

[...] é possivel generalizar a contextualizacdo como
recurso para tornar a aprendizagem significativa ao associa-
-la com experiéncias da vida cotidiana ou conhecimentos
adquiridos espontaneamente. E preciso, no entanto, cuidar
para que essa generalizagdo nao induza a banalizagdo, com
o risco de perder o essencial da aprendizagem escolar que é
seu carater sistematico, consciente e deliberado. Em outras
palavras: contextualizar os contetidos escolares nao é libera-los
do plano abstrato da transposicdo didatica para aprisiond-los
no espontaneismo e na cotidianeidade. [...]

Trechos do parecer n2 15/98 da Camara de

Educacéo Bésica do Conselho Nacional da Educagéo.
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No inicio de varios capitulos desta cole¢do sdo propostos
problemas ou situagcdes presentes no contexto cotidiano,
como forma de motivar o leitor na construgdo dos conceitos
apresentados no capitulo. Em geral, no desenvolvimento do
capitulo, tais problemas sdo retomados.

As séries de exercicios também contemplam uma grande
variedade de problemas, nos quais se enfatiza a contextuali-
zacao com situagoes reais e cotidianas.

Em diversos capitulos dos trés volumes sdo apresentados
textos complementares na secdo Aplicagdes, alguns deles na
forma de infograficos.

Ha textos que possibilitam aplicar os conhecimentos
matematicos a outros campos, estabelecendo, por exemplo,
um elo entre a Matematica e a Fisica (taxa de variacdo de
funcdo e velocidade média, a intensidade dos sons e a es-
cala logaritmica; elipse e gravitacdo); Matematica e Quimica
(funcdo exponencial e decaimento radioativo); Matematica
e Programacao linear (Geometria Analitica e problemas de
maximizacao); Matemética e Geologia (logaritmos e escala
Richter); Matemética e Arte (niGmero de ouro; Geometria e
arte fractal); Matemética e mercado de trabalho (construcgao
de tabelas de frequéncia em planilhas eletronicas; curvas
de aprendizagem); Matematica e Astronomia (no infografi-
co que mostra o criativo método usado por Eratostenes na
estimativa para a medida do raio da Terra); Matematica e o
mundo digital (matrizes e pixels) etc. Em alguns momentos,
os textos abordam temas transversais como a Cidadania,
por exemplo; nos capitulos de Estatistica apresentamos
textos sobre os Censos Demograficos e a interpretacdo de
resultados de uma pesquisa eleitoral.

Em algumas atividades, como nas se¢des Troque ideias,
os estudantes, trabalhando em equipe, sdo convidados a
construir conceitos em outras areas do conhecimento, no
intuito de vivenciar aprendizagens significativas. Podemos
citar atividades que relacionam a Matematica a Economia
(funcdes custo, receita e lucro; problema de maximizacdo
de receita); Matematica e Biologia (meia-vida de medi-
camentos); Matemética e Quimica (sistemas lineares e
o balanceamento de equacbes quimicas); Matematica e
Meteorologia (indices pluviométricos) etc.

QOutros textos e atividades aprofundam os conceitos
que estdo sendo formados e auxiliam na construcdo de
outros. Como exemplo, o texto que liga os jogos de azar
a probabilidade (Matematica, futebol e loteria, no volume
2); a atividade sobre a Mega-Sena (volume 2); a atividade
que ilustra o0 movimento de uma roda-gigante as fungdes
trigonométricas (volume 2); os textos e as atividades sobre
compras a vista ou a prazo (no capitulo de Matematica
Financeira, volume 3).

Na parte especifica destas Orientagdes Didaticas, ha
sugestdes de atividades em grupos relacionadas a alguns
desses textos e também a assuntos inéditos, para os profes-
sores que queiram ampliar e aprofundar a discussao sobre
os temas envolvidos. Essas atividades também podem servir
como instrumento diversificado de avaliagao.

As propostas de atividades em grupo na secdo Troque
ideias visam ao fortalecimento, em sala de aula, das intera-
¢bes aluno-aluno, tendo o professor o papel de mediador.
Nessas atividades pretende-se colocar os estudantes em
situagdes mais investigativas.

As atividades propostas podem incluir:

* Modelagem matematica, por meio do uso de
fungdes na descricdo de fendmenos em outras areas
do conhecimento, como: o uso de funcdo afim na
representacdo dos custos, receitas e lucro de em-
preendimentos simples; o uso da funcdo quadratica
em problemas de maximizacdo da receita; o uso da
funcado exponencial na composicdo do conceito de
meia-vida de medicamentos; ou o uso das fungbes
trigonométricas para aproximar o movimento das
marés.

Atividades de integracao de conteudos, como: a
que relaciona o volume de um cone e as funcoes; a
que utiliza polinémios para representar a area de figu-
ras planas e o volume e drea de sélidos geométricos.
Resolucao de uma situagao-problema (fazendo
uso de régua e compasso), como a determinacgao de
um ponto equidistante de trés pontos dados.
Atividades motivadoras na introducao de um
topico, como as que antecedem a formalizacdo dos
conceitos de PA. e PG.

Atividades de aplicacdo dos conceitos que estdo
sendo construidos em contextos cotidianos e de inte-
resse dos estudantes, como: as chances de ganhar na
Mega-Sena; a compreensdo do indice pluviométrico
e a decisdo entre a compra a vista ou a prazo.
Atividades que visam desenvolver uma habilidade
ou competéncia especifica, como a leitura de
escalas em mapas.

o Atividades que convidam o estudante a participar

de deducobes de propriedades, colocando-os a
frente no processo de validacdo em Matematica,
como: as atividades de investigacdo sobre ndmeros
inteiros; a deducdo da relacdo fundamental da Tri-
gonometria (entre outras) no tridngulo retangulo;
a deducdo da férmula da &rea de um triangulo em
um caso particular.

Em cada um dos trés volumes, na parte especifica
das Orientacoes Didaticas, o professor encontrard um
breve comentério geral para cada atividade com algumas
orientacdes, objetivos a serem alcancados e competéncias
mobilizadas, além da resolucdo de todas as questdes pro-
postas aos estudantes.

Para relacionar algumas competéncias a serem de-
senvolvidas nas atividades, usamos como referéncia as
competéncias descritas no documento PCN+, Matematica
e suas Tecnologias, MEC, SEB, 2002, cujas trés grandes com-
peténcias sdo: representagdo e comunicacao, investigacao
e compreensdo, e contextualizacdo sociocultural. Veja os
textos para estudo e reflexdo no item Textos complementa-
res — Orientacbes Curriculares.



Por fim, acreditamos que as atividades de interacdo
aluno-aluno e aluno-professor, que tém como foco principal o
processo de aprendizagem dos estudantes, podem ser usadas
como um valioso instrumento de diversificagdo em sala de aula,
ampliando e enriquecendo os processos de avaliacoes formais.
Na parte especifica das Orientagdes Didaticas, em cada volume,
hé outras propostas de atividades em grupo.

» Uso da calculadora e do computador
Procuramos explorar e valorizar, em alguns pontos da
colecdo, o uso de calculadora (comum ou cientifica) e do
computador.
Com a calculadora comum, por exemplo, pretendemos
que o estudante se aproprie do uso da tecla de porcentagem

para resolver problemas de Matematica Comercial, tdo
presentes no dia a dia dos profissionais ligados ao comércio.
Alguns desses problemas envolvem célculo de porcentagens,
célculo do valor final de uma mercadoria ap6s a concessao de
um desconto (ou apds um aumento de pregos) etc.

Com a calculadora cientifica, por exemplo, procuramos
utilizar algumas de suas funcoes, geralmente ndo conhecidas
pelos estudantes nesta etapa da escolaridade. Entre as teclas
que acionam essas funcoes, temos:

e as teclas de potenciacdo ou ,'

e as teclas de logaritmos decimais e neperianos
LN §

e as teclas referentes as fungdes trigonométricas para
obtencdo de valores das razdes trigonométricas, a partir
de um angulo medido em graus ou radianos (explora-
-se, neste momento, o ajuste de configuracdo usando,

de forma associada, a tecla @: ou eo
uso das teclas m e ) e, reciprocamente,

a partir de um valor conhecido referente a uma razéo
trigonométrica de um angulo, como obter a medida
do angulo, explorando, desse modo, a segunda fungao

de uma tecla (ElzlzN ou ),

Com relacdo ao uso do computador, destacamos alguns
pontos importantes presentes na colegdo:
12) O uso de softwares livres de Matematica:
Na colecdo, sdo utilizados o software GeoGebra nos
trés volumes e o Graphmatica no volume 3.
No estudo das funcoes, o uso de softwares possibilita
ao estudante melhor visualizacdo:
e do tracado da pardbola e suas propriedades;
e dos gréaficos obtidos por translagcdo de outros grafi-
cos. Os graficosdey = |x + k| ey = |x]| + k, com
k € R, por exemplo, sdo obtidos por translacdo
horizontal e vertical, respectivamente, do grafico
dey = |x]|. Ou ainda, a partir do gréfico dey = a¥,
coma>0ea # 1, é possivel construir os graficos
dey = a*+ k, com k € R* por translacéo.
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e das alteragdes obtidas quando construimos o gréfico de
funcbes do tipoy =a-senxouy =a + senxouy =
= sen (a - x), com a € R*, a partir dos gréficos das fun-
¢oes trigonométricas “basicas”: y = sen x ou'y = cos X;
das fungbes polinomiais de grau maior que 2, no
volume 3. O software é utilizado para a construcdo
dos graficos dessas funcdes, lembrando que, sem
ele, a construcdo requer conceitos de Matematica
da Educacao Superior. A partir da leitura do grafi-
co, podemos obter informacdes sobre o polindmio
(nimero de raizes reais, intersecbes com 0s eixos
coordenados etc.);

na Geometria Analitica, o uso de um software como
0 GeoGebra pode ajudar o estudante a compreender
o tracado e os elementos das cdnicas (circunferéncia,
elipse, hipérbole e parabola) e relaciona-lo com suas
respectivas equacoes.

29) O uso de planilhas eletronicas:

Pensando na futura insercdo do jovem brasileiro no
mercado de trabalho, sdo propostas atividades que dao
suporte ao trabalho com Estatistica.

No volume 1, é mostrada, passo a passo, a construcdo
de uma tabela de frequéncias. Nessa atividade, o estudante
terd a oportunidade de aprender a organizar um conjunto
de dados em uma tabela de frequéncias, adicionar valores
da tabela utilizando a planilha eletronica, criar féormulas
para realizacdo de operacdes utilizando a planilha ele-
tronica etc. Essas tarefas fazem parte da rotina de varios
profissionais, nos mais variados campos de trabalho.

No volume 1, na parte especifica das Orienta¢des Dida-
ticas, é proposta uma atividade de construcao de gréficos
estatisticos.

E, nas Orientacbes Didaticas do volume 3, o professor
encontra um roteiro completo e detalhado de uma atividade
de célculo de medidas estatisticas de posicdo e disperséo,
que serdo usadas para caracterizar e resumir um conjunto de
dados, por meio, novamente, do uso de planilhas eletronicas.

P Uso de régua e compasso
As construcdes geométricas com régua e compasso
também estdo presentes na colecdo. Dois momentos em
que elas ocorrem sao:
® na parte especifica das Orientacdes Didéticas do
volume 1, em uma atividade que permite revisar a
construcdo da bissetriz de um angulo, o tracado da
perpendicular e a obtencdo do incentro de um trian-
gulo com o intuito de deduzir a férmula do calculo
da area de um triangulo, em uma situacao particular;
® no volume 3, na secdo Troque ideias, em uma ativi-
dade em grupo desenvolvida a partir de um proble-
ma, os estudantes deverdo construir, com régua e
compasso, o circuncentro de um tridngulo e conferir,
por meio da Geometria Analitica, a resposta obtida.
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Estrutura da colecao

Cada volume foi organizado em capitulos nos quais a
apresentacdo e o desenvolvimento tedrico encontram-se
intencionalmente intercalados as definicbes, exemplos,
propriedades e exercicios. O inicio de cada capitulo recebe
destaque especial e, sempre que possivel, traz situacdes
do cotidiano, que aproximam o leitor do contetdo que
serd apresentado.

A seguir sao descritas as principais caracteristicas das
secoes da colegdo.

P Aplicagdes

Na secdo Aplicacbes sao apresentados textos que
aprofundam alguns conceitos e auxiliam na construcao de
outros. Eles ilustram o emprego de conhecimentos mate-
maticos a outros campos, estabelecendo, por exemplo, um
elo entre a Matematica e a Fisica ou entre a Matematica
e a Economia.

P Troque ideias

A secdo Troque ideias, presente em varios capitulos dos
trés volumes, propde atividades em grupo que favorecem
as interacdes aluno-aluno e aluno-professor. Tais ativida-
des buscam despertar a curiosidade e levar o estudante a
construir novos conceitos, ou a aprofundar contetdos ja
apresentados, além de favorecer a autonomia e instigar a
busca pelo conhecimento.

P Um pouco de Histéria

Nesta secdo, o trabalho com a Histdria da Matemética
coloca os estudantes em contato com um processo de
construcao do conhecimento e com os encaminhamentos
na resolucao de problemas enfrentados pela humanidade
no decorrer do tempo, situando também os conhecimentos
ao longo do tempo.

» Exemplos, exercicios resolvidos e

exercicios

Todos os capitulos da colecdo apresentam séries de
exercicios intercaladas ao texto. Em geral, cada série é
precedida de exemplos e exercicios resolvidos. Os exercicios
estao organizados em ordem crescente de dificuldade, ini-
ciando, sempre que julgamos conveniente, por alguns de
reconhecimento ou de aplicacdo direta de conceitos, sem,
contudo, explorar caminhos artificiais ou excessivamente
algébricos e tampouco limitar-se a eles. De modo geral, s&o
exercicios que envolvem relagdes mais simples.

Intercaladas a esses exercicios, propomos situacoes-
-problema com contextos cotidianos, aos quais o estudante
possa aplicar e relacionar os conceitos construidos para a
resolucao desses problemas.

Os exercicios finais da série geralmente requerem leitu-
ra e interpretacdo mais cuidadosas do enunciado por parte
dos estudantes, na busca por solugbes mais elaboradas
para os problemas propostos.

» Desafios

Todos os capitulos desta colecdo sdo encerrados com
um desafio. Em geral, sdo problemas que podem envolver
conceitos de outros capitulos, inclusive de outros volumes.

Nossa intencdo, ao propor esses desafios, é propor-
cionar aos estudantes mais uma oportunidade de vivenciar
e aperfeicoar a resolucdo de problemas, colocando-os em
situacOes de atividades investigativas e motivando-os na
busca de estratégias e procedimentos diversos de resolucao.

Todos os desafios encontram-se resolvidos na parte

especifica destas OrientacOes Didaticas.

» Um pouco mais sobre

Alguns contetidos podem ser complementados ou
aprofundados a partir da leitura de textos no final de de-
terminados capitulos.

P Observagdes

Os boxes Observacées, encontrados em diversos mo-
mentos nos livros, trazem informacdes sobre o contetdo
estudado e estdo intercalados em meio ao texto para ajudar
o estudante na compreensao dos conceitos.

» Pense nisto

Nos trés volumes desta colegdo, estdo inseridas cha-
madas curtas ao longo do texto intituladas Pense nisto.

Em geral, elas podem referir-se a uma observagao
relacionada ao texto, a um exemplo ou a um exercicio
resolvido ou proposto.

Nossa intencdo, ao apresentar essas chamadas, foi
tornar a linguagem do texto menos impessoal, chamando
o estudante para refletir sobre algum detalhe do texto,
alguma propriedade ou sobre uma resolucao apresentada
para um problema.

Nessas chamadas, o estudante pode ser questionado
do porqué de determinada passagem, sobre os conceitos
que estdo sendo construidos ou pode ser convidado a
propor outra solucdo para um problema.

Muitas vezes, as chamadas do Pense nisto podem
orientar o professor na conducédo das discussdes em sala
de aula que levem a reflexao dos estudantes, possibilitando
o compartilhamento de ideias e descobertas.

Acreditamos que as discussdes propostas nessas cha-
madas podem encaminhar os estudantes para um papel de
protagonistas no processo de aprendizagem, uma vez que
assumem uma postura mais ativa e reflexiva na construcao
dos conceitos.



P Textos complementares - Orientagoes

Curriculares

A seguir, reproduzimos parte do documento do Minis-
tério da Educacéo: Orientacbes Curriculares para o Ensino
Médio — Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecno-
logias — Conhecimentos de Matemdtica. O documento
enfoca trés aspectos principais: a escolha dos contetdos; a
forma de trabalhar os conteldos; o projeto pedagégico e a
organizagao curricular. Por se tratar de um artigo extenso,
selecionamos a parte que trata da escolha dos contetdos.

Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio

Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias

Conhecimentos de Matematica

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Edu-
cacdo Nacional (Lei n® 9.394/96), o Ensino Médio tem
como finalidades centrais ndo apenas a consolidagdo e o
aprofundamento dos conhecimentos adquiridos durante
o nivel fundamental, no intuito de garantir a continuidade
de estudos, mas também a preparacdo para o trabalho e
para o exercicio da cidadania, a formacao ética, o desen-
volvimento da autonomia intelectual e a compreensdo dos
processos produtivos.

Nessa definicdo de propdsitos, percebe-se que a escola
de hoje ndo pode mais ficar restrita ao ensino disciplinar de
natureza enciclopédica. De acordo com as Diretrizes Curri-
culares para o Ensino Médio, deve-se considerar um amplo
espectro de competéncias e habilidades a serem desenvolvidas
no conjunto das disciplinas. O trabalho disciplinar pode e deve
contribuir para esse desenvolvimento. Conforme destacam os
PCNEM (2002) e os PCN+ (2002), o ensino da Matematica
pode contribuir para que os alunos desenvolvam habilidades
relacionadas a representacdo, compreensdo, comunicacao,
investigacdo e, também, a contextualizacao sociocultural.

Visando a contribuicdo ao debate sobre as orientacées
curriculares, este documento trata de trés aspectos: a es-
colha de conteldos, a forma de trabalhar os contetidos; o
projeto pedagdgico e a organizacdo curricular.

Para a escolha de contetdos, é importante que se le-
vem em consideracdo os diferentes propdsitos da formacao
matematica na educacdo basica. Ao final do Ensino Médio,
espera-se que os alunos saibam usar a Matemdtica para
resolver problemas praticos do quotidiano, para modelar
fenémenos em outras areas do conhecimento, compreen-
dam que a Matematica é uma ciéncia com caracteristicas
proprias, que se organiza via teoremas e demonstragées;
percebam a Matemdatica como um conhecimento social e
historicamente construido; saibam apreciar a importancia
da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.

A forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar
um valor formativo no que diz respeito ao desenvolvimento
do pensamento matematico. Isso significa colocar os alunos
em um processo de aprendizagem que valorize o raciocinio
matematico — nos aspectos de formular questées, pergun-
tar-se sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipdteses
e tirar conclusées, apresentar exemplos e contraexemplos,
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generalizar situacdes, abstrair reqularidades, criar modelos,
argumentar com fundamentacao légico-dedutiva. Também
significa um processo de ensino que valorize tanto a apre-
sentacdo de propriedades matemdaticas acompanhadas de
explicagdo quanto a de férmulas acompanhadas de dedu-
cdo, e que valorize o uso da Matematica para a resolucao
de problemas interessantes, quer sejam de aplicagdo ou de
natureza simplesmente tedrica.
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias. Ministério da
Educacdo. Secretaria de Educacao Bésica. Orientacdes curriculares para o
Ensino Médio. Brasilia: MEC, 2006. Disponivel em: <portal.mec.gov.br/seb/
arquivos/pdf/book_volume_02_internet.pdf>. Acesso em: 9 maio 2016.

A fim de contribuir para o estudo e a reflexdo do profes-
sor, reproduzimos a seguir o trecho de outro documento do
Ministério da Educacdo, o qual aborda especificamente as
trés competéncias a serem desenvolvidas no Ensino Médio:

® representacdo e comunicacao;

* investigacdo e compreensao;

* contextualizagdo sociocultural.

Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias — PCN+ — As competéncias em
Matematica

A drea de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias elegeu trés grandes competéncias como metas
a serem perseguidas durante essa etapa da escolaridade
basica e complementar do ensino fundamental para todos
os brasileiros:

® representacdo e comunicacao, que envolvem a leitura,

a interpretagdo e a produgdo de textos nas diversas
linguagens e formas textuais caracteristicas dessa drea
do conhecimento,

investigagdo e compreensdo, competéncia marcada
pela capacidade de enfrentamento e resolugdo de
situacées-problema, utilizagdo dos conceitos e pro-
cedimentos peculiares do fazer e pensar das ciéncias;

contextualizacdo das ciéncias no dmbito sociocultural,
na forma de andlise critica das ideias e dos recursos
da drea e das questées do mundo que podem ser
respondidas ou transformadas por meio do pensar e
do conhecimento cientifico.

No entanto, a escola que tem como objetivo preparar o
aluno para um aprendizado permanente e prepara-lo para a
vida precisa refletir sobre o significado dessas competéncias
para decidir sobre quais delas trabalhar, em que disciplinas e
de que forma. Ou seja, é necessario compreender a proposta,
aproximando-a das acées e das possibilidades caracteristicas
dos afazeres escolares. Para isso, apontamos e detalhamos
o0 sentido dessas competéncias no dmbito da Matematica,
explicitando o que se espera do aluno em cada uma delas,
com exemplos que procuram auxiliar a compreensdo de
como, nessa disciplina, é possivel desenvolver as competéncias
eleitas na drea.
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Representacao e comunicacao

Na area

Em Matematica

Simbolos, cédigos e nomenclaturas de ciéncia e tecnologia

Reconhecer e utilizar adequadamen-
te, na forma oral e escrita, simbolos,
codigos e nomenclatura da linguagem
cientifica.

® Reconhecer e utilizar simbolos, cédigos e nomenclaturas da linguagem matematica; por
exemplo, ao ler embalagens de produtos, manuais técnicos, textos de jornais ou outras co-
municagdes, compreender o significado de dados apresentados por meio de porcentagens,
escritas numeéricas, poténcias de dez, varidveis em férmulas.

e |dentificar, transformar e traduzir adequadamente valores e unidades basicas apresentados
sob diferentes formas como decimais em fracoes ou poténcias de dez, litros em metros
cubicos, quildometros em metros, angulos em graus e radianos.

Articu

lacdo dos simbolos e cédigos de ciéncia e tecnologia

Ler, articular e interpretar simbolos e
cédigos em diferentes linguagens e
representagdes: sentencas, equagoes,
esquemas, diagramas, tabelas, graficos
e representacdes geométricas.

e Ler e interpretar dados ou informacdes apresentados em diferentes linguagens e represen-
taces, como tabelas, graficos, esquemas, diagramas, arvores de possibilidades, férmulas,
equagodes ou representacdes geométricas.

® Traduzir uma situacao dada em determinada linguagem para outra; por exemplo, transfor-
mar situacoes dadas em linguagem discursiva em esquemas, tabelas, graficos, desenhos,
férmulas ou equacdes matematicas e vice-versa, assim como transformar as linguagens mais
especificas umas nas outras, como tabelas em graficos ou equagoes.

e Selecionar diferentes formas para representar um dado ou conjunto de dados e informa-
¢oes, reconhecendo as vantagens e limites de cada uma delas; por exemplo, escolher entre
uma equacao, uma tabela ou um grafico para representar uma dada variacdo ao longo do
tempo, como a distribuicdo do consumo de energia elétrica em uma residéncia ou a classifi-
cacao de equipes em um campeonato esportivo.

Andlise e interpretacdo de textos e outras comunicacoes de ciéncia e tecnologia

Consultar, analisar e interpretar textos
e comunicagoes de ciéncia e tecnolo-
gia veiculadas em diferentes meios.

e Ler e interpretar diferentes tipos de textos com informagdes apresentadas em linguagem
matematica, desde livros didaticos até artigos de conteido econémico, social ou cultural,
manuais técnicos, contratos comerciais, folhetos com propostas de vendas ou com planta
de imoveis, indicacoes em bulas de medicamentos, artigos de jornais e revistas.
Acompanhar e analisar os noticiarios e artigos relativos a ciéncia em diferentes meios de
comunicagao, como jornais, revistas e televisao, identificando o tema em questéo e interpre-
tando, com objetividade, seus significados e implica¢oes para, dessa forma, ter independén-
cia para adquirir informacoes e estar a par do que se passa no mundo em que vive.

Elaboracao de comunicacoes

Elaborar comunicacdes orais ou escri-
tas para relatar, analisar e sistematizar
eventos, fendmenos, experimentos,
questoes, entrevistas, visitas, corres-
pondéncias.

Expressar-se com clareza, utilizando a linguagem matemaética, elaborando textos, desenhos,
graficos, tabelas, equacdes, expressdes e escritas numéricas — para comunicar-se via inter-
net, jornais ou outros meios, enviando ou solicitando informacdes, apresentando ideias,
solucionando problemas.

Produzir textos analiticos para discutir, sintetizar e sistematizar formas de pensar, fazendo
uso, sempre que necessario, da linguagem matematica. Redigir resumos, justificar racioci-
nios, propor situagdes-problema, sistematizar as ideias principais sobre dado tema matema-
tico com exemplos e comentarios préprios.

Expressar-se da forma oral para comunicar ideias, aprendizagens e dificuldades de
compreensao; por exemplo, explicando a solugdo dada a um problema, expondo ddvidas
sobre um contetido ou procedimento, propondo e debatendo questdes de interesse.

Discussao e argumentacao de temas de interesse de ciéncia e tecnologia

Analisar, argumentar e posicionar-se
criticamente em relacdo a temas de
ciéncia e tecnologia.

® Compreender e emitir juizos préprios sobre informacoes relativas a ciéncia e a tecnologia,
de forma analitica e critica, posicionando-se com argumentacao clara e consistente sempre
que necessario, identificar corretamente o dmbito da questdo e buscar fontes onde possa
obter novas informagdes e conhecimentos. Por exemplo, ser capaz de analisar e julgar cal-
culos efetuados sobre dados econdmicos ou sociais, propagandas de vendas a prazo, pro-
babilidades de receber determinado prémio em sorteios ou loterias, ou ainda apresentadas
em um dado problema ou diferentes sinteses e conclusoes extraidas a partir de um mesmo
texto ou conjunto de informacgoes.
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Investigacao e compreensao

Na area

Em Matematica

Estratégias para enfrentamento de situacoes-problema

Identificar em dada situacao-
-problema as informacoes ou varia-
veis relevantes e elaborar possiveis
estratégias para resolvé-la.

e |dentificar os dados relevantes em uma dada situagcao-problema para buscar possiveis reso-
lucdes; por exemplo, em situacdes com uma diversidade de dados apresentados por meio
de tabelas, graficos, especificacdes técnicas, reconhecer as informacoes relevantes para uma
dada questao que se busca resolver.

Identificar as relagdoes envolvidas e elaborar possiveis estratégias para enfrentar uma dada
situacdo-problema; por exemplo, para obter uma dada distancia, saber optar por medi-la
diretamente, utilizar uma planta em escala, usar semelhanca de figuras, fazer uso de pro-
priedades trigonométricas ou utilizar um sistema de eixos cartesianos e abordar o problema
através da geometria analitica.

Frente a uma situacdo ou problema, reconhecer a sua natureza e situar o objeto de estudo
dentro dos diferentes campos da Matemética, ou seja, decidir-se pela utilizagdo das formas
algébrica, numérica, geométrica, combinatéria ou estatistica. Por exemplo, para calcular
distancias ou efetuar medicoes em solidos, utilizar conceitos e procedimentos de geometria
e medidas, enquanto, para analisar a relagdo entre espago e tempo no movimento de um
objeto, optar pelo recurso algébrico das fungdes e suas representacoes graficas.

Interagoes, relagoes e fungdes; invariantes e transformagoes

Identificar fendmenos naturais ou
grandezas em dado dominio do co-
nhecimento cientifico, estabelecer
relacoes, identificar regularidades,
invariantes e transformacdes.

e |dentificar regularidades em situacoes semelhantes para estabelecer regras, algoritmos e
propriedades; por exemplo, perceber que todas as funcdes do segundo grau possuem o
mesmo tipo de grafico, o que implica propriedades de sinal, crescimento e decrescimento.
Da mesma forma, ao identificar a regularidade de que é constante a soma dos termos equi-
distantes de uma progresséo aritmética finita, estender essa propriedade a toda situacao
envolvendo progressdes aritméticas e dai deduzir a soma de seus termos.

® Reconhecer a existéncia de invariantes ou identidades que impoem as condicdes a serem

utilizadas para analisar e resolver situacoes-problema; por exemplo, estabelecer identidades

ou relagdes como aquelas existentes entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro,

os volumes de um cilindro e de um cone que tenham a mesma base e a mesma altura, a

relacdo entre catetos e hipotenusa em qualquer tridngulo retangulo; ou ainda a identidade

fundamental da trigonometria.

Identificar transformacoes entre grandezas ou figuras para relacionar variaveis e dados, fazer

quantificacoes, previsdes e identificar desvios. As ampliacoes e reducdes de figuras sdo exemplos

que devem ser entendidos como transformagoes de uma situacao inicial em outra final.

Perceber as relacoes e identidades entre diferentes formas de representacao de um dado

objeto, como as relagdes entre representacdes planas nos desenhos, mapas e telas de com-

putador com os objetos que lhes deram origem.

Reconhecer a conservacéo contida em toda igualdade, congruéncia ou equivaléncia para cal-

cular, resolver ou provar novos fatos. Por exemplo, ao resolver uma equacéo ou sistema linear,

compreender que as operacoes realizadas a cada etapa transformam a situacao inicial em outra
que lhe é equivalente, com as mesmas solugoes.

Medidas, quantificacoes, grandezas e escalas

Selecionar e utilizar instrumentos de
medicéo e de célculo, representar
dados e utilizar escalas, fazer estima-
tivas, elaborar hipoteses e interpretar
resultados.

e |dentificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos apropriados para efetuar me-
didas ou calculos; por exemplo, discriminar o melhor instrumento para medir, comparar

ou calcular comprimentos e distancias, angulos, volumes ocupados por liquidos, em dada
situacdo especifica. Usar adequadamente réguas, esquadros, transferidores, compassos,
calculadoras e outros instrumentos ou aparelhos.

Identificar diferentes formas de quantificar dados numéricos para decidir se a resolucdo de
um problema requer clculo exato, aproximado, probabilistico ou analise de médias. Por
exemplo, de acordo com uma dada situacdo, escolher nimero de algarismos apropriado ou
fazer aproximacoes adequadas, optar pelo uso de fracdo, porcentagem, poténcias de dez;
escolher melhor unidade para representar uma grandeza.

Fazer previsdes e estimativas de ordens de grandeza, de quantidades ou intervalos espera-
dos para os resultados de célculos ou medicoes e, com isso, saber avaliar erros ou impreci-
sdes nos dados obtidos na solucdo de uma dada situagdo-problema.

Compreender a necessidade e fazer uso apropriado de escalas; por exemplo, na construgdo
de graficos ou em representacoes de plantas e mapas.
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Modelos explicativos e representativos

Reconhecer, utilizar, interpretar

e propor modelos para situaces-
-problema, fenémenos ou sistemas
naturais ou tecnolégicos.

® |nterpretar, fazer uso e elaborar modelos e representacbes matematicas para analisar situa-
coes; por exemplo, utilizar fungdes ou gréficos para modelar situacdes envolvendo célculo
de lucro maximo ou prejuizo minimo; utilizar ferramentas de estatistica e probabilidade para
compreender e avaliar as intences de votos em uma campanha eleitoral ou, ainda, optar
entre modelos algébricos ou geométricos para obter determinadas medicoes de sélidos.

Relacoes entre conhecimentos disciplinares, interdisciplinares e interareas

Articular, integrar e sistematizar feno-
menos e teorias dentro de uma cién-
cia, entre as varias ciéncias e areas do
conhecimento.

e Construir uma visao sistematizada das diferentes linguagens e campos de estudo da Mate-
maética, estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas e conteldos, para fazer uso do
conhecimento de forma integrada e articulada.

® Compreender a Matematica como ciéncia autbnoma, que investiga relagdes, formas e eventos
e desenvolve maneiras préprias de descrever e interpretar o mundo. A forma légica dedutiva
que a Geometria utiliza para interpretar as formas geométricas e deduzir propriedades dessas
formas é um exemplo de como a Matematica Ié e interpreta o mundo a nossa volta.

® Adquirir uma compreensao do mundo da qual a Matematica é parte integrante, através dos
problemas que ela consegue resolver e dos fendbmenos que podem ser descritos por meio de
seus modelos e representacdes.

® Reconhecer relaces entre a Matematica e outras areas do conhecimento, percebendo sua
presenca nos mais variados campos de estudo e da vida humana, seja nas demais ciéncias,
como Fisica, Quimica e Biologia, seja nas ciéncias humanas e sociais, como a Geografia ou a
Economia, ou ainda nos mais diversos setores da sociedade, como na agricultura, na saude,
nos transportes e na moradia.

Contextualizacao sociocultural

Na area

Em Matematica

Ciéncia e tecnologia na histoéria

Compreender o conhecimento cientifi-
co e o tecnoldgico como resultados de
uma construcdo humana, inseridos em
um processo histérico e social.

® Compreender a constru¢do do conhecimento mateméatico como um processo histérico, em
estreita relacdo com as condicoes sociais, politicas e econdmicas de uma determinada épo-
ca, de modo a permitir a aquisicdo de uma visdo critica da ciéncia em constante construcao,
sem dogmatismos nem certezas definitivas. Por exemplo, o uso da geometria classica ou da
analitica para resolver um mesmo problema pode mostrar duas formas distintas de pensar e
representar realidades comparaveis em momentos histéricos diferentes.

® Compreender o desenvolvimento histérico da tecnologia associada a campos diversos da
Matemética, reconhecendo sua presenca e implicacdes no mundo cotidiano, nas relacoes
sociais de cada época, nas transformacdes e na criacado de novas necessidades, nas condi-
¢Oes de vida. Por exemplo, ao se perceber a origem do uso dos logaritmos ou das razoes
trigonométricas como resultado do avanco tecnoldgico do periodo das grandes navegacoes
do século 16, pode-se conceber a Matemética como instrumento para a solucdo de proble-
mas praticos e que se desenvolve para muito além deles, ganhando a dimens&o de ideias
gerais para novas aplicacoes fora do contexto que deu origem a elas.

® Perceber o papel desempenhado pelo conhecimento matematico no desenvolvimento da tecno-
logia e a complexa relacdo entre ciéncia e tecnologia ao longo da histéria. A exigéncia de rapidez
e complexidade dos célculos fez com que a Matematica se desenvolvesse e, por outro lado, as
pesquisas e avancos tedricos da Matemética e demais ciéncias permitiram o aperfeicoamento de
maquinas como o computador, que vém tornando os célculos cada vez mais rapidos.

Ciéncia e tecnologia na cultura contemporanea

Compreender a ciéncia e a tecnologia
como partes integrantes da cultura

humana contemporanea.

e Compreender a Matemética como parte integrante da cultura contemporanea, sendo capaz
de identificar sua presenca nas manifestacdes artisticas ou literarias, teatrais ou musicais,
nas construcoes arquitetdnicas ou na publicidade.

® Perceber a dimensdo da Matematica e da ciéncia em espacos especificos de difusdo e mos-
tras culturais, como museus cientificos ou tecnolégicos, planetarios, exposicoes.

e Compreender formas pelas quais a Matematica influencia nossa interpretacdo do mundo
atual, condicionando formas de pensar e interagir. Por exemplo, comparando os célculos
feitos pelas maquinas com aqueles feitos “com lapis e papel”, e identificando a funcao,
especificidades e valores de cada um desses meios na construcao do conhecimento.
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Ciéncia e tecnologia na atualidade

® Acompanhar criticamente o desenvolvimento tecnolégico contemporaneo, tomando con-
tato com os avangos das novas tecnologias nas diferentes &reas do conhecimento para se
posicionar frente as questdes de nossa atualidade. Utilizar o conhecimento matemético
como apoio para compreender e julgar as aplicacdes tecnologicas dos diferentes campos
cientificos. Por exemplo, o uso de satélites e radares nos rastreamentos e localizagdes, ou

. dos diferentes tipos de transmissao e deteccdo de informacoes, as formas de manipulagdo

social. genética ou de obtencdo e utilizacdo de recursos naturais.

Reconhecer e avaliar o desenvolvimen-
to tecnoldgico contemporaneo, suas
relagdes com as ciéncias, seu papel na
vida humana, sua presenca no mun-
do cotidiano e seus impactos na vida

Ciéncia e tecnologia, ética e cidadania

Reconhecer e avaliar o carater ético do Compreender a responsabilidade social associada a aquisicédo e ao uso do conhecimento
conhecimento cientifico e tecnolégico matematico, sentindo-se mobilizado para diferentes acdes, seja em defesa de seus direitos
e utilizar esse conhecimento no exerci- como consumidor, dos espacos e equipamentos coletivos ou da qualidade de vida.

Conhecer recursos, instrumentos e procedimentos econdmicos e sociais para posicionar-se,

cio da cidadania.
argumentar e julgar sobre questdes de interesse da comunidade, como problemas de abas-
tecimento, educagdo, salide e lazer, percebendo que podem ser muitas vezes quantificados
e descritos através do instrumental da Matematica e dos procedimentos da ciéncia.

Promover situacdes que contribuam para a melhoria das condi¢des de vida da cidade onde
vive ou da preservacao responsavel do ambiente. Utilizar as ferramentas matematicas para
analisar situagdes de seu entorno real e propor solucdes, por exemplo, analisando as dificul-
dades de transporte coletivo em seu bairro por meio de levantamento estatistico, manuais
técnicos de aparelhos e equipamentos, ou a melhor forma de plantio da lavoura para sub-
sisténcia de uma comunidade.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais (PCN+). Ciéncias da Natureza, Matemaética e suas Tecnologias. Brasilia: MEC (SEB), 2002.

p. 111-119. Disponivel em: <portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf>. Acesso em: 26 abr. 2016.

Avaliacao

A avaliagdo é um conjunto de acées organizadas com a finalidade de obter informagées sobre o que foi assimilado pelo
estudante, de que forma e em quais condigbes. Para tanto, é preciso elaborar um conjunto de procedimentos investigativos que
possibilitem o ajuste e a orientagdo adequada. A avaliagao deve funcionar, por um lado, como um instrumento que possibilite
ao avaliador analisar criticamente a sua pratica; e, por outro, como instrumento que apresente ao avaliado a possibilidade
de saber sobre seus avancos, dificuldades e possibilidades.

CAMPOS, Fernanda C. A. V.; SANTORO, Flavia M.; BORGES, Marcos R. S. A.; SANTOS, Neide. Cooperacdo e aprendizagem on-line. Colecao Educacao a
Distancia. Rio de Janeiro: Dp&A, 2003.

E bastante consensual a ideia de que o processo avaliativo tem o papel de indicar a toda a comunidade escolar (es-
tudantes, professores, coordenadores, diretores e pais) o andamento do processo de ensino e de aprendizagem e, dessa
forma, apontar caminhos que viabilizem aprendizagens cada vez mais significativas e que contribuam para o crescimento
dos estudantes.

Aos professores, coordenadores e diretores, o processo de avaliagdo deve fornecer pardmetros para reflexdo sobre as
praticas pedagdgicas da escola, sobre as metodologias usadas nas aulas, bem como sobre os recursos e materiais didaticos
utilizados. Os préprios instrumentos de avaliacdo devem ser continuamente repensados.

Desse modo, é necessario que os professores promovam, sempre que necessario, alteragdes nos seus planejamentos,
redimensionando os objetivos a serem alcancados. Os resultados da avaliagdo também devem orientar a escola, como um
todo, nos processos de reforco escolar.

Aos estudantes, a avaliacdo tem a funcdo de permitir que verifiguem sua evolugdo e crescimento, seus erros, suas
dificuldades e o que aprenderam. Essa reflexdo deverd ser capaz de mobiliza-los para compreender e corrigir eventuais

erros, retomar e recuperar conceitos e promover maior envolvimento nas discussoes em sala de aula.
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Para que o processo de avaliacdo seja capaz de fornecer
subsidios a comunidade escolar, é imprescindivel que se
apoie em uma grande diversidade de instrumentos avaliati-
vos, intencionalmente pensados e preparados para esse fim.
Além disso, faz-se necessario que a avaliacdo seja continua e
possa acompanhar o dia a dia escolar dos estudantes, suas

dificuldades e conquistas.

» O que avaliamos

Numa concepcdo de aprendizagem mais ampla, pode-
mos pensar em trés dimensdes do saber: o saber conceitual,
o saber procedimental e o saber atitudinal, como sugere
Antoni Zabala, em seu livro A prédtica educativa — Como
ensinar (Artmed, 1988).

Esses trés novos contetdos (contelido aqui estad sendo
usado ndo apenas para referir-se as disciplinas tradicionais,
mas abrange, nessa concepg¢do, outras capacidades, como
as relacdes interpessoais e a insercao social) correspondem,
respectivamente, a trés questdes: o que devemos saber, como
devemos fazer e como devemos ser (ou conviver socialmente).

Se tivermos em mente essas trés dimensdes do saber,
poderemos fazer com que o processo avaliativo seja mais
amplo, justo e benéfico para o estudante.

A dimensao conceitual
(o que devemos saber)

Conteldos conceituais constituem o conjunto de concei-
tos e definicoes relacionadas aos saberes. Para aprenderem
esses contelidos, os estudantes deverdo desenvolver com-
peténcias como compreender, refletir, relacionar, analisar,
comparar etc. Se o professor promover, exclusivamente,
aulas expositivas e se as atividades avaliativas exigirem dos
estudantes apenas memorizacdo de férmulas e reproducao
de exercicios com base em modelos previamente conhecidos,
dificilmente conseguira atingir essa dimensao conceitual.

Veja estes trés exemplos:

1) Um boténico mediu, dia a dia, durante cinco dias, a
altura de uma pequena planta e relacionou os resul-
tados obtidos na tabela seguinte:

Altura (em cm) 30 351|45] 50|70

Tempo (emdias) | 1,0 | 2,0 [ 3,0 | 40 | 5,0

Para expressar matematicamente a relacdo existente entre
a altura (h), em cm, e o tempo (t), em dias, o botanico
usou um modelo linear, isto é, h(t) = at + b, em que a
e b sdo constantes reais especificas do experimento.

Comente a escolha desse modelo para essa situacéo.

A escolha do botadnico ndo foi acertada, pois o cres-
cimento da planta, por dia, ndo é constante, ou, ainda, a
taxa média de variagdo da funcdo ndo é constante, pois
temos do 12 para o 22 dia: acréscimo de 0,5 cm; do 2¢ para
0 32 dia: acréscimo de 1,0 cm; e assim por diante. Nao se
trata de um crescimento linear, de modo que a funcdo que

relaciona essas duas grandezas ndo é de 12 grau, e o grafico,
portanto, ndo é uma reta.

2) Na feira que eu costumo frequentar, uma barraca
vende caldo de cana em dois copos cilindricos: o
menor, de 300 mL, custa R$ 2,70, e o maior, de
500 mL, custa R$ 4,00. Qual é a opcdo mais vantajosa
para o consumidor?

Uma das formas de resolver essa questao é comparar
0s pregos para uma mesma quantidade de caldo de cana;
por exemplo, quanto pagarei, em cada caso, por 100 mL?

Copo menor: Se por 300 mL, pago R$ 2,70, entao,
por 100 mL, pago um terco desse valor, ou seja, R$ 0,90.

Copo maior: Se por 500 mL pago R$ 4,00, entéo, por
100 mL pago um quinto desse valor, isto é, R$ 0,80.

Isto indica que, considerando-se os precos, é mais
vantajoso para o consumidor escolher o copo grande.
Observe que, nesse problema, usamos o conceito de pro-
porcionalidade.

3) Duas grandezas, x ey, relacionam-se pelos valores
da tabela seguinte:

I P IS B R

100
y 2 |9 |76

Ao analisar a tabela, um estudante concluiu que as
grandezas x e y sdo inversamente proporcionais.
Comente a conclusdo do estudante.

A conclusdo nédo estd correta. Trata-se da ideia equivo-
cada que se “duas grandezas sdo tais que, a medida que os
valores de uma aumentam, os valores da outra diminuem,
entdo essas grandezas sdo inversamente proporcionais”.

E importante estar atento ao fato de que varios estu-
dantes associam, indistintamente, e de maneira errada,
decrescimento com proporcionalidade inversa (da mesma
forma que associam, indistintamente, crescimento com
proporcionalidade direta).

O conceito de grandezas inversamente proporcionais
diz que, para qualquer par (x, y), com x # 0 ey # 0, de
valores dessas grandezas, o produto x - y é constante.

E facil verificar que essa condicio nao é satisfeita para
os pares da tabela:

! - Lie=a1-1= I
5 100=10#—2-16=41-1=1#2-7=—etc

Por outro lado, uma analise mais cuidadosa mostra que:
Y. - .<L>Z. - .(L)z. -
() 100 =1; () 16 =1:(5) 4= Tetc
Assim, x? -y = 1 (constante) e, desse modo, x2 e y sdo
grandezas inversamente proporcionais.



A dimensao procedimental
(como devemos fazer)

Conteudos procedimentais, na concepcao de Antoni
Zabala, sdo um conjunto de acdes ordenadas e com um fim,
isto é, dirigidas para a realizacdo de um objetivo. Envolvem
aquilo que se aprende a fazer fazendo.

Por exemplo, fazer uma lista de exercicios em que se
pede para resolver equagdes exponenciais é uma tarefa que
mobiliza um conteddo procedimental. Isso inclui também
os chamados exercicios de fixacdo, comuns na Matemaética.
Cabem, no entanto, duas ressalvas importantes:

19) E imprescindivel que o estudante possua uma correta
conceituagdo do objeto de estudo ao qual se refere tal
mecanizacao.

Por exemplo, ndo é raro encontrar estudantes que, em
um esforco grande para memorizar o desenvolvimento
dos produtos notaveis, acabam esquecendo que se trata
apenas de efetuar multiplicacbes para a determinacao
desse resultado.

Outro exemplo, que se encontra no livro Fundamentos
da didética da Matemética (de Saddo Ag. Almouloud,
Editora UFPR), é o estudo feito pelo matematico francés
Bodin (1989) e seu nucleo de pesquisa. Eles perceberam
que estudantes, ao acertarem a questao “resolva a equa-
¢80 7x — 3 = 13x + 15", ndo foram capazes de responder
a seguinte pergunta: “O ndmero 10 é uma solucdo da
equacao 7x — 3 = 13x + 157",

O professor deve, portanto, ficar atento ao fato de que
instrumentos de avaliacdo centralizados unicamente na
dimensao procedimental podem favorecer automatismos
e, desse modo, se transformar em obstéaculos para a
compreensao dos conceitos.

29) E imprescindivel que se criem momentos em que o
estudantes possa usar tais procedimentos para resolver
problemas e situacdes mais complexas, sempre que
possivel, contextualizadas com vivéncias do seu dia a dia
ou aplicadas em outras areas do conhecimento. Apro-
veitando o exemplo da equacdo exponencial, é preciso
saber resolvé-la também para enfrentar problemas mais
complexos, como a meia-vida de um is6étopo radioativo
ou a datacdo de um material organico por carbono-14.
(Veja sugestdo de atividade em grupo nas Orientacoes
Didéaticas do volume 1.)

Voltando ao exemplo do caldo de cana vendido na
feira, se modificarmos um pouco o enunciado (fornecendo
a informacao de que os copos séo cilindricos, bem como as
dimensdes — medida do raio e da altura — desses cilindros),
estaremos mobilizando também um contetdo procedimental
— o célculo do volume do cilindro — para resolver o problema.

A dimensao atitudinal
(como devemos ser)

Conteldos atitudinais sdo aqueles que se referem a
insercdo social do estudante e ao exercicio da cidadania, e é
necessario que estejam presentes numa avaliacao.
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[...]1 uma avaliagcao de estudantes deve considerar dois aspec-

tos importantes, a saber:

® g avaliacdo quantitativa do desempenho dos estu-
dantes [...]

* aavaliacdo qualitativa, que é um processo de avaliacao
continuo relacionado ao processo educativo, como
atitude do aluno, sua participagdo em tarefas propos-
tas, seu interesse, seu espirito critico, sua autonomia
intelectual e seus niveis de cooperacdo com colegas.

CAMPOS, Fernanda C. A. V.; SANTORO, Flavia M.; BORGES, Marcos R. S. A.;
SANTOS, Neide. Cooperacdo e aprendizagem on-line. Colecao Educacao a
Distancia. Rio de Janeiro: Dp&A, 2003.

N&o é tarefa simples para o professor avaliar o grau de
aprendizagem do estudante, na medida em que se misturam
componentes cognitivos, afetivos e de conduta. No entanto,
se ele permitir que as aulas sejam o lugar onde se debatam
ideias, onde haja espaco para cada estudante expressar sua
opinido pessoal, onde se coloquem, de maneira proposital,
situagdes complexas que obriguem o estudante a questionar,
argumentar, refletir, ouvir os colegas etc., ele terd maiores
possibilidades de analisar os avancos de cada estudante,
observando como este se comporta em debates, seminarios,
atividades em grupo, estudos de campo, comemoracdes
escolares, jogos, entre outras situacoes.

Quando um professor propde atividades em grupo,
devidamente organizadas, ele mobiliza os estudantes a vi-
venciar valores como respeito, responsabilidade, cooperacdo
e honestidade, praticando um exercicio de alteridade.

Cada vez mais o mercado de trabalho procura profis-
sionais que saibam trabalhar em equipe e sejam imbuidos
desses valores.

Nos trés volumes desta colecdo, especialmente nos
textos de leitura da secdo Aplicacées, no boxe Pense nisto e
na secao Troque ideias, ha oportunidades para desenvolver
um trabalho que favoreca as integragdes aluno-aluno e
aluno-professor. Além disso, na parte especifica das Orien-
tagdes Didaticas de cada volume, sdo propostas atividades
em grupo. As trés dimensodes do saber sdo colocadas em jogo
nessas atividades: a conceitual, a procedimental e a atitudinal.
Essas atividades podem fornecer elementos para o professor
avaliar os seus estudantes: cabe a ele avaliar a producéo e
o empenho das equipes, a correta aplicacdo dos conceitos
e das técnicas procedimentais. O professor deve dirigir seu
olhar também as atitudes dos estudantes no que se refere ao
respeito aos colegas e professores.

P Instrumentos de avaliagao

A comunicacao escrita dos estudantes

E importante que o registro que o estudante produz
durante todo o ano letivo contemple, entre outros:

® as anotacdes didrias das aulas no caderno, acom-
panhadas de observacdes que ele préprio produz a
partir das discussoes ocorridas em aula, durante a
construcao dos conceitos que estdo sendo formados;

* exemplos, exercicios resolvidos em sala de aula e exer-
cicios feitos como tarefas de casa;
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e fichas de resumo, que podem ser construidas com a
participacao do professor ou em grupos de estudantes
e que tém a funcdo de ajudar na selecao e organizagédo
dos assuntos mais relevantes;

relatérios que o estudante pode produzir a partir de
uma proposta de aula com leitura prévia. Trata-se
de antecipar um determinado tema (ou apenas um
recorte dele) que serd apresentado e discutido na aula
seguinte. O professor solicita aos estudantes, com a
devida antecedéncia, que facam uma leitura do livro
didatico, ou pesquisem alguma outra fonte, sobre
certo tema. Entdo, para a data combinada, os estu-
dantes tentam produzir, com as préprias palavras, um
pequeno relatério sobre o que entenderam em relacao
a leitura feita, ainda que tal compreensao tenha sido
parcial. Acreditamos que esse tipo de estratégia possa
contribuir para a autonomia intelectual do estudante,
favorecendo habilidades importantes como leitura,
interpretacdo e a comunicacdo matematica escrita.

Se essas atividades ou alguma outra similar, como pedir
ao estudante um relatério ao final de determinado capitulo
ou assunto, forem feitas com alguma frequéncia durante o
ano escolar, cada estudante terd construido um portfélio
proprio, no qual comunica, por escrito, ideias matematicas.
Esse portfélio permite acompanhar a evolugdo e o crescimento
do estudante por meio do modo como este se comunica na
linguagem matematica.

Avaliacoes escritas

As avaliacoes escritas, como as provas, por exemplo,
também sdo instrumentos de avaliacao.

A aplicagdo de provas, sejam elas na forma de questdes
de multipla escolha, sejam na de questdes dissertativas, pode
ser uma das maneiras de fazer a avaliacao dos estudantes. E
preciso que elas sejam elaboradas considerando-se os obje-
tivos de aprendizagem que se pretendem alcancar.

Autoavaliacao

E importante que o professor ouca os estudantes sobre o
modo pelo qual eles se relacionam com a Matemética, como
estudam, como relacionam a Matematica ao seu cotidiano,
quais sdo as dificuldades que enfrentam no processo de
aprendizagem, quais avancos conseguem identificar, tanto
no aspecto informativo como no formativo, entre outros.

Se os estudantes tiverem a oportunidade de manifestar
suas necessidades, dificuldades, avancos, anseios, formas
de aprender e estudar, maiores serdo as possibilidades de
o professor (e a escola, em geral) encontrar caminhos para
enfrentar problemas de aprendizagem e propor agbes para
os estudantes refletirem sobre os préprios processos de
aprendizagem.

A comunicacao oral dos estudantes

O ato de comunicar oralmente ideias matematicas pode
ocorrer em atividades como apresentacdo de trabalhos e
semindrios organizados pelos estudantes. Vejamos uma
situagdo-problema que envolve esse aspecto.

Vocé precisa relatar uma situagdo descrita pelo grafico
seguinte a uma pessoa que nao dispde dele no momento.
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Fonte: Ipea. Extraido de: Carta Capital, 15/4/2009.

Naturalmente, o estudante deveré ser capaz de identificar
e relatar do que trata o gréfico, quais sdo as grandezas associa-
das, que tendéncia se evidencia, quais os dados representados
nas estimativas para homens e nas para mulheres etc.

Em se tratando de representacoes graficas, atividades
similares a essa podem ser realizadas no estudo da Estatistica
Descritiva e também no estudo introdutdério das funcdes, no
que diz respeito a leitura e interpretacdo de graficos (em geral,
graficos em que uma das grandezas é o tempo sao adequados
para o estudo das fungdes).

Outro assunto que favorece atividades em que os
estudantes sdo convidados a expressar-se oralmente é a
Geometria, na descricdo e comparacdo de figuras. Veja
estas duas situacdes:

e No inicio do estudo dos sélidos geométricos, podem-

-se espalhar varios sélidos sobre a mesa (ou projetar
imagens de soélidos) e pedir aos estudantes para
agrupa-los segundo algum critério. Provavelmente,
eles separardo os poliedros dos corpos redondos. Ou-
tra possibilidade é separar os sélidos em dois grupos:
0s que possuem vértice e 0s que ndo possuem. Em
seguida, eles deverdo argumentar, oralmente, com
o repertorio disponivel, o critério que usaram na
classificacdo. O professor pode experimentar pedir
aos estudantes que repitam a argumentacéo, depois
da formalizagdo dos conceitos.

* Podem-se mostrar aos estudantes, no inicio do
estudo dos poliedros, um prisma e uma piramide e
pedir que eles descrevam verbalmente esses sélidos,
estabelecendo em qué séo parecidos (entre outras,
eles devem apontar que ambos sao formados por
poligonos) e em qué sao diferentes (entre outras,
a piramide tem uma sé base e o prisma tem duas
bases congruentes).

Setup



Outra possibilidade é levar para a sala de aula pris-
mas retos e obliquos e pedir a turma que descreva,
oralmente, a diferenca entre eles.

Depois de estudados os conceitos, a classificagao,
os elementos etc., pode-se refazer a atividade e ver
quanto a comunicacgao oral do estudante, na carac-
terizacdo desses sélidos, avancou.

(Para complementar, sugerimos a atividade de Geome-
tria Analitica proposta na parte especifica das Orientagdes
Didé&ticas do volume 3).

Em relacdo aos semindrios, uma das possibilidades é
explorar os textos da secdo Aplicagcdes, que constam nos trés
volumes de nossa colecdo, e convidar os estudantes a preparar
seminarios, produzir novos materiais e promover discussoes
com a turma. Essas atividades devem mobilizar os estudan-
tes a fazer outras pesquisas, aprofundando e ampliando os
contextos dos assuntos que sao abordados.

Outra possibilidade interessante é a proposta de uma aula
preparada por um grupo de estudantes aos demais colegas da
turma. Devem-se selecionar alguns recortes do contetido para se-
rem pesquisados, e que sejam compativeis com os conhecimen-
tos dos estudantes. Na data estabelecida, cada equipe apresenta
sua aula ao resto da classe. E fundamental que o professor esteja
disponivel para esclarecer duvidas e trocar ideias e sugestdes com
as equipes no periodo de preparacdo dos seminarios.

Esse tipo de atividade promove a autonomia dos estu-
dantes, valoriza a leitura e a pesquisa, a comunicacao oral e
o trabalho em equipe.

Para exemplificar, no estudo de areas das figuras planas,
podem-se informar as areas de varias figuras (tridngulos,
quadrilateros, circulo e suas partes) as equipes e pedir a cada
uma delas que prepare uma aula com a deducéo de férmulas,
exemplos e exercicios elaborados a partir dessas informacoes.
Essa atividade pode se transformar em um valioso instrumento
de avaliagdo e dinamizacdo das aulas.

J& no estudo das progressoes, temos outro exemplo: é
possivel separar a turma em equipes, ficando cada equipe
responsavel pela apresentacdo de um seminario, na forma de
roteiro completo de aula (incluindo problematizacédo inicial,
exemplos, demonstracoes de formulas, se houver, e exercicios).

Atividade em grupo

Conforme ja mencionado anteriormente, as atividades
em grupo podem mobilizar as trés dimensdes dos contetdos:
conceitual, procedimental e atitudinal. Na parte especifica das
Orientacoes Didaticas de cada volume, sdo propostas ativida-
des em grupo. Quando possivel, proponha atividades a partir
de alguma matéria publicada em jornal, revista, internet etc.
Acreditamos que o recurso de usar reportagens veiculadas na
midia pode ser bastante motivador para o estudante, espe-
cialmente nos casos de mobilizar competéncias ligadas a
representacdo e comunicacado, investigacdo e compreensao
ou recontextualizagdo sociocultural.

Veja este exemplo de atividade que pode ser proposta
sobre a tabela de contribuicdo mensal do INSS:
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A tabela de contribuicdo mensal é utilizada para a
consulta sobre as faixas de salarios e respectivas aliquotas de
incidéncia para o calculo da contribuicdo a ser paga ao INSS.

Tabela de contribuicao mensal para fins de
recolhimento ao INSS (vigente de 01/01 a

31/12/2015)
Salario de contribuicao (R$) Aliquota (%)
Até 1399,12 8
De 1399,13 até 2331,88 9
De 2331,89 até 4663,75 11

Atencdo: Em 2015, o valor méaximo do INSS do
segurado era R$ 513,01.

Fonte: <www.portaltributario.com.br/guia/tabela_inss_empregados.
html>. Acesso em: 26 abr. 2016.

A tabela é o ponto de partida para varias discussdes
e questdes, entre as quais destacamos:

1. O que é INSS?

Resp.: INSS é a sigla de Instituto Nacional do Seguro
Social, um érgdo governamental responsavel por receber
as contribuicoes dos trabalhadores e fazer o pagamento
de aposentadorias, auxilio-doenca, pensdes e outros
beneficios previstos por lei.

2. 0 que é aposentadoria? Quais as regras atuais da
aposentadoria para o trabalhador?

Resp.: Aposentadoria é uma remuneracao recebida
pelo trabalhador apds cumprir alguns requisitos. Para
conhecer as regras atuais para a aposentadoria, consulte
o site <www.mtps.gov.br/aposentadoria>, acesso em
24 maio 2016.

3. Qual é o valor atual mensal do teto da aposentadoria?

Resp.: O teto méximo da aposentadoria é corrigido
anualmente, em 2015 era de 4 663,75 reais. Consulte
o site <www.mtps.gov.br>, acesso em 24 maio 2016,
para obter o valor atualizado.

4. Quais sao os beneficios dos contribuintes do INSS?

Resp.: Os contribuintes do INSS tém direito a alguns
beneficios, como aposentadoria, auxilio-doenca, pensdo
por morte, salario-maternidade etc. Veja mais no site
<www.mtps.gov.br/todos-os-servicos-do-inss>, acesso
em 24 maio 2016.

5. Determine a contribuicdo ao INSS paga por um
trabalhador cujo salario bruto mensal é de:

a) R$ 1000,00 (Resp.: R$ 80,00)

b) R$ 2200,00 (Resp.: R$ 198,00)

¢) R$ 4000,00 (Resp.: R$ 440,00)

6. O que a informacdo "o valor méximo do INSS
do segurado é R$ 513,01", logo ap6s a tabela, indica?

Resp.: Como 0,11 - 4 663,75 = 513,01, qualquer
salario superior a R$ 4 663,01 contribui com o valor de
R$ 513,01 ao INSS.

7. Qual é a lei da funcdo que relaciona o valor
mensal (y) pago ao INSS e o saldrio mensal (x), ambos
expressos em reais?

Resp.:

0,08 - x;se 0 < x=<1399,12
] 0,09 x;se1399,13 <x=2331,88
Y7 10,11 - x se 2331,89 < x < 4663,75
513,01; se 4663,76 < x
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P Resolucdao de problemas

E fundamental que seja trabalhada em aula uma grande
diversidade de problemas (inclusive aqueles sem solucao ou
que admitem mais de uma resposta), mobilizando todas as
quatro etapas desse processo, segundo G. Polya, em A arte
de resolver problemas (1978):

e compreender o problema;

e estabelecer um plano, relacionando os dados;

e executar o plano;

e fazer um retrospecto da resolucado completa, revendo-a

e discutindo-a.

Na avaliacdo da resolucdo de problemas, é importante
levar em consideracdo a evolucao dos estudantes no processo.
Para isso, é fundamental que esse tipo de avaliacdo esteja
incorporado a pratica do professor; ndo pode ser uma ativi-
dade esporadica. E preciso valorizar a criatividade na busca
de solugoes, a socializagao de diferentes maneiras de resolver
um problema, analisando todos os passos da resolucao (e ndo
apenas a resposta final) e incentivar e encorajar os estudantes
na busca da sulugao.

P Textos complementares - Avaliagcao

Pensando em um momento de pausa, estudo, reflexdo
e formacao para o professor, reproduzimos a seguir alguns
trechos do capitulo inicial do livro Avaliacdo: da exceléncia
a regulacdo das aprendizagens, entre duas logicas, de
Philippe Perrenoud.

Uma avaliacao a servico da selecao?

A avaliacdo é tradicionalmente associada, na escola, a
criacdo de hierarquias de exceléncia. Os alunos sdo com-
parados e depois classificados em virtude de uma norma
de exceléncia, definida no absoluto ou encarnada pelo
professor e pelos melhores alunos. Na maioria das vezes,
essas duas referéncias se misturam, com uma dominante:
na elaboracdo das tabelas, enquanto alguns professores
falam de exigéncias preestabelecidas, outros constroem sua
tabela a posteriori, em funcdo da distribuicdo dos resulta-
dos, sem todavia chegar a dar sistematicamente a melhor
nota possivel ao trabalho “menos ruim”.

No decorrer do ano letivo, os trabalhos, as provas de rotina,
as provas orais, a notacdo de trabalhos pessoais e de dossiés
criam “pequenas” hierarquias de exceléncia, sendo que nenhu-
ma delas é decisiva, mas sua adicdo e acimulo prefiguram a
hierarquia final:

— seja porque se fundamenta amplamente nos resulta-
dos obtidos ao longo do ano, quando a avaliacdo continua
ndo é acompanhada por provas padronizadas ou exames;

— seja porque a avaliagdo durante o ano funciona como
um treinamento para o exame (Merle, 1996).

Essa antecipacdo desempenha um papel maior no
contrato didatico celebrado entre o professor e seus alunos,
assim como nas relagées entre a familia e a escola. Como
mostrou Chevallard (1986a), no que tange aos professores
de matematica do secundario, as notas fazem parte de
uma negociacao entre o professor e seus alunos ou, pelo

menos, de um arranjo. Elas lhes permitem fazé-los trabalhar,
conseguir sua aplicacdo, seu siléncio, sua concentracdo, sua
docilidade em vista do objetivo supremo: passar de ano. A
nota é uma mensagem que ndo diz de inicio ao aluno o que
ele sabe, mas o que pode lhe acontecer “se continuar assim
até o final do ano”. Mensagem tranquilizadora para uns,
inquietante para outros, que visa também aos pais, com a
demanda implicita ou explicita de intervir “antes que seja
tarde demais”. A avaliacdo tem a funcdo, quando se dirige
a familia, de prevenir, no duplo sentido de impedir e de
advertir. Ela alerta contra o fracasso que se anuncia ou, ao
contrario, tranquiliza, acrescentando “desde que continue
assim!”. Quando o jogo estd quase pronto, prepara os es-
piritos para o pior; uma decisdo de reprovacdo ou de ndo
admissdo em uma habilitacdo exigente apenas confirma,
em geral, os progndsticos desfavoraveis comunicados bem
antes ao aluno e a sua familia.

Assim como os pequenos mananciais formam grandes
rios, as pequenas hierarquias se combinam para formar
hierarquias globais, em cada disciplina escolar, depois sobre
o conjunto do programa, para um trimestre, para um ano
letivo e, enfim, para o conjunto de um ciclo de estudos.
Referindo-se a formas e normas de exceléncia bem diversas,
essas hierarquias tém em comum mais informar sobre a
posicdo de um aluno em um grupo ou sobre sua distancia
relativa a norma de exceléncia do que sobre o contetdo de
seus conhecimentos e competéncias. Elas dizem sobretudo
se o aluno é “melhor ou pior” do que seus colegas. A propria
existéncia de uma escala a ser utilizada cria hierarquia, as
vezes a partir de pontos pouco significativos. Amigues e
Zerbato-Poudou lembram esta experiéncia simples: da-se um
lote de trabalhos heterogéneos a serem corrigidos por um
conjunto de professores; cada um estabelece uma distribui-
cdo em forma de sino, uma aproximag¢do da famosa curva
de Gauss. Retiram-se entdo todos os trabalhos situados
na parte mediana da distribuicdo e ddo-se os restantes a
outros corretores. Poder-se-ia logicamente esperar uma dis-
tribuicdo bimodal. Isso ndo acontece, cada avaliador recria
uma distribuicdo “normal”. Obtém-se o mesmo resultado
quando se conserva apenas a metade inferior ou superior
de um primeiro lote. Os examinadores criam variagées que
se referem mais a escala e ao principio da classificagdo do
que as variacées significativas entre os conhecimentos ou
as competéncias de uns e outros.

Uma hierarquia de exceléncia jamais é o puro e simples
reflexo da “realidade” das variacées. Elas existem realmen-
te, mas a avaliacdo escolhe, em um momento definido,
segundo critérios definidos, dar-lhe uma imagem publica,
as mesmas variacoes podem ser dramatizadas ou banaliza-
das conforme a légica de agdo em andamento, pois ndo se
avalia por avaliar, mas para fundamentar uma decisdo. Ao
final do ano letivo ou do ciclo de estudos, as hierarquias
de exceléncia escolar comandam o prosseguimento normal
do curso ou, se houver selecédo, a orientacdo para esta ou
aquela habilitacdo. De modo mais global, ao longo de todo
0 curso, elas regem o que se chama de éxito ou fracasso
escolares. Estabelecida de acordo com uma escala muito



diferenciada — as vezes, apenas um décimo de ponto de
diferenca —, uma hierarquia de exceléncia se transforma
facilmente em dicotomia: basta introduzir um ponto de
ruptura para criar conjuntos considerados homogéneos;
de um lado, aqueles que sdo reprovados séo relegados as
habilitagées pré-profissionais ou entram no mercado de
trabalho aos 15-16 anos,; de outro, os que avancam no
curso e se orientam para os estudos aprofundados.

A outra fungdo tradicional da avaliacdo é certificar
aquisicoes em relacdo a terceiros. Um diploma garante aos
empregadores em potencial que seu portador recebeu for-
magao, o que permite contrata-lo sem fazer com que preste
novos exames. Uma forma de certificacdo analoga funciona
também no interior de cada sistema escolar, de um ciclo
de estudos ao seguinte, até mesmo entre anos escolares.
Isso é menos visivel, pois ndo existe o equivalente em um
mercado de trabalho, o mercado da orientacdo permanece
controlado pelo sistema educativo.

Uma certificagdo fornece poucos detalhes dos saberes
e das competéncias adquiridos e do nivel de dominio pre-
cisamente atingido em cada campo abrangido. Ela garante
sobretudo que um aluno sabe globalmente “o que é neces-
sario saber” para passar para a série seguinte no curso, ser
admitido em uma habilitacado ou comegar uma profissdo. Entre
professores dos graus ou ciclos de estudos sucessivos, entre a
escola e os empregadores, o nivel e o conteudo dos exames
ou da avaliagdo sdo, é claro, questées recorrentes. Todavia,
no dmbito do funcionamento regular do sistema, “age-se
como se” aqueles que avaliam soubessem o que devem fazer
e a eles é concedida uma certa confianca. A vantagem de
uma certificacdo instituida é justamente a de ndo precisar ser
controlada ponto por ponto, de servir de passaporte para o
emprego ou para uma formacéo posterior.

Dentro do sistema escolar, a certificacdo é sobretudo
um modo de regulacdo da divisdo vertical do trabalho
pedagdgico. O que se certifica ao professor que recebe
os alunos oriundos do nivel ou do ciclo anterior é que ele
poderd trabalhar como de habito. O que isso recobre ndo
é totalmente independente do programa e das aquisi¢cées
minimas. Isso pode variar muito de um estabelecimento para
outro, em funcdo do nivel efetivo dos alunos e da atitude
do corpo docente.

Em todos os casos, a avaliacdo ndo é um fim em si. £
uma engrenagem no funcionamento didético e, mais glo-
balmente, na selecdo e na orientacdo escolares. Ela serve
para controlar o trabalho dos alunos e, simultaneamente,
para gerir os fluxos.

Ou a servico das aprendizagens?

A escola conformou-se com as desigualdades de éxito
por tanto tempo quanto elas pareciam “na ordem das
coisas”. E verdade que era importante que o ensino fosse
corretamente distribuido e que os alunos trabalhassem, mas
a pedagogia ndo pretendia nenhum milagre, ela ndo podia
sendo “revelar” a desigualdade das aptidées (Bourdieu,
1996). Dentro dessa perspectiva, uma avaliagdo formativa
ndo tinha muito sentido: a escola ensinava e, se tivessem
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vontade e meios intelectuais, os alunos aprendiam. A escola
ndo se sentia responsavel pelas aprendizagens, limitava-se a
oferecer a todos a oportunidade de aprender: cabia a cada
um aproveita-lal A nocao de desigualdade das oportuni-
dades néo significou, até um periodo recente, nada além
disto: que cada um tenha acesso ao ensino, sem entraves
geogréficos ou financeiros, sem inquietacdo com seu sexo
ou sua condigao de origem.

Quando Bloom, nos anos 60, defendeu uma pedagogia
do dominio (1972, 1976, 1979, 1988), introduziu um pos-
tulado totalmente diferente. Pelo menos no nivel da escola
obrigatdria, ele dizia, “todo mundo pode aprender”: 80%
dos alunos podem dominar 80% dos conhecimentos e das
competéncias inscritos no programa, com a condicdo de
organizar o ensino de maneira a individualizar o conteudo,
o ritmo e as modalidades de aprendizagem em funcdo de
objetivos claramente definidos. De imediato, a avaliacdo se
tornava o instrumento privilegiado de uma regulacdo con-
tinua das intervencées e das situacdes diddticas. Seu papel,
na perspectiva de uma pedagogia de dominio (Huberman,
1988), ndo era mais criar hierarquias, mas delimitar as
aquisicoes e os modos de raciocinio de cada aluno o sufi-
ciente para auxilia-lo a progredir no sentido dos objetivos.
Assim nasceu, sendo a propria ideia de avaliacdo formativa
desenvolvida originalmente por Scriven (1976) em relacdo
aos programas, pelo menos sua transposi¢ao a pedagogia
e as aprendizagens dos alunos.

O que ha de novo nessa ideia? Nao se servem todos
os professores da avaliacdo durante o ano para ajustar o
ritmo e o nivel global de seu ensino? Nédo se conhecem
muitos professores que utilizam a avaliacdo de modo mais
individualizado, para melhor delimitar as dificuldades de
certos alunos e tentar remedia-las?

Toda acdo pedagdgica repousa sobre uma parcela
intuitiva de avaliacdo formativa, no sentido de que, ine-
vitavelmente, ha um minimo de regulacdo em funcdo das
aprendizagens ou, ao menos, dos funcionamentos obser-
vaveis dos alunos. Para se tornar uma pratica realmente
nova, seria necessario, entretanto, que a avaliagao formativa
fosse aregra e se integrasse a um dispositivo de pedagogia
diferenciada. E esse cardter metédico, instrumentado e
constante que a distancia das prdticas comuns. Portanto,
nao se poderia, sob risco de especulagdo, afirmar que todo
professor faz constantemente avaliagdo formativa, ao menos
ndo no pleno sentido do termo.

Se a avaliacdo formativa nada mais é do que uma
maneira de regular a acdo pedagdgica, por que ndo é uma
pratica corrente? Quando um artesdo modela um objeto,
ndo deixa de observar o resultado para ajustar seus gestos
e, se preciso for, “corrigir o alvo”, expressdo comum que
designa uma faculdade humana universal: a arte de conduzir
a acdo pelo olhar, em funcdo de seus resultados provisérios
e dos obstaculos encontrados. Cada professor dispoe dela,
como todo mundo. Ele se dirige, porém, a um grupo e re-
gula sua acdo em funcdo de sua dindmica de conjunto, do
nivel global e da distribui¢do dos resultados, mais do que
das trajetdrias de cada aluno. A avaliacdo formativa introduz
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uma ruptura porque propée deslocar essa regulacdo ao nivel
das aprendizagens e individualizé-la.

Nenhum médico se preocupa em classificar seus pacien-
tes, do menos doente ao mais gravemente atingido. Nem
mesmo pensa em |hes administrar um tratamento coletivo.
Esforca-se para determinar, para cada um deles, um diag-
néstico individualizado, estabelecendo uma agéo terapéutica
sob medida. Mutatis mutandis, a avaliacdo formativa deveria
ter a mesma funcdo em uma pedagogia diferenciada. Com
essa finalidade, as provas escolares tradicionais se revelam
de pouca utilidade, porque sdo essencialmente concebidas
em vista mais do desconto do que da anélise dos erros, mais
para a classificacdo dos alunos do que para a identificacao
do nivel de dominio de cada um. “Seu erro me interessa”,
diria um professor que leu Astolfi (1997). Uma prova escolar
cldssica suscita erros deliberadamente, ja que de nada serviria
se todos os alunos resolvessem todos os problemas. Ela cria a
famosa curva de Gauss, o que permite dar boas e mas notas,
criando, portanto, uma hierarquia. Uma prova desse género
ndo informa muito como se operam a aprendizagem e a
constru¢do dos conhecimentos na mente de cada aluno, ela
sanciona seus erros sem buscar os meios para compreendé-
-los e para trabalhd-los. A avaliagdo formativa deve, pois,
forjar seus préprios instrumentos, que vao do teste criterioso,
descrevendo de modo analitico um nivel de aquisicdo ou de
dominio, a observagdo in loco dos métodos de trabalho, dos
procedimentos, dos processos intelectuais do aluno.

O diagndstico é indtil se ndo der lugar a uma agédo
apropriada. Uma verdadeira avaliagdo formativa é necessa-
riamente acompanhada de uma intervenc¢do diferenciada,
com o que isso supée em termos de meios de ensino, de
organizacdo dos hordrios, de organizacdo do grupo-aula,
até mesmo de transformacoées radicais das estruturas escola-
res. As pedagogias diferenciadas estao doravante na ordem
do dia e a avaliagdo formativa ndo é mais uma quimera,
ja que propiciou indmeros ensaios em diversos sistemas.

[..]

PERRENOUD, P. Avaliacdo: da exceléncia a regulacao das aprendizagens
entre duas légicas. Porto Alegre: Artmed, 1999.

Para a Ultima parte de nossa proposta de proporcionar
ao professor um momento de reflexdo e estudo, reproduzi-
mos um trecho do livro Prova: um momento privilegiado de
estudo, ndo um acerto de contas, de Vasco Pedro Moretto.
O autor defende a ideia de que ndo é a extincdo da prova
escrita ou oral que melhorard a aprendizagem, mas a res-
significacdo do método numa nova perspectiva pedagdgica.

Avaliar com eficacia e eficiéncia

Avaliar a aprendizagem tem sido um tema angustiante
para professores e estressante para alunos. Nas conversas com
professores, orientadores e diretores, o assunto avaliacdo é
sempre lembrado com um suspiro de desdnimo e uma frase
eloquente: “Esse é o problema! Af esta o nd!”.

Muito se tem escrito e falado sobre a avaliacdo da apren-
dizagem. As duvidas continuam, os pontos de vista se multi-
plicam e as experiéncias se diversificam. O sistema escolar gira

em torno desse processo e tanto professores como alunos se
organizam em funcao dele. Por isso a verdade apresentada é:
professores e pesquisadores precisamos estudar mais, debater
com profundidade e conceituar com sequranga o papel da
avaliagdo no processo da aprendizagem.

A avaliacao da aprendizagem é angustiante para muitos
professores por ndo saber como transforma-la num processo
que ndo seja uma mera cobranga de contelidos aprendidos
“de cor”, de forma mecanica e sem muito significado para o
aluno. Angdstia por ter que usar um instrumento tao valioso
no processo educativo, como recurso de repressdo, como
meio de garantir que uma aula seja levada a termo com cer-
to grau de interesse. Sentencas como ‘anotem, pois vai cair
na prova’, ‘prestem atencdo nesse assunto porque semana
que vem tem prova’, ‘se ndo ficarem calados vou fazer uma
prova surpresa’, ‘ja que vocés ndo param de falar, considero
matéria dada e vai cair na prova’, e outras que se equivalem,
sdo indicadores da maneira repressiva que tem sido utilizada
na avaliacdo da aprendizagem.

Se para o professor esse processo gera ansiedade, po-
demos imaginar o que representa para os alunos. ‘Hora do
acerto de contas’, /A hora da verdade’, /A hora de dizer ao
professor o que ele quer que eu saiba’, /A hora da tortura’,
sdo algumas dentre as muitas representacées em voga entre
os alunos. Enquanto ndo ha prova ‘marcada’ muitos alunos
encontram um alibi para ndo estudar. E se por acaso o pro-
fessor anunciar que a matéria dada ndo ird cair na prova...
entao para que estudar?, perguntardo os alunos.

Para grande parte dos pais, a prova também ndo cumpre
seu real papel. Se a nota foi razodvel ou étima, os pais dao-se
por satisfeitos, pois pressupdem que a nota traduz a aprendiza-
gem correspondente, o que nhem sempre é verdade. E os alunos
sabem diisso. Se a nota foi de aprovagdo, o aluno a apresenta
como um troféu pelo qual ‘deve receber a recompensa’: saidas
autorizadas, aumento de mesada, passeios extras etc. Lembrar
que o dever foi cumprido... ah! Isso nem vem ao caso.

Diante de tal diagndstico, a avaliacdo precisa ser ana-
lisada sob novos pardmetros e tem de assumir outro papel
no processo da intervencdo pedagdgica, em consequéncia
da redefinicdo dos processos de ensino e de aprendizagem.

Aavaliagao é parte integrante do ensino e da aprendizagem.
O ensinar, um dia, ja foi concebido como transmitir conhecimen-
tos prontos e acabados, conjunto de verdades a serem recebidas
pelo aluno, gravadas e devolvidas na hora da prova. Nessa visdo
de ensino, o aprender tem sido visto como gravar informagoes
transcritas para um caderno (cultura cadernal) para devolvé-
-las da forma mais fiel possivel ao professor na hora da prova.
Expressées como ‘o que serd que o professor quer com essa
questdo?’, ‘professor, a questdo sete ndo estava no caderno de
ninguém, o senhor tem que anular’, ‘professora, dd para explicar
0 que a senhora quer com a questao 37, ‘professor, eu decorei
todo o questiondrio que o senhor deu e na prova o senhor per-
guntou tudo diferente’ séo indicadores de que a preocupacdo
dos alunos € satisfazer os professores, é tentar responder tudo
0 que o professor quer para, com isso, obter nota.

Nesta visao, que classificamos de tradicional por ainda ser,
anosso ver, a que domina o processo de ensino nos dias de hoje,



a avaliagado de aprendizagem é encarada como um processo
de ‘tomald da cad’, em que o aluno deve devolver ao professor
0 que dele recebeu e de preferéncia exatamente como rece-
beu, o que Paulo freire chamou educacao bancaria. Nesse caso
ndo cabe criatividade, nem interpretacdo. A relagdo professor-
-aluno vista dessa forma é identificada como uma forma de
dominacao, de autoritarismo do professor e de submissao do
aluno, sendo por isso uma relagdo perniciosa na formagao
para a cidadania.

A perspectiva construtivista sociointeracionista propée
uma nova relacao entre o professor, o aluno e o conhecimento.
Ela parte do principio de que o aluno ndo é um simples acu-
mulador de informagboes, ou seja, um mero receptor-repetidor.
Ele é o construtor do prdprio conhecimento. Essa constru¢ao
se da com a mediagao do protfessor, numa acao do aluno que
estabelece a relacdo entre suas concepcoes prévias e o objeto
de conhecimento proposto pela escola. Assim, fica claro que
a construcdo do conhecimento é um processo interior do
sujeito da aprendizagem, estimulado por condi¢ées exteriores
criadas pelo professor. Por isso dizemos que cabe a este o
papel de catalisador do processo da aprendizagem. Catalisar/
mediar/facilitar sdo palavras que indicam o novo papel do
docente no processo de interagdo com o aluno, como vimos
em capitulos anteriores.

Prova: um momento privilegiado de estudo

Avaliar aprendizagem tem um sentido amplo. A avaliacado
é feita de formas diversas, com instrumentos variados, sendo
0 mais comum deles, em nossa cultura, a prova escrita. Por
esse motivo, em lugar de apregoarmos os maleficios da prova
e levantarmos a bandeira de uma avaliacdo sem provas, pro-
curamos sequir o principio. se tivermos que elaborar provas,
que sejam benfeitas, atingindo seu real objetivo, que é verificar
se houve aprendizagem significativa de conteudos relevantes.

E preciso ressaltar, no entanto, que a avaliacéo da apren-
dizagem precisa ser coerente com a forma de ensinar. Se a
abordagem no ensino foi dentro dos principios da constru¢do
do conhecimento, a avaliagdo da aprendizagem seguird a
mesma orientagdo. Nessa linha de pensamento, propomos
alguns principios que sustentam nossa concep¢ao de avaliacao
da aprendizagem:

e A aprendizagem é um processo interior ao aluno, ao qual
temos acesso por meio de indicadores externos.

Os indicadores (palavras, gestos, figuras, textos) sdo
interpretados pelo professor e nem sempre a interpre-
tagdo corresponde fielmente ao que o aluno pensa.
O conhecimento é um conjunto de relagées estabele-
cidas entre os componentes de um universo simbdlico.
O conhecimento construido significativamente é estavel
e estruturado.
O conhecimento adquirido mecanicamente é instavel
e isolado.
e A avaliacdo da aprendizagem é um momento privile-
giado de estudo e ndo um acerto de contas.

[..]

MORETTO, Vasco P. Prova: um momento privilegiado de estudo, ndo um
acerto de contas. 82 ed. Rio de Janeiro: Lamparina, 2008.
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Sugestdes para o professor

Hoje, para coordenar um curso de Matemética rico e
aberto, o professor precisa conhecer a Matematica além
do seu programa curricular: deve ter acesso a informacoes
sobre a histéria da descoberta matematica, estar sintoni-
zado com tendéncias da Educacdo Matematica, conhecer
curiosidades e divertimentos 16gico-matematicos, dispor
de livros paradidaticos para aprofundamento, conhecer e
usar recursos tecnolégicos em sala de aula como forma de
diversificar estratégias de aprendizagem etc.

Pensando nisso, tomamos a liberdade de sugerir alguns
livros, revistas, recursos digitais e sites que podem contribuir
para a melhor formacdo dos colegas.

P Sugestodes de livros para a formacao
continuada

o A Matematica na arte e na vida, de Paulo Roberto Martins
Contador. 22 ed. Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2010.

A obra analisa com profundidade a complexidade da
proporcdo aurea e suas manifestacoes na natureza, na
arquitetura, nas artes plasticas, enfim, onde ha harmonia,
beleza e equilibrio.

e Colegédo do Professor de Matematica

Trata-se da colecao IMPA/VITAE, da Sociedade Brasileira
de Matematica (SBM).

A colecdo oferece um excelente material de consulta,
aprofundamento e pesquisa para o professor de Matematica
do Ensino Médio. Os assuntos sdo apresentados e discutidos
com elevado rigor matematico, em linguagem precisa e
objetiva. Ha ainda uma secdo de exercicios, em varios dos
quais sdo pedidas demonstracoes.

Os seguintes titulos compdem a colecéo:

- A Matemdtica no Ensino Médio, de Elon Lages Lima,
Paulo César Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto
César de Oliveira Morgado. v. 1-4. Rio de Janeiro: Sociedade
Brasileira de Matematica, 1996.

Nos volumes de 1 a 3 sdo apresentados, de modo
aprofundado, os principais tépicos dos programas da
Matematica do Ensino Médio; no volume 4 sdo apresenta-
das as solugdes de todos os exercicios propostos nos trés
volumes anteriores.

- Anédlise combinatdria e probabilidade, de Paulo Cezar
Pinto Carvalho, Augusto César de Oliveira Morgado, Pedro
Fernandez e Jodo Bosco Pitombeira. 92 ed. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 2006.

- Construgcbes Geométricas, de Eduardo Wagner. 62 ed.
Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2007.

- Coordenadas no espago, de Elon Lages Lima. 42 ed.
Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2007.

- Coordenadas no plano com as solucées dos exerci-
cios, de Elon Lages Lima. 62 ed. Rio de Janeiro: Sociedade
Brasileira de Matematica, 2013.

- Introducdo a geometria espacial, de Paulo Cezar Pin-
to Carvalho. 42 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica, 2005.
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- Logaritmos, de Elon Lages Lima. 52 ed. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matemaética, 2013.

- Medida e forma em Geometria, de Elon Lages Lima.
42 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica,
2006.

- Meu professor de Matematica e outras histérias, de
Elon Lages Lima. 62 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira
de Matemaética, 2012.

- Progressées e Matemdtica Financeira, de Eduardo
Wagner, Augusto César de Oliveira Morgado e Sheila Zani.
62 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matemaética,
2015.

- Trigonometria e Numeros Complexos, de Eduardo
Wagner, Augusto César de Oliveira Morgado e Manfredo
Perdigdo do Carmo. 32 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasi-
leira de Matematica, 2005.

e Colecao Fundamentos de Matematica Elementar

A colecdo apresenta, em 11 volumes, um estudo de-
talhado e rigoroso dos eixos trabalhados no Ensino Médio:
Funcées, Algebra, Nimeros, Geometria, Estatistica, con-
tagem e probabilidade, além de Matemética Financeira e
Introducao ao Calculo.

Nos livros, encontramos uma grande variedade e quan-
tidade de exercicios, podendo servir de referencial tedrico
e pratico para o professor do Ensino Médio. Os seguintes
livros compdem a colecéo:

- Conjuntos, Funcées, de Gelson lezzi e Carlos Muraka-
mi. 92 ed. v. 1. Sdo Paulo: Atual, 2013.

Aborda os conjuntos numéricos, a nocao de funcgao e
o estudo de algumas das funcdes elementares.

- Logaritmos, de Osvaldo Dolce, Gelson lezzi e Carlos
Murakami. 92 ed. v. 2. Sdo Paulo: Atual, 2013.

Sintetiza o assunto poténcias e o estudo das funcdes
exponencial e logaritmica.

- Trigonometria, de Gelson lezzi. 92 ed. v. 3. Sdo Paulo:
Atual, 2013.

Estudo completo das funcdes circulares, das relacoes
entre elas, das transformacdes, das equacdes e inequagdes
trigonométricas, das fungdes circulares inversas e da trigo-
nometria nos triangulos.

- Sequéncias, matrizes, determinantes, sistemas, de Gel-
son lezzi e Samuel Hazzan. 92 ed. v. 4. Sdo Paulo: Atual, 2013.

Trata do estudo de progressdes, de matrizes, de deter-
minantes e de sistemas lineares.

- Combinatdria, probabilidade, de Samuel Hazzan.
92 ed. v. 5. Sdo Paulo: Atual, 2013.

Estuda problemas de contagem e o bindmio de Newton
e faz um estudo completo sobre probabilidades.

- Complexos, polinémios, equagbes, de Gelson lezzi.
92 ed. v. 6. Sdo Paulo: Atual, 2013.

Séo estudados os numeros complexos, os polinémios
e as equacodes polinomiais.

- Geometria analitica, de Gelson lezzi. 92 ed. v. 7. Sdo
Paulo: Atual, 2013.

Aborda o estudo analitico das retas, das circunferéncias
e das cOnicas.

- Limites, derivadas, nocées de integral, de Gelson lezzi,
Carlos Murakami e Nilson José Machado. 92 ed. v. 8. Séo
Paulo: Atual, 2013.

Uma abordagem simplificada de limites, de derivadas e
fungbes de uma variavel, das aplicagbes de derivadas e de
uma introducdo a nocédo de integral definida.

- Geometria Plana, de Osvaldo Dolce, José Nicolau
Pompeo. 92 ed. v. 9. Sdo Paulo: Atual, 2013.

Trata, com rigor, detalhes e profundidade, da Geome-
tria Plana usualmente trabalhada no Ensino Fundamental.

- Geometria Espacial, de Osvaldo Dolce e José Nicolau
Pompeo. 92 ed. v. 10. Sdo Paulo: Atual, 2013.

Faz um estudo completo e axiomatico da Geometria de
Posicdo Espacial. Na Geometria Métrica séo estudados polie-
dros, corpos redondos, inscricao e circunscricao de sélidos.

- Matemadtica comercial, matematica financeira, estatis-
tica descritiva, de Gelson lezzi, Samuel Hazzan e David M.
Degenszajn. 92 ed. v. 11. Sdo Paulo: Atual, 2013.

No livro sdo estudadas matemaética comercial e finan-
ceira, além da estatistica descritiva.

e fundamentos da Aritmética, de Hygino H. Domingues.
12 ed. Florianépolis: Editora da UFSC, 2009.

Podemos encontrar na obra a origem da ideia de nu-
mero, 0s primeiros sistemas de numeragdo, o conceito de
congruéncia, representacdo decimal dos racionais e irracio-
nais e o corpo dos nimeros complexos. A obra contempla
elementos da histéria da Matematica.

e Introdugédo a ldgica, de Cezar A. Mortari. 12 ed. Sdo Paulo:
Livraria da Fisica, 2011.
O livro aborda inferéncia, deducéo, indugao e outras
conceituacoes e mostra a diferenca entre a logica classica
e a nao classica.

e Introducdo as técnicas de demonstracao na Matematica,

deJohn A. Fossa. 22 ed. Sdo Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

O autor convida o leitor a “mergulhar” no caminho das
argumentagoes em Matematica.

e Os elementos de Euclides, traduzido por Irineu Bicudo.
12 ed. Sao Paulo: Editora Unesp, 2009.

Trata-se da primeira tradugdo completa para a Lingua
Portuguesa a partir do texto grego. A obra da Antiguidade
Classica contém defini¢bes, postulados, demonstracdes de
465 proposicoes em forte sequéncia légico-dedutiva, refe-
rentes a Geometria Plana e Espacial. H4 também capitulos
destinados a teoria dos nimeros.

e Probabilidade: um curso moderno com aplicacdes, de
Sheldon Ross. 82 ed. Porto Alegre: Bookman, 2010.
Uma obra completa e aprofundada sobre probabilida-
de, com grande variedade de exercicios.

e Uma historia da simetria em Matemadtica, de lan Stewart.
12 ed. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2012.

O autor conta como uma sucessao de matematicos e
fisicos, a procura de solucbes para equagbdes algébricas, aca-
bou por construir o conceito de simetria, que revolucionou
nossa visao sobre o Universo.



e Vetores e uma iniciagdo a Geometria Analitica, de Dorival
A. Mello, Renate G. Watanabe. 22 ed. Sdo Paulo: Livraria
da Fisica, 2011.

A obra contempla o estudo de vetores, dependéncia
linear e bases, produto escalar e vetorial, sistemas de coor-
denadas no espaco, estudo do plano, superficie esférica e
um apéndice sobre conicas.

P Histéria da Matematica

e A rainha das ciéncias: um passeio histérico pelo maravi-
lhoso mundo da Matematica, de Gilberto G. Garbi. 52 ed.
Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2010.

A obra faz um relato da construcdo do conhecimento
matematico em quatro milénios, destacando a vida e as
contribuicoes de grandes mateméticos, a matematica con-
temporanea e as mulheres da Matemética.

e Cinema e Histdria da Matemadtica: entrelacos possiveis,
de Romélia Mara Alves Souto. 12 ed. Sdo Paulo: Livraria
da Fisica, 2013.

A autora discute relacbes possiveis entre o cinema e

a Histdéria da Matematica, considerando que tais relagdes

podem construir um ambiente favoravel a aprendizagem e

ao desenvolvimento da criatividade de quem considera o

cinema um agente de ideias plurais sobre Histéria, Educacao

e Matematica.

e Colegdo Histéria da Matemdtica para professores

Com seus dois primeiros livros lancados em 2009, a
colecdo visa a divulgagdo e ao uso das producdes acadé-
micas provenientes de estudos e pesquisa na Histéria da
Matematica, agrupados nos seguintes tépicos: historia dos
problemas e conceitos matematicos; histéria das relacoes
entre Matematica, Ciéncias Naturais e Técnicas; biografias
de matematicos e educadores matemaéticos; anélise de
fontes literarias.

A seguir, destacamos duas obras dessa cole¢do:

- A descoberta do teorema de Pitdgoras, de Sofia Car-
doso Marques. 12 ed. S&o Paulo: Livraria da Fisica, 2011.

Neste livro, a autora descreve o resultado e as aplicacdes
desse teorema em algumas civilizacdes antigas, contextuali-
zando-o na cultura e nos conhecimentos dessas civilizacoes.

- Matemadtica e medida: trés momentos histéricos, de
John A. Fossa (Org.). 12 ed. S&o Paulo: Livraria da Fisica,
2009.

O livro contém aspectos historico-epistemoldgicos
importantes para o desenvolvimento de alguns conceitos
em Matematica, como Medidas.

e Colecdo Topicos de Histdria da Matematica para uso em
sala de aula

Esta colecdo procura dar ao leitor uma visdo abrangente
da historia da descoberta da Matematica. Esta dividida em
seis volumes, entre os quais destacamos:

- Numeros e numerais, de Bernard H. Gundlach. 12 ed.
Sao Paulo: Atual, 1992.

- Geometria, de Howard Eves. 12 ed. Sao Paulo: Atual,
1992.

- Trigonometria, de Edward S. Kennedy. 12 ed. Sao
Paulo: Atual, 1992.
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Em cada volume é abordada a histéria da criacdo e
desenvolvimento de um grande tema matematico. O volume
é dividido em tépicos bastante curtos (de no maximo oito
paginas), denominados capsulas, nos quais é abordado
algum assunto ligado ao tema. Assim, por exemplo, no
volume sobre Geometria, existe uma capsula contendo
varias demonstracoes do teorema de Pitagoras.

e Historia concisa das matematicas, de Dirk J. Struik. 32 ed.
Lisboa: Gradiva, 1997.

Na obra, o autor, além de narrar fatos, datas e passa-
gens da vida de matematicos, procura relacionar o trabalho
de cada um deles, relatando descobertas que aconteciam,
concomitantemente, em lugares diferentes, privilegiando
o carater cultural da producdo do conhecimento em Ma-
tematica.

e Historia da Matematica em atividades didaticas, de Arlete
de Jesus Brito, Antonio Miguel e Dione Lucchesi de Car-
valho. 22 ed. S&o Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

A obra tem como eixo principal o ensino da Matema-
tica nos campos de Geometria, Trigonometria e niUmeros
irracionais por meio de atividades nas quais a Histéria da
Matematica exerce um papel central, mostrando que ela
pode ser uma grande aliada na reinvencdo de uma didatica
em que o estudante assume uma postura mais ativa na
producdo de conhecimento.

® Histdria da Matematica, de Carl B. Boyer e Uta C. Merz-
bach. 32 ed. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2012.

Uma das obras mais consagradas, sendo referéncia para
professores, estudantes de graduacao e pés-graduacao em
Matematica. Nesta nova edicdo, destacamos dois novos
capitulos: Legados do Século Vinte e Tendéncias Recentes,
que discorrem, entre outros assuntos, sobre o Ultimo Teo-
rema de Fermat.

® Histdria da Matemadtica, de Howard Eves. 12 ed. Campinas:
Unicamp, 2004.

Uma das mais completas obras na rea de Histéria da
Matematica. Na introducdo de alguns capitulos, encontra-
mos um relato do panorama cultural e histérico da época
em questao.

e Histéria da Matemdtica: uma visdo critica, desfazendo
mitos e lendas, de Tatiana Roque. 12 ed. Rio de Janeiro:
Jorge Zahar, 2012.

A autora lanca um olhar critico sobre como a Histéria
da Matematica vem sendo abordada nos ultimos tempos,
pretendendo derrubar a ideia de que a matematica é es-
sencialmente abstrata e com uma estrutura rigida. A obra
aborda diferentes “sistemas matematicos”, desenvolvidos
desde a Antiguidade até o século XIX, mostrando que
préaticas diversas sempre coexistiram, procurando solucoes
diferentes para problemas semelhantes.

e Histéria em Educacdo Matematica: propostas e desafios,
de Antdnio Miguel e Maria Angela Miorim. 22 ed. Belo
Horizonte: Auténtica, 2011. (Colecdo Tendéncias em
Educacdo Matematica)
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A obra aborda a histéria da Matematica, a historia da
Educacdo Matematica e de que maneira elas se relacionam.
O proprio conceito de historia é discutido na obra.

e Matematica: uma breve historia, de Paulo Roberto Martins
Contador. 42 ed. Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2012.

A obra estd organizada em trés volumes: o volume |
tem inicio nas descobertas mais primitivas do conhecimento
humano, dos primérdios das civilizagbes a idade medieval;
o volume Il vai do Renascimento ao século XVIII; e o volume
Il aborda, de forma tedrica atual, tudo o que foi visto nos
dois primeiros volumes.

e O ultimo teorema de Fermat, de Simon Singh. 12 ed. Rio
de Janeiro: Record, 1998.

O livro conta a histéria da busca épica para resolver um

dos maiores enigmas da Matematica de todos os tempos.

® Relatos de memdrias — A trajetéria histérica de 25
anos da Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica,
de Nancy Campus Muniz. 12 ed. Sdo Paulo: Livraria da
Fisica, 2013.

A obra visa a recuperacdo, preservacao e difusao da traje-
téria da Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM).

P Ensino e aprendizagem em Matematica

e Educacao Matematica

* A arte de resolver problemas, de George Polya. 22 ed. Rio
de Janeiro: Interciéncia, 2006.
O livro analisa métodos criativos de resolucao de pro-
blemas, revela as quatro etapas basicas de uma resolucao
e sugere estratégias a serem desenvolvidas em sala de aula.

* A resolucdo de problemas na Matemdtica Escolar, de
Stephen Krulik e Robert E. Reys, traduzido por Hygino H.
Domingues e Olga Corbo. S&o Paulo: Editora Atual, 1998.

A obra retine 22 artigos do National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM) que poderao ajudar o professor a
lidar com a resolucao de problemas.

* Colecdo Explorando o Ensino — Matematica. Disponivel
no site do MEC em: <portal.mec.gov.br/secretaria-de-
educacao-basica/destaques?id=12583:ensino-medio>.
Acesso em: 18 abr. 2016.

Trata-se de uma coletanea de artigos extraidos da Re-
vista do Professor de Matematica (RPM), uma publicacdo
da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) com o apoio
da Universidade de S&o Paulo.

Na obra sdo apresentadas sugestoes de abordagens
contextualizadas, o uso de material concreto e uma grande
variedade de situacdes cotidianas em que a Matematica se
faz presente. Ha artigos envolvendo a Histéria da Matema-
tica, NUmeros, Geometria, Algebra, ensino e crbnicas. O
professor tem a oportunidade de enriquecer as discussoes
em sala de aula, envolvendo e mobilizando os estudantes
nas atividades de resolucdo de problemas.

S&o trés volumes envolvendo assuntos geralmente abor-
dados no Ensino Fundamental e Médio: volume 1 (dividido
em 6 capitulos), volume 2 (dividido em 4 partes) e volume
3 (dividido em 6 capitulos).

e Colecao Tendéncias em Educa¢do Matematica

A colecdo é voltada para profissionais da &rea que bus-
cam refletir sobre Educagdo Matematica, a qual estd emba-
sada no principio de que todos podem produzir Matematica,
nas suas diferentes expressdes. A colecdo explora ainda

topicos do programa de Matematica que se transformam
em novas tendéncias no Ensino Médio. O conselho editorial
da colegdo é formado por professores pesquisadores da
Unesp e da UFMG e o coordenador da colecdo é Marcelo
de Carvalho Borba. Até o inicio de 2016, a colecdo contava
com quase 30 obras, entre as quais destacamos:

- Andlise de erros: o que podemos aprender com as
respostas dos alunos, de Helena Noronha Cury. 22 ed. Belo
Horizonte, Auténtica, 2007.

A autora defende a ideia de que a andlise de erros é
uma abordagem de pesquisa e também uma possibilidade
metodoldgica, se os estudantes forem levados a refletir e
questionar as proprias solucoes.

- Informética e Educacdo Matemadtica, de Marcelo
de Carvalho Borba e Miriam Godoy Penteado. 52 ed. Belo
Horizonte, Auténtica, 2007.

Na obra, sdo apresentados exemplos de uso da infor-
matica com estudantes e professores através dos quais
debatem-se temas ligados as politicas governamentais para
a informatica educativa e outras questoes epistemoldgicas
e pedagdgicas.

- Interdisciplinaridade e aprendizagem da Matemadtica
em sala de aula, de Vanessa Sena Tomaz e Maria Manuela
Martins Soares David. 12 ed. Belo Horizonte, Auténtica,
2008.

Pensando em uma formacao integral dos estudantes,
os autores ressaltam a importancia de tratar o Ensino da
Matematica levando em conta contextos sociais e a visao
interdisciplinar da relagdo ensino-aprendizagem.

e Didatica da resolu¢do de problemas de Matematica, de
Luiz Roberto Dante. Sao Paulo: Atica, 2005.

O livro mostra os objetivos, as etapas e o encaminha-
mento da resolucdo de problemas e apresenta os varios
tipos de problemas existentes. A obra sugere ainda como
propor enunciados e como conduzir os problemas em sala.

e EFducacdo em Ciéncias e Matematicas: debates contem-
poraneos sobre ensino e formagao de professores, de
Terezinha Valim Oliver Gongcalves, Francisco Cristiano da
S. Macédo e Fabio Lustosa Souza. 12 ed. Porto Alegre:
Penso, 2015.

Na obra, sdo apresentados e analisados resultados de
pesquisa sobre a pratica docente, abordagens metodolégi-
cas e formacao de professores. O livro traz também textos
que discutem a relacdo entre ciéncia, tecnologia e socie-
dade e os desafios da Educacdo Matematica (e cientifica)
nas instituicdes de ensino no século XXI.

e Fducacdo Matematica: da teoria a pratica, de Ubiratan
D’Ambrosio. 232 ed. Campinas: Papirus, 2014.
O autor discute inovacdes na pratica docente, propon-
do reflexdes sobre o ensino de Matematica.

e Fducacdo Matemdtica: pesquisa em movimento. Maria
Aparecida Viggiani Bicudo e Marcelo de Carvalho Borba
(Orgs.). 42 ed. Sao Paulo: Cortez, 2012.

Esse livro é fruto dos trabalhos de investigagao na area
da Educacdo Matematica desenvolvidos por professores
pesquisadores do programa de pds-graduacdo em Edu-
cacdo Matemética da Unesp, do campus de Rio Claro-SP.
Divide-se em 16 capitulos, escritos por varios professores,
que expdem suas ideias, duvidas, questionamentos e
relatos de experiéncias na area. Sdo destaques do texto
a diversidade de pensamento e da producdo matemética



em uma série de contextos socioculturais, a compreensao
dessa producao e seu efeito na agdo de ensinar.

Em particular, no capitulo Novas reflexbées sobre o
ensino-aprendizagem de Matemadtica através da resolu¢do
de problemas, encontramos um levantamento histérico
das reformas do ensino da Matematica no mundo e no
Brasil e uma reflexdo sobre ensinar Matematica por meio
da resolucao de problemas.

e Educacdo Matematica: uma (nova) introdugdo, organiza-
do por Silvia Dias Alcantara Machado. 32 ed. Sdo Paulo:
Educ, 2008.

Na obra, sdo mencionadas oito no¢des que introduzem

o leitor no discurso pedagdgico da Matemética.

e Educar por competéncias: o que ha de novo?, de José
Gimeno Sacristadn e outros. 12 ed. Porto Alegre: Artmed,
2011.

Elaborada por educadores espanhdis e traduzida para

0 portugués, a obra apresenta discussoes sobre a educa-

¢do por competéncias, incluindo um capitulo destinado a

avaliacdo de aprendizagens em um ensino centrado em

competéncias

e Flementos de didatica da Matematica, de Bruno D'Amore.
22 ed. S&o Paulo: Livraria da Fisica, 2010.
A obra analisa vérias abordagens da Educacdo Ma-
tematica e as principais propostas do pesquisador para a
didatica da Matemaética.

e Ensaios sobre a Educacdo Matematica, de John A. Fossa.
12 ed. Sd0 Paulo: Livraria da Fisica, 2012.
A obra traz vérios capitulos ligados ao tema, entre os
quais destacamos o uso da Histéria da Matematica como
um instrumento pedagdgico.

e Ensinando Matemadtica para adolescentes, de Paul Cham-
bers e Robert Timlin. 22 ed. Porto Alegre: Penso, 2015.
A obra traz sugestdes de uso de recursos, planos de
aula e discute como avaliar o progresso do estudante de
maneira efetiva.

e Ftnomatemadtica: elo entre as tradicdes e a modernidade,
de Ubiratan D'Ambrosio. 52 ed. Belo Horizonte: Auténtica,
2015. (Colegao Tendéncias em Educacdo Matematica)

Esta obra apresenta e discute a ethnomatematica — teoria

que concebe o ensino de Matematica levando em conta a

realidade sociocultural do estudante, o ambiente em que

vive e o conhecimento que traz de casa.

e Fundamentos da diddtica da Matematica, de Saddo Ag
Almouloud. Curitiba: Editora UFPR, 2010.
Na obra, sdo analisados os fendmenos de ensino e de
aprendizagem em Matematica num ambiente didatico: um
meio social concebido para o ensino.

e Investigacoes matematicas na sala de aula, de Jodo Pedro
da Ponte, Joana Brocardo e Hélia Oliveira. 32 ed. Belo
Horizonte: Auténtica, 2013.

Nesta obra, os autores portugueses propdem uma
reflexdo sobre atividades de investigacdo em Matemética,
suas vantagens e dificuldades. Levantar conjecturas, refletir
e formalizar conhecimentos sdo aspectos discutidos pelos
autores, bem como os papéis de estudantes e professores
em sala de aula.
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e Matemadtica e investigacdo em sala de aula: tecendo redes
cognitivas na aprendizagem, de Iran Abreu Mendes. 22 ed.
Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

A obra aborda de maneira direta e profunda a tendéncia
metodoldgica de investigacdo no ensino de Matematica,

“tecendo redes cognitivas na aprendizagem”.

e Matematica e lingua materna: andlise de uma impregna-
¢do mutua, de Nilson José Machado. 62 ed. S&o Paulo:
Cortez, 2011.

Na obra é feita uma analise detalhada sobre a mediacao
da lingua materna (a primeira que aprendemos) no ensino
da Matematica, determinando, entre elas, uma relagdo de
impregnagao mutua, ao considerar os pontos comuns entre
as fungoes que desempenham e também os pontos comple-
mentares nos objetivos que elas perseguem. Em particular,
o autor exemplifica essa relacdo por meio da estruturagdo
no estudo da Geometria.

° Matemdtica para aprender a pensar: o papel das crencas
na resolucdo de problemas, de Antoni Vila e Maria Luz
Callejo. 12 ed. Porto Alegre: Penso, 2006.

Por meio de reflexdes e relatos de praticas, o livro busca
respostas a questoes do tipo “Em que consiste realmente

0 saber resolver problemas?” ou “O que sdo crengas?”.

* Matemdtica. Praticas pedagdgicas para o Ensino Médio,
de Estela Kaufman Fainguelernt e Katia Regina Ashton
Nunes. 12 ed. Porto Alegre: Penso, 2012.

Os autores buscam incentivar o professor a procurar
novas ideias para uso em sala de aula que o incentivem e
também motivem os estudantes para a aprendizagem em
Matematica no Ensino Médio.

* Modelagem em Educacdo Matemaética, de Joao Frederico
da Costa de Azevedo Meyer, Ademir Donizeti Caldeira e
Ana Paula dos Santos Malheiros. 12 ed. Belo Horizonte:
Auténtica, 2011.

O livro leva o leitor a refletir sobre aspectos da mo-
delagem e suas relacbes com a Educacdo Matemética,
destacando que, nesses processos, o estudante ocupa lugar
central na escolha de seu curriculo.

* Modelagem Matematica na Educacdo Matemdtica Brasi-
leira: pesquisas e praticas educacionais, de Jonei Cerqueira
Barbosa, Ademir Donizeti Caldeira e Jussara de Loiola
Araujo. 12 ed. Recife: SBEM, 2007.

A obra, escrita por 23 nomes de destaque no assunto,
estd dividida em 4 partes: aspectos tedricos da modelagem
matemaética; modelagem e pratica de sala de aula; modela-
gem matematica e as tecnologias da informagao e comuni-
cacdo; modelagem matematica e formacao de professores.

® O Ensino da Matematica: fundamentos tedricos e bases
psicopedagdgicas, de J. C. Sdnchez Huete e J. A. Fernan-
dez Bravo. Porto Alegre: Penso, 2005.
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O livro traz uma reflexdo sobre diversos aspectos do
ensino e da aprendizagem em Matematica. Alguns capitu-
los do livro tém relagdo direta com o sistema educacional
espanhol. No entanto, na segunda metade do livro hd um
tratamento interessante dado a resolucao de problemas e
a construcao do conhecimento em Matemaética, incluindo
uma explanacdo sobre os varios pontos de vista para a
definicdo de um problema em Matematica, sob a 6tica de
diversos educadores e também dos estudantes.

® Pesquisa em Educacdo Matemadtica: concepcdes e pers-
pectivas, de Maria Aparecida Viggiani Bicudo (Org.). 12 ed.
Sdo Paulo: Editora Unesp, 1999.
O livro resulta, basicamente, dos trabalhos de reflexdo
e pesquisa em Educacdo Matemética do grupo da Unesp
de Rio Claro-SP. Ele esta dividido em cinco partes, a saber:
Filosofia e Epistemologia na Educagdo Matematica; Historia
da Matematica e Educacdo Matematica; Ensino e Aprendi-
zagem na Educacao Matematica; Formacéo de professores
de Matemética; e Informatica na Educacdo Matematica.

e Praticas de modelagem matematica na Educacdo Mate-
matica, de Lourdes Maria Werle de Almeida, Jussara de
Loiola Araudjo e Eleni Bisognin. 12 ed. Londrina: EDUEL,
2011.

As autoras descrevem experiéncias em sala de aula
e resultados de pesquisas com modelagem matematica,
destacando possibilidades de trabalho e convidando o leitor
a repensar e construir novos significados para o ensino e
a aprendizagem.

e Tecnologias digitais e Educacdo Matemaética, de Marcelo
C. Borba e Aparecida Chiari (Orgs.). 12 ed. Sao Paulo:
Livraria da Fisica, 2013.

Ligados ao Grupo de Pesquisa em Informética, outras
Midias e Educacdo Matematica (GPIMEM), os autores ex-
ploram a importancia e o potencial das tecnologias digitais
para educacao e aprendizagens em Matematica.

P Avaliacao
* A avaliacdo da aprendizagem escolar, de Celso Antunes.
102 ed. Petropolis: Vozes, 2012. (Colecdo Na Sala de Aula)
A obra apresenta sugestoes de praticas, expondo
principios e discutindo estratégias e modelos avaliativos.

* As competéncias para ensinar no século XXI: a forma-
cao de professores e o desafio da avaliacdo, de Philippe
Perrenoud e Monica Gather Thurler. 12 ed. S&o Paulo:
Penso, 2002.

O livro traz ao leitor os textos nos quais os autores
suicos Perrenoud e Thurler apoiaram suas falas na vinda
ao Brasil, em 2001, em conferéncias que contavam com a
participacdo dos educadores brasileiros Lino de Macedo,
Nilson José Machado e Cristina D. Allessandrini.

e Avaliagdo como apoio a aprendizagem, de Margarita Bal-
lester et al. 12 ed. Porto Alegre: Artmed, 2003. (Colecdo
Inovacao Pedagdgica)

Nesse texto é possivel encontrar reflexdes e propostas
sobre temas de avaliacdo para o professor recriar seu coti-
diano pedagdgico.

e Avaliacdo das aprendizagens: sua relacdo com o papel
social da escola, de Claudia de Oliveira Fernandes. 12 ed.
Sao Paulo: Editora Cortez, 2014.

Na obra, a autora defende a ideia de que os processos
atuais avaliativos nas escolas brasileiras sdo, em geral,
baseados em concepcdes quantitativas de conhecimento e
ndo diferem, essencialmente, de praticas “antigas”. Nesse
sentido, ela propde outro olhar a avaliacdo, desafiando os
docentes a abandonar o “velho conhecido”.

e Avaliacdo de aprendizagem na escola: estudos e pro-
posicoes, de Cipriano Carlos Luckesi. 222 ed. Sao Paulo:
Editora Cortez, 2011.

A obra é constituida por alguns artigos escritos pelo
autor, que posicionam a avaliagdo como um ato seletivo e
inclusivo, que possibilita questionar acoes passadas e gerar
acoes futuras.

e Avaliacdo desmistificada, de Charles Hadji. 12 ed. Porto
Alegre: Artmed, 2001.
A obra é uma detalhada reflexdo sobre a esséncia da
avaliacdo, a qual, segundo o autor, estd dividida em duas
partes: compreender e agir.

e Avaliagdo em Matemdtica: historia e perspectivas atuais,
de Wagner Rodrigues Valente. 12 ed. Campinas: Papirus,
2015.

A obra aborda a cultura das praticas avaliativas, os
formadores dos professores de Matematica e suas praticas,

a histéria escolar da avaliacdo, entre outros.

e Avaliacdo em Matemadtica: pontos de vista dos sujeitos
envolvidos na Educacdo Basica, de César Augusto do
Prado Moraes. 12 ed. Jundiai: Paco, 2012.

O livro investiga as concepcoes de avaliagdo em Mate-
matica na Educacgdo Basica, analisando também os proces-
sos avaliativos usados pelo Sistema Nacional de Avaliacdo
da Educacao Basica (SAEB) e pelo Sistema de Avaliacdo do
Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (Saresp).

e Avaliagdo escolar. varios enfoques e uma sé finalidade,
melhorar a aprendizagem, de Adriana Patricio Delgado
et al. 12 ed. Jundiai: Paco, 2015.

O livro busca trazer parte da producao académica sobre
avaliacdo, contribuindo para a formacao docente.

e Avaliagdo: novos tempos, novas praticas, de Edmar Hen-
rique Rabelo. 72 ed. Petrépolis: Vozes, 2007.

O livro discute as profundas transformacoes no sistema
educacional e seus impactos sobre a avaliacdo.

e Avaliar para conhecer, examinar para excluir, de Juan

Manuel Alvarez Méndez. 12 ed. Porto Alegre: Penso, 2002.
(Colegao Inovagao Pedagogica)



No texto, o autor destaca a importancia da avaliacéo
nos processos de aprendizagem, desde que colocada a
servico do conhecimento. Caso a avaliagdo seja limitada a
prova, ela pode atuar como um instrumento de exclusao.

e Fducacdo: competéncia e qualidade, de Nilson José
Machado. 22 ed. S&o Paulo: Escrituras, 2010. (Colecao
Ensaios Transversais)

O autor convida a uma reflexdo sobre a formacao na

Educagdo Basica, o significado da qualidade no terreno

educacional e as competéncias a serem desenvolvidas.

P Recursos educacionais digitais

O portal principal da colecdo M* Matemética Multimi-
dia, disponivel em <m3.ime.unicamp.br> (Acesso em: 21
mar. 2016), contém recursos educacionais em formatos
digitais desenvolvidos pela Unicamp. Os recursos podem
ser buscados pelas midias: experimentos, videos, softwa-
res ou audios; ou pelos temas centrais: andlise de dados e
probabilidade, geometria e medidas ou nimeros e funcdes.
Vamos conhecer um pouco mais dessas midias:

Experimentos: Sdo atividades praticas e instigantes
em que se constréi algum conceito. Esses experimentos
contam com um roteiro metodoldgico para o professor,
uma folha de acompanhamento para os estudantes, entre
outros. Destacamos trés experimentos para exemplificacdo:

- A altura da arvore, que introduz, experimentalmente,
o conceito de tangente de um angulo agudo no triangulo
retangulo, além de propor atividades préticas para medir
angulos e determinar a altura de objetos.

- Baralhos e torradas, experimento no qual sao apresen-
tados dois jogos envolvendo o conceito de probabilidade
condicional. Os estudantes deverdo tomar decisdes nesse
contexto.

- Escoamento de areia, que trata de razbes e propor-
cionalidade.

Videos: H4 uma grande variedade de videos que du-
ram, em média, dez minutos cada e que podem ser utili-
zados como um recurso metodolégico diferenciado na sala
de aula. Os videos abordam assuntos estudados no Ensino
Médio por meio de situacoes, ficcoes e contextualizagoes. Os
videos sdo ricos em representagdes graficas que dao suporte
ao conteldo. Além disso, neles sdo mostrados pequenos
documentarios que trazem informagdes interdisciplinares.
Alguns videos deixam, propositadamente, algumas questdes
em aberto para o espectador refletir.

Cada video é acompanhado do guia do professor. Na
obra, sdo sugeridos varios desses videos para o estudante.

Destacamos a seguir alguns desses videos:

- De malas prontas: uma passageira esta prestes a
embarcar e ndo consegue colocar todas as roupas na mala.
Um funcionério da companhia aérea vai ajuda-la usando o
principio fundamental da contagem.

Orientag¢des Didaticas

- Alice e a lei dos cossenos: narra o sonho da jovem Alice
sobre a demonstracdo da lei dos cossenos (é apresentada
uma demonstragao diferente da que aparece nesta cole¢do).

- Salvador, o hipocondriaco: ao ler a bula de um medica-
mento, o personagem Salvador depara com conceitos impor-
tantes ligados a funcdo exponencial, como o de meia-vida.

Em geral, os videos apresentam uma linguagem in-
formal e compativel com a faixa etéria dos estudantes de
Ensino Médio, podendo ser usados em varios contextos:

- como introducdo de um assunto (ou atividade) que
sera apresentado na sequéncia: por exemplo, o video A
Cartomante pode servir de motivador para o estudo dos
agrupamentos em Anélise Combinatéria. J&4 o video A
loira do banheiro envolve ideias de criptografia e pode ser
apresentado antes da atividade 3: Matrizes, que o professor
encontra nos comentarios especificos do volume 2.

- como complemento de conteldos: o video Lembran-
cas de Sofia, em que se discutem o planejamento de um
experimento e a amostragem em Estatistica.

- como objeto da Histéria da Matematica: um exemplo
é o video Esse tal de Bhaskara, que apresenta a trajetéria
histérica dos processos de resolucdo de equacdes do 2¢ grau.

- como instrumento de avaliagdo, em que o professor
encontra nos arquivos (pacote completo) sugestdes de
atividades que podem ser aplicadas antes ou depois da

exibicdo dos videos.

P Sugestdoes de softwares de Matematica

Destacamos a sequir trés softwares gratuitos que podem
ajudar o professor a dinamizar e diversificar as suas estratégias
em sala de aula. Dois deles foram utilizados na cole¢do: o
GeoGebra, no estudo de funcoes nos volumes 1 e 2 e no
tracado de cdnicas, no volume 3, e o Graphmatica, no

estudo das funcdes polinomiais no volume 3.

GeoGebra

Este software pode ser utilizado no trabalho com funcoes,
geometria plana e analitica. Estd disponivel para instalagdo
em: <www.geogebra.org/download>. Acesso em: 21 maio
2016.

No estudo das fungbes, por exemplo, o tracado dos
gréficos das funcoes elementares (afim, quadratica, modular,
exponencial, logarftmica etc.) pode ser facilmente executado,
a partir da janela “entrada”, como mostra a reproducdo da tela

a sequir. Basta digitar a lei da funcdo (por exemplo, y = 3x + 1
na fungao afim; y = x~ 2, em que a tecla ¢é usada para
potenciacao, representando a funcdoy = x?; y = abs(x), para

a funcdo modulary = | x| e assim por diante).
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Uma atividade que propomos, por meio do GeoGebra, é a elaboracdo de gréficos de varias funcdes a partir de uma
delas. Por exemplo, a partir da funcdo y = 2x, podemos construir os graficos das fun¢des y = 2x + k, com k € R. Podemos
visualizar os gréficos gerados a partir de alguns valores de k.
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Além de visualizar a translacdo vertical, cria-se espaco
para a compreensdo dos coeficientes (angular e linear) das
retas obtidas.

* Ao perceberem que as retas do feixe y = 2x + k sdo
paralelas, fica estabelecido que o coeficiente angular
dessas retas mantém-se constante e determina a incli-
nagdo comum a todas essas retas.

® Ao perceberem que a reta de equacdoy = 2x + kinter-
secta o eixo das ordenadas em (0, k), fica estabelecido
o papel do coeficiente linear (k).

Varias outras possibilidades de trabalho com funcoes
podem ser realizadas com o GeoGebra. Citamos alguns
exemplos:

e a construcao do grafico da funcdo exponencial e de
sua inversa (a funcao logaritmica) no mesmo plano
cartesiano permite reconhecer a simetria existente entre
esses graficos em relacdo a retay = x;

e a construcdo do grafico da funcao definida por
y=xtey=x>+k comk € R; a construcdo dos
graficos da “familia” de paradbolas do tipo y = ax?,
coma # 0;

e a construcdo do grafico de funcées modulares, com
translagdo vertical (y = |x| + k, a partir do gréfico de
y = |x|) e horizontal (y = |x + k|, a partir do gréfico
dey = |x|). Lembre que deve ser usado abs(x) para
indicar o médulo de x;

e a construcao do grafico de funcdes exponenciais do
tipoy=a+k(0<a a#1ek€eER).

Na Geometria Analitica, destacam-se possibilidades de
trabalho com o plano cartesiano, distancias, perimetro e area
de poligonos, pontos notéveis do tridngulo, paralelismo e
perpendicularidade.

No livro Aprendendo Matematica com o GeoGebra, de
Jorge Céssio Costa Nobriga e Luis Claudio Lopes de Araujo
(Brasilia: Exato, 2010), encontramos varias propostas de uti-
lizacdo do GeoGebra, em linguagem simples e direta.

Winplot

E um programa usado para elaborar gréaficos de funcoes,
definidas em certo intervalo a partir de suas leis. Seu funciona-
mento é relativamente simples; hd opcdes de ajuda em todas
as partes. Este software estd disponivel para instalacdo em:
<math.exeter.edu/rparris/peanut/wppr32z.exe>. Acesso
em: 21 mar. 2016.

Sugerimos usa-lo na construcdo de gréficos de funcdes
usualmente estudadas no Ensino Médio: funcdo afim, qua-
drética, modular (esse software usa abs(x) para representar
o médulo de x), exponencial, logaritmica e as fungdes trigo-
nométricas (o nimero real T deve ser digitado como “pi”).

Graphmatica

Similar ao Winplot, este software possui uma tabela de
pontos (x, y) que é automaticamente preenchida a medida
que é colocada a lei da funcdo y = f(x) cujo gréfico se pre-
tende construir. Este software esta disponivel para instalacdo
em: <www.graphmatica.com/>. Acesso em: 21 mar. 2016.
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P Sugestoes de revistas

e Fducacdo Matematica em revista

E uma publicacdo da Sociedade Brasileira de Educacao
Matematica (SBEM) que aborda assuntos de interesse para
o professor e pesquisador de Matematica. Até o final de
2015 ja haviam sido publicadas 47 revistas. Para os interes-
sados, é possivel conseguir mais informagdes no site <www.
sbembrasil.org.br>. Acesso em: 21 mar. 2016.

e Revista Carta na Escola

Lancada em 2006, a revista é uma publicacdo dirigida
a educadores do Ensino Médio. Sao artigos, reportagens e
sugestoes de temas para discussdes em sala de aula. Embora
nao exista uma secdo especifica para a Matematica em cada
exemplar, é possivel extrair boas ideias para a sala de aula.
Acessando o site <www.cartaeducacao.com.br> (acesso
em: 21 mar. 2016), pode-se conhecer um pouco mais da
revista, em sua versao on-line.

® Revista do Professor de Matematica (RPM)

E uma publicaco destinada aqueles que ensinam Ma-
tematica, sobretudo nas séries finais do Ensino Fundamental
e no Ensino Médio. Encontramos relatos de experiéncias
em sala de aula, problemas que suscitam questdes pouco
conhecidas, uma nova abordagem de um assunto, entre
outros. Além dos artigos ha as se¢des: Problemas, O leitor
pergunta, Livros, Cartas do leitor e Painéis.

Até o inicio de 2016, ja haviam sido publicadas quase
90 revistas. No site <www.rpm.org.br>, o leitor encontrara
informacdes mais detalhadas.

e Revista Nova Escola

A revista auxilia o educador na complexa tarefa de ensi-
nar. Ha reflexdes e artigos sobre temas atuais de educacao,
bem como propostas e relatos de atividades em sala de aula.
No site <revistaescola.abril.com.br> (acesso em: 21 mar.
2016), é possivel conhecer um pouco mais sobre a revista,
incluindo os planos de aula de Matematica para alunos do
Ensino Médio, blogues, videos, jogos etc.

e Revista Patio — Ensino Médio, Profissional e Tecnoldgico

Essa revista tem periodicidade trimestral e faz parte
dos periodicos publicados pelo Grupo A. Nela sdo discuti-
dos temas variados e atuais em Educacéo, incluindo temas
diversificados com enfoque interdisciplinar. Para mais in-
formacoes, acesse <www.grupoa.com.br/revista-patio>.
Acesso em: 21 mar. 2016.

P Sugestoes de sites

e Associacdo de Professores de Matematica (Portugal)

Disponivel em: <www.apm.pt>. Acesso em: 18 abr.
2016.

E o site da Associacao de Professores de Matematica de
Portugal. Ha textos para reflexdo, propostas de atividades,
recursos educativos, que direcionam a atividades variadas
em Matematica e softwares para download, publicacoes etc.

e Banco Internacional de Objetos Educacionais
Disponivel em: <objetoseducacionais2.mec.gov.br>.
Acesso em: 22 abr. 2016.
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Site do Banco Internacional de Objetos Educacionais,
com quase 20 000 objetos (recursos digitais) em varios for-
matos de arquivo e de acesso publico. Ha diversas opcoes
de recursos, como animagao/simulacdo, audio, hipertexto,
imagem, softwares educacionais ou videos. Esses objetos
podem ser acessados isoladamente na secao Modalidade de
Ensino, ou por meio das secdes a sequir: Educacdo Infantil,
Ensino Fundamental, Ensino Médio, Educacdo Profissional
e Educacédo Superior.

® Educagdo Matematica e Tecnologia Informatica (Instituto
de Mateméatica — UFRGS)

Disponivel em: <turing.mat.ufrgs.br>. Acesso em: 18
abr. 2016.

O site Educacdo Matematica e Tecnologia Informatica
apresenta material que usa a tecnologia da informatica no
ambito da educacdo matematica escolar.

Na opcdo Software séo listados aplicativos que podem
auxiliar o trabalho com Geometria, Algebra e Funcdes, além de
softwares recreativos. Na opcao Atividades, encontramos propos-
tas de trabalho que fazem uso desses softwares. O site também
apresenta uma relacdo de finks que oferecem possibilidades de
trabalho, bem como artigos sobre o Ensino de Matematica.

e [Madtica

Disponivel em: <www.matematica.br>. Acesso em:
18 abr. 2016.

O iMética (A Matemética Interativa na Internet) é um
site mantido por professores e estudantes do IME-USP. E
composto de quatro secoes:

— Historia da Matematica (é possivel encontrar bons tex-
tos, seja por uma linha do tempo, biografia ou por tépicos);

— Problemas-desafios (geralmente relacionados a secdo
Problemas da Revista do Professor de Matematica (RPM);

— Programas (é possivel encontrar softwares gratuitos,
voltados ao ensino e a aprendizagem em Matematica, entre
eles 0 iGeom, de geometria dindmica, o iGraf, de funcoes, e
o iHanoi, que trata do problema da Torre de Handi);

— Cursos (é possivel encontrar centros que oferecem
cursos a comunidade interna e externa da USP).

e Laboratdrio de Educacao Matemaética (UFC)

Disponivel em: <www.ledum.ufc.br>. Acesso em: 18
abr. 2016.

E o site do laboratério de Educacdo Matematica da
UFC. Na opcédo Produtos, sdo disponibilizados trabalhos de
conclusao de curso, dissertacoes, trabalhos em congressos,
entre outros.

e Laboratdrio de Ensino de Matematica (UFMG)

Disponivel em: <www.mat.ufmg.br/~lem>. Acesso
em: 18 abr. 2016.

E o site do laboratério de Ensino de Matematica da
UFMG. Apresenta propostas de jogos e atividades, bem
como um amplo acervo, com publicagdes em assuntos
variados, como resolucdo de problemas, Educacdo Mate-
maética, l6gica etc.

e Laboratério de Ensino de Matemaética (Unicamp)

Disponivel em: <www.ime.unicamp.br/lem>. Acesso
em: 18 abr. 2016.

Site do laboratério de Ensino da Matematica da Unicamp
(IMECC — Unicamp). Ha indicacdes de cursos, seminarios,
eventos e publicacbes que incentivam o aperfeicoamento de
professores da Educacao Basica. Na secdo Publicagdes, encon-
tramos artigos sobre temas que podem contribuir para a for-
macao de professores, como a histéria do conceito de funcéo,
a pratica avaliativa nas salas de aula de Matemética e o que é
Etnomatematica. Na secdo Jornal do Professor de Matematica,
ha sugestdes de leitura e atividades para a sala de aula.

e [aboratdrio de Matematica — Instituto de Biociéncias,
Letras e Ciéncias Exatas (Unesp)

Disponivel em: <www.ibilce.unesp.br/#!/departamentos/
matematica/extensao/lab-mat>. Acesso em: 18 abr. 2016.

No site é possivel encontrar ideias de jogos para o
ensino da Matematica desde o Ensino Fundamental até o
Ensino Médio.

Ha também a secdo intitulada Eureka, que é aberta
a comunidade geral e discute a resolucdo de problemas.

A secdo Artigos apresenta publicacdes recentes relacio-
nadas ao ensino e a aprendizagem em Matematica; ja a secdo
Histéria da Matematica destaca a vida de grandes matema-
ticos e suas contribuicdes ao desenvolvimento dessa ciéncia.

e Laboratério de Novas Tecnologias de Ensino (UFF)

Disponivel em: <www.lante.uff.br>. Acesso em: 18
abr. 2016.

No site da Universidade Federal Fluminense ha informa-
¢Oes e detalhes sobre a especializacdo em Novas Tecnologias
no Ensino da Matematica, na modalidade a distancia. O
curso é inteiramente gratuito e tem como objetivo apresen-
tar recursos para o Ensino da Matematica, introduzir novas
tecnologias e instrumentar o professor para o ensino de
Matematica nos niveis fundamental e médio.

e Laboratdrio de Pesquisa e Desenvolvimento em Ensino de
Matemética e Ciéncias (UFRJ)

Disponivel em: <www.limc.ufrj.br>. Acesso em: 18
abr. 2016.

Site do laboratério de Pesquisa e Desenvolvimento
em Ensino de Matematica e Ciéncias da UFRJ. Apresenta
diversos materiais para uso em sala de aula, incluindo um
software de geometria dindmica (o Tabulae Colaborativo).

e Olimpiada Brasileira de Matematica

Disponivel em: <www.obm.org.br>. Acesso em: 18
abr. 2016.

E o site oficial da Olimpiada Brasileira de Matemética,
sob responsabilidade do Impa (Instituto de Matematica Pura
e Aplicada), situado no Rio de Janeiro. Estdo disponiveis
para download as provas com gabaritos de varios anos da
OBM, nos diversos niveis (nivel 1: 62 e 72 anos; nivel 2: 82 e
92 anos; nivel 3: Ensino Médio e nivel universitario) e fases
(12, 22 e 32). O grau de dificuldade aumenta a medida que
se avanca a fase. Pode ser uma interessante fonte para o
trabalho com resolucdo de problemas, ainda que muitas
questdes apresentem um elevado grau de dificuldade.

e Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas

Disponivel em: <www.obmep.org.br>. Acesso em:
18 abr. 2016.



Nesse site é possivel obter as provas resolvidas das
edicoes anteriores da Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas. Além disso, hd um extenso e variado
banco de questdes, separadas por niveis (nivel 1: 62 e 72
anos; nivel 2: 82 e 92 anos; e nivel 3: Ensino Médio). E uma
excelente oportunidade para o professor promover o habito
de resolver problemas na sala de aula.

O site também conduz a um canal chamado Portal de
Matematica OBMEP, onde sdo disponibilizadas videoaulas
com professores selecionados, voltadas para estudantes e
professores, além de contetdos interativos, videos e mate-
riais que podem ser baixados. O acesso é livre e gratuito.

e Revista Nova Escola

Disponivel em: <revistaescola.abril.com.br>. Acesso
em: 18 abr. 2016.

Nesse site sdo sugeridas aulas e atividades diferenciadas na
secdo Planos de aula. Os planos séo divididos por segmentos
(Educacao Infantil, Ensino Fundamental |, Ensino Fundamental
Il e Ensino Médio) e por &rea de conhecimento (Ciéncias da
Natureza e Matematica). Na Matemética do Ensino Médio,
os assuntos encontram-se divididos em trés blocos: Algebra,
Geometria e Anélise de dados. As atividades sao desenvolvidas
a partir de matérias de revistas, estabelecendo um elo entre
a Matematica e as noticias do cotidiano. Além disso, o site
permite que vocé compartilhe sua opinido sobre os planos de
aula com outros colegas de profissao, por meio de redes sociais.
O site contém ainda uma grande variedade de artigos sobre
educacdo: gestdo escolar, planejamento e avaliacdo, formacéo,
politicas publicas, inclusdo, crianca e adolescente.

e Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica

Disponivel em: <www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/>.
Acesso em: 18 abr. 2016.

No siteda Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica
existe o calenddrio atualizado de concursos e eventos da
area de pesquisa em Educacdo Matematica. Ha indicacdo
de eventos regionais, nacionais e até internacionais.

Também estdo listados grupos de pesquisa de uni-
versidades em todo o Brasil e laboratérios de Educacdo
Matematica de todas as regioes.

Na opcéo Biblioteca em Educacdo Matematica, ha uma
vasta bibliografia com publicagdes recentes na area. Vocé
também tem acesso a vérios grupos de trabalho (GTs) e
pesquisa reunidos pela SBEM.

P Sugestdes de livros paradidaticos
As colecdes seguintes podem servir de base para relem-
brar alguns conceitos estruturantes do Ensino Fundamental.

e Aprendendo a matemdtica com o GeoGebra, de Luis
Claudio Lopes de Araujo e Jorge Cassio Costa Noébriga.
12 ed. Sao Paulo: Exato, 2010.

Os autores, buscando superar as limitacdes do uso
da lousa (quadro e giz), procuraram escrever um livro au-
toinstrutivo voltado para o estudante para que ele possa
desenvolver, de maneira independente, as construgdes.
Caberia, entdo, ao professor, a partir da manipulacdo das
figuras, auxiliar o estudante na formulacao de conjecturas,
conclusbdes e justificativas.

No volume 1 da colecédo, o livro pode auxiliar os estu-
dantes nas aprendizagens em Geometria Plana (teorema de

Orientag¢des Didaticas

Tales, teorema de Pitdgoras, areas, funcdo afim e funcdo qua-
dréatica); e, no volume 2, na aprendizagem da trigonometria
em tridngulos quaisquer.

e Colegédo Pra que serve Matematica?

Essa colecdo busca responder a classica pergunta dos
estudantes em qualquer assunto: “Pra que isto serve?”. Por
meio de exemplos do cotidiano, de jogos e de aplicagbes,
os autores procuram responder a pergunta classica em cada
um dos seguintes temas:

- A/gebra, de Marcelo Lellis, Luiz Mércio Pereira Imenes
e José Jakubovic. 172 ed. Sdo Paulo: Atual, 2009.

- Angu/os, de Marcelo Lellis, Luiz Méarcio Pereira Imenes
e José Jakubovic. 172 ed. Sdo Paulo: Atual, 2005.

- Equacao do 2% grau, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pe-
reira Imenes e José Jakubovic. 172 ed. S&o Paulo: Atual, 2004.

- Estatistica, de Marcelo Lellis, Luiz Mércio Pereira Ime-
nes e José Jakubovic. 42 ed. Sdo Paulo: Atual, 2001.

- Fracées e numeros decimais, de Marcelo Lellis, Luiz
Marcio Pereira Imenes e José Jakubovic. 172 ed. Sao Paulo:
Atual, 2009.

- Geometria, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira
Imenes e José Jakubovic. 162 ed. Sdo Paulo: Atual, 2004.

- Numeros negativos, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pe-
reira Imenes e José Jakubovic. 212 ed. Sdo Paulo: Atual, 2009.

- Proporcées, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira
Imenes e José Jakubovic. 132 ed. Sdo Paulo: Atual, 2002.

- Semelhangas, de Marcelo Lellis, Luiz Marcio Pereira
Imenes e José Jakubovic. 142 ed. Sdo Paulo: Atual, 2005.

e Colecdo Vivendo a Matemdtica

Essa colecdo busca despertar o interesse pela Ma-
tematica por meio do conhecimento das ligagdes entre
essa ciéncia e objetos ou fatos do cotidiano. Sugerimos os
seguintes volumes:

- Légica? E Iégico!, de Nilson José Machado. 92 ed. Sao
Paulo: Scipione, 2006.

- Medindo comprimentos, de Nilson José Machado.
22 ed. S&o Paulo: Scipione, 2000.

- Os poliedros de Platdo e os dedos da méao, de Nilson
José Machado. 82 ed. Sdo Paulo: Scipione, 2000.

- Semelhanga ndo é mera coincidéncia, de Nilson José
Machado. 72 ed. Sdo Paulo: Scipione, 2006.

P Questdes curiosas de Matematica, jogos
e desafios de raciocinio quantitativo

° A Matemdtica das coisas: do papel A4 aos corddes de
sapatos, do GPS as rodas dentadas, de Nuno Crato
(adaptacdo de Ruth Ribas Itacarambi). 12 ed. Sdo Paulo:
Livraria da Fisica, 2009.

O livro mostra a Matematica como parte da vida do ser
humano. Ha 5 eixos no livro: coisas do dia a dia, a terra é
redonda, coisas secretas, arte e geometria e coisas mate-
maticas. Com temas interessantes, desperta a atencdo de
professores e estudantes.

e Alex no pais dos nimeros: uma viagem ao mundo mara-
vilhoso da Matematica, de Alex Bellos. 12 ed. So Paulo:
Companhia das Letras, 2011.

Viajando entre diferentes linguas e culturas, o autor in-
vestiga as propriedades do jogo Sudoku com seus inventores;
conversa com um pesquisador francés especializado no racio-
cinio quantitativo de tribos indigenas na Amazonia; venera
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um guru indiano responsavel pelo legado mitico criador do
zero; visita a escola japonesa em que professores e estudantes
fazem célculos imaginando o funcionamento de um dbaco; na
companhia de um estatistico, aventura-se em um cassino de
Nevada para tentar prever os acasos da fortuna; consulta um
famoso numerélogo sobre o nome profissional que deve usar.

* Conexdes Matemadticas Educacionais: aprendendo novas
e explorando antigas, de Ruy Madsen Barbosa. 12ed. Sdo
Paulo: Livraria da Fisica, 2012.

Explorando “brincadeiras” com retangulos mégicos,
quadrados “bem comportados”, cubos e policubos, do-
minds, estabelecendo conexbes com teoria dos niimeros,
analise combinatéria etc., o livro oferece experiéncias sig-
nificativas e prazerosas com a Matematica que podem ser
usadas em sala de aula.

® Enigmas, desafios, paradoxos e outros divertimentos
I6gicos e matematicos, de Dimas Monteiro de Barros.
12 ed. Aracatuba: Novas Conquistas, 2003.

O livro traz uma série de problemas de raciocinio légico
ndo muito dificeis, acompanhados da resolucao comentada.
Pode ser uma boa opgdo para o inicio de um trabalho siste-
mético do exercicio do raciocinio l6gico com os estudantes.

e Leonardo e a Matemadtica, de Giorgio T. Bagani e Bruno
D’Amore. Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2012.
O livro relata a Matematica nos tempos de Leonardo
da Vinci e seu interesse por essa ciéncia.

e Mania de Matemdtica 2: novos enigmas e desafios ma-
tematicos, de lan Stewart. 12 ed. Rio de Janeiro: Jorge
Zahar, 2009.

Nessa obra, hd uma grande variedade de desafios,
mistérios, paradoxos e quebra-cabecas, construidos em
uma linguagem comum e acessivel também a leitores ndo
habituados com temas de Matematica.

Do mesmo autor, destacamos também: Almanaque
das curiosidades matemadticas. 12 ed. Rio de Janeiro: Jorge
Zahar, 20009.

e Matemadtica e Arte, de Dirceu Zaleski Filho. 12 ed. Belo
Horizonte: Auténtica, 2013.

O autor propde aproximar a Matematica e a Arte no
ensino, analisando e integrando a Histéria da Mateméticaea
Histéria da Arte e sugerindo novas possibilidades de trabalho
em sala de aula.

® Revisitando conexbes matematicas com brincadeiras,
exploracées e materiais pedagdgicos, de Ruy Madsen
Barbosa. 12 ed. S&o Paulo: Livraria da Fisica, 2012.

O autor elege objetos geométricos como pontos de
partida para atividades e reflexdes. O livro esta estrutu-
rado em trés partes: tridngulos e recreacoes, materiais
pedagdgicos manipuldveis e miscelanea, apresentando
situagbes-problema, atividades, recreagbes. Ha conexdes
com a teoria dos grafos, expansdes binomiais, geometria
plana e espacial.
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Orientagdes Didaticas

COMENTARIOS ESPECIFICOS

Iniciamos este volume com quatro capitulos dedicados
a Geometria Analitica. Embora cada um deles apresente um
ente geométrico particular — ponto, reta, circunferéncia e
cdnicas —, as oportunidades de relacionar uns aos outros
sempre sdo aproveitadas.

No capitulo 5, sobre Estatistica bésica, continuamos o
estudo iniciado no volume 1 desta colecdo. Fazemos uma
rapida revisdo sobre os conceitos iniciais (variavel, populacéo,
amostra etc.), sobre a organizacdo de dados em tabelas de
frequéncia e sobre a construcéo e interpretacao de graficos
estatisticos e, na sequéncia, sdo apresentadas as medidas de
centralidade (média, moda e mediana) e as medidas de dis-
persdo (amplitude, variancia, desvio padrao e desvio médio).

O capitulo 6 aborda a Matematica Financeira, colocan-
do o estudante em contato com temas ligados a educacdo
financeira e contribuindo para a construcao da cidadania.

Os niimeros complexos sdo apresentados no capitulo 7.
Iniciamos esse estudo destacando o contexto histérico em
que se discute a necessidade, o aparecimento e o reconhe-
cimento dos nimeros complexos na histéria da Matematica.

Os capitulos 8, sobre polinémios, e 9, sobre equagdes
polinomiais, encerram a parte de Algebra da colecao.

Objetivos especificos

P Geometria
Os objetivos apresentados a seguir referem-se a Geo-
metria Analitica.

* Localizar pontos no plano cartesiano, por meio de suas
coordenadas e vice-versa.

* Reconhecer as vantagens do uso do plano cartesiano
para localizacdo de pontos, retas e circunferéncias em
situacoes-problema.

* Determinar a distancia entre dois pontos e aplica-la na
resolucdo de problemas.

* Determinar o ponto médio de um segmento.

* Verificar analiticamente a condicdo de alinhamento de
trés pontos.

* Revisar conceitos de Geometria Plana como mediana e
baricentro de um tridangulo sob a ética da Geometria
Analitica.

* Calcular a area de um triangulo.

* Reconhecer a forma reduzida da equacdo de uma reta,
interpretando os seus coeficientes.

* Reconhecer a forma geral da equacao de uma reta.

* Estabelecer a correspondéncia entre a equacado de uma
reta e a funcdo afim.

* Determinar intersecoes entre retas.

* Reconhecer retas paralelas a partir de suas equacoes.

* Revisar base média de um triangulo e suas propriedades.

* Reconhecer retas perpendiculares a partir de suas equacoes.

* Resolver problemas envolvendo altura de um triangulo,
distancias entre retas paralelas etc.

* Relacionar o estudo das inequacdes do 12 grau com

duas variaveis a problemas de otimizacdo estudados pela

programacao linear.

Estabelecer a equacdo de uma circunferéncia dada.

Reconhecer na equacdo de uma circunferéncia as coor-

denadas do centro e a medida do raio.

* Transformar em reduzida a forma geral da equacao de

uma circunferéncia e vice-versa.

Estudar posicoes relativas entre ponto e reta, ponto e

circunferéncia, reta e circunferéncia, circunferéncia e

circunferéncia.

Determinar a equacdo de uma circunferéncia que passa

por trés pontos relacionando a determinacao do circun-

centro de um triangulo.

Compreender o tracado das conicas com auxilio de

softwares livres e associa-las a imagens do mundo real.
Estabelecer a equagdo de uma conica dada, com eixos
paralelos aos de um sistema cartesiano ortogonal.
Identificar os elementos principais de cada conica a partir
de sua equacéo.

® Reconhecer as cOnicas por meio de suas equacoes re-
duzidas.

Relacionar a paradbola (com eixo de simetria paralelo ao

eixo y) ao gréfico de uma funcdo quadratica.
Relacionar a equacao de uma hipérbole equilatera parti-
cular ao grafico de uma funcéo reciproca e as grandezas
inversamente proporcionais.

P Numeros

O eixo de numeros é retomado neste volume com a
apresentacao dos nimeros complexos, cujos objetivos estdo
listados a seguir.

* Compreender o contexto histérico que envolve o surgi-
mento e reconhecimento dos niimeros complexos.

* Identificar os nimeros complexos em sua forma algébrica
e trigonométrica, bem como representa-los no plano de
Argand-Gauss.

* Efetuar as operacdes basicas envolvendo nimeros com-
plexos na forma algébrica.

* Estabelecer relacdes entre o médulo de um nimero com-
plexo e a Geometria Analitica.

» Algebra
Os objetivos relacionados ao eixo da Algebra podem ser
agrupados em polindmios e em equacgodes, conforme segue.

Polindbmios:

* Iniciar o estudo dos polindmios utilizando-os, por exem-
plo, para representar areas de figuras planas e volumes
e areas de sélidos geométricos.

* Reconhecer polindmios com uma Unica variavel.



292

Orientag¢des Didaticas

* Relacionar um polindmio a uma funcdo polinomial e
identificar o seu grau.

* Estabelecer a condicdo de igualdade entre polinémios e
reconhecer o polinémio nulo.

* Relacionar a divisdo de numeros inteiros a divisdo de
polindmios.

* Determinar os polindmios quociente q(x) e resto r(x)
obtidos na divisdo de um polindmio f(x) por g(x), com
g(x) # 0, e estabelecer as relagbes entre eles.

Equacdes:

* Ampliar o conjunto universo de uma equacédo algébrica
para o universo C dos nimeros complexos.

* Resolver algumas equagbes de grau superior a dois por
meio de fatoragdo e saber que apenas algumas equacdes
podem ser assim resolvidas.

* Usar os nUmeros complexos na resolugao de equacgoes.

* Efetuar a fatoracdo (decomposicao) de um polinémio em
funcao de suas raizes.

* Usar a divisdo de polindmios para a obtencao de outras
raizes de um polindmio a partir de alguma raiz conhecida.

* A partir de alguma informagao dada sobre as raizes de um
polindmio, aplicar as relagdes entre coeficientes e raizes
para determinacao de uma ou mais raizes.

* Analisar a quantidade de raizes complexas ndo reais de
uma equacgdo com coeficientes reais.

* Pesquisar raizes racionais em uma equagao com coefi-
cientes inteiros.

* Resolver problemas sobre equacdes polinomiais a partir da
anélise do gréfico, em R x R, das fun¢des correspondentes.

P Estatistica, contagem e probabilidade
Neste volume, os objetivos especificos desse eixo estdo

relacionados, principalmente, a Estatistica.

* Reconhecer a importancia da Estatistica no cotidiano e

suas contribuicdes as mais diversas areas.

Revisar os conceitos de: populacdo, amostra, varidvel,

tabelas de frequéncia e graficos.

Determinar as medidas de centralidade (ou posicdo):

média, mediana e moda para os valores de uma variavel

quantitativa e discutir em que situacdes o uso de uma

dessas medidas é mais (ou menos) adequado.

Resolver problemas em situagbes cotidianas envolvendo

média aritmética simples e ponderada.

Compreender a necessidade de definir uma medida que

revele o grau de variabilidade ou dispersao de um con-

junto de dados.

Calcular a amplitude de um conjunto de dados e usa-la

criticamente para comparar, quanto a variabilidade, dois

conjuntos de valores.

Calcular variancia e desvio padrao de uma relagao de da-

dos e usa-los, criticamente, para comparar o grau de dis-

persao (em torno da média) de dois conjuntos de valores.

Realizar célculos estatisticos usando softwares de plani-

Ihas eletronicas (ver atividade 6, sobre esse assunto, nas

Sugestées de atividades em grupo).

P Matematica Financeira
* Reconhecer a importancia da Matematica comercial e
financeira na construcdo da cidadania do estudante.
* Construir conhecimentos de educacdo financeira, tais
como a importancia de poupar, a escolha entre paga-
mento a vista ou a prazo, as vantagens e desvantagens
na escolha entre poupar e consumir etc.
Calcular porcentagens de certo valor usando procedimen-
tos diversos: calculo exato, aproximado, mental e com
auxilio de calculadora simples.
Resolver problemas comuns no comércio, tais como: cal-
culo de descontos ou acréscimos, variagdo percentual etc.
Usar a calculadora comum para resolver problemas co-
tidianos como: determinacdo do valor de um produto
ap6és um aumento (ou desconto), calculo do aumento
(ou desconto) percentual etc.
Distinguir juros simples de compostos e resolver proble-
mas que envolvam essas modalidades de juros.
Identificar e calcular juros simples (juros de mora) co-
brados no atraso do pagamento de contas de consumo.
Reconhecer e calcular juros compostos em investimentos
financeiros, financiamentos, dividas de cartdo de crédito etc.
* Usar os conceitos aprendidos para tomada de decisoes
como: pagar a vista ou a prazo?
Relacionar juros simples e compostos as progressoes arit-
mética (funcao afim) e geométrica (funcdo exponencial),
respectivamente.
Relacionar a expressdo do montante dos juros compostos
a funcdo exponencial e usar logaritmos para resolver
situacdes-problema de Matematica Financeira.
Utilizar o conceito de valor atual (ou valor presente) de
uma sequéncia de pagamentos para compreensao do
mecanismo dos financiamentos.

Sugestoes de abordagem, avaliagao

e tépicos principais

P Geometria

No estudo da Geometria Analitica, é importante que
os estudantes consigam relacionar a Algebra & Geometria,
usando equacdes algébricas para representar e caracterizar
propriedades geométricas e, reciprocamente, compreender
as equacoes por meio das figuras geométricas.

Nesse estudo, é recomendével que se criem situacdes
em que os estudantes percebam as vantagens do uso de
um sistema de coordenadas cartesianas para localizar, por
exemplo, algum estabelecimento ou alguma rua em um
bairro, cidades em um mapa etc. Em alguns exercicios,
entre as atividades propostas, sao apresentados problemas
dessa natureza. Na atividade 1: O célculo de drea de figuras
planas, no tépico Sugestées de atividades em grupo, nestas
Orientagbes Didaticas, a utilizagdo de um sistema de coor-
denadas ajuda na descricdo oral de uma figura geométrica.
Essa pode ser uma interessante atividade avaliativa.



No estudo da Geometria Analitica, o professor deve
revisar alguns topicos e propriedades da Geometria Plana
geralmente estudados no Ensino Fundamental Il, tais como:
altura do triangulo, base média do triangulo, baricentro
e sua propriedade principal (dividir a mediana na razao
de 2 : 1), simetria, propriedade da reta tangente e da reta
secante a uma circunferéncia, circuncentro do triangulo etc.
Alertamos também para o uso indiscriminado de férmulas,
quando essas sao apresentadas sem qualquer justificativa.
E necessario que elas sejam construidas com os estudantes
para que a aprendizagem seja mais efetiva. Na resolucdo de
varios problemas, a construcao de figuras para representar as
informacoes dadas pode ser um apoio importante na busca
dos procedimentos a serem feitos, bem como na previsao
do ndimero de solucdes do problema.

No estudo da reta, a énfase maior deve ser dada as for-
mas geral (obtida a partir da condicdo de alinhamento de
trés pontos) e reduzida (interpretando seus coeficientes), ao
estudo das posi¢des relativas de duas retas no plano e suas
aplicagbes (por exemplo, na determinacdo da medida da
altura de um triangulo e na correspondéncia entre a equagao
de uma reta e a funcdo afim), abrindo-se também espaco
para a revisdo de sistemas lineares 2 X 2 na discussdo do
numero de intersecdes de duas retas.

O estudo da resolucao grafica das inequagbes do 12 grau
com duas incégnitas pode ser feito contextualizando-o com
uma introducdo a programacao linear — veja o texto na secdo
Aplicacbes — capitulo 2 (Uma introducdo a programacao
linear) do livro-texto.

Nestas Orientacdes Didaticas ha outra proposta de
atividade envolvendo problemas de otimizacdo, estudados
pela programacao linear, apresentada nas Sugestées de
atividades em grupo.

Uma possibilidade de atividade diferenciada, a qual
pode ser usada como instrumento de avaliagdo, envolve
o célculo da area de um triangulo, tridngulos semelhantes
e matrizes de transformagdes geométricas no plano. Seu
desenvolvimento est4 detalhado na atividade 3: Geometria
Analitica, semelhanca de tridngulos e matrizes, apresentada
no item Sugestées de atividades em grupo, nestas Orien-
tagbes Didaticas.

No estudo da circunferéncia é importante que o estudan-
te compreenda como é obtida a sua equacéo e saiba deter-
minar a medida do raio e o centro a partir dela. No estudo
das posigdes relativas entre reta e circunferéncia, algumas
propriedades da Geometria Plana devem ser lembradas.

Na secdo Troque Ideias — capitulo 1 (Resolvendo um
problema com o circuncentro do tridngulo) temos a opor-
tunidade de revisar algumas construcoes geométricas com
régua e compasso, para a determinacao do circuncentro de
um tridngulo, a partir de uma situacdo-problema.

Muitas vezes falta tempo para o estudo completo das
cbnicas; entretanto, ha nele algumas ideias centrais que
devem receber maior destaque:

* Colaborar para que o estudante consiga perceber que
todas as cdnicas resultam de algum tipo de secdo de uma
superficie cénica circular reta por um plano.

Orientag¢des Didaticas

e Utilizar softwares livres de matematica na construcao
das conicas auxilia o estudante na compreenséao de seus
tracados, na identificacdo de seus elementos etc.

* Auxiliar o estudante a notar que toda conica tem uma
equacgao e a mostrar ao menos a equacao reduzida de
cada cdnica (com centro na origem).

* Relacionar a equagao da paradbola a funcao quadréatica.

P Estatistica, contagem e probabilidade

Uma das grandes competéncias que permeiam o estudo
da Estatistica é a contextualizacdo sociocultural, no sentido
de que ela permite ao jovem estudante fazer uma leitura
consciente e critica das questdes do cotidiano e dos pro-
blemas de nossa sociedade e, desse modo, o prepara para
intervir e propor solucdes para problemas diversos. Nao é
dificil enumerar temas que podem ser discutidos no estudo
da Estatistica: salide e bem-estar, meio ambiente, violéncia
urbana, desigualdades sociais e regionais, trabalho, comu-
nicacdo, mundo digital, economia, entre outros.

Nesse sentido, é recomendéavel que o professor, no pla-
nejamento das aulas e das atividades, mobilize os estudantes
a buscar graficos, tabelas, textos e reportagens extraidos de
jornais, revistas, internet e outros vefculos de comunicacéo.
Desse modo, o estudante poderd comunicar-se oralmente e
por escrito (utilizando a linguagem matemética) para relatar,
analisar e discutir as questoes do mundo real. Alias, a Esta-
tistica é um dos topicos do programa que melhor possibilita
avaliar a comunicacgdo oral do estudante.

Uma possibilidade de atividade introdutéria, que tem
como objetivo revisar os conceitos iniciais da Estatistica,
como variavel, tabelas de frequéncia e representagoes
gréficas, é levantar e tabular dados a partir de informacdes
colhidas na aula, através das respostas dos estudantes: por
exemplo, fazer um levantamento sobre o tempo (em horas)
didrio de uso da internet. Em Sugestées de atividades em
grupo sao apresentadas, de modo mais detalhado, propos-
tas de atividades similares, além de outras mais complexas,
que também podem servir como instrumento de avaliacédo.

No livro-texto, uma leitura merece destaque, pois con-
tribui para a construcdo da cidadania dos estudantes, a
da secdo Aplicacbes — capitulo 5 (As pesquisas eleitorais),
que trata da interpretacdo dos resultados de uma pesquisa
eleitoral. No texto sdo apresentadas ideias bdsicas sobre
margem de erro e intervalos de confianca, fundamentais
para um cidaddo fazer a correta leitura de uma pesquisa
eleitoral.

O estudo das medidas de centralidade e dispersdo de
um conjunto de dados ndo deve se limitar, unicamente,
ao calculo dessas medidas. E necessario que os estudantes
facam a correta interpretacdo dos nimeros obtidos e que
sejam criadas situacoes em que eles possam analisar, de
modo critico, a medida de centralidade mais conveniente
para resumir e caracterizar um conjunto de dados.

Ndo podemos deixar de explorar diversos problemas
cotidianos que envolvem o calculo da média aritmética
simples e ponderada.
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E importante reconhecer a necessidade de medidas
de dispersao e que elas sejam usadas para comparar dois
conjuntos de valores quanto a homogeneidade. Também é
importante que os estudantes saibam calcular as medidas de
centralidade e de dispersdo quando os dados sao apresenta-
dos em intervalos. O professor deve deixar que os estudantes
sugiram meios para fazer esse célculo antes de apresentar o
procedimento usando o ponto médio do intervalo.

Sugerimos também que as atividades em Estatistica
ocorram, de modo geral, com o uso da calculadora, pois in-
variavelmente aparecerao calculos complexos (especialmente
no calculo da variancia, desvio padrdo, média com decimais
etc.) e, obviamente, o objetivo ndo é avaliar destreza nos
cdlculos, mas sim a compreensao do célculo e das relagdes
envolvidas. Alertamos para o fato de que, sem a calculadora,
o estudante pode desviar o foco real do problema estatistico.

P Matematica Financeira

O capitulo 6 é de grande relevancia para a formacéo da
cidadania dos estudantes, pois oferece a oportunidade de
trabalhar assuntos ligados a Educacdo Financeira: a impor-
tancia de poupar e consumir conscientemente; a importancia
de pesquisar e comparar precos e condi¢cdes na hora da
compra; 0s processos que envolvem aumentos e descontos
e a variacdo percentual; a necessidade de estar atento a
juros abusivos, cobrados, muitas vezes, em operagdes com
cartdo de crédito; o uso do limite do cheque especial etc.

Uma estratégia motivadora para o professor iniciar as discus-
soes é levar para a sala de aula encartes de supermercados e com-
parar precos de um mesmo produto. Por exemplo, suponhamos
que, no supermercado X, o preco de um produto seja R$ 32,00 e,
no supermercadoY, o mesmo produto custe R$ 40,00. A diferen-
ca, em valores absolutos, € de R$ 8,00. Mas, em valores relativos,
a que porcentagem corresponde essa diferenca?

A diferenga corresponde a R$ 8,00 e, em comparagdo
com o valor desse produto no supermercado X, representa:

R$ 8,00
R$ 32'00 = 0,25 = 250/0

E essencial mostrar aos estudantes que, embora seja
uma diferenca de R$ 8,00, percentualmente ela é de 25%
(uma diferenca muito significativa). E uma oportunidade de
alerta-los sobre o consumo sem planejamento, que pode
trazer consequéncias indesejveis, como o endividamento
(uma realidade de muitos brasileiros).

Muitas vezes, uma diferenca de centavos pode representar
um valor percentual significativo: imagine o mesmo produto
vendido por R$ 1,20 no supermercado X e R$ 1,80 no super-
mercado Y. Ao comprar no supermercado Y, pagamos 50%
a mais do que pagariamos no supermercado X.

N&do se trata de despertar nos estudantes sentimentos
como avareza e mesquinharia, mas sim, de construir fer-
ramentas que lhes permitam fazer escolhas conscientes e
criticas nas questoes relacionadas ao dinheiro.

Os estudantes precisam construir conhecimentos de Matema-
tica, a partir de situacdes comuns no dia a dia, como a apresentada
anteriormente, para valorizar o dinheiro, consumindo de maneira
consciente, poupando e planejando seu futuro financeiro.

No estudo da Mateméatica comercial, destacamos a
importancia de resolver problemas comuns no comércio,
como: calculo do preco de um produto apds um aumento
(ou desconto), calculo de porcentagens e variacoes percen-
tuais, aumentos (ou descontos) sucessivos etc.

E importante que sejam incluidas, nesse estudo, ativida-
des que valorizem o célculo mental, o célculo aproximado e
0 uso da calculadora comum.

No estudo da Matemaética Financeira destacamos os se-
guintes topicos: a compreensdo do modo como sao cobrados
juros e multa em uma conta de consumo; o entendimento
do que é a caderneta de poupanca (ou algum outro investi-
mento) e como seu saldo é atualizado mensalmente (regime
de capitalizacdo acumulada); a importancia de identificar os
altos juros geralmente embutidos em compras parceladas;
a escolha entre pagamento a vista ou pagamento a prazo
em situagdes diversas; o entendimento do calculo de juros
em financiamentos do tipo “entrada + uma parcela” e
financiamentos de vérias parcelas (comuns no comércio e
na aquisicao de bens de consumo), valendo-se do conceito
de valor atual de um conjunto de pagamentos; a tomada
de decisdes em simulacdes de investimento, levando-se em
conta rentabilidade e impostos etc.

Se forem levados para a sala de aula anuncios sobre
as condicdes da compra financiada de um automovel, por
exemplo, os estudantes poderdo, apoiados no conceito de
valor atual de uma sequéncia de pagamentos, calcular o
preco a vista desse bem e perceber, em geral, a diferenca
no desembolso total.

Os textos da secdo Aplicacbes — capitulo 6 (Compras a
vista ou a prazo Il: Financiamentos) e as atividades da secdo
Troque ideias — capitulo 6 (Compras a vista ou a prazo I)
dao o suporte necessario para essa atividade, favorecendo
a compreensao do regime de juros compostos.

Por fim, é imprescindivel que o estudo de Matematica
Financeira seja relacionado ao estudo das funcoes afim,
exponencial (e logaritmica) na apresentacdo dos conceitos
ligados aos juros simples e compostos, respectivamente. O
uso de logaritmos e suas propriedades deve ser explorado
em problemas que envolvam a férmula dos juros compostos.

» Numeros e Algebra

Os capitulos referentes a nUmeros complexos, polinémios
e equacdes algébricas apresentam os assuntos com poucas
relacdes com o cotidiano e com aplicacdes praticas. Assim,
achamos importante destacar, nesses capitulos, os assuntos
de maior relevancia. O conjunto dos nimeros complexos deve
ser apresentado, no contexto da Histéria da Matematica, pela
necessidade de um novo campo para a resolucao de equacoes
gue ndo apresentam solucdo no universo dos nimeros reais,
por exemplo, x? + 4 = 0. Os estudantes deverdo ser capazes
de efetuar as operacdes basicas com nimeros complexos
na forma algébrica, evitando exageros. E importante que a
interpretacdo geométrica dos nimeros complexos seja apre-
sentada e os conceitos de moédulo e de argumento sejam
vistos pelo viés geométrico. Nesse ponto, ha a possibilidade
de relacionar os nimeros complexos a Geometria Analitica.



Por exemplo, se z = x + i -y (com x e y reais e i a unidade
imaginaria) € um niimero complexo cujo moédulo é 2, entdo
z dista duas unidades da origem, e o conjunto de pontos
que satisfaz essa condicdo sdo os pontos da circunferéncia
de centro na origem e raio 2, cuja equacao é x*> +y? = 4. Os
ndmeros complexos deverdo ser usados, na sequéncia, na
resolucdo das equacgdes polinomiais.

Para a introducdo dos polindmios, sugerimos a atividade
em grupo na secdo Troque ideias — capitulo 8 (Problemas
com polindmios).

Além de contextualizar o uso dos polinémios, temos
a oportunidade de rever assuntos de Geometria Plana e
Meétrica Espacial.

No trabalho com polindmios é importante que se faca,
desde o inicio, a observacdo de que, muitas vezes, ao fa-
larmos de um polindmio, estaremos nos referindo a funcéo
polinomial e vice-versa. Desse modo, conceitos como raiz
de um polindmio podem ser facilmente relacionados com o
que ja foi estudado sobre as raizes das funcdes polinomiais
do 12 e do 22 graus.

A énfase no capitulo 8 deve ser a divisdo de polindmios,
uma vez que ela serd usada no capitulo seguinte. A divisdo
de polindbmios mantém uma interessante analogia com a
divisdo entre nimeros inteiros, e este pode ser o ponto de
partida para o inicio das discussoes.

Embora tenhamos apresentado no livro mais de um
processo para dividir polindmios, é importante lembrar que
o método da chave é o processo mais geral de divisdo e ndo
ha ressalvas em apresentar unicamente esse processo.

Por fim, no capitulo sobre equacdes polinomiais, é im-
portante lembrar aos estudante que no Ensino Médio ndo se
apresentam férmulas resolutivas para as equacdes do 3¢ e do
42 graus, bem como explicar que a partir do grau 5 nao existe
férmula resolutiva geral (sugerimos a leitura do texto sobre a
resolucao de equacdes no boxe Um pouco de Histdria — capi-
tulo 9) e que, em varios exercicios, conseguiremos determinar
0 conjunto solucdo a partir de alguma informagdo sobre o
polindmio, lembrando sempre que o conjunto universo em que
estamos trabalhando é C. Nao podemos deixar de destacar o
fato de que, se um polindmio f(x) se escreve como o produto
de outros dois, isto é, f(x) = g(x) - h(x), entao f(x) é divisivel por
g(x) (ou h(x)) e o quociente dessa divisao é h(x) (ou g(x)). Esse
fato serd muito empregado para encontrar todas as raizes de
um polindmio quando uma ou mais raizes forem conhecidas.

No estudo das equacdes algébricas apresentamos tam-
bém as relagdes entre coeficientes e raizes, a discussdo do
ndmero de raizes reais em uma equacao com coeficientes
reais e a pesquisa de raizes racionais em uma equacdo com
coeficientes inteiros.

E natural que os estudantes questionem sobre a cons-
trucdo dos graficos de funcdes polinomiais de grau maior
ou igual a 3. A construcdo desses gréaficos requer conceitos
de célculo, como derivada e limite de uma funcéo, que op-
tamos por ndo incluir nesta obra. No entanto, é pertinente
que, em alguns momentos, seja feita a andlise do grafico de
uma funcdo polinomial, especialmente no que diz respeito
ao numero de raizes reais do polindmio (niUmero de vezes
em que o grafico intersecta o eixo das abscissas).

Orientag¢des Didaticas

Para isso, na secdo Troque ideias — capitulo 9 (Interpre-
tando e construindo gréficos de func¢des polinomiais de
grau maior que 2 com um software livre) é proposta uma
atividade de integracdo aluno-aluno e aluno-professor, na
qual os estudantes aprendem a construir graficos de funcoes
polinomiais com auxilio de um software livre (Graphmética)
de Matematica e, em seguida, a partir da andlise do grafico,
respondem perguntas sobre o polindmio em questéo.

Na atividade 6. Construindo e interpretando gréficos
de funcgées polinomiais com auxilio de um software livre de
matemdtica, apresentado nas Sugestdes de atividades em
grupo, nestas Orientacdes Didaticas, ha outras propostas
de exercicios, caso os professores queiram aprofundar o
assunto.

Orientac¢oes especificas para a

secao Troque ideias

P Resolvendo um problema com o circun-

centro de um triangulo (Capitulo 1)

Nessa atividade, o estudante é levado a determinar o
circuncentro (ponto de encontro das mediatrizes) de um
triangulo, usando tanto a Geometria Analitica quanto o
Desenho Geométrico, a partir de uma situacao-problema.

A determinacado do ponto P equidistante de trés pontos
dados F, F, e F,, com uso da Geometria Analitica, pode ser
feita, simplesmente, impondo-se as igualdade das distancias:
PF, = PF, = PF,.

Na segunda parte da atividade, entra em jogo o conceito
de mediatriz de um segmento, o que deve levar o estudante
a buscar outra solugdo para o problema: determinar, com
régua e compasso, o circuncentro do triangulo F FF..
E também uma 6tima oportunidade de revisar algumas
construcdes geométricas, geralmente estudadas no Ensino
Fundamental.

A construcao das mediatrizes do triangulo F,F F_, feita em
um papel quadriculado, leva ao circuncentro do triangulo,
que é o ponto procurado. Caso o professor julgue importan-
te, ele pode pedir as equipes que, por meio da Geometria
Analitica, determinem o circuncentro do tridngulo usando a
intersecdo de duas de suas mediatrizes; é um bom exercicio

para checar a resposta encontrada. Temos:
1—15

* Para o lado F1FZZ m = :8—_0

= 2 e ponto médio

(=4, 7).
Assim, a equacdo de mediatriz de F.F, é:
y—7=—17-(X+4):>y=—%x+5 1
* Para o lado F F;:
_11-15 1 o
m=—g—qg ~~3°€ ponto médio (4, 13).

Assim, a equacgao da mediatriz de ﬁ é:
y—13=2-x—4)=y=2x+5 2
De 1 e 2, obtemos:

—%x+5=2x+5:>x=0ey=5;ocircuncentroé(0, 5).
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A atividade proposta nesta secao contribui para o desen-
volvimento da competéncia de investigacdo e compreensao
em Matematica na medida em que o estudante deve: re-
conhecer a natureza de um problema e decidir pela utili-
zacdo das formas algébrica, numérica ou geométrica para
encontrar sua solugdo; identificar as informacdes relevantes;
elaborar estratégias a fim de encontrar as possiveis solucoes;
e utilizar diferentes instrumentos para efetuar medidas ou
calculos, tais como réguas, esquadros e compasso.

Solucao:

a) Seja P(x, y) o ponto procurado d,. = d
(

PF4 PF3

PF,
(=152 =dx+ 87+ (y+ 1) =
1 2
= x—8r +(y— 117
3
Considerando a igualdade entre ' 1 e 2 :
A+ —15P2 =Adx+87+(y+1)7 =
Sx+(y—152=(x+82+(y+1)?=
=x+2y=10

Considerando a igualdade entre (12 e 3 :
Vx+82+(y+1)7 =82+ —11) =
SX+H8P+H+1)P=x—-8*+(y—11)>=
= 4x + 3y =15

x+ 2y =10

Segue05|stema:{4x +3y=1

5 aue, resolvido, fornece

x=0ey=>5.
Assim, o ponto procurado é P(0, 5).

b) Tomando F,, por exemplo, é fécil ver que dPF1 =10.
Assim, a distancia real é 10 km.
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A circunferéncia também passa por F, e F,, isto ¢, P é 0
centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo FFF..

d
mediatriz de FF,
I-l
-
—— F3
medigtriz de F_F y
N rr
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e
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™~/
S ’/’ ~
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,/
v
F, L
mediatriz de FF,

E possivel observar que o centro da circunferéncia na
representacao feita para o item ¢ é o circuncentro do
triangulo representado neste item.

P Compras a vista ou a prazo (I) (Capitulo 6)

Essa é a primeira de algumas atividades e leituras que
envolvem tomada de decisdes em situacdes de compra a
vista ou a prazo.

A atividade desenvolvida nesta secdo contribui para o
desenvolvimento da competéncia de representacdo e comu-
nicagdo em Matematica. Ela demanda que o estudante seja
capaz de compreender as informacdes da situacao apresen-
tada, analisar e julgar calculos sobre dados econdmicos, de
vendas a prazo, e emitir opinides de forma analitica e critica,
posicionando-se e argumentando diante da situacdo proposta.

Nessa atividade, é apresentada uma situacao em que uma
pessoa pode comprar um pacote de viagem a vista, ou pode pa-
gar a prazo, aplicando o recurso que seria usado no pagamento
a vista na caderneta de poupanca, recebendo juros e fazendo
retiradas mensais para pagar as prestacdes. Os estudantes,
divididos em grupos, fardo as simulacbes necessarias (com uma
calculadora comum) para decidir qual é a melhor opcao. Isso
envolve célculos simples que os estudantes deverao fazer sem
maiores dificuldades. Na 22 parte da atividade, na hipotese de
que o preco a vista é igual ao preco total parcelado, os estu-
dantes poderao verificar, por meio de calculos, a vantagem de,
nessas condicdes, manter o recurso aplicado e pagar a prazo.

E importante que as discussées sobre compras & vista ou
a prazo ndo se encerrem nessa atividade. As questdes envol-
vendo financiamentos (entrada mais 1 parcela, ou entrada
mais varias parcelas, ou, ainda, varias parcelas sem entrada
no ato da compra) complementam o trabalho. O texto da
secdo Aplicagbes — capitulo 6 (Compras a vista ou a prazo
II - Financiamentos), que introduz o conceito de valor atual
(ou presente) de uma sequéncia de pagamentos pode ser o
ponto de partida para a compreensao dos financiamentos
em varias parcelas. Na parte especifica destas Orientagdes
Didéticas ha outras propostas de atividades em grupo que
aprofundam o trabalho.



presentes no dia a dia.

Solucao:
a)
Tempo Saldo inicial + Juros recebidos Retirada para~ Saldo final da
da poupanca pagar a prestacao poupanca

Ato da compra 2500,00 + 0 0 2500,00

1 més depois 2500,00 + | 0,006 - 2500,00 = 15,00 520,00 1995,00
2 meses depois 1995,00 + [ 0,006 - 1995,00 = 11,97 520,00 1486,97
3 meses depois 1486,97 + | 0,006 -1486,97 = 8,92 520,00 975,89
4 meses depois 975,89 + 0,006 - 975,89 = 5,86 520,00 461,75
5 meses depois 461,75 + 0,006 - 461,75 = 2,77 520,00 —55,48

Orientag¢des Didaticas

O objetivo de todas essas atividades é que os estudantes estejam preparados e “munidos de argumentos” para
analisar e julgar célculos sobre juros, financiamentos, investimentos, dividas de cartdo de crédito, enfim, situagoes

Vale a pena lembrar que, em muitas familias brasileiras, o assunto dinheiro é, ainda, um tabu, cabendo a escola a tarefa
de trazer temas ligados a Educacdo Financeira para os estudantes.

b) Seoptar pelo pagamento parcelado, Mércia terd que desembolsar R$ 55,48 para pagar a Gltima prestagdo. Desse modo,
vale a pena Marcia pagar a vista, usufruindo o desconto oferecido.

0
e Saldo inicial + Juros recebidos Retirada para_ Saldo final da
da poupanca pagar a prestacao poupanca
Ato da compra 2500,00 + 0 0 2500,00
1 més depois 2500,00 + | 0,006 - 2500,00 = 15,00 500,00 2015,00
2 meses depois 2015,00 + (0,006 -2015,00 = 12,09 500,00 1527,09
3 meses depois 1527,09 + | 0,006-1527,09=9,16 500,00 1036,25
4 meses depois 1036,25 + | 0,006 - 1036,25 = 6,22 500,00 542,47
5 meses depois 542,47 + 0,006 - 542,47 = 3,25 500,00 45,72
Nessas condicoes, Marcia podera usufruir de 45,72 reais a mais, caso opte por aplicar o valor na poupanca.
>

Por se tratar de um assunto mais tedrico e relevante
no contexto da propria Matemaética, sugerimos que, ao
menos na apresentacdo dos polindmios, sejam usadas
situacOes concretas, vinculadas a contextos cotidianos e
que podem “conversar” com outros eixos do programa
de Matematica. Uma das possibilidades de introduzir
polindmios é recorrer as funcdes. Por exemplo, se o sa-
lario de um vendedor é composto por uma parte fixa de
R$ 850,00 e um adicional de 2% sobre o total (x) de ven-
das no més, seu salario mensal pode ser expresso pela lei
850,00 + 0,02x, que é um exemplo de polindmio (as funcoes
afim e quadratica sao exemplos de polindmios familiares aos
estudantes). Outra possibilidade é recorrer aos polindémios
para descrever areas de figuras planas ou espaciais, como
o volume de alguns poliedros, como é proposto nessa ati-
vidade integradora.

Além de dar um significado maior ao estudo dos po-
linbmios, é uma oportunidade de integracdo com o eixo
Geometria, revisando conceitos estudados nos anos ante-
riores. De modo geral, a atividade apresenta um grau de
dificuldade bastante compativel com o “repertério” de um

estudante do 32 ano do Ensino Médio, sendo que, prova-
velmente, a atividade decorra sem maiores interferéncias
e mediagbes do professor.

A atividade desenvolvida nesta secao possibilita ao estu-
dante interpretar, utilizar e elaborar modelos e representa-
coes matematicas para analisar situacoes, além de permitir
que ele estabeleca conexdes entre os diferentes contetidos
da Matemética, sistematizando as diferentes linguagens e
contribuindo para o desenvolvimento da competéncia de

investigacdo e compreensdo em Matematica.

Solucao:
a) A:2x?
2X - 3X
B: -5 = 3x?
C 3x? + 2%2 + 22X X 6x2
—— — 2
3 quadradinhos 4 quadradinhos )
inteiros pela metade area deum
triangulo
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b) i) N N

22.cm

30 cm

A &rea pedida, emcm?, é:30-22 — 4 - x> =
= 660 — 4x?
ii) O paralelepipedo retdngulo tem dimensodes
30 — 2x, 22 — 2x e X, e seu volume, em cm?, é:

X+ (22 — 2x) - (30 — 2x) = 4x3 + 104x*> + 660x
Q V=x-2x-(x+10)—4-1

volume do
cubo unitario

V=2x4+20x* -4
d) i) Devemos calcular a diferenca entre o volume de

um paralelepipedo de dimensdes x + 3, x + 1 e 2x
e o de um paralelepipedo de dimensodes x, x + 1 e
x+3)—Kx+1)=2:
V=2x-(x+1)-x+3) —x-
V = 2x3 + 6x* + 4x

ii) Base inferior:
x+3)-x+1)=x+4x+3 1

x+1)-2

Base superior:
X+ 1)2=x2+2x + 1 2

“Base intermediaria”:
2-x+1)=2x+2 3

Dois retangulos congruentes, cada um com lados
x + 1 e x, totalizando:

2x% + 2x 4

Dois hexdgonos congruentes, cada um com 4rea
[(x+ 3)-x+ (x+ 1) - x], totalizando:

4x* + 8x 5

Um retangulo de lados x + 1 e 2x:
2x% + 2x 6

A drea total é dada pela adicdGode 1,2 ,'3,4,
5 e 6:

10x? + 20x + 6

P Interpretando e construindo graficos
de funcoes polinomiais de grau maior
que 2 com software livre (Capitulo 9)

Para a realizacdo dessa atividade, serd necessario usar
os computadores da escola com o programa Graphmatica
j& instalado. Esse software de Matematica pode ser bai-
xado, gratuitamente, na internet, através do site <www.
graphmatica.com> (acesso em 19 abr. 2016). Se neces-
sario, o professor pode dividir a turma de acordo com a
quantidade de computadores disponiveis.

Com essa atividade, pretendemos que o estudo das
equacoes polinomiais ndo seja visto, unicamente, pelo viés
algébrico, mas sim, que ele seja vinculado a anélise e inter-
pretagdo dos graficos das fungdes que os representam. A
proposta é que os grupos analisem o gréafico das fungbes, de
R em R, para responder as questoes sobre o polindmio. Se
possivel, é interessante permitir que os estudantes utilizem
o Graphmatica para fazer, eles mesmos, a construcdo dos
gréficos. E importante lembrar que a construcao do gréfico
de fungodes polinomiais de grau maior que 2 requer que o
estudante tenha conhecimento dos conceitos de limite e
de derivada de uma funcdo — assuntos normalmente ndo
estudados no Ensino Médio. Sem o uso desse recurso tec-
nolégico, os estudantes ndo poderiam visualizar os graficos
dessas fungdes, o que seria um limitador no estudo das
equacdes algébricas.

A anélise dos graficos permitird aos estudantes determi-
nar: o numero de raizes reais (e complexas nao reais) de uma
equacdo com coeficientes reais; as interse¢des do grafico com
0s eixos coordenados e sua interpretacdo; possiveis candidatos
a raizes racionais (nas equagdes com coeficientes inteiros);
intervalos em que a fungdo é crescente ou decrescente etc.

Assim, a atividade sintetiza e unifica todos os conceitos
estudados nesse capitulo e também no capitulo sobre po-
lindmios. Ela também contribui para o desenvolvimento da
competéncia de representagdo e comunicacdo em Matema-
tica, pois requer que o estudante transforme a linguagem
gréfica na linguagem algébrica.

Solucao:

a) i) 3 raizes reais.

ii) Eixox: (=3, 0), (2, 0) e (5, 0); eixo y: (0, 30).

i) X =4 —11x+30=30=x -4 - 11x=0=>

=25x—4x—11)=0=x=00ux —4x—11=0 =

=>X:4i§«/15 -

=>x=2-+415=-1,870ux=2++15 =5,87

Logo, f(x) = 30 parax = 0 ou x = —1,87 ou
x = 5,87. Confira esses trés valores no grafico.

D4 8 21 20
| 1 4 5 0

— A+ D

x2+4x+5=0:>x:%
As raizes sdo: —4, =2 +ie =2 — i

=-2%i

ii) x=0=y=20; o ponto é (0, 20).
c) As trés raizes da fungdo sdo —1, 2 e 3. Usando a forma
fatorada, escrevemos:
fx) =a-(x+1) - x—2)-(x—3) *
Como o ponto (0, —12) pertence ao grafico, temos:
-12=a-(0+1)-(0-2-0-3)=>a=-2
Em '* , obtemos a lei:
fx) =—-2-x+1)-x—2)-(x—3)=
=fx) = —2x3 + 82 — 2x — 12



d) O polindbmio x* — x> — 5x? — x — 6 apresenta como
raizes reais —2 e 3 e é divisivel por (x + 2) - (x — 3) =

=x*—x—6:

X=X —5¢—x— 6[xXX-x—6
=+ X+ 6x2 X2+ 1
X—X— B
X +X+ B

0

As demais raizes decorremdex? + 1 = 0 = x = =*i.
e) O gréfico mostra que f possui 2 raizes reais (uma é 3 e
a outra pertence ao intervalo 0, 1]).

Vamos pesquisar possiveis raizes racionais de f:
3 1

Candidatos: *£3, i?’ +1, i7
A\, 1 1 S
f(z)—z-ﬁ—5-8—2-4 4-5+3=0

Dividindo f(x) por (x — 3) - (x - L) obtemos como

2
quociente 2x> + 2x + 2.

As demais raizes sao:

X:—ZiT 12

Sugestodes de atividades em grupo

A seguir, sdo propostas sugestdes de atividades que
favorecem as interacdes aluno-aluno e aluno-professor, no
intuito de dar continuidade as atividades propostas na se¢do
Troque ideias, no livro-texto.

As atividades em grupo possibilitam aos estudantes:
ouvir, discutir e refletir sobre a opinido dos colegas;
respeitar as diferencas individuais quanto ao tempo de
compreensao e assimilagdo dos contetdos;
socializar diferentes pontos de vista e resolucdes diversas
para um mesmo problema e estabelecer consensos;
promover situacoes de ajuda e de ensino-aprendizagem
entre os colegas;
dividir tarefas e responsabilidades;
promover maior integragao social.

Veja as sugestdes a seguir para atividades em grupo.

P Atividade 1: O calculo
de area de figuras planas
Objetivos

* Reconhecer a importancia do sistema de coordenadas
cartesianas para localizar pontos em um plano.
* Revisar o célculo de &reas de figuras planas.

Material

* Material escolar basico (papel, lapis, borracha).
NUmero de aulas: 1 a 2.

Desenvolvimento

O professor deve dividir a turma em duplas e fornecer,
para cada dupla, a reproducdo da figura a seguir, que re-
presenta a planta baixa de uma sala comercial.
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27m G

H 0,6 m

F 43m E

Em sequida, deve pedir a cada dupla que calcule a &rea
da superficie limitada pela sala comercial e disponibilizar
um tempo adequado para que apresente suas resolucoes.

Ha varias maneiras de se calcular a area desse octdbgono.
Segue uma sugestdo: prolongando-se DE obtemos o ponto
| pertencente a reta AB, tal que:

A =(22m)-(45m)=99m?

BCDI

Prolongando-se FE obtemos o ponto J que pertence a
reta AH, tal que:

A, =(2,7m)-(0,6m)=1,62m?

HGFJ

A area do octégono é dada por:

A (A, + A isto é:

AES Vel HGFJ)’

[(7m)-(6,6m)] —9,9m?—1,62m?= 34,68 m?

Depois, o professor deve ler o seguinte problema para
a turma:

Imagine que vocé precisa descrever, oralmente, a
forma e as dimensodes dessa sala para um arquiteto que
ndo dispde, no momento, da planta dela.

Poderiamos comecar dizendo que a sala pode ser
representada por um poligono de oito lados (octégono)
ABCDEFGH. Para desenhar esse octégono, uma opcao
¢ inserir um sistema de coordenadas cartesianas (ou
retangulares), tendo como unidade de medida o metro e
origem no vértice A. Desse modo, os vértices consecutivos
desse poligono séo:

B(2,5; 0), C(?; 7), D(?; ?), ...

Cada dupla deverd determinar as coordenadas dos outros
seis vértices do octdégono. Depois, o professor deve fazer a
correcao na lousa (quadro de giz).

Solucao:

C(2,5; —2,2), D(7;
G(2,7;, —6) e H(0; —6).

—2,2), E(7; —6,6), F(2,7; —6,6),

O professor deve, agora, propor o seguinte problema:

E possivel descrever cada um dos vértices desse octé-
gono usando apenas coordenadas ndo negativas? Apre-
sente uma solugdo, obtendo os vértices do octégono.
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Solucao:
O problema apresenta infinitas solugdes.

E C D
H ;ﬁe

(0] F E

Uma solucdo simples é adotar como origem do novo

sistema cartesiano o ponto O, dado pela intersecdo

das retas AH e EF. (Veja a figura acima.) Nesse caso, 0s

vértices passariam a ser:

H(0; 0,6), E(7; 0), B(2,5; 6,6), G(2,7; 0,6), D(7; 4,4),

A(0; 6,6), F(2,7; 0) e C(2,5; 4,4).

(Atividade elaborada com base em: Aplicacées da matematica
escolar — Trabalho conjunto da Mathematical Association of

America. National Council of Teachers of Mathematics. Trad.
Hygino H. Domingues. Sao Paulo: Atual, 1997.)

P Atividade 2: Programacao linear

Objetivo

* Aprofundar o estudo das inequacoes do 12 grau com
duas incégnitas vinculado a um contexto cotidiano e
relaciona-lo ao texto introdutério de programacéo line-
ar da secdo Aplicagées — capitulo 2(Uma introdugao a
programacao linear) .

Material

* Material escolar basico (lapis, borracha, papel sulfite e
régua).
Numero de aulas: 1 a 2.

Desenvolvimento

O professor deve dividir a turma em duplas e distribuir
a cada uma, além de folhas de sulfite, o texto seguinte:

(Obmep) Um galinheiro com érea igual a 240 m? deve
abrigar galinhas e pintinhos [havendo a possibilidade de
se ter sé galinhas ou s6 pintinhos], sendo desejavel que
haja espaco livre de 4 m? para cada galinha e 2 m? para
cada pintinho. Além disso, cada pintinho come 40 g de
racdo por dia e cada galinha come 160 g por dia, sendo
permitido um gasto didrio maximo de 8 kg de racdo.

a) Represente algebricamente as condicdes do problema.

b) Represente graficamente as condi¢des acima no
plano cartesiano xOy.

¢) Essegalinheiro comporta 20 galinhas e 80 pintinhos?

E 30 galinhas e 100 pintinhos?

d) Qual o nimero méximo de galinhas que podem ser
colocadas no galinheiro, respeitando os espacos de-
sejaveis e 0 gasto maximo de racdo? E de pintinhos?

Solucao:
Sejam x ey, respectivamente, o nimero de galinhas e

pintinhos no galinheiro.
Observemos que x = 0 ey = 0 com x e y naturais ' 1 .

a)

De acordo com a condicdo sobre o espaco desejavel,
podemos escrever:
dx +2y=240=>2x+y=120'2

De acordo com a condicdo sobre a ragdo, podemos
escrever:

160x + 40y < 8000 = 4x + y < 200 '3

——
8 kg

Observe que:

1 representa o primeiro quadrante do plano, incluindo-
-se 0s semieixos positivos horizontal e vertical;

2 representa a equagao de uma reta. Para construi-la,
podemos montar a seguinte tabela:

X y
10 [ 100
20| 80

3 representa uma inequacdo do 12 grau com duas
incdgnitas. Em 4x + y — 200 < 0 testamos a origem a
fim de conhecer qual dos semiplanos determinados pela
reta 4x +y — 200 = 0 devemos escolher:
4-0+4+0— 200 <0 ¢ —200 < 0 (Verdadeiro); o
semiplano procurado contém a origem. Para construir
a reta de equacgdo 4x + y — 200 = 0, podemos usar a
tabela:

X y
0 (200
50 0O

A regido sombreada no grafico seguinte corres-
ponde aos pontos do primeiro quadrante, tais que
4x +y — 200 < 0.

4x+y—-200=0

Q(0, 120) 1
100 +--
80 {---H-
Lo P(40, 40)
+ o 2x+y =120
of 10 20 50 60 x

O conjunto de pontoscomunsa ' 1,72 e 3 éosegmento
de reta PQ, em que Q(0, 120) é o ponto de intersecdo da



reta 2x +y = 120 com o eixo y e P é 0 ponto de intersecdo
dasretas 2x +y=120e4x +y — 200 = 0.

2x +y—120=0
4x +y = 200
x = 40 ey = 40. Assim, P(40, 40).

20 galinhas
80 pintinhos

Resolvendo o sistema { , obtemos

=x=20ey = 80;
Testando (2 e 3 :
2 :2-20+ 80 = 120 (Verdadeiro)

3 :4-20 + 80 =< 200 (Verdadeiro)

Logo, é possivel ter 20 galinhas e 80 pintinhos.

{30 galinhas

100 pintinhos = X =30 ey =100;

Testando:

2:2-30+ 100 =160 # 120

Logo, ndo é possivel ter 30 galinhas e 100 pintinhos.

d) Do gréfico, considerando o segmento PQ, temos que:
=40

Em(2:2-40 +y=120=y = 40

Terfamos 40 galinhas e 40 pintinhos.
Do gréfico, considerando o segmento PQ, temos:

=120

yma’ximo

Em 9 y_ 120y _ 120120 _,
2 2

Terfamos 120 pintinhos e nenhuma galinha.

Assim, o nUmero méaximo possivel para as galinhas é 40

e, para os pintinhos, o nimero méximo é 120.

b Atividade 3: Geometria Analitica,
semelhan¢a de tridngulos e matrizes

Objetivos

* Revisar transformagdes geométricas bidimensionais
usando matrizes.

* Revisar semelhanca de triangulos, bem como a razado
entre as medidas de seus lados homdlogos e a razdo
entre suas areas.

* Integrar assuntos diversos do programa em uma mesma
atividade.

Material

* Material escolar basico (papel, lapis, borracha) e folhas
de papel quadriculado.
Numero de aulas: 2 a 3.

Desenvolvimento

O professor deve dividir a turma em grupos de 3 ou 4
estudantes. Cada grupo deve receber o quadriculado se-
guinte, contendo o triangulo ABC.

Orientagdes Didaticas

Em seguida, o professor deve propor o seguinte problema:
Considere a transformacdo geométrica em que cada ponto
(x, y) do tridangulo é transformado no ponto (x’, y’) por
meio da equacéo:

x| [3 0 X
WEEHEH
Determine as coordenadas dos vértices A’, B’ e C' do
tridngulo obtido por essa transformacédo. Represente, em
um mesmo quadriculado, os tridngulos ABC e AB'C".
O professor deve ficar atento caso exista necessidade de
fazer uma rapida revisdo sobre multiplicacdo de matrizes,
bem como mencionar as trés transformacdes geométricas
estudadas no volume 2 desta colecéo (translacdo, rotacao
e escala).
Solucao:
A(=2, 2) é transformado em A(x',, y',):
vi)=(3 SHE)-()
ya) o 3/ \2) {86
Logo, A(-6, 6).
B(2, 5) é transformado em B’(x

(v2)=5 3HE)-(

ys) \o 3)\5/ \15

Logo, B'(6, 15).

C(4, 1) é transformado em C'(x', y' ):

-5 SHEI-S)

Logo, C'(12, 3).

'

oY)

y
B
s
/
pd
y
T //
A
~— B
——
pd | ‘
A C
~—
C
0 X

Apbs representar os dois tridngulos em um mesmo
quadriculado, os estudantes deverdo reconhecer que
a transformacdo geométrica em questdo é a escala.
Na questdo 2, os estudantes devem identificar que a
transformacao “gerou” tridngulos semelhantes.

Determine as medidas dos lados do tridngulo ABC e do
tridangulo AB'C’. O que se pode concluir em relacdo aos
dois triangulos?
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Solucao:
AABC: A(-2, 2);B(2,5) e C(4, 1)
AB =A(=4)" +3% =5
=(=2)7 + 47 = 25
= (=67 + 17 =437
AAB'C': A(—86, 6); B'(6, 15) eC'(12,3)
AB =~(=12)"+9% =
B'C = (=672 + 122 — «/180 — 645

AC = (=18)2 + 3% = {333 = 337

Como -AB _ BC _ AC _ L, os triangulos ABC e
AB. BC AC 3

AB'C’' sdo semelhantes, pois tém

(caso LLL de semelhanca).

lados proporcionais

Determine a medida da mediana relativa ao lado AC no
AABC e a medida da mediana relativa ao lado AC' no
AAB'C' e estabeleca a razéo entre elas.

Solucao:

AABC:

Seja P o ponto médio de AC:

244 241 3
(E )l
dBP—j(2—1)Z+<5—%) —/(%) :%

AAB'C:
Seja P’ o ponto médio de AC":

e
oo -9 (-3 - [] -2

Ara pedida é:
453
2 1 .
k = ——— = — (igual a razdo encontrada na questdo 2)
353 3 9 a

E importante lembrar que, se dois triangulos sao seme-
Ilhantes, a razdo entre medidas lineares (lados, alturas,
mediana etc.) correspondentes é constante.

Determine o baricentro G do AABC e, usando a matriz de
transformacdo, determine G’, baricentro do AAB'C’. Com-
prove os valores obtidos para as coordenadas de G’ fazendo
0 célculo a partir das coordenadas dos vértices do AAB'C'.

Solucao:
AABC:
—2+2+4 2+5+1)\ (48
G( 3 3 )G(??)

G'(x', y') é tal que:

4
X1 _[3 o] |3
y 17lo 3] 8

3

Comprovando:
6+ 6+12 6+ 15+ 3
G ( I ) G'(4,8)
5) Qual é a posicao relativa das retas AC e KC?
Solucao:

Como os triéngulos sdo semelhantes, sédo congruentes
os angulos BAC eB’ A c;/ ABC e AB'C’; e ACB e AC'B.
Assim, as retas AC C e A’C' sdo paralelas Tambem sao
paralelas as retas AB e A’B' e as retas BC e B'C’ B'C".

Podemos calcular os coeficientes angulares de AC e AC:

oA YTV -2 1
AT AT X —Xx,  4+2 7 6
m o =Ay YTV, 3-6 1
AT TAX X=X, 12+6 6

6) Calcule a area dos triangulos ABC e AB'C’, obtendo a
razao entre elas.

Solucao:
AABC:
-2 2 1
AABC=17- 2 5 1 |=-22>
4 1 1
:>AABC:%' |[-22| = A, =11ua.
AAB'C:
-6 6 1
AA,B,C,=%~ ID|,emqueD=| 6 15 1 |=-198=
12 3 1
= AL = 17 [—198| = A, =9 ua.

O objetivo dessa questdo é permitir que o estudante relem-
bre que, se dois tridangulos sdo semelhantes, a razdo entre
suas areas é igual ao quadrado da razéo de semelhanca.

» Atividade 4: Tratamento da

informag¢do — Estatistica
Objetivos
* Levar o estudante a revisar alguns conceitos estatisticos e
construir novos por meio de informagdes que dizem respeito
ao seu dia a dia e que sdo coletadas no ambiente escolar:
* Classificacdo das variaveis.
* Coleta de dados e construcdo de tabelas de frequéncia.
* Construcao de graficos para apresentacdo dos resultados.
* Associacdo de medidas de centralidade (posicao) e
dispersao (variabilidade).
* Apresentar os trabalhos produzidos pelos estudantes em
uma feira cultural ou em algum outro evento.

Material

* Papel, lapis, borracha, caneta, calculadora. Para a cons-
trucdo de graficos, sugerimos o uso de planilhas eletr6-
nicas. Neste caso, serd necessario usar os computadores
do colégio. Caso o professor prefira, podera pedir aos



estudantes que facam as representacdes graficas com
auxilio de régua, compasso e transferidor.
Numero de aulas: 3 a 4.

Desenvolvimento

12 etapa

A proposta dessa etapa é trabalhar com varidveis qua-
litativas e suas representacoes graficas. O professor devera
escolher uma ou mais questdes que representem variaveis
qualitativas ligadas ao dia a dia do estudante (pode-se
também pedir sugestdes a turma). Citamos aqui algumas
possiveis perguntas:

* Qual é o meio de transporte que vocé utiliza para chegar
a escola? Como respostas esperadas, podemos citar: a pé,
de 6nibus, de trem, de metrd (se houver em sua cidade)
ou de carro particular.

* Para que time vocé torce?

* Qual é a sua disciplina favorita?

* Qual é o seu lazer preferido? Nesse caso, recomenda-se que o
professor forneca algumas opcdes de respostas como: praticar
esportes, tocar algum instrumento musical, jogar videogame,
acessar a internet, reunir-se na casa de amigos etc.

* Qual é a rede social que vocé mais usa?

O professor deve dividir a turma em grupos de 3 ou 4
estudantes e pedir a eles que respondam a(s) questao(oes)
escolhida(s) em um pedaco de papel, imitando uma antiga
cédula eleitoral. (E interessante que cada estudante res-
ponda secretamente a cada questdo, a fim de nao haver
interferéncia da opinido dos colegas.) Dé-se inicio a apura-
¢do dos resultados. Cada resposta possivel corresponde a
uma realizagao (ou “valor” assumido) da varidvel. Cabe ao
professor organizar essa contagem na lousa, a fim de que
todos possam utiliza-la.

Os grupos devem iniciar a construcdo de tabelas de
frequéncia para organizar os dados reunidos na classe e
mostrados na lousa. Para cada realizagdo da variavel a tabela
deve conter:

e frequéncia absoluta (contagem);

* frequéncia relativa na forma decimal e de porcentagem.

Vale lembrar que nessa atividade os estudantes deverdo
usar calculadoras.

O professor deve fazer a correcdo da tabela na lousa;
eventuais erros devem ser esclarecidos e corrigidos para o
prosseguimento da atividade.

Em seguida, os estudantes devem iniciar a construcdo
das representacoes graficas para resumo e apresentacdo dos
dados coletados pela classe. Daremos énfase a trés tipos de
gréficos: o de setores (ou pizza), o grafico de barras (hori-
zontais) e o grafico de colunas (verticais).

E importante que os graficos construidos sejam guar-
dados para uma posterior apresentacdo da producéo da
turma no mural da classe ou em outros ambientes escolares.

Cabe ao professor percorrer a classe e verificar como
o trabalho das equipes estd sendo desenvolvido, além de
esclarecer duvidas.

Opcionalmente, os estudantes poderao construir esses
gréficos com a ajuda de programas de planilhas eletronicas,
na sala de informaética.

Orientag¢des Didaticas

22 etapa

O ponto central dessa etapa é o estudo das varidveis
quantitativas (especialmente aquelas cujos valores sdo ob-
tidos por contagem) e as medidas de centralidade (média,
moda e mediana) e dispersdo (amplitude, variancia e desvio
padrdo) associadas a variaveis dessa natureza.

Nesse sentido, o professor deve escolher, a partir de
sugestdes da turma, uma questdo que retrate valores assu-
midos por uma variavel desse tipo.

A seguir, damos algumas sugestoes:

* Quantos irmdos vocé tem?

* Com que frequéncia semanal vocé pratica alguma ativi-
dade fisica?

* Quantas vezes por semana vocé vai a praia (se for uma ci-
dade litoranea)?; ou por més (se for uma cidade préxima)?;
ou por ano (se for uma cidade muito afastada do litoral)?

* Quantos livros vocé leu no ultimo ano?

Apds dividir a turma em grupos, como feito na primeira
etapa, os estudantes devem responder a(s) questdo(des)
determinada(s) pelo professor.

Os grupos, munidos de calculadoras, devem realizar os
calculos das medidas de centralidade: média aritmética,
mediana e moda.

Em seguida, os resultados obtidos pelos diversos grupos
sao confrontados por meio da correcdo que o professor deve
fazer nalousa. E interessante que se dé espaco para reflexao
e discussao dos estudantes sobre a medida de centralidade
mais representativa para resumir a tendéncia central dos va-
lores obtidos para uma determinada variavel que estd sendo
estudada. A resposta ird depender da natureza dos dados
colhidos: se houver valores discrepantes e, dependendo do
numero total de valores obtidos, sabemos que a média pode
sofrer distorcoes.

Além disso, é fundamental que os estudantes compre-
endam o significado das medidas obtidas.

Por exemplo, com relacao a pergunta “Com que frequén-
cia semanal vocé pratica alguma atividade fisica?”, digamos
que a média, a moda e a mediana sejam, respectivamente,
2,5, 3 e 3. O que significa o valor 3 encontrado para a
mediana? Significa que metade da turma pratica atividade
fisica até 3 vezes por semana e a outra metade pratica 3 ou
mais vezes por semana.

Para trabalhar com as medidas de dispersao (variancia,
desvio padrao e amplitude) podemos recorrer a outras ques-
tdes. Sdo particularmente interessantes perguntas como:
“Em relacdo a aids, qual é o seu conhecimento quanto
aos meios de prevencdo? E quanto as possiveis formas de
contagio?”.

Utilize para cada uma das questdes uma escala de 0
a 5 (use apenas valores inteiros), sendo que o 0 significa
total desconhecimento e o 5 representa dominio absoluto
do assunto.

Lanca-se, entdo, as seguintes questoes:

* Sobre qual dos temas levantados — prevencdo ou conta-
gio — a turma parece demonstrar maior conhecimento?
(calculo da média)
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* E para qual deles parece haver maior uniformidade (ho-
mogeneidade) nas respostas? (calculo do desvio padrao)
Nesse momento, o professor destaca a importancia de se
estabelecer medidas de dispersao a um conjunto de dados.
A seguir, damos outra sugestao de questao desse tipo.
* Que nota vocé atribui aos programas de TV, direciona-
dos aos adolescentes, que sdo exibidos em determinada
emissora X? E na emissora Y? (Aqui O significa péssimo e

5 significa excelente.)

Nesse caso, as questdes que podem ser lancadas seriam:
* Qual emissora recebeu melhor avaliacdo?

* Em qual emissora as notas de avaliacdo variam menos?

Apos serem divididos em grupos, os estudantes devem
responder a questao selecionada.

Os grupos iniciam os calculos solicitados (amplitude,
média, variancia e desvio padrdo) com o auxilio do professor,
que devera transitar pela classe.

A correcdo deve ser feita e as duvidas esclarecidas.

O professor deve destacar que a amplitude (diferenca
entre o maior e o menor valor registrado) também é uma
medida de variabilidade que pode fornecer, em véarios casos,
informacdes relativas ao grau de homogeneidade de um
conjunto de dados.

32 etapa

O professor deve continuar o trabalho com as varia-
veis quantitativas, destacando aquelas cujos valores sdo
obtidos por mensuragdo (embora a analise com dados
agrupados, que sera desenvolvida nesta etapa, possa
ocorrer também com varidveis quantitativas, como as da
segunda etapa).

A seguir, sdo dados exemplos de questdes que podem
ser propostas:
® Qual é a sua altura?
® Qual é a sua massa?
* Qual foi sua nota na Ultima prova de Matemética?
* Quanto vocé costuma gastar por dia na compra de lanche

na escola?

* Qual o seu IMC (Indice de Massa Corporal)? Lembre que
assa

(altura)? ’
quilogramas e altura em metros.

Os valores assumidos por esse tipo de variavel sdo nime-
ros racionais (ndo inteiros, em geral) que ficam distribuidos
em determinado intervalo real, ndo havendo praticamente
repeticado (coincidéncia) de valores. Nesse caso, langa-se a
classe a pergunta: “Qual é a maneira mais adequada de
trabalhar com esses dados?”.

Entdo, discute-se a andlise com dados agrupados em
classes de valores (intervalos), destacando: amplitude de cada
intervalo, nimero de intervalos, convencdes e nomenclaturas.

Definida(s) a(s) questao(6es) com a turma, os estudantes
passam a respondé-la(s) como feito na primeira etapa.

Os dados brutos devem ser colocados na lousa pelo
professor e as equipes devem iniciar a construcdo da tabela
de frequéncia.

o IMC é dado pela razdo sendo massa em

O professor confere, na lousa, a tabela e sugere que os
grupos representem tais informacdes em um grafico. Nesse
momento, deve ser apresentado a turma o histograma (gréa-
fico muito parecido com a representacdo de barras verticais
com que o estudante j& trabalhou na primeira etapa). A
classe é convidada a fazer o histograma para representar
os dados contidos na tabela.

Os gréficos devem ser socializados entre os grupos.

O professor deve dar prosseguimento a atividade, explo-
rando as seguintes questoes:

* Uma vez que os dados ja se encontram agrupados em
intervalos, como podemos proceder para associar a eles
medidas de centralidade e dispersdo?

* O que se perde nessa situacao?

* Quais as suposicdes necessarias para se efetuar tais cal-
culos?

Neste momento, deve ser apresentado o cdlculo da
média e do desvio padrdo, com base no ponto médio de
cada intervalo.

42 etapa

E hora de apresentar toda a producao dos estudantes nas
etapas anteriores dessa atividade. Sugerimos que os graficos
e as tabelas das questdes respondidas pelos estudantes e
das medidas de centralidade e dispersdo sejam colocados
no mural da classe (ou no mural dos corredores) ou em uma
mostra da producao escolar (feira cultural) promovida pelo
colégio para toda a comunidade (pais, alunos, professores
e funcionarios).

P Atividade 5: Matematica Financeira

Objetivos

* Reconhecer a importancia da Matematica Financeira em
situacoes do cotidiano.

e Aprofundar as discussoes levantadas nas atividades da

secao Troque ideias (Compras a vista ou a prazo (I)) e no

texto Aplicagcdes (Compras a vista ou a prazo Il — Finan-

ciamentos) do capitulo 6.

Decidir entre pagamento a vista ou a prazo.

Identificar eventuais exageros e distor¢bes que podem

ocorrer em financiamentos praticados no comércio em

geral.

Utilizar o conceito de valor atual (ou presente) de um

conjunto de pagamentos a serem realizados em datas

futuras na resolucao de problemas de financiamento.

* Aprofundar o conceito de juros compostos e rever pro-
gressao geométrica.

Material

* Calculadora (cientifica, de preferéncia).

e Lapis, borracha, folha sulfite.

* Jornais e revistas que contenham anuncios de venda de
produtos com opcdo de pagamento a vista e a prazo
(complementacao de atividade).

Numero de aulas: 3 a 4.



Orientac&es Didaticas 305
Desenvolvimento

12 etapa
O professor deve dividir a classe em grupos, ler e explicar a classe o seguinte problema:

Um conjunto de sofas ¢é vendido a prazo em 6 prestacdes mensais de R$ 500,00 cada uma, sendo a primeira um
més apOs a compra. Se o pagamento for feito a vista, o preco cobrado é R$ 2850,00. Qual é a melhor alternativa
de pagamento para um comprador que pode comprar o sofa a vista, mas que consegue aplicar seu dinheiro a juros
compostos, a taxa de 1% a.m.?

No inicio de 2016 havia aplicacdes financeiras cujo rendimento mensal era préximo de 1% (aplicacoes atreladas a taxa
de juros). Se necessario, o professor pode adequar essa taxa a realidade do momento de aplicagdo dessa atividade.

Apds apresentar o problema, o professor deve pedir a cada grupo para simular a situagdo da possivel compra a prazo
destacando, em cada més, o saldo inicial, os juros recebidos na aplicacdo, a retirada para pagamento da prestacdo e o
saldo final.

E possivel sugerir aos grupos que organizem os calculos na seguinte tabela, que devera ser preenchida como segue:

saldo u:ncnaJ para Juros recebidos Retirada Saldo. f|na~l da
aplicacao aplicacao
e— = =
Ato da compra 2850,00 // //
| — — —
1 més depois 7 0,01 - 2850,00 = 28,50 500 2378,50
més ,01 - ,00 = 28, ,
P =
2 meses depois 2378,50 0,01 -2378,50 = 23,79 500 1902,29
3 meses depois 1902,29 0,01 -1902,29 = 19,02 500 1421,31
4 meses depois 1421,31 0,01 -1421,31 = 14,21 500 935,52
5 meses depois 935,52 0,01 - 935,52 = 9,36 500 444,88
6 meses depois 444,88 0,01 - 444,88 = 4,45 500 —50,67

A partir dos dados da tabela, o estudante deve decidir qual é a opcdo mais vantajosa.

Naturalmente, eles deverdo optar pelo pagamento a vista, pois faltou dinheiro na simulacdo acima. Observa-se que
deixar o dinheiro aplicado e fazer retiradas mensais obriga o comprador a desembolsar R$ 50,67 a mais para pagar a
Ultima prestacao.

Depois, o professor deve solicitar aos estudantes que refacam a questdo proposta na 12 etapa da atividade, valendo-se
agora do conceito de valor atual de um conjunto de pagamentos.

Para facilitar, se houver necessidade, o professor pode montar, na lousa, um esquema representando os valores das
prestacdes a serem pagas em cada data.

500 500 500 500 500 500

I

0 1 2 3 4 5 6  data
data da (més)
compra

E importante que o professor faca a correcao na lousa ou chame algum estudante disposto a explicar o raciocinio usado.
A resposta correta é:
500 500 L4 500
1,01 1,012 1,018

V = 495,05 + 490,15 + 485,30 + 480,49 + 475,73 + 471,03
V = 2897,75 reais

Qual é a conclusdo?

Como o valor atual do pagamento parcelado (2897,75 reais) é maior que o valor a vista (2 850,00 reais), o comprador
deve optar pelo pagamento a vista.

\V =
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22 etapa
Cada equipe devera receber um anuncio de venda de
carros como este:

Carro Veloz 1.4 completo

Ar-condicionado, direcdo hidraulica,
travas e vidros elétricos.
Por R$ M ou

R$ 16400,00 + 60 prestagoes de
R$ 563/més

O valor a vista do carro foi propositadamente oculto.

O professor deve propor as equipes que determinem o
valor a vista do carro, sabendo que a concessionéaria operava
com uma taxa de juros compostos de 1,09% a.m. e admi-
tindo que a primeira parcela de R$ 563,00 deva ser paga
um més depois da data da compra.

Solucao:

E preciso encontrar o valor atual dos pagamentos que
serdo efetuados nesse financiamento.

563 563 563 563 563 563 563
0 1 2 3 Y/ R 58 59 60 data
data da (més)
compra

O valor atual desses pagamentos é: 16 400 + V', sendo:
, 563 563 563

v = + + . —
1,0109  1,0109? 1,01098
V=563 (b )
1,0109  1,0109%2 ™~  1,0109%
A sequéncia 1. . ! é uma PG
1,0109'1,0109% " 1,0109% T
emquea, = ! ,q= ! en = 60 termos.
1,0109 1,0109
Devemos determinar:
1 1\
: a (g —1) 1,0109 .|:<1,0109) _1]
60 q-1 - 1 _1
71,0109
s - oty (0321805 1) _ —0,478195 _
o —0,0109 ~-0,0109
16409
= 43,8711

Em ‘* obtemos:
v =563 -43,8711 = 24699,43

Assim, o valor atual dos pagamentos na compra financia-
da é: 16400 + 24699,43 = 41 099,43 (aproximadamente
R$ 41100,00).

E importante destacar a diferenca (de quase 10 mil reais)
entre o valor total que seria desembolsado na compra a prazo

(563 - 60 + 16 400 = 50180,00) e o valor a vista: 41100
reais. Se a entrada dada fosse um valor menor, essa diferenca
seria maior.

Observacao final: Os encartes de jornais trazidos pelos
estudantes podem proporcionar atividades semelhantes a
essa e, devidamente organizados, podem ser usados como
um instrumento diversificado de avaliacdo.

32 etapa
O professor deve dividir a classe em grupos, os quais
deverao resolver o seguinte problema:

Uma empresa tinha uma divida de R$ 90 000,00 em
10 de janeiro de 2016. Ela renegociou a divida junto ao
credor nas seguintes condicdes:
* Pagamento de R$ 62 500,00 em 10 de janeiro de 2017.
* Pagamento de R$ 62 500,00 em 10 de janeiro de

2018.

Qual a taxa anual de juros compostos que a empresa

pagard nessa negociacao?

Solucao:
Seja i a taxa anual de juros procurada. Trazendo os pa-
gamentos para o valor presente, temos:

62500 . 62500 _ 625 625
T T 20000 = =T e =
:9001*;2275 Zt—f:36:>

:>36t2—25t—25=0:>t=25i7— “;4225=1,25:>

=1+i=1,25=1i=0,25(25% ao ano)

42 etapa
Em equipes, os estudantes deverdo resolver o seguinte
problema:

O preco a vista de um produto é R$ 102,00. Os
clientes podem optar pelo pagamento de duas parcelas
iguais, sendo a primeira no ato da compra e a segunda
um més apos essa data. Sabendo que a taxa de juros
compostos do financiamento é de 4% ao més, determine

o valor de cada prestacéo.

Solucao:
12 modo:
Observe o fluxo de pagamentos:

P P
0o 1

A soma dos valores presentes dos pagamentos é:

P+ To7 = 102:>p~(1 +11ﬂ)= 102 =

= p = 52 reais

22 modo:

Seja p o valor de cada parcela. Como a 12 parcela é paga

no ato, o saldo devedor, logo ap6s o pagamento dessa



parcela, é 102 — p. Aplicando 4% de juros sobre esse valor,
obtemos o valor da segunda parcela.
1,04 - (102 — p) = p= 106,08 = 2,04p = p= 52 reais

P Atividade 6: Construindo e interpre-
tando graficos de fun¢coes polinomiais
com auxilio de um software livre de
Matematica

Objetivo
* Dar continuidade a atividade da secdo Troque ideias — ca-

pitulo 9 (Interpretando e construindo gréficos de fungbes
polinomiais de grau maior que 2 com um software livre).

Material

* Papel, caneta, lapis, borracha e régua.

* Seréd necessario usar os computadores do laboratério de
informética do colégio com o programa Graphmaética ja
instalado. Recomendamos que, no maximo, trés estudan-
tes utilizem cada computador disponivel.

Numero de aulas: 2 a 3.

Desenvolvimento

O professor deve dividir a turma em trios e pedir aos
estudantes que construam, no Graphmatica, o grafico da
funcdoy = x> + 6x2 + 13x +10, mostrado a seguir:

pu | Ve Opgio Femamanis Edlede  dus . — |
D7 HB%h VH ey SAM AL~ ) Bl

v = w~z3rex"2s 1310
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Em seguida, os estudantes deverdo resolver os seguintes
itens:

a) Qual é o nimero de raizes reais dessa funcao?

Solucao:

Uma Unica raiz real (x = —2), pois o grafico de f inter-
secta 0 eixo X uma Unica vez.

b) Quais sdo os pontos de intersecdo do grafico com o
eixo das abscissas? E com o das ordenadas?

Solucao:

Eixo das abscissas: (—2, 0); eixo das ordenadas: (0, 10).

Os estudantes deverdo lembrar que, se x = 0 =
=y = 10. Na tela, é possivel visualizar o ponto de intersecdo
com o eixoy.

Orientag¢des Didaticas

¢) Resolva, em C, a equacado f(x) = 0, sendo
f(x) = x + 6x2 + 13x + 10.
Solucao:

Como —2 é raiz, f é divisivel por x + 2:

2|1 6 1310
1 4 5| o

As outras raizes de f sdo obtidas de: x? + 4x + 5 =0 =
=Xx=—-2+ioux=—2—1i
S={-2,-2+i -2 —i}

A préxima funcdo a ser analisada é dada pela lei
y=x—=2x2 = 11x+ 12.
Serd obtido o seguinte grafico:

| Opgics -Fersmems  Cllcu Ajuds
Okdmiy H el samALo s BN

¥ = x*3-2%"3-11x+13]
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Baseados no grafico, os estudantes resolverdo os se-
guintes itens:

a) Qual é o nimero de raizes reais dessa funcdo?

Solucao:

Como o grafico de f intersecta o eixo das abscissas em
trés pontos distintos, podemos afirmar que f tem trés raizes
reais: uma negativa e duas positivas. Veja no grafico que
a maior raiz estd a esquerda do ponto médio do intervalo
[0, 10], que é 5.

b) Pesquise alguma raiz racional de f.

Solucao:

Se houver alguma raiz racional de f, ela serd um ndmero
inteiro pertencente ao conjunto {—1, +1, =2, +2, =3, +3,
-4, +4, -6, +6, =12, +12}.

Espera-se que os estudantes, por meio de verificagbes
simples, encontrem uma raiz para, a partir dela, determinar
as outras duas.

Suponhamos que a primeira raiz encontrada seja x = 1.
Para determinar as outras raizes, basta dividir o polindbmio
X = 2x2 = 11x+ 12 porx — 1:

-1 12
—-12 0

1|1 -2
|1 -1




Orientag¢des Didaticas

As outras raizes seguem de x> —x — 12 =0=x = —3
oux =4.
S={1,-3,4}

A lei da préxima funcdo que serd analisada é
y = x* — 12x3 + 53x? — 104x + 80. Serd obtido o gra-
fico seguinte.

Amquivo Editar Ver Opgles Feramantas  Céloule  Aluda

D7 HmB UH vl QalAgtl [ BN

¥ = X" 4-1Zx3+53Ix°Z-104x+80

a

(4]

Mo Pentol (1,28, 0.07)

a) Qual é o nimero de raizes reais de f ?

Solucao:

O gréfico de f intersecta o eixo x em um Unico ponto,
cuja abscissa é proxima de 5.

Assim, hd uma Unica raiz real. Dependendo do formato
de exibicdo do plano cartesiano, pode-se ja concluir que
essa raiz é 4.

b) Qual é a multiplicidade da(s) raiz(es) real(is)?

Solucao:

Como a equacao f(x) = 0 apresenta apenas coeficientes
reais e seu grau é 4, podemos ter uma Unica raiz real com
multiplicidade 4. Isso ndo ocorre, pois, se x = a fosse raiz de
multiplicidade 4, teriamos x* — 12x* + 53x? — 104x + 80 =
= (x — a)4 isto é, x* — 12x3 + 53x2 — 104x + 80 =
x* — 4x3a + 6x%a? — 4xad + a“.

Verificamos que nao existe a € R que satisfaz a igual-
dade de polindmios.

Lembrando que ndo podemos ter uma raiz real e trés
complexas nao reais, nem trés raizes reais e uma complexa
nao real, a Unica possibilidade é: uma Unica raiz real com
multiplicidade 2 e um par de complexos (ndo reais) conju-
gados.

Assim, a multiplicidade dessa raiz real é igual a 2.

) Resolva, em C, a equacao
x* — 12x> + 53x2 — 104x + 80 = 0.

2014 KSOFT, INC

Solucao:

A maneira mais simples é pesquisar alguma raiz racional
(no caso, inteira) da equacdo. Embora haja muitos candi-
datos, o grafico indica que essa raiz é proxima de x = 5 e,
como x = 4 é candidato, é natural que se faca logo essa
verificacdo:

44 — 12 -43 +53-42—-104-4 + 80 =

=256 — 768 + 848 — 416 + 80 =0

Logo, a raiz real dupla é x = 4.

E possivel que os estudantes j& tenham concluido quex = 4
é a raiz dupla, ndo sendo necesséario fazer nenhuma pesquisa.

Outras raizes podem ser obtidas de q(x) = 0, em que
q(x) é o quociente de divisao de:

x4 —12x% + 53x* — 104x + 80 por (x — 4)> = x> — 8x + 16

Outra possibilidade é usar as relagdes de Girard. As raizes
sdo: 4,4, a + bi,a — bi, {a, b} CR.

Daf:

Soma:_Tb$8+2a= 12=>a=2

Produto=%:>4'4~(2+bi)'(2—bi): 80 =

=22—(b))=5=24+b*=5=b==1
Assim, as raizes complexas ndo reais séo: 2 +ie2 — i.
S={4,2+1i,2—i}

Os estudantes deverdo digitar a lei da funcdoy =
=x*— 4%+ 112 — 14x + 10. Serd obtido o gréfico seguinte:

e StV st Famaas iAot
D7 Hel VH Yy Sam AL s @R

y = 2 4-4x"3+11x%"2-14x410]

¥

2 pono 12,06, 4.0

a) Qual é o nimero de raizes reais de f?

Solucao:

Zero, pois o grafico de f ndo intersecta o eixo das abs-
cissas.

2014 KSOFT, INC



b) f é crescente para que valores de x?

Solucao:

Da andlise do grafico, vemos que, sex > 1, f é crescente.

) Resolva, em C, aequagao x* — 4x® + 11x2 — 14x + 10 =
= 0, sabendo que uma de suas raizes é 1 — i.

Solucao:

Como a equacao tem todos os coeficientes reais, se x =
=1 —iéraiz, entdo x = 1 + i também é raiz e o polinédmio
dado é divisivel por

X—1—0)-x—1+)=Kx—-1)2—12=x*—2x+ 2:

XF =4+ 11 — 14x + 10 | x> — 2x + 2
@ —x* + 2x3 — 2% x2—=2x+5
—=2x3 + 9% — 14x+ 10
@ +2x3 — 4x2 +  4x
5x2 — 10x + 10
@ —5x2 4+ 10x — 10
0

De x2 — 2x + 5 = 0 seguem as outras raizes, a saber:
1+ 2iel —2i.
S={1—-i,1+i1+2i1-2i}

P Atividade 7: Estatistica - Calculando

medidas de centralidade e de disper-
sdao em planilhas eletronicas

Objetivos

* Familiarizar o estudante com o uso de planilhas eletrd-
nicas no calculo de medidas estatisticas (de centralidade
e dispersao).

* Revisar os conceitos trabalhados no capitulo 5.

Material

* Papel, lapis, borracha e calculdora.
* Computadores com um programa de planilha eletrénica
ja instalado.
Numero de aulas: 3 a 5.
Observacdo: Essa atividade deverd ser desenvolvida na
sala de informatica do colégio. Se necessario, divida a turma
de acordo com a quantidade de computadores disponiveis.

Desenvolvimento

E possivel escolher o nimero de atividades que serdo
desenvolvidas. Sugerimos, no entanto, que todas as etapas
descritas a seguir sejam cumpridas. Em cada uma delas,
had a possibilidade de pedir aos estudantes que facam,
sem utilizar o computador, os calculos das medidas a fim
de confirmar os valores obtidos. Para isso, deverao utilizar
uma calculadora.

Todas as etapas descritas a seguir serdo desenvolvidas no
Calc — LibbreOffice. E importante ressaltar que esse recurso
pode ser realizado em outras planilhas eletrénicas com
algumas diferencas.

12 etapa: Célculo da média usando féormula

Todos os estudantes deverdo receber e ler o texto a

seguir.

Orientag¢des Didaticas

Dados da Funasa (Fundacdo Nacional de Saude)
mostram que, em 2010, a populacdo indigena brasileira
residente em aldeias era de 600 mil. Esse nimero vem
crescendo, como mostra a tabela seguinte.

Populacao indigena brasileira

Ano Populacao (em mil habitantes)
2000 307
2001 359
2002 382
2003 417
2004 442
2005 454
2006 469
2007 488
2008 547
2009 565
2010 600

Fonte: Funasa

O professor deve pedir aos estudantes que construam
uma planilha eletrénica com base nos dados do texto e, a
partir dela, calculem as medidas solicitadas.

Orientagbes para os estudantes:

Célculo da média da populacédo indigena no Brasil nesse
periodo.

19) Inserir, nas colunas A e B as duas grandezas rela-
cionadas: 0 ano e a populagdo indigena (em mil
habitantes), respectivamente.

29) Para calcular a média aritmética da populacao in-
digena na planilha eletronica, os estudantes devem
selecionar uma célula qualquer (no exemplo, foi
selecionada a célula B16). Com a célula selecionada,
devem preencher o campo fx com a férmula:

= SOMA(B2:B12)/11
———

I
Ao digitar qualquer/ soma das

quantidade de
férmula, deve-se digitar  populacoes anos
inicialmente o sinal de indigenas
igualdade.
816 [ & % = |[-somagzmzm =]
a1} G ! c 0| E |
1 _lAno Populagdo (em mil habitantes) i
2| 207,
A 2001 350
| 2002 382
E3 2003 aL7 ! I L1
| 6 | 2004 442 | | | %
| 2006 454
| 8] 2006 469
| 9.1 2007 488
BTH| 2008 547 ||
1| 2009 565/
V| 2010 600 |
13
1] |
15
lis | | 45771
| 17 | |
18|
19
0 |
A
7]

[ v - — 3 |

v v | Pt |
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Orientac¢des Didaticas

Observe que o sinal : indica que a soma pedida refere-se aos valores das células B2, B3, ... até B12. A divisao é
indicada pelo traco inclinado (/).
39) Na célula selecionada aparece o valor da média calculada: 457,273 mil indigenas.

22 etapa: Célculo da média usando as fungées do programa.

Depois que todos j& aprenderam a calcular a média de um conjunto de dados em uma planilha eletrénica com o uso
de férmulas, é importante mostrar aos estudantes que os programas apresentam, entre as suas fungoes, a opgao média,
que calcula automaticamente o resultado procurado.

Na planilha seguinte, estd tabulada a quantidade de gols marcados pelo artilheiro de cada Copa do Mundo de Futebol

Orientacbes para os estudantes: Niimero de gols do artilheiro . _ L

Hl

5

O professor deve pedir aos estu-
dantes que sigam os passos seguintes:
19) Selecione uma célula qualquer
onde o valor da média sera exi-
bido. No exemplo, a célula D23
foi a escolhida.
29) Clique sobre fx. A janela Inserir
funcdo abrira.

n
COLABORADORES DO LIBREOFFICE
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39) Nessa janela, selecione MEDIA
e cliqgue em Préximo.

49) Na planilha, arraste o mouse,
com o botdo esquerdo pres-
sionado, sobre as células de-
sejadas.

59) Clique em OK na janela Assis-
tente de fungées. Na célula D23 | . . |
encontra-se a média do nimero = 1 . { 7.20 !
de gols do artilheiro por Copa: | =TT " vl

7,20 gols. M 4> M # | Plnihal |

Do oo ~ND G

i o jun o o

ol

32 etapa: Cdlculo da mediana
Orientacbes para os estudantes:
19) Para calcular a mediana dessa relagao de valores (nimero de gols), é preciso inicialmente selecionar os valores da
coluna B e, em seguida, os valores da coluna A.
29) Clique no botdo Classificar em ordem crescente na barra de ferramentas superior.
Obteremos a relacdo ordenada mostrada na imagem abaixo.

T
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Orientagdes Didaticas

Como sao 20 valores, a mediana corresponde a média entre o 102 e o 112 valor, que se encontram nas células B11 e
B12: 6 gols.

A ordenacdo pode ser especialmente Util quando se trabalha com um banco grande de dados numéricos, como ocorre
no departamento de Recursos Humanos de varias empresas, por exemplo.

Vale a pena lembrar que ha a opcdo do célculo direto da mediana, sem a necessidade de ordenagdo — um processo
parecido com o que foi descrito na 22 etapa: desta vez, a funcdo MEDIANA deve ser selecionada na janela Inserir fungao.
A resposta é obtida diretamente. No caso, o valor da mediana é 6.

42 etapa: Cdlculo da média aritmética ponderada
Na planilha seguinte, estdo relacionados os valores das mensalidades pagas pelos alunos de uma academia, de acordo
com o plano escolhido.

E[i & ) = |=((A2'B2)+ (A3'B3)+ (A4"B4)+ (AS'BS))/(A2+ A3+ Ad+AS) |B
| A (o T O—— bl

Ndmero de alunos  Valor da mensalidade (em reais) | | 1§
78 70
145, 105
48 130
15 150
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Orientagbes para os estudantes:
Para conhecermos a média dos valores mensais pagos, serd necessario calcular a média aritmética ponderada.
Como as frequéncias absolutas dos valores 70, 105, 130 e 150 sdo 78, 145, 48 e 15, respectivamente, temos:

78 -70 + 145- 105 +48 - 130 + 15- 150
78+ 145+ 48 + 15

numero total de alunos

Veja o procedimento necessario para fazer este calculo:
19) Selecione uma célula qualquer onde o valor da média ponderada sera exibido. No exemplo, a célula B9 foi a escolhida.
29) Insira no campo fx a formula que expressa a média ponderada:
((A2*B2)+(A3*B3)+(A4*B4)+(A5*B5))/(A2 +A3+A4+A5)
No programa, o sinal de multiplicacdo é o asterisco (*) e a divisao é a barra (/).
Ao fim do procedimento, a média ponderada é apresentada na célula escolhida no 1¢ passo.
No caso, o valor obtido é R$ 102,01.

52 etapa: Cdlculo da varidncia e do desvio padrdo
Na planilha seguinte, encontramos o nimero de medalhas de ouro conquistadas pelo Brasil nas edicdes dos Jogos
Olimpicos (de 1992 a 2012).

B E&EX=[ -

A I 0 : : G
Olimpiada [Niimero de medalhas de ouro |
Londres — 2012
Pequim — 2008
Atenas — 2004
Sydney — 2000
Atlanta - 1996 |
Barcelona — 1092

|

M iwioin ww

a-
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Vamos calcular a varidncia e o desvio padrdo do nimero de medalhas de ouro conquistadas nesse periodo (1992 a 2012).
Orientagbes para os estudantes:

19) Vamos obter a média dos valores que constam nas células B2, B3, ... até B7. Selecionamos uma célula (no exemplo, D2).

J4 vimos que podemos usar a funcdo MEDIA, acessivel ao clicar em fx. Observe que, no exemplo, foi dado o comando:

D2 = & 2 = ||=mép@z8n =

= - 1 - i —1 ‘ . = - P =

1_|Olimpiada_ Niimero de medalhas de ouro | _ | | |
2.66666666 | 2,222222222)] | 1,490711985)

EMLondres - 2012
Pequim — 2008
Atenas — 2004
Sydney — 2000
Atlanta- 1996 |
Barcelona - 1992 |

n
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Na célula D2, encontramos o niimero médio de medalhas de ouro: 2,6666...

29) Selecione uma célula qualquer onde o valor da variancia serd exibido. No exemplo, a célula F2 foi a escolhida. Com
a selecdo feita, preencha o campo fx com a férmula necesséria para o calculo da variancia. O desvio é calculado
pelo quadrado da diferenca entre cada valor da coluna B e a média (guardado na célula D2).

39) Definidos os comandos para o célculo dos desvios quadraticos, adicionamos todos.

Veja o comando que representa a expressdo do numerador no célculo de varidncia:
= ((B2—D2) "~ 2+(B3—D2) "~ 2+...+(B7—D2) " 2)
49) Dividimos a soma obtida por 6.
Veja o comando que representa a expressao para o calculo da variancia:
= ((B2—D2) "~ 2+(B3—D2) "~ 2+...+(B7—D2) " 2)/6

59) Assim, na célula F2 (veja a planilha anterior), encontra-se o valor obtido para a variancia: 2,222...

62) Para obter o desvio padrdo, uma vez conhecida a variancia (célula F2), basta extrair sua raiz quadrada.

E preciso, para isso, escolher uma célula (no exemplo, H2) e usar a fungdo RAIZ, acessivel ao clicar em fx.
Escolhida a funcéo, selecione a célula com a variancia e clique em OK.

ro— D) _ _ g

Veja, na planilha seguinte, o desvio padrdo na célula H2: 1,4907

G6 =]l &% X = ||=pesv.ménio@e287) I
A [ 8 | [o— (1— — 3 | : M—— H [ %
Olimpiada Nimero de medalhas de ouro | F|
Londres — 2012
Pequim — 2008
Atenas — 2004
Sydney - 2000
Il Atlanta - 1396 |
7 |Barcelona — 1992
8
9
10
X

| 2666666667 | 2222222222 | 1,490711985

L RE LR

m
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62 etapa: Calculo do desvio médio

Para finalizar, é possivel calcular também o desvio médio do nimero de medalhas de ouro conquistadas usando dire-
tamente essa op¢ao, disponivel geralmente na categoria Estatistica dos softwares de planilhas eletrdnicas.

O procedimento é o mesmo: selecionamos uma célula (no exemplo, G6), clicamos em fx e selecionamos as células das
quais desejamos obter o desvio médio, a saber:
=DESV.MEDIO(B2:B7)

Em G6, encontramos o valor do desvio médio: 1,111...
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RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

CAPITULO 12. y
A C
1 O ponto a| 7
P Exercicios B 0 x
1. y AC L AB
A BC é a hipotenusa.
B 13. AABCéretanguloem B: AC? = 62 + 62 =
JH = AC=6y2=BD
5 X Assim, AO = CO = 342; BO = DO = 342.
. As coordenadas pedidas sao:
Al=342, 0), B0, 3v2), c(34Z, 0) e D(0, —342).
E | . . 14, a) V4 + 12 =17
b) 12+ 72 =450 = 5y2
QN4 +3 =5
2, HZ2, 4 0, (=1, 4) N(1, —3) d) V7 +9 =130
(=2, —4) K@3,0) M(=3, =2) 0(0, 0) e) N2 +72 =7
3. a) E, G. C) C L e) B, K. g) E, I f) 52 + 32 — M
TN L L RS e
. a) Positivo. egativo. ) Positivo. ulo.
9 h 22 + V2] =8 +8 =4
5. K-9=0=k=%3 ) N2+ 0 =4
6. aa>0[ o €2>0 15. AB=d,, =22+ 72 =453
= uadrante
b<0 q %<0 = 42 quadrante BC:dBC:m:m
b) —a<0 . d) —a<0 2% cuadrant AC=dAc=\/32+42 =5
b<ol~ 3¢ quadrante “b>0 = & quadrante O perimetro é (5 + 434 + «/5) u.c.
7. ° AQ3,0) B(0, 3) C(-3,0) D(0, —3) 16. A(4, 4), B(x, 0)
* O raio da circunferéncia “maior” mede 5; logo: dy=5=2V@4—-x*+4 =5=4-x*=9=
E(5, 0) F(0, 5) G(-5, 0) H(0, —5) =>4 —-x=F3=>x=Toux=7
2
8. ° Abscissa negativa:m <0 1 17. d,, = (%) L0 = 17
¢ Ordenada negativa: 2m — 1 <0=>m < % 2
A
1 N2 ={meR|m<0} dy, = 02+<7> =
9. As ordena:as de A, B e C devem ser a mesma. Assim, d, = V50 =1
menTe dp =T+ 17 =42
10. As abscissas dos trés pontos devem coincidir: a = b = 3. Como+2>1> % o mais distante de E é o ponto D.
1. —10 18.{Gm 1 -mP+12 =13=0Qm + 1) =5 =
; =>2m+1=*5=>m=2oum= -3
ih Como B pertence ao 22 quadrante, devemos ter m < 0.
o 10 i Dai m = —3. Observe que neste caso A(—8, 15) pertence
20 | ao 2@ quadrante.
132=h2+ 5 =h=12 19. A3, 3) AB=+72+17 =450 =52
Assim: B(—4,2) BC=+22+47 =420 =245

A0, 0) B(5, 12) c(15, 12) D(20, 0) (-2, -2) CD =+62+22 =440 = 2410
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Resolug¢do dos exercicios

D(4, —4) =12+ 72 =450 =52
Perimetro:

542 + 245 + 2410 + 542 = 245 + 2410 + 1042

20. A medida do raio é a distancia entre (—1, 3) e (2, 5):

{32+ 22 = {13 o didmetro mede 2413..

21. Sejam A2, 4), B(5, 1) e C(6, 5),
=432+3 = J_ =342
. =AFTT =17
4y = 17T & = {17
O triangulo é isdsceles, pois AC = BC.
Perimetro:

(3«/7 +2m)uc

22.Q(q,9); AQ =BQ= V(g - 47 +(q—2) =
=J@-6+(q -8 =>4 —8q+16+ g —4q+4=
= —-12q+36+ F —16q+64=160=80=q=5
Assim, Q(5, 5).

23. P(0, y)
A== (=T =0 +ly - 1P=4(4 - 07 + (y - 2V’
:>y—2y+‘|+1—y2—4y+4+16:>2y=18:>
=y=9
Assim, P(0, 9).

24. P(0, 0), Q(3, 2), R(—1, 4)
PQ=+43+2? =413

PR=+12+4 =417
QR=+4+22 =420

O triangulo é escaleno.

25. * P € eixo x = P(x, 0)
¢ dPA:dPB
Nx=12+0+172 ={x—2+3 =
S -2+ 2=¢-4x+13=2x=11=x=

11
1.0

26. Aplicando o teorema de Pitdgoras no AABC, obtemos:
(AB)? + (AC)? = (BO)? =
[(3—1) O -1+
=[@4-37+m-0=
(4+1) O+m-2m+N=1+m=
=214 -2m=0=2m=14=>m=7

27.d,, =422 +22 =2\2
Seja P(x, y) o ponto procurado.
dy, =202 = x =2 +y =22 > (x—22+y?=8/x
dy = 222+ - 27 =22=x+(y-2r=8=
SKX—2P+y =X+ - 2P=dX+4=—4dy+4d=
DX =Yk
Substituindo-se ** em '* , temos:
X—2P+xX=8=x=1=%+3
Sex =1+ +3, por #* obtemosy =1+ 43 =
=P(1+ 43,1+ 43)
Sex=1— +3, por #* obtemosy =1 — 43 =
=P(1-43,1-43)

11,
X

(4 =1+ m-1)]=

28. Um ponto P(x, y) é equidistante de A e B se:
NX+22+ (=4 =dx =32+ (-1 =
=>X +4x+4+ ¥y -8+ 16=
=X -6x+9+yY -2y+1=210x—6y+10=0=
=5x—3y+5=0
Assim, para obter pontos que satisfacam essa equacéo
podemos, arbitrariamente, atribuir um valor a uma das
variaveis e, a partir dai, determinar o valor da outra:

Por exemplo:
Sex=0:>5-0—3y+5=Q:>y=i;opontoé

5 3
+3)
Sex=2=5-2-3y+5=0=15=3y=y=>5;
o ponto é (2, 5).
Sey=0=5x—-3-0+5=0=x= —1; 0ponto é
(=1, 0).

Sey=-1=5—-3:-(-1)+5=0=5x= -8=

=X = —%; o ponto é(—%, —1) e assim por diante.
1+27; _2+4_ o 3
29.a)x > - > 3,I\/I(2,3)
3+2

e
)23

c)<—1—3

d)< -3 +3 —5+5) ©,0)

e)<4+1o —4+10) 7. 3)
2

f)(3+3 —4+2) G, -1)
2

30. ;4—2:>n+4 4=>n=0
5—; =3=>5+m=6=>m=1
m+n=1

—2 +(-4) 1+5):
PR

31. O ponto médio M de BC é( >

= (-3, 3).

L =5+ 72 =25+49 = {74
32. SejaQ(a, b)oponto procurado; O é o ponto médio de PQ,
sendo O o centro da circunferéncia:

J+a
2
—3+b
2

4 = =a=1

2= =b=7

Q(1,7)



33.

34.

35.

12 modo:

AD—«/—8+2)2+(4+6 V=40
BC =+(-2—4) + (0 — 2 = J40
AB_J(8+2)2+(O+6 =472
MD=A(2-4p+Q2+4 =72

Note que AD = BCe AB = CD.
Recordando: “Todo quadrilatero cujos lados opostos tém

medidas iguais é um paralelogramo”.
22 modo:
Seja M o ponto médio de AC:

—8+4 —6+2\_, o _
M( > > )7( 2,—2)
N ¢ ponto médio de BD:

—24(=2) 0+(=D\_, 5
(inicn)
Note que M = N.

ABCD é um quadrildtero cujas diagonais se intersectam
ao meio. Assim, ABCD é paralelogramo.

Sejam A(x, 0) e B(0, y) as extremidades desse segmento,
temos:
X+ 0

-1 = 5 =x=-2;A(—-2,0)
2= O;y:>y:4;B(0,4)
2+4+(=2) =1+(=3)+(=5)\_[(4 _
”G< ER 3 ) @'%
b) A2, —1), B(4, =3) e C(-2, —5)
* Mediana AM
M é o ponto médio de BC:
—2+4 =3-5)_, _
(2 =o)L
=y12+32 =410
* Mediana BN
N é o ponto médio de AC:
2+(=2) =1+ _
( TR )(Qa
=2+ 0 =4
* Mediana CP
P é 0 ponto médio de AB:
244 —1-3\_ . _
PRV N
CP=+5+3 =434

36.

37.

38.

Resolug¢do dos exercicios

Blxy yy)
M(1,2) NG, —2)
AlXyY,)
P(3,—4) Clxa Yo
Temos:
X, + X
1= A2 = =X, +x=2 1
M:
YaTY
2=%:yA+yB=4 2
X, + X
5=————=x+x=10 3
N:
Ve TY
72:—82 S =>yB+yC:74 4
X, + X
3:TC:>XA+XC:6 5
P:
Yoty
_4:—A2 < =y, +y.=-8 (6

1 e3 =2x=2-x=10-x=-x +x =38

X, +x. =6
Em'5 =>x.=7,x,=—lex, =3
—X, +x =8 ¢ " ¢

Analogamente, obtém-se:y, =0,y, =4 ey = —8.
Assim, A(=1, 0), B(3, 4) e C(7, —8).
a) A2, 3), B(5, —1) e C(1, —4).

y

_____ D.- :'
ST+ X

M é o ponto médio de AC:

241 3-4 3
M( 2 2 )2'\/'(2' 2)

Sendo D o quarto vértice, M é também ponto médio
de BD:

3_5%% 1 T1HY
2 2 2 2
Assim, x, = —2,y, = 0eD(=2, 0).
b)d,, =6 -27+(B+17 =425 =5
y
B C a) A(—Z, -3)
1 b) B(-2, 3)
c) C(2, 3)
; 2 3 4 d) D4, —5)
2 0 X Note que
X, + X, _2+4
219 _3,¢
e--—31 P 2 2
A—4-- yP+yD:_3_5:74
—s{ 5 2 2

315
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Resolug¢do dos exercicios

39. a) OA = 6;
AB? = OA? + OB?
82 = 62 + OB? = OB = 28 = 247; B(0, 247)
b) O ponto médio M da hipotenusa é:
(M, zﬁ_+0) _ (3,49
2 2
A distancia de M a origem é:
{3+ (7] =16 = 4
Observe que a mediana relativa a hipotenusa mede
metade da hipotenusa.

c)G(o+6+o 0+2ﬁ+0>:(2 2 7)

3 3 '3
247 Y 28 64 8
= 2 _— = —_— = —_—=—
06 /z+(3) /4+(9) 48
B3,
40. o (3,5)
N
M
A(—13,—-1)

N é o ponto médio de AB:

XN:¥:_5
145

yN:TZZ

N(—5, 2)

M é o ponto médio de AN:

. 713;(75) _
o =14+2 1

WET T

o 3

P ¢é 0 ponto médio de BN:
-5+3

X, = > = -1
_2+5 7
YT T
7
Pl—1, =
S
41, y

e d,=+22+8 =468
dy, =8 +22 =68

* A, B e Csio vértices consecutivos do losango. AC é
diagonal.

42.

43.

Seja D(x,, y,) 0 quarto vértice, temos:

Xy T Xy Xy T2
T=_1:>T=_1:>XD=_4

Yo T ¥ Yo ©
T=1:>T:1:>yl)=6
D(—4, 6)

A diagonal AC mede: Y102+ 62 =136 ;
a diagonal BD mede: Y62+ 102 = 4136 Observe que o

V136 136 _
2

losango é um quadrado. Aérea é 68 u.a.

—4—
A M B

C
A A =24y =y=12=y=23
Como M é o ponto médio de AB, temos M(2, 0). Daf,

c(2, —243).
b-h _ AB-CM 4-243
b) AAABC = 2 = 2 = AAABC = 2 =
=>A 5= 443 cm?
Bxy ¥y
9
12
C(1,6)
Temos:
X, + X X, + 1
> =1= > =1 =X, = 1
Yet¥e 3 _ %*6 3 4
2 2 2 2 Y
B(1, —9)

d, =92V~ 17+, +97 =9=

=K~ 1+, +9°=81 11

d,.=12=K -1+, —67 =12=
=KX — 12+, —6?=1442
Subtraindo 2 de ' 1 , obtemos:

(y,+92—(y,—6?*=-63=18y, + 81 + 12y, —36 =

108 18
=—-63=30y, = 108 =y, = _5: 5
Substituindo em " 1 , obtemos:
2
18 729
(xA—1)2+(—? +9) =81=(x,—1)=281 BT
1296 36 x,<0
— 2 — === _ — 42270
:>( A 1) 75 (XA 1) T 5 —
gx =1 _36__3
A 5 5



44. a)

b)

)

d)

e)

f)

45.| m

-2

_ 14,5, 7.2 2
3 3 3 3

0s pontos estdo alinhados.

—-7=0;

=8—-8—-16=—16 # 0; os pontos

nao estdo alinhados.

=2-35-3+14-1+15=-8+0;

0s pontos ndo estdo alinhados.

=—16—-20— 24 + 60 = 0; os pontos

estdo alinhados.

=18 —18=0; os pontos estao

alinhados.

= -9+ 4 = -5 # (; os pontos nao

estdo alinhados.

=0=26-2m+6-m=0=

=-3m+12=0=>m=4

46. Seja R(x, y) um ponto qualquer alinhado com P e Q:

3

=1

-3

=0=-9+5x—y+3x—3y+5=0=

=58—4y—-4=0=2x—-y—1=0,VxeReVyeR
Basta escolher, arbitrariamente, um valor de x (ou de y):
x=0=y=—1;0ponto é (0, —1).
x=1=y=1,0pontoé(1,1).
x=—1=y=—3;0ponto é (-1, —3).
Xx=2=y=3,0pontoé (2, 3) etc.

47.

Sim. Para verificar analiticamente, tome trés pontos

quaisquer entre os 4 fornecidos e verifique que D = 0.
Em seguida, tome o “42 ponto” e mais dois usados no
calculo do determinante anterior. Verifique, para esses
trés novos pontos, que D = 0.

Resolug¢do dos exercicios

48.d, =3 +6 =45 =345

@

d. =22+ 4 =420 =245

d, =5+ 107 =125 = 5{5
dBC = dAB + dAC
Logo, A, B e C estao alinhados.

49, Os pontos ndo podem estar alinhados. Assim, D # O:

2 -3 1
4 3
k
5 > 1
=k#12
4 1
50. a) Devemos ter| =4 5
XP yp

51.

52.

1 |#0=6-15+2k—15-k+12#0=

=20 - 15x —4y —5x —4y —60=0=
= —20x — 8y =40=>5x + 2y =—-10

b) O ponto procurado pertence a reta AB e possui
ordenada nula: 5xp +0=-10>=> X, = —2,eo0

ponto é (=2, 0).

b) D=|900 600 1
6 4 1

A2, 1)
B(4,5) =
P(x, y) é ponto de AB

= —4x+2y+6=0

ou, ainda, =2x+y+3=0 1.

(5, 3)
D(3, 4) =
P(x, y) é ponto de cD

=-—x—-2y+11=0 2

__cat. oposto a o .
Como tgo. = ! , esCrevemos:
cat. adjacente a o
%=—é =y =4;aordenadadeP é4.

=12 #0; O, Pe Q néao estao
alinhados.

=3600—-3600=0;0,PeQ

estdo alinhados.

x y 1
2 1 1|=0=
4 5 1
x y 1
3 1 [=0=
4 1
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O ponto comum aos segmentos AB e CD é dado pela
solucdo do sistema formado por ‘1 e 2 :

—2x+ y+ 3=0 x=£e _19.(17 19
A

X —2y+11=0 - 5
53. M(0, y,). N(3, 1) e P(4, 2) estéo alinhados:

0 vy, 1
31 1 ]1=0=4y,+6-4-3y,=0=
4 2

=y, = 2

M(0, —2); a ordenada de M é —2.

54. a) A0, 0), B(c, 0), C(a, B) e D(O, B).
b) Basta, por exemplo, determinar o ponto médio de AC,

3 saber: (0+_0t, 0_+l?z> - (&, _B_)

2 2 22
0 0 1
c) A, Ce P estao alinhados se| o« B 1 [=0=
X y 1
=ay—px=0
55. y

A IR P (princesa)

Seja A0, y) o ponto procurado sobre o rio. Ha infinitos
caminhos que unem H a P. O de menor tempo de viagem
corresponde ao caso em que H, P e A estdo alinhados,

isto é:
-3 2 1
2 5 1 |=0=-15+2y+3y—-4=0=>
0 y 1
:>y=ﬁ
5

O ponto é (0, %)

P Desafio
a) Como a escala é de 1 : 2000, cada centimetro no
plano representa 2000 cm, ou seja, 20 m de medida
real. Assim, se a distancia real é de 100 m, no plano
ela deve ser representada por um segmento de medida
(100 +~ 20)cm = 5 cm.
Como G(0, y), temos:

FG =5 — (42+y2 :5%y:3,‘6(0,3)

b)d, =4 — (3P +(0—1)? =450 =5-42 =
=5-14=7=d,=7cm adistancia real & de
7-20m) =140 m.

d, = JI0-(-3P+(0-27 = 13 = 3,6 =
=d_, = 3,6 cm; a distancia real ¢ de 3,6 - (20 m) =
=72m.

c) Observe que, no plano cartesiano dado, a avenida 3
é representada pela bissetriz do 12 e 32 quadrantes.
Assim, um ponto qualquer da avenida 3 tem coorde-
nadas A(a, a).

Devemos ter:d,. = d,. =

=>J@—-4+a =Ja?+@—-3 = —-8a+16=

=—-6a+9==7 :2a:>a=%;oponto procurado
o[z 7
2°2)

CAPiTULO

2 A reta

P Exercicios
1. a)| 0 2 1 |=0=2+2y-4-3x=0=

= -—x+2y—4=00ux—2y+4=0

b)|-2 5

= -5+2x—-2y-5x+y+4=0=
=-3x—y—1=00u3x+y+1=0

-1 =2 1
1
Q) —? 3 1 |1=0=>
X y 1

:>—3—2x—%y—3x+y—1:O:>

:>—5x+17y—4=00u10x—y+8=0

X y 1
d| 0 -3 1 |=0=-3x+3y+9+2x=0=
3 -2 1

=-—-x+3y+9=00ux—3y—9=0

2. AA6-(-2)—-5-(=5—-13=-12+25-13=0
A pertence a reta.
B.6-(-1)—-5-4-13=-6-20-13#0
B ndo pertence a reta.
C:6-2—5'(—%>—13=12+1—13=O

C pertence a reta.



D:6:-3-5-1-13=18-18=0
D pertence a reta.
E:6-(—1)—5~%—‘|3=—6—19—13¢O

E nédo pertence a reta.

3. a) y

b) y

<) y
3 -
0 X
d) y
-5 0 X
e) y

4.

5.

6.
7.

9.

Resolugdo dos exercicios 319

f) y

T
——3 [0 1 x

2

a) A reta t correspondente a leiy = —x + 5 passa pelos
pontos (4, 1), (5, 0), (1, 4), (0, 5), ...

b) A reta s correspondente a lei y = —%x — 3 passa

pelos pontos (=2, 0), (—4, 3) e (0, —3).

c) A reta r correspondente a lei y = X
pontos (1, 0), (=3, =2), (=1, =1), ...

passa pelos

d) A reta u correspondente a leiy = % — 3 passa pelos
pontos (4, 0) e (0, —3).

Seja M o ponto médio de BC:

M(—3+o’—1+2>:>M(_; %)

2 2 2
2 =1 1
3 1 _
a) > 5 1 |Fo=
X y 1
3 1 3 _
=1-x 2y 2x 2y 2—0:
s-32x-Ly-Ll_o5
2727772

=3x+7y+1=0

b)3:-0+7-0+1=1%0;sndo passa pela origem.
3:-(=7)+7-3+1=1%#0;snao passa por(—7,3).

A abscissa é constante. .. x=2<x—2=0

A ordenada é constante. ..y =5<y—-5=0

0=a:-0+b
a)y=ax+b= =
5=a-1+b
=b=0ea=5;y=5x
b)f(-2)=5-(-2)=—-10
(02)=5-0,2=1
(—=2) + f(0,2) = -9

—

f
c) Dey = 5x segue a equagao geral 5x —y = 0.

* ré horizontal e passa por (—1,4) =>r.y — 4 =0.
* s évertical e passa por (—1,4) = s:x+ 1 =0.
* tpassapor(0,0)e(—1,4)=t4x+y=0.

10. a) Tempo x | Alturay

0 8
2 4,8
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y=ax+b
8=a-0+b=>b=8=2a=-32=a=-1,6
48=a-2+b

h=—-16x+38
b)h=0=1,6x=8=x =5 (5 horas)
Assim, a vela foi inteiramente consumida as 22 h.

A h (cm)

8

4,8 +

0 2 5 x (h)

d)Dey = —1,6x + 8, temos: 1,6x + y — 8 = 0, com
x=0ey=0.
11. * Areta s correspondente a f passa por (5,3)e (0, —1) =
X y 1
=|5 3 1 |=0=23-5+x-5y=0=
0o -1 1

=4x—-5y—-5=0
* s intersecta o eixo x em um ponto de abscissa:

- -5
4-x—5-0-5=0=>x 7

* O ponto (% O) e o ponto (0, 4) pertencem a r, que

corresponde a funcéo g:

5

g 0 1 .

0 4 1 =0:>5—4x—7y:0:>

x oy 1
:>y=—%x+4oug(x)=—%x+4

12, * Ae Cpertencem ao eixo x; AC:y = 0
0 0 1
e AB:l 1 3 1 |=0=>y—-3x=00u3x—-y=0

X y 1

1 3 1

*BC| 4 0 1 |=0=3x+4y-y—-12=0=

X y 1
=3x+3y—12=0=>x+y—4=0
Um ponto Pdaretax —y + 1= 0édaforma (x, x + 1).

* Adistancia de P(x, x + 1) ao ponto (0, 2) é 413
N3 =X+ x+1-22 213 =x+Kx—- 1) =

=>xX—x—6=0=x= —2o0ux=3eo0s pontos
sdo (—2, —1)ou (3, 4).

2x — y+ 6=0
14. a) 2x +3y— 6=0 O

—4y +12=0:>y=3ex=—i'(—%,3).

7
X +y=2
b){3x—y——4®

4x =—2:>x=—%ey=%;(—1?,%>
x—2y=0
c){x-i- y=1 @
“3y=-1=
_ _ 2.2 1
Sy=3ex=3il3 3

15. a) X+3:O:>x=—3ey=2;P(—3,2)
y—2=0

b)y32+22 =49+4 =413

X—3y= -2

tem solugdo Unica. Logo, r
x— y=0

16. a) O sistema {2

e s sdo retas concorrentes.

x+ y—3=0
—2x — 2y+6=0
Observe que a 12 equagdo multiplicada por —2 éigual a
22 equacdo. Logo, r e s sdo retas coincidentes.

b) O sistema{ tem infinitas solucoes.

—2x+ y=3

O swtema{ . +%y _ _4 Naotem solugéo, pois
as equacoes sao incompativeis:
2-(22equacdo) = —2x +y = —2.

Logo, r e s sdo retas paralelas distintas.

d) Ndo existe x € R que satisfaca simultaneamente as
x—=1=0
equacoes do sistema {x +2=0"

Logo, r e s sdo retas paralelas distintas (retas verticais).

17. (17 0) satisfaz a equacdo 2x —y — k= 0:

2~17—O—k=0:1—k20=k=1

Verifique que (% O) também satisfaz 2x + y — 1 = 0.

2x — y—3=0
18. 1, —1) é solugéo.
8{3x+2y—1=02>( ) é solugéo

(1, = 1) também satisfaz a equacdo 4x —y — 5 = 0O:
4-14+1-5=5-5=0.Logo, (1, =1) também
pertence a outra reta.

px—y+3p=0
2x—y+ 6=0
deve possuir infinitas solucoes, isto é, deve ser possivel
e indeterminado.

Os coeficientes de suas equacdes devem ser ordenada-
mente iguais (ou proporcionais):
Temos:p=2e3p=6=p=2

19, O sistema formado pelas equagées{



20. Vamos inicialmente determinar as equacoes das retas cor-
respondentes as fungoes f e g:

S5122+x+y—4x—-3y—1=0=>

o 32y + 11 =01 = fpg = —2XF11

2

6 -1 1
gl 4 -5 1 |=0=

X y 1
= -30—-x+4y+5x+4-6y=0=>
=>2Xx—-y—-13=0=y=2x—-13 2 =
=g(x) =2x— 13

—3-2+11_5
b) #(2) = 2 2 asomae—ﬂ

g(1)=2-1-13=-11 2

c) Substituindo "2 em 1 :
—3x—2(2x—13)+11=0= —3x—4x+26+11=0=

= 7><+37—0:>><—377
_ 37 _74 _ __17 37 17
y=2-Z-13="22-13 7:>P<7, 7)
d) * Abscissa de R: f(x)=#
Loo=x*M_ 1
2 3
* Abscissade Q: g(x) = 2x — 13 =0=2x — 13 =
=>><=E
2
* A base QR do triangulo mede B3_n_1 ea
2 3 6
altura relativa a essa base mede % (oposto da
ordenada de P).
17 17
.. _ 6 7 _289
Dal,A——2 = A 3

21, a) Sex = 0, obtemos em uma das equagdes y = 400000
e, na outra equacao, obtemosy = 240000. O gréfico
mostra que na empresa II o valor fixo (para x = 0)
cobrado é mais alto.

Assim, a reta de equacdo 6000x — y + 240000 = 0
corresponde ao custo na empresa I e a reta de equa-
¢80 5000x — y + 400000 = 0O corresponde ao custo
na empresa II.

b) Empresa I: y = 6000x + 240000; R$ 240000,00
Empresa II: y = 5000x + 400000; R$ 400000,00

¢) Pelo item anterior: empresa I: R$ 6000,00;

empresa IT: R$ 5000,00

d) Empresa I x = 100 = y = 6000 - 100 + 240000 =
= 840 000 (840 000 reais)
EmpresaII: x = 100 =y = 5000 - 100 + 400000 =
= 900000 (900000 reais).

22.rﬂs:{2x_ y=3:>(2 i)

23. (p + 1) —

24,

e
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) 6000x + 240000 = 5000x + 400000 =
= 1000x = 160000 = x = 160 (160 quildmetros)

X+ 2y =3 5°5

rﬁt:{zx_y:3 =21

S

2x +y=5

[ x+2y=3 7 1
mt'{2x+ y:5:><3'3

= p = 1, o ponto de intersecdo é (2, 0).

b

Equacdo de BD:

-1 3 1 |=0=>4x+5y—-11=0 "1

x oy 1

2 4 1 |=0=>6x—4y+4=0 2

-2 -2 1
AC N BD:
4x+5y — 11=0 :>x=£e _ 41
6x — dy+ 4=0 23%Y7 23
. (12 41
O ponto é: (23, 23>
1=0
25.a =A(1,2
5 ){ C120 =an2
x=1=0" 30,0
xty—1=0
y=2=0 " S¢-1,2
x+y—1=0
AB =+(1—1)7+@2- :M:Z

O+ +2-27 =44 =2
O+ +(0-27 =48 =242

Como BC? = (2«/?) = 8 = AB? + AC?, o tridngulo
ABC é retangulo e issceles.

) A drea do triangulo é metade do produto das me-

didas dos catetos: 22 u.a. = 2 u.a. e o perimetro

6(4+2y2)uc = §(z+ﬁ) u.c.

3-p—-1—-2=0=-2p+2=0=

321



322

Resolug¢do dos exercicios

26. Ax,, 0), B(0, y,)
* As coordenadas de A satisfazem a equacdo
X+2y—3=0=x,+2-0-3=0=x,=3;A3,0)
* As coordenadas de B satisfazem a equagao
x—y=0=0-y,=0=y,=0;B(0,0)
O vértice C é dado pela solucdo do sistema

x=y  =0¢1
x+2y—3=0

d,=3d, =+5ed, =+2
O perimetro é 3 + 5 + 2.

27. a) Aretar passapor(3,1)e(0, -2)=
ﬂ:ﬁ: 1
Ax 0-3
Dai,tg0 = 1= 0 = 45°
b) A reta r passa por (0, 0) e (1, 2) =
Ay _2-0_,
Ax 1 -0
Daf, tgo. = 2 = o = arctg 2
c) Aretaréhorizontal > m =0=6=0°

=m =

=m =

28. a) r passa por(%, O)e(O, 5)=>y=mx+5=

:>O=m-%+5:>m=—2.'.r:y=—2x+5
Sex=2=y=1
Assim, s passa por (0, 0) e (2, 1); seu coeficiente an-
gularém:1_0:l
2—-0 2
b) Como s passa por (0, 0),temosn5=0:>s:y:%x
(reduzida) ou s: x — 2y = 0 (geral).
m=tg60°=«/§
29.a){ ! =y=x-43 -3
n =-3
m, = tg 120° = —tg 60° = =3
b){ 5 Sy=—x3 +2
n =
c) m=t930°=£:>y=£x+n;
" 3 3
3
como(1,1)€r,temos:1=T-1+n:>
:>n:1—£:—375:>
3 3
3 3
d)m =1tg135° = —tg45°= -1, uy = —x + n;
como (—2,3) Eu,temos: 3 =—(—2) +n=>n=1
eassim:uy = —x+ 1.
30.a) m = %= 3=y = 3x+ n.Usando (1, 2), temos:
2=3-1T+n=n=-1=y=3x—1
_1=2 _=1_ -
b)m_—2+1 1 1=y=x+n=
=2=-1+n=n=3=>y=x+3
c)m=_417_30=—‘|:>y=—x+n:>3=0+n:>

>n=3=y=—-x+3

342 1 1

d)m=ﬁ=—5:>y=—§x+n
1 3 13
) = —— . (=3)+ == = —
2 5(3)n:>25n:>n c =
o1 13
Y= 5
3‘1.a)2y=x+6:>y=%x+3:>m=%
1
b)m = 3
_Ay__4-0 _ 4 _ _
M=~ 5y3 2 2

d) Como a reta r é vertical (sua equacdo é x = 1), ndo se
define o seu coeficiente angular.

_5-5 _
e)m_3+2 0
f) Ponto médio de GH: (# %) =(1,3)
_A _0-3 _
M= ~"0-1 >

32. a) Considerando o dngulo de inclinacdo de r, temos:
45_9 _18 _ ; -
s 10 20 0,9. Assim, m = 0,9

b) Como r passa pela origem, temos n_ = 0.

tgb =

Assim, a equacao reduzidaderéy = 0,9x e alei da
funcdo pedida é: m =0,9 -V
c) A densidade (d) do 6leo é: % = 0,9 g/cm?

33. Pela figura, podemos observar que existem 4 pontos
(P,. P,, P, eP,) quesatisfazem as condigoes dadas, sendo

1”23
5 5x
que os pontos P, e P, pertencem a reta y =5 eP,e
P, pertencem a retay = — 2%
Jpertencemaretay = — <%
y

SN 5.4

Pz: :P1

—2 0 12

' X
Bl ] e
5 )

34.

52=h!+32=h=4



B(3, 4)
Ve =
A: (0, 0)
3 4 1
0 0 1]=0=4x—-3y=0
x y 1
m_4—0__£
b)C6,0) , )" 3-6 3
BG. 4) y—O:—%-(x—6):>y:—%+8

c) Areta BM é vertical, sua equacio éx =3 < x— 3 =0.

35. Observe que os angulos dos triangulos medem 60°; o
coeficiente angular da reta BCém= tg 60° = J3; 0
coeficiente angular da reta AB ém = tg 120° = —3.
BC:

{m:E:ny=«/?~(xf3):y=x«/?73«/?
AB:

oo
A0, 00 YT

AC coincide com o eixo x =y = 0

0=—3 -x—0)=y=—x/3

36.a)D 6 LC @3 =x+6"=
3 X =548=x+36=
A 3 B =x=243

Assim, temos:
B(7, 1): (7.1 + 243): D(1, 1 + 243); A(1, 1)

_Ay _aw2f3 -1 203 A3

AX 7 —1 6 3
pym=dt203 -1_243 43
1-7 -6 3
UsandoB:y—1=—%-(x—7):>

37, a) Os triangulos AOB, BOC, COD, ..., HOA séo triangulos
isdsceles congruentes, e o angulo central (dngulo com
vértice em O de cada um desses tridngulos) mede:

360° ~ 8 = 45°
sen 45° = %:
N J2 L$
2 2
=y=42 =x

3
Dai: A2, 0); B(y2, 42); €0, 2); D(-+2, ¥2);
E(—2,0): F(—2, =42): G(0, =2) e H(v2, —+2).
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b) O coeficiente angular de BF ém = tg 45° = 1; como
BF passa pela origem O, sua equagdo éy = X ou
x —y = 0 (observe que B possui coordenadas iguais,

o mesmo ocorrendo com F).

c) m = tg 135° = —1 (DH é a bissetriz do 22 e do 42
quadrantes)
N A2, 0) o2 -0 _
HWZ, —2) 2 =2
=2 d2+2 _
N2 -2 2 +2
_=2-202 _-2-2J2 _
W2) -2z -2
=142
38. Se (x, y) ¢ um ponto qualquer dessa reta, temos:
1
y-1""3 1
X+2:>y 1 3 (x+2)=>x-3y+5=0
39.a) m = tg 45° =
y+1=1-x—-3)=y=x—-4

b) m =1tg 135° = —1
y+2=-1-x+3)=y=-x—5
) m=1tg60° =43
y—3=43 - x—0)=y=x43+3
dm=tg0=0

T _o.(x=2L -1 1 -
y+3—0 (x 5):>y 3ouy+3 0

40.y —2 =m-(x—3);,mERoux—3=0

41. Equacdo geral do feixe:y =3 =m-(x+1); mE Rou

x+1=0
a)f173=m~(2+1)=>74=3m=>m:f%
y—3:—i(x+1):>3y—9=—4x—4:>

3
=>4x+3y—-5=0
b)m=-2=y—-3=-2-x+1)=>y—-3=-2x—-2=
=>2x+y—-1=0
0-3=m-(0+1)=-3=m
y—=3=-3-x+1)=y=-3x=3x+y=0
d)m=tg60°=«/§
y—3=43 -Kx+1=>
={3x—y+3+43 =0

42. a) y
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b) f(-2)=3=x=-2,y=3
f1)=-3=x=1y=-3
_ Ay _3-(=3)_6 _
O e
y=—2x+n
3=-2:-(-2)+n=n=—1
Qy=-2x—1
0=-2x—1
x:—%éaraizdef.

43.y=0,04-x+ 900 < 0,04x —y + 900 =0;x=0

Salario

(reais) X y
1100 1 0 900
900 ] 5000 | 1100

Vendas
(reais)

0 5000

44.1(2) éobtidoparax=2=>y=-3-2+7=1
f(—=1) éobtidoparax=—-1=y=-3-(=1)+7=10

45, A equacao reduzida da reta dada é:
n=>5

y:mx+n'com:{m:tg(180°*(x)=*tg(x=*3

y=-3x+5
s fx) = —-3x+5
46, Plano alfa: y = 3,20 - x 1

Plano beta:y =1,40-x+d 2
y: prego (em reais)
x: nimero de quildbmetros rodados
a)Em 1 :y=272=272=3,2-x=x=285
Em 2 :272=1,4-85+d=d=272—-119=153
b) x = 85
Q) Em 1 :32x—y=0; *
Em 2 :14x—y+153=0; * comx=0ey=0
d) Reta vermelha: 1,4
Reta azul: 3,2

47, a) 2y =8x + 1 :>y:4x+%ey:4x— 1=
= paralelas distintas
b)y = 5x+ 6ey = —6x + 5= concorrentes
3x 3

c)y=—7+2e<4y=—6x+8<:>y:—?x+2):>

= paralelas coincidentes ou simplesmente coincidentes
d)8y=—6x—4:>y=—ﬁ ! SELO

——ey=-2__
= paralelas distintas

4 2 4 4

48. s: 0,0€s
m,=m = —3
y=-3x+n0=-3:-0+n=
=n=0eaequagdo éy = —3x.

49.3x+2y—1=O:>2y=—3x+1:>y=—%x+%;

L3
2

kxf3y+2:O=>kx+2=3y=>y=§-x+%;m=§
3 _k_ o2
Ay 37T
9
b) k # >

c) Como os coeficientes lineares das retas sdo distintos

% # %) elas ndo poderdo ser coincidentes, ou seja,

nao existe k € R.

m=3
50.a){

=5y—1=3-x—-0=3x—-y+1=0
PO, 1) y Y

P(—1,2 5
=5y—-10=-2x—2=2x+5—-8=0

__2
b){m_ )5:>y—2=—£-(x+1):>

m=—1
c) =>y+2=—1-x+2)=>x+y+4=0
{P(—Z,—Z) g y

d) A reta r é horizontal; como a reta pedida deve passar
por (2, 5) e ser paralela a r, ela deve ser uma reta
horizontal passando por (2, 5), isto é, sua equagao
devesery —5=0.

5

5. a)ox +ky+4=0=ky=—-6x—4=>m = — »

y=2x—1=m,=2

m1=m2:>—%=2:>k=—3

b)y=2x+k=m, =2
y=k«+1=m,=k

= k=2

52.b,=>y=—-xm=—1
A reta pedida tem coeficiente angular igual a —1 e passa
por (2, 5):
y=-—x+k=>5=-2+k=k=7
y=-—x+7=x+y—-7=0

53. E preciso lembrar que o trapézio possui um par de lados
paralelos:

7 _13
Ay 2 5 9 W
m,=——= =" =3
AB AX _i+i ~$Q 3
2 5
1 9
2 — — =
oAy T8 5
@ AX 171 3
5 5
13 3
= _? =
Ay 5 -5 __1
AC Ax 4__1 _i 3
5 5
L 1 33
m _Ay 2 5 _ 10 __11
® & 1.2 _9 3
2 5 10

Como AB // CD, ABCD é trapézio; note que AC e AB sio
concorrentes, 0 mesmo ocorrendo com AB e BD e com
BD e CD.
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54. Primeiramente, verifica-se se o ponto (2, 0) pertence a Pelo teorema da base média do triangulo, temos que
alguma das retas dadas e conclui-se que ele pertence a o = %
reta s poistA— 1)enao pertenceareat 3 5 .
2 : Como OC = Se OD = 50 perimetro do tridngulo COD
Verifica-se também que s e t sdo paralelas, pois m_ = . 34 . 3 . 5_ 8+ 34
—m = 2202 2
t 2 :
Desse modo, a formacédo do paralelogramo ¢ a indicada 57. » ¢
na figura abaixo:
s t A B
1,1 (4, 5)
r em oAy _5-1_4
/ Mo~ Ax 4-1 3
— 4 4 1
u ABly—1T==—Kx—-T)Dy=—x—=
(2,0 _y_ 3(4) y 3 3
© AB/D=m, =7
A equacdo d3a reta u, paralela a r, passando por (2, 0) é: * Equacio de TD:y = %x +n
—0=-=(x-2), ja, 3x + 2y — 6 = 0.
y 2(X ), ou seja, 3x y 4x—3y+3n=0=4x—-3y+p=0,
Procurando a intersecdo de r e s acha-se (l, i),‘ jé a comp &R = {=1} 1 4 1.
2" 4 Observeque,sep=71,n=f?,y=?xf?ea
interseciodeteué (0,3)eader eté (% %) equagao da reta AB.
X + X 58. [x —y|=2=x—-y=2'1 oux—y=-22
55.a) x, - ———=-1F3_ 7o
2 2 1 =>y=x-2
yM=1J2rS=%;M2,%) 2 sy=x+2
1 e 2 representam um par de retas paralelas distintas.
X:Xs+xc:5+3:4e (m=m,=1);(n,=-2en,=2)
N 2 2
y=x+2
y
348 11, 11
WET _2'N(4'2) 5 y=x-2
19 /
emoy _ 2 2 1 *
AX 4 -2 2

o y= % x + k; usando o ponto M, temos:

S_1 .5k k=L 59. a) Lembremos que o hexdgono regular é a reunido de 6
2 triangulos equildteros congruentes. O centro do hexa-
y = % X + % =>x—-2y+7=0 gono é o ponto C, pertencente ao eixo x, ponto médio

de OR: C(4, 0), pois OC = CR = 4.
2 O triangulo OCP é equilatero, e o coeficiente angular da
11 9 1 — —
b) d,,, = /(4 -2y +(7_7) =J4+1=15 reta OP ém = tg 60° = 4/ 3. Como OP passa pela ori-
gem, sua equacao éy — 0=+3 (x— O):>y=x«/?.

Observe que:

b) RS tem coeficiente angular igual a tg 60° = V3 (note
=44 +27 =20 =245 =2 - €m Coetl
%o ZJ—3 21 dMN1 que OP // RS)
o coeficiente angular de AB é =— = — m=+3
_ __g 5-1 2 __=>y-0=43-x-8=
Assim, AB // MN. (8,0) € RS
MN ¢é base média do triangulo ABC. ) =y=x/3-8{3
c P
56.5x — 3y =152 — L =1 IR SR
3 5 3 =5 4 4
Sex=0=y=-5
Sey=0=x=3
(0] C

Dai, A(3, 0) e B(0, —5). 4
AB =315 =34 P =R +2=h=12=h=2{3
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A ordenada de P é 24 3.
Como PQ é horizontal (m = tg 0° = 0), segue que

‘F@:ny«/?:O.

_ 1
61..8)m1=3:>{mz__?:>y-|-3:_%.(X_Z):>
P(2, —3)
I B )
y=73x73
o 2 o n 2
b)Sy=2x—11=y 5x 5,m z
i _ 32 5 - _3
m 2:>y+3 > x—2)=y 2x+2
62.r:5y = —3x+ 7
y=fix+l:>m=fi
5 5 r 5
s:by =mx + 1
m 1
= — J’__
Y=6*" 6
3 m_ B __ _
S 1= —3m 30=>m=10
63.2) m = — ) _
r 3 Llresconcorrentes ndo perpendiculares
m =3
b) m =
1 m-m=-1=rls
m5=f?

c) r e s sdo retas verticais €, portanto, paralelas distintas.

d) r é vertical e s é horizontal = r Ls
2X 4
—_ + —_—
3 3

m =2 [sy=2
3 YT 3
244145

64. a) O ponto médio M de AB é: (T > ) =1, 3).

e) mr=£, poisry = 3
3 ressao

paralelas distintas

o — Ay 1-5
f | ™ T4 -
0 coe4|<:|ent2e angular de AB é Ax s —)

= 6 = ?,' assim, o coeficiente angular da reta

3.
mediatriz é >
3 (M) 3 9
= — =x+ =_—=.1+4 ==
y 2x n=3 > 1T+n=n 2:>

:y:—%x+%:>3x+2y—9:o

b) Resposta pessoal.
Por exemplo, sey = 0, temos: 3x — 9 =0 = x = 3;
P(3, 0) pertence a mediatriz
o, ={B=A +0—5F =26
4 =BT T 01 =426

Logo, P equidista de A e B.

xA-i-xB—i-xC yA-l-yB-i-yC
65.a)G( 3 . 3
—3+1+0 24+0+3 2 5
G( 3 T 3 )2G< 3 3)
b) y
[E!
A
: 1
3 o g X

Basta encontrar as equagdes das mediatrizes de dois
de seus lados e determinar o ponto em que elas se

intersectam.
* Ponto médio de AB: (—1, 1)
M — 0-2__1
AB 1+3 2

m=2
(=11
y—1=2-x+1)=>y=2x+3

Mediatriz de AB: {

* Ponto médio de BC: (1—, i)

_3-0_
Mee =07

Mediatriz de BC: (1 )
72
3 1 1 4
—_— —_—= — —_— —_— = — + —
2 3 (X 2 ) RASEERREE
Determinemos a intersecao das duas mediatrizes:
y=2x+3

1 4 =x=-ley=1
= —X + —
E RO

O circuncentro é (—1, 1).

66.a) m = %; seja s a reta perpendicular a r por P:

3
m=—=

2 :>y+4:—%'(><—2):>
(2,-4)Es
=2y+8=-3x+6=3x+2y+2=0
2x—3y+6=0 _ 18 _14
x+2y+2=0"%" "33 €Y7 3

. 18 14
Oponter( 13,13).

b) Devemos determinar P', simétrico de P com relacéo a
Q, isto ¢, Q é o ponto médio de PP

7§:2+XP‘:)(:7@
13 2 " 13 o[ 62 80
144ty 80 1313
13 2 Yo =73



67. A " B

O
(@)

Ay _5-2_3

AT A 3-1 2

__2
AD 3 5
A(1,2)éumponto:y—2=—?~(x—1):>
2 8
= — — +_
=y 3x 23
o BC//AD:>mB—C=—?
Como B € BC, temos:
y—-5=—-= (xfB):y=f%+7
68.m =2;m =m
r _5 _ _ /l
m-m=-1=2 m——1:>m——7
(=2, —-1)Es
—1:—%-(—2)+n:>—1=1+n:>n=—2
69. rlseom -m =—1
k [k+1 5
3 ( > ) 1=kk+k-6=0=

=>k=2ouk=-3
Assim, se k # 2 e k # —3, as retas ndo sdo perpendi-
culares.

70. a) £ preciso mostrar que AB L BC:
Ay _A=-2_ 3
MAx 4-2 2
o _=5+41_-4_2
B -2-4 -6 3
Veja que:m,, - m, = —1

Medida da hipotenusa:
d, =V#+7" =16 +49 =65

b) Vamos mostrar que suas diagonais sdo congruentes:
dAcz“/g;dBDZ“/W=“/g

A D

B C
Note também que:
3

M,y =%:>E//Eeﬁ¢ﬁ, pois g, = — -

_1-0_1
244 6

A reta suporte da altura relativa ao lado BC tem coefi-
ciente angular —6 e passa por (0, —3):

y+3=-6-x—0=>y=—-6x-3=>6x+y+3=0

7i. m

72, Comom = — % o coeficiente angular da reta s perpen-

. 3
dicular a r deve ser m_= e

Resolug¢do dos exercicios

ssy=-=—x+n

/.

Determinemos a intersecdo de s com:

r:4x +3y=0

* Eixo Xx:

Oz%x—i-n:>3x+4n:0:>x:—43—n

* Eixoy:
y = 3. 0O+n=y=n
4
Adareado triénguIZ limitado por s e os eixos coordena-

4n o
M-Il 3

. _ _ P "
dose.—2 > 6=4n?=36=n==*3

Sen = 3, obtemos a reta s:y=%x+3

Sen= —3,obtemosaretas:y = %x —3(s'//s)

73.a)d,, =5 +3 =434 =58=d,=158m. Adis-
tdnciareal € (5,8 m) - 20 = 116m
Verdadeira.
_A _3-0_3
D)Mo, = S50 "5
Seja C o ponto que representa o cyber.
Temos:

m:—% (OF L °P)

[«
P(5, 3)
_ 5
y—Sf—E‘(x—S):
5x , 34
= — — 4+ —
=Y 3 3
Como C tem ordenada nula, temos:
5x , 34 34 34
= — — + —_— _ = =
0 3 3 = X c eC c O)
Verdadeira.

c)d, =+34 =58=d, = 58m; adistancia real é

116 m.
1h —ZOOOm:>
x — 116m

= x = 0,058 h = 0,058 - 60 min = 3,48 min
Assim, ela chega depois das 18 h 03 min.

Falsa.
P(5, 3) - =
= 34 = |o1 =
ol e [ B

327
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_ [306 3434 3-58 _ .
= [55 =T =25 5d, =348m,

a distancia real entre Pe Cé (3,48m) - 20 = 69,6 m.
OP =+34 =5,8; adistdnciarealentreOePé 116 m.
O perimetro do retangulo é 2 - (69,6 m + 116 m) =

=371,2m.
1h—5000m R
x— 371,2m
= x = 0,07424 h = 0,07424 - 60 min = 4,45 min
Falsa.
74. A, y,) A
B(x,, 0)
M
D B

C

r
* ComoACCrLAEr=7-0+y, —3=0=
=y, =3, A0, 3).

* O ponto M, de intersecdo das diagonais, pertence a

retar:>7xM+(—%)—3:O:>7><M:%:>XM:%:>

=M % —%.Méponto médio de AC:

X, T Xc
XM:T
34y, 1
T_ _T:yc_ —4:>C(1, —4)

* A diagonal BD é perpendicular a diagonal AC; como

0+ x.
> =x =1

>1 =
2

1
m_ = —7, devemos ter m = —

7
* Como l\/l(% — %) €BD, a equacao BD é:
1 1 1 X 4
4+ —_— = —". _ L -2 _
Yyt 75 (X 2 ) =YY= T3
Como B(x,, 0) pertence a BD, temos:
X 4

B
027—72XB:4:>B(4,0)
* Por fim, se M é ponto médio de BD, temos:
Xg T X, 4 4 x,
= === =x,=-3
M 27 2
Wty 1 0+, D(-3, 1)

W P T T e
Assim, os vértices sdo: A(0, 3), B(4, 0), C(1, —4) e
D(—3, —1).

75.8) Z-+ L =1

3
b) -3x+2y-6=0
76. * x:2t—1:>%:t
y=23~(x+1>:>2y=43(x+1):>

>n3x+2y—-1=0 1

. Reduzida:Zy:—3x+1:>y:—%x+7

* Segmentaria: intersecdo de r com o eixo X:
1

y=0=x= 3
intersecado de r com o eixo y:
x=0=y= 1
X y 2
+ — =
X 1 1
3 2
77. r intersecta o eixo rem (4, 0) e 0 eixo y em (0, —8):
X y
—_ =
4 -8 !

78. s intersecta o eixo x em (5, 0) e 0 eixo y em (0, 1):

e

a) A medida da hipotenusa é+ 1% + 52 =426 e o peri-
metro desse tridngulo é 1 + 5 + 426 =6 + 26,
_l. 5. 12 -2
b)A—2 51 2:>A 2u.a.

79. Fazendo, por exemplo, x =t (t € R), temos:
2t—3y+6=0:>3y=2t+6:>y=%t+2
Outro exemplo:

t
Jy=tsy=—
y=1t=y=3
2x7t+6=0:>2x=t76:x:%73,comtE[R{

80.x —2y—4=0=x—2y=4(+4)

r intersecta o eixo y
em Y(0, —2)

r intersecta o eixo x
em X(4, 0)

O ponto médio de XY é: (42;0 O+T(_2)) =(2,-1)

x=t+2=t=x-2 ssy=2x—4
81. a)r y=x—-2-2=y=x—4
m =1, m = 2.logo, r e s sao concorrentes.
b)rdx+3y=12=3y=-4x+12=>

=y = —%x+4;mr:—%
sy = — iB x+ 1
Logo, r e s sdo paralelas distintas.

=2t—1
82,5 =2-B-y) —1
S{y:3t:t=3yz>x ( Y =
=S5X=6—-2y—-1=2y+x—-5=0=
= :—L-i-i'm:—i
R R YL

m =2
: " =2y+4=2-x+2)=>y=2
{rpassa por (=2, —4) g ( )=y



3 3 3
_ =2+ 17
3

83.r:t=x_1:>y=—2~<u)+5=ﬂ+5:>
=Y

. Xx=2u-—2
ly=7+u=u=y—-7

Entéox=2(y—7)—2:>y=%
_ —2x+ 17
3 =S>x=—-2ey=7
y = x+ 16
2

O ponto é (=2, 7).
84.2)d -2 3TN -3 +5_ 5| _ 410

3+ (—1) Jio 2
byd=14-0=-3-2-1_I=17l _17
42+ (—3) 5 5
gdol2:5+5:2+29 _ 29 _ o5
Erea 129
dComo3-1—-(—-1)—4=3+1—-4=0,PEre
d =0

P

85. Equacao da reta AC:
_=10-(=1 __ 9.
A ) 5"
y+1:—%~(x+1):>9x+5y+1420

A medida da altura ¢ a distancia de B a reta AC:

gol96+5-(-3+14 |53 537706 _106

[92 + 52 J106 106 2

86. Observe que as retas dadas sdo paralelas.

* Tomemos um ponto qualquer de 'y = 3x — 1, por
exemplo, x=1=y=3—-1=2;(1, 2).

* Calculemos adistanciade(1,2) aretabx — 2y + 15 = 0:

[1-6—-2-2+15 _ 7] 17410

d= =
N6+ (—2)? 40 20
[10-2+5-(=1) = 1] 14
87 a)d - _
v 2+ 29
g l0-2+5-3-1__14 P.QeR
Qr ) equidistam
g _l2-s+s -1 14 der
v N2+ 5 V29
b) r// PQ (observe quem = — %e My = — %)
88. y
5 C
b T \s
_;\i 5 X
1-2
F—3 B
A
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Observemos que

m -—=2+3 _1 . _0=2 _ =2 _
" e+ 7' o T g5 " 14
:%:E//C_D

A medida da altura do trapézio é igual a distancia entre
as bases AB e CD; ela pode ser obtida calculando-se a
distancia de C a AB:

-1 =3 1
Equaciodareta AB:| 6 -2 1 |=0=
x y 1

= —x+7y+20=0
g1 6 +7-@+20] _ 29

C,AB m @
_ 2950 _ 29{2

50 10

89. Vamos encontrar a equacao da reta PQ, que passa por

5 .
(O, ?) e (=5, 0):

5

y—O:i'(x+5):>y:L+—:>x—2y+5:0

2 2 2

A medida do lado do quadrado pode ser obtida calcu-
lando-se a distancia de O & reta PQ:

. — . +
d=|01 0-2+5_ |9 _J5

5

v 5

Conclusao: perimetro = 445 u.c. e drea = 5 u.a.

90.a)d, =J0—-27+(0—-17 =d,=+5m

Distancia real: 100 - Y5 m = 223,6 m

b) No sistema apresentado, a equagao da reta r que repre-

sentaaavenidaé:%+%: 1=r6x+ 8y —48=0.
A distancia da origem a essa reta é:
[0-6+0-8—48 |-48|

E+8 10
Distancia real: (4,8 m) - 100 = 480 m

=48m

c) Seja A o ponto da avenida mais préximo da casa de

Vania (V).
rex+8 —48=0=y=

:y:—%nLG;mr:—

—6x + 48 N
8

oA |w
WIEN

AV é perpendicular a r: m,,

Como V(2, 1), a equaco de AV

o)

_4 4 5 —3y—5=
y 1—3(X )=y 3 3:>4x 3y—-5=0

Facamos a intersecdo de r e AV:

y=——"+6
4 3X _4x 5 92,
— =2 4 [ CA N — Z£
N e AT

3 3

daiy = 81, o ponto procurado é 2 81 :
25’ 25" 25
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92 81 )
d) Basta calcularmos a distancia entre (25 25) 2, 1):

2
92 81 = 56| —
== _ _ - + -
(- of -] - - ()
_ 70
25
91. Areta s procurada tem equacdo x —y + k = 0.
2142 CVPH _ 5 =47 42 =2
N12 4 (—1)?
Dai k = 2 ou k = =2, e as possiveis equacdes sao:
X—y+2=00ux—y—2=0

= 2,8; adistanciareal é (2,8 m) - 100 = 280 m.

92, * Equacdo da reta “avenida Brasil”:

X+ y =15 +12y—60=0 (1
° A futura rua comercial tem equagdo
5x+ 12y + k=0 2
* Tomemos um ponto de ' 1, por exemplo, (12, 0), e
calculemos sua distancia a retaem ' 2 :
[5-12+12.0+K [k + 60|
S56b=—"———=

5T+ 122 169
=lk+60]=78=
{k+60—78:>k—18é>5x+1zy+18—0

ou ,
k+60=-78=k=-138=
=5x+ 12y —138=0 &2

A reta obtida em '#* intersectaria o eixo y em um

138

ponto de ordenada T 11,5 (ndo convém pela

posicdo indicada no mapa).

2 3 1
93.2)D=|5 4 1 =—22;érea=1?'|722|=11
6 -3 1
4 1 1
_ .z 21
b)D=|-3 1 1 —21,area— |21|—7
-1 =2 1
-2 05 1
_ __39 _1 (3939
cD=|05 2 1 |= 4areaz‘ 4‘ 3
2 =1 1
0 0 1
dD=|3 4 1 |=41;4rea |41|—%
-2 11 1
-4 =2 1
—-28
94.D=-2 4 1 |=-28A,, = | ; L4

-2 4 1
48|
D={ 1 =1 1 |=48A,,=—5 =24
7 5 1
A area do quadrildtero é (14 + 24) u.a. = 38 u.a.
95. a) O ponto médio (M) da dlagonaIACe(1 u 3 2 ; 1)

= (2, %) como M é ponto médio de BD, temos:

4+ x,
2= > =x=0
3_ 3+y, I = D(0, 0)
2 2 b
Equagéodaretaﬁ'y—mx+n'n—0=>y—mx;
como (1, 2) pertence a reta, temos: 2 = m - 1 =
>m=2=y=2X
0 0 1
b)Ao=2-PED=|1 2 1]|=-5=
5 31 1
=>IAAACD:7
1T 2 1
AMBC=;—-|D|;D= 4 3 1|=-5=
3 1
= A >

AABC 7

Logo, a area do paralelogramo é<2 . %) u.a.=5u.a.

96. r intersecta o eixo xem (3, 0) (y = 0 = x = 3) e 0 eixo
yem(0,6) x=0=vy=6).
0 0 1
A:%-|D|,D: 3 0 1 |[=18=A=9ua
0 6 1
Poderiamos também ter feito: A = 2 = 83 _ g,
2 2
=A=9u.a.

97. * O ponto R tem abscissa x = 4.
ComoR€Es, temos:4:-4+5y—-20=0=5y=4=

:>y=%;R(4,%

X y

L] L — + _

"2

O ponto Q tem abscissa x = 4 e pertence a r:
-44+2y—-2=0=>y=3=Q4,3)

=1=>-—x+2y—-2=0

. _ X+ 2y=2
* OpontoPéaintersecdo deres: =
4x + 5y = 20
Ly-28,,.30,(3028
Y73 13' ' \13" 13
4
4 S 1
D= 4 3 1 |=
30 28
13 13
120 , 1 90 N 1 242
=12+—+ —-== - - =
12 65 3 13 3 5 65
_ (1 242\ _ 121 _ 121
AAPQR_<7 _65)_ 65 = Aeor &5 u.a
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98. A 4rea do tridngulo AOB é: d) y
AO-OB _2-0B-OB _ (pp;

2 2 B r
Daf, (OB =16 =0B=4eA0 =8 T
Logo, temos: B(0,4) e A(—8, 0) o| -emmT i

0 4 1 x___.—"' 3 X
r-|-8 0 1 =0 ul ro, excluindo r

x oy 1
r:4x — 8y +32=0o0u,ainda, rx—2y+8=0 e) y

m =2
99, AC: = y=2x+n; r\{3
A(1, 0)
usando o ponto A, temos: 0 =2-1+n=n= -2
AC:y=2x—2 2

— —Jy=2x-2 0 X
C=ACNBC y=x+1 = x=3ey=4,C3,4 o
y :

c :
41 B
__b-h _2-4 _ ,
A= 2 = A= 2 u.a. = B ro, incluindo v
=4 u.a.
_ 101. a)y—-2>0
%/0 A' : (ou calculamos o determinante) b)x < % e 2—3<0
-1 1 3 X
¢) A equacéo da reta dada é:
100. a) y %+%:1:>4x+3y—12:0
' Origem:4-0+3-0—12<0
Inequagdo: 4x + 3y — 12 <0
d)Aequacdodaretadadaé:x —3y+2 =10
—1 Origem:0+0+2>0
0 x Inequacao: x — 3y + 2 <0
e)Aequaciodaretadadaéy =3x<=3x—y =0
B Testaremos, por exemplo, o ponto (2, 0):
“ 3:2-0=6>0
r 24 3y —
ro, incluindo r Inequagao. 3x y= 0
b) y 102. a) y
3
0
X
0
-2 2 X
_____________________ o —1
-3 rB r
ro, excluindo r
c) y b)(4 - 4)u.a. =16 u.a.

103, * y-1=0=y=1 1

ro °* x+4=0=>x=-4 2

5 ; rix+y =0 (bissetriz b,,)
X . N
> Como a origem pertence a r, vamos testar outro

/_2 ponto, por exemplo, (2, 0). O ponto (2, 0) verifica a

inequagdo: 2 + 0= 0

ro, incluindo r
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yi
(=4,4)
RG] 1o y=1
(=11}
—4 (2,0) X
x+y=0
X =—4

Assim, o semiplano correspondenteax +y<0éo

indicado na figura acima por ro.

A intersecdo de ro. com as regides determinadas por
1 e'2 éotridngulo da figura, cujos vértices sao:

(=4, 1), (=4, 4)e(=1,1).

A hipotenusa desse tridngulo mede ¥32 + 32 = 3¢2.

Seu perimetro, em u.c., é, portanto, 3y2 +3+3=

—6+3v2 =32 ++2)

104. y
/
x—3y=2 3x+y=4
P Desafio : 30 1
a)* Ay =7 DLD =] 1T 5 1=
-2 1
=154+3+10—-9=19
1
AABCD=?-19:9,5:>AABCD=9,5km2
-2 3 1
1 . _ _
* Auw=75 DD, =] 3 0 1 |=
-2 =2 1
=-6-6-4-9=-25
1
Ao =5 7251 =125 = A = 12,5 km?

A area da regido que recebe o sinal é:
9,5 km? + 12,5 km? = 22 km?
b) A casa de Juca é representada pelo ponto (x;, y,).

Temos:
° (x, y,) pertence a mediatriz de BC, pois ela equi-

distadeBe C:
_ A _5-0__5 -2
mBC AX 1 -3 2 = mmediatriz 5
oy om=(3+1 045\ _(, 5
Ponto medlodeBC.( TR ) (2,2)
- o 5 2
Equacdo da medlatrlz.y—y—g- x—-2)=

CAPITULO

2x 17
= — 4+ — *
YT 0
° (x, y,) pertence a reta de equagédo 2x —y = 0 =

= 2x, =y,; substituindo em * , temos:

2X 8x
o 17 . 17
=— 3L 0 ___7
%=5 t07 5 0=
L A7 a7
T A
N . 17 17
E f4cil verificar, no plano cartesiano, que(1—, ?>

pertence a regido que recebe o sinal.

2 2
A distancia pedida & (1L _ 17 ) =
p /(1 6 0) -‘r( P 0

_[289 289 _[289+ 1156 _ [1445 _
256 64 256 256

a5

=T =238

A casa se encontra aproximadamente a 2,38 km da torre.

<) x=-3 §Y

x=5
* A drea do municipio é (8 km) - (9 km) = 72 km?
* Adrea dealcance de transmissdo do sinal é 22 km?

« A probabilidade pedida é 22 = % ~0,3055 =

= 30,55%. 72

P Exercicios

1.

2,

a) x—02+(y—0

Y =4=x+y2=16
b)(x+2)+(y—-5?=32=Kx+2)?>*+(y—5?%=
2

) Gx-32+(+22=N7)V>x-32++2°=

_2+6 —2+2

d) x > =4ey = =0=C(4,0)
(x—4)2+(y—0)2=r2,sendor=%=

N6 —-22+@2+2)7 _ 07

A (x—=32+(—-20=2=Kx-3P+{y—-2=4
b) x+ 22+ (y—1)2=1"=K+2?2+ - 1)2=1
A (Xx+22+(y+2)=2=Kx+22+y+22:=4
dx—12++4=1T=Kx—-12+y+4°=1



aA)x—102+y—102=1(0
X+ 1D+ (y—1)2=1(1)
(x+ D2+ (y+ 1)2=1(11)
X=102++1)2=1av)

b) O quadrildtero é um quadrado cujo lado mede 2 e
aareaé2?=4u.a.

4. a) A(-3,0er=3=Kx+302+(y—-0°=3=
=SKx+32+y =9
b) C0,0)er=3=(x—-02+(y—-02=3=x+y*=9
c) B(O, —4) e C(2, -3) >

jr:%:%w(—aﬂyﬂz—oﬁ:%

Se M é o centro dessa circunferéncia, entdo:

0+2 —4-3_ 7 7
==T2<_ -3 __ L _ ml1 =L
vT T T T T 27 ( 2)

2 2
(x—1)2+<y+%>=<§>:>

=>(xf1)2+(y+—>2=%

d)D(3,0)er=DE=+(4—-02+(0—-3?2=5
(x—32+(y—02=5=@Kx—-32+y =25

5. y

—4
' X
11]-3

r=+NO+42+0+3)? =5
(X +4)2 + (y + 3)? =25

6. y
@3
7I3

a)(x+3)2+(y—37=9
b) (=2 + 3)> + (5 = 3)2 =1 + 4 # 9 ndo passa.

Resolug¢do dos exercicios

7. A(-2,—6),B(2,4)

a) AB é didmetro = Mg é o centro da circunferéncia =

-2+2 —-6+4
2 2
Comod,, =2 +27+@+6)? =116 = 2429,
temos r = 429.

Dai, a circunferéncia tem equacao:
X+ (y + 1)2 =29

b) Qualquer circunferéncia que passa por A e B tem o

centro (x., y,) sobre a mediatriz de AB:

:>l\/|( ):>I\/I(0, -1)

dAC = dBC =

SV 2T+ + 67 =& -2+ (A =
=>x+yl+4x + 12y +40 =
=x2+yl—4x —8y +20=
=2x.+5,.+5=0

Fazendo, por exemplo, x. = 5, temos y_ = —3, e
C(5, —3) é o centro de A.

Comod, =+(5+2)+ (-3 +6) =58,
temos r =58 e L: (x — 5)2 + (y + 3)2 = 58.

8. Substituindo-se as coordenadas do ponto na equacao,
obtemos (2k — k)2 + (0 — 4)) =25=k=3ouk = =3.

9, De3x+2y—5=0,temosy = f—§x+—§ e daequacdo
3 5
= )
2x — 1 2><+2,temos>< 1

Na reta r, para x = 1, tem-sey = 1. O ponto P(1, 1)
pertence a circunferéncia.
Se B(x,, ;) € 0 ponto procurado, o centro O(2, 4) é ponto
médio de PB:

X, + 1 +
2= BZ =x,=3e4= Yo
O ponto é (3, 7).

=y, =7

X

10. O centro é (5, 1) e o raio é 2.
a) (5, 3) é o mais distante de Ox.
b) (7, 1) é o mais distante de Oy.

333
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11. a) SePéumpontodel, entdo(@+1—-3)*+@—-172=5=
=—a=0oua=3.

b) P(4, 2) e C(3, 0). O coeficiente angular da reta é

2-0_,

4 -3 '

12. A circunferéncia tem centro (a, b), seu
raio mede 4, seu didmetro mede 8, que
é a medida do lado do quadrado.
Adrea é 8 = 64 u.a.

m =

13. £ o ponto que se localiza na circunferéncia, sobre o didme-
tro contido no eixo x. Como C(3, 0) er = 2, sua abscissa fica
2 unidades & direita de C. E o ponto (5, 0).

1,
N

0] 1 5 X

14. Seja C(a, a) o centro da circunferéncia.
Ja—=-32+@+ 12 =ya—-72+@-3?2=
= a?—6a+9+a’+2a+1=a’—-14a+49+a*>—-6a+9=
= —4a + 10 = —20a + 58 = 16a = 48 = a = 3;
C3,3);r=4@ -7+ (3 -3)7 =
Aequacdo é: (x — 32+ (y — 3?2 =16

15, a) 12 modo:

-1 3 1
D=3 =1 1 |[=16#0;
1 5 1

A, B e C njo estao alinhados.
Seja (x., y.) o centro da circunferéncia que passa por
A, B e Ceramedida do seu raio.
A equacdo reduzida é:
2 2 _ o
(X_XC) +(y_yc) =r
(_1 - Xc)z + (3 - yc)2 =r=

=>x2+yl+2x. —6y +10=1r 1
(3_Xc)z+(_1 _yc)2=r2:>
=>x2+yl—-6x +2y +10=1r 2

(1 - Xc)z + (5 - yc)z =r=

=>x2+yl—2x — 10y, +26=1r 3

Subtraindo ‘2 de 1 :x.—y.=0 4

Subtraindo '3 de 2 : -4 —x_+3y. =05

De 4 e'5 temos:x.=y.=2eC(2,2)
Substituindo-se as coordenadas de Cem ' 1 , tem-se
(-1 -224+@B—-22=r=r2=10.

Aequacdo é (x — 2)2 + (y — 2)2 = 10.

22 modo:

O centro equidista de A, B e C. Assim, ele pertence a
intersecdo das mediatrizes (o centro é o circuncentro
do tridngulo). Vamos determinar a intersecdo das
mediatrizes r e s de AB e BC, respectivamente:

m —7173——1 m =1
AT 3+ =m=
ponto médio de AB = (1, 1)

sry—-1=1-x—1)=y=x

{m *5+1:—3:>m52%

=

B 1-3
ponto médio de BC = (2, 2)
:>s:y—2=%'(x—2):>x—3y+4=0
y =X
X—3y+4=0"
O raio é a distancia de (2, 2) a A, por exemplo:
r=4Q2+ 12+ (3 -2 =410;2=10
A equacao pedida é (x — 2)2 + (y — 2)2 =10

Resolvendo o sistema{ obtemos (2, 2).

2 6 1
b)D=|-1 0 1 |=0;A BeCestdo alinhados e
-3 —4 1

ndo ha circunferéncia que passa por eles.

16. yk
(90,120)
(0,120)
60
36 (C) 36
o/
60
0 o1 %
36,5, (90,0)

Temos: 90 — 18 = 72

72 =2 =36
C(45, 60)
a) O(0, 0) e C(45, 60)
_60-0 _4
M=45-0 3
y—0=£'(x—0)4:>4x—3y=

b) C(45,60)er=9
(x — 45)? + (y — 60)? = 81

17.a)%=1=>A=B¢O;C=O,‘xc=5,‘yc=1;
r:j(—10)2+(—2)2—4.1 17 _
41
Ocentroé (5 1) er=3.
B
b)K=1:>A=B¢O;C=0;XC=—6;yC=6;
2 — 2 . .
r=j12+( 12)-14 173 _ 7
Como r? < 0, néo se verifica a quinta condicdo e ndo
é equacao de circunferéncia.

c)%:1:>A:B#O;C:0;XC:—1;yC:—3e

2 2 . .
r:N/%:«MO_Ocentroé(—t—3).

3




d) % = % = A # B e ndo é equacao de circunferéncia.
e) % = 3 = A # B e ndo é equagao de circunferéncia.
f)%=1=>A=B¢O;C=O;xc=—2;yc=2;

r:j42+(—4)2—4~1-(—17):5

41
O centro é (—2, 2).

g)%:1:>A:B¢0;C:O;XC:1O;yC:Oe
(=202 + 02— 4-
4 . ’|2
h) A equacédo equivale a (x — 1)2 + (y + 3)> = =3, que
nao representa a equacao de circunferéncia.

1-99

r= =1.0centroé(10, 0).

18.a) * +y» —6y + 9 =9= % +(y -3 =9=>
= (C(0,3)er=3

2 - =4 _
b)XC:7?:71,%_7_72:@71,*2)
2 — . o (—
r:j2+42 411 _ 5
41
—4 o 6 _
C)XC:7722,yc_—7_73=>c(2,73)
r:J(—AL)ZJF62—4-1-4:3
41
d) 12 modo:
16 -32
— -6 gy - 32 g -4
X 2.2 e 2.2 §=C(-4,8)
r:j162+(—32)2—4~2-134:1—13
4.2
22 modo:

2% + 2y + 16x — 32y + 134 =0 =
=S>x+y+8—16y+67=0=
=S>xX+8+16+y —16y+64=—-67+16+64=
= (x+4?2+(y—82=13C-48er=413

19.a)x2+y2+2x—4y=—%:>
:>x2+2x+1+y2—4y+4:—%+1+4:>
=S+ 12+ (y—2)?2=
by’ -8+ 16+y +4y+4=9=
=>x+y —8+4y+11=0
25 81 _ _3 .25 81

N =

2B+ 24y -y + =2 4224 0
c) x2 — 5x 2 Y 9y ) > 7 i
5Y 9y
—=| +|ly—=| =25
=(-3) +b-3)
d)x2+2x+1+y2+4y+4—%=0:>
19 _

=>x+y +2x+ 4y + 7

20. a) O raio é a distancia do ponto (0, 0) ao centro
(=1, —4), queér:m:m
Aequacdo é: (x + 1)2 + (y + 4)? = («/17)2 =
=>x+y+2x+8y =0
b) O raio é o mesmo do item anterior: 4 17 . A equacao é:
x—02+(y—02=W17)=>x+y —17=0

Resolug¢do dos exercicios

EN

21, Como x_= = 2, o centro é (1, 2).

NI\

:’]eyC:

21NN

A distancia é ¥4 — 12+ (6 — 2)? = 5.

D

22. 12 modo:
X2+ y2—2x+ 10y —k+28=0
Analisando as condicdes:

19A=B =1
29C=0

339)D? + E2 — 4AF > 0 =
=(=2?+102-4-1-(-k+28)>0=
=104 -112+4k>0=k>2, comk R

22 modo:

Completando quadrados, temos:

X —2Xx+1+y +10y+25=1+25+k—28=

=Kx—-12+(y+52=k—-2

Como o 22 membro da igualdade representa o quadrado

da medida do raio, isto é, r? = k — 2, devemos ter:

k—=2>0=k>2

23. A=B=1,C=0;
D2+E2—4-A-F=6+142—4-1-k>0=k<58
O maior valor inteiro de k é 57.

24. O centro da primeira é (=2, 1); o da segunda, como

B A ici
X =5 €Y 2,e(2, 2>.Ocoef|C|enteanguIarda reta
1_% 1 1
¢ —=—=——eaequacioéy — 1 = ——(x+ 2) ou
1 5
2
X+ 5y —3=0.

25. O centro da primeira é (3, 0); o da segunda, como
x.=—1ey.=3,é(-1,3). Adistancia 632+ 42 =5,

26. O centro da primeira é x. = — % ey.=3= (— % 3).
+ 2)
2

Odasegundaéx = —2ey_ = pt2 z(—Z, P
2
Se as circunferéncias sdo concéntricas, temos:

_ =2
= 4; 0 centro é (-2, 3).

b
2
+

=3

p+ 2

2

27, a) C(x., y) é o centrode &; 2x. —y. + 4 = 0 =
=Y. = 2%+ 4; Clx., 2x. + 4). Sejam A2, 2) e B(—1, 5):
:>dCA:dCB:>
= (x =22 +2x +4-2) =

=Jx + 1)+ 2x +4-5) =
=KX —2P+2x +2P =K+ 1)+ 2x —1)=
=>x=-1=y. =2,-1,2)
do, =4(=1-27+2-27 =49 =3
X+1)2+(y—22=9=x+y +2x—4y—-4=0

335
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Resolug¢do dos exercicios

b) y
—1},5)
DAy
/ \
(7 ’2) (517}
\ -2 /
0 X
T

28. a) Vamos obter a equacao reduzida da circunferéncia:
XX+y =8 +4y+11=0=
> -8+B+y+4y+0+11=0+0+0O=
S5 -8+16+y +4dy+4=16+4—-11=9=
=S (X—42+ (y+ 2)? =32

Fazendoy = —2:
x—4)?=32=x—4=213=x=1(ndo convém)
oux=7

(7-4r2+y+22=9=y=-2,
e 0 ponto de maior abscissa é (7, —2).
y figura 1

b)x +6x+9+y -4y +4+12-13=0=
SKX+32+—22=1.
Ocentroé(—3,2)eoraioé 1. Fazendo-sey = 1, tem-se
X = —3 = o pontoé (-3, 1).

figura 2

o
[4

A diagonal do quadrado coincide com o didametro da
circunferéncia, ou seja, 2r.

Comor = «/ﬁ a diagonal é 2432

De d? = €2 + €2, tem-se £ = 8 e 0 perimetro é de 32 u.c.

30. a) Como a escala éde 1: 20000, temos:

1 cm sistema — 20000 cm reais

=x=40cm
X — 800000 cm reais
%/_/

=8km

Assim, o raio da circunferéncia medird 40 cm e sua
equagdo é x2 + y> = 1600
b) A érea pedida é it - (40 cm)? = 16001 cm?

31 A(2,2: (2427 +Q2+12-9=0=>
= A pertence a A.
B(—5, 1):(-5+22+(1+12—-9=4>0=
= B é externo a A.
D(=1,2):(=1+27+ @2+ 17 —-9>0=Déexternoa .
EQ,1):(0+22+(1+1)?2—-9=—-1<0=Eéinternoal.
F(=5 —1):(-5+22+(-1+172-9=0=

= F pertence a /.

32, A(=1,2):(=1)?+22-6-(-1)+8-2=27>0=>
= A éexterno a A.
B(3,6):3+6°-6-3+8:-6=75>0=
= B é externo a A.
0(0,0:02+02-6:-0+8:-0=0=0€ i
D(—=1,—4): (=12 + (=42 —6-(=1)+8 - (—4) =
=-9<0=DéinternoaA.
E3,0):32+02-6:-3+8:-0=-9<0=
= E éinterno a A.

33. Se (3, —3) pertence a circunferéncia, entao:
33+ (-37-2-3-4-(-3)+k=0=k=—24

34. Se a circunferéncia contém o ponto, entao
a) (—32+k+12-(-3)+4k+15=0=
=k=2o0ouk=-6

b) .x+12x+36+y +4y+4=-15+36+4=
=X+62+(y+2?2=25
Os vértices do triangulo sdo: (=6, —2),
(—3,2)e(—3, —6).

item a

A d4rea do triangulo é
b

=8é3u.a.:12u.a.

35, Substituindo-se as coordenadas do ponto no 12 membro
da equacdo da circunferéncia e efetuando as operacoes,
devemos ter um numero real negativo. Entdo:

(=32 +p?+2(-3)—-6p+5<0=
SpP-6p+8<0=>2<p<4

36. Se p nédo é interno, ou é externo ou pertence a circun-
feréncia. Logo, (=1 +p? =7 (=1)+2p—-11=0=>
>p’+2p—-3=20=p=<-3oup=1.



37. Se (m, 0) é externo a circunferéncia, entao

m+02-4m+5-0-5>0=m*-4m—-5>0=>

>m<—-1Toum>5.

38.PP =(—1 +372+ (4 +27=+4+36 =210 =
=2r=2J10 > r=410

O ponto médio de PP' é o centro C de A:

—1+(=3) 4+ (=2

< i ) (=2, 1)

X +22+(y—1)?=

deg=(=2+ 27 + (1 - —3<«/_:>Qe|nternoak

r

a)Ocentroce<%' %
kYo fy k) -
W [FE-E-

=—>7:>Oeexternoak

e o0 raio mede L

2
= % :%>%:>Péextemoak
k
d)SeJaQO,T.

Assim, Q pertence a L.

40, Seja f(x, y) = x?

equacado da circunferéncia de centro na origem e raio

+ y? — 1.Tem-se que f(x, y) = 0 é a

unitario.

a)to conjunto dos pontos da circunferéncia reunido
com os pontos interiores a ela.

b) E o conjunto dos pontos interiores & circunferéncia.

c) E o conjunto dos pontos da circunferéncia reunido
com os pontos exteriores a ela.

d) E o conjunto dos pontos exteriores a circunferéncia.

Resolug¢do dos exercicios

Graficamente, tem-se:

a) y
1
_1/\1
N,
b) y
b
—1:'l \\‘:1
i
c) y
1
vdh
kJ1 X
=1l
d)

41. a) f(x, y) =X +y +4x—2y+ 1 =(x+2?+({y—1)?—4,
e f(x, y) = 0 representa uma circunferéncia de centro
(=2, 1) eraio de medida 2.
b) f(x, y)
f(x, y) = 0 representa uma circunferéncia de centro
(1, —2) e raio de medida 2.

=X +y=2x+ 4y +1=(x-12+{y +2) -

o fx,y)=x+y+2x—4dy+1=Kx+12+y—2)?—4,
f(x, y) = 0 representa uma circunferéncia de centro
(—1, 2) e raio de medida 2.

d) fix,y)=x+y —4x—2y+1=Kx—-2P+y—1)?—-4,
f(x, y) = 0 representa uma circunferéncia de centro
(2, 1) e raio de medida 2.

Graficamente, os conjuntos solugdes sao:

a) y

337



338

d)

42. a)

b)

Resolug¢do dos exercicios

x? +y?> —4 >0 éo conjunto dos pontos exteriores
a circunferéncia de centro (0, 0) e raio de medida 2.
x? 4+ y> — 9 =< 0 é o conjunto dos pontos interiores e
pertencentes a circunferéncia de centro (0, 0) e raio

X +yr>4

XX+yr<9

de medida 3.
Os pontos que satisfazem o sistema {

pertencem a coroa circular destacada na figura.

X2+ y> — 2 = 0 é o conjunto dos pontos exteriores e
pertencentes a circunferéncia de centro (0, 0) e raio J2.
X2 +y? — 4 < 0 é o conjunto dos pontos interiores
a circunferéncia de centro (0, 0) e raio de medida 2.
) ) X2 +yr=2

Os pontos que satisfazem o sistema , 5
Xt +y <4

pertencem a coroa circular destacada na figura.

43. (x — 1)? + y> — 4 < 0 é o conjunto dos pontos interiores
a circunferéncia de centro (1, 0) e raio de medida 2.
X2+ (y — 1)> — 4 = 0 é o conjunto dos pontos exteriores
e pertencentes a circunferéncia de centro (0, 1) e raio

de medida 2. {(x—1)2+y2<4

X+(y—12=4
pertencem a regido destacada na figura.

Os pontos que satisfazem o sistema

44, a) As circunferéncias tém raio de medida 2 e centros
(=1, e, =1).
As equacbes sao, respectivamente, (x + 1) + (y — 1)? =
=41 ex=12+y+1)2=42.
Os pontos do conjunto assinalado pertencem as cir-
cunferéncias ‘1 e 2, simultaneamente, e também
pertencem aos interiores de 1 e "2, isto é, sdo
solucdes do sistema:

X+ 12+ (y—-12<4

{(x— MW+y+12<4

b) As circunferéncias tém raio de medida 2 e centros
(0,0)e(3,0).
Suas equagoes sdo, respectivamente, x> + y?> = 4 ' 1
ex—32+y =4 2.
Os pontos do conjunto assinalado sao exteriores ou per-
tencentes a circunferéncia ' 1 einteriores ou pertencen-
tes a circunferéncia ' 2 ; assim, s&o solucdes do sistema:

XXty =4

{(x—3)2+y2$4

¢) Acircunferéncia tem centro O e raio de medida 2, e sua
equagdo éx? + y2 = 4. Areta é o conjunto dos pontos
do plano cuja abscissa satisfaz a equacdo: x — 1 = 0=
=x=1.
Os pontos do conjunto assinalado sdo interiores ou
pertencentes a circunferéncia e também localizam-se a
direita da reta vertical ou pertencem a ela. S&o solucdes
do sistema:

XX +y <4
x=1

d) A circunferéncia tem centro (1, 0) e raio de medida 2
e suaequacdo é (x — 1)? +y? = 4. Areta é o conjunto
dos pontos do plano que tém ordenaday = 1.

Os pontos do conjunto assinalado séo interiores ou

pertencentes a circunferéncia e também localizam-se

abaixo ou pertencem a reta horizontal. Sdo solucoes
_ {(x—1)2+y2s4

do sistema:

y<1



45. A reta de equacdo y =

tos (0, —2) e (% O).

3x — 2 corta 0s eixos nos pon-

Como o ponto (0, 0) satisfaz

a inequacdo 3x —y — 2 < 0, o conjunto solucdo dessa

inequacédo ¢ a unido do
(0, 0) com a reta dada.

semiplano que contém o ponto

A circunferéncia tem centro (0, 0) e raio de medida 1.
A solucdo da inequacédo é o conjunto dos pontos inte-
riores e pertencentes a circunferéncia.

A intersecdo é a regiao

sombreada na figura.

46.x + y = 2 é a equacao

de uma reta que corta os eixos

nos pontos A(0, 2) e B(2, 0).
X2 + y*> = 4 é a equacdo da circunferéncia de centro

(0, 0) e raio de medida

2.

a) Como (0, 0) satisfaz a inequacdo x + y < 2, a solucéo
da inequacéo é a reunido do semiplano que contém

a origem com a reta

dada.

A solugdo de x> + y? < 4 é a circunferéncia e seus

pontos interiores.

A intersecdo é mostrada na figura.

y

<

PASE

A drea pedida é igual a:

3 da area do circulo + &rea AAOB, isto é:

4

3. 5,22
(4TE2+ >

)u.a. = (3n + 2)u.a.

b) Como (0, 0) nédo satisfaz a inequacdo x +y = 2, a

origem nao estd no conjunto solucdo da inequacao;
a solucdo é o semiplano que ndo contém a origem,
reunido com os pontos da reta.

A solucdo de x? + y? < 4 é a circunferéncia e seus
pontos interiores.

Aintersecao é o segmento circular mostrado na figura
a seguir.

47.

Resolug¢do dos exercicios

0 \2

A érea do segmento circular é igual a diferenca entre
a area do setor e a area do triangulo:
A:%-n-zz—%ﬁA:(n—Z)u.a.

Se o edificio E(x, y) deve ser equidistante da escola (E)
e do posto (P) de salide, E deve pertencer a mediatriz
de PE,em que E(—4, 0) e P(0, —6):

Ay _ =6-0__3 -2
mpE AX 0 + 4 2 = mediatriz 3
O ponto médio deﬁé(#, 02;6> =(-2,-3)
2

Equacgdo da mediatriz:y + 3 = 3 x+2)=
=3y+9=2x+4=2x—-3y—-5=0 '*

A distancia de E a origem (praca central) deve va-
riar de 2 a 4 quilémetros, isto é, E deve pertencer
a coroa circular limitada por duas circunferéncias
concéntricas de centro na origem, uma com raio
de medida 2 km e outra com raio de medida 4 km.
Os pontos (x, y) que satisfazem essa condicdo sao
solucbes da desigualdade: X2 + y? = 22 e x2 + y? < 42,
istoé, 4=<x>+y’<16. **

Alintersecdo de '* e ** corresponde aos pontos que
pertencem, simultaneamente, a coroa circular descrita
por *% e a mediatriz descrita por ‘* :

y
xt+Hy’ =4 |4 2+y{=)16
Nt | M N
2 e
/1 1 A
2scola pracal | N
-4 =2 4 X
\ /
=2
N L
14
6 posto de
aude

48.a) y=x=>X + X+ 2Xx—=2x+1=0=2¢+1=0,

gue ndo possui raizes reais. Logo, r é externa a A.

b)y=x+1=>x+1)2+x+1-22=5=

= 2x? — 3 = 0, que tem duas raizes reais e distintas.
Logo, r e A sdo secantes.

Q) y=—X+2=xX+(—x+2?—4x—4(—x+2)+6=0=

= x> — 2x + 1 = 0, que tem uma Unica raiz real.
Logo, r e A sdo tangentes.

dy=2x-1=>x-32+2x—-1+1)2-16=0=

= 5x* — 6x — 7 = 0, que tem duas raizes reais e
distintas. Logo, r e A sdo secantes.



340 Resolug¢do dos exercicios

49.a)y = —X*+35

50.

51.

52.

53.

2
=2X=2X+2X?—4=0=>x=——=o0Ux=—
¥ 2 s s

Os pontos de intersecao sao L, A e _—2,_—4,‘
575 )\ T

a distancia entre eles é o comprimento da corda que os

e

4
2
o [Z3XH35Y S5 (=3x 35\ 0o,
4 4
=>x—-10x+25=0=x=5=y=5
O ponto de intersecdo é (5, 5).

X 3

:——+—

b) y > Ty
3Y X , 3

2+_L+_ — — -4+ = — =
:>x(22> 4x6(22) 12=0=>
=xX—-2x—15=0=>x=5ex= -3
Sex=5,entdoy = —1;sex = —3, entaoy = 3.

Os pontos de intersecdo sdo (5, —1) e (=3, 3).

x=1+t1
(9)
y=1-12

De ‘1 ,tem-set = x — 1, que, substituido em ‘2,
nosddy=1-x+1=y=-x+2=

=X+ (—x+22—-8x—-6(—x+2)+24=0=
= x> — 3x + 8 = 0, que ndo tem raizes reais; entdo
ndo ha pontos de intersecdo.

XXH+y —4x—6y—12=0=(x—2)?+(y—3)?=25
E a equacao da circunferéncia de centro (2, 3) e raio de
medida 5.

O ponto (1, 0) é interior a circunferéncia, pois
12+02-4-1-6-0-12<0. Dessa forma, qualquer
reta que passa pelo ponto intersecta a circunferéncia em
dois pontos; r é secante a circunferéncia.

XX +y2=4

2x—y+p=0=y=2x+p

XX+ 2x+p)P=4=5¢+4px+ (p>—4) =0
Devemos ter A = 0:

=16p’—4-5-(p°-4)=0=

= —4p2+80=0=p=+2{5

y=-x—-k=
=>x+(—x—k?-4x—-6(-x—-k -5=0=
=2x + 2(k + 1)x + (k2 + 6k = 5) =0
A=[2-kk+NDP—-4-2-(K +6k—05)=

4 (k2 =10k + 11)

a) Para que sejam tangentes, deve-seterA= 0=k = 1

ouk=-11.

b) Para que sejam secantes, deve-se ter A > 0 =

=-11<k<1.

c) Para que a reta seja externa a circunferéncia, deve-se

terA<O0O=k<—-11Touk>1.
2

b) A circunferéncia tem centro (—

= 25x2 — 140x + (324 + 16k
A = 19600 — 100(324 + 16k
a)A=0: -8 - k=0=k=—8(quesatisfaz '* )
b)A<0:-8-k<0=k> -8

54. a) Acircunferéncia de equacdox? +y> —6x—4y—7=0

tem centro C(3, 2) e raio ¥ 20. A distancia der a C
3+2-2+3
égzﬁ:%:ﬁ:ﬂ/—zo,

12+ 22 5
=[5
)eralo >

Entdo r e A sdo tangentes.
1

7 2T 3|
A distancia do centroar é =

N12+(=2)
9 5 - )
=——=> = Entdo, r é externa a A.
25 42 X

1

N|—
N =

il

) A circunferéncia tem centro C(3, 5) e raio+ 10. A dis-

) [3-3+5—4 10
tdnciade Caré = =410 =
32+ 12 410

= r. Entdo r e ). sdo tangentes.

d) A circunferéncia tem centro (12, —2) e raio 7.

|4-12 —3(=2) — 24| _
42 + (—3)2
=6 < 7. Entdo r e A sdo secantes.

A distancia do centroar é

e) A circunferéncia tem centro (0, 0) e raio > A distancia

0 - 2|
12+ 0

. 5 -
docentroaré =2< > Elas sao secantes.

55.a)y = —x+ 5= (x+ 1)+ (-x+5-27=16=

>xX=-2x—3=0=>x=3o0ux=—1
Sex=3,entdoy =2;sex = —1,entdoy = 6.

Os pontos de intersecdo séo (3, 2) e (=1, 6). O
comprimento da corda é a distancia entre eles:

JET=37+(6 -2 =42

b)y=3x=x—-32+(3x—-4)?-25=0=>

=10 —30x=0=x=0o0ux=3
Sex=0,entdoy = 0; sex = 3, entdoy = 3.

Os pontos de intersecdo séo (0, 0) e (3, 9). O compri-
mento da corda ¢ a distancia entre eles:

JB=02+(©9—-007 =3410

56.* +y - 2x+k=0=
S -2x+N+y=1-k=>Kx—-1)P2+y=1-k
assim, devemoster T —k>0=k<1'*

3x—4y—-18=0=y=

3x— 18

3x— 18
4

2
2+(—> - 2x+k=0=

=0

)
) = 1600(—8 — k)

Considerando '* : =8 <k < 1

A)A>0:-8—-k>0=k< -8

57. O centro da circunferéncia é (—m, 1). Como o centro
pertencear,entdo2 - (—m)+3-1—-1=0=m=1.
O raio ¢ Y200 = 1042 e o didmetro é 2042



58. A circunferéncia tem centro (4, 2). A reta r tem coeficiente
angular —1. Areta perpendicular a r pelo centro da circun-
feréncia tem coeficiente angular 1 eequacdoy =x — 2 =
SX—4P2+x-2-22=9=2x%—-16x+23=0=

:>x:4+iex:4—i.0maispréximoda reta é

7z 5]
. 3 3
o de abscissa menor: x =4 - —=y =2 — —=—
Z TR
. 3 3
O ponto e<4 -— 2 - —)
7
y y=x-2

-1 -2 2\: X
3 3
4 — —2 - —
(%3

—11\
Xx+y+11=0

59, A circunferéncia tem centro (—2, —1) e raio de medida 4.

-3
/x
-1
“1-5
60.ny=x+2;, L +y —4x—-2y+a=0=
=>xX—4dx+4+y—-2y+1=—-a+4+1=5-a>0=
=a<5 %

XX+ x+2)2—4x—-2x+2)+a=0=
=2x*—-2x+a=0

Da figura temos:
A(—2, 3); a reta horizon-
tal que passa por A tem

equacaoy — 3 =0;
B(—-2,
zontal que passa por B

—5); a reta hori-

tem equacaoy + 5 = 0.

A=4—-8a=0=>as=s *%

1
2
Fazendo '* N ** obtém-sea < %
O maior valorde a é 1?
61. ° Aequacdo dacircunferéncia é (x — 12 + (y — 2> =r> ' *
* Comoaretas:5x + 12y + 10 = 0 é tangente a
circunferéncia, temos: dC,s =r=
L As-1+12- 24100 - 13914

5+ 122 13

Em % ,seque:(x — 1)+ (y—2)?=9

62. a) A equacdo da circunferéncia é
X—=22+(y—1)72=4> *
* Areta passa por (0, —4) e (2, 0); sua equacao é:
2x—y—4=0=>y=2x—4

Resolug¢do dos exercicios

Substituindo em “* , temos:
x—22+(2x—5?2?=16=5x%—-24x+13=0=

2822479 124479
10 5
A abscissa de P é 12+T ‘79:

y:2<12+J79)_4:4+2479
5 5

., 16+ 3479

A soma pedida é %

b) Uma reta s paralela a 2x — y — 4 = 0 tem equacao
s:2x—y+c=0*,emqueCeR.
Como s é tangente a circunferéncia, temos:

dcentro,s: r C(Z, 1)E‘r=3
2:2-1-1+| I3 + |
=3 =3=
Z+ (17 75

=13+cd=35=
3+c=3V5=>c=3y5-3=3-(5 - 1)
= ou
3+c=-35=c=-35-3=3-(-5-1)
Assim, em ' * | as equagdes procuradas sdo:
2x—y+3-(«/§—1)=0e
x—-y+3-(-¥5 -1)=0
63. A partir da equacao da circunferéncia, vamos completar
quadrados para obter os dados de centro e raio:
XX+y +5x+4y+k=0=

:>x2+5x+%TS+y2+4y+4=—k+ZTS+4=

:ﬂ_k:rZ*
4
, 5\ 41
+=) +(y+22="—
Istoe,(x 2) (y+2) 7 k
5

Os pontos do eixo das abscissas pelos quais passa a
circunferéncia possuem abscissas cuja diferenca em
modulo vale 3. Além disso, sdo simétricos em relacdo a

retax = ——g . Dessa forma, um dos pontos tem abscissa
5 3 . 5 3
——2 - —2 = —4 e 0 outro tem abscissa ——2 + —2 =

= —1, isto é, a circunferéncia passa por (—4, 0) e (—1, 0).
Logo, seu raio mede:

e s

Por *:%—kz%z}«k=4

64. A circunferéncia tem centro (2, 3) e raio de medida 5.

a) As retas tangentes horizontais devem passar pelos
pontos da circunferéncia de maior e menor ordena-
da, que sdo (2, 8) e (2, —2), respectivamente. Suas
equagbessaoy + 2 =0ey —8=0.

b) As retas tangentes verticais devem passar pelos pontos
da circunferéncia de maior e menor abscissa, que sdo
(7, 3) e (=3, 3), respectivamente. Suas equacoes sao
x—7=0ex+3=0.

341



342 Resolugdo dos exercicios

Q)3x—4dy=0=y=x= m = 3 67. O centro da circunferéncia é C(2, 0) e o raio mede 4.
4 4 4 O coeficiente angular da reta ¢ V3 e sua equacio ¢ da
As tangentes tém coeficiente angular — 3 e sdo da formay = Bx+c=3x— y+c=0.
formay = — %x +noudx+3y+c=0 A distancia das retas ao centro é 4.
fy s as d=|ﬁ‘2;1'O+C|=4:C=*Z«/§i8
d-= C|=5:>c=—420uc=8 W3+ =1y
N4+ 32 As retas pedidas tém equacoes:
Asequacbessaodx +3y —42=0e 4x+3y+8=0. V3x—y—23 +8=0e43x—y—-2V3 —-8=0
65. Se duas retas tangentes a uma circunferéncia sao para- | 68,
lelas entre si, a distancia entre elas é igual a medida do y s
didmetro dessa circunferéncia. C r
G G
I
N
d /!
1 4 x

Areta r tem coeficiente angular 1; a reta t, perpendicular

a ela em P(4, 4), tem coeficiente angular —1.
Simplificando e completando os quadrados: @, 4) 9

Aequacdodetéy—4=—-1-x—4)=x+y—8=0.
4% + 4y — 4x — 20y — 15=0= duac y (= 4) y

O centro da circunferéncia é o ponto de intersecdo de s

:>x2—><+i-i-y2 5y+ézﬁ+i+§:> y = 3x
4 4 4 4 4 et e é solucdo do sistema =
x+y—8=0
_1_> <y_g)2 _ 41 =x=2ey=6eC?,6).
2 2 4 A medida do raio é a distancia de C a P, ou seja,
:L — 27 J6—42+(2—4) =8. Aequacio de A &:

x =2 +(y—67=

66. ). passa por (3, 0) e (5, 0) = x. = 4; C(4,y,) 69. Do <istern 1% +y2 = 100
k étangenteay + 10 = 0 = X passa por (4, —10) * 2 X2+y2—12x— 12y +68=0
dc =d. 10 = Substituindo-se '1 em 2 , tem-sey = 14 —x 3 .
_ _ 2 — Y] 2
(3 4)99 (yC O) (@-4°+ (yC + 10) = Substituindo-se '3 em 1 ,tem-sex’? + (14 —x)> =100 =
:>yC:_2—O =x - 14x+48=0=x=8oux=6.
99 101 Em 3 ,sex=8,entdoy = 6;sex =6, entdoy = 8. Os
=[-10 7(7 20)‘ >0 pontos sao (8, 6) e (6, 8).
. ’ . T xX+y—2x—3=0
Dai, &: (x — 4)2 + (y + —9 = (M> , ou ainda: 70. Do sistema y X , subtraindo-se
20 20 2 X4y +2x—4y+1=0
1 de'2 ,tem-sey=x+1 3.
<X74>2+( +ﬂ> _ 10201
20 400 Substituindo-se '3 em 1 , tem-se
y X+ X+1)2—2x—3=0=>x=1=x=1oux=—1.
0 4 Sex=1,entdoy = 2;sex = —1,entaoy = 0.
3.5 X Os pontos séo (1, 2) e (=1, 0).
71. a) ), tem centro C (0, 0) e raio de medida 4.
_%.. . A, tem centro C,(—3, 2) e raio de medida 3.
lzz (
' r + r,=17
\IT Como C,C, <r, +r,, elas ndo sao exteriores nem se
10 tangenciam exteriormente.




Comor, —r,=1eCC, >r —r, elas ndo se tan-
genciam interiormente e uma ndo é interna a outra.
Por excluséo, elas sdo secantes.

b) ’, tem centro C,(0, 0) e raio de medida {18 = 342
A, tem centro C,(—10, 5) e raio de medida 1.
C,C, =+(=100 + 52 = 5{5
rtrn=1+ 32
Como C,C, >r, + r,, elas séo exteriores.
c) A, tem centro C,(2, 3) e raio de medida 1.
A, tem centro C,(—2, 6) e raio de medida 4.
GG =+(=2-2+(6-37 =5

r,+r,=5
Como C,C, =1, + r,, elas se tangenciam exterior-
mente.

d) %, tem centro C,(0, 0) e raio de medida 9.
A, tem centro C,(3, —4) e raio de medida 4.
CC =+3+(-4)7 =5
r,+r,=13
Como C,C, <, + r,, elas ndo sdo exteriores nem se
tangenciam exteriormente.
Comor, —r, =5 = CC, elas se tangenciam inte-
riormente.

72, A circunferéncia de equacdo x> +y2 + 4x — 6y —3 =10

tem centro C,(—2, 3) e raio de medida 4.

Seja A a circunferéncia procurada:

Mx=2P2+y+1)2=r5C02, -1)

* ) pode ser tangente exterior a circunferéncia dada.
CC, =4 +4 =42
Como r+r= C1Cz' temos: 4 + r,= 4«/7 =
=71, = 4-(«/7— 1)eaequagéodeké:
k=22 +y+12=(a-(2 1)) =
Sx-22+y+12=16-(2 —1)

* ) pode ser tangente interior a circunferéncia dada.
Nesse caso, C,C, = Ir, = rl= 14 - 1| =42 >
:>4—r2=4«/70u4—r2=—4«/7
[ =4-42 <Oour,=4+42 =4-(2 +1)

(ndo serve)
Nesse caso, a equacdo de A é:
hix =22+ (y+ 12 =16-(2 +1)

Resolug¢do dos exercicios

P Desafio
a) A(—6, 15) e B(3, 3)
d,=+(=6—-372+ (15 -3)? =481 + 144 = 15
Como a escala éde 1:20000, a distancia real entre A
eBé15- (20000 m) = 300000 m = 300 km
b) P deve pertencer ao circulo de centro em A(—6, 15)

e raio de medida 10 m (pois, como a distancia real
maxima é 200 km = 200000 m = 10 m no sistema
cartesiano representado).
Assim, um ponto P(x, y) “sente” o efeito do missil se
(x +6)>+ (y—152=<100
c) No sistema representado, a area afetada é a &rea de um
circulo de raio 10 m, a saber, - (10 m)? = 100 © m?
d) A reta r que passa por (=6, 9) e (0, 12) tem equacao
rrx—2y+24=0.
Aretas, perpendicular a r por A tem coeficiente angu-
larm = —2;y = —2x+ n; como (-6, 15) € s, temos:
15=-2-(-6)+n=>n=3=s:y=—-2x+3
Determinemos r N's = {P}

{x—2y+24=0

y=-2x+3
- 18 51 (18 51
5 Y775 5

- B
5 5 25 5
(Distancia entre A e P no sistema cartesiano repre-
sentado.)

Usando~'5 = 2,24, temos: d,, = 5,376 m; a distancia
real é (5,376 m) - 20000 = 107520 m = 107, 52 km.
O nUmero inteiro mais préoximo é 108.

CAPITULO

P Exercicios

1. a)a=13;b=5

X2 y2_1

169 25
b)b=6;c=8a=Db>+c =36+ 64 =100

S

100 36
b=5c=12,a2=b2+ =25+ 144 =169

2

Yo X

169 25

2, a)?=a2—b?=169—-25=144=c=12
Os focos sdo: (—12, 0) e (12, 0).
b) (-8, 0) e (8, 0).
c) (0, =12) e (0, 12).

343
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3.

4-

5.

6.

7.

9.

Resolug¢do dos exercicios

2
2a = PF, + PF, :J242 (257> +J02+<2?7> -
123
s 5 —30 entdoa = 15.
b? = a2 — 2 =225— 144 =81, entdo b = 9.
2
X+ Y -
81
- o X y? -
A equacao reduzida é 3 + 5 = 1, entdo:
a?=6=a=+6eb2=2=b=42
gd=a-b=6-2=4=c=2
Distancia focal: 2c = 4

Equacéo da elipse:

< 2 A6
Excentricidade: e = 5 ——E =—3
F,=(0,2)ec=2;FF, COy
2
A equacao reduzida é g— + y_ 1.

Temos o sistema:
a—-—br=c=4

2 62
# + (Ja—z) = 1 (pois P esta na elipse)
E, dai, temos: a> = 8 e b? = 4.
Entao, 2 + L — 1
nao,4 g
b—32c—4:>c=2.Dai:a2=b2+c2=9+4=13
Yy
=
13 9
2
9x2+16y—4:>9—x+4y XTZ+yT=1
9 4
oA 17 AT
¢ R TR
7 7
Os focos sao: £,O e£,0.
6 6
yZ
x2+2y—4:>4+7—1:>a2—4eb2=2:>

sa=2eb=y2=3=a’-b=4-
Os focos sdo (—2, 0) e (2, 0).

Bz

2=2ec=ﬁ.

V2

-2 _‘/5

WCOy
A'soma PF, + PF, é igual a medida do eixo maior, isto &,
2a=8=a=4
2c=2=c=1
bz—a27c2—1671=15
Yy

15 16

11. 3a) C3,0);a=3;b =

10. ﬁ C Ox

Perimetro: (BF, + BF,) + F,F, = 2a + 2c
Comoa = 3 ec= 2, obtemos o perimetro: 6 + 4 = 10.

1; FF, C Ox

12
(X_3)2 =1

9
b)C(4,4);b=5—4=1;2c=6—2:c=2;ﬁ//0x

a=b+c2=1+4=5

2
a
1

— 2 — 2
k-4 =47
5 1 _
ca=2b=1,C-2 3),FF, /Oy
2 — 2
(x+ 2) N (y —3) _ 1
1 4

12,a) ?=a? - =9-1=8=c=2J2

F(3-2v2,0)eF,3+2y2,0)
Ocd=a-h=4-1=3=c=43
F(=2,3++3)eF(-2,3-43)

13.

a=3b=2
x+32, y+2?7

9 4

14. Se ela tem centro em C(—2, —1) e passa por A(—=1, —1),

entdo b = 1; se passa por (—2, —3), entdo a = 2.

2 2

(x + 2) N (y+1)
1 4

=1

15.a=5ec=4=b*’=a’-c*=25-16=9

(x —2)? N (y—1)?

=1
9 25

16. O centro da elipse é (3, 2) e F,F, // Ox.

C=al—b?=169 — 144 =25=c=5
F3-52eF(3+5 2 =F(-22¢eF@8 2

17. a) a=3,c=5eb?=c?—-a?=25-9=16

X _Y _y

9 16
b)a=2c=4eb?=c-a?=16-4=12

y X

X
4 12



Resoluc&o dos exercicios 345

18. a) F (=5, 0) e F,(5, 0). 23.a) A(10-3,00=(7,0)=>2a=4=>a=2;2c=10=
b) F,(0, 4) e F,(0, —4). =c=5
19. 32=2;b?=7,2=a2+b?=9=c=3e2c=6; b2=c2—-a>=25—-4=21.0centro é(5, 0).
eixo real C Ox. (x — 5)2 y? _
y=i£x:y=ilx=i 14>< 4 21
a 2 2 b)C6,5):a=1c=2=bl=c—a=4—1=3
20.3a)? =12 =4 =a2+b*=16> (x—6)27(y—5)2:1
= c=4;F(0,4);F0, —4) 1 3
_c_ 4 _ 2 _23
a 23 4|3 3 24.a) (0,0)e (10, 0).
b) As assintotas tém equacaoy = izf Xx=y=+y3x b) (8, 5) e (4, 5).
y 25. Ocentroé(—1,—2);a?=13;p*=3==a2+ b2 =16=
= c = 4. Os focos sdo (—5, —2) e (3, —2).
Fw‘-4
y=—x+3 53 y=x+3 26.2=2:b2=47;2=a2+b*=49=c=7e2c=14
43
27. 3 =16, b?=20;?=a’+0b?=36=>c=6
— — —<_3
—2 YN 2 x €=7 73

O centro da hipérbole é (2, 0). O eixo real esta contido

no eixo das abscissas e mede 2a = 8; o eixo imaginario

F1— é paralelo ao eixo y e mede 2b = 445 a distancia entre
os focos é 2c = 12.

y
2 2
21.)\:x2—y2:1:XT—VT:1:>a:1;b:1;
e o eixo real est4 contido em Ox. F,(8,0)
2 ) o &
k‘:y27x2=1:nyXT=1=>a=1;b=1,‘ 0 2 6\ 8 x
e o eixo real estd contido em Oy.
Logo, elas ndo sdo coincidentes.
y N
' A 28.a) p=2ey? = 4x
T b)p=8ex*=16y.
c)p=10ex* = —20y.
S AN x )P y
29 2x2—7y=0:>x2=ﬂ:>2p=l:>p=l
' 2 2 4
X A diretriz € uma reta horizontal de equacdo y = f%.
NP/
y
1 Fo, Z
o)
0 X
- 0 X
‘ 7
8
22 3x2—y2=300:>x—2— v =1=
’ 100 300 o
—a2=100eb? = 300 30. Observe que 2p = 16 = p = 8. Se F esta a direita de
=a’+b?=400=c=20 V, entdo F(4, 0) e a diretriz é a reta vertical de equagéo

Os focos sdo F,(—20, 0) e F(20, 0). x = —4, ou seja, d: x + 4 = 0.
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Resolug¢do dos exercicios

31.a)2p = 16 = p = 8; V(0, 0); o foco F(—4, 0) estd a
esquerda de V. A diretriz é a reta vertical de equacdo
x—4=0

F-4,00 o [4 x

d

b)2p =2 = p = 1; V(0, 0); o foco F(O, 17) est4 aci-

ma de V. A diretriz é a reta horizontal de equacdo

1
+ Lo
yT5

X

1
y+t5=0

A2p=1=>p= %; V(0, 0); o foco (jT O) estd a

direita de V e a diretriz é a reta vertical da equacdo

1
J’__— i
X 4—0

32, Essa parabola tem equacao da forma: y> = 2px
Como ela passa por P(4, —7), temos:
49

(—7)2:2p'4:>2p=7

e a equacao é: y? =%x.
33.a)p=2,V(3,2) = (x—3)7 =4y - 2)
b)p=4=(x—1?=-8{-2)

A VB, 4;p=2=(y—4)?=4(x—3)

2
d) A equacéo é do tipo (x - %) =2p- (y + %) Como

(0, 0) pertence a parabola, tem-se p = % A equagdo
. 3\ 9
e (x 2) =y+ R

34. A equagdo (y + 3)* = 12(x — 2) éda forma (y — y,)* =
= 2p(x — 2), entdo o vértice é V(2, —3) e 0 parametro
ép=6.

Como o eixo de simetria da parabola é paralelo ao eixo
Ox, e o foco estd a direita de V (distando 3 unidades de
V), temos:

P - (5 —
F(2+7 73>—<5, 3)

35. Aequacdoy = —(x + 5)? equivalea (x + 5)? = —yeéda
forma (x — x,)* = 2ply — y,), entdo o vértice é V(—5, 0)

A . 1
e o parametro ép = 5
Como o eixo de simetria da parabola é paralelo ao eixo

Oy, e o foco esta abaixo de V distando% de V>, temos:
p 1
F={-50—-—=|=|-5 ——
(so-g)-(=-4)
P - p . _ 1
e a diretriz tem equacdoy = 0 + bX ouseja,y = e

36.y2 — 6y +9=7x=(y — 3)? = 7x
Essa equacao é da forma (y — y,)? = 2p(x — x,), entdo o

vértice é V(0, 3) e 0 pardmetro é p = %

37. O vértice é V(2, 0) e p = 8. A equacdo é (y — 0)? =
y =

=16-x—2)= 16 - (x — 2).
y
4 IK@,O)
-2 10 \2 4 6 X
dx+2=0

38. Os pontos pertencem a uma parabola de foco F(—2, —3)
e vértice V(—=2, 0). Como p = 6, sua equagao é:
x+22=-12-(y—0)=Kx+2)?=—12

y

d =3
3 y

Me

x+y=0=x=-y 1
39. Y y
XX+ y?—8y=0 2

Substituindo ‘1 em 2, temos: 2y? — 8y = 0 =
=(y=0ex=0ou(y=4ex=—4).

A parabola passa por (0, 0) e (=4, 4) e é simétrica em
relacdo ao eixo y. Temos que (0, 0) é o vértice da parabola
e sua equacao é do tipo x> = 2p - y.

Como (—4, 4) pertence a parabola, temos:

(=4 =2p-4=16=8p=p=2

A equacao procurada é x?> = 4y.



2 4y X Y
40,2)5¢ + 8y =102+ L =1=X + 2=
a) 5x y =3 S = 5

4

E uma elipse com centro C na origem, eixo maior

horizontal;a =2; b = /5. c= E

2 2

y

5

2

-2 F1 F2 2
X
-5
2

b) (9% — 36x) + (25y* + 50y) = 164 =
= (9%x? — 36x + 36) + (25y? + 50y + 25) =
=164+ 36+ 25=
=9(x—2)>+25(y + 1) =225

x=22 , b+ 17_

= +( 1

25 9
Euma elipse de centro C(2, —1), eixo maior horizontal;
a=5b=3c=4
y

c) (5x2 + 30x) + (—4y?> + 16y) = —49 =
= (5% + 30x + 45) — (4y* — 16y + 16) =
=—-49+45-16=
=5(x+3)2—4y—22=-20=
AT )
] 5 4
E uma hipérbole de centro C(—3, 2), eixo real paralelo
aOy;a=«/?,b=2,c=3.

1

d(y?—6y) +13=4x=>y —6by+9=4x—-4=
=y —-32=4x—-1)
E uma parabola de vértice (1, 3), diretriz vertical de
equacédo x = 0, foco (2, 3) e parametro p = 2.

€)X —4x—12y=32=x—4x+4=32+12y+4=
=Sx—=22=12-(y+3)
Euma parabola de vértice (2, —3), diretriz horizontal
de equacdoy = —6, p = 6, foco (2, 0).

f) 9 + 5y + 54x — 30y + 81 = 0=
= 9% + 54x + 5y — 30y = —-81 =
=29-R+6x+9 +5-(y—6y+9) =
=81 +81+45=9-(x+3)2+5-(y— 37 =45=

x+3)2  (y=3? _

= S + 9 =1

Resolug¢do dos exercicios

Elipse com centro C(—3, 3), eixo maior vertical; a? = 9 =
:>a:3;b2:5:>b:«/§ec2:9—5:4:>c:2;
F(=3, 1) eF,(=3,5).

: : |
-3-45 -3 -3+J5[0 x

2 —
6.7 =~ 1
X+ 52 =6 (2

Substituindo-se 1 em 2 ,tem-se:x* + 5x—6=0=
= X = — 6 (ndo serve pois, por (1 , devemos ter x = 0)
oux = 1.

Sex=1,y=x1=01,1e(, 1)

42 v —x2=1 1
¢ X2 +y2=9 2

Somando-se as duas equagdes, tem-se 5y = 10 = y2 = 2.
Substituindo-se em ' 2 , tem-se x* = 7.

Os pontos sao (N7, ¥2), W7, -+2), (-7, 42),
(47, ~2)
X+y —2x—4=0=>Kx—1)72+y*=5 (1

4 °
2x2—4x—y+2=0:>(x—1)2=%y 2
Substituindo-se 2 em 1 ,tem-se2y’+y—-10=0=
iy:—%(néoserveem 2 )ouy=2.

Sey=2,em 2 ,tem-sex=0oux = 2.
Elas tém dois pontos comuns: (0, 2) e (2, 2).

2 y?
O + 25y = 225 = 2 + 2 =1
73 72579
y =X 1
Substituindo-se '1 em 2 , tem-se
225 15
2= £42 =+ -2
X 34 20X~ F v
Os pontos de intersecdo sdo

(e B )

O comprimento da corda é

sy 8- %

X¥+y=10=y=10-x
45. =10 —-x*=10—x

x+y=10=y=10—x
=>xX—-x=0=x=0o0ux=1
Os pontos de intersecao séo (0, 10) e (1, 9). A distancia
entre eles é: (9 =102 + (1 - 0)? =+2.
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46, A equacdo da reta, que tem coeficiente angular:
0-8 =-2,éy—0=-2x—4)=>y=—-2x+38

4-0
y=-2x+38

Do sistema {y tem-sex? —5x+4 =0

=8x — 2x?

=>x=4oux=1.

Os pontos de intersecdo sdo A(4, 0) e B(1, 6).
O ponto médio de AB & (% 3.
. 5. 6-0_

O coeficiente de AB é T— 4" —2 e o da reta perpen-

. .
dicul laé—.

icular a ela &
A equacado da mediatriz é:

1 5

3= y=-= A+ T =
y—3 Z(X 2)=>2X 4 +7=0
{y =x+m 1

47, | X

L 2=

7ty 1 2
Substituindo-se '1 em 2 , tem-se:

5%2 + (8m)x + (4m?2 — 4) =0
Para que haja intersecdo das curvas, a equagao deve ter

raizes reais, ou seja:
A=0=>m-5<0=—+5 =m=+5

y=mx+ 2 1
48. V2 = 4x 5

Substituindo-se '1 em 2 , tem-se:
m2x? + 4(m — 1)x + 4 = 0, que, para ter solucao real,

deve satisfazerA=0=m < %

49. a) Temos:
* circunferéncia de equacédo: x* + y> = 9 ' 1
* hipérbole com centro na origem, eixo real horizontal

coma=2;2c= 2«/—:>c—«/—
Dai: cz—a2+b22:>5—4+b2 =b=1

2
Equacéo: XZ - yT =12

De 1 ,temos: x> =9 —y? *

Em: 2, obtemos—L yV=1sy=1=y==41

Sey=1,em * ,obtemos.x2=8:>x= + 242
Temos: A(242, 1) e B(-242, 1)
Sey=—1,em %, temos: X2 = 8 = x = £242

Temos: D(242, —1) e c(—242, —1)

b) As assintotas da hipérbole tém equacdo y = i%x =
=y = i%x; P pertence a reta 'y = %x; sex=2>=

=y = 1(ordenada de P).

3
Substituindo na equacédo da circunferéncia, temos:

50.De3x —y+1=0,temos:3x¥ =y — 1 =x* =

y;1 Y —dy+3=0=37 - 11y+8=0=

:>y=1ouy=%

° Sey=1,em * obtemosx*=0=x=0;P (0, 1)

° :& * 2__ 4+ N . 5
Sey 3 em , obtemos x g X= 3
{5 8) < 5 8)
P2 Sep |22 =
2( 3357733

Portanto, sdo 3 pontos de intersecao.

» Desafio
Como med(POA) = 45°, temos x,

Como P pertence a elipse, temos:
x? x? , , % >0
00 + 55 =1=25=100=x=20—

X, >0

Z—=x =2y5 =y, =25
Dai P(Z«/—, 2«/?)
— @5V + (245) =20 + 20=420 =210
= d,, = 2410 milhdes de quilébmetros
Alternativa b.

=Y, P(x., x,)

CAPiTULO

5

P Exercicios

Estatistica basica

1. a)e= 14580 100 150
g=1,0-(030+032+02+0,16) = 0,02 =
=se+f+9g=032+0,2+0,02=0,54
b)j = 2%, k = 16% = 20% + 2% + 16% =

= 38%: 0,38 - 150 = 57
) d=030=h=30%ek=16%=h+k=46%
d)e=032;032-360° = 115°

3

2. a) 75% - 480 = i 480 = 360; 360 aprovam;

120 reprovam.

45

=0,32;f= =0,2;d= =0,30;

b) 17 - 360° = 90° e 360° — 90° = 270°

0,6-360=216
0,45-120=54"

c) Mulheres: { ;0 total é 270.

1360 —216 =144
aprovam ; a diferenca é 78.

Homens:{reprovam: 120 — 54 = 66"

3. a) 6200 — 2400 = 3800; a diferenca é 3800 litros por

segundo.

b) Por segundo: 6200 litros
Por hora: 60 - 60 - 6200 = 22320000
(22320000 litros)
Por dia: 24 - 22320000 = 535680000 = 5,3568 - 10°
(5,3568 - 108 litros)
Em 30 dias: 30 - 5,3568 - 108 = 1,60704 - 10" =
= 16,0704 - 10° (16,0704 - 10° litros); aproximada-
mente 16,1 bilhdes de litros de dgua.

¢) Grafico de linhas, pois os valores da variavel (volume
de 4gua economizado) variam no decorrer do tempo.



4.

5.

6.

a) Falsa; % de 33455 > 11000 > 9688

b) Verdadeira;

9688
9134
8288 1,09; 9% de aumento.

7620
Santa Catarina: 3292

2724

. 3043 _ o
Rio Grande do Sul: >873 1,06; 6% de aumento.
1627

—~ - 70
1522 1,07; 7% de aumento.

¢) Falsa; o aumento aproximado é de 20%.
d) Verdadeira; total da regido = 8288 + 3292 + 3043 =

~ 14623. Como 8288 > 14623
. 2

verdadeira.

e) Falsa; 1522 — 1093 = 429;
1627 — 1522 =105
O acréscimo, por ano, nao é constante. A taxa média
de variacdo de 2012-2013 é maior que o quadruplo
da taxa média no periodo 2013-2014.

Sao Paulo: = 1,06; 6% de aumento.

Parana:

1,2; 20% de aumento.

Minas Gerais:

, a afirmacdo é

a) 19,5% - 360° =

préoximo é 70.

b) Devemos calcular 58,3% de 22 700 000:
0,0583 - 22700000 = 13234100
c) Devemos calcular 57% de 6,1%:
0,57 - 0,061 = 0,035; o percentual pedido é 3,5%.
d) Devemos calcular 6,1% de 22 700000:
0,061 - 22700000 = 1384700
e) Com carteira assinada: 0,43 - 360° = 154,8°

Sem carteira assinada: 0,57 - 360° = 205,2°

A diferenca pedida é 205,2° — 154,8° = 50,4° =

= 50° 24

a) Embora a resposta seja pessoal, é preciso ficar atento

a alguns aspectos:

* Secada avido representasse 500 operacoes, terlamos,
para o aeroporto III, 27 avides (13500 + 500 =
= 27) para representar, 0 que ndo seria muito
recomendado, por se tratar de uma “grande”
quantidade de figuras.

* Se cada avido representasse 1000 operacdes,
terlamos, para o aeroporto V, 6,75 avides
(6750 + 1000 = 6,75). Embora seja possivel,

0,195 - 360° = 70,2° o inteiro mais

seria necessario representar% de um avido, o que

poderia gerar algumas dudvidas para o leitor.
* Se cada avido representasse 1500 operacdes,
terfamos:
I— 7500 + 1500 = 5 (5 avides)
II — 10500 + 1500 = 7 (7 avides)
III — 13500 + 1500 = 9 (9 avides)
IV — 4500 + 1500 = 3 (3 avides)
V — 6750 + 1500 = 4,5 (4,5 avides)
Tal "escala” parece indicada para fazer o picto-
grama.

7.

9.

Resolug¢do dos exercicios

aeroporto I i i}f ﬁ‘%}?‘%ﬁ‘

=l e e
=g =l

= b
== = = =

SETUP

aeroporto IT

aeroporto ITI

- i i

aeroporto IV

aeroporto v == == gl —gp— —g

b) * O numero total de operacdes dos cinco aeropor-
tos reunidos é:
7500 + 10500 + 13500 + 4500 + 6750 = 42750

10500
42750 0,2456

e a medida do angulo pedido é aproximadamente
0,2456 - 360° = 88,5°.

* O percentual do aeroporto II é

Na tabela foram feitos arredondamentos de até 4 casas
decimais.

349

a)
Taxa de a . T
. Frequéncia Frequéncia
mortalidade .
. . absoluta relativa
infantil
1013 8 0,2963 = 29,63%
1316 2 00741 =741%
1619 8 0,2963 = 29,63%
19k 22 6 0,2222 = 22,22%
2225 3 01111 =11,11%
Total 27 1,000 = 100%
P o
b) Porcentagem 29,63% 29,63% §
22,22%
11,11%
7.41%
0 13 16 19 22 25 Taxade

mortalidade

a) Regido P: 4,5 - 1500000 = 6750000
Regido Q: 7 - 1500000 = 10500000

. ., 6750000
b) A densidade de P é 135000 =50

(50 habitantes por km?).

a) Muito insatisfeito: 0,08 - 360° = 28,8° = 28° 48'
Insatisfeito: 0,32 - 360° = 115,2° = 115° 12
Satisfeito: 0,35 - 360° = 126°
Muito satisfeito: 0,25 - 360° = 90°
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b) 0,35 - 1800 = 630
c) Consumidores insatisfeitos: 0,32 - 1800 = 576

5
—-576 = 240
12

240 _ 2. 2 o 4 o. o
1800 _ 15 1% de 360° é igual a 48° o acréscimo

seria de 48°.

10. 2013
* Valor salarial para a categoria Ensino Superior:
12,5% - 400000 = 0,125 - 400000 = 50000; como
havia 10 funcioggr(i)c())s, o salario-base, em reais, dessa
ST = 5000.
* Valor salarial para a categoria Ensino Médio:
75% - 400000 = 0,75 - 400000 = 300000; como

havia 150 funcionarios, o salario-base, em reais, dessa

categoria era 300000 _ 2000.

150
* Valor salarial para a categoria Ensino Fundamental:

como 400000 — 50000 — 300000 = 50000 e, como
havia 50 funciondrios nessa categoria, o salario-base,

categoria era

em reais, era 20000 _ 1000.
50
2014
Vamos calcular os valores, em reais, da nova folha de
pagamento:

* Ensino Superior: 5000 - 20 = 100000

* Ensino Médio: 2000 - 180 = 360000

* Ensino Fundamental: 1000 - 70 = 70000
Temos: 100000 + 360000 + 70000 = 530000
Como os custos permanecem constantes, o fatura-
mento da empresa deverd aumentar em 130000 reais
(530000 — 400000 = 130000).

Alternativa b.

11. Seja x 0 nimero de consumidores entrevistados.
120° _ 1 1 ,
360° 3 segue que 3 de x possui cel_ular
com plano pds-pago e o percentual pedido é 33,3%.

a) Como

b) * NUmero de consumidores com plano pré-pago: 2x

3
/2" _ 1 5 namero
360° 5
de consumidores que possuem plano pré-pago e
ndo acessam a internet é 1.2 _ A. Como
5 5 3 15

15 = 0,1333..., segue que o percentual pedido
é13,3%.
y23+20+22+21+28+20 _134
6 6
2:7+2-8+6-9_ 84
b ==—=84
) 10 10 8
4-01+2-02 _08
2 6 6
4+2-45+3-5+55+65_ 40 _
9 g =8 -

* Como 360° —288° =72

12. a

=22,33...

=0,133...

5

e)3

13. 36270 + (54 — 36) - 360 _ 36 -270 + 18 - 360 _

54 54
_ 9720+ 6480 _ 16200 _ .
= 2 o2 300 (300 reais)
14.a+8+2a+9+(a+1):68:>18+4a:34=>
3 ,
=a=4
2,8:-20+ 2,630 56 + 78
15, = £ = = 2,68 (2,68 k
5 20 1 30 50 /68 (2,68 k)
16. Média = 12
Enuz—n(;eros = 12 = X nlmeros = 240
240 + 33 273
Lo T 22 L0
) =, 2 13
240 — 50 _ 190 _
b) 19 g 10
240+63—51_252:
<) 20 =50 ~ 126

17. a) Mulheres, pois a média geral (1475,20) esta mais pro-
xima da média feminina (1408) do que da masculina

(1632,00).
b) * NUmero de homens: n
Média: 1632
> salarios (h) =1 632,00 =

n

= Y saldrios (h) =1632-n 1
* Numero de mulheres: n + 32

Média: 1408,00

> salarios (m) _ 1408 =

n+ 32

= Y salarios (m) = 1408n + 45056 2
* Geral: média: 1475,20

- 3 salarios (h) + ¥ salarios (m) _ 1475,20

n+(n+32)

Usando ‘1 e 2, temos:

1632 -n + 1408 - n + 45056 _ 4 475 50 -
2n + 32

= 3040n + 45056 = 2950,40 + 47206,40 =
= 89,6n =2150,40=n =24
Assim, temos: 24 homens e 56 mulheres.

18.a)30 +18+7+3+2 =060
byx =0 30+1-18+2-7+3-3+4-2 _

60
49
=—==0,81666... = 0,82
60 ' '
c) Como % = 0,3, a medida do angulo é

0,3 - 360° = 108°

19, = notas dos aprovados = 80 - 74,5 = 5960
2 notas menores = 40 - 67 = 2680
> notas maiores = 5960 — 2680 = 3280

3280
40

2 notas

40
a correcao feita, a nova média sera:

Média (maiores) = =82

20. Originalmente: 5,5 = = X notas = 220. Com



2notas—65—-35+95+55_220-10+ 15 _
40

= 5,625
O acréscimo pedido é 5,625 — 5,5 = 0,125

75:-4+90-34+95-2 30+27+19 76
21, : : ; = _15
a) 4+3+2 9 9
= 8,44 < 8,5; reprovado.
b)8,3'4+7,95‘2+n-3
=332+ 15+3n=765=
= 3n=283=n=9433...

O candidato precisa tirar, no minimo, 9,5.

=85=

22,a) 1-2800+5-1050+2-1300+ 1-1000 +

+ 31200 = 15250 (15250 reais)

b) A média é % ~ 1270.83 (1270,83 reais)

¢) Seja s 0 saldrio de cada um dos segurancas.
Devemos ter:
15250 + 2 - s
14
=25<2950 =>s=< 1475
O salario maximo que pode ser oferecido é R$ 1475,00.

< 1300= 25 + 15250 < 18200 =

23.a) (16% + 12% + 10%) - 400 = 0,38 - 400 = 152
b) Xx=0-01+1-02+2-032+3-0,16 +
+4-0,12+ 5-0,10
Xx=0+0,2+ 0,64 + 0,48 + 0,48 + 0,50 = 2,3
(2,3 filhos)

24.2) Turma A: 6,2 = %ﬁE (A) = 186
TurmaB: 7,2 = %ﬂ > (B) = 252
Turma C: 5,4=%:>2(C) = 297
. s _2A+IBE+Z(Q _
A média pedida é: X 30+ 35 1 55

_ 186 + 252 + 297 _ 735 _
= =5 6,125

120
b) Seja n o nimero pedido.

Devemos ter para a turma D: 5,0 = 2 r(mD) =

=>3MD)=5'n

Reunindo as 4 turmas, temos:

- 735+5-n
<58=>———<538

X 7120 + n

Como n > 0, podemos multiplicar os dois membros
por 120 + n, mantendo o sinal da desigualdade:
735+5n<(120+n) 58 =

=735+5n<696 +58n=39<0,8n=

= 48,75 < n, isto é, n = 48,75

O menor inteiro que satisfaz é n = 49.

25.a)Xx=2:0,30+3:0,25+4-0,20+5-0,15+6-0,10 =
=06+075+08+0,75+ 0,60 =3,5
3,5 salarios minimos (V)
b) S salarios=12-2+10-3+8-4+6:-5+4-6=

1 { ! \: \:
0,3-40 0,25-40 0,2-40 0,15-40 0,1-40

Resolug¢do dos exercicios

=24 + 30 + 32 + 30 + 24 = 140 (140 salarios
minimos)
140 - R$ 788,00 = R$ 110320,00 (V)
c) Média em salarios minimos: 3,5
Média em reais: 3,5 - 788 = 2 758
> salarios = 110320 reais
>'saldrios = (110320 + 100 - 40) reais = 114320 reais

%= 2858 > 2800 (V)

d) Novamédia=0,55-3+0,2-4+0,15-54+0,1-6=
=1,65+0,8+ 0,75+ 0,6 = 3,8 (3,8 salarios minimos)
3,8 - R$ 788,00 = R$ 2994,40 (F)

> alturas (t)

Nova média =

26. Titulares: 2,04 = = Y alturas (t) = 10,2 m

_ Y alturas (1)

Reservas: 2,01 = = Y alturas (r) = 14,07 m

Sejam H e h as alturas, respectivas, do jogador que se
contundiu e do jogador que o substituiu.
e 2cm=0,02me1,5cm =20,015m;
e Yalturas (t) = 10,2 —H+ h
Nova média (t)=2,04 + 0,02=2,06 =

10,2—H+h
5

=2,06= =103=102-H+h=

=H-h=-0,1%*

e Y alturas (r) = 14,07 — h
Nova média (r) = 2,01 —0,015 = 1,995 =
— 1,995 = %:

=h=14,07-11,97=2,10=H=2,10-0,10=2

a)2m b)2,70m

27. a) O nimero minimo pedido corresponde ao caso em
que todos os novos questiondrios sao preenchidos
com a nota maxima 5.

Seja n esse numero.
> notas (19

12 meés: X = 3,9
= 12 més: X 9= ~000

=39=>

= X notas (1¢) = 7800
Novos questiondrios: = notas (29) =5 - n
Devemos ter:
46— 7800 +5-n
2000 + n

= 0,4n = 1400 = n = 3500

b) Considerando que a nota méxima é 5, para que a
média fosse igual a 5 todos os questionarios deveriam
ser preenchidos com nota 5. Logo, néo é possivel.

X, + X+t X

=5n+7800=9200 + 4,6n=

50
28. 0 =120= E X, = 6000 *
> i=1
o, + 1)+ +2)+Kx+3)+ .. +x,+50)
50 B
PA.
X, +x+x+.. +x,)+(0+2+3+.. +50)
- = -
50
( S X)Jr<1+50)~5o
o~ 2
=l £ 6000 + 1275

=14
50 50 2.5

351
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20, a) M = 29 _ 3.222..: Me = 3 (52 valon); Mo = 4. Como n = 40 (par), temos que a mediana é a média
9 entre 0 202 e 0 21¢ valores da relacdo acima, a saber
— 106 _ e 18+ 18 o, 600 + 600
b) M = === 17,666...; Me = —=——= = 18; Mo = 18, 600 + 600 _ 4o
2
— 15 - .
M= 5 = 3; Me = 3; Mo = néo ha. b) Com n = 50 valores, a mediana é calculada fazendo-se
d) M = 108 _ 13,5: Me = 13+15 _ 14: Mo = 15. a média entreo.259valoreo269valor. |
8 2 Para que a mediana resulte R$ 800,00 (média entre
437 _43+44

0 43,7, Me - - 43,5; 600 e 1000), é preciso que 0 25¢ valor seja R$ 600,00

e 0 262 valor seja R$ 1000,00.
Como o 22¢ valor da relagdo do item a é 600, deve-

ha duas modas: 43 e 44.
30. Me = 22tempo + 6¢tempo _ x+16 _ 4g

> 2 = mos acrescentar exatamente 3 valores iguais a 600.
=x+16=30=x=14 Teriamos:
M=14= ... 600 — 600 — 600 — 600 — 1000 ... 1000
=1+5+8+9+14+16+18+y+ 23+26=140= 229 232 24¢ 25¢ 262 50¢
=y=20 D

Assim, dos 10 funcionarios restantes, 3 devem receber

31. 0,42 + 0,37) - 3000 = 2370 (2370 entrevistad
a) ( ) ( entrevistados) boénus de R$ 600,00 e 7 devem receber bénus de

b)e x=1-042+2-037+3-0,16+4-0,05=

=0,42 + 0,74 + 0,48 + 0,2 = 1,84 (1,84 banheiro) R$ 1000,00.

* Mo = 1 banheiro (maior porcentagem registrada) _ 0-841-4+4+2-11+3-1 29 -

* Como sdo 3000 valores, devemos determinar a 34. a) x= 8+4+11+1 “ 4 1.2083 =
média entre o 15002 valore o 1501¢ valor, quando = 1,21 (1,21 imbvel)

estes estdo ordenados.
Observe que:
0,42 - 3000 = 1260; do 12 valor ao 12602 valor,

Como hé 24 valores, a mediana é a média entre o 122
e o 132 valor, quando eles estdo ordenados:

o . i 0-0—-..-0—-1-1-1-1-2-2—...—2-3
todas as respostas sdo iguais a 1;
0,37 - 3000 = 1110; do 12612 valor até o 23702 12 e 9 122132 232242
valor, encontramos respostas iguais a 2. Me = 1 ; 2 _ 1,5 (1,5 imdvel)
Assim, tanto o 1500¢ valor quanto o 15012 valor _ I
o 242 5 Mo = 2 (onze valores iguais a 2)
sa0 iguais a 2 = Me = oo b) A nova distribuicio de valores seria:
~_ 17420 + 2346 + 785 + ... + 100,9 0-0-..=0-1-..=1T=-2-..-2-3
320 a) °® = -

)X 10 - 12 132 142 172 182 282 2%
= X 24??)4’3 = 2470,43 (2470,43 bilhoes de Como temos 29 valores, a mediana é o 152 valor da
délares) relacdo acima, isto é, Me = 1.

Q Q
o Me = 2valor er 6% valor _ 537.7 er 3813 _ 35.a) ¢ xo 4274445+ .. +437 _ 439,80 _
919 * 10 10
= 5= 459,5 (459,5 bilhdes de dolares) — 43,98 (43,98 °C)

A média foi “afetada” por um valor discrepante, que é o

PIB dos Estados Unidos (observe que o PIB americano &, * Colocando os valores em ordem crescente:

aproximadamente, 7,5 vezes o PIB do Brasil, 22 na lista). 42,7 —42,7 —43 —43 —|43,7 — 44,1 |- 445 -
b) Eliminando do calculo o PIB americano, teriamos: — 45 — 45,4 — 45,7

— 24704,3 — 17420 7284,3

X = : = S55° = 8094 Me =211 441 _ 828 _ 43943970

9
(809,4 bilhdes)

. . . e, * Had das: 42,7 °C e 43 °C.
Observe que, incluindo os Estados Unidos, a média é d duas modas €

b) Seja t a temperatura pedida, devemos ter:

2470,43 . . .
=== =~ 5 4 vezes o valor da mediana; excluindo

459,5 4398 +t _ 43 12

, . . 8094 = 98 +0,12 =
os Estados Unidos, a média é 4505 = 1,8 vez o valor 11
da mediana. ' =4398+t=11-44,1=
= 45,3 °C
33. a) Ordenemos os valores dos bdnus: =t >3

300 — 300 —...— 300 — 600 —... . 1-342-2+3-5+4-1+5-44+46-3 _
10 g 0 36.a) ° X = 13 =
— 600 — 1000 — 1000 —...— 1000 _ 64

=——=3,555...
22¢ 23¢ 402 18
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* Mediana:

18 .
Como - = 9, devemos calcular a média entre o 92 e 102 valores, quando todos se encontram ordenados. Temos:

1-17-1-2-2-3-3-3-3-3-4-5-5-5-5-6-6-6
3+3
Me = = 3
* Moda: 3 (a frequéncia absoluta é 5)
b) Como 25 é impar, a mediana de uma relacdo com 25 valores corresponde ao 132 valor da relagdo ordenada.
* Como o langamento do dado sé resulta nimero inteiro, ndo é possivel que a mediana seja 3,5.
* Até o 212 lancamento, temos os seguintes valores ordenados:
1-1-1-2-2-3-3-3-3-3-4-4-4-4-5-5-5-5-6-6-6
Para que a mediana seja 5, o 132 valor da relacdo ordenada deve ser 5. Como ja ha 14 valores menores que 5 nos
21 primeiros langamentos, ndo é possivel que o 132 valor da relacdo ordenada seja igual a 5.
c) Sim.
Veja algumas possibilidades para os 4 Ultimos lancamentos:
* 4 —5—5e6 (em qualquer ordem); nesse caso, terlamos:
©1-1-1-2-2-3-3-3-3-3-4-4-4-4-4-5-5-5-5-5-5-6-6-6-6
Me = 4
* 4 -5~ 6e6, em qualquer ordem
1-1-1-2-2-3-3-3-3-3-4-4-4-4-4-5-5-5-5-5-6-6-6-6-6
Me =4
e 1 -2 —4—4,em qualquer ordem
1-1-1-1-2-2-2-3-3-3-3-3-4-4-4-4-4-4-5-5-5-5-6-6-6
Me = 4
e 2 -3 —4-5, emqualquer ordem
1-1-1-2-2-2-3-3-3-3-3-3-4-4-4-4-4-5-5-5-5-5-6-6-6

3zaﬁ:2~3+é4+6:

. — 2 . — 2 — 2
o = 2-(3—-472+3 234 4?2+ (6 -4 :2+4:1:>G:

Amplitude: 6 — 3 =3

4

b) X — 1+z+2+4+5 _15 g

5
(1-32+Q2-32+(3-32+(@4-32+(5-32 _4+1+0+1+4 _
5 5

o’ =

2
ol=2=06=+2 =141
Amplitude:5 -1 =14
-_ 133
=—===19
c) X 7 ;

— 2 2 — 2 2 2 2 _ 2
(=4)2 4+ 32+ (=1)2+12+ 22+ 42 + (=5) :02:772:10,28620:3,21

ol =
Amplitude: 23 = 14 =9
d) Todos os valores sdo iguaisa31 =X =31=c6’=0=>0=0
Amplitude: 0
=20 _
) X="10
5=724+2-6=72+3-7-=77+4-8-=77
10
=1=0c=1

o’ =

_4+2+4
10
Amplitude: 8 =5 =3

GZ

3&az:3'm*”8+2'mﬁ§4+m+3'”+40:§?:24Qmmm

3-(16 — 247 + (18 — 24 + 2 - (20 — 24) + (28 — 24 + 3 - (24 — 30)° + (40 — 24)?
12

192 + 36 + 32 + 16 + 108 + 256 _ 640

12 12

o=

=02 = = 53,3 = ¢ = 53,3 (reais)?
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b) 6 = 453,3 = 7,30 (Aproximadamente 7,30 reais)
¢) Amplitude: R$ 40,00 — R$ 16,00 = R$ 24,00

39.a)x = 0-28+1-8+2-4) _ 0,4 (0,4 erro/pagina)

40
Como h& 40 valores, a mediana é a média entre 0 202 e 0 212 valores, quando eles estdo ordenados, isto &, 0 ; 0 _

= 0. (Note que do 12 ao 289 da relagdo ordenada todos os valores sdo zero.)
A moda é 0, pois esse valor possui maior frequéncia absoluta.

) (0—0,4)?-28+(1—0,42-8+(2—0,4)?-4 __448+288+ 10,24 _ 17,6 _
b) ¢ 40 20 70 0,44 e

6 =+0,44 = 0,66 (0,66 erro/pagina)

40. a) Amplitude daturma A: 7 — 3 =4
Amplitude da turmaB: 6 — 4 =2
Amplitude daturma C: 9 — 1 =38
Amplitude da turmaD: 8 —2 =6
Aordemseria:B—-—A—-D-C

9+1+6+5+4

b) Turma C: X = G =5
2 — 2 2 — 2
o=t LA 02 LI -3 - 6556~ 261
TurmaD:i=7+8+g+2+3:?5=5
— 2 —_ 2 2 — 2 _ 2
6§=(7 P+ @S+ Q-5 +EB =5 A4+9+9+4_26 o _5) 5 —208
5 5 5 b b
Como 6, = 2,28 < 6. = 2,61, concluimos que a turma D é mais regular.
c)TurmaA:X=2?5=5
—7)2 2
Gi:( 2) +O+52 +0+0 =%=1,6:>0A:1,26
TurmaB:i=%=5
2 2 — 2 — 2
(5;:1 + 12+ 15) + (1) +O:%=O,8:><5B~—VO,89

Como o, = 0,89 <o, =1,26, concluimos que a turma B é mais regular.

41, Regido Sudeste:

Y=2%9=54
§:z~ej—5Ay+0€;aﬁtua6—a®1j§:578+4f4+1A4:1ﬁm:&m5$02f;mgztm
Regiao Centro-Oeste:
% = —22'3 - 6,325

,_ (6,325 —3,2)> + (6,325 — 7,1)* + (6,325 — 7,8)* + (6,325 — 7,2)*
o = 2 =
ot 9,765625+0,60062522,175625+0,765625 gt = 13,1075 — 3326875 = 6 = 3,326875 ~ 1.8

O conjunto de valores mais homogéneo é o da Regido Sudeste, pois o desvio padrao (Sudeste) é 1,74, e este é menor que o
desvio padrao (Centro-Oeste), que é 1,82.
7+45+55+5+3

42, Pedro: X = c =5
o2 = 22+(—0,5)2+05,52+02+(—2)2 :8?5:1'7
Paulo:x = 2+55+3+4+75 25 _¢
' 5 5
2 2 —7)\2 —1)\2 2
o7 = 02+ 0,52+ ( 2)5+( 12+ 2,5 _ ”5'5=2,3

Como &2 (Pedro) < ¢? (Paulo), Pedro obteve desempenho mais homogéneo.
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43.2) 3 = 120010 + 1440 - 6 + 2400 - 4 _ 30240 _

1512; a média salarial é R$ 1512,00.

20 20

52— 10 (1512 — 1200 + 6 (1512 — 14407 + 4 - (1512 = 2400 _,
20

gt = 973440+31;84+3154176 507936 —

= 0 =+207936 = 456; o desvio padrdo é R$ 456,00.
b) O salario médio ira diminuir, pois os salarios dos novos funcionérios séo inferiores ao salario médio dos 20 funcionarios

antigos.
-__ 87485+ ..+87 _ 1044 _
4h.x = 12 2o
o= 2+ (=02?+05+012+022+(=01)? , 0+(=01)2+(=032+0+(=01)2+0 _,
12 12
2= 2:004+025+4-001+009 _ 046 _ (33,
12 12
=0=0,196

[X—o0;Xx+ 0] =187 —0,196; 8,7 + 0,196] = [8,504; 8,896]
Os valores que nao pertencem a esse intervalo séo 8,5; 9,2; 8,9 e 8,4. Logo, temos 4 alunos.

45. Vamos calcular as médias dos cinco candidatos nos quatro “quesitos”.
27,5 _

N

5

Candidato A: X = === 6,875 Candidato D: X = i 6,25
Candidato B: X = % = 6,625 Candidato E: X = % = 6,875
23,5

Candidato C: X = == 5,875
* Pelo 12 critério, os candidatos A, B e E continuam na disputa.
* Pelo 2@ critério, B e E continuam na disputa (A foi eliminado, pois obteve 6 na dinamica; B e E obtiveram, cada um, 7,5).

7+5+7

* Meédia das provas de B: =63

(7-63)-2+(5-63) _ 0889+ 1,777 _

o = B > 0,89
¢ Média das provas de E: %O—FSS =66
=)\2 =\2 =\2
o = (75-66) + (4 —36,6) +(85-66) _ 0,694+7,1311 £3361 o372
Pelo 3¢ critério, o candidato escolhido é B.
46. 12 semestre:
<12 +38 +7 _q
02:(12—9)2+(8—9)2+(7—9)2: 9+1+4 _14
3 3 3

22 semestre:
Seja p o percentual pedido.

9+4+p _ _13+4p
3 3

3 3
2

I

14 — pP . (=1 =p? (2p—13)2
i i DU e
o= 3 =02= 3

Como os desvios padrdo devem ser iguais, as variancias também devem ser iguais:

+ +
14\ 3 3 3 14—196—28p +p?+1+2p+p?+4p” — 52p + 169
3 3 =T 9

=126 =366+ 6p> —78p=p*—13p+40=0=p=50up=38

=

Como p deve ser menor que 7%, devemos ter p = 5%.
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41 a)x=2+4+6_
3
2-4+14-4+l6-4 _2+0+2 _4
DM = _ _ 4
3 3 3
b)i=2+3+5+4+2'8
6
-_30 _
X=-=5
ov o I3l =2l lol+[-1l+2-3l _3+2+1+6 _,
6 6
Ox=20+25+15+35+30 _ 125 _ 5
5 5
om — =5l ol + =10l + 10l + 5] _ 30 _
5 5
48. Regiao A: X = 7+4'5+5,§+5,0+3,o .
DM = I7—5|+|4,5—5|+|5,55—5|+|5—5|+|3—5| :2+o,545ro,5+2 — 10
Regido B: X = 5+8.5+3,g+1,0+7,5 .
D’V':|5_5|+|8'5_5|+|355|+“—5|+|7,5—5|: o+3,5+£z_)+4+2,5 o4

Os valores de A formam um conjunto mais homogéneo que os de B.

__200:-8+4+450-12+800-5+ 1500 -3 4+ 25002
49, X = 30 =
1600 + 5400 + 4000 + 4500 + 5000 _ 20500

30 30
Arredondando para o inteiro mais proximo, obtemos 683 reais.
_ 8- |—483| + 12 -|—233| +5-|117]+ 3 -[817]+ 2 - |1817|
30
3864 + 2796 + 585 + 2451 + 3634 _ 13330
30 30

=X= =683,3

DM

DM =
R$ 444,00.

= 444,33. Arredondando para o inteiro mais préximo, obtemos

50.a) 50 + 85 + 40 + 25 + 20 = 220
:50~4OO+85-600+40~800+25-1OOO+20-1ZOO:>

b) X
)X (50 + 85 + 40 + 25 + 20)
- _ 20000 + 51000 + 32000 + 25000 + 24000 _ 152000 _
=X 320 20 690,90
c) De 500 a 700 reais.
d)p=d0+25+20 _ 85 _ g3a0,

220 ~ 220
Aproximadamente 38,64%.

51. a) (20% + 35% + 30%) - 200 = 0,85 - 200 = 170
b)Xx=10,2-70+0,35-90 +0,30-110 + 0,15-130 = 14 + 31,50 + 33 + 19,5 = 98 = X = 98 kg
c) 35% 5

——
T

SETU

20%

60 80 Me 100

Me — 80 _ 100 — 80
30% 35%
d)62=10,2-(70 — 98)2 + 0,35 - (90 — 98)? + 0,3 - (110 — 98)? + 0,15 - (130 — 98)? =

=0?=156,8+ 22,4+ 432+ 1536 =0 =376 =0 =+376 =19,4=0=19,4kg

= Me = 97,1 kg



c) o°=

54. 2) X— 265-9+295-11+325-7+355-4 -

Resolug¢do dos exercicios

52.a) 5- 1250+ 16-1083 + 27 - 762 + 38 - 541 + 49 - 509 + 60 - 321 =
= 6250 + 17328 + 20574 + 20558 + 24941 + 19260 = 108911,00 (108911,00 reais)
b) 15-1250 +26-1083 + 37 - 762 + 48 - 541 +59-509 + 70 - 321 =
= 18750 + 28158 + 28194 + 25968 + 30031 + 22470 = 153571,00 (153571,00 reais)

Frequéncia
absoluta

®
SETUP

32 42 52 62 72 82 92 Taxa de
ocupacao (%)

b) * Taxa mediana:

A mediana encontra-se na 32 faixa do histograma do item anterior, pois a frequéncia absoluta acumulada nas trés
primeiras faixas é 4 + 7 + 13 = 24 > 20.

32,5%

SETUP

17,5%

10%

32 42 52 62

Me

Me — 52 _ 62 — 52
22,5% 32,5%
A classe modal é o intervalo: [52, 62[ = 52 62

= Me = 58,92%

* Média:
3 = 4-37+7-47+13:-57+6:67+6:-77+4-87 R = 148 + 329 + 741 + 402 + 462 + 348 N
40 40
- _ 2430 _ o
=X 0 60,75%
4-(37 —60,75?% + 7 - (47 — 60,75)* + 13-(57f60,75)2Jr6-(67760,75)2+6-(77f60,75)2Jr4-(87f60,75)2:>

40

= 6 = 208,44 = ¢ = 14,44%

. 2385+ 3245+ 227,5+142 _ 932,5

ST 111744 Y 252 =3008 5%=3008C

* Mediana:

A mediana encontra-se no 2¢ intervalo, pois a porcentagem acumulada nos dois primeiros intervalos é:

% + % ~0,2903 + 0,3548 = 0,6451 = 64,51%
35,48% %
— B
29,03% i
25 28 E 31
Me
Me—28 _ 31-28  Me—28 _ 3

= Me = 29,77 °C

(50% — 29,03%) 35,48% = 20,97%  35,48%
Classe modal: 28 °CH 31°C

357
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b) &> = 9-(26,5—30,08)* + 11 - (29,5 — 30,08)*+ 7 - (32,5 — 30,08)> + 4 - (35,5 — 30,08)? N
31
_11535+37+4099 + 117,51 _ 277,55
31 31

55. a) Total da amostra: 11 + 18 + 22+ 13 +8+5+2 + 1 =80

Entre meia hora e uma hora e meia: 18 + 22 = 40
O percentual pedido é:%= 50%
b) X = 15-114+45-184+75-22+105-13+135-8 4+ 165-54+ 195-2 + 225 - 1
1M+18+22+13+8+5+2+1

=0’

=02=895(°02=0=+8,95(°C? = 0 =2,99 °C

6510
80
A média é aproximadamente 81,4 minutos.

X = = X = 81,375 minutos.

11 +18

* Até a 22 classe, concentram-se 36,25% dos dados( 30 = 36,25%| e até a 32 classe concentram-se 63,75%

11+ 18 + 22
80
Logo, a mediana encontra-se no intervalo 60 = 90. Temos:

Me — 60 _ 90 —-60
(50 — 36,25)% 27,5%

das observacoes = 63,75%).

= Me = 75 minutos

c) Frequéncia
absoluta

SETUP

35
29

3

o

60 120 180 240 Tempo
(minutos)

30:294+90-35+150-13+210-3
80
* Até o primeiro intervalo concentram-se 36,25% dos dados (% = 36,25%); os dois primeiros intervalos concentram
29 +35 _
80
Assim, a mediana se encontra no segundo intervalo.
Temos:
Me —60 _ 120 —60
(50 — 36,25)% 43,75%
= Me = 78,9 minutos
(82,5 —30)*-29 4+ (82,5 —90)? - 35 + (82,5 — 150)> - 13 + (210 — 82,5)? - 3

2 =
O 30 =

=0’ = % = 2373,75 = ¢ = 48,7 minutos

X =

= 82,50 = X = 82,50 minutos

80% dos dados 80%|.

a) Calculemos a nova média X:
n parcelas

———
(X1+2)+(X2+2)+...+(Xn+2) x1+x2+___+x +2+2+...+2

X = = n

n n n

1

média original

isto é, X =X+ %:ﬁ' =X + 2 (a média aumenta em duas unidades)
Calculemos a nova variancia (o)
) = X +2-F+2P+x+2-FK+2P+ .. +x +2-(x+2)]
n
(x, = XP + (x, =X + ...+ (x —XP
n

() =

= ¢ a varidncia nao se altera.



Consequentemente, o desvio padrdao também nao

se altera.
b) A nova média é:
o2 2+ L+ 2x 0 2 26+ x|

n n

média original
= 2X; a média fica multiplicada por 2.
A nova variancia é:
(2x1 -2 + (sz -2+ .+ (2xn - 2%)

(o) = - -
B R e
:44&—@2+Tﬁwx—@2

n

p
Assim; (6)? = 4 - 6%, isto é, a variancia fica multiplicada
por 4. Como o desvio padrdo (o) é a raiz quadrada
de variancia, temos 6' = Y4+ 6> = 2 - G, ou s€ja, 0
desvio padrao fica multiplicado por 2.

c) A nova média é:
2= 0,8x, +0,8x, + ... + 0,8x  _

n
X, +x, + .. +x)

=08- ~=08-X

Assim, a média é reduzida em 20% (pois X = 0,8 X; isso
significa que a média sofreu uma reducao de 20%).
A nova variancia é:

0?2 =

(0,8x, — 0,8%)" + (0,8x, — 0,8%)" +...+ (0,8x, — 0,8%)’ -

n
=0?=
0,82 - (X1 B X)Z +0,8% - ()(2 - Y)z +.40,8- (Xn _ R)z
B =
n
BRI RS R kA
=02=064-62

Isso significa que a variancia sofreu uma reducao de 36%.

Comoc =402=+0,6407 = 0,86, podemos dizer que
o desvio padréo é reduzido em 20%.

CAPITULO

6

P Exercicios

Matematica Financeira

1. 0,15-68 = 10,20
68 — 10,20 = 57,80 (57,80 reais)

2. a) 40 - 1,12 = 44,80 (44,80 reais)
b) 150 - 1,12 = 168,00 (168,00 reais)

3. a) % = 0,125 = 12,5% (12,5% de aumento)

b) 1,35 - 320 = 432 (432 reais)

359

Resolug¢do dos exercicios

4. a) O desconto, por diaria, € de R$ 40,00; percentual-

mente temos um desconto de:
40 _ -~ 169
550 0,16 = 16%

b) * Preco de 7 diérias: 7 - 210 = 1470 (1470 reais)

® 1,5%- 1470 = 22,05 (22,05 reais)
* Valor total a ser pago, em reais:
1470 + 22,05 + 15,00 = 1507,05

5. Observe o que deve ser “digitado” na calculadora:
o811 [2]s 1171 [s ][ [QRK:eY
b 33000008808 5.
0 800080080038 5.

010 _ 1 _ e

6. Produto A: 040" 2 25%
030 1 _ 50

Produto B: 150" 5 20%
0151 oo

Produto C: 060 2 25%

Assim, B< A =C

100% — = x = 3500 (3500 reais)

b) * Antes do aumento, o imposto era de
0,16 - 3500 = 560 (560 reais)
* Depois do aumento, o imposto passard a ser de
0,16 - 4340 = 694,40 (694,40 reais)
Raul pagard, a mais, 134,40 reais
(694,40 — 560,00 = 134,40)

7. a) {1 24% — 4340

R$ 150,00 — 12%
X — 100%
b) 1250 — 150 = 1100 (1 100 reais)

8. a) = x = 1250 (1250 reais)

. 1075 m* — 86%
9. a ° Sx=1250m
X — 100%
b) A reducdo devera ser de 75 m?; percentualmente,
temos:
1075 m* — 100%
= X = 6,98%
75m* — X

10. a) p + 0,38p = 1,38p
b) p + 0,105p = 1,105p
c) p—0,03p =0,97p
d)p —0,124p = 0,876p
e)p+0,1p=11p;
1,7p+0,2-1,17p=1,32p
f) p—0,2p = 0,8p;
0,8p — 0,15 - 0,8p = 0,68p
9)p+03p=13p;
1,3p —0,2-1,3p =1,04p
h)p+0,1p = 1,1p;
1,1p+0,1-1,1p=1,21p;
1,21p+0,1-1,21p = 1,331p
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Resolug¢do dos exercicios

11, a) 50 + 0,2 - 50 = 60;
60 — 0,2 - 60 =48
O preco do produto ndo volta a seu valor original,
beneficiando o cliente que pagou R$ 2,00 a menos.

R$ 2,00 .
RS 5a00 = 0.04 = 4%

12, Seja x o salario bruto de Cldudio e a prestacao do apar-
tamento consome 0,3x; com o aumento de 10% passara

b)

a consumir 1,1 - 0,3x = 0,33x

a) 233 — 0,33 = 33%
0,33x _ _ o

b) 22 = 0,3143 = 31,43%

o 933X _ (7538 = 25,38%
1,3x

Observacdo: O problema também pode ser resolvido atri-
buindo-se um valor arbitrario para o salério de Cldudio.

13. Seja p o preco comum desse produto nos trés supermer-
cados.
* Ao optar por (I), o cliente paga p + 0,5p = 1,5p por
duas unidades; o preco de cada unidade sairia por
1,5
—29 = 0,75p.

* Ao optar por (IT), o cliente paga 2p por trés unidades; o
preco de cada unidade sairia por—23p— = 0,666...p = 0,6p.

* Ao optar por (III), o cliente paga 4p por cinco unidades,
o preco de cada unidade seria ASQ = 0,8p.
Opcao mais vantajosa: II
Opcao menos vantajosa: III

14. a) X: Ao levar 12, na promocao, pagara por 9;
9-1,40 =12,60
Y: 0,85 - 1,40 =
12-1,19 = 14,28
Z: Ao levar 12, na promocédo, pagarad por 10;
10 - 1,40 = 14,00

A opcao mais econémica, para o consumidor, é com-

1,19/unidade; ao todo pagara

prar no supermercado X.

b) X: 4 sabonetes serdo adquiridos pelo preco de 3 na
promocao; os demais 3 ndo entram na promogao. O
custo é:6 - 1,40 = 8,40
Y. 7-1,19=28,33
Z: 6 sabonetes serdo adquiridos pelo preco de 5; o

1,40 =

= 8,40. A opcao mais vantajosa é no supermercado'Y.

outro nao entra na promocéo. O custo é: 6 -

15.a) 12-4 +8-3,40 + 15-2 = 105,20 (105,20 reais)
b) 12-(1,03-4)+8-(0,95-3,40) + 15-(1,06 - 2,00) =

= 49,44 + 25,84 + 31,80 = 107,08
Como 107,08 — 105,20 = 1,88, temos um acréscimo

188 _ 50179 = 1,79%

|
percentual de 105,20

16. x: valor inicial do plano
1,28x: valor do plano apds o reajuste autorizado
1,10x: valor do plano apds o reajuste dado pela segu-
radora
1,28x — 1,10x = 0,18x

0,18x _ _ o
Tiox 0,1636 = 16,36%
17. Vamos determinar o valor total (v) da conta, sem os 10%

de acréscimo:

_ [¢)
{70’40 110% v = 64 (64 reais)

v — 100%

Para cada amigo, o valor seria bareals _ g reais.

18. 450 mil — 120 mil = 330 mil;
i

330 r@ X = x=275%

120 mil — 100%
19. a) E — 0,25 = 25% o 2272 - 0,30 = 30%

0,90
a 7o, & — — 0
b) 168 =0,16 = 16,6% d) 200 1,04 = 104%

20. ° Valor da Ultima conta: v
* Valor que o usuério recebeu: v + 1,2 - v = 2,2v

* Valor da conta apds a correcao: 2'22V =1,1v
* Acréscimo percentual:M = % =0,1=10%

21.a) ) =3-0,04-220 = 26,40 (26,40 reais)
b)J =12 -0,05- 540 = 324,00 (324,00 reais)
c)J=8-0,12-80 = 76,80 (76,80 reais)
d)J =24-0,02 490 = 235,20 (235,20 reais)
22, Os juros do empréstimo sao: 4 - 0,06 - 250 = 60 (60 reais).
O montante do empréstimo é: 250 + 60 = 310 (310 reais).
23. 12 modo: M =240; c=200;n=4;i=7?
240=200-(1+i-4)=12=14+4i=02=4i=
=i =0,05= 5% ao més
22 modo: Os juros recebidos sao de 40,00 reais; percen-

tualmente, temos: % = 0,2 = 20% de juros no periodo
de 4 meses. Como temos juros simples, concluimos que a
20 %

taxa mensal de juros é =—=— = 5%.

24, a) Em regime de juros S|mples, a taxa de 48% ao ano
equivale a 4% ao més (4 - 12 = 48).
J=5-0,04-400=80=
= M = 400 + 80 = 480 (480 reais)

b) Em regime de juros simples, a taxa de 72% ao semestre

72%

equivale a —== = 12% ao més.

J=8-0,12-180=172,80=M =180 + 172,80 =
= 352,80 => M = 352,80 reais
c) J=290-0,0025-5000 = 1125

3 meses = 90 dias

=5000+ 1125=6125= M = 6125 reais
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Como J, + J, = 14040, temos: 0,252x + 0,216x =

_ _ 14040 _ _ .
= 14040 = x —0,468 30000 = x = 30000 reais

25, Multa: 0,02 - 48 = 0,96 }

Total de acréscimos:
Juros: 4.- 2933 .48 — 0,063] R$ 1,02
4 dias 1

Na outra situacao: J = 8 - 0,00033 - 48 = 0,127 =0,13;
total: 0,96 + 0,13 = 1,09

26. ° Valor da multa: 0,02 - 255 = 5,10

® Juros totais cobrados: 7,14 — 5,10 = 2,04 M=C-(1+i-n=
004 555 - 0102 = 6000 =C- (1 +0,025-24) =
0 ,

.1 204 = 1,6C=6000 >
* Numero de dias em atraso: ——— = 20 — C = 3750 reais

0,102
27. a) 1°modo:2C=C-(1+0,05-n)=2=1+0,05n= b) (22000 — 6000) reais = 16000 reais;
0,75 - 16000 reais = 12000 reais

= n = 20 meses
2¢modo: Supondo um capital de 100, devemos obter ¢) Valor restante: (16000 — 12 000) reais = 4000 reais
um montante de 200, isto é, o total de juros é de J=3-0,1-4000 reais = 1200 reais

O valor a ser pago pela prima é 5200 reais

200 — 100 = 100
Como o juro mensal é de 5% de 100, ou seja, de 5, o (4000 + 1200 = 5200).
Rafael: x
33. 4000 <

nimero de meses pedido é 100 +~ 5 = 20.
Gabriel: 4000 — x

b)3C=C-(1+005-n=3=1+0,05n=
= n = 40 meses .
) 10C=C-(14+005-n)=10=1+005n = * Juros da divida de Rafael: 12 - 0,015 - x = 0,18x
Montante (Rafael): x + 0,18x = 1,18x ' 1
* Juros da divida de Gabriel: 0,36 - (4000 — x) =

32. a) % de 22000 ¢ igual a 6000 reais
Dai:

® Juros diarios:

= n = 180 meses
dM=C+0,8C=1,8C

Dai:
1,8C=C-(1+005-n=
=1,8=1+0,05n=n = 16 meses

28. a) O capital do financiamento é (900 — 500) reais = 400

reais; o montante é 500 reais; portanto, sdo cobrados
100 reais de juros.
Percentualmente, os juros mensais sao de:

= 1440 — 0,36x

Montante (Gabriel): (4000 — x) + (1440 — 0,36x) =
= 5440 — 1,36x 2

Adicionando ‘1 e 2, obtemos 5116:

1,18x + 5440 — 1,36x =5116 = —0,18x =

= —324 = x = 1800. Assim:

Rafael: R$ 1800,00

% 0,25 = 25% Gabriel: R$ 2200,00
34.a) M = 300 - (1 + 0,02)* = 300 - 1,02* = 324,73
b) 12 modo: A taxa mensal de juros simples seria (324,73 reais)
O, 1
% ==125% J=M - C=32473 - 300 = 24,73 (24,73 reais)

b) M =2500-(1 + 0,05)'?=2500-(1,05)'? = 4489,64
(4489,64 reais)

J =M — C = 4489,64 — 2500 = 1989,64
(1989,64 reais)

c) M =100 - (1 + 0,16)* =
(156,09 reais)
J=M—C= 156,09 — 100 = 56,09 (56,09 reais)

d) M =900 (1 + 0,277 =
— M =900-127"=
=M=900-+41,27 =
= M = 1014,25 reais
J=1014,25 - 900 =

22 modo: 500 = 400 - (1 + 2i) =
= 1,25=14+2i=1i=20,125 = 12,5% =
= i=12,5%am.

29, a) 0,95 - 2400 = 2280
b) Como a entrada é de 1200 reais e o valor a vista é
de 2280 reais, o capital do financiamento é igual a
diferenca 2280 — 1200, ou seja, 1080 reais (isto &,
se ndo houvesse cobranca de juros, depois de um
més Lia deveria pagar 1080 reais). Como o valor da
22 parcela é de 1200 reais, conclui-se que a loja em-
bute (1200 — 1080) reais = 120 reais de juros, que
percentualmente correspondem a taxa mensal de:

100 - (1,16)* = 156,09

120 =] =114.25
22— 0,1111... = 11,19 '
T080 A% 35, - b
. L 3 « * Poupanca:
30.0 da divid 1,35x — x = 0,35x; - .
> e A e s T %o em poer M = 2000 - 1,005 = 2030 (2030 reais)
centagem, temos ’x = 35%. Como a divida se e Fundo de renda fixa:

estendeu por 10 meses, os juros simples, ao més, sao
35% + 10 = 3,5%.

M = 2000 - 1,008% = 2048 (2048 reais)

J=2048 — 2000 = 48 (48 reais)

Imposto: 0,25 - 48 = 12 (12 reais)

Valor liquido disponivel: 2048 — 12 = 2036 (2036 reais)
O fundo de renda fixa é mais vantajoso.

31. x: capital
J,=18-0,02-0,7x = 0,252x
J,=4-0,18-0,3x = 0,216x
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36.a) * M, =1200- (1 +0,01)°=

=M,,=1200-1,105=
= M,, = 1326 reais

* Imposto de renda: 0,15 - (1326 — 1200) =
=0,15-126 = 18,90
Valor liquido do resgate: 1326 — 18,90 = 1307,10
(1307,10 reais)

b) ¢ M, =1200-(1+0,01)°=

=M, =1200-1,01"=
=>M,, = 1200-1,01°-1,01"° =
= M,, = 1200 - (1,1057 =
= M, = 1465,23 reais

* Imposto de renda: 0,15 - (1465,23 — 1200) =
= 39,78 (aproximadamente 39,78 reais.)

* Valor liquido do resgate: 1465,23 — 39,78 =
= 1425,45 (1425,45 reais)

37. a) 1 ano: M = 2000 - 1,005'> = 2000 - 1,06 = 2120

(2120 reais)
2 anos: M = 2000 - 1,005 = 2000 - 1,06 =
= 2247,20 (2247,20 reais)
5 anos: M = 2000 - 1,005% = 2000 - 1,35 =
= 2700 (2700 reais)
10 anos: M = 2000 - 1,005'° = 2000 - (1,005%)? =
= 2000 - 1,352 = 3645 (3645 reais)
b) Para resgatar R$ 4000,00:
4000 = 2000 - 1,005" 0:351= 1,005" = log 2 =
0.002 =150,5
O tempo minimo pedido é 151 meses.
Para resgatar R$ 10000,00:
10000 = 2000 - 1,005" =5 = 1,005" =

=n-log1,005=n=

| (10)
Sl
| =n-log 1 —\z) _
og5=n-log1,005= log 1,005 n=
_log 10 = log 2 1-0301 _
a 0,002 0,002 3495
O tempo minimo pedido é 350 meses.
864 _ 864
. A4 =C-(1 +02)3 C= = =" =
38. 36 ( 0,2 = 121728 500 =

= C = 500 reais

39, a) M, =5000 - (1,1)>= 5000 1,6 = 8000 =

= M, = 8000 reais
b) 8000 — 5000 = 3000

3000

5000
c) 20000=5000-1,1""=4=1,1"=log4d=log1,1"=
|og4 - 2'|092 _
log 1,1 |Og(l> B

_ 2-0,30 __060 _ 060 _ 10
log 11 —log 10 1,04—1 0,04
= n = 15anos

= 0,6 = 60% no periodo de 5 anos

=log4d=n-log1,1=n=

40.a) 66550 =C- (1 + 0,1 =

66550

T 50000 = C = 50000 reais

=C=

b) ¢ No regime de juros compostos, os juros recebidos
sdo de (66550 — 50000) reais = 16550 reais.
* No regime de juros simples, os juros recebidos sao
de (30,1 -50000) reais = 15000 reais.

A diferenca pedida é de 1550 reais.

41. M=C-(1 +i)"=10368 =5000- (1 +i)*=

=2,0736 =1 + i)*=>

20736 . 12V .
— (1 +i)f —):+14 14+i=12
10000 (Y :>(1o (+1=1+i=12=

=i= 0,2a.m.ou20% a.m.

42.i=100% =1

v=y, o (T+ )=y, - 2"

Devemos determinar n € N tal que

Vv, 2" =100 -v,= 2" =100

° Sen=26,2"=64 <100

°* Sen=7,2"= 128> 100. Assim, 7 € o menor inteiro
procurado.

43.a) 5120 = 2000 - (1 + 1) =

=256=01+iP=
=1+i=+256=

=1+i=16=1i=0,6a0ano ou60% ao ano
1
b) M =2000-(1+0,6)? =
— M =2000 47,6 = 2000 - /%:
4
M = 2000 - —=— = 2531
= 000 316 531,65 =

'

= M = 2531,65 reais

44,30000 = 10000 - (1 +0,08)"= 3 = 1,08"=

=log3=n-log1,08=

__log3 _ 0,48 _
log 1,08 log 108 — log 100
_ 0,48 _ 0,48 -
log (22-3%) -2 2-log2+3-log3 -2
0,48 _ 048

=12=

ZN=203+3.048—-2 0,04

= n =12 anos

45, a) Final de marco: 1,08 - 25 = 27

Final de abril: 1,025 - 27 = 27,68
Final de maio: 0,97 - 27,68 = 26,85

26,85
b) === = 1,074
) 25

Logo, a variacdo percentual é igual a 7,4% de valo-
rizagao.

46. a) 12ano: 4800 - 1,25 = 6000

2¢ano: 6000 - 0,7 = 4200

32 ano: As perdas do ano anterior foram iguais a
R$ 1800,00 (6000 — 4200 = 1800). O fundo recu-
perou 0,35 - 1800 reais = 630 reais.

Assim, ao final do 3¢ ano o saldo era de 4830 reais
(4200 + 630 = 4830).



* O lucro auferido foi de 30 reais
(4830 — 4800 = 30).
* Emtermos percentuais, o lucro é
=0,625%
b) Se, ao final do 22 ano, o saldo era R$ 4200 e, ao final
do 32 ano, o saldo era R$ 4830,00, a valorizacao foi

7300 =0,00625 =

4830 — 4200 630
= =0,15 =159
de =700 4200 01> = 15%
47, a) 2C=C(1,2"=1,2"=2=log1,2"=log 2 =
=n-log1,2=log2=
_ log2 _ log 2 _
=n log 1,2 log 12 —log 10
_ log 2 _ 0,3 _
2-log2+log3—1 2-03+048 — 1
_03 _ _
__0,08 3,75= n = 3,75 anos.

Tempo minimo: 4 anos.
b)3=12"=log3=n-log1,2=
= 0,48 =n-0,08=n=6anos

¢)5=12"=log5=n-log1,2=
=log10—-1log2=n-0,08=1-0,3=n-0,08=

=n= M: n = 8,75 anos. Tempo minimo: 9 anos.

0,08
dM=C+8C=9C, dair9C=C(1,2)"=1,2"=9=
_log9 _ _2-048
n log 1.2 n 0,08 = n =12 anos

48.C=5
M=35+5=40
40=5-(1+iP=
=8=01+i)P=
=1+ =3«/§:>
>1+i=2=
=i=1
A taxa semanal de juros desse empréstimo é 100%.

49. a) 200 - 1,25 = 250;
250 - 1,08 = 270

* Rendimento bruto: 270 — 200 = 70
70

* Rendimento percentual bruto: 200 =0,35=35%
b) Imposto: 0,2 - 70 = 14 (14 reais)
Valor liquido: 270 — 14 = 256 (256 reais)

50. ° Apds dez anos, o montante da divida da empresa, em
reais, era:
80000 - (1 +0,1)'°=280000-1,1"° =
=80000-1,1°-1,1°= 80000 - 1,6* = 204800
* Com o pagamento de 80000 reais, a divida passou
aser:
(204800 — 80000) reais = 124 800 reais
* Apbs cinco anos, o valor da divida sera:
124800 - (1 + 0,04)°> =
= 124800 - 1,04° = 149760 (149 760 reais)
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51, Capital: x

52

53

Montante: 1,44x

n=2

144x =x-(1+)2=>144=(1+i)2=>
=21+i=12=i=02>

= i=20% ao ano

Capital: x
Montante: 1,47x
i=0,11
1,47x=x-(1+0,11)=147=111"=
=log 1,47 =n-log 1,11 =
(147)
og |—=
_log 1,47 _ 100/ _ log 147 —log 100 _
log 1,11 Iog<”1) log 111 — log 100

100
_ 217 -2 _ 0,17

©2,05-2 0,05
= n = 3,4 anos = 40,8 meses

Logo, o menor ndmero inteiro é 41.

a) Banco A: M = 40000 - 1,22 = 57600
Banco B: M = 60000 - 1,082 = 69984
A divida total é de (57600 + 69984) reais =
= 127584 reais

b) Banco A: M, = 40000 - 1,2"
Banco B: M, = 60000 - 1,08"

M, =M, = 40000 - 1,2" = 60000 - 1,08" =

Si:(ms)”:}
6 1.2
2
_:Ogn
=3 9=
2| _

:Iog(?)—logo,9”:>

=log2 —log3 =n-(log9 — log 10) =
—ypn=Jog2—log3 _,

2log3 -1
03 -048
=N T3 048 1
0,18
ﬁﬂ——_0'04:>

= n =4,5anos

54. Seja x o valor disponivel para investimento.

Em A, apds um ano, o montante é x - (1 + 0,03)"? =
=x-1,03"”=1,426 - x

Em B, apés um ano, o montante é x - 1,36

Em C, apds um ano, o montante é x - 1,182 = 1,3924x
Rentabilidade de A: 42,6%

Rentabilidade de B: 36%

Rentabilidade de C: 39,24%

Alternativa c.
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55. a) Juros simples:
0,1 - 600 = 60 (60 reais por ano)
(660, 720, 780, 840, 900)
Juros compostos:
1,1 - 600 = 660;
1,1 - 660 = 726;
1,1 -726 = 798,60;
1,1 -798,60 = 878,46;
1,1 - 878,46 = 966,306
(660; 726; 798,60; 878,46; 966,306)
b) Juros simples: PA.; r = 60
Juros compostos: P.G.; g = 1,1
c) 966,31 — 900 = 66,31 (66,31 reais)

56.a) n = 0 = 400
b) a, = 400 + 20 = 420
a, = 400 + 40 = 440
a, = 400 + 60 = 460
(420, 440, 460, ...) é uma PA. Logo, o regime é o de

juros simples.
20

Como 420 — 400 =20 e 200 = 0,05, concluimos

que a taxa é de 5% ao més.

) a,, =400 + 20 - 12 = 640 (640 reais)

57. a) x = 0 = f(0) = 6000; 6000 reais
b) f(1) = 6000 - 1,2 = 7200

f(2) = 6000 - 1,22 = 8640

f(3) = 6000 - 1,2 = 10368
(7200, 8640,10368,...) éuma P.G. derazdoq = 1,2.
Como 1,2 =1 + 0,2, concluimos que a taxa de juros
anual é de 20%.

c) f(4) = 6000 - 1,2 = 6000 - 2,0736 = 12441,60;
logo, ele j& terd dobrado de valor.

58. a) Juros simples; observe que o acréscimo anual é cons-
tante: 4500 reais.
b) O capital é de R$ 15000,00.
Em um ano, os juros sdo de R$ 4500,00; percentualmente,
4500
15000
) Juros totais pagos: 8 - 4500 = 36000 (36000 reais).
O montante é (15000 + 36 000) reais = 51000 reais.

eles representam = 30% de juros ao ano.

59, a) Verdadeira; a sequéncia dos valores da divida é a P.G.:
(600; 672; 752,64; 842,96;...) de razdo 1,12.
a,=a - q" =
=a, = 600-1,12%=944,11;

944,11 reais > 900 reais

b) Falsa; a razdo da PG. é 1,12.

¢) Verdadeira; a lei que representa 0 montante (em reais)
em funcdo do tempo t (em meses) ¢ M = 600 - 1,12t =
=600-(1+0,12); logo, i = 0,12.

d) Falsa; a, = a, - q°* = 600 - 1,12°

e) Verdadeira; a,, =a, - q"" =600-1,12" = 3,48 - 600
Como 600 é o valor inicial da divida, os juros pagos

pelo cliente sdo de 3,48 - 600 — 600 = 2,48 - 600
248%

» Desafio
a) 12 modo:

Seja C o capital do investimento ei a taxa anual de juros

C-(1 +1i)*=73205 1
C- (1 +10)°=88578,05 2

Dividindo, membro a membro, ‘2 por 1 temos:
T+)2=121=21+i=+221=
=1i=0,1a0anoou 10% ao ano

22 modo:

Considerando R$ 73205,00 o “novo” capital, pode-
mos escrever:

73205 (1 +i)? = 88578,05=1i= 0,1

b) Em 1 obtemos:
73205

1,14

C-1,14=73205=C= = 50000 =

= C = 50000 reais

¢) O montante do investimento de Roseli ¢ 50000 - 1,1".
Se a obra de arte se desvaloriza a uma taxa de 12%
ao ano, entdo, a cada ano, seu valor é 88% do valor
que ela possuia ao ano anterior e, daqui a n anos (a
contar da data da aplicacdo no investimento), seu
valor é: 280000 - 0,88"

Devemos ter: 50000 - 1,1" = 280000 - 0,88" =

1,1 _ 280000
0,88" 50000

= 1,25" = 5,6 = log 1,25" = log 5,6 =

=n-log (%) = log (%):}«

(log5 —log 4) = log (8 -7) —log 10

=n-
_ 10 .

Como log 5 = Iog(T), temos:

n-(log10—log2—-2-log2)=3-log2 +log7 — 1=

=n-(log10—-3-log2)=3-log2 +log7 — 1=

5 _3-0301+0845 -1 _ 0748
1-3-0,301 0,097

O nmero minimo de anos é 8.

=771



CAPiTULO

Numeros complexos

P Exercicios

1.

2.

3.

4.

a)(3,2)+(0,1)=3+0,2+1)=(,3)
b)(2,3)-(-1,4)=@2-(-1)—3:4,2-4+3-(-1) =
= (—14,5)

2X =y + x— 2y, 6x +2y +x) = (3x — 3y, 7x + 2y)
=1 (=4,2) =

(=4 = (=12, =1-2+(=1)-(=4)=(6,2)
e 2, -3)— (-1, -2)=@2 — (1), =3 — (-2)) =

z,=(=2,1),2,=(0,-1)
z,+z,=(=2,1)+(0, 1) =(-2,0)
z

2,=(=2,1)-(0, -1) =
=(=2:0—1-(=1), (=2(-D+1-0)=(1,2)

Im(z)
29---- 7Q
Mo ---------- F1
—2P 1 Re(z)
—1¢N

z,=(x3ez,=Q2-vyy
2,-2,=05-4D=>2-yy-Kx3)=06 -4=
2-y—x=5
>Q2-y-xy—-3=06-4> o =
y—3=-4
=>x=-2ey=—1

a) it =p=—1
b)is =p=i-
Qi =i =i
d) 0 =0 = 1
e) 22 =l =
f) 2022 = 2 = —1

Q) iBs =P =i.j=—j

| =
h) i12784 = j0 =1

i=(=1)-i

a) BB =B=p=(.]=—j

b) (—2)" = (=2)" i = —2048 - 3 = —2048 (—i) =
= 2048 i

C)E—'47—'3—_'
52 =1 =P = |

d) (7P =[P =i == -1

-8 e o .
=64 = (641 = (01 = 1

e) 34

i132 + i61

i1
i i —1

f) =—1—i

9.

Resolug¢do dos exercicios

AA=((+PP+P+i+E+E+T7+8)+ ..+
+ (% + 1%+ i7 + 148) + (i + %)

Como
i+i2+P+it=i-1—-i+1=0
e
i=rP=P=...="=]
|2=i6_i10= _i50=_’|
B=i7=i"= =i =_j
4= =i = 48 =
Temos:
A=(FP+PHI) L E+ie+7+8) 4 4
=0 =0
+(i45+i46+i47+i48)+i49+i50:i—']
_\,—/
=0
b)A=i'i2'i3'...'i19'i2°=i1+2+3+'“+19+20
Como1+2+3+..+19+20=
=220 20 = 210,
temos: A =10 =2 = —1
a) (3, —2)=3-2i
b) (-4, 3) = —4 + 3i
c) (0, 4) = 4i
d) 5i = (0, 5)
e) -5=(=5,0)
f) -3+i=(-3,1)
a)z=4+5=Re(z=4elm(z) =5
b)z=3i+3=Re(z?=3elm(z) =3
—2 +5i 2 , 5.
:—:—_+_
€z 3 373'7
:>Re(z)=—%e|m(z)=%

dz=-id3 =Rel@ =0eIm@) = -3

a) z = (m — 3) + 4i é imaginario puro =
=>Re(z)=m-3=0eimiz)=4#0=m=3
b)z=-3+(MmM+3)iéreal=Imz)=m+3=0=

=m=—3

10. v = (=2 — m) + 3ni é imaginario puro =

-2-m=0=>m=-21
{e
3n#0=n#0 2
w=4—-—(m>—4)iéreal=m-4=0=>
m=2oum=—2'3
Comom = —2satisfaz' 1 e 3 ,entdom = —2.
Llogoom = —-2en # 0.

<{v=3ni,comn9&0
Nesse caso, temos: - e

w =4

)+ (x + 1)
a)Re(z) =2=>3 —x=2=x=1

b)imz) = -4=x+1=—-4=x= -5
A Re(@>IMZ) =3 —x>x+1=2x<1
dImz)<3=x+1<3=x<2
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366

Resolug¢do dos exercicios

m=—4
12, a) m+(n—1)i=—-4+3i=>+e
n—1=3=n=4
n—2=3=n=5
b)(Nn—=2,m+5=3,-2)=1e
m+5=-2=m= -7
m-3=0=m=3
c)(m—3)+(h—2)i=5i=4e
n—-2=5=n=7
dim-n+1)+C2m+n—-4)i=0=
m-n+1=0
=qe
2m+n—-4=0

>m=1len=2

13.a) (-7 +5) -3 —-2)=—-7+51-3+2i=

= =10+ 7i

b)2+@B -+ (=1+2)+i=
=2+3—-i—-1+2i+i=4+2i

Q) (=4+3)+2i—(=3-)=—-4+3i+2i+3+i=
= -1 +6i

d-1-(=2+)+G6E-)-B-7)=
—-1+2—-i+5—-i—-3+7i=3+5i

u+v=2-5i 1
14.{
u—2v=—-4+13i 2
Subtraindo-se, membro a membro, 2 de "1, temos:
3v=6—-18i=v=2—-6i '3
Substituindo-se 3 em' 1 :u+2—-6i=2—-5i=u=..

15.3a) ¥+ 100=0=x*= —100 =
=x2=100":(—1) =100 =x = 10ioux = —10i
Logo: S = {10i, —10i}

b)x>—6x+10=0

A= —4 =4 2 2
=x=3+ioux=3—1i

logo: S={3 +1i,3 —i}

c) —><2-4-4><—29=O:>x2—4x+29=0]>
A= —100 = 100i?

4 + 10082 4+ 10i

=x=2+5oux=2-—-5i

Logo: S = {2 + 5i, 2 — 5i}

=X =

dxX+9 - x—-—1)=0=
XX+9=0=x=-9=92=x=3ioux=—3i
—Jou
¥ —=1=0=x¥=1=>x=Toux=—1
Logo: S = {-3i, 3i, =1, 1}

e)x+5¥+6=0=>K+2)x*+3)=0=>

XX=-2=2=x=i2 ou X = —iy2
={ou

X=-3=32=x=iY3 oux=—i3

Logo: S = {Iﬁ -iN2, W3, —i«/?}

_ _
(o 6N 6+2i

>
)X +3¢—4=0=00)2+3¢ - 4=0—"

>y +3y—4=0=>y=1ouy=-4=
X¥=1=x="1Toux=—1

= ou
XX=—-4=47=x=2ioux= —2i

Logo: S = {—1, 1, =2i, 2i}.

16. X — 142 + 58x =0 = x(x* — 14x+ 58) = 0=
x=0 I
=4 0ou
xX—14x+58=011 — AxeER
A= —36
a) Universo R: S = {0}
b) Universo C:

[:0eC
I3 — 14x + 58 = 0 = x = 142300 -
:MTM$X:7+3IOUX:7—3i

Logo: S ={0,7 + 3i,7 — 3i}.

17. a) Fazendo-se+ —5 + 12i = x +yi, comx, y € R, temos:
=5+ 12i=(x + yi)? =
= =5+ 12i = (x> — y?) + 2xyi =

X —y?=-5 1
= 6

2xy=12:y=? 2

L 36
Substituindo-se ‘2 em 1 : x? — 2 =-5=
=X)P’+5x¢-36=0=x¥=4ouxx==9xER) =
S X=20uXx=—2=

x=2=y=3

2

XxX=—-2=y=-3
2
Logo, 4—5+ 12i = 2 + 3iou —2 — 3i.

b) Fazendo-se y4i = x + yi, com x, y € R, temos:
4i=(x +yi)? = 4i = (X2 — y?) + 2xyi =
x2—=y?=0 1
=-e
2xxy=4=y= % 2

:xz—iZ:O:>
X
=5x-4=0=K-2)¥+2)=0—x=2=>
xER
=>x=42oux=—2=
x=J2=y=42
x=—2=y=-2

Logo, V4i = ¥2 + 2 ou —¥2 — iW2.

¢) Fazendo-se ¥4 + 3i = x + yi, com x, y € R, temos:
4+3i=x+y)P=24+3i=K —y)+ 2xyi=>

X2 —y:=4 1
oy =3y =3
Xy =3=y=— 2

Substituindo-se (2 em ' 1

=



Substituindo-se (2 em 1 :
9

X———=4=4x2)2—-16xx—-9=0=
4x?
=% = ﬁou X2 = — A(né\o serve) =
4 4
V. PIPS- \ I
2 2
32 A2
TPV
=
I PR
R R A
7 5 )
Logo, Y4 + 3i = ¥+'Tou——3i— __|«/27_

d) Fazendo-se+ 1 — W3 =x+ yi, comx, y € R, temos:
1T—W3 = x+yi=
:>1—i«/—:(x2—y2)+2xyi:>

X2 —y2=1 1
j{2xy——«/§:>x——2£§ 2

Substituindo-se (2 em 1 :

3 _ -
4—y27yz—1:>4(y2)2+4y273—0:>
Sy = - %(néo serve) ou y? = %:«
_N2 o A2
=Sy=—ouy=-—=
2 e
YT TR
__d2  _J6
YTTTT RN

18.a) 2 +5)(1 —)=2—-2i+5i—=52=2+3i—5(-1) =

=7+3i
b) 4+ 3i)(—2+2i))=—-8+8i—6i+6i2=—14 + 2i
A)@+N2—-ND+3—-i=8—-4i+2i—i*P+3—-i=
=12 —3i

d) (=5i)(4 — 3)(1 + 2i) = (=5)(4 + 8 — 3i — 62 =
= (=5i)(10 + 5i) = —50i — 25i? = 25 — 50i

e (1 +i)1—i)=1-2=2

f) 2 -3i2=4—12i+ 92 = =5 — 12

g) (—3-3)2=[-@B+3)P=CB+3)2=9+18 +92=
=18

h)yQ+iPp=2243-22-{+3-2-24+=
=8+ 12i—6-i=2+11i

1 1 : .

19.21:(?, :3+3|;22:(2,—5):2—5|
a)z-z=<l+3i)(2—5i)=1—%i+6i—15i2=

1 2

3

~

N

=16 + Li
2

b) 22 = (2 — 5i)?= 4 — 20i + 25i? = =21 — 20i

Resolug¢do dos exercicios

20.a) (1 + 0 (1 =P =[1+0)-(1 - =(01-pp=
=25=32
b)(1 == —)-(1—P=01-)-(0-2+)=
=(1 =) (=2i)= —2i +22=~2 - 2i
Q) Q2+ 2 =1[Q2 + 2022 = (4 + 8i + 4i?)? =
= (8i) = 642 = —64

2l.z2=(x+3)-(1 —2))=x—2xi + 3i — 6i? =
=(x+ 6) + (3 — 2x)i, comx € R

a)zEIR=>372x=O=>x=%

b) z é imagindriopuro =>x+6=0e3 - 2x# 0=
=Xx=—6,pois3—2-(=6)#0

22,7z, =-1-3i,z,=2iez,=1—
a)z,+7z,=—-1-3i+2i=-1-3i—2i=-1-5i
b)z,-Z =2i(T—1)=2i-(1+i)=2i+22=-2+2i

AZ +tz,=-1-3i +1-i=-1+3i+1-i=
=2i=-2i

d) Usando as propriedades do conjugado:
zz-z_3=z_2-z=3=(*2i)'(1 —i) =

= =2i+2i?=-2-2i

23.P=(2,-3)=2=2-3;Q=(-1,2)=
=z,=-1+2i
a) Z, = 2 + 3i= afixo: (2, 3)
b)z,-Z =2 —3)(—1—20) = —2 — 4i + 3i + 61 =
= —8 — i = afixo: (-8, —1)
Q(F - z)V=2""22=Q2+30) (-1 +2ip=
(4 +12i+99)(1 — 4i + 4 =
(=5 + 12i)(—3 — 4i) =
15 + 20i — 36i — 48i? = 63 — 16i =
= afixo: (63, —16)

24. Sejaz =a + bi,coma, b € R.
z—Z=6i=(a+ bi) — (a — bi) =6i= 2bi=6i=
=b=3VaeR
Logo:z =a + 3i,emquea € R.

25.Sejaz = a + bi,coma, b ER.
2:Zi+3=22-7+2i=
= 2i(@a — bi) + 3 = 2(a + bi) — (@ — bi) + 2i=
=>@2b+3)+2i=a+3Bb+2i=

2b+3 =2
=l2a=3b+2

Logo:z = =5 — 4i.

=a=-5eb=-4

26. a) (z)* = 2
Sejaz = a + bi, com a, b € R, temos:
(a — bi)? = (a + bi)? = a? — b? — 2abi = a? — b> + 2abi=
1 a2—b?=a2—-b*’=Va, beR
2 —2ab=2ab=a-b=0=a=o0ub=0
De 1 e 2 ,conclui-sequea = 0oub =0, ou seja:
z é um nUmero real ou um imaginario puro.
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368 Resolugdo dos exercicios
b)z2=2-Z-i
Sejaz = a + bi,em que a, b € R, temos:
22=2-7Z-i=(a+ bi)?=2ia—bi)=
= a%? — b? + 2abi = 2b + 2ai =
a?—Db?2=2b 1
ab=a 2
De 2 :ab=a=ab—-1)=0=a=0oub=1=
a=0=-b2=2b=bb+2)=0=
1

=

= =b=0oub=-2
b=1=a-1=2=a=+30ua=—43
2

Assim, temos:

a=b=0=>z=0

a=0eb=-2=z=-2i

a=y3eb=1=22z=+3 +]
—V3eb=1=z=-43 +i

c) 2?=-2i
Sejaz = a + bi, com a, b € R, temos:
2)?=-2i=(@—-b)=-2i=
= a’—b? - 2abi=-2i=>

- b2=0 1

a’ =
=
ab =1 2

De 1 :a>—b*=0=(@—-b)-(@a+h)=0=
=a=boua=-b
Assim, temos:
a=b?>a2=‘|:>a=b=1oua=b=—1
a=—b?—a2=1:>a2=—1:>§9a,beﬂ%
{a=b=1:>z=1+i
Logo:
a=b=—-1=z=-1-i
6 6 6i 6 .
R
b) 2i _ 2040 _2i+2i2_ —2+2i_
T—i (=" +1) 1-1 2
=—1+4+]
y3-7i_B-70)3—4) _9—12i—21i+ 28 _
3+4i (34 4)3 - 4) 9 — 1612
_—19-33i__ 19 _ 33I
25 25 25
)1—2i:(1—2i)(2—i):2—i—4i+212:
2 +i (2 +0)2 -1 4 — 2
oS
5
1 1 —i 1 —i . 1 —
DTS Tarn =y e
_ o loi_=2iet-i_ 13
2 2 2 2
f)(1+i)2:1+2i+i2: 2i _ 20+ _
1 —i 1 —i 1 —i 12 — {2
=#=_‘|+i
g3 -2 __32-3) 2B3+2)_
2 + 3i 3 —2i 4 — 9j2 9 — 42

_6-9-6i—4i2_ 10 _ 15

13 13 13

T+i i(—i) 1 -2
=—i+i2—i i2 —2i—2—-i—1 —i—ii
2 2 2
28.7 =3 — 4i
a) Lol 3+4i _ 3+4i _
z 3 —4i (3 — 4i)(3 + 4i) 9 — 16i?
_i+ii
25 25
1 1 1
b)z = — = = =
V2 = TG 2y 9-mtier
1 7424 7, 24
—7 —24i 49 — 57612 625 625
~__ 1 _ 24
! 625 625
c)—: 1 __ 1 _ 4-3i :i—ii
zi 3—-4)-i 4+3i 16—92 25 25
3+ 2i . 3+ 2i 3 +20(1 +1)
29, ——— =1 — = — = - = =
z 1=z 11— 1 =00 +1)
_ 3+ 3i+2i+ 2P z:l+ii
11— 2 2
30.Z:2+i_=(2+i)(34_rai):6+2ai+3i+ai2
3 —ai 9 — a?? 9+ a2
:>Z:6—a+2a-1-3.i
9+ a2 9+ a2
z é imaginario puro =
6—-a _ _
9+ =01 =2a=6
=Je
2a + 3
94_2327&02

Logo: a = 6, pois esse valor satisfaz a condicao 2 .

24+ mi Q4+ m)T+0) 24+ 2+ mi+ mi?
31.z= — = - —= = -
‘ 1—i 1 =01+ 1 -2 =
2—m 24+m .
= + i
=7 3 3 i
o ZE[R:>2+—m:O:>m=—2
* Substituindo-sem = =2 em ' 1 , obtém-se z = 2.
32 A+0s _ @+ +02_

(1 _ i)s1 (1 _ i)sw
B 1_+i51‘ . . (1 + i)z sw. .
_(1 — i) (1+2i+1) [—(1 0T i)} (2i)

:|:12_ii2:|51 (2i) = (é‘)m (i) =" - Q) =7 Qi) =

=2*=2€R

33.a)z=2+i=z=422+12 =45
b)z=5=z7|=40?+5 =5
Qz=-4+3i=z =4 +3=5
d)Z——4:>|z|—|—4|—4
e)z——2«/§—2|:>|z| (—243) 2?2 =4

_1_1 _L J—

flz=,-Zi=ll= 4



34.|2+3 =4J4+9 =13 =3,61; |3+||—J9+ =
=416 = 4;

10 = 3,16, |1] = 1; |-2| =
|_1i‘ i

2 4 2
Logo, o complexo que tem o maior mddulo é 4i.

35.a)z=8+12i —12i — 181’ =
=z=8+18=26

2| =262+ 02 = 26

3 1—i 3i — 3i? 3+ 3i
b)z === R TR =

2| = =>|Z| - =

= 7| =
c)z=2~i”9=2i3=—2]:>|z|=|—2|=2

d)z=2i(—14+2i)= -2+ 42 = —4 — 2i
|zl =416 + 4 = 245
36.z, = x+3iez,=2+ (x— 1)i,comxE€R
lz| =z =2V +9 =4+ x— 1)’ =
=5xX+9=4+xX-2X+1T=>x=-2

3. A=3,1)=>z,=3+;B=Q2,-2)=>z,=2-2i
a)z, +tz,=6B+)+@2-2))=5-i
|z, + 2| =425+ 1 =426
b)z, —z,=63+)-Q2-2)=1+3i
b, ~ 2] =775 =10
€z -7, =3 -2+ 2)=8+4i
77| = (G T = 45

38. Para cada item, consideremos z = x + yi, com x, y € R.

a)A={zeC |z =0}
|zZ=0=2¥+y?=0=>x+y? =0=>x=y=0
Logo: A = {(0, 0)}.

Im(z)

o

Re(z)

b)B={z€C, |z = 10}
|zl =10 =4 +y? =10 = x> + y?2 = 102

Im(z)

10 Re(2)

7| - 4)

Resolug¢do dos exercicios

369

z=Z=4=x+yi—x+yi|=4= 2| =4=
=>hil=2=|=2=y=20uy=-2,VxeER

Im(z)
2 y=2
0 Re(2)
Y= 2

d)D={z€C, |z <4}

2l <4=AX+y2 <4d= x4y < 42

Im(z)

4

. ~

eE={zeC|z7=2
|zZ| > 2= +y? =

Im(z)

2

4 Re(2)

2= x4yt =22

—2

f)F={z€C |z+i=2}

2 Re(2)

z+i|=2=x+yit+i=2=x+(y+1)i=

=222+ +1)2=2=x24+(y+ 1) =22
Im(z)
1
0 Re(z)
-1
-3

39.a)z=+3 +i=|7=+3+1 =2
V3
cosH =—
2 —— 62300



370 Resolugdo dos exercicios

b)z=4«/——4i:>|z| J16-3+16=38

4,‘ A
COSG____
8 2 >
4 1 270° < 6 < 360°
P=——= ——
sen 3 2

= 6 =360° — 30° = 330°
Qz=-2+2i=7=J4+4 =22

2
cosez—iz—£
242 2
sen@:i;ﬁ 90° < 6 < 180°
272 2

= 6 =180°—45°= 135°
d)z=-2+2i3 =|z|=44+4-3=4

cosez—i——%
f—
3 o o
sen @ = 2 :£ 90° < 9 < 180
4 2
= 0 = 180°— 60° = 120°
__1_1 I v
e)z= > 2|:>|z| 7772 >
_1
cose——z——g
I
2 _
_x 180° < § < 270°
0 2 2
sen=—"FT7=—==— —
770
2

= 0 =180° + 45° = 225°
f) z=2i

z é imaginario puro e Im(z) > 0 = 6 = 90°
9 z=-3-3W3 =z2/=49+9-3=6

050 = — == —

1
2 f——
senez—ﬁz—g K<9<32—H

4

o=n+L=20L
= i 3 3

h)z= -6
zéumnumerorealeRe(z) < 0=0=mn

i) z=«/€—i«/—:>|z|=«j6+2=2«/7

{5 r
c0s g = —— «/—
—
__“/_:_1_ 3T <p<2n
sen O J_ > >
11
p=2n-L=211T
= .TE 6 6
H - _
D) z= 2

z é imaginario puroeIm(z) <0 =6 = 3

40. P € semieixo real positivo = 0, = 0°

Como o hexagono é regular, cada um dos arcos P,P,, P,P

P.P,, P,P,, P.P, e P.,P, mede 60°.

Logo: 6, = 60°, 6, = 120°, 6, = 180°, 6, = 240° e §, = 300°.

Im(z)
P3 P2
P, P, Re(z)
PS Pé
SR 25-3 . 25
41, = - =+ =] = £2
a) z 5 2|:>p ) + 7
—543
3
cosH = 2 = —£
5 2
5 0= 150°
2 1
g=—% = —
sen = 3

Logo: z = 5(cos 150° + i sen 150°)
b)z=2i=2p=2

z é imaginario puro e Im(z) > 0 = 6 = 90°

Logo: z = 2(cos 90° + i sen 90°)
Az=1-iW3=p=41+3=2

_
cos0=—
= 0 = 300°

sen 6 = —g

Logo: z = 2(cos 300° + i sen 300°)

ER NE
= =4 — = |[—+— =
d) St =0 il
cose=l
2 Se=60
3
sen6=7

Logo: z = cos 60° + i sen 60°
ez=-4=>p=4

zEReRe(z) <0=0=rnx

Logo: z = 4(cos T + i sen )

f)z=3-3i=p=49+9=32

cos O = 3 =£

3y2 2 :>9=7_7T
on g = =3 N2 4
S = —T =

32 2

Logo: z = 3«/_(cos o Tisen T)

9)z=(-505=-5+5=p=+25+25=5/2

cos 0 = — £
*/— 2 3r
:>9_T
Sene_Lzﬂ
7
Logo: z—5«/—<cosT+|sen%)

hyz=-i=p=1
z é imaginario puroelm()<0:>9:%

Logo: z—c0537+|ser13—7t



_1
cosg=—2 -1
a1 2
2 4n
0 =—
3 DA
sen O = 4 =—£
4 2
2
Logo:zz%(cos%+isen%)
z=0-iP=1-2i+2==-2i=p=2
z éimaginario puroeIlm(z) <0 =0 = 32—7[
Logo:z—2<cos%+isen%)
42,7 -—— + 1
1T+ [
o (- (=) _i—i i _
€T R S R
i+1—-2i_1_ i
2 2 2
o 52 — 1,' _i7L+£_7L
‘ (2 2) 4 274" "2
1 [ 1 1 2
=L L = |—+— =2
blz=5-5=p= 417 =5
2
2 2
oS0 =—=—"
IR
2 =0 =315°
1
2 2
senf = ——=——
L
2
2 .
Logo:z:T(c03315°+|sen315°)
.Zzz_ilﬂp:l
2 2

* 72 éimaginario puro e Im(z) < 0 = 6 = 270°

Logo: 22 = % (cos 270° + i sen 270°)

3
43. a) z = 4(cos 120° + i sen 120°) = 4(— % + .g) -
=z=-2+2i3
An . 4r¢ 1 A3
= —+ —_— = —_— —_— e |—
b) z 6<cos3 |sen3) 6( 5 |2):>
=7z=-3-3W3
c) z=3(cos 90° + isen 90°) = 3(0 + i) = z = 3i
3n

d)z:cos%JrisenT:0+i(—1):>z:—i

Resolug¢do dos exercicios

e)z—c03210°+isen210°—£+i<—i):>
2 2
31,

=>Z:—T—7I

5t . 51 3 1
= = + Z)=2-—+iz~|=>
f) z 2(cos 5 i sen 6) 2( > |2>
=z=-3 +]

g)z=«/?(cos135°+isen135°)=ﬁ<—g+ig>:>
=>z=-1+I
h)z:3cosﬂ+isenﬂ —3[£+i(—£ N
4 4 2 2
L3232
2 2
44.x,yc C
X+yi=—1-=2i (i
a) ) _ N
2xXi+y=1+Ii
Xi—y =—i+2
=
JLin-i-y =1+ @ 1
3  =3ox=—t=—ly=—j 2
I i(—i)
Substituindo-se 2 em ' 1 :
2=Ni+y=T+i=my=—1+]
Assim, temos: 3 3 ;
H T T . T
° = — = — 24 — =T o
X iI=>p=1e0 5 = X = COS > i sen 5
cy=-l+isp=A1+1=42
C059:—1—:—£
1 2 4
senh = — =1
N2 2
Logo:y:ﬁ COSS—T[-i-isenS—n
4 4
2x+yi=0 (i
b) =
Xi+y=3-3i3
2xi—y=0 1
= +
xi+y:3—3i«/?
3xi =3-343 =

:>x:1 —ii«/?:_ﬁ_i 2

De 1 :y=2xi =

Sy=2i(-V3 —i)=>y=2-2y3
Assim, temos:

o x=—3 —imp=43+1=2
3

cosh=——

2 L9=210°
sen = — —
2
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Resolug¢do dos exercicios

Logo: x = 2(cos 210° + i sen 210°)
° y=2—2i«/?:>p=«/4+1 =4

2 1
s =—=——
44_ 2 3 =6 = 300°
_ 243 _ _ A3
sen O = 2 >

Logo: y = 4(cos 300° + i sen 300°)

45. Afixos: A(5, 5), B(—5, 5), C(=5, —5), D(5, —5).

Im(z2)
B(—5,5) S A(5,5)
T
.\
-5 0 5 Re(z)
C(—=5,-5) -5 D(5, —5)

Assim:p, =p, = p. = p,=+25 + 25 = 542

T T T 3rn T 51

W=y 2=ty = sy =y e

n ,3n_/n

= — 4 == —

eD 4 2 4
. T 3n 51 /¢
Logo: 7 = 542 + = 2L Mo LT
0g0: z = 542 (cos O + i sen ), com O 4227

P Desafio

z dado na forma polar=z # 0 = |z| # 0
Sejaz = a + bi, com a e b reais, temos:
Z+zl=0=(@+b)P+Ja?+b2=0=
>a’—b?+4a+b?+2abi=0=
a?—Db?+Jat+b?=0*
=
2abi=0=a=0o0ub=0
* Sea=0,entio, em * , temos: —b? + yb2 = 0 =

=>b’=|bj]=>b=10ub= -1

Logo:z =i = cos &= + i - sen == ou
g 2 2
. 3t . 3n
Z=—1=COS— + |- -sen—
2 2
* Seb =0, entdo, em * , temos: a2 + a2 = a’ = —|a|

(Absurdo, pois a € R.)

e eoe Ty con T o ST 3_Tf}:-_-
Assm.S—{cos > +i-sen 5 C0s S +i-sen > {i, =i}

CAPITULO
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P Exercicios

Polindbmios

1. a, ¢ feg.

2. a)4 b)3 <7 d)14 e3 HO g) 1

h) X' +2+-+15 = x120: 5 grau ¢ 120.
3. a)10 o) —1
b)% d)i

e)l

4. O coeficiente de x* deve ser ndo nulo, istoé, m?* —2 # 0 =

>m#-—V2em#+2

5. O coeficiente de x3 deve ser nulo: 2k — 8 =0 =
sk=4=k= =2

6. ° O grau serd 8 se o coeficiente m? — 16 for ndo nulo:
m—16#0=m# —4dem+#4
* O grau serd 5 se o coeficiente de x*> for ndo nulo e o
de x& for nulo:

2 _16= =+
m’—16=0=m _4} m=4a
Mm+4#0=m+# —4
* O grau sera 4 se os coeficientes de x® e de x> forem
simultaneamente nulos:

m>—16=0=>m= 4
oo
m+4=0=>m= -4
7. a)SmMm?2—4#0=>m#* —-2em#*2
. m?—4=0=m==2
: m=2

b)SIm'{m-i-Z#O:Hn#—Z}
c) Nao, pois o coeficiente de x* é igual a zero.

8 a=0eb—-2=0=b=2

a—1=0 =a=1
9 2a—-b+3=0=22-b+3=0=>b=5
*Jb-—c=0 :>c=b1=5 !
c—2d= =>d=?~c=7
10. a) p(0) = 3
b)p(1)=1—-5+3=—
< pR)=22-5-2+3=-3
dp(l+)=0+)=-501+i)+3=
=X +2i- XX —-5-5+3=-2-3j
e) pl) =i — 5 +3=2—5i
3)_(3fV_:.3 -9 _15 __9
f)p2—<2>52+3 1 2+3 )
11. p() = =52+ 11— 15= =i +5+ 11i = 15 # 0;
i ndo é raiz.

p(1)=1-5+11—=15= =8+ 0; 1 ndo é raiz.
p(3)=3*>-5-32+11-3-15=27-45+33-15=0;
3 éraiz.
p(1+2)=1+2)P—=5-(1+2)2+11-(1+2i)—15=
=X +6i—I -8 +45—-20+M +22i—F5 =
=0;1+ 2iéraiz.

p(0) = —15; 0 néo é raiz.

12, (1?2 =4- (N +m+4=0=21+44+m+4=0=>
=m= -9



13. p(1)=0=a-1*—2-12+b-1-1=0
p2)=3=a-22—-2-22+b-2-1=3

a+bh=3
8a+2b=12

14. p(x) = ax + b;

=a=1eb=2

a-2+b=5
{a~(1)+b=2 =a=1leb=3pK=x+3
15.a) p()=0=1P+3i+k=0=—-1+3i+k=0=
=k=1-3i
b) p(x) = x2 + 3x + (1 — 3i)
PR+)=Q+)+3-QQ+i)+1-3i=
=4+4i—F+6+3+X—-3r=10+4i

16. a) Sim; p(0)=0+2-0+3-0+ ...+50-0=0
b)p(1)=1+2+3+..+49 + 50 =

_(1+50)-50

2
| S S—
soma dos termos

de PA.

=1275

17. p(x) = ax> + bx + ¢
° pR)=a-Ri)P+b-2i+c=(-4a+c) +2bi=
{—4a+c—0:>c—4a1
=
2b=0=b=0 2
°* a+b+c=5'3
1 e 2 em 3:

at0+4a=5=a=1c=4>
=>px)=1-x%+0-x+4=px)=x>+4

18.{a+3=2:>a=—1
b-1=-3=b=-2

0=

m=20
19, 2n+3=5=n=1
—p=i=>p=-i
z.m'(xf1)+n-x:f3x+4
0 x-(x—1) x(x—1):>
>mM+nNx—m=-3x+4=
m+n= -3
=
JL—m—4:>m——4en—1
21a~(x+2)+bx-(x—2): —x2 4+ 3x + 2
: Xt =4 X —4
=bx2+((@—2b)x+2a=-x2+3x+2=
b=-1
=1a—-2b=3 =a=1leb=-
2a=2
a b 2x —7
. + =
22 Xx—2 x+1 xz—x—2:>
A xkEN+b- k=2 2X=7 _,
x—2)-x+1) X2 —=x—=2
X —x—2

=@+b)x+@—-2b)=2x-7=

373

Resolug¢do dos exercicios

N a+ b=2
a—2b=-7

3b =9 = b=3ea=—1

p(x) = —x + 3
p(i) = —i+ 3
p(—=i)=1i+3
~pli) + p(=i) =6

23.3) (22 —3x+4)+ (3 —x+1)=x+2x¢—4x+ 5
b) (¢ —x+1)—(=x+x—4)=x+x—2x+5
Q) 2¢=3x+4)—(—x+1)—(—x+x—4) =

=—x+3x¥—-3x+7
d 2 =3x+4)- (=x2+x—4) =

= —2x*+ 5% — 15x* + 16x — 16
e)x-2xX—=3x+4)+2-—x+1)=

=2 =3 +4x+ 2 —2Xx+ 2 =4 -3 + 2x+ 2

24.p (x) + p,(xX) = (@a+ b+ (b + 4)x+ (c — 3);

a+b=0
p,X) + p,x) énulose:ib+4=0 =
c—3=0
>b=-4=2a=4ec=3
25, a) (3x + 2i) — (ix) = (3 — i)x + 2i

b)i ix+3x+2i=—x+3x+ 2i=2x+ 2i
c) ix - Bx + 2i) = 3ix2 + 2xi? = 3ix2 — 2x

26. a>> + 10ax + 25 + b? — 4bx + 4x* = 13x* + 42x + 34 =
= (@ + 4 + (10a — 4b)x + (25 + b?) =
=13x> +42x + 34
2+4=13=a= =3
10a —4b =42 '*
25+ b*=34=b = %3

Os Unicos valores que satisfazem (* sdoa=3eb = —3.
27, a) f(x) - g(x) tem grau 8 (lembremos que x* - x* = x5).
b) f(x) + g(x) tem grau menor ou igual a 4 ou f(x) + g(x)
pode ser o polindmio nulo para o qual ndo se define
o grau. (Exemplo: f(x) = x* e g(x) = —x%)
Veja um caso em que o grau é 3:
f) =x*+ 2 eg(x) = —x* + 2x + 1
c) f(x) — g(x) tem grau menor ou igual a 4 ou ainda
f(x) — g(x) pode ser o polindmio nulo para o qual ndo
se define grau. (Exemplo: f(x) = 2x* e g(x) = 2x%)
Veja um caso em que o grau é 1:
fx) =x*+x*—3x+5
gx) =x*+x2—7x+ 4
f(x) — glx) = 4x + 1
d) x? - f(x) tem grau 6, pois x? - x* = x°.

g(x) tem grau 5, pois x + x* = x°.
- f(x) + x - g(x) tem grau 6 (o termo em x° de
Sf(x) 4+ x- g( X) € 0 mesmo termo que em x? - f(x)).

28. a) Verdadeira; s6 o polindmio h(x) possui termo em x>;
quando adicionamos f(x) + g(x) + h(x), o termo em
x> é 0 mesmo termo em x> de h(x).
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Resolug¢do dos exercicios

b) Falsa; como sé g(x) tem termo em x3, obrigatoriamente
f(x) — g(x) tem grau 3.

c) Verdadeira; tome f(x) = X, g(x) = x> e h(x) = —x°

d) Verdadeira; tome f(x) = X%, g(x) = x* e
h(x) = —x> + 2x3 + 1

29, a) + 5x + 7 [Bx—1
3XX + X X+ 2

+ 7
ox + 2 q(x)

9 =1

b)A/}’+4x2—5x+1

x2 =1

e
- 6x + 1
be o4 AW
— 6x+ 5 =r(x)
c) 5+ 3¢ — 23+ 4x — 1 [ —-4
5x4 + 20x? 5%* + 3x+ 18
+ 18x* + 4x — 1 )
3x3 + 12x aix

7/18»(Z+ 16x — 1
18x? + 72
16x + 71 = r(x)

d) - X HAE = 2x+ 1 ¥ =X+ 1

3x°> + 3x4 — 3x? 3 4+ 3x + 2
/X’— XX+ X — 2x+ 1 —
3x* + 3x° — 3x q

/)(5 + X2 = 5x+ 1
2% + 2x? - 2
3¢—=5— 1 =rx
e) Como o grau do dividendo é menor que o grau do

divisor, o quociente é o polinémio nulo e o resto é o
proprio dividendo.

) ;/5«)(?-% 42+ Tx — 11 [x
5x3

—5x2 +4x+7
42 + Tx — 11 I
74 q=(
Ix — 11
o

- 11 =1

9) + 2ix— 3 [x—i
X+ X X + 3i
)/34{—3
3ix — 3
- 6
30.a)/ X— 6 |x+2
A X —2x __ x—3

rard
b)//—1 x2+

<) + x4+ 1 [2X% =x+1

4x3 + 2x2 — 2x 2x + 1
- X+
2X2 x A~ 1
0

d)/+ 3x2—5x+1 2x + 1

x>+ x—3
- 5x + 1
2x2 — X
7»(+1
ox + 3
4
31./+ 2mx — 5(x—1
X2+ X X+ (2m+1)

+ 1)x — 5
Dx+2m+ 1)
-54+42m+1 =0=>m=2

2m +

32. ¢+ +x+1=9X) (1 +x +x+1
Para que a igualdade acima possa ocorrer, é preciso que
o grau de g(x) seja 2, isto ¢, g(x) = ax?> + bx + c.
CHX+Fx+1T=@¢+bx+-1+x+x+1=
=S+ +x+1=

=la+@+bx+b+c+ x+(c+1)]

Dai:
a =11
a+b =12 Sb=0
b+c+1=1 3
c+1 =14 =c=0

a=1,b=0ec=0satisfazem 3 . Assim, g(x) = x2.

33. grau 7 grau 3
d q?
r=7
* O graude qéigual a diferenca 7 — 3 = 4.
* Ograuderé menorque3our=20,istoé réo
polindmio nulo (nesse caso, ndo se define o grau).

34. - + mx2 +n X2+ X + 1
2x3 + 2x2 + 2X —2x+ (m + 2)
(m + + 2X +n
+ 2%+ (—m —=2)x + (—m — 2)
-mx+ (n—m—2)

deve ser o polindbmio nulo

assim, -m =0 S m=0en=2
n—-m-2=0

35. Seja ¢(x) a largura do retangulo:

(x+2)-€x)=3x*+5x — 2=
2 —
:>€(X):3x +5x =2
X+ 2
+ 5x— 2 |x+2
3x2 — 6X 3x — 1
— — —
x;l/g )
0

36. a) Seja a a medida da altura do paralelepipedo; temos:
a-x—2) x+2)=2¢+x—-8&—-4=
=a-X—-4)=2+x—-8—-4=>

23 + X2 —8x—4

=a=
x> —4



Facamos a divisao:

/ /% -4 lke-4
Zx + 1
medlda

X—4 da altura

b)d=+(x+27+Kx—-22+Q2x+ 1) =
Sd=X+4&+4+ X2 —X+4+42+dx+ 1=
=>d=+46x2+4x+ 9
*. ndo ha polindmio que represente a diagonal.

) A=2x+2)x —2) +2(x + 2)2x + 1) +
+2x—2)2x+ 1) =
=SA=20C—4+ 2+ X+ x+2 + 2x
+ x—2)=>A =205+ 2x—4)

O polindmio que representa a area total do paralele-
pipedo é 10x*> + 4x — 8.

—¥x+

37. f(x) X2+ x+1
l x> — X
—x+ 13

fX) =0 +x+1) - —%+ (—x+13) =
=SfxX)=x—x)+(—x+ 13) =
=fx) =x*—2x+ 13

38.a)r=1f2)=3-22—-2+4=14
b)r=1f-2)=—(-2°+4-(-2)*—-5(-2)+1=35
Ar=f4)=@4—-4)"°+3-4=12
d) r=10) =1
e)r=f(=1+1+7+3=12
f) r=12)=4-@Qi)2—-Qi)—-1=-17 = 2i

39.a)r=p2)=0=>-3-22+4-2+m=0=>
=>-4+m=0=>m=4
b)r=p(-3)=0=
=4-(-3PF-5-(-3)+m-(-3)+3=0=
= -3m—-150=0=m = -50
Ar=p(1)=0=1-3+2+m-1=0=
=>-1+m=0=>m=1

40.0restoép(l)=(18+1)-3—-12-2-17) =
=2-3—-1-2)=0
41, p(1)=0=2-12+m-1+n=0
p(=2)=6=2 - (=22+m-(-2)+n=6=
m+ n = -2
:{—Zer hn= 2 =m=0en=-2

42. p(x) [x+2 p(x)

X—5
2 \2
r=p(=2)=3 r=p0®)=-2
(x+2)- (x—5)
p(x) [ x> = 3x — 10 *
Loak)
rx) =ax+b=7?
p(x) = (x* —3x—10) - q(x) + ax + b

= (22 B +—2=5 (-2 +a (-
— 0
= (5+2—5=15"q(5)

2)+b=3

+a-5+b=-2

375

Resolug¢do dos exercicios

5a+b=-2
—_2.p=1L - _s5. .1
=a= 7eb 7 = p(x) 7x+
43. p©x) X —1
L q,0 M
r(x) =4 q,(x)
r(x) =3

* Pelo teorema do resto, o resto na divisdo de p(x) por
x — 1 éiguala p(1) = 4.

px) = (x = 1) - q,(x) +4 1

q,0 =(x—2)-q,x +32

Substituindo 2 em 1 :

px) =x—=1)-[x=2)-q,x) +3]+4=

=>pK)=x-1-Kx-2) 9K +3x-3+4=
=pK)=x=—1) - Kx—2)q,x +3x+1
Temos p(x) x—1) - -x—2)
2 9,(x)
(x) =3x + 1

44.2) 3 | -2 4 -5

| 2 -2 -1]-32
gx) = —2x> — 2x — 11
r(x) = —32

b) B3x +2)2=9x* + 12x + 4

—2 9 12 4
9 6] 16
r(x) = 16
gx) = 9x — 6
o —1] 1 0 -3 1 =2
1 -1 -2 3 ]-5
gqx) = x> —x* = 2x + 3
r(x) = =5
d o0 | 1 0 0 —1
[ 1 0 0 | -1
qx) = x?
r(x) = —1
45. 2| 1 -2 m 4
| 1 -4 m+8] -2m-12
-4+ (M+8 =x-4x+5=>m+8=5=
=m= -3

rx) =-2m—-12=-2-(-3)-12=6-12= -6

46. 2 | 4 o0 -5 2 m

| 4 8 11 24 |m+48
aym+48=0=m= —48
b) f(x) = 4x* — 5x* + 2x — 48

-3 4 0 -5 | 48
| 4 —12 31 -91]225
——

qx) = 4¢ — 12x* + 31x — 91 r(x)
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Resolug¢do dos exercicios

47, (x* + 1) =x3+ 2x* + 1
~1]1 0 0 0 2 0 0 0]
|1 -1 1 -1 3 -3 3 3|4
gx) =x" = x®+ x> —x*+3x — 3% + 3x — 3

rx) =4
48. 1|2 o m | n
=2 m+2|n—m—2—0
-1 2 0 m n
2
1 S I
2 1 m+2 n m 7
1 1 _
n 2m 4—2:
N n=m-+2 :m—ien—i
n=2+m4 1 2 2
2 4
1 5
+n=—2+=2=3
m+n=—+3
49. 32 -3 1| ek

|2 3 10| ek+30=0 =k=-5

b Desafio

/— 6x>+ 16x2 — 26x + 15 [x¥* —2x+ 5
X X2

4+ 2% — 5% —4x+3
+ 11x* — 26x + 15

4x> —  8x* + 20x
- +
0
Assim, x* — 6x> + 16x*> — 26x + 15 =
p(x)
= —2x+5) - —-4x+3)
PX)=0= (X —2x+5) - (x* —4x+3)=0
(x) g(x)

Como f nao tem raizes reais, o seu sinal é positivo, para todo

xE[R{.Assim,f(x)-g(x)20:>x2—4x+3>0:>§m1®j£B

S={XeER|x=<1oux=3}

CAPiTULO
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P Exercicios

Equagodes algébricas

1. a)x*—6x+25=0
A=36—-100=—-64

=—6J—;8‘ =3+ 4i

X2 —6x+25=(x—3—4i)-
b)2x2 —5x+2 =0
A=25-4-2-2=A=9

(x — 3 + 4i)

2.
3.

4.

5.

7

x:izz
L 5+3< 4
4 2 1
=<4 _-1_95
X="7 ,
x2—=5x+2=2x—2)-(x—20,5)
c) 2x3—4x—0

x=0
2x(x2—2)=0<
X—2=0=x=+42

2¢ —4x=2-x-(x—42) - (x ++2)

-4 = 11x+30=(x—-5 - -x+3):-x—2)

X=x2—=7x+15=x—-2—-1)-x—2+1i) - Kx+ 3)
= [(x—2)?-1 - (x + 3)
= K—-4x+4+1) -Kx+3)
= (xX—4x+05) - (x + 3)

a) p(x) = 0, sendo

p(x) =a +(x—1+2)-(x—1-=2i),coma #0

Considerando a, = 1, temos:

px) = (x — 1) — (2i)?

px) =x*—2x+ 1+ 4
eaequagéoé:x2—2x+5=0

b) p(x) =a_ -(x+3)-(x—15),coma #0
p(x) =a - (x> —2x — 15)

a=1 XX =2x—15=0

. 1
:an-(X"r?)-x

) p(x)
an:1=>x2+%x=00u2x2+x=0

-3+ x=3-0)-x+2)=
=[( 32— (x+2)=
—6x+9+1) x+2) =
—4x — 2x + 20

- (¢ —4x* — 2x + 20), coma, # 0
1 aequacdo é: x> —4x2 —2x+20=0
cx—2)-(x+5) =
=(x=2x)-(x+5) =

=x +3x2—10x

p(x) = k- (X + 3x2 — 10x), comk # 0
k=1:>x3+3x2—10x=0

O polindémio dado é divisivel por x — 2:

2 | 1 3 46| 72
[ 1 5 -36| 0
p(x) = (x2 + 5x — 36) - (x — 2); as demais raizes de p(x)
seguem de:
’ 5+13 X4
x2+5x—36—0=>x——<
-9
S =124, -9}

O polindémio dado é divisivel por x — %:

3

2

2 5 -2 ‘—15

|2 8 10| o0



As demais raizes sao obtidas de: 2x* + 8x + 10 = 0 =

—8 + 4i :
=—°=% - 7z
=X 4 |
s:{%—2+L—z—%

8 3|1 2 m —6

[ 1 -1 m+3]-3m-15

a) Como —3 é raiz, o polindmio x> + 2x> + mx — 6 é
divisivel por x + 3 edai =3m = 15 =0=m = —5.
b) ) =x* = x+ (m+3)=x* —x—2

+ X= 2
q(x):0:>x2—x—2:0:>x:1£3
x= —1
7/4)(’;}%723xzfx76 XX —X—06
Ax* A3 + 24%2 4x* + 1

p(x) = (x> —x—6) - (4x* + 1)
x> —x—6=0= A > 0; raizes reais
p(x) =0= 1. ,
4x2 + 1 = 0 = x = £—1i; duas raizes com-
plexas nao reais

10. a2 =1
px)=1-x—=7)-(x+5)-x+3)=
=Spx =x —2x—35) - -x+3)=>

=px) =x + x> —41x — 105
a=1,b=1c=-41ed=-105
at+tb+c+d=1+1-41-105=-144

1. a)x- x¥*+2x—24)=0=

x=0=
=><

X2+ 2x—24=0=x

S =10, 4, -6}
b)x*-(x¥* —2x—3)=0=

N

_ X =
-l

xX*=0=x=0
z< ]
X_
2—2x—3=0=>x= 2+4 <
S={0,3, -1}
A xX-2x—1)+2-2x—1)=
=>x+2)-2x—1)=0=

X+2=0=>x=+iy2
=><

0=

1
X—1=0=x=—
X = X 7

={%yﬁiﬂﬁ%
dx-x+1)+1-x+1)=0
x+1)-x+1H=0=

X+ 1=0=x==*i
:><
X+1=0=>x= -1

S ={—i i, -1}

Resolug¢do dos exercicios

377

12. x* — x* — 32 + 3x =x*
=x-[-x—=1) - 3"

x=20
Raizes:<xz—3=0:>x:+«/?

X—1=0=>x=1

X —x2—3x+3) =
x—N=x-x-3):-Kx—-1)

13. x* -6+ 9+ 6x— 10 =
=T+ - x=1 -&-r) - &k—r)=
—_— %
q(x)
- (x? —1)—x4—6x3+9x2+6x—10

/ 6x3+ 9x2—6x—10 2 — 1
XZ

+ 1Ox2 - 10 ,
q()
1Ox2 d/{g

0
De g(x) = 0, obtemos:
xX—6x+10=0
A= —4
_6+2i
2

=3

14. a) O gréafico intersecta o eixo x em trés pontos distintos;
sao trés raizes reais (nenhuma raiz complexa néo real).
b) c = 6; (intersecdo do grafico com o eixo y).
p(x) = ax* + bx + 6

p-3) =0 _ |-
p(2) o

=sa=1leb=-7
c) X* — 7x + 6 é divisivel por (x + 3)
3|1 0 -7 6
[1 -3 2] o0
As outras raizes sdo obtidas de:
X2 —3x+ 2 =0=x= 2 (ja conhecido) oux =1

27a=3b+6=0 _
8a+2b+6=0

15.a)f(1)=0=1+p-1+g=0=
=>p+tqg=—1 1
f-1)=-2=1P+p-(-)+qg=-2=
-p+qgq=-1 2

De' 1 e'2 obtemosq=—-1ep=0;
f(x) = x> — 1
b)f2)=22—-1=7
c)x=0=f0)=0-1
d) 1 é raiz de f(x), pois o grafico de f intersecta o eixo x
m (1, 0).

= —1;aordenadade A é —1.

|11 1] o

As outras raizes de f sequemdex* + x + 1 =0 =
_—1+W3

=SX=—0——

16. a) O gréfico de f intersecta o eixo x em trés pontos dis-
tintos. Assim, f possui 3 raizes reais.
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b) As raizes de f sao: —r, O e r. Pelo Teorema da decom-
posicdo, podemos escrever:
f)=1-x+r-x—0) - x-1
f(x) =x-(x2—1r?) *

Como f(—3) = 643, temos:

63 =3 - [(-3) -r]=
=6y3=-+3 - B3-">-6=3-P=>r=9>
=r=13

Assim, as raizes de fsdo: —3, 0 e 3.

c) Em * , temos:
fx) =x-(x2—9) =x— 9%

Comparando com o polindmio x> + px? + gx + r,
concluimos que:p=0,qg=—-9er=0.
17. O polindémio dado é divisivel por:
X—=1-=-3)-x—1+3)=x—-1?2—-@3iz=
= x? — 2x + 10. Facamos a divisédo:

—8x* + 27x* — 70x + 50 | x> —2x+ 10

x4+ 2x3 10x2 X2 —6x+5
;/M+17x2—70x+50 Y
6% — 12x2 + 60x 4
jﬁglmgam
— 10x — 50
0

De q(x) = 0, obtemos: x = 1 ou x = 5.
Logo, S = {1 + 3i, 1 — 3i, 1, 5}

18.a) y’ +4y—-5=0
A=16+ 20 =36

=1

_—a+6 /Y

y=7 < B
y= -5

y+4y—-5=(—-1)-(y+5)

b) [p(x)]1? = p(x) - p(x) tem grau 4 (2 - x2 = x)
Assim, o grau de q(x) é 4.

c) Pelo item a, podemos escrever:
qx) = [pKx) — 1] - [p(x) + 5] =
=sqx) =K —-2x—2-1]-[x¥*—-2x—2+5]=
=qx) =X —2x — 3) - (x> = 2x + 3)
gxX) =0=>x*—-2x—3=0 ou ¥*—=2x+3=0

U A=4-12=-8

x= -1 ou x=—2i'2“/?

X=13 2
x:1i|«/7

As raizes de q(x) = 0 sdo: —1,3, 1 + W2, 1 —i2.

19.a) - x+2)*-x—1)2-x+6)=0=>
x> = 0= x=0; raiz tripla

ou
X+2)=0=2x+2=0=>x=—2;
raiz quarta (ou quadrupla)

=< ou
XxX—1)2=0=2x—1=0=>x=1
raiz dupla
ou
X+ 6 =0 = x= —6; raiz simples

b)Ograué3 +4+2+1=10.
¢ S={0,-2,1, -6}

20. a) Basta somar as multiplicidades das raizes:
2+1+1=4
b)px) =a -(x—4)*-(x—2)-x,coma #0=
=px) =a - —8+16) (X — 2=
=pk) =a - — 10 + 32x* — 32x)
a =1=x*—10¢+32x —32x=0

21.a) p) =k-(x+3)-(x+3)-(x—5) =
=k-(x+3)?2-(x—5)=
=k-(x24+6x+9) - (x—5)=k-(x+x2—21x —45),
comk #0
Fazendo-se k = 1, segue a equagao:
X+ x2—=21x—45=0

b) p(x) = k- (x —2)2- (x — 3i) - (x + 3i) =
=k-(—4x+4)-[(x— 3=
=k-(x2—4x+4)-(x2+9),comk#0
Escolhendo-se k = 1, segue a equacéo:
x2—4x+4)-x*+9)=0=
S>xt =43+ 13x —36x+ 36 =0

22, x* =3¢ —13x* + 51x =36 = (x —3)*- (x —r) - (x—r,)
N S

p(x) q(x)
q(x) é obtido da divisdo de p(x) por (x — 3)? = x> — 6x + 9:

—3x — 13x*+ 51x — 36 |[xX*—6x+9

Xt +6x2 — 9x? x2+3x—4

7}»(* — 22x* 4+ 51x — 36
3¢ + 18x* — 27x

W
x> — 24x + 36

0

As demais raizes seqguemde x* + 3x -4 =0=
1

_ —3+5 X7
:>x——2 <x=—4

S=4{3.1,-4}

23.a)2¢éraizz4-22—-19-22+28:2+m=0=
=32-76+56+mMm=0=>m=—-12
b) O polindmio dado ¢é divisivel por
(x—2)2=x>—4x+ 4

//%—19% + 28x — 12 |X¥*—4x+ 4
4

x> + 16x2 — 16x 4x — 3

— 12x +12

0

De 4x — 3 = 0, obtemos x = i.

24, x° —2x* =7 =42 =x2- (3 — 22— Tx — 4)

¢ raizes: =1, =1, ,

raiz € zero, com

multiplicidade 2
O polindbmio x* — 2x> — 7x — 4 fatora-se em:
x+1)-k+1)-Kx—r)=
=X+ 12 (x—r)
NAI-
a(x)
Dividimos x> — 2x2 = 7x — 4 por (x + 1)2 = x> + 2x + 1:



-2 —7x— 4

/g—sz— X
s
+ 8+ 4

0
A raiz de q(x) é obtida de:

x—4=0=>x=4; S={0, —1,4}

x>+ 2x + 1
x—4

25 4|1 —10 24 32 —128
1 -6 0 32| 0
Verifiquemos se 4 é raiz de x* — 6x? + 32:
411 -6 0] 3
1 -2 8] 0
Verifiquemos se 4 é raiz de x> — 2x — 8:
al1 2| -8
2] 0

« 4 éraiz simples

« 4 éraizdupla

« 4 éraiz tripla

Verifiquemos se 4 éraizdex + 2 = 0 = x = —2; portanto,
4 ndo éraizdex + 2.

Logo, 4 é raiz tripla da equagao dada.

26. Aplicando o teorema da decomposicao e sabendo que
as raizes sio m, m e —2m, temos:
x> —75x+250=1-x—m)-(x—m)-(x+2m) =
(x — m)? - (x + 2m), isto é,
X3 — 75x + 250 = x* — 3m?x + 2m? e, comparando seus
coeficientes, temos:
—-75=-3m?=>m==+5
e = m=5;
250 =2m3*=>m =5
Uma raiz (dupla) é 5 e a outra raiz ¢ —10.

27. Inicialmente, dividimos p(x) por x? + 4x + 4:

7})(”+12x3 + X - 12x+ 4 [¥+4x+4
4xt — 16X — 16X

4x? — 4x + 1
;}@— 15x* — 12x + 4
4% + 16x2 + 16X

= — 4x-— 4

0

E p(x) pode ser escrito como:

p(x) = ( + 4x + 4) - (4> — 4x + 1)
A equacdo p(x) = 0 equivale a:

X2 +4x+4)-(4x2—4x+1)=0

X2+ 4x + 4 = 0= x = —2 (raiz dupla)
ou

42 —4x+1=0=x= %(raiz dupla)
28, Temos: ¢ = 9 (intersecdo do grafico com o eixo y).
a)
/+ ax? + bx+ 9 |[X*-—6x+9
X3 + ox2— 9x x+ (a + 6)
(a + F+ (b — 9x+ 9

—4a+ 6)x*+ (6a + 36)x— 9a— 54
(6a + b + 27)x+ (—9a—45) =0
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+b+27=
{_6a b+27=0 e 5 o be3

9a —45=0

b) p(x) = (x* — 6x+ 9) - [x + (=5 + 6)] =
=(x—3)?-(x+ 1) =3 éraizduplae —1 éraiz simples.

29.a)r1+r2=_—=—T:3
b) r, rz=§=1£=6

gLyl bt 31

r r, re, 6 2

d) Como (r, + 1) =r? + 2r - r, + rJ, temos:
¥=r+rl+2-6=
=29-122=r+rl =r+rl=-3

e)tlérr, +4r +4r, +1=16-rr,+4-(, +r)+1
=16-6+4-3+1=109

f) (=7r, =702 =[=7-(r, + )P =49 (r, + 1)’ =

= 49 - 32 = 441
1
RT3 1
30.a) 5 b =2 = =sn=cen=>
+r=%2=-—=
”“23( J
b) O produto das raizes éi A1 _c =
6 2 12 a
:L:—:m:—L
12 -3 4
31.a)Soma=i:>_—a=1—:>a=—2
2 4 2
_5_b_5_,_
Produto—4:>4 4:>b 5
b) Aequacdo é:4x> —2x +5=0=
:>X:2i«l*76:2i2i«l19:1ii«”9
8 8 4
. .cC 3r,
32, Oproduto dasraizesé—=="54;r -r,=54; comor, = 5
temos: a
3r, ,
T-r2=54:>r2=36:>
= r,=-6 ou r,="6
3 y EU
r1=7~(—6)=—9 ou r1=7~6=9
] [}
soma das raizes é: soma das raizes é:
-6+ (=9 =-15 6+9=15
—p ! —p l
T:—15:>p:15 T:15:>p:—15
33.a)r1+r2+r3:_—b:——(_2)=—2
a =1
b)r1r2+rwr3+r2r3:£:_i1:—6
__d__ (5 _
or, rz’rsf_;f_ —1 =5
r,+r, +r _
d) 1 n 1 n 1 _ 5 2 w__ZZA
rr, rr rr 1, -5 5
e)_+L+L: rr,+ o+ _—6_56
r r r -5 5

1 2 3 r1r2r3
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34. Vamos representar as raizes porr,, r, + 1,1 + 2.

(=9 _

Como a soma das raizes é —%: 7T 9, temos:
rn+rn+1+rn+2=9=3r=6=r =2
As raizes sdo: 2, 3 e 4.

= . *
35.r,=r,-1,

—d__ (=8 _
a . 2
nern=4=r=4-r1 =2
Dividimos 2x* — 13x? + 22x — 8 por x — 2:
2 2 -13 22| -8

[2 -9 4] o
As outras raizes seguem de:

x2—9x+4:0:>x:ioux:4

2
L
_{2,2,4}

36. Soma das raizes: (3 — 4i) +
=>p=-6
Produto dasraizes: (3 —4i) - (3 +4i) =32 —

=25=%:>q:25

Comor, -r,-r,=

5 4, usando ' * , temos:

(3+4i)=6=—1£:>

(@i =9+16=

37. a) Vamos representar as raizes por: r,, —r,, r,.

Soma =_Tb:>%+(7ﬁ)+r3=—_(1_3):>r3=3

Dividimos x> — 3x2 + mx + 12 porx — 3:
31 3 m 12
|1 0 m[3m+12=0 5m=-4

b) As outras raizes sdo obtidas de:
X¥+m=0=xX—-4=0=x==*2

¢) Aequacdo procurada deve ter como raizes os nimeros:
—2+3,2+3e3+3,0useja, 1,5e6b.
A equacdo procurada éax®* + bx> + cx+d =10
Temos:
1 +5+6=_Tb=>fb=12-a

1~5+1-6+5-6=%:>c=41~a

5. 6—Td=>d—f3o a

Escolhendo-se, por exemplo, a =
b=-12, c=41ed=-30
=122+ 41x—=30=0

1, temos

38. a) As raizes dessa equacdo séo: r, r? e 3.
Como o produto de todas as raizes é —, escrevemos:
a

——(_7129) =r5=729=r=+3729

r==+Y3% =>r=+3
* Ser = 3, as raizes sdo: 3, 9 e 27. Mas essas trés

raizes ndo satisfazem a relacdo de Girard, pois

3+9+27=39#%b=—21

rr2-r3 =

* Ser = —3, as raizes sdo: —3, 9 e —27. Note que
(=3) + 9+ (=27) = —-21.

Assim, como —3 é raiz, temos:
(=3P +21-(=3P2+m-(—-3)—729=0=
= —3m=567=m=—189

b) Pelo item anterior, as raizes séo —3, 9 e —27.

39, a) Asraizessdao 2, —3el;asomaé2 +(-3)+1=0
eoprodutoé2-(=3)-1=—6.

b) Soma=—=2=-{3) =3; Produto = & = =1 = —1
a 1 a 1
) Soma:_—b—O Produto = 2 = 2 =2
a a 1
d) Soma -zb_ 0; Produto —&_3_ 3
a a 1
40.r =r,—r, '*
7b &
ntrn+rn=—=10=r=r+r,*+,=10=r,=5

a
Dividimos x> — 10x* + 31x — 30 por x — 5:
5|1 -10 31 30

|1 -5 6| 0
As demais raizes seqguem de:
XX —=5x+6=0=x=2o0ux=3
S=1{523}

41. a) Vamos representar as raizes por:r, — 2, r,, 1, + 2

Soma:_—b:30:>(r2—2)+r2+(r2+2):30:>
=3r,=30=r,=10

As outras raizes sdo 8 e 12.

b)8-10+8-12+10-12=%:
:>80+96+120=1ﬂ:>m:296
8'10'12=_Td:>960=—11:>n=—960
42, Raizes: 1,1, 1,r,, 1,
Soma=_Tb:>1+1+1+r4+r5:__(_13):>
=>r+tr,=0=r=—-r,
Prod _=f 1-1-1- __ =1 =1
o U’[O—?: o fs = 1 =TI, =
COmOr4:—r5,temos( ) r=1=r=-1=
=, =i=r,=—-iou(r :—i:>r4:i)
S={1,i, =i}
43.3) Produto = — 22— 4 _ _ 25,
2 a 2
—q _ =25 o
I > =4 25
- ie raiz; portanto, temos:
s a |
2
|—2 p+1 —p—89| p+89 5
2 4
qx) 0
Assim:
p+8  H55_go
4

=>p=11



b) Se p = 11, as demais raizes seguem de q(x) = 0, isto

é:
=2+ 12x—-50=0 =x*—-6x+25=0 =
e
— 28 344

1 ) .
S=<4-—,3-4i,3+4
{ 2" " '}

44. Sendo: p, p, q, q as raizes da equacdo, temos:
p+p+q+q=_Tb=>2p+2q=—4 1
prprara=—=(@q=9=pq=%3 2
De 1 ,temosp = —2 —qg;em 2 temos:

(=2-9)-q=3 ou (-2-qg-q=-3

U U

g’ +29+3=0 g’+29—-3=0
U U
g€ R g=1louq= -3

Seq=1,obtemosp=-2—-1= -3

Seq = —3,obtemosp=—-2—(=3) =1

Note que p = —3 e q = 1 satisfazem as demais relacoes
de Girard:

y p'p+p'q+p'q+p-q+p~q+q'q=%=>
=p*+4pg+q’=-2 q

PP atp-pdtprggtpgg=—=
= 2p*q + 2pg? =12

S={-31}

45. a) Raizes: 2, —3,4 + i, 4 — i; 0o menor grau possivel é 4.

b) Raizes: —2,2 +1i,2 —i.
p) =k -(x+2)-x—2—-0)-x—2+1=
=k-(x+2)-[(x—22—-1]=
=k-(x+2):-(x—4x+5) =
=k-(3—2x2—3x+ 10); k € R*
Escolhendo-se k = 1, segue a equacéo:
XX —=2x—=3x+10=0

c) i, i, —i e —i sdo as raizes que, obrigatoriamente, a
eguacao possui.
pM) =k-(x—=i)?-x+i)2=k[x—=i)-x+D)P=k-(x* —i?)?=
=k-(x+1)2=k-x*+2x2+ 1), comk €R*
Tomando-se, por exemplo, k = 1, obtemos a equacao:
X+ 2x+1=0

46. 3 + 5i é raiz = 3 — 5i também é raiz;
comorw+r2+r3=_Tb:>3+5n"+3—5fr+r3=
(=9

:—T:>6+r3:9:>r3:3

S ={3—5i,3+5i3}

47. 3 —iéraiz=3 +iéraiz

Soma=(3+i)+(37i)=_Tb=>6=

PrOdUTO:%:(S+i)~(3—i):>%:32_iz:>

(a+10):a:2

:>%=10:>b:zo
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48. a) Verdadeira.

b) Falsa; as raizes complexas ndo reais ocorrem aos pares,
em uma equacdo com coeficientes reais.

c) Falsa; ndo vale o teorema, pois a equagao nao apresen-
ta todos os coeficientes reais. Note que —i ndo é raiz:
i (=i +2-(=)—i=(-i)-2i—i=—-4i#0

d) Verdadeira; como a equagao tem coeficientes reais,
ela podera ter: 2 reais e 2 complexas néo reais, por
exemplo, 42,3, ie —i.

e) Falsa; se houvesse apenas uma raiz real, as outras trés
seriam complexas ndo reais, o que é absurdo, pois
raizes complexas nao reais s6 ocorrem aos pares, em
equagdes com coeficientes reais.

49. a) Como a equacdo tem coeficientes reais, se 4 + 2i é
raiz, 4 — 2i também é raiz. Temos:

(4—2f5+(4+24'5:_7b:>_—b:8 1

a
@ —2)-4+2)= %:»42 —(@ip =§$2o= % 2
Como a parabola intersecta o eixo y em (0, 10), temos
x=0=y=10,istoé c=10.

Em 2 , temos: 20=m:>a=i
a 2

Em 1,temos:_T:8:>b:—4
2
b)f(x):%xz—4x+10
_ b _ =4
2a ) 1

)
yv:1746—16+1o:2
Logo: V(4, 2)

50. A equacao tem coeficientes reais; 1 — 2iéraiz = 1 + 2i
também é raiz.

Soma:_Tb:—(_9—18>:2:>
=0 -20+(0+2)+r,+r,=2=2+r,+r,=2=
=r=-T, 1
Produto = &= 2= (1 = 2))- (1 +2) 1,1, = 2=
a 9 3 4 9
=>[12—(2i)2]~r3-r4=%:>5'r3-r4=%:>
1
=6y 2

Substituindo 1 em 2 = —r,r,= 1§:>
=>r= —%:>r4= i%i

. . 1. 1.
=41 - + 2i, — —i, =1
S {1 2i, 1+ 2, 3|, 3|}

51. A equacdo tem coeficientes reais; —3i é raiz = 3i é raiz.
a) @B —-2-@)P+@3B)iP+a-3i—-72=
= 81i* — 547 + 912 + 3ai — 72 =
=81+ 54i — 9+ 3ai — 72 = (54 + 3a)i
Como p(3i) = 0, devem ter: 54 + 3a = 0 =
=a=-18



382 Resolucdo dos exercicios

b) (=3) + 3i + 1, + 1, :_—b:2:>r tr=2 (1

a
(=3)-@i)-rr,=—=
a

4

=72= -9, r,=-72=r,1,=-8 2
Del:ir,=2-r

4

4
2=r)r,=-8=-r2+2r,= —8:>r§—2r4—8=0:>r4:2i6< ou

r
S={-3i3i,4, -2}

52. As quatro raizes sao: i, —i, 2 e 2:
Soma=_Tb:>/+(/i)+2+2=—J$—:>p=—4
i~(—i)+i-2+i~2+(—i)-2+(—i)-2+2-2=§:>—i2+24"+24"—24"—2’r+4=—?-:>
=—(-1)+4=q9q=>9=5
i-(—i)-2+i-(—i)-2+i-2~2+(—i)'2-2=_Td:>—2i2—2i2+,41"—41"=_Tr:>2+2=—r:>r=—4

i-(—i)~2-2=§:>—4i2=%:>s=4

53. Raizes: 1 +i,1 —1i,r,
(I +N-A =D+ +Dr,+0 =i, =

[~

127i2+r3+/'rf3+r3*/i‘l’3=%=2
2+2r,=2=r,=0

. (1+i).(1—i)-0:—%:>—n:o:>n:o

e (1+N+(1 —/T)+O=—%=>2=—m=>m=—2

54. As raizes de fsdo —i,ie 1.

Usando as relacoes de Girard, temos:

. (fi)+i+1=_1—m:>m:f1

o (=) it (=D T+i- 1= n=—i—i+i=1

55.D(2) = {2, 1}
D 12) = {£1, £2, £3, +4, +6, =12}
Candidatos a raizes: =1, i%, +2 i% +3, £4, £6, £12

Seja p(x) = 2x3 + x2 — 25x + 12.

1 1V (1Y 1 1,1 25

—)=2|=) +|=] —25- =+ 12 =—4+——-2=2+12=

p<2> 2(2) <2> 25>+ 12=pt -2 +12=0
p(—4) =2 (=4 + (=42 —25-(=4) + 12 = —128 + 16 + 100 + 12 =0
pP3)=2-33+32-25-3+12=54+9—-75+12=0

Sdo raizes: % —4e3.

56.a) D(1) = {£1}
D(Q2) = {£2, £1}
Candidatos a raizes: =2, =1; p(x) =x* — x> — x — 2
p2)=22-22-2-2=8-4-2-2=0
p(=2) = (=2 —(-2)*—(-2)—2=-8—-4+2—-2=-12+#0
p(1)=1-1-1-2=-3+#0
p(-1)=—1-141-2=-3#0
A Unica raiz inteira é 2;
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201 -1 1| 2
1

—1+iW3

> )

b) Candidatos a raizes: £24, £12, £8, £6, £4, £3, £2, £1
Fazendo-se as verificagdes, obtém-se como raizes: —4, 2 e 3.
f(-4)=-64-16+56+24=0
f2)=8—-4-28+24=0
f(3) =27-9-42+24=0

Asoutras seguemdex* + x + 1 =0=x =

57. Seja x 0 nimero procurado:
X=xt=3x¢+25=x-4x2-25=0
Fazendo a pesquisa de raizes, notamos que x = 5 éraiz: 5 — 4 - 52 — 25 = 0. Para obter as outras raizes, fazemos a divisao:
s|1 -4 0o -5
|1 1 s | o

As outras raizes seguem de x> + x +5=0= A < 0; x = 5 é a Unica raiz real.

58. Possiveis raizes racionais: {+8, £4, =2, £1}.
1éraiz1+14+2+4-8=0
—2éraiz:16—/8/+/8'—8—820
O polindmio dado é divisivel por (x — 1) - (x + 2):

/i/(’JerZJr 4x — 8 X +x—=2
x4 X2

+ 2 X2+ 4
— — 4x + 8
0

De x2 + 4 = 0, obtemos as raizes —2i e 2i.
S=1{1,-2,-2i2i}

59. a) Se houver alguma raiz racional, serd um elemento do conjunto {£12, =6, =4, =3, =2, =1}. Fazendo as verificacoes,
notamos que nenhum dos ndmeros é raiz da equacdo. Como, por hipdtese, hd quatro raizes reais, concluimos que
todas sdo irracionais.

b)/*2x377x2+ ox +12 [x* =3

+ 3% x2—2x—

Assim, p(x) = (x2 — 3) - (X — 2x — 4) e p(x) = 0 fornece:
X —3=0=x=+43
X—2x—4=0=x=1=%+5

60. a) Possiveis raizes inteiras: {1, £5}.
1 éraiz, pois 1 — 5+ 9 — 5 = 0; por verificacdo, temos que —1, 5 e —5 ndo sdo raizes da equacao.
b) Dividimos x> — 5x + 9x — 5 por x — 1:

0
x274x+5=0=>x=4i;2|=2ii;

S={1,2—i0,2+i}

61. Como D(13) = {£1, £13} e D(4) = {£1, =2, £4}, vamos verificar se hd alguma raiz racional. Se houver, serd um ele-
mento de:

Notemos que a equagao tem uma raiz real entre 0 e 1 (veja o grafico no enunciado do exercicio), que poderé ser racional
ou irracional.



384 Resolucdo dos exercicios

Sex:1—temos:y:4- i3—25- lz-i—58-l—1320
4’ 4 4 4

N AP
v € raiz
1
— | 4 -2 —1
7 ‘ 5 58 3
| 4 -24 52| 0
As outras duas raizes sequem de x> — 6x + 13 = 0= x = M:>x =3 £ 2i
1 . .
S=49—3-2i,3+2
{4, I |}
3 2
62.chb0:x3evparalb:%-x-(x—E)ZSTX—gTX
A condicdo do problema é:
V, -V =32ox-2X 422 3 _wige-64=0
cubo paral. 2 2

Pesquisando possiveis raizes racionais, vemos que x = 8 é raiz:
8l-1 9 0 -6
-1 1 8] o

As outras raizes sdo obtidas de:

xZ—x—8=ogx=#:3,37
63./2—2x4—8x3—f/z2x+ 8 -1
X + X2 —2x— 8
- — 8% + 2K+ 8
2x* 2x
— j/g
8x3 8
0
X =2 =8 - X+ 2x+8=(—1) (- 2x—8)
f 9

Vamos encontrar as raizes de f(x) = x> — 1.
Comof(1) =1*—=1=0,x=1éraiz.

11 0 o -
|1 1 1] o
-1+ W3

As raizes de g(x) = x> — 2x — 8 sdo —2 e 4.

X+x+1=0=x=

Assim, as raizes da equacdo p(x) = 0 sdo:
—1+W3 —1-W3
2 ! 2

.1, —2ed.

a) As raizes do polindmio sdo a + bi, a — bi, r,, 2r,
c (a+b)+(@a—h)=-6=a=-3
e (=3+bi):(—-3—-bi)=25=29—-(h)2=25=9+ b?=25=0b2=16=b =14
¢ Usando as relacoes de Girard, temos:
(a+bi)+(a7bi)+r3+2r3=_Tb=O
(FB+4)+(xB-4)+3r,=0=>r,=2=r,=2-1,=4
As raizes sdo: —3 + 4i, —3 — 4i,2 e 4.
b) Pelas relagdes de Girard, temos:

Poersrr=

(=3 +4)-(=3-4i)-2-4=q

9+ 16)-8=qg=qg =200

Daf: p(x) = x* — 3x? + px + 200

Como2éraiz, p2) =0=2—-3-22+2p+200=0=2p+204 =0=p = —102

|cu|rD
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