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Apresentacao

Este livro € o Complemento para o Professor do volume 4, Sequén-
C|as/ Matrizes/Determinantes/Sistemas, da colecao Fundamentos de Ma-
tematica Elementar.

Cada volume desta colegdo tem um complemento para o profes-
sor, com o objetivo de apresentar a solucao dos exercicios mais compli-
cados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intengdo aperfeigoar continuamente os Complementos. Es-
tamos abertos a sugestoes e criticas, que nos devem ser encaminhadas
por meio da Editora.

Agradecemos a professora Irene Torrano Filisetti a colaboracdo na
redacao das solugcdes que sao apresentadas neste Complemento.

Os Autores
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

O/ \RIVIKONI — Progressao aritmética

10.

1.

X—1P+x3+x+1B3=xx—-1+x+x+12=

[x=0=(-1,0,1)
ou
=>x2-32+2x=0= {x=1=(0,1,2)
ou
x=2=5(1,2,3)

X—r+x+x+r=18=x=6 (1)
L_*_E_*.i—gﬁﬂ_—é (2)
X—r X Xx+r 30 x(xz—r2) 30

Substituindo (1) em (2), vem:
108-r> 23

-G(BT'T)=%=>r=i4

Parax=6er= —4= (10,6, 2).
Parax=6er=4= (2,6, 10).

X = 2r

{(x—r)-x-(x+r)=(x—r+x+x+r)2 @{xz—rz =9x _

X—=r+X=X+r

r=0=>x=0=(0,0,0)

=rP—-6r=0= Jou
r=6=x=12=(6,12,18)

X—=r+Xx+x+r=3 Ix=3=x=1 (1)
X-r2+x2+(x+r)2=11 [3x*+2rP =11 (2)

Substituindo (1) em (2), vem r = +2.

Parax=1er= —2 temos (3, 1, —1).

Parax =1er= 2 temos (—1,1, 3).

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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13.

14.

15.

20.

21.

(X=3y)+(x=y)+(x+y)+(x+3y)=-6  |4x=6
A =
(x—3y)(x+3y)=-54 x? —9y? =-54

8 5
DX = —5 ey= iE = termos: —9, —4, 1, 6.

_ — 2 _ 2
{(x 3y)(x+y) 45®{x A5 o i

(X—y)x+y)=T77 x2-y? =77
y = —2 rejeitado porque a P.A. deve ser crescente.

Parax =9ey = 2,vem: (3,7, 11, 15).
Parax = -9ey= 2 vem: (—15, —11, -7, —3).

(X=3y)+(X-y)+(xX+y)+(x+3y)=22 -
(x=3y)? +(x—¥)? + (X +y)? + (X + 3y)? = 166

L2 .
=4 2 =>y=i§
2x2 +10y? = 83

Para x=% e y=§ = (1, 4,7, 10).

Para x=121- e y=—g = (10, 7, 4, 1).

Em toda P.A., cada termo, a partir do segundo, é média aritmética
entre seu antecessor e seu sucessor,

Assim: P.A. (a, b, ¢) = b=azﬁ =c=2b—a,

_ 2x+x°
2

3x = X=0o0uXx=4.

Entao, (O, O, O) rejeitada porque os termos devem ser distintos.
Assim: (8, 12, 16).

Fundamentos de Matematica Elementar | 4



22,

23.

25.

26.

217.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

2—
2x=x—t}%——5—z x=4o0ux=-1

x = —1 rejeitado porque 2x € lado de um tridngulo.
Portanto, temos: (5, 8, 11) e, entdo, perimetro igual a 24.

lado = x, diagonal = J2 x drea=x2= (x, J2 %, x2).

X + X2

Entdo: V2 x = = x=0o0ux=2vJ2 —1.

x = 0 rejeitado porque € lado do quadrado
Entdo: x = 22 — 1.

Por hipétese, il Ml =r=x—-z=r(x+y)y+2z)
y+z X+y

1 1 o y-=Xx

e e et S

=r=>r=—=————
Z+X Yy+2Z (x+2)(y +2)
Entdo: x2 —22=(x—2)(x+ 2 =rx + y)ly + 2)(x + 2) =

y—X

= 2T (x+Y)y+D(X+2)=(y-X)x+y)=y> - %
(x+2z)(y+2)

Por hiptese,b —a=c—b =r.
Entdo: b%(a + ¢) — a2(b + ¢) = ab? + b%c — a%b — a%c =

= ab(b — a) + c(b? — a%) = ab(b — a) + c(b — a)b + a) =

= ab(c — b) + ¢(c — b)(b + a) =
— abc — ab? + ¢2b + ac2 — b%c — abc =
= ac? + bc2 — ab? — b%c =
= c2(a + b) — b%a + ¢)
1, 1

1. 5
P H - — =c—b 1 — — — — —— 2.
or hipétese, b — a (1) =0 d c (2)

B (B ven DSk = .
bc d 6

Utilizando (1) em (3), vem:
a-pb. 1 1 dar 2 1.1 1

— e — — — —

bc d c bc ¢ d ¢

entao i=1=>ad=bc=;~ad=ﬂ-c=;~2ad=c(a+c)
*be - d 2

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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28.

34.

38.

39.

40.

42.

Fazendo o.=x-3y,p=x-y,y=x+y e §=x+3y, temos:

(8 +3B)8— 3B) + (0 + 3y) (o — 3y) = 4x(6y — 2x) + 4x(— By — 2X)

= 4x(—4x) = —16x2
2(ad — 9Py) = 2(x2 — 9y2 — 9x2 — 9y2) = —16x2
entao: (3 + 3PB)(3 - 3p) + (o + 3y)(c — 3y) = 2(aed — 9Py).

Q=8 +tr=a +2=24=a, =22
h=a+t(N—1yr=60=22+n-1)2=>n=20=>
= Vigésimo termo ou a,.

1= =

823 + 846 = 446 231 + 67r = 446
P.A.(89, 93, 97, ...).

(14, 15, ..., 191, 192)
T T

n

ph=a+N—-—1)r=191=15+(n—-1)-2=n=89.

8m + 8, =ap, + a;=

=>a1+(m—1)r+a1+(n—1)r=a1+(p—1)r+al+(q—1)r=>

sMmM-Or+h—-r=pPp—-1)r+(@Qq—-Lr=
=>m—1+n—1=p—1+q——1:>m+n=p+q.

P.A.4(5, 8,11, ...)
n=100
=3
Entdo, P.A.4(5, 8, 11, ..., 302).
P.A.»{3,7,11,...)

n=100
r=4

Entao, P.A.5(3, 7, 11, ..., 399).

}=>a100=5+99'3=302

}=>8100=3+99-4=399

Fundamentos de Matemaética Elementar | 4
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Como queremos os termos comuns as duas progressoes, entao
a, < 302.

Observamos que o primeiro termo comum é a; = 11 e o segundo
termo comum € a, = 23 =r = 12.

Entdo: a; + (n — 1)r < 302

11 #:(n'— 1) - 12 =302 =n <25,25=3n=25:

43. ap=a+(p—r=a=a,—(p—1r
Como 0 =a=<10e a, = 35, vem:
0<35-(p—1)'13<10=29=<p=<36=>p=3.
Entdo:az=a+2r=35=a+2-13=a=0.

44, (a4, @9, a3, ...,a,) = (4, 3,5, ...,a,)
(ftay), f(ay), f@g)), -.., flan) = (f(1), f(3), f(5), ..., flam) = (4,10, 16, ..., f(ay)
f=a+b=4 o  _,
Sendo f(x) =ax + b f(3)=3a+b=10 =3 eb=

Portanto: f(2) =a-2+b=f2)=3-2+1=12)=7.

45. Por hipétese a, —a, -1 =rea, -4 — a, - = rpara todo P natural,
3<ps=sn.
Entao:
a?,—ag_l=(ap—ap_1)(ap+ap_1)=r(ap+ap_1)
ag-l‘ag-?_:(ap—i'ap—2)(ap—1+ap—2)=r(ap-1+ap—2)
e dai vem:

(ag—aﬁ_l)—(a§_1—a§-2) = r(ap —ap_z) =r- 2r = 2r2 (constante).

46. Por hipétese:
X=apm=ay+(m-—1)r
y=a,=aq+(n—1r
Z=ag,=a;+(p—1)r
entdo:
(M—px+(p—-my+m-n)z=
=(n—p)Ja, + (m— )]+ (p — m)ag + (n — 1)r] + (m — n)fag +
+(p—1)] =
=a,n—p+p-m+m-n)+rn-p)m-1)+@pP-mn—-1)+
+m-n@p-1)]=a-:0+r-0=0.

4 | Fundamentos de Mateméatica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

47.

49.

52.

Demonstragao pelo principio da indugao finita.
Para n = 3, temos:

i@, axaz @ajaaz ajaaz asaz ajag

Suponhamos a tese valida para p termos iniciais, p = 3, ou seja:
1 1 1 1 p-1
+ + + ..+ =

Qia, ayaz aga, ap-18, @48,
entao, temos:
1 1 1 1 p-1 1
+ + ...+ + — + =
a;a, a,a, ay_418, 8,8,,4 @8, aa5 .,

_Pp-Yay, e  (p-U@ptN+ar _P-Lap+as+@-1)r _

aiapap +1 didpdp +1 aid@padp +1

P8 __p _(+1-1

alapap +1 alap +1 a,a

p+1

e a tese esta verificada para p + 1 termos iniciais.
Em consequéncia, a tese vale para todo n natural.

(il g ey 555 oy Y
81 = 12
a,=34

=34=12+(n-1) % =>n=45 (incluindo os extremos)
r=—
2

Entao, devem ser interpolados 43 termos.

Mudiltiplos de 2 — (100, 102, ..., 1 000)

61=100
a,=1000;=1000=100+(n-1)-2=n=451
r=2

Mudltiplos de 3 = (102, ..., 999)

a, =102
an,=999;:=999=102+(M-1)-2=n=300
r=3

Fundamentos de Matematica Elementar | 4
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Muiltiplos de 2 e 3, isto &, mdiltiplos de 6 — (102, ..., 996)
a; =102

a,=996:=996=102+(p-1)-6 =n=150

r=6

Assim, muiltiplos de 2 ou 3 de 100 a 1000 s&o no total:
n+m-—p=451 + 300 — 150 = 601.

53. Nimeros de dois ou trés algarismos: (10, 11, 12, ..., 998, 999)
n=999 — 10 + 1 = 990

Numeros de dois ou trés algarismos, divisiveis por 7: (14, ..., 994)
al =14

a,=994:=994=14+(p-1)r=p=141

r=7

Entdo, ndo sdo divisiveis por 7: n — p = 849 nlumeros.

54. Total de inteiros de 1000 a 10000, n = 9001
Numeros divisiveis por 5: (1000, ..., 10000)

a, =1000
a, =10000;=10000=1000+(m-1)-5=m=1801
=5

Numeros divisiveis por 7: (1001, ..., 9996)
a; =1001
=00906!=9996=1001+(p-1)-7=p=1286

p
=7

r
Numeros divisiveis por 5 e 7: (1015, ..., 9975)

a,; =1015
a,=9975 =9975=1015+(q-1)-35 = q=257
r=35

Entdo, ndo sdo divisiveis nem por 5 nem por 7:
n—[m+p-q]=9001—[1801 + 1286 — 257] = 6171.

4 | Fundamentos de Matemaéatica Elementar
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56.

62.

67.

68.

69.

(1,_,_, ,_,n2)

n

A P.A. tem n + 2 termos.

n?—1
P=1+n+2-1)r= =r=>r=n—-1
n+1
" _1-n
1 n ' 2—n={1—n) g
=>r=a,—a, = =5 =_
a _ 2=f n n
z n

Entao: a, =1—;n-+(n—1)-%=>a =

Portanto, S, = (

Sy = ' =>820=1O(a1+a20)=—15=>a1+a20=—§

Como ag € a15 sao termos equidistantes dos extremos, entao:
3

a8+ a5 =83+ ay=a tap= e ~1.8.
r= 0,0831

a;y =36 =a + 10-0,08a; = 36 => a; = 20
Portanto, r = 1,6 e ayg = 60.

Assim, Syg = (_%0+_2())ﬁ___>526=1040_

S0 = 27810 45_50 5 a, +a,, = 10

Spo = 21820 20 _50 = a, +a,, =5

lronss ot oa =5 0 =2

Fundamentos de Matemadatica Elementar | 4
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Entao: azg = 242 =+ 29(—%) = azy = _29

4
Portanto, S3g = 4 24 =0.
71. Fonte 1 2 3 4 .5 6 7 8 9
L | f s -/ D Lecoaes [ D S (I [ i =
15m 1m

12 caminhada (ida e volta) = 2(15 + 1 + 1) = 2 - 17 = 34.
22 caminhada (ida e volta) = 2(17 + 1 + 1 + 1) = 2 - 20 = 40.
Assim, & P.A.; (3,6, 9, ..., 60), que € o ndmero de roseiras regadas a

cada caminhada, corresponde a P.A., (34, 40, ...), que representa o
percurso percorrido.

a; =3
Considerando
a P.A.;, vem: a,=60;=60=3+(n-1)-3=n=20
r=3
al = 34T
Considerando
aP.Atz, vem: a,=20 = ay,=34+19-6 = ay, =148
=8
73. a, =-5 o ara
— — + .
r=4 =>1590=( . d ]-n=>

n=30

= 2n% —7n—-1590 = 0 =>{°"

n= —% (rejeitado)

Entdo, S, = 1590 se n = 30.

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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74.

76.

78.

61=13
45 r=>r=a,-a; =>r=—-—
82=—
4
an=13+(n—1)(—z)=>an=§—-7—n
4 4 4
13+§%—Zn
Sp= ‘; 4 [ n<0=-7n?+111n<0=

(

n< O (rejeitado)
=7n®>-111n< 0 = {ou

n> % =n=16 (valor minimo)

a, +agg )99
(24 259) =12 2a, +58r =22 -
9 < 260=>r=2 e a1=——59—
(82+a60).5 =130 231+60r=__.
2 59

(4,i7,10,13,..., 517)

O =~ o
e

oo I

o

ey I

\l

=517=4+(n-1)-3=n=172

Entdo, 517 é termo de ordem par e cada PA. extraida dessa tem
86 termos:

P.A.(4,10,16, ..., 514)e PA,, (7,13, ..., 517)

Fundamentos de Mateméatica Elementar | 4
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(4+514).86
Seei = 2 S.. 518 259
861 _ b
(7+517)-86 [ Sge, 524 262
SBGp = 5

(14, 21, 28, ..., a,), em que a, < 9999
Entdo,14 + (n — 1) - 7 <9999 = n < 1427 = n = 1427
Assim, 81407 = 14 + 1426 - 7 = 9996.

By 926) ol (O SRR, PR

f1)=2-1+3=f(1)=5 :
@) (1) } (645325 )

f(25)=2-25+3 = f(25) =53 2
Portanto f(1) + f(2) + ... + f(25) = 725

n+5
Y 4(x-3)=An’+Bn+C
x=5

Paran = 1, vem:

6
Y 4x-3)=A+B+C=
x=5

= 4(5-3)+4(6-3)=A+B+C=
= A+B+C=20 (1)

Para n = 2, vem:

7

Y 4(x-3)=4A+2B+C=
x=5
= 4(5-3)+4(6-3)+4(7T-3)=4A+2B+C=

=4A+2B+C=36 (2)

Para n = 3, vem:

8
Y, 4(x-3)=9A+3B+C=
x=5

= 4(5-3)+4(6-3)+4(7-3)+4(8-3)=9A+3B+C=
—9A+3B+C=56 (3)

4 | Fundamentos de Matemaéatica Elementar
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86.

87.

(1) A+ B+C=20 A+B+ C= 20 A+B+ C=20
(2 4A+2B+C=36¢<+1 2B+3C= 444 2B+3C=44
(3)9A+3B+C =56 6B+8C =124 C= 8

Entdo,A+ B=20-C =20 — 8 = 12,

. [28, +(m-1)r]m _[2a, +(n-1)]n o

Sm =S, 5 5

=2am+ (m — 1)rm = 2a;n + (n — L)rn =
=2a;(m—n)=[nn—1) — mm - 1)r=
=2a(m—-—n=MN-m)n+m-1)r=
=2a,=—Nn+m-1)r (1)

Sendo ay, +, = a; + (M + n — 1)r, entdo:

[a, +a, +(M+n-1)](m+n)
m+n= 2

_[2a; +(m+n-2)]m+n)
m+n 2

S

2

Substituindo (1) em (2), vem:
Sm+n=0.

(81, @2, ..., @y + 1, ..., A2p, B2y + 1) € UMa P.A. com ndmero impar de
termos. Entao, o termo médio é média aritmética entre os extremos
e essa relagao também é valida entre os indices desses termos.

Assim:

2a+l+l “242
2 2

=n+1 (indice do termo médio).

Temos, ainda:
@n+1 =281t 2nreag, =a; + (2n — 1),

S = (@, +a, +2nr)(2n+1)

, 5 =(a; +nr)(2n+1)

e
Fundamentos de Matemaéatica Elementar | 4
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a, +r+a, +(2n-1)r |2n
sp=[ . g+ =2(a, +nr)-n

2

Si— S, =(as +nr)(2n + 1) — 2(a4 + nrn =
= (a, + nr)(2n + 1 — 2n) = a, + nr = a, 4 4 (termo médio)

88. (@1, @2, «..y Apy weey @y -20)
8y F 8;= 8y F (p— 1) F 8y = L=
=a;t+t[as+(p+n—2r€EPA.=>a; =KLKEZ

89. a,,=4=>a,,=a1+(5—1)-1=4=>a1+(ﬁ)=4
s 3 3 3

Sabendo que n = 3K, entdo a; + 3_(53'_1) =4=a,=5—-K

Entdo:a, =azx =5—-K+3K—-1=4+ 2K,

(5—K+4+2K)3K=33=>

Portanto, S,y =

K = 11 (rejeitado)
=K?>+9K-22=0=4ou
K=2=a,=3en=6

Assim: PA. (3, 4, 5,6, 7, 8).

(ay +a,)n "

91. (n+1)-2n
2

al'n+an'n=n'an+an=>aln=an=>
san=a+Mnh—-1r=an—-1)=nN-Lr=a;=r

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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VKR — Progressao geométrica

97. (1 +x,13 + x,49 + x)

13+x _ 49+x
1+x 13+x

= (13+x)* = (49 +X)(1+x) =

=24x-120=0=x=5
Portanto, (6, 18, 54) = q = 3.

sen(x+m) L goCSenx _

99. =-1
sen x sen x
sen(x+2m) _ . sen x
sen(x + 1) -sen X
A progressdo geométrica é alternante, com q = —1.

101. P52 (%x xq)

Xix+xa=22
ufi a 8
condigoes:

2
X 2 2.2 189
—+ X" +X =—
q° Ry

(2)

Fazendo a diferenga entre o quadrado de (1) e (2), temos:

2 2
2L+2x2q+2x2 =(2§) —@:2x(i+x+xq)=§=>
q q 16

8 64
21 63 3
Pt e g
8 16 4

Substituindo em (1), resulta:

3 3 3qg 21 1
—+—+—="="52¢2-59+2=0 = =
4074778 q q =q 2ouq 2
Os nuimeros procurados sdo: -3-,§ e §

84 2
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a, +a, =12 X+xq=12 X(1+q)=12
102. 5 5 =1
ag+a,=300 |xq°+xq° =300 |xg°(1+q)=300
Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem:
?=25=>q=15
Parag=5=x=2 = (2, 10, 50, 250).
Parag=-5=x= -3 = (-3, 15, =75, 375).
%+5+x+xq+xq2=% (1)
qa g
103. Y
—=X-Xq-xq7 =243 (2)
a q

De (2) vem x® = 243 = x = 3.

121
Substituindo em (1), resulta: a%z— + % +1+0q+9° = 5

E dai:

1
Fazendo q+%= y e q? +q—2—2, resulta:

1
(y2—2)+y+1=%=>y2+y—% =0 =

13 10 -13+4/133
= |y=-Fouy=T|=2l0=—F—

Como q € racional, 0s nimeros sao: ?13- 15 3, 9,27
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104.

105.

106.

107.

~

32+a4+a6=546

{a1+a3+a5=182 x+xq? +xq* =182
xq+ xq® + xq° = 546

x(1+q2 +q4)= 182 (1)
=

xq(1+ R+ q4) =546  (2)
(2

Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem:

a=220 _34x=2=(26,18, 54, 162, 486)
182

b2 =ac (1)

<2c=b+d=>d=2c—b (2)
a+d=32=a=32-d (3)
b+c=24=c=24-bv (4)

Substituindo (4) em (2), vem: d = 48 — 3b (5).

Substituindo (5) em (3), vem: a = —16 + 3b (6).

Substituindo (4) e (6) em 1, temos:

b?=(—16 +3b)(24 —b)=b2—22b +96=0=b=160ub =6

P.G.(32,16,8)

Parab = 16,vem:a =32,c=8ed=0= {P.A.(16,8,0)

P.G.(2,6,18)

Parab=6,vem:a=2,c=18ed =30 >
P.A.(6,18,30)

X—Ir+x+x+r=36=>x=12

PA. (12 — 12,12 + r)= (12 — 1,12,18 +r) é P.G.
Entdo: 122 = (12 — )18 + N =rP +6r— 72 = 0 =
=r=6o0ur= —12 (rejeitado porque a P.A. é crescente)
Entao, os nimeros sdo 6, 12 e 18.

Como x, y e z estdo em P.G., nessa ordem, ent3o y2 = xz. Assim, vem:
X+y+2)X—y+2)=x2+ 22 -2+ 2 =32+ 22 —y2 + 2=
=g +y+ 2
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b2 =ac
108. a,b,cedestaoemP.G. = c? =bd
ad =bc

Assim, temos:
(b —¢c)2 =b?2 — 2bc + ¢2 = ac — 2ad + bd.

109. (a,b,c)éPA.=>2b=a+c
(@,b,c) € P.G. = b2 =ac
Entao, vem:
(2b)2 = (@ + c)2 = 4b2 = a2 + 2ac + ¢c2 = 4ac = a? + 2ac + ¢? =
=aZ—-2ac+c2=0=@—-cP=0=a=c.
Como 2b =a + ¢c,entdo 2b = 2a=b = a.

b2 =ac
110. (a,b,c,d)é P.G. = 1c*=bd
bc = ad

(b—c)2+(c—a@+(d—hb3?=

= b2 — 2bc + ¢2 + ¢2 — 2ac + a2 + d? — 2bd + b2 =
= a2 + 2b2 + 2¢2 + d? — 2ac — 2bc — 2bd =

= a2 + 2ac + 2bd + d? — 2ac — 2bc — 2bd =

= (a — d)?

111. medidas dos lados: x, xq, Xq?
condicdo: (xg2)2 = x2 + (xq)? (teorema de Pitagoras)
Entao, temos:

1++/5 3

at=x2+ 22 =gt —g?—1=0=0°= 5

1+4/5
=>q=,, 5 &
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112,

113.

114.

medidas dos lados: x, xq e xq?
condigoes: (1) g > 1 (P.G. crescente)
(2) xg2 < x + xq (condic@o para existéncia do triangulo)

De(2)vem:q?<1+q=¢’—q—-1<0= 1—2\/§<C|<1+2\/§.
Fazendo a intersegado, temos:
1<qg< 1+2‘/§ )

medidas dos lados: 1, X, Xq
q

condigoes: (1) % -X-xq=1728

(2)xq<x+%

De (1) vem x = 12, que, substituido em (2), d&:
P?-q-12<0=-3<q<4.

Como q deve ser positivo e divisor de 12, entdo temos:
q = 1 = lados medindo 12,12 e 12

g = 2 = lados medindo 6, 12 e 24

g = 3 = lados medindo 4, 12 e 36

e, ainda, q = 1,5 = lados medindo 8, 12, 18.

sen? x
COS X

sen X

sen?x = ‘tg x = 2 sen?x =

= 2sen?xcos x —sen?x = 0=

sen’ x=0= x=kn (kEZ)
= sen?x(2cos x — 1) = 0 = <ou

cos x=%=>x=ig +2kn (KEZ)
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120.

123.

124.

125.

126.

127.
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q= a_2=£_2_§
By =
22

7 -6

_ 7 .1 1 1
ag=a, ‘q =>§=a1-(§) :ai-(ij =64
an=al.qn—1=1.3n—1=3n—1
100<3""1<1000=34<100<3""1<1000< 3" =

=24<n—-1<7=5<n<8=n€E{6,7}
Entao existem 2 termos: ag € ay.

2 & &
310=31'q9= 2.39 (310)8 =28 .3.38

A igualdade dada é€ falsa.

taxa de crescimento = 3% a.a. = q = 1,03
a, = 120000 - (1,03)3 = 131127

taxa de crescimento = 10%a.a.=qg=1,1
Ao final de 4 anos, temos: a5 = 100000 - (1,1)* = 146 410.

Vamos representar por as, ay, as, a4, a5 0 volume de alcool existente
na mistura apés cada uma das operagoes realizadas. Temos:

a;=12-3=9

a,=9-— =2 . 3= -241 , pois a quantidade de alcool nos 3 ¢ retirados

12
é de i do total.)
12

27 271 . _ 81

ag = — — =~ .3 = ==, pois a quantidade de &lcool nos 3 4
4 4 16
27
retirados € de 4 do total.
12
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Pode-se notar, entdo, que a4, ...,as € uma P.G.coma; = 9eq =

3

729

4
Daivem: az = a, - 4=9-(—) =—— =285¢.
5 1°q 556

4

129. a;q+a;93+a,q°5=10(1)
a:10% + a,q* + a,0% = 30 (2)
Dividindo (2) por (1), temos:
2 2 4
a,+a,q +a
q(a, 1q2 1CL)=3=>q=3.
a(a, +a,q° +a,q")
Substituindo em (1), temos:
10
3a; + 27a; + 2433, =10 = a, = —.
1 1 1 1% 573
131. a=a,
b=aq=ap-Qq_p
c:ar=ap.Qr"p
q r p
Entao: a9 " r-br—P.gP~ 0 = a_ 5 .b_ & .C_=
g’ ipPidied
a? & .Q(q -p) 4P ,Q(r - PP
— P a P o P -
r P.ol@-pp La.nir-pr
a, ap-Q a,'Q
= Q@-PIr—P) QI —PXp-a) =Q(r—p)(q—p+p—Q) =Q°=1
132. 2_-3 - - g entio:
a; ap
1 4 1
-a—2=-a—1=}- e -Ei:a—2=i e an —an_i-—l
1 a ¢ 1 a; g 1 a, q
a, a, a,_4
11 1 3
provando que | —,—,—, ... | também é P.G.
a; a, ag

.
=,
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133. —<==— = ... =q,entdo:

%8 .8 82 28 85 8 ;2 e
a; ap a; az a, ag ’

provando que (a,, as, as, ...) também é P.G.

a
S==2 = .5 =¢?, etc.
a, as a, a, as a,

provando que (a,, a,, ag, ...) também é P.G.
135. PG.: (3, ———24,._ ., )

}=>—24=3-q3=>q3=—8=>q=_2

ag=12a,:9°=3-(—2)°=-96

136. a, = 78125,a, = 128 eq = %,entéo:

n-1 n-1 7
128=78125-(%) :(—g—) =-§—7=>n—1=7:>n=8

entdo devem ser interpolados 6 meios geométricos.

137. a,=1458,a,=2eq< %,entﬁo:

5 k 1 V=5 6
2=1458-q""1=3q= (14_58)n—1=(§€)n—1=3 -

6

q<%=>3_n—1 <3‘1=>—EI>1=>n—1<6=>n<7
n._

Como a P.G. deve ter no maximo 6 termos, entdo o nimero de meios
a interpolar é no méaximo 4.
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xy=ab (1)
138. PG.(a,x,y,b)= {x’>=ay (2
y>=xb (3)

De (1), vem:y = & , que substituido em (2) implica:
X

x2=a-7=>x3=a2b=>x=a3-b3-

12
Analogamente, x=@=;~y2=a—b-b=:»y3=ab2=>y=a3 - b3.
y y

140. a)S =log,a + log, 2a + log, 4a + ... + log, 2"a =
=log,[a-2a-4a- ... -2"a]

O logaritmando € uma P.G., tal que a; = a, g = 2 e o nimero de
termos é n + 1.

Para calcular esse produto, temos:
n(n+1)

P=an+1'2 2

nin+1)

E,entéo,3=|og2[an+1_2 > jl=n(n2+1)

+(n+1)log,a.

b) Sendo S = n + 1, entao:

_ nin+1)

n+1 +(n+1)|og2a=>1=g+log2a=>

n
1——
=>1—g=log2a=>a=2 L

log,b=4 (1)
log,b=2 (2)

141. ) 1
log. b=—— (3
€ 100 (3)
n(n - 1)

c=a"-q 2 (4)
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1
De (3), vem: b =¢190 (5)

k. nin—-1)
Substituindo (4) em (5), temos: b = a1% . q 200 (@)

Substituindo (6) em (1), vem:

N ann—1) n_ nn-1) n(n - 1)
Ioga 100 . q 200 =4 = a4 =100 . q 200 —g= q2(400 -n) (7)

Substituindo (6) em (2), vem:

_n_ nin-1) n nn-1) 400 - n(n - 1)
log,, al00 .q 200 [=2=q?=g100.q 200 —g=q 20 8)

Comparando (7) e (8), temos:

_N(n-1) 400 -n(n-1)

2(400-n) _ q n i nin—1) _ 400-n(n-1) -

400—-n n
= 400n2 = 4002 =n2=400=n =20

q

143. @1°@p 83" ... Axp—1'8yn=(a2 85" ... Az (81 @z " ... "8z 1)

n=15a,=2°=4
a;m=2"= {n=2-a,=2*=16
n=3-a;=2°=64
Ent3o, a sequéncia dos termos de ordem par € 4, 16, 64, ..., em que
a,=4eq=4.
n=1-a, =(-3)'=-3
8y 1= (-3~ 1= {n=2-a;=(-3)%=-27

n=3-ag =(-3)° =-243

Entdo, a sequéncia dos termos de ordem impar é —3, —27, —243, ...,
emquea; = -3eq=09.

Entre os 55 termos iniciais ha 28 termos impares e 27 termos pares.
Assim:

Pog = (—3)%8 . (9)28é27 = (—3)28 . (9)378 = 3784
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146.

147.

148.

27-26
Pyr = 427 . 4 2 = 427 . 4351 = 4378 = Q756

Assim: Pgs = Pog + P,; = 3784 . 2756,

2
{a2+a4=10 a,q+a,q> =10 alq(1+q)=10 (@)
& =
a;+a3=> a, +a,q° =5 a1(1+q2)=5 (2)

Dividindo (1) por (2), membro a membro, vem:
q=2=a; =1e,portanto,a, =1-2%3=a, = 8.

(base b, altura h, drea a)

por hipétese : E =8=h=8b (1)

Jpropriedade dos termos da P.G.: h? = ba (2)

area do triangulo:a = % (3)
o .o b%n b?
Substituindo (3) em (2), temos: h* = = == Ty = Y

2
Considerando (1), vem: b? =8b=b = 16.

3@°-1) _,, _, (-1 +q+1)

B
2 =1 q-1

=7T=9¢°+q-6=0=

=qg=-3o0uq=2

- 3(q4_1)_45=> (q2-|-1)(q+1)(q_1)=

T g-1 q-1

15=
= (02 + 1)(q + 1) = 15

Verifica-se que g = —3 ndo satisfaz esta ltima condigao.
Entdo, q = 2.

3(2°-1)
Portanto: Sg = T 3.
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149.

50+a+b=62=a=12-b (1)
P.G. (50,a,b) = a? = 50b (2)

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos:

a=12 — b= a2 =144 — 24b + b% = 50b

b =72 (rejeitado porque € maior que n(AUB))

b?—74b+144=0= {ou
b=2=a=10

Entdo: P.G. (50, 10, 2) e n(ANB) = 10.

150. x,v,2)éPA.=>(x=y—rez=y+r)

Por hip6tese,x +y+z=15=>y—-r+y+y+r=15=y=5

edaix=5—-rez=5+r
(x,y+1,z+5)éPG.=(5—16,10 + 1) é PG.
Entdo: 62 =(5—-r(10+rn=r=2o0ur= —7.
Parar=2,x=3,y=5ez=7=3z=21.
Parar = 7,x = 12 (rejeitado porque 12 > 10).

151. PA.(a,a + r,a+:2r,...)= S3 = 3(a:+r)

2
2V3 3
P.G. (a, —;/];r, Ss, )=>(23£r) —a-S3=
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2
=% %—-:3a(a+r)=>

=9a2+9a—-42=0=a=—oua=——r =
3 3
a_1 a_ 4
r 3 r 3
=
153. PERASIN .o & L 3
A4
& L]
2

£, € lado de Q,
SONORE
{3 é lado de Q3
ORORCRS

3.l 32 2 4 4 "7 5
Ent&o, considerando os lados, temos:

a2 a (3BT
P.G. (8, —2—, 5,...,8['—2—) )
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Considerando as areas, vem:

2 .2

2 & 4 1

P.G.(a,?,—Ll—,...],emqueal=a2eq=5.
2 1)”

O o B

Sn=T—_—>Sn= l__l ':>Sn=—2?1—__
2
n
155. 22‘ =23 4+ 24 4+ 25 + . 4+ 216 a soma dos elementos de uma RG.

i=3
em que a; = 23, q = 2 e o Ultimo termo é 2". Essa P.G. temn — 2
termos, entao:

3 -2
3o - 2(2-1) _ 01— g- 4088,
i=3 2-1

Dai resulta 2"+1 = 4096 = 22en = 11.

157. S, = 1 q-1 3n q-1
2
a 2 2n -
§2+82=—4 [q“—l 2 C R ]=
et - o
2
s 61 - (q4n_q2n_2qn+2)
(a-1)
S, )=—L(q"-1) - 2, (o -1+0*-1)|=
Sn(s2n+ Sn)_q_i(q qg-1
ai n 3n N _of = ai .(4“+ 2n—.’2q"+2)
A (- i )= (a4
(-1) (@-1)

entao: Sﬁ + S§n= S, Sy Sanl »
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158. S, = algq—":i- =3096 (1)

s,=219"% _g438 (9)
q-1

Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem:

S_2_a11q—a2_6138_2=>
S, a,,a-a; 3069 alqm--a1
10
aqlg -1
1(10 )—2=>q=2
ay (0"~ 1)

11
a9 —a,q _

Substituindoq =2 em (1), vema = 3 = P.G. (3, 6, 12, ..., 307?).

159. Seja P.G. (a, aq, ag?, ..., ag" ~ 1) de razdo q e seja

P.G. (1, i, 12,..., ;L_l) de razao
a agq aq aq
n
alg"-1 a"(q"-1
S = ( )=>Sn= ( n)
q-1 (@-1)

1(1_1)
g-20T J_ d-1 gyl

1,  a"t(g-1)

q
an (qn _ 1)n
n (q"—l)n Nyan n o .n.nn-1
S @ -1) (-1)"
anqn(n - 1)(q % 1)n
al a2nqn(n -1) _ P2

= anqn(n -1) (q _ 1)n
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n n
161. 3=1+2+i+3+1+£+“_+(i) +2(1) +..=
3 5 9 25 3 5
n n
= 1+1+1+...+(—1—) + .. |+ 2+g+—2—+...+2(1) + se
3 9 3 5 25 B
, .« A &
n
51=1+i+1+___+(1) +...=—1—=§
3°9 3 gh=it 2
3
n
S, =2 1+—+—1—+...+(1) + =2-—1—1=é
5 26 5 ot 2

3 "5

S=5+5=—+=-—=4
165, sg=-2 _ 1 __3
1-q ¢_1 2
3
1000 1000
1: (1) -1l 3 1—13;00

3 3 3 3 3(31000 _ 1) B
S1000 = 1 5 = i) 5 . 31000

3

31000—1 3 1 1 999
2.8 3 3 (5)

1(1)9%° 1 999
5 P -, e ,ouseja,S=S +—+(—) ,isto
Entao, 81000 S 2(3) | 1000 2 3

999
é, comete-se um erro de 5(5) para mais.
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166.

Podemos decompor cada parcela, a partir da segunda, em uma
soma de fracdes.

1=1

21,2

22 2

3 1 1 1

4 4 4 4

4 1 1 1 1

—=Z+ =+

8 8 8 8 8

5 i A I - N |
— =ttt —+—
6 16 16 16 16 16

1

Verificamos que cada coluna forma uma nova série infinita.

l¢coluna:a; =1e q=l=>81= 11=2
2 4
2
£
22 coluna: a1=leq=l=>82= 21=1
2 2 {_=
2

ut
32 coluna: a1=% e q=%=>33= 4 =%

1 1
4a2coluna: a,=— e gq=—=9S, =
1 3 q 5 4

e assim por diante.
As somas Sy, Sy, S3, Sy, ..., POr sua vez, formam uma P.G. infinita de

— A ! ~
primeiro termo 2 e razao 5’ entao:
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167. a, = V3 3-43

)
.L
K

168. o,,4,8 . _14

2(1+—2-+i2+...)=E
m m

Sendo S=1+—2—+-iz+...= I

m
5 = , temos:
m m m-2

m

2(L)=E=>m=7.
m-2 o

169. S =1+ 2x+ 3x2+ 43 + ...
XS =x + 2x2 + 3x3 + 4x* + ...

entdo,S —xS=1+x+x2+x3+ .= 1
1-x
e dai vem:
1 1
(L-x)-S= ey, 8

R
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171 1 1 1 1 1 1 1 1
. §+§+2+9+ +§F1_+3n+2n+1+3n+1+
1 1 1 1
=§+Z +§F+2n+1+"+§+_+ +3_n+3n+1+ .
s, s
1
1_% 1 3
1 >=>Si+82=1+—2-=§
3 1
S,=—3_ ==
1-1 2
3
3 7 15 on_q
172. S=1l4+—4+—+—+...F+——F+...=
4 16 64 2n-2

{32 ds

b & 1
+ 22!’1—2 _22n—2 t...=

—(1+1+i+1+ + Fromn | =
4 16 64 o2 ~2 B
2 1 4 8
SIPUEE: AP Pl o=
1-= 1-= 3 3
0 4

Fundamentos de Matematica Elementar | 4



173.

176.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

417 417
41 e = + .
U 1000 1000000
417 417

1000 _ 1000 _447 _139
1 999 "~ 999 333

1000 1000
b) 5,121212... = 5+ e e Thoe
100 10000
12 12
100 100 12 4 169
=54+—100 _ g5, 100 g -<_g, ~ 2%
+1_L 5+£ 5+ = =5+ 2=
100 100
¢) 0,17090909... = L 17.000909 ) =
, o = g T, L) =

1 9 9 1 1 47
= — |17+ + t+o|l=—=(1T+—|=—==
100 100 10000 100 111 275

d) 9,3858585... = % [93,858585...] =

1 85 85 1., 85] 4646
= = |og L I T
10 [ 100 T 10000 ] [ ]

10 99 495
a; + ag + ag + ... = 20 (razdo: ¢?)
a, + a, + ag + ... = 10 (razao: g?)
as a _ .
S = 1_qg=20 eS,= 1_q2—10,deondevem.
Ta, 20 2'"°0%47 35

Substituindo q = % em S;, vem: a, = 15.
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2(a2+1)2_ 2542 ,
Ba  4(a?+1) e

178. a) ag = aiq3 =

_ 8(aa2+1)3 _ 2(a2+1)
BTk ey -—v

AP.G. é decrescente = sea>0,0<q<1
1
oer) | — W
Entéo,0<5_a-<1=>0<2(a +1)< 5a
(2)

(1) 2(@°+ 1)>0,Va€ER.

2) 2(a2+1)<5a=>2a2—5a+2<0=>% <a<?

(1)n(2)=>% <a<?2

1 2(a2 * 1) a=d
b)g=a-==—— L =3a2-a—-2=0=> B .
5 Ha a= 3 (rejeitado)
4 25
Paraa=1=q = 5 ea; = rE
25
Entdo: s=_8_1=>s=1—2§.
8
P
5
179. LY m m -
L 3 |AAAAAAAAAA§AAAAAAAAAI| 3 1 retirado -
vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv 3
m. m m m m m . m
9 9 9 9 9 9 retirado 2 -9—
| I/, V. V. . V.V E— L IV.OVVY A |
L.} L m m m
{21 27 57 57 retirado 4 57
L) L)
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(m?—rﬂﬂ,) é P.G. em que a; = Meq= 2
3 9 27 g 3
m
3
S=—5S=m.
1-2
3

180. €1=3=>p1=9

4 —§=>p .
255 2775
¢ —-:i=>p 42
374778 1

etc.

9 9
A sequéncia dos perimetros (9, >' 2 ) é P.G.emquea; =9

eq= l,entéos= -9—1 = 18.
2 o=
2
181. Os perimetros p, % : %, ... formamumaP.G.emquea; =peq=

s e P
entaoS———l 2p.

=
2

NP

182. Seja ABCD um quadrilatero qualquer e seja MNPQ o quadrilatero que

tem vértices nos pontos médios dos lados de ABCD.

A
M Q
S D
N~ P
c
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183.

Temos:
1 1 1
Aamq t Acne = 3 " Apgp F) 'ABCD=Z A
1 1 1
Asnm + Appq = 7 eec T 2 " Ancp = e

Entdo a soma das &reas dos triangulos AMQ, CNP, BMN e DPQ é g :

portanto, a area de MNPQ é g , €m que A é a drea de ABCD.
Concluimos, dessa forma, que as dreas dos quadrilateros construidos

A A
conforme descrigao do enunciado formamaP.G.: (A, > ) , CUja

soma é S=—AT=2A.
1-=
2

[N

As areas dos circulos formam a P.G. (a4, a,, as, ...) de razdo 2

Determinemos a sequéncia (d4, do, ds, ...) dos didmetros dessas
circunferéncias.

d)2
dy=d=a, = 75(5) = dy = —'—=——=>d22=—— =
ﬁd2=

d
V2
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d-, = i:a = n(d_z)z—ﬁ:a —}.a —Egi d —f =
20 2 T2 2 8 . 2-.16 ° 4
d

=>d3 = —

T2
etc.

- d d . 5
Os diametros formam a P.G.: | d, N cuja soma € AjA,,

entdo AgA, = L =d(2++2).
1-

ol P

184. 1) ABDC ~ AOEC — 22 - BC
OE _ OC
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Por Pitagoras, no ACDB, vem:

aJ3
“—7 @

De (1) e (2), temos: _a_= JE =%
2

Il) Por Pitagoras, no AMNP, vem:
(PM)2 = (PN)2 + (MN)2 =

=>2R=£083+1246, = (4)

i}
2
P

M
lll) Por analogia a parte (l), vem:
H—ié(aer N_
L4 T
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IV) Lados dos triangulos:
por hipdtese, a, =a

a 1
=PG |a - ... dp =7
de (4), 3, =3 ( 2 ) =3

raios das circunferéncias:

a3

de(2), r= 6 a3 a3 1
\/— =% PG T ;qo=§
de (6), 1, = 23
12
areas dos triangulos: av3
a: T 82\/§
por hipétese e de (2): Ay = TR

a a3
de (4) e de (5): A, =2 a__aV3

2 16
Portanto: P.G. (a2;/§’ aif, ), aa =%
areas dos circulos:
de (3): oy = nzaff = 1;822
de (6): o, = niaff = ’:f:

2 2
na” mna o1
Portanto: P.G. [E T ) do 1
Assim:

a) SA=—al—=>SA=2a

2
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a3
b) So=—6_1ﬁ80 Zié\/g
"2
a*+/3 ,
a’\/3
1-1 3
4
ma® ]
e L
1-=
4

2 2

185. a) €1=(%) +(g) =>€1=%
a
N

1¢ quadrado: lado = a = p; = 4a

2¢ quadrado: lado = % = p, = 4_2
4a 1
4al ) oo . = —
RE. ( \[2— )' 4o /2

Sp = M 4J§a(J§+1) =8 —4a(2+J§
SRV S P )

N
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a
b) 12 circulo: r = > =C=2nr=C=rna

2¢ circulo: ry =

P.G. (na, n_\/; ) do =\/i§—

o _ maa(V2+1)
So= 1 1 ({2-1){2+1)

= Sy =Ta (2+«/§)

c) 1¢ quadrado: lado = a = drea = a?

a a?
2¢ quadrado: lado = E = drea = >

2
2 a . _ 4
P-G- (a 1 2 ’ "']! qD 2

— 2
Sy = 1=>S 2a
I
2
10 {i |- H e a é a—_TE_a.i
d) 12 circulo: raio = 5 = area = 2
o ma’
29 circulo: raio = —J: = area = g
Ta 1
P.G. (4 ) =5
na2
a4 na’
Pt
2
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oM\ — Matrizes

o
I
o
o

189. A=[(0 01 .. 0

1) +/A =

L~ lpX1

2) +AA=[111 .. 1]y »,

Assim: +/(+#A) = +/[1 11 ...1] = [p]

191. x=0

x>=x=>x=0o0oux=1
2X=x=>x=0

y=3
z=4

5=bt=t=1
t=1
1

t?=t=t=0o0ut=

Cyy =8y +byy =3+9=12

195. Cop =85y 05y =4+10=14 Cpy +Cpy +Cp3 =12+ 14+ 16 = 42
Cpz =8p3 +byy =5+11=16

Fundamentos de Matemaéatica Elementar | 4




196.

197.
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

o+2=3=0a=1
1+B=2=p=1
1+0=y=2y=1
2+ (-1)=06=06=1

y’-y-1=5 (1)
y2+2y+2=10=y?>+2y-8=0=(y=2ouy=-4)

Substituindoy =2em (1):8 -2 -6 = 0.
Substituindoy = —4em (1): —64 +4 -6 =0. (F)
Portanto, y = 2.

Ax+x2+1=1=x*+3x=0=(x=0 oux =-3)
4x+x2+2=-1=x>+4x+3=0 (2)

Substituindox =0em (2: 0+ 0+ 3 =0. (F)
Substituindox = =3 em (2): 9 — 12 + 3 = 0. (V)
Portanto: x = —3.

lags — bu| =1 = 5| =[-4[=4
lagz = bsol =2 = 7| =|-5 =5
|lazs — bas| = [3 — 6] =|—3| =3
|aze — boo| = |4 — 8| = |-4| = 4
d(A; B) =5

a)2X+A=3B+C
2X=3B+C—-A

X=%(3B+C—A)=>X=

o Nlo

N w
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205.

1

)X+ A= =(B - C)
2
o _15
1 2
= ZB-C)—A=X-=
2 9
W, ...
2
¢)3X +A =B — X
3X £ X = B A
4X =B — A
'd @
~le-aox=|* ?
B Rl et R
_2 4.1
1 1
d) 5(X~A-B)= Z(X-C)
3(X — A — B) = 2(X — C)
3X — 3A — 3B = 2X — 2C
X=3A+3B-20ox=| > 2
= 22 114 27

X—A B+X
2

+C=3X—-A)=2B+X) +6C=

=3X—-2X=3A+ 2B+ 6C=X=3A+ 2B + 6C

28 1
entao, X = [ B ]

23 3
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{X+Y=A (1)
207.
X-Y=B (2

LH+@2=22X=A+B=[3 5 12]=>x=[§ = 6]

1D -@)=22Yy=A-B=[-1 3 2]=Y= [_

NI

N | w
|..\

| . |

: 2X+3Y=A+B=> 6X+9Y=3A+3B (1)
L 3X+4Y=A-B 6X+8Y=2A-2B (2)

11
(1) - (2)=>Y=A+5B=|28
9
~90 -15
(1) 6X = 3A + 3B — 9Y = | 228 |=X=|-38
54 -9

210.  Cy3 = apq - byz + @y - bog + 803 * D3z + 8p4 - byz + 825 - P53 + @0 - Dz +
tay bg=1-1+0-2+(-1)-3+(=2)-4+(-3)-5+
+(~4)-6+(-5)-7T=1+0-3-8~15-24—35= -84

o)

- a)11 11 2 ;_247
. 121350—3712

o o ~N
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219.

>

o

I
N W x

ax b 2c
= | 3a by 5c¢c |[=
2a 3b cz

Entdo, temos:

ax=2

3a=6=a=2
2a=4=a=2]

b=3
by =12

3b=9=b=3]

W< B

o N
~N W
| ]
Il
)
a N
~N W
S

2-3=10
6 12 25 | =
4 9 20

r=>Xx=1

r=>y=4

2=10=p=56

5¢=25=c=5

cz=20

=»Z=4
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(1 20 2] [2x 1+2y

E R 0 1

BA — 0O 1 142 |, 1 0]
LX y 1 40 X+y 2x

Como AB = BA, ent3o:

1
x 1+2y| _[ 1 o] Sl SE=g
0 1 | |x+y 2x

x+y=0=>y=—%

AB =

A e B sdo comutdveis significa dizer que AB = BA.

a)(A+B2=(A+B)A+B)=A2+AB+BA+B2=
= A2+ AB + AB + B? =
= A% + 2AB + B2

b)(A—B)2=(A—B)A—B)=A2—AB—BA+B2=
=A2— AB — AB + B2 =
= A% — 2AB + B?

c) (A + B)3 = (A + B)%A + B) = (A2 + 2AB + B?)(A + B) =
= A3 + A2B + 2ABA + 2AB2 + B2A + B3 =

= A3 4+ A2B + 2A2B + 2AB2 + AB? + B% =

= A3 + 3A2B + 3AB2 + B3

d) Analogamente.

e) Por indugao:

) Vale para k = 1: (AB)t = A' - B = AB

1) Suponhamos vélido para n = k: (AB)k = Ak - Bk

[1l) Vamos provar que vale paran = K + 1:

(AB)k* 1 = (AB){AB)! = AkBK - AB = Ak . A . BK. B = Akt 1Bk+1
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50 5 56

1 1] 12 127] [o 19
b)(A+B)(A_B)=[5 0][—1 2]=[5 85]

r 2
09 18 0
VN = 2A+IF=(A— 1P =] o] =[ o 18}

3 13
0= 19| _|10f (55 18| (1 0]_
2712 1 01 42 55 01

2
226. a)(A+B)2=[1 1] =[6 1}

_ | 54 189
42 54

228. Fazendo X = ab,entéo a.pb ab=10,
c d c dljlc d 0 1

a’+bc=1 (1)
Logo: Jbc+d®=1 (2)
ab+bd=0 (3)
lac+cd=0 (4)

De (3) vem: b(a + d) = 0; entdo, temos:

12 possibilidade:a +d =0

Neste caso,d = —a = + V1 —bc, e para satisfazer (3) e (4) servem
quaisquer b e ¢, bc < 1.
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22 possibilidade:b=0ea+d # 0

Neste caso, o sistema fica:
(a?2=1,(2)d?2=1,(4)ca+d) =0
cujasoluggdoé(a=d=1ec=0)ou(a=d=—-1ec=0).
Assim:

ab N ablahb ab
= , entdo = ,
Fazendo X [c d] enta [C d][c d] [c d]

a +bc=a (1)
ab+bd=b (2)
ac+cd=c (3)
bc +d? =d (4)

logo: 1

De (2) vem: b(a + d) = b; entao, temos:
12 possibilidade: a + d = 1 e b qualquer
Neste caso, temos:

+
(1) 32—a+bc=0=>a=—_—,combCS%

1+J1-bc

4) d2—d+bc=0=d= =

Como a + d = 1, os sinais tomados diante do radical J1-be
devem ser opostos.

Note-se que para (3) o valor de ¢ € qualquer.

22 possibilidade:b=0ea+d# 1
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Neste caso, o sistema fica:
(1)a2=a,(3)cla+d)=c,(4)d2=d
cuiasolugdoé(@a=c=d=0)ou(@a=1=dec=0).
Portanto:

—O 0 1 0
X = =
LO O:|OUX [O 1]ou

1++/1-4bc

1++/1-4bc
2

=
x

&)}
=
N

y
232. 27 4|l=|x 7T 1z =>X=2,y=5ez=—4)

(0 -4 2 0 —x -y
233. X 0 1-z|=| 4 0 -2z|= (x=4,y=-2ez=-1)
y 2z O -2 z-1 O

234. Para todo i, j € {1, 2, 3, ..., n} temos:
Cj = aj + bl.l = gj “ bji = Gji.

237. 1 2 2 -1 _|10 L 2+2x -1+2y |10
14 Xy 01 2+4x -1+4y 0 1
2+2x=1} 1

2+4x=0["*"73
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-1+2y=0 1 _
A+dy=1 =>Y—E e, entdo,x +y = 0.
238. A+A1l= cigod . B LS I RN 1A
O 3 0 -3 X X -X 3-X
A-A“1=1O=>21 1—1=10
0 1 X X -X 3-X 0 1
2-x  1-x 1 0
=5 =
X—Xx2 2x—x2 0 1
entao:
2—x=1=x=1
1-x=0=>x=1
X—x2=0=x=0oux=1
2x—x2=1=x=1
portanto, x = 1.
1 0 g 1 O B
. A= A= = (A + A3 = (2A)® = 8A3 =
239 [0 _1]: [0 _1] ( ) (2A)
=8A=[8 o]
0 -8
244. B=PAP1=BP=PAPIP=BP=PA=
1 [a 20][2 <] 2 2][3 o
=— = =
13|75 b 8 5 _3 5 0 -2
1 [ 2a+30 -a+50 | [6 2
=-— - = =
13 150+ 3b —75+5b_ 9 -10
[2a+30=78 o4
_a+50=26[ 2
=<
150+ 3b =117
=b=-11
~75+5b=-130
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246. a)AX =B d) BAX = A

A~1AX = A-1B B~1BAX = B~1A

I.X = A~1B l,AX = B™1A

X=A"1B AX = BT1A
A~1AX = A"1B1A

b) AXB = I, X = A"1B~1A

A~1AXB = A~1|, X = A-1B-1A

I,XB = A-1

XBB~1 = A~1B~1 e) (AX)t =B

Xlp = A=1B~4 [(AX)] = B

X =A"1g"1 AX = Bt
A~1AX = A~1Bt

c)(AX)™1 =8B I.X = A-1Bt

AX = B! X = A-1gt

A~IAX = A-1B-1

X =A"1B"1 f)(A+ Xt=B

X =A"1B"1 [(A + X' = Bt
A+ X =Bt
X=Bt—A

247. (XA)1=B=XA=B 1= XAA1=B"1A1=X=B"1A"1

Determinemos A~

1.

3 4|lab| |10
2 1||cd| |01
3a+4c=1 1 2
=a=— e C=—
—-2a+c=0 11 11
3b+4d=0 4 3
=b=—— ==
{—2b+d=1 11 © 971
Entdo, At = — | 1 —#]
11'| 248

Determinemos B~

e f
g h

5 -2
0 3

Bl

1.

|

10
g -4,

2]
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be-2g=1 0
3g=0=> g=0 e e==
5-21=0 1 2
= = — = —_—
3h=1 3 ° 715

1132
Entdo, B~ = — :
ntdo, B 15 [O 5]

x=i-—1—32 1"4=>x—i 7 -6
11 15/0 5|2 3 ~ 165| 10 15

Devemos provar que D = C 1B ~1A~1 ¢ a matriz inversa de ABC, isto
€, que D(ABC) = (ABC)D = I,,.
19) D(ABC) = (C™1B~1A~1)(ABC) = C~1B~1}(A~1A)BC = C~1B~1|,BC =

= Cc4B-1B)C = CIC=C1iC =1,
2¢) (ABC)D = (ABC)(C~1B~1A-1) = AB(CC~1)B~1A-1 = ABI,B~1A-1 =
= ABBB~1)A-1 = AL A1 = pAAL =,

a b
SejaA = [c d] uma matriz inversivel.
Determinemos A~1:
abl|[xy|] |10
cd z t| |01

[ax+bz=1 d & g —C
ex+dz=0[" " ad-bec - ad—bo

ay+bt=0 -b a
=% = e t=
cy+dt=1 ad-bc ad-bc

1 d -b 1 d —c
tdo: A7l = : A-Lt = . .
— ad-bc {—c a]e( ) ad-bc {—b a}
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Determinemos (At)~1:

IR

[ap+cr=1 d ., -b
= D= =
bp+dr=0 P ad-bc ad—bc
aq+cs=0} ~g a
=0= e Ss=
|bg+ds=1 ad-bc ad-bc
1 d —-c
2qe (A1 — :
entao: (AY) e [—b a]

e dai (A~1)t = (AY~L.

oA — Determinantes

253.

254.

sen X —COoSs X

a) seny  cosy senxcosy + senycos x =sen(x +y)

sen X —COS X
b) = sen?x + cosx = 1
COS X  Sen X

0) 2 sen X 3 cos X -

1-2 cos x 3senx+2
=2senx3senx + 2) —3cosx(1— 2cosx) =
=6 sen2x + 4 sen X — 3 cOS X + 6 cos2x =
=6 + 4 sen x — 3 cos X

loga loghb 1
al 1 1 =Zloga—§logb=|ogi‘/§—logf=

2 4

{a a
= —_—_= 4f —
o8 75 =108 {2
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2 4 _
b) i amt-m | 2m2(m3 — 1) — m(2m?% — m) =

m m-1

=2m® - 2m2 = 2m® + m2 = — m?

aij=j—i2=>all=0,612=1,821= _3,622= —2

e, entao, A = 4 -1
-3 -2

detA=‘ 0 1|=3

-3 -2
2x 3x+2 1
a) =0=22x2—-3x—2=0=[X=2 ou xX=——=
1 X 2
- : 8
b) “ R =11=>2x2+x—1=0=>(X=— ou x=—1)
4x+5 3x-1 2
e |
1 2 = 0=x%— 1 = 0= x = %1 ( duas raizes reais distintas)
-
x = det| @ b]:x=ad—bc
c d y
: *=>;='—6
-2a 2c
= det =y=-6(ad-bc
y _aih 3dJ y =—6( )
2 |0g55 |0g55 2 1 1
D=|5 logs125 logs25 [=|5 3 2|=0
8 logz27 log243| |8 3 5
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262.

264.

265.

266.

1 2 3
D=({1 1 m|=D=m-1
11 1
5 6 7
D'=|5 5 m+4 [=D'=5(m-1)=D'=5D
b -5 5
x—-1 2 X
D, = 0 1 -1|=-8-1
3x x+1 2x
Dp=| 3% 2| = —3 - 8«
4 -X

D;=D;=-8—-1=-3-8&=3°=1=

_+\ﬁ L= =3
=>x= 33 = -

0 3 1

0 3* 2| =0=23%=0=5=0

4 3* 3

—senx -8 -5 sen’x=0 (1)
0 —senx cotgx |=0=>sen®-cosx=0={ou
0 0 COS X cosx=0 (2)

(1)senx=0=x=n

(2)cosx=0= (x:E ou x=%)
2 2

Entdo, o menorvalor xtalque 0 < x < 2 éx = .
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sen’x sen’x O

267. detA=| cos’x cos’y sen?y |=
r? 0 r?
=r?sen?x cos?y + r2 sen? x sen?y — r2 sen? x cos2 x =
=r?sen? x (cos?y + sen?y — cos2 x) = r2sen? x (1 — cos? x) =
= r2 sen? x sen? x = r2 sen? x

268. detA= =xy=15 (1)

o O -
O xX N
< N W

tragpdeA=x+y+1=9 (2)

=15
De (1) e (2), vem: {Xy+ 8=>x2—8x+15=0=>(x=5 ou x=3)
X+y=

Parax =5,y=3eparax= 3,y = 5.

a 0 b 0 x
c 0 d x e O b O x
278. D=|f 0 x 0 O] =(-1)8+1.x-|Q0 d x e} _
g x h i j é; o
X0 00 0 S
b 0 x
=X'(—1)4+1'X' d x e =_X2.(_1)3+1,X, 0 x s
X e
®o o0
= —x3:(=x2) = x5
SendoD< -32=x5< —-32=23xX3< (-2 = x< —2.
1 12 11 1 1271 11 1 1 11
280. D,=|5 24 13|=| 5 12:-2 13 |=12-| 5 2 13
7 36 17 7 12-3 17 7 3 17
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281.

282.

284.

2 1 3 11 2 1 31 11
5 4 8 12 8| |14 2:4 34 2:4]_
27140 5 9 13| | 10 5 3-3 13
14 7 -3 15 14 7 3-(-1) 15
I S I . §
_g.qll & BUAF 2
10 5 3 13
14 7 -1 15
1 7 5 1 7 5-1 1 7 1
Dg=|3 11 15|=[ 3 11 5-3 (=53 11 3|=5:0=0
5 13 25 5 13 5-5 5 13 5

A

A é uma matriz quadrada de ordem 4.
Entdo, det (2A) = 24 - det A = det (2A) = 16(—6) = —96
Comodet (2A) = x — 97,entaox — 97 = —96 = x = 1.

Se det Q # 0, entdo Q é inversivel, ou seja, existe Q1 tal que Q~1Q =
=1, =QQ ledar

QR +202=0=0Q%Q1+20201=0-Q1=Q2+2Q0=0=
=0QQ1+20Q7'=0:Q0*'=Q+2,=0=Q= -2l

[ 2 0 0 0]
O -2 0 O
= =detQ = 16
Q O 0 -2 O Q
0O O 0 -2
8x —2x2 2x% -—2x*
2 3 4
D= |4 Y .Y -
Az -2 5% =74
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4:2:x 2-(-1)-x*> 2-x3 2-(-1)-x*
4y (-1y* ¥ (1!
4-z  (-1)-22 £ (-1t
4.t  (-1)-t? 2 (-1)-tt

= 4(~1)(-1)- 2

~ N < X
<
<
<

286. Multiplicamos a 12 linha por x, a 22 por y e a 32 por z.

Xyz X X 1 x2

zy x 1 X
1 Xyz

XZ 1|=— 2 ——t 2 —

y — Xyz y°y e 1 y° y
 z 1 xyz 22 z 122 2

1 x? x
=1y y

1" 2% Z
a b+2c c a b c a 2c ¢ a b c

289. X y+2z z|=|x y Z|+|x 2z z|=|X Yy z
m n+2p p m n p m 2p p m n p
R Smm—

(*) 22 coluna = 2 - 3¢ coluna e, entdo, o determinante é igual a zero.

cos2a cos’a sen’a cos’a—sen’a cos?a sen’a
291, cos2b cos’b sen?b |=| cos’b-sen’b cos’b sen?b |=0
cos2¢c cos’c sen?c cos’c—sen’c cos?c sen®c

porque 12 coluna = 22 coluna + (—1) - 32 coluna, isto é, a 12 coluna
é combinacao linear das outras duas.
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292,

295,

296.

297.

a—-b m-n x-y
SeaM=| b-c n-p y-z
c—a p-m z-X

Pelo teorema de Jacobi, podemos adicionar, a 12 linha, a 28 e a 32
linhas, obtendo:

0 0 0
M'=| b-c n-p y-z |,talquedetM = det M.
c—a p—-m z-X

Mas det M' = O porque a 12 linha € nula. Entao, det M = 0.

Vamos somar a 32 coluna uma combinacgao linear das duas outras,
a saber, 12 X 100 + 22 X 10:

1 3 0 1 3 (0+1-100+ 3-10) 1 3 130
1 1 7|=({1 1 (7+1-100+1-10) |=| 1 1 117 |=
1 5 6 1 5 (6+1-100+5-10) 1 5 156
1 3 10
=13-11 1 9
1 5 12
Somando a 12 coluna as outras trés colunas, temos:
X a a a Xx+3a a a a 1 a a a
D= axaa=x+3axaa=(x+3a)1xaa
a a x a x+3a a x a 1 a x a
a a a x Xx+3a a a x 1 a a X
a b C X X X

aty b+y c+y |+| aty b+y c+y| =

52 b2 02 o2 b2 2
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a b c¢ a b c X X X X X X
=la b c |+|Y Y VY [+/a b c |+|Y Y VY |=
a2 b? ¢? a2 p? 2 a% ipe- ¢* a2 b? ¢?

a b ¢ 1 1 1
=0+y|1 1 1 (+x|la b ¢ |+0=
a2 b? o2 a2 b2 2
1 1 1 1 0 0
=(x—y)| a b c |=Kx—-y)| a b-a c—a |[=
a2 p2 o2 KR SRR S

= x—y) - (-aprae| 72 27E

b2 iEEugiie
—x-yb-aec-a-| = 1 |=x-yb-ac—a)-—b)
y b+a c+a
a-b-c 2a 2a
298, % b-c-a 2b |=
2 2 c-a-b |d

a+b+c a+b+c a+b+c
= 2b b-c—-a 2b =
2c 2c c—a->b

1 1 1
=(@+b+c)| 2p b-c-a 2b

2¢c 2c c—a—b(m

1 0 0 _
=@+b+0) o _arb+c) 0 =
26 0 —(a+b+c¢)
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=@+b+cat+tb+cP=(@+b+cP
(1) (22 linha + 32 linha) + 12 linha
(2) 22 coluna — 12 coluna e 32 coluna — 12 coluna

(b+c)® b2 c?
299, a?  ‘(a+c) ' ¢? o
2 2 2 | (1)
a b (@a+b)

a’ b2 (a+b)?

b+c—a b-a-c 0
=@+b+c)-| @ (@+cf®  ¢?

a’ b* (a+b)?

Justificativa:

(1) 12 linha — 22 linha

300. Para todo a € R, temos:

cosO cos a cos2a
D= |[cosa cos2a cos3a|=
cosa cos2a cos3a (@)
cos O (cosO+cosa+cos2a) cos?2a
= |cos a (cosa+cos2a-+cos3a) cos3al=
(1) cos 2a (cos2a+ cos 3a+cos 4a) cos 2a
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cos 0 (cos a+2-cos2a) cos 2a
= cosa (cos2a+2-cos2a-cosa) cos3a |T

cos2a (cos3a+2-cos3a-cosa) cosda

cosO cosa(l+2-cosa) cosZ2a
=| cosa cos2a(l+2-cosa) cos3a | =
cos2a cos3a(l+2-cosa) cos4da

cos O cosa cos?2a
=(1+2cosa):| cosa cos2a cos3a |=(1+2-cosa):D

cos2a cos3a cos4a

entao, para todo a € R, temos:
D=D+2D-cosa=D:-cosa=0ceissoexige D=0.

Justificativas:

(1) 22 coluna + (12 coluna + 3¢ coluna)
(2) cos 2a + cos 0 = 2 - cos? a, Va

cos 3a + cosa =2 -cos 2a-cosa,Va
cos 4a + cos 2a = 2 - cos 3a - cos a, Va

P+a P-4
2 2

pois cos p + cos q = 2-coS

cos(x+a) sen(x+a) 1
cos(x+b) sen(x+b) 1 |=
cos(x+c) sen(x+c) 1

cos (x+a) sen(x+a)
cos (x+c) sen(x+c)

cos (x+b) sen(x+b)
cos (Xx+¢) sen(x+c)

(1)

cos (x+a) sen(x+a)
cos (x+b) sen(x+b)
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302.

=sen(Xx+c—x—b)—sen(x+c—x—a)+sen(x+b—x—a)=

=sen(c—b)+sen(a—c)+ sen(b— a)
que independe de x.

a- a’+4a+4 a’+8a+16

a’+4a+4 a’+8a+16 a’+12a+36 "
a’+8a+16 a’+12a+36 a’+16a+64 @

a’ da+4 4da+12
—| a®+4a+4 4a+12 4a+20 | =
a’+8a+16 4a+20 4a+28

a? 4a+1) 4(@+3)
=| a®+4a+4 4@@+3) 4(@+5) | =
a’+8a+16 4(a+5) 4(@+7)

a® a+1 a+3

=44 a®+4a+4 a+3 a+5b 2)
a’+8a+16 a+5 a+7

a® a+1 a+3

=2%|4@+1) 2 2
4@+3) 2 2

a® a+1 a+3

=2%2:2-12a+1) 1 1
2@+3) 1 1 )

2

a a+1 a+3
=2%(o@+d) . 4 . 4 |=
4. ,:90 . B
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a+l a+3
1 1

= 2°.22.

‘=28-(a+1—a—3)=28-(-2)=—29

Justificativas:

(1) 32 coluna — 22 coluna
22 coluna — 12 coluna

(2) 3z linha — 22 linha
22 linha — 12 linha

(3) 3tlinha — 22 linha

303. wW—-—2u+1=0=u=1
Como u = x4, entdo x4 = 1 = x = +1.

304 A~A-1=|=>det(A-A—1)=:L=>detA-1=-L
. ? det A
2 10
detA=|6 -1 3|=-2
2 0 1
1
-1 _ _=
det A >

305. det (AB) = (det A) - (det B) = (det A) - [det (2A)] = (det A)(23 - det A) =

1 1
= 23 . (det A = det C™1 = (det A)? = R
1 1
2:_ A=—
= (det A) 23 = |det I 16
111 1 1 11
3 i oalid B2 e -y NES Bol e ¢ 250,
vt 112 3 3| itl o3 1 2
112 3. 4
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abbob 1 \b.B:b
307. aabb=a.1abb=
aaapb 1 aab
a a a a 1 aa a
a-b O 0
=ala-b a-b 0 | =a(@a-bp?
a-b a-b a-b
x 1 23 1-4 2 38
308. xx45=x1x45=
X X X 6 1 X x 6
X X X X 1 x x x
x-1 2 2 1 2 2
= x| x-1 x-2' 3 | =x(x-1)|1 x-2 3
x-1 x-2 x-3 1 x-2 x-3
=4 1
- x(x=-1)-[ % = xlx2x—ay| L 1
x-D- . & X(x — 1)(x 4)‘ g™
=xx—1)(x —4)(x —6)=0
entdo, S = {0, 1, 4, 6}.
11 1 1
il & 3 r— 41, irt=13 =1
311. il# 3 s P-1 r*-1 r*-1| =
3 4 5
rr-1 r - -
L ™ P L Fal
A r+1 ]
=(r—-13-| r+1 P4+r+l (r+1)(r +1)

Par+d (+00%+1) P+ +r2+r+1
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—r —r(r+1)

= (AP S —r(r+1)2

=0

pois no ultimo determinante a 22 linha é proporcional a 1.

X a a a @ X a a a
A = =
313. axaa/:“‘xxao 0 | _
a a X a a-x 0O x-a O
a a a Xx a-—x 0 0 X—a
X a a a X+3a a a a
31100 3 0 100
= (X—a * — —a —
(x=@i- 498 i Jig [ = %~4) 0 010
-1 0.0 1 0 0 0 1
Ryhe
=xx—aP-x+3a=0=x=aoux=-3a=S = {a, —3a}
X t 1 1 z %
2
314. - =Xy* =Xyl 0 2z c+t|=
=% =Y c -1|-1 z ¢ 0 o "
-X -y -z t -1(-1 -z t
=Xxy-2-2z-2t= 8xyzt
1 1 1 . 1 a, 0 o
A e
315. 11 1 1+a, - 1 |=| % T l=aay..-a,
5 : : . . 0 0
x 8 . § 1 - 1+a, @n
- % 1 Seny—senx Senz-sen X
316. senXx Senx senz |= -
COS Yy —COS X COS Z—CO0S X
COS X COS Yy COS z
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= (seny — sen x)(Cos z — cos X) — (sen z — sen X)(Cos y — CoS X) =
=(seny-cosz—Senz-cosy)+ (senx-cosy — seny - cos X) +
+ (senz-cosx — senx- cos z) =
=sen(y—2z)+sen(x—y) + sen(z — x).

Portanto, a igualdade € verdadeira.

1 sen
317 H et senb-sena cosb-cos a | _
. 1 senb cosb|= =
— S C—COS a
A senc—sena co

= (sen b — sen a)(cos ¢ — cos a) — (sen ¢ — sen a)(cos b — cos a) =

b—-a b+a c+a c—a
= | 2 sen——-cos—— || =2 sen -sen =
2 2 2 2

c—a c+a b+a b—a
— |2 sen——-cos—— || =2 sen -sen =
2 2 2 2

- 2 2

Cos =~ SN~ COS————

( b+a c+a c+a b+a)
.| sen . =
2 2 2 2

1 cos 2a sen a 1|1-2-sen? a sen a

318. 1 cos 2b senb |=|1[1-2-sen’Db senb | =
1 cos 2c senc 1l1-2-

sen’ ¢ senc

2-(sen’ a—sen’h) senb-sena

2-(sen’ a—senc) senc—sena
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sena+senb -1
sena+senc -1

=2-(sena —senb)-(sena —senc) -

= 2 - (sen a — sen b)(sen a — sen c)(sen ¢ — sen b)

S1 S § S, 5
S1 Sy S S, S,
319. D=|S1 S, S;3 - S35 S3 |=

............................................

11 1 1 ol
S1|S2 S, S S
= Sl Si S2 S3 83 S3 =

......................................

S2_Sl S2_Sl S2_81 s2_81
82—81 S3—51 83_81 33—81
=B v | o s owenimaniasns eebpeps swrmesyiensoiensssirn e des =
S2_81 SS—Sl ’ Sn—1_sl Sn 1_81
S,—-S; S3=S; - Sh-1—S1 Si—S
1 S3-S S3-S S3-S
=S1°(S2 =S| . i T
1 S3-5; Sn-1—S1 Sp1-Ss
1 S3-S; - S1_1-S1 $-5

e, assim por diante, chegamos a:
D=S1"(Sy—S4)(S3 — S5)(Sq— S3) ... (Sp—1 — Sn-2)(Sn — Sn-1)=
=1:2:34-...-(n—1):-n=n!
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323.

325.

327.

328.

PX)=(1—x)(2—=x)(3—=x)(2—-1)(3—1)(3 —2)seanulaparax =1
oux=2o0ux=3.

(log 70 — log 7)log 700 — log 7)(log 7000 — log 7)(log 700 —
— log 70) - (log 7000 — log 70)(log 7000 — log 700) =

70 700 7000 700 7000 7000 _
= log— - |08 — - [0 —— - |08 —— - |0f —— . |og —— =
& 7 Ea 7 log 7 log 70 log 70 i 700

= log 10 - log 100 - log 1000 - log 10 - log 100 - log 10 =

=1-2-3-1-2:1=12

R-—1X—-1(-5-1)x—-2)(-5-2(-5—x)=0&
SX-—1)x—2)(-5—-x)=0=(x=10oux=2o0ux=—b)
S={-51,2}

8 a - ay_p 8,_1 @,
bl b2 ' bn—2 bn—l 0
M= C; Gy Ch.o O O
rn O 0 0 0

Se desenvolvemos det M pela ultima linha, obtemos:

4 @ - 3.1 8,
by by -+ b,y O
detM=(—-1)"*1.p,. c; C - 0 O
r, O 0 0

Reiterando o processo até eliminarmos o dltimo determinante (de
ordem 2), achamos: det M =

= Py (CA T (<1 gy (=1) By g B
= (—1)Sr1r2r3 «Ch_o-bp_1-3,- (1)
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em que S é a soma dos termos daP.A. (n + 1,n,n — 1,
tem n — 2 termos; portanto:

<., 4) que

_(=-2)n+1+4) (n-2)(n+5)
- 2 ] 2

S

Como n é mltiplo de 4, S é impar e entao:
detM = (—1)S*1-ry 1y 15 ... @, € positivo.

329. O célculo do determinante de uma matriz M é feito utilizando
operacdes de multiplicagdo e de adigao com os elementos de M.
Se os elementos de M sdo inteiros, entdao o resultado dessas
operacgdes também € inteiro.

330. Vamos usar as propriedades dos determinantes e a relagao de
Stifel:

n n-1 | ( n-1 ou n_ n-1 | [ n-1
P P p-1 Y p-1 P
para calcular o determinante D:
(p+1]_( p ](p+2\_(p+1\ (p+3\_(p+2}
1 )Ls)L2)L2)L3 ) 3)
D= (p+2\‘_(p+1\(p+3\_(p+2\(p+4\_(p+3\ -
(1)\1)\1)L2/\2Jt3) 3
(p+3\_(p+2\(p+4w_(p+3}(p+5w_[p+4\
\1)k1)\1)k2)K3) 3 )
i p J (p+1\ (p+2\
. O R 2
_ (p+1\ (p+2\ (p+3w -
@/Lo )L 1)U 2 )
(p+2\ (p+3w p+4
Lo ) 1 2
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p p+1J_f p
. 0 ) 1 . 0
p+1\ p+2\_ p+1\
. 0 ) 1 )L 0 )
(p+2\ p+3\_(p+2\
. 0 ) i )L 0 )
p p (p+1\
((p+1 ) p+1) ( p+2
. 0 ) 1 . 2 )
(p+2\ p+2J (p+3\
\ 0 1 \ 2 J
1 p p+1\
2 )
p+2
1 p+1 =
2
\
1p+2(p+3
2 )
1 p p+1
2
\ [ L
01(p+2 B p+1 i
L2 J L 2
( \ ( A
0 1 12
. 2 J \ 2/

R ——
©
w + N+

Vs

N

L=
N

w

- /N _

B+ e+
w N
— N

B+
N—
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\
1 p+1
_ . T )] |1 p+1|_
@ |, p+2 )| |1 P+2
. 1 )
Justificativas:

(1) 42 linha — 3¢ linha, 32 linha — 22 linha, 22 linha — 12 linha
(2) Stifel
(3) 32 coluna — 22 coluna, 22 coluna — 1¢ coluna

(4) Stifel

o[3)-x(2)-

(6) 32 linha — 22 linha, 22 linha — 12 linha

(7) Stifel
a.b c.d a+b+c+d b ¢ d
b ¢ d a a+b+c+d ¢ d a
831, c dab| |a+tb+c+d d a b|
d a’b o a+b+c+d a b ¢
DD

1.6 8- d 45;)

=(@a+b+c+d) 1.0 4= ‘S;>=
1 d ab ‘S;D
1 a b ¢
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.......................

=(a+b+c+d)

(a-b+c-d) d-c a-d
=(@+b+c+d| —-(@a-b+c—-d) a-d b-a| =
(@a—b+c—-d) b-a c-b

1 d-c a-d
=(at+b+c+d(a—b+c—d)| -1 a-d a-b| =

1 b-a c¢c-b

1 d-c a-d ‘S;)
=—(@a+b+ct+dj(@a—-b+c—-d|(1 d-a a-b 4S;)=

1 b-a c-b

1 d-c a—-d
=—(@+b+c+d(@a—-b+c—d)|0 c—-a —(b-d)| =

O b-d c-a
=—(@+b+c+d@-b+c—d|¢"2 ~C-d | _

b-d c—-a

=—(@a+b+c+d@-b+c—dlc-a@+p-d?]=
=—(@a+b+c+d(a-b+c—dl@-cp+p-dp?]

332. Seja M = (ay), x n Uma matriz simétrica.

Os complementos algébricos de dois elementos situados simetri-
camente em relagéo & diagonal principal s3o:

Alj = (‘_1)'-'_J * DU e AU = (_1)J+I = Dji'

Como Dj = Dj;, por se tratarem de determinantes de matrizes
transpostas, entao A; = A;.
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334.

det M = (a,asa3 ... a,)

= (218283 ... @y)(d2 — 04)(d3 — Qq) ... (An —

---------------------------------------------

entao:
detM =0 & (3i,j| a = q).

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Q10,4

axlp

12 2 2
2 2 2 2
2 2 32
2 2 2 4
2 2 2 2
2 222

1 -2

1 -

1 -2
=-2

1, =3

1 -2
= —2(n - 2)!

2
a41q;

2
ax)(

2 .. 2
2 .. 2
2 .. 2
? ... 2
5 2
2 ...n
2 -2
-2 -2
0 -2
-2 1
-2 =2

n-1

. a0q

} 1 Fundamentos de Matemética Elementar
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o N O

Chamemos de a; 0 primeiro termo e de q; a razdo da P.G. colocada
na linha i da matriz M. Temos:
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335.

Temos que provar a identidade:
A B C
(b—c)-coth +(c—a)-cotg§ +(a—b)-cotg-2- = 0.

Consideremos a circunferéncia inscrita no triangulo ABC (figura a

seguir). Seu centro | € o ponto de interse¢ao das bissetrizes internas,
entao:

~———a
-

VALY

-

T, IS

e dai
B C
a=y+z=r-| cotg—+cotg—
y+z=r-ootgS e

' A C
< b=Xx+z=r-| cotg—+ cotg —
( €3 tgz)

c=x+y=r-(cotg—2—+cotgg)
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Calculando cada cotangente nesse sistema, vem:

A _(a+b+c)-2a_p-a

B p-b
Cco , COlg —=
€5 2r o ool

r

, cotg

NIO

emquea+b+c=2p.

Temos, entao:

A B C
(b—c)-cotgi+(c—a)-cotg§+(a—b)-cotg§—

1
=7 ‘[(b—c)p—a)+(c—a)p—b)+(@a—b)p—c)=

= |k

[plb—c+c—a+a—b)+alc—b)+b@a—c)+cb—a)]=0

336. 6 - (6 determinantes de 52 ordem) =
= 6 - 5 - (b determinantes de 42 ordem) =

6 -5 -4 - (4 determinantes de 32 ordem) =
=6-5-4-3-(3determinantes de 2?2 ordem) =
=6-5-4-3-(2termos) = 6! = 720 termos

m! m!
(m=-2)!  (m-1)!
I S
337. m! " g5 10m=
2i(m-2)!
m!
m (m—
( ) Y

mm-1) m 1

m(m-1
= % mo6|=-10m=

m(m-1) m O
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338.

%& 111
= m?(m-1) = 1 6|=—10m=>mm-1)|2 2 [=-10 =
111 0 v~
” m=5
=>m(m—2_)=—10=>m2—m—20=0=> ou

m = —4 (rejeitado)

Seja M uma matriz antissimétrica de ordem 2n — 1 (impar). Por ser
antissimétrica, M = —ML,

Entao:

det M = det (—Mt) = (—1)2"~ 1. det Mt = —det Mt = —det M

e dai

2-detM =0

portanto:
detM = 0.

o\ UoRY/ — Sistemas lineares

357.

Admitindoque =3t -1 #0,z— 2t #0,t —y# 0e 2z — y # 0, temos:

X+ 2y
-3t-1

=1=X+2y+3t=-1

2x-Yy
z-2t

=1=2x-y-z+2t=0

X—27
L=y

=2=Xx+2y-2z-2t=0
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

-1 ooy_4z+3t=1
2z-y
[ x+2y+ 3t=-1 i 85 0.3
ﬁ2x_ y-z#2t=0_ 12 -1 -1 21 4544
X+2y-2z-2t= 0 i 22 -2
| 2y -4z+3t=1 O 2 -4 3
1 -1 0 3
2 0 1 2 D, -36 -9
YTl 0 2 -2 =YD T124 31
O 1 -4 3
1 . .
Fazendo — =x', — =y'e — = 7', temos:
X Yy Z
2x'- y'-z2'=-1 2 1 -1
X+ y+z'= 0=D=|{1 1 1|=9
3x'-2y'+z'= 4 3 -2 1
-1 -1 1
. -3 -1
D= 0 1 1 =—3=>x'=DF"=33=?=>x=—3
4 -2 1
2 -1 -1 D, -14 5
Dy= 1 O 1|=-14=Yy =F=-g— y——-ﬁ
3 4. 1
2 4 A b, 17 o
D,={1 1 O =17=>2=_D—=?:>Z=1_7
3 2 4
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sena -cosa
360. D= = sena + cos2a=1
cosa sena
—c0s2a -cosa
Dy = = —sena-cos2a+ sen2a-cosa=
sen2a sena

= sen (2a — a) = sen a

sena -cos?2a
cos a sen 2a

D, =

y = sena-sen2a+cosa-cos2a=

= cos (2a — a) = cos a

Assim:xz%:xzsena
5 = S ={(sena, cos a)}
=L =
y=—-=y=cosa
361 D=|2"T Pl _pa-3z
a+1 2b
DX— 5 2b| b= x =~ 3-a;=>a=0
Xx=1
a1 1 D, 2(2a-3)
D= =2Q2a-3)=>y=—"=Y=
¥l a+1 5, A bfa-3) ~1
y=2 -
a=0
1 1
362. D= =—3
2 -1
28-z 1 z-60
) = = z = X =
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Comox>0ez>0,vem:0<z<60 (1)

1 28-z

_ 2z-24 z_3y-24
2 32 B

=2z — 24 =
=Y = )

y =

(2)

3y-24

De (1) e (2),vem: 0 < <B0=>0<y<8 (3

Mas2x —y=32=y=2x— 32 (4)
De(3)e (4),vem:0<2x —32<8=16<x<20
Entdo, as condigdes sd0: 16 < x < 20,0<y<8e 0<z<60.

x+ y= 3GDGE-D x+y= 3
367. 3x-2y=-1 4—) )c» —~By=-10
2x-3y=-4 -By=-10

Somamos e substituimos a 22 equagao multiplicada por —2 com
a 32 equacao multiplicada por 3. Do mesmo modo, somamos €
substituimos a 32 equag¢do multiplicada por 3 com a 2¢ equacao
multiplicada por —2.

A 22 e a 32 linhas do sistema sdao a mesma equagao e, entao,
podemos suprimir uma delas:

X+y=3
By=10=y=2 e, portanto,x=3 —y=x=1

S = {(1, 2)}, sistema possivel determinado.
X+ y-2z =1) @j))® —X+y—-22 —

368, by i2x-y +3t=2 |° @1 y-adt=dpe
X-2y+ z-2t=0 -y—- z-2t =1

X+ y-— 2z =1 (1)
= y— 4z+3t=4 (2)
-5z- t=5 (3)

Em (3), fazendoz = o, vem: —5a +t=5=1t =5 + ba.
Em (2), substituindo z e t, temos:
y—40+ 35+ 50)=4=y=-11 - 1la
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Em (1), substituindo y e z, temos:
X+ (-11-110) - 200=1=x=-12 — 13«
O sistema €é possivel e indeterminado:

S ={-12 - 13q, —11 — 110, 0, 5 + 50), 0 € R}.

P X+3y+2z= 2
y @)G)@ o

c) 13x+5y+4z= 4 o)

[5x+3y+4z=-10
[x+ y+2z= -2
o1 -4y-2z= -2 9@ o

| —12y - 6z2=-20

X+ 3y+2z= 2

4 —4y-2z=-2
0+0 =-14 (falso)

O sistema é impossivel. Entdo, S = &.

375. {(2a—1)2x+(432 = (2a+1)? ® (se3)

(4% —1)x + (2a+1)y = (4a% - 1)

(2a-1)° x+(4a% 1)y = (22 +1)? (av0eas-2)
e (22+1)(—2a)y = 8N+ ) Y= 2a-1
Y= a1

Portanto, se a # 1 a*0ea# —i, 0 sistema é possivel e
determinado. 2
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Analisando as outras possibilidades, temos:
1 . S . - A
1) Sea = 5 o sistema é impossivel, porque na primeira equagao

teremos Ox + Oy = 4, que é falso.

X=-y= 1 X—V= 1 . -
2) Sea=0= { y ﬁ{ y (sistema possivel e

—Xx+y=-1 x—-y=1 indeterminado)
4x =0
3) Sea = —-;— = {O o (sistema possivel e indeterminado)
X =

— { x+y=a:®@{x+ y=a

a’x+y=a (1-a’)y =a(l-a’)

1) Se 1 — a2 = 0 = a = %1, entdo Oy = O, sistema possivel e
indeterminado.

2) Sea#1ea# —1,y=aex=0,sistema possivel e determinado.

3) Nao ha valores para a que tornem o sistema impossivel.

+y=1-m +my=0 x+my=0
377. {mx y @{x y @)@ @{ y

x+my=0 mx+y=1-m A-m?)y=1-m

Se1 — m2 # 0,ou seja,m # 1 em # —1, entdo o sistema € possivel

e determinado e S = (— i , = )}
m+1 m+1

x+y=0
Oy=0

indeterminado e S = {(—0o, &), & € R}.

Se m = 1, o sistema fica { , entdo o sistema é possivel e

X-y=0

. entdo o sistema é impossivel
Oy=-2

Se m = —1, o sistema fica {

eS =0@.
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+2y=1 +2y=1
378. {x i ):@Dé)@{x !

3x+ay=>b (@—-6)y=(b-3)

1) Sea—-6=0eb—-3=0,istoé,sea=6eb=0,0y=0=

= sistema possivel e indeterminado.
2) Sea=6eb # 3,temos Oy = b — 3, sistema impossivel.

3) Se a # 6, Vb € R, sistema possivel e determinado.

379.

{x+2y=b @@{x+2y=b

&
2ax+ 3y =1 (3—4a)y=1-2ab

X+2y=b
(4a-3)y=2ab-1

1) Se4a—-3=0e2ab—-1=0,isto é,sea = §eb= i=g
4 2a 3

sistema possivel e indeterminado.

Fazendoy = a,entdox = £ — 20 =S = {(%—205, a)}.

WIN

3
2) Se a# 2 Vb € R, sistema possivel e determinado.

Entdo,y = 2071y = 2-3b o {(2—3b 2ab—1)}_

4a-3  4a-3 4a-3' 4a-3

3
3) Se a= 2 e bz %, sistema impossivel.
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381.

382.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

{x+my—(m+1)z=1@ {x+my—(m+1)z=1
&

mx+4y+(m-1)z=3 (4-my+m?+2m-1)z=3-m

Como o ndmero de equacdes € menor que o nimero de incoégnitas, o
sistema é possivel e indeterminado, Vm, m € R (sistema compativel).

X+y=2 @) &D X+y=2
mx+y=1 ® ®¢¢ (—m+1y=-2m+1
X—y=m -2y=-2+m

Na 32 equacdo,sem = 0,vemy =1

- X+y=2 \ ) i
Entao, temos = X =1; sistema possivel e determinado e

y=1
S ={@1, 1)}
Na 22 Equacdo, se —m + 1 = 0, isto €, se m = 1, temos

X+y=2 =S X= g = sistema possivel e determinado

—2y=—2+1=>y=%

o (23]

Sem # 0em # 1, o sistema € indeterminado.

{ax+by=c {ax+by=c
)@ &

px+qy=d (-bp+aq)y =-cp+ad=0
O sistema é indeterminado se —bp +aqg =0e —cp + ad = 0.
-bp+aq=0

Entao, vem ad
~cp+ad=0:>p=?

il d N bd
Substituindo p = % na 12 equagao, vem: q = ?-
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m=#0
1) SeD+#0={ e (sistema possivel e determinado)
m#1
m -1 m o
D,= 13 0 m =—m(m—1)(m—2)=>x=——m—
2 m O
m m m P
D=[2 3 = m(m — 4)(m — 1) y=__r“nﬂ’-
2 0
m -1 m 4
D,=|2 0 3 =—(m—1)(m+4)=>z=mr:2
m m 2
{(m—z 4-m m+4)}
S= ’ 2
m m m
[Ox — y +0z=0
2) Sem=0= {2X + 0z=3 = sistema impossivel
[0x + Oy =2
[ x-y+2z=1&2, &= X— y+z=1
_ )® @
3)Sem=1=42x +2z=3 o y-z=1
| x+y =2 2y-z=1
X—y+z=1 (z=0) o+1 - 3-o
—y= e, entdo, x =
2y-z=1 2

sistema possivel indeterminado = S = {(?_;ﬁ, _o%:k’ a), oE R}
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m m m

B,=0 41 m{=m2m-1)(m-—-1)=x = g =1
M 1 m+1
1 m m

Dy=11 0 mf=mm-1)=y= L.
1 - 1 m+1
1 m m )

D,=[1 -4 O|l=-2m2oz= 2’“2
1 -m m 1-m

s= J[mem-1) m 2m?
m+1 ' m+1 1-m? [
2) Se D = 0, suponhamos m = 1:
X+y+z=1 X+ y+z= 1
X=y+2=0% |9 -2y =_1>=:~sistema indeterminado
X-y+z=1 -2y =0

3) SeD =0, sejam= —1:

X—-y-z=-1 X— y—- z=-1
X-y-z= 0% (& 10x + 0y + 0z= 1 (falso) = sistema
X+y+z=-1 2y +2z= 0 indeterminado
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x+3y+2z=0§2>@ X+ 3y+ 2z=0
o

397. 2x +5y+az=0 - y+(@a-4)z= ? =3
3X+Ty+ z=0 +—— -2y — 5z=0

Xx+3y+ 2z=0
& { —y+(a-4)z=0 entdo, sistema possivel indeterminado <
(-2a+3)z=0

o —Dn F = Ol = 2

0O 4 3
398. D=| 4 0 -2(=0
-3 2 O

Escalonando o sistema, temos:

4x - 2z=2
-4y + 3z=1
)@
-3x+ 2y =3-k
[4x — 2y = 2
~] —4y+3z=1 @ ~
)@
2 2
[4x — 2y =
~1¢ —4y+3z=1
O0z=5-k

Conclusa@o: Temos sistema possivel indeterminado somente se
5 — k=0, o0u seja, se k = 5.
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2x+ 5y-3z=1 @ 2x + By — 3z=1
399. a){4x+10y+2z=5 ® ® o 8z=3
6x+15y—- z=k 8z=k-3
O sistema tem solucgao (é possivel) se k — 3 = 3, ou seja, k = 6.
b) Resolvendo o sistema, vem:

8z=3=:~z=§
8

Fazendo y = o, na 12 equagao, temos:

_ 17-40a

9
o —_—— =
2X + bo, 3 1=5% 16

17 - 400, 3
= Py v A | V ’ ER
S {( 16 (0. 8) o, o }

1 m m-1
401. D=|m-1 1, m =2m3_6m2+6m=
m m-1 1

= 2m(m? — 3m + 3)

D =0 & m =0, considerando que m? — 3m + 3 > 0, Vm, m € R.
Portanto, Vm, m € R*, D # O e o sistema é determinado.

1 2 -m
402. D=| 3 =, 1{=—-10m + 6
- 4 -

D # O (sistema determinado) & m # §
5

Entao, serd indeterminado se m = §

5
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3
X+2y——z=-1
75 i@ &
o
3X— y+ z= 4

—2Xx+4y—- 2z= kK

x+2y—§z=—1
A 1 —7y+1—54z=7 % =
O]
8y—£§z=.k—2
L 5

3
X+2y-—z=-1
"5
l —y+gz=1
5
0z=k+6

O sistema serd indeterminadose Kk + 6 = 0 = k = —6.

2 = 3
403. D=[1 2 -a| =(a + 6)(a — 3)
a -a 6

1) sistema possivel e determinado < D#0=a+ —6ea #3
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2) Sea = —6:

2x- y+3z=-6 X—2y-6z=-b 4@
—X+2y+6z= b&{2x- y+3z=-6 © ® o
—6X+6y+6z= 2 3x—3y-3z=-1

X—=2y— 6z=-b

= 3y+15z=2b-6 7 = sistema possivel e indeterminado <
3y+15z=3b-1

< 2b-6=3b-1=b=-5

E, entdo, sistema impossivel sea = —6e b # —5.

3) Sea = 3:

2X— y+3z=3 x—2y+32=—b9
—X+2y-3z=b o {2x- y+3z=3 ® ® o

3x-3y+6z=2 3x—-3y+6z=2

X—2y-3z=-b
= 3y—-3z=2b+3 7 = sistema possivel e indeterminado <
3y-3z=3b+2

< 20+3=3b+2=b=1

E, entdo, sistema impossivel sea =3 eb # 1.

1 2 -3
404. D=2 6 -11|=10+#0
y ERES. 7

Ent&o, o sistema é possivel e determinado, quaisquer que sejam a,
b e c reais.
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2X1 + 3X2 = 7\,X1 (2 = X)Xi + 3X2 = 0
=
3X4 +2X5 = AX, 3xy +(2-A)xy =0

|2—k 3
D=

=M-4-5=RA-5A+1)=0=
] z_x’ (= 5) + 1)

= M =5el, = —1e,portanto, Ay + A, = 4.
X+5y =M _ (1—x)x+5y=0(xé1)
2Xx—y = Ay 2x—(1+A)y =0 @

(A-A)x+5y=0

&S492 11 y=0 = sistema possivel e indeterminado <
1-A °

o M-11=0=A=+/11

m # 3, sistema determinado

6 —2m =0=m = 3 g, entao, , i .
m = 3, sistema indeterminado

1 1 1
b) [ M 3 5|=@—-—m)5—m)5—3)=2(m — 3)(m — 5)
m> 9 25

Sem # 3 e m # 5, sistema determinado.

Sem = 3 e m = 5, sistema indeterminado.
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kx+ ky+ z=0
416. X+ ky+ kz=0
kx+ y+kz=0

K
D=|1 k k| =2k-3k2+1=(k—1)(k—1)(2k+ 1)
k

1
Portanto, para k # 1 e k # ——, sistema determinado e parak = 1

2
x Kyl 1 x
ouk = —5 , Sistema indeterminado.
1 1 1
417. D=4 —-2m 3| =8m2+ 20m + 12
2 6 -4m

D=O=>8m2+20m+12=0=>m=—1ourn_—__:;'.

3
1) Sem # —1em # ——, sistema determinado.

2
2) Sem = —-1.
X+ y+ z=O X+ Y+z=0
p— @ @ — = = a
4x+ 2y+ 3z=0 = 2y+z=0 (Z:)a) y__E
2X+ 6y+ 4z=0 2y+z=0
5 o
e, entao, x = ——,
2

o o
Portanto, S =1| "5’ "o’ o, eR _
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3) Sem = ﬁ:
2
X+ y+ z=0 X+ Y+ z=0
Ax+3y+32=0 & {4x+3y+3z=0<+"90 /O o
2x+6y+6z=0 X+3y+3z=0
X+y+ z=0

o4 =y-2z=0
2y+2z=0 2 y =—0

e,entao,x =0
Portanto, S = {(0, —o, o), oo € R}.

kx+2y+ z=0
419. —2kx— y+3z=0
2x—-3y—-2z=0
Kk 2 1 14
D=| -2k -1 3 =9k+14=>9k+14=0=>k=—?
2 -3 -2

[ 14
-——Xx+2y+ z=0
° 2x—- 3y- 2z=0§D
I P y+3z=0 ¢ {-14x+18y+ 9z=0 ® /O o

9
28x— 9y+27z=0

2x-3y—-2z=0

2x-3y—-2z=0
= -3y-5z=0 (Z==>a) Y=—§§.

3y+5z=0

e, entao, x = —3—a.
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423.

428.

-m+1>®  (m-12? (-m-1)
-m+2)°  (-m-2? (-m-2)

(m+1)> (m+1)? (m+1)
m?+1)3  mM?+12 (m?+1)

P PR R

Considerando que —(m + 1)3 = (—m —1)3 e —(—m — 2)3, entdo D é
determinante de Vandermonde.

D=[(-m—=2)=(-m-1)]-[(m+1) = (-m=1)]-[(Mm+1)—(-—m -
=2)]-[(m?+1) = (-m—1)]- [(M* + 1) — (—m — 2)] - [(m? + 1) — (m +
+1)]=D=[-1]-[2m+2]-[2m + 3] - [m?2+ m + 2] - [m? + m +
+ 3] [m? — m]

[om+2=0=m=-1
ou

D=0 @J2m+3=0=>m=—g

ou

m*-m=0=>m=0oum=1
porquem?+m+2>0,YmeERem?2+m+3>0,VmeER.

Portanto, mE{-g, -1, 0O, 1}.

(sen o—1) 2 -sen o
D= 0 3 sen o 4 =0
3 7 sen o 6

D=sen?a—10sena —24 =0

Entdo, seno = 12 ousen o = —2,

Ambas as solugdes rejeitadas porque —1 < sen a < 1 e, portanto,
ndo existem valores a que satisfagam a condi¢do do problema.
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1 O 0 0 1 O 0 0
0 1 O 0 ' 0 1 0 0
430. b) A= a A 0 0 ® =A 0 0 0 0 =
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 O 0
- 0 1 O 0
= o 0 0 1
O 0 O 0
caracteristica = 3
2 ‘310 2 3 -1 0
431. A= 12 40 “Ad|=A"=|234 01 1
4 7 -1 1 0O 0 O O
A caracteristica € 2, porque a 32 linha é igual a soma das duas
primeiras.
1, % - §D <=
433. a A=|1 o a © /o,
a a2
1 1 a 1
=A'=|0 (a-1) —-(a-1) (a-1)
0 —-(@a-1) —-(a+1)a-1) a@-1)
Sea#1,p=3
1 1 ” | 1
Sea=1,A"=10 0 0 Olep=1
0 0 0 0
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lt 3 9 27 ® L,
a a* a°

1 2 4 8

=10 1 5 19

Sea#2,p=3.
Sea=2,p=2.
Ou, ainda:
1 2 4 8
0 1 5 19 §D=>
0 a-2 ! a2=4:! a3-=8 ®
1 2 4 8
=10 1 5 19

Sea# 3,p=3.
- Sea=3,p=2.
3 Se az2 e a3, p=3.
Em sintese:
Se a=2 ou a=3, p=2.
2 1 1 4 1 1 2. ¢ 3
438. a) |1 2 1 1(~|1 2 1 1|~
1 1 2 | B 2 -1 1 4
1 1 2 3 1 1 2 3
~10 1 -1 :-2(~]|0 1 -1 -3
0 -3 -3 2 0 0 -6 -8

p(A) = p(B) = 3 = n = sistema possivel e determinado

@ Fundamentos de Matemaéatica Elementar | 4



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Portanto:

—6z=-8=>z= ﬂ
3

2
y—z=—2=>y=—§

X+y+22=3=x=1

o33

14 -1 1i0 4 -1 1% 0
|2 1 14i1|~lo -1 3§ 1]~
5 4 2 i1 o -1 3 1

14 -1 1% 0
~fo "a'i=3t 1
o 0 o010

p(A) = p(B) = 2 < 3 = sistema possivel e indeterminado
Fazendo z = a, vem:

-y+30=0=y=3a -1
—X—y+z=0=>x=1-2a
S={1-2a,30a—1,a),cc R}

439. a) [ -

1 4 -3 11
“lo -5 8 -3:0

p(A) = p(B) = 2 < 4 = sistema possivel e indeterminado

1 4 -3 1§1]~

1 1 ‘B9 Pl e B
by|1 -1 ! 1]|~]0 21 -1
1 | O O0: -3

p(A) # p(B) = sistema impossivel
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1 -2 1§5 1 -2 1
c) |3 -1 -2§3~o 5 -5 i-12
1 -1 -1 !0 0 1 -2 i -5

p(A) = p(B) = 3 = n = sistema possivel e determinado

2 4 -1 2 1 2iv-3 | 6
-1 3 =2 ial~|laa 3 2 i 4|~
1 2 -3 i6] |2 44 aio2
1 2 3! 6] L 2 -3 ! 86
~]lo 5 -5 i 10[~|0 5 -5 {10
o -5 5 i-10] [0 0o 0 i 0

3 2 34 2 1 1 11
e)|-1 -1 -1 ! -1|~|2 1 2 1|~
2 1 2 i 4 3 2 3i2

1 1 1, 51 1 1 1
~]l0 -2 0 i-1|~]|0 - 0 i -1
0 -1 0 O o0

p(A) = p(B) = 2 < 3 = sistema possivel e indeterminado

= T B R 1 1 14-2
n|3 -3 2:1|~/2 4 1!-3~
2 -4 13/ |3 3 21 1
1 1.  L0-2] L. 11| -2
~0 -6 1 1|0 6 -1 ! 1
0 -6 -1 E 7] 0 0 0 E 6
p(A) # p(B) = sistema impossivel
1 1 i 1 1 1 1
440. B=|1 a 1 a’|~|0 a?-1 o0 a?-1
2 2 (3-a) b 0 1-a b?-2
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a)Paraa # 1,temos p(A) = p(B) = 3 e sistema possivel e determinado.

b)Paraa =1eb # V2 eb # —/2, temos p(A) = p(B) = 2 e
sistema possivel e indeterminado, com indeterminacdo simples.

c)Paraa=1eb = /2, temos p(A) = p(B) = 1 e sistema possivel
e indeterminado, com dupla indeterminag&o.

442. D=

R R 1 1
b+c+d a+c+d a+b+d atb+c | _
bc+bd+cd| ac+ad+cd ab+ad+bd ab+ac+bc

bcd acd .abd abc

a->b a-c¢ a-d

(a

-b)c+d) (a—-c)b+d) (@a—-d)b+c) | =

(a—b)cd (a—c)bd (@—d)bc

1 |1 1
=(@—-b)fa—cfa—d)-|c+d|b+d b+c| =

cd bd bc

b-c b-d

=(a—Db)a—c)a—d)-

(b—c)d (b—d)c

= (a — b)(a — c)(@a — d)(b — c)(b — d)(c — d)

1 1 0 .
b+c+d a+c+d O a+b+c _
bc+bd+cd ac+ad+cd O ab+ac+bc |
bed acd B abc
1 | 1 1
b+c+d a+c+d a+b+c =
bc+bd+cd|ac+ad+cd ab+ac+bc

a-»b a—d

@-b)c+d) (a-db+c) | @~ bXa—db=d)
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nBgra —B
3= b T la-clb—c)c-d

443. O segundo sistema deve ter uma Unica solugdo (x = 1 ey = 1).
Notemos que (1, 1) é solugdo do segundo sistema, qualquer que
seja a. Para que ndo exista outra solugdo, a condic¢ao é

a

D=1, 4

# 0, ou seja, a # 1.

2x+y+z=23 il y+z=3

444. Ptz =3Pl — 2y + z= 9
53+X =5Z X — 7z=-3
1 1714 3 1 4 13 1 1 1} 3
1 2 1:9]|~l0 -3 0: 6 |~|1 -3 0! 6
1 0 -1:-3 0 -1 2!-6 0 0 -2{-8
Entdo: —2z=-8=z=4
—3y=6=y= -2
X+y+z=3=x=1
S ={(1, -2, 4)}..
1. I—cosC —cosB
445. D=| —cosC 1 —COsSA | =
—cosB | —cosA 1
B 1-cos?C —cosA—cosB-cosC
—~cosA—cosB-cosC 1-cos’B K

= (1 — cos? C)(1 — cos? B) — (cos A + cos B - cos C)? =

=1 -c082B —cos2C —Cc0os2A— 2 -cosA-cosB-cosC=0
pois para angulos de um triangulo vale a relagéo
cos?A + cos?B + cos?2C =1~ 2-cos A - cos B - cos C (conforme
se prova no volume 3 desta colegdo).
Sendo D = 0, o sistema linear homogéneo dado é indeterminado.
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Fazendo z = o, temos:

X—y-cos C=a-cos B
-X-cos C+y=0-cos A

em que:

1 —cosC
—cosC 1

=1 —cos2C =sen?C

Dy = | /%6088 008C | & i ieos'B + cos A - o8 )
o - COSA 1.

D,=| 1 ®SBl . (cosA+cosB:cosC)
—cosC o-CcosA

e dar:
_ D, ofcos B+cos A:-cos C)
X= —=
D sen®C
o D, _oafcos A+cos B-cos C)
D sen®C
X+y+z=1
446. X—-y+z=0
bx-y+z=0
1 111 1 1 11 1 1 1! 1
1 - 150 ~ 0 -2 05—1 ~10 -2 0:!'-1
5 -1 1:0 0O 6 -4,-5 0O 0 —4:-2

Entdo: —4z=-2=2z= %

1
2
x=1l—y—z=x=0

=y ==l=—=y=

Entdo, S = &, porque logs x deve ter x > 0.
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Vamos atribuir a variavel a trés valores distintos: a;, a; € ag

X+a,y=1-aJ
X+ayy =1-a3

X+agy =1-a3

Tomando duas a duas, temos:

| aii (1-a2) |1 oa 5(1"3% _

1 a, i1 (1-a2) 0 a,-a, | a-a2
|1 oai(-ad) o

0 1 a; —a,
=S = {((1 + asaz); —(as + a2))}

1 aié(l—af) |1 a1§ (1-a2)

1 asi(i—-ag) 0 12_(31"'33)
=S = {((1 + a,a3); —(a; + a3))}

(-23)

1 a2§(1—a§) 1 a,
1 aai(l—ag) 0 1

=S = {((1 + asaz); —(az + a3))}

Verifica-se que as retas encontram-se duas a duas.
Tomando as trés retas:

1 a,il-a] 1 a3 i(1-a?) ]
1 a,;1-a; |~| O (8,-a,) i(af -a3) | ~
1 agil-ag | | 0 (@3-ay) (af -a3) J
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1 a,} 1-a2 1 a,| 1-a2
~| 0 1! —a,+a,) |~| 0 1i-(a,-a,)
0 1! —(a,+a,) 0 0! a,-a,

em que se verifica que p(A) # p(B), o que significa que o sistema
é impossivel, ou seja, as trés retas ndo tém um ponto em comum.

448. Chamemos de oy, 0, 03, ..., &, + 1 05 valores de x que anulam P(x).
Calculemos os coeficientes aq, a4, @y, ..., a, de P(x). Temos:

n n-1 -
oa, +oy a,+ ...+ oa_, +a,=0
n n-1 =
0,3y + 0y "a;+ ..+ 0,a,_4 +a,=0
p n n-1

03d, + 03 "a;+ ... + 0za,_4 + a,=0

O determinante D desse sistema é um determinante de Vandermonde
cujos elementos caracteristicos sao o, 0, 03, ..., Oy 4 1, €Nta0:

D = (02 — ag)(0tz — 01q)(0tg — 0Lg) ... (O — Oty — 4)
.D#0 (pOiS o # Ocj, V,V}).

Logo, o sistema s6 admite a solugao trivial ag = a, = a, = ... =
= a, -4, = a, = 0; portanto, P(x) = 0.

449. Fazendo P(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e, temos:
PA-x)=a@l —-x*+bl—xP+cd-x2+d1l—-x)+e=
= ax* — (4a + b)x3 + (6a + 3b + c)x®> — (4a + 3b + 2x + d)x +
+(@a+b+c+d+e).
Impondo P(x) = P(1 — x), vem:

4a+ b =-Db 4a+2b =O> equivalentes
<6a+3b+ C =g 6a+3b =0
4a+3b+2c+d =-d 4a+3b+2c+2d=0
| a+ b+ c+d+e=e | @+ b+ ¢+ d=0
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a+ b+ ¢+ d=0 |a+b+ c+ d=0
~<4a+3b+2c+2d=0 ~ b+20+2d=0~{
4a+2b=0 2b+4c+4d=0

at+b+ ¢+ d=0
b+2c+2d=0

E daf temos a = ¢ + d, b = —(2¢c + 2d), sendo c, d, e quaisquer.
Entdo: P(x) = (c + d)x* — (2c + 2d)x3 + cx2 + dx + e

Fazendo ¢ + d = a, temos:
P(x) = ax* — 2ax3 + cx2 + (@ — c)x + e.

450. O sistema admite a solug&o trivial se, e somente se, o determinante
dos coeficientes for diferente de zero.

kl +k2 k2—k3 kl—k3
Ky —Ky, kg—ky Kg+k

Ky +Ky ko +ks Ky +Kg | < (12 linha + 22 linha + 32 linha)
D= 0 2Kk4 2K4 ¢« (22 linha + 32 linha)
oy 0 2k, <« (12 linha + 32 linha)

Ky +Ko Ko+Kz Ky+Kz
D = 4kqks 0 ol 1
1 0 1

D =8k1k2k3
Entdo,D # 0= kg # 0,ky # 0 e kg # 0.
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