Resolucdes

MATEMATICA 1
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1 1

Outras razées trigonométricas, adicao de
arcos e resolucao de triangulos

De acordo com os dados do enunciado, AC =250 m e o
angulo oposto a BC mede 60°. Como a soma dos &ngulos
internos de um tridngulo mede 180°, temos que o dngulo
oposto a AC mede 45°.

Com o que aprendemos até aqui, o problema pode ser
resolvido a partir da seguinte construgdo, em que x é a
distdncia AB e y é a medida da projecdo ortogonal de

AB sobre BC:
B
45
y
X
( D
45°
> \30° 607
A 250 m ¢

O tridingulo ABD é isésceles de base AB,logo AD = BD =y.
Assim, temos:

sen 45° 2%
= x =125J6
sen 60° = 250

Logo, a distncia AB é 1256 m.

Com o que aprenderemos neste capitulo, a resolugdo
deste problema é significativamente facilitada. Observe
a resolugao a seguir.

Pela lei dos senos, temos que:

250 _ _ AB
sen 45° sen 60°
_ 250 - sen 60°

AB = sen 45°
AB = ———

2

2

Ap = 250 J3

2
AB = 1256

Logo, a distancia AB corresponde a 12546 m.

Calculando as trigonométricas, temos:

o1 1 _1. 2_
SEC6O_c0560°_ 1 1_2

1
2

(CJ— 1 — i = l .
cossec 30° = Sen 30° 171
2

2 _
1—2

cotg’® 30° = cotg 30° - cotg 30° = 1§30 g 30°

-1 .1 _3 .3 _9_;4
5B BB

3 3

o1 _1_
Seco*coso° 1 1
tg45° =
Assim:

sec 60° + cossec 30° — cotg® 30°
sec 0° + tg 45°

_2+2-3 1
To1+1 2
Portanto, o valor numérico de E é %

E = cossec x + sec’ 2x + c:otg?’TX

T
Parax = 5 temos:

- s 2(g. I 3.1
E—cossec6+sec (2 6>+cotg<2 6)

T )T T
= cossec — + sec” - + cotg — =
6 3 €2

2
=—1 +( 1 )+ 1 o _o44+41=7
Y 1Y
sen -~ co t

oI [
6 3 €4
Logo,E=7.

1 _ -1
cos X =3 - cos x =3 1))
sen’x + cos’x=1 sen’x + cos”?x =1 (I

Substituindo (I) em (II):

? 242
sen2x+<%) =1 = senx =+ ;/7

242
Como 0 < x < z temos sen x = e, portanto:

2’ 3
cossec x = —+— = — =3ﬁ
senx 22 4
3
LOSX _4 cos X =4 sen x 0]
sen x =

2 2
sen“x+cos“x=1 (II
sen’ x + cos’x =1 &

Substituindo (I) em (II):

sen’x + (4senx)®*=1 = senx = ig
17
Comon <x < 3771, temos sen x = —1—J7.

Substituindo sen x por v em (I), obtemos:

17
COS X = 17 e, portanto:
secXx = 1 :;:—E
cos x 4417 4

17
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a) cossecx=1 = 1 g Paray =1:
sen x :

y = sen x = 1 ndo convém, pois, para sen x = 1,

sosenx=1= x= % tem-se cos x = 0, que ndo satisfaz a condicdo de
existéncia.
Logo, S = {%} 1
Paray = ok
b) secx=-1 > ——
cos ¥ senx=+ - x=Loux =2
ncosx=-1=x=n 2 6 6
Logo, S = {n}. sen
c) cossecx =2 = 1,
sen x
Lsenx=+ o x=Zoux=2L
a 2 6 6
_]ln 5
Logo,S—{6, 3 }
— 1 _
d) secx=-2 = -
cos X
cosx=-+ o x=2Eoy x=2%
2 3 3
_12rn An
Logo,S—{ 3° 73 }
e) secx=+2 = coi <= 2 Portanto, os valores de x que satisfazem a equagao
cosx—ﬂ x=Zoux=2E séo%e%t.
Ty TXTy 2 _
r 7 Partindo da equacao inicial dada, temos:
LOgO,Szz,T. 1 -
1 : cotgx—-1 tgx B
f) cossecx =—-J2 = senx 2 cossec X 1
: sen x
senx:—%ﬁx:%%toux:%t _ 1 _,.senx| senx _
: sen x sen x 1
5t 7nm cos X

=COsX —senx

Logos - {35, B

cosx senx)_ sen x
senx senx 1

Partindo da equacao inicial dada, temos: .
Alternativa d.
3tgx+2cosx=3secx

: 1

sen X cos? x _ 1 : a) secx =2 = =
3. . =3. : Ccos X

cos x cos X cos X

sen x cos® x 1 Parat = cos x, temos:

cos X Cos X COoS X : 1 2t +1

T =2 = B — =0

cosx#0
3sen x+2cos’x—3 Estudando a variagdo de sinal das funcdes

cos X =0 f
3senx+ 2cos’x — 3 =0 flt)=-2t+1,9(t) = teg,obtemos:

Sabemos que sen’ x + cos’ x = 1, entfo: o %

3senx +2(1 —sen’x) —3=0 g : >

Chamando sen x = y, temos: ' ! i -

—2y?4+3y—1=0 g - + Lt

2y" =3y +1=0 i - oo

A=(-37-4-2:-1=9-8=1 0 %

y- LR 321 assim, 20 > 0 5 0 <t < Le, portanto:
2-(2) 4 : ssim, 9 >0= <5 e, portanto:

N[

yzlouy:% 0<cosx<
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1
2 0
= : : >~
2 f - + +
e
! + | - | +
1 0
cos >
. S 1 ,
Assim,—= >0 = t< —5out > 0 e, portanto:
g(t) 2
3n 1
o cosx<—5oucosx>0
A
T T 3n 5n 2 z
= 5 < - ou - <50 =1
Logo, S {XE\RI3 x <5 our<x 3} 3 2
b) cossecx <2 = ———<2.Parat = senx, temos: Vv\\
sen x
O 0
1 —2t+1
T <2 = BEr— <0 o COS
Estudando a variacdo de sinal das funcdes
f)=-2t+1,9(t)=te é, obtemos: 3n
2
1
0 2
i i > Logo,S={xe\R\2Tn<x<4?nou
f + + -
g — + + 0<x<%ou37n<x<2n}.
I . S
Yoarnnnns — sAAAAS Cotga:%:tga:6
0 1
2
secB=£ = cosB=£
(0 12 13
Assim,——— <0 = t<Oout> 1 e, portanto: 12
g(t) 2 CcOoS B = —— 5
13 = senp =—%,para0° < B < 90°
l 2 2 13
senx < 0ousenx > sen“B +cos"B=1

2

LOgO,S:{XE\R|%<X<%OUTC<X<ZE}.
c) secx> -2 = coi: X > —2.Parat = cos x, temos:
1spo 22l

Estudando a variacao de sinal das funcdes

flo=2t+1,9()e g, obtemos:

Assim, temos:

-0 =20
tga == = 6= X

~x=15m 90 m

90 senf _ 90

t = — = B
gp y
L2 %0
T 12
S % ~ D

Concluimos, entdo, que a distancia d entre os navios
é dada por:

d=y-x=d=20lm
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a) 5(x + 2) = 5x + 10 é equivalente a sentenca
5x + 10 = 5x + 10, que se verifica para todo x
real. Logo, é uma identidade em R.

b) 6x = 12 é equivalente a sentenga x = 2, que se
verifica apenas para o numero real 2. Logo, néo
é uma identidade em R.

c) O produto O - x se anula para todo x real. Logo, a
sentenca 0 - x = 0 é uma identidade em RR.

d) Para x = 0, a sentenca % = 0 é falsa. Logo, essa
sentenca ndo é identidade em R.

e) Para qualquer x real ndo nulo, o quociente % é
nulo. Logo, a sentenca % = 0 é uma identidade

em [R*.

f) Como 1 é elemento neutro da multiplicagédo,
1. x = x é equivalente a x = x, 0 que é uma
identidade em RR.

~

Existe pelo menos um valor real de x, por exem-
plo,x = 1,parao qualasentenga (x + 3)> =x’+ 9é
falsa.Logo, essa sentencga néo é identidade em R.

8

h

=

Desenvolvendo o quadrado perfeito do primeiro
membro, obtemos a sentenga:

x>+ 6x + 9 = x> + 6x + 9, que se verifica para
todo x real. Logo, é uma identidade em R.

i) ¥x? = |x|é equivalente & sentenca x* =[x, que é
equivalente a x? = x?, que se verifica para todo x
real. Logo, é uma identidade em R.

j) ¥x* = x é equivalente & sentenca x* = x*, que se
verifica para todo x real. Logo, é uma identidade
em R.

Partindo da equacdo inicial dada, temos:

(senx + cos x)* + ksenxcosx — 1 =0

sen’x + cos’x + 2senxcosx + ksenxcosx —1=0
1+2senxcosx+ksenxcosx—1=0
2senxcosx + ksenxcosx =0

(k +2)senxcosx=0

Essa igualdade se verifica para qualquer x real se,
e somente se, k = —2.

a) O primeiro e o segundo membro da igualdade
estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:

12 membro = cotg x — cotg x - cos’ x =
= cotg x(1 — cos’ x) = cotg x - sen’ x =

_ cos X 2, _ _ 90
=_——_-sen’x = cos X - sen x = 22 membro
sen x
b) O primeiro e o segundo membro da igualdade
estdo definidos em U. Partindo do segundo

membro, temos:

2
cos? x
22membro =1+ cotg?x=1+—5— =
sen? x
_sen®*x+cos’x 1
sen? x sen? x

= cossec? x = 12 membro

c) O primeiro e o segundo membro da igualdade
estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:

1° membro = tgx - secx — senx =

sen x 1 sen x
=" —senx= >~ —senx=
COS X COS X 0s? x

2
_senx-—senx-cos?x senx(l-cos’x)

cos? x cos? x

2
sen x - sen’ x
= > =senx - tg’ x = 22 membro
cos® x

d) O primeiro e o segundo membro da igualdade
estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:

12 membro = sec’*x — tg*x — 1=
=(sec’x)’ —tg*x—1=(1+tg’x’ —tg*x—1=
=1+2tg’?x+tg*x—tg*x—-1=

=2 tg’ x = 22 membro

a) cos 75° = cos (45° + 30°) =

= cos 45° - cos 30° — sen 45° - sen 30° =

2 2 2 2 4 4

-7

Logo, cos 75° = Z

b) sen 15° = sen (45° — 30°) =

= sen 45° - cos 30° — cos 45° - sen 30° =

_2 3 1 6 {2
T2 2 2 27 4 4
Logo, sen 15° = @
c) tg75° = tg(45° + 30°) =
J3
_ tg45°+tg30° 1+T _
T 1-tg45°-tg30° 3
_1.7
3
oS ) so2s
= = G = 2 =2+ 43
3 3 S
(1_T)<1+T) ;

Logo, tg 75° = 2 + 3.

Aplicando as identidades
cos(a+Db)=cosa-cosb—sena-senb e

cos (a —b) =cosa-cosb + sena-senb, temos:

T 3n _
cos(2 —x)+cos< > +x>—

T T
:COS?'COSX+SEH?'SGDX+

3rn 3n
+c057-cosx—sen7-senx=

=0-cosx+1-senx+0-cosx— (—1)-senx=

=senx +senx =2senx
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b n Assim:
cos x+€ = sen x+§ -1=
1+tg(x_12
:cosx-cos%—senwsen%: 1-tga 5
5+5tga=12 - 12tga
:senx-cos£+cosx-sen£—1
3 3 S5tga+12tga=12-5
1 17tga =7
cos —— —senx-45 =
2 2 7
tga—?

_ 1 e A 1
= senx 2+M 1= Zsenx 1_1

s.senx=1 :x=%+k~2n,comkez

Portanto:

S={x€\R|x=%+k-2n,comkeZ}

a) sen 10° - cos 20° + sen 20° - cos 10° =

= sen (10° + 20°) = sen 30° = %
b) cos 5°- cos 55° — sen 5° - sen 55° =
= cos (5° + 55°) = cos 60° = %

to B _ o L

€3 €12 _ T _ 3n
9 T T _tgg_ﬁ g\

1+tg§'tgﬁ

-l

T
COS(X+ — Sen X - sen —-

T 1
—):COSX‘COS— 2

4 4

Como cos x = 15—3, vamos obter sen x:

sen’x + cos’x =1 =

= sen’x=1-coslx=1- -2 —169-25 144
144

169

169 169 169

. sen’x =

3n _ 12
Como > <x<2m,senx = 13 Assim:

cos(x+£)_i.£_( 12) 2
4)"13 " 72 13)" 2 &

<+1)_i+12f
= cos(x+ 7 |="¢ 26

n\ 1742
Logo, cos <x+ 4)_—26 .

Pela férmula de adicdo de arcos, temos:

T
. (£+x>_ €8x 1,3 4
g - T “1-1-3 1-3°_
1—tgz-tgx

Portanto, tg( + x) -2.

Pela férmula de adigdo de arcos, temos:

tg45°+tga  l+tga
1-tg45°-tga 1-1-tga

tg (45° + o) =

- L
Portanto, tga = 17
Como BAC mede 45° e ABC mede 90°, entdo ACB
mede 45°. Logo, temos que o tridngulo ABC é isés-
celes, com as medidas dos lados AB e BC iguais a
27 cm.

Com isso, temos:

A

>

45\ A
N/
D
&7

] 45° — /

B 27 cm c

Assim, sendo x a medida em centimetro do seg-
mento BD, concluimos:
tg 45° —tg o
o _ o) = X 52 =7 _ X
B~ =57 = T i ga 27
1-035  x

“1¥1.035 27 X713

Logo, BD = 13 cm.

Alternativa e.

O angulo ADB mede « + 30°, pois é externo do
tridngulo BDC. Assim, indicando por x a medida
do segmento BD, temos:

sen (a + 30°) = 30 =

30
= sen « - cos 30° + sen30°-c05a=7

3.1 30
cy thrcosa=SC 0]

Lsenaw

1
Sabendo que sen a = =, calculamos o cos x:

L
2
4
(%) +cos’a=1= COSOL:iTE

Como 0 < a < 90°, temos: cos a = g (I1)

Substituindo (II) em (I), concluimos:

1@14f3o

7 2 2 7 X
(V3 +443)-x=30-14

30-14
=== = x=128J3
543

Portanto, a medida do segmento BD é 2843 cm.
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[t tgp=1
{tg([3+a)=3:>
2
tgp=1 I
=4 tghttga
H- T-wgp ga o O
(o 1
\LECRS
1
1,70
—‘

Substituindo (I) em (II), concluimos:

1+tgo¢_3 1
T-tga - 8477
Como£<x<n,—1<cosx<0.

2
Pela relacdo fundamental, temos:

2
1
sen’x + cos’x =1 = <§> +cos’x=1

. 2, _q4_ 1 0, _ 8
socostx=1 9:>cosx—9

22
S, COsSX = —T

Temos, entao:

1 (_25): 442

sen2x=2-senx-cosx=2-+-

3 3 9
) ) 22\ (1)
cost=cosx—senx=—T -\3) =
-8 _1_7
9 9 9

sen x = 2 cos X = sen’x = (2 cos x)°
s.osen’x =4cos’x = 1 — cos’x =4 cos’x

1
. 5c08’x=1= cos’x ==

5
J5
. COSX = t—(/
5
3n
Comon<x<7,—1<cosx<0;

logo, cos x = —£ e da equagao dada:

5
J5
senx=2C0SX = senx=2- -
245
Lsenx = ——(/—
5
Logo:
sen 2x = 2-senx-c05X=2(_g)<_§)=%

cos 10x = cos (2 - 5x) = cos’ 5x — sen’ 5x =
=2cos’5x — 1

. o (5Y
. cos10x =2 (6) 1—18

Lembrando que sen 2x = 2 - sen x - Cos X €
sen (x —y) =senx-cosy — seny - cos X, temos:

sen 27° cos 27° _

sen 9° cos 9°

_sen 27°-cos 9°—sen 9°- cos 27° _
sen 9° - cos 9°

_ sen (27° - 9) __ seni18  _
sen 9°-cos 9° sen 9°-cos 9°
_ 2 sen 18° _ 2 sen 18° _
2-sen9°-cos9° sen (2-9°
_2sen18° _ 9
sen 18°

Alternativa e.

Pela férmula de adicdo de arcos, temos:
cos 72° = cos (36° + 36°) = cos” 36° — sen” 36° =
= cos”36° — (1 — cos® 36°) = 2 cos® 36° — 1

+
Como cos 36° = 1 4£,temos:
2c0s*36°—1=2-cos36°-cos36°—1=
. 1+4d5 1+45 . 1425 +5 B
_Q.T.T_l_Q.T_l_
_6+2y5 | _3+{5 4 _5-1
B 8 - 4 4 4

Alternativa b.

Pelo enunciado, temos:

M? + N” = (cos a + cos b)’ + (sen a — sen b)’ =
=cos’a + cos’b + 2cosacosb + sen*a +
+sen’b — 2senasenb =

=cos’a + sen’a + cos’b + sen’b +
+2-(cosacosb — senasenb)=
=1+1+2-cos(a+Db)=2+2-cos120°=

= )
c2ea( 1)

Alternativa e.

a) sen 2x = cos x
2SenxCcosxXx=CosSX = 2senxcosx —cosx =0

Socosx(2senx—1)=0=

_ 1
= cosx—Oousenx—E

Resolvendo cada uma dessas equagoes no inter-
valo [0, 2x[, obtemos:

T 3n
cosx=0=x=5o0ux="7"

2 2
senx:l:x: oux:S—n
2 6 6

_lm 3n = 5m
Logo,S—{z, RN 6}'

b) cos 2x = sen x
1-2sen’x =senx
—-2sen’*x—senx+1=0

2sen’x+senx—1=0

Fazendo a mudanca de variavel sen x = y, temos:

2y’+y—-1=0
-1 1P-4-2-(-1) _1+3
y= 2-2 T2

yz%ouy:—l
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Assim: 5
1 sen a = E
senx =—-~ousenx=—1
2 _5
sen 2a = =
€
1
Parasenx = 7 ! Sabemos que sen’ « + cos’ a = 1, entdo:
sen : 5\ .
: (13) +cos"a=1
25 2
169 +cos‘a=1
cos? - 169 _ 25
“7 169~ 169

CoS o = =+, 144
"N 169

Como o angulo é agudo, ele esta associado ao pri-
meiro quadrante, logo:
cosa = 12
“T 13
Sabemos que: sen 2a = 2 - sen « * COS «
Parasenx = —1: Logo:
: 5 12 120
sen : 9.2 . 2L _ <4
: sen2a =273 13 = 169
Assim:
5 _ 120
g ¢~ 169
120¢ = 5- 169
: 169
: =72
: Portanto, o valor de € é @.
5 24
1 5 (ACY +3° =5 = AC=4
3 : NP
?n : Sendo x a distancia procurada, temos:
sen2a:% = 2-sena-c05a:%
Portantoleoux:n—ﬂzS—T[oung—TE :
’ 6 6 6 2 .'.2-%~%=%:x:4,8cm

Lembrando que cos 2x = 2 cos’ x — 1 e que

sen 2x = 2 - sen x * COs X, temos:

) tg2x = —tgx cos 3x = cos (x + 2x) = COS X - COS 2X — Sen X - sen 2x =
Condicao de existéncia: |tg x| #lecosx # 0. = cos x(2 cos’x — 1) — sen x(2 - sen x - cos x) =

=2cos’x —cosx —2-sen’x-cosx =
2tg x

2tg x
—g2+tgx=0

=-tgx =
& 1-tg'x

1-tg’x

2tgx+tgx—tg’x

1-tg’x

S tgx(3-tg’x)=0 = tgx=0outgx =3 ou

tgx=-43

Resolvendo cada uma dessas equagoes no inter-

valo [0, 2x[, obtemos:

tgx=0=x=0o0oux=mn

_ - = 4n
tgx=43 = x=zoux=—
tgx=—«/§:x=2Tnoux=5?n

Lo = n 4n 2n 5m
Logo.S—{O,n,g, 3' 33

=0 = 3tgx—tg®x=0

=2 cos®x — cos x — 2(1 — cos® x)cos x =
=2cos’x —cosx —2cosx +2cos’x =
=4 cos’x — 3 cos x

Logo, cos 3x = 4 cos® x — 3 cos x.

Assim, para cos x = k, temos: cos 3x = 4k* — 3k

Lembrando que sen 2x = 2 - sen x - COS X € que
cos 2x = 1 — 2 sen? x, temos:

sen 3x = sen (x + 2x) =
=senx-cos2x + sen2x-Ccosx =
=senx(l—2sen’x) +2-senx-cos’x =
=senx—2sen’x +2senx (1l —sen’x) =
=senx —2sen’x+2senx—2sen’x =
=3senx —4sen’x

Logo, sen 3x = 3sen x — 4 sen® x.

Assim, para sen x = a, temos: sen 3x = 3a — 4a°
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10cos2x +senx =9 = c) Pela férmula de arco duplo, temos:

= 10(1 — 2sen’x) + senx =9

.. 10-20sen’x+senx—-9=0 =

= 20sen’x —senx—1=0

Fazendo a mudanca de varidvel sen x = t, obtemos
a seguinte equacao do 2° grau:

20t -t-1=0

A=(-1°-4-20-(-1) =81

o, —(p=xde1 1 _ 1
Lt=moe— = t=gout=—g
Retornando a variavel original, temos:

senx=lousenx=fl
4 5

Como o arco tem extremidade no 3° quadrante,
senx < 0ecosx<O.

Assim, sen x = —% e, pela relagcdo fundamental:

2
1
sen’x + cos’x =1 = <_§) +cos’x=1

. sy _ .1 2. _ 24
socostx=1 —25::»cosx——25
. 26
..COSX:*T

1 26
Logo,senx:fgecosxsz.

Os tridngulos AEH, BFE, CGF e DHG sdo congruentes
(caso LAA,). Logo, a area S do quadrado maior é a
soma da area do quadrado menor com o quadruplo
da drea de um desses tridngulos.
Sendo AE = x, temos:

| X |

E
AR 15° |

y \
HL 10

o_ X — 0. o
cos 15 —10:>x 10 - cos 15

oo Y =10. o
sen 15 =710 = y=10-sen15

Logo, a area S, do tridngulo AEH é dada por:
St=%-10-10-c0515°-sen15°

ou, ainda:
S;=50-cos15°-sen15°=25-2-cos 15°-sen15° =
- S[=255en30°=%

Concluimos, entdo, que a area S do quadrado
maior é:
25

S= <1O2 +4- 7) cm? = 150 cm?

2
- 2 X oo (1) _4-_17
a) cosx = 2 cos 5 1=2 (6) 1 3

X 3V 7

—1_ 2 X _q1_9.(2) =L

b) cosx =1 - 2sen 2 1-2 (5> 75

Calculando sen x pela relagao fundamental,
temos:

A A L2
sen x+(25> —1:senx—125

Como 0 <x< %, concluimos que sen x = %
Assim cosx:lesenx:ﬁ
’ 25 25°

&

b)

X
2tg(?)
tgx =

_te2 (X

1-tg (2)
_2-5
tgx—1 52
__10
tgx = 2%
- _2
tgx = 12

Pela férmula de adi¢do de arcos, temos:

cos x = 2 cos? (%) -1

7 _ 2(X) _
18—2cos (2) 1

2(x)_ 7 18
2 cos (2)_18+18

cos(i)—A 2
2/ N36

cos (1) =2
2 6

Novamente pela férmula de adigdo de arcos,
temos:

cosx =1 - 2sen’ (5)

2

7 _4_ 2 (X
18_1 2 sen (2)

2(x)_18 7
25en(2>_18 18
sen(5>:, 11

2 36

<5>_£
sen|5)=—¢
Portanto, cos (5) =2 e sen (5) = E

2 6 2 6

Pela relagdo fundamental da Trigonometria,
temos:

sen’x + cos’x =1

2
(%) +cos’x=1
cos?x =L - 32
81 81
COS X = , % ouCosS X = —, /% (ndo convém)
-7
cosx =g

Pela férmula de adi¢do de arcos, temos:

cos x = 2 cos? (%) -1
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Novamente pela féormula de adi¢do de arcos,
temos:

cosx=1-2sen® (%)

7 _q_ 2(X
9~ 1-2sen (2)
(X)) 2 _7
2 sen (2> 5779
sen (1) = \/Zou sen <£> =—. 2 (ndo convém)
2/ N18 2)7 N18
sen(z)=1
2 3
Portanto, cos (5> _20 e sen <5> -1
2 3 2 3

c) Pela férmula de arco duplo, temos:

2tg<%)
tgx =
1 - tg? %)
2tg(%
3=
1-tg’ %)

Considerando tg (%) =y, temos

2" +3y—-2=0

“3+43-4-2-(-2) -3:+{25 -3:5
-

y= 2.2 = 4

1
y: =g ouy, = -2

Logo, tg (%) = % ou tg (%) =-2

Comornt <x < 37”, entdo a tangente é positiva.

Portanto, o Unico valor possivel é tg (%) = %
Sendo h a altura pedida, em metro, temos:
S— ° e 2L
8= 78 .
- h
tg 20 = o8
3
tga= Z (I)
h - Zti = L (H)
1-tg?a 28
_C
21m B a(/x/
Y B
" 28m

Substituindo (I) em (II), concluimos:

3
2. =
%z%:h:%
-3

Logo, ao atingir o ponto D, o helicéptero estd a
96 m de altura em relacdo a pista.

Seja h a distancia, em quildometro, do ponto P a
superficie da Terra. Como os tridngulos PAO e PBO
sdo congruentes, temos:

6.400

cos § = —0,62 1))

0 6.400
sen 5 = 36400 W

De (I), obtemos:

= -0,62

LA 20 28
cos<2 2)7 0,62 = cos 5 sen 5

1-2 senzg - 062 = sen%z +0,9

Como % é medida de um angulo interno de um
tridngulo, deduzimos que sen% =0,9. Substituindo

sen % por 0,9 em (II), concluimos:

_ 6.400 _
09 =55 = h=711

Alternativa e.

Aplicando a lei dos cossenos, temos:
a) ¥=5"+8-2-5-8"cos60°

1

~.x2:25+64780-2

X’ =49

Logo,x =7 cm.
b) y?=5"+10°-2-5-10 - cos 120°

< y? =25 + 100 — 100 - (—%)

s y2=175

Logo,y = 547 m.
Aplicando a lei dos cossenos, temos:
22=x+(243)" ~ 2-x-243 - cos 30° =
= x-6x+8=0
“x=4oux=2

Como o 4ngulo BAC é agudo, s6 nos interessa

x =2dm.

(Note que, para x = 4, conclui-se, pelo teorema de
Pitagoras, que o angulo BAC é reto.)
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a) Como o maior angulo interno se opde ao maior d) Sabendo que o comprimento é dado pela férmula

lado, pela lei dos cossenos a medida o desse
angulo é tal que:

C = 2nr, temos:

2 2 2 2nr = 20m
77=4"+5-2:-4-5-cos0 =
= 49 = 16 + 25 — 40 coS a r=10

1 Assim:

L Cosa=-—¢

A . s . A 1042 -2 cos 6§ = 10

b) O angulo é obtuso, pois « é medida de um angulo
interno de um tridngulo, com cos a < 0. N2—-2cosh =1
2—-2cosb=1

2cosh=2-1

5cm 1
cos 0 = >
120°
.. 6 =60°
10cm
Célculo da medida da diagonal maior (dy): a) d P
(dy)? = 5>+ 10> — 2 - 5- 10 - cos 120° = A
20
= (dy)? = 125 — 100 - (7%) 40
oo dy =175 =547 5
Calculo da medida da diagonal menor (d,,): Pela lei dos cossenos, temos:
(d)*=5*+10°-2-5-10- cos 60° = d>=40"+20°-2-40-20-cosa =
= (d,)? =125 — 100 - (%) = d = +2045- 4 cos a
oo d, =475 =543 Como a distancia é um nimero ndo negativo,
Logo, as diagonais desse paralelogramo medem concluimos:
543 cm e 547 cm. d=20J5—-4cos a
2 _ 42 2 _n.a4.9. o _ . _ ~ .
(BC)'=4"+8"—~2-4-8-cos60° = BC =443 b) Os valores maximo, dy,;, e minimo, d,,, sdo obtidos
Logo, a distancia entre os pontos B e C é 443 km. para cos a = —1 e cos a = 1, respectivamente.
a) Pela lei dos cossenos, temos: Assim:
d®=10>+ 10— 2-10- 10 - cos 6 dy=20{5-4-(-1) = dy =60
d* = 100 + 100 — 200 - cos 0 e
2 = . —
d* =200 (1 - cos §) d,=205"4-1 = d, = 20
oo d=1042—-2cos 6
. . . Logo, o valor maximo da distdncia d é 60 cm e o
b) Usando a lei obtida no item a, temos: o .
minimo é 20 cm.
d=1042—-2cos 6
c) Quando a fungdo d assume seu valor maximo,

d =10+2 — 2 cos 60°

_ _p.1
d=10,2-2-7

os trés pontos estdo alinhados, com B entre A e
P. Quando ela assume seu valor minimo, os trés
pontos estdo alinhados, com P entre A e B.

d=10-J2-1
d=10
Portanto, a distancia é 10 cm. 105°
c) A maior distdncia é dada quando a medida do X 6
angulo do compasso é 120°.
Assim: 45° 30°
d=1042—-2cos 6
d = 1042 = 2 cos 120° Pela lei dos senos, temos:
1 6 x42 1
d=10 2—2-(——) X = =6.=
2 sen 30°  sen 45 2 63

d =1043

Portanto, a distdncia maxima é 1043 cm.
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Como o tridngulo ABC é
isésceles, os dngulos da
base sdo congruentes.
Sendo 6 a medida de
cada um desses angulos,
temos:

30° + 260 = 180° =
= 6 =75°

Assim: m(CPB) = 60°

Aplicando a lei dos senos no tridngulo PCB, temos:

_ 246
T3

2 X

sen 60°  sen 45° X

Logo, o segmento BP mede % cm.

Pela lei dos senos, temos:

3 4

sen 30° sen

3 sen a = 4 sen 30°

3sena:4-%

sen =g
“=3

Pelarelacao fundamental da Trigonometria, temos:
sen’a + cos’a =1

2
(%) +cos’a =1

costa=2 -2
““97 79

Ccosa = i\/g

Como o angulo é obtuso, ele estd no 22 quadrante,
logo:
A5

cosa = —
3

Alternativa d.

Pela lei dos senos, a medida R do raio é dada por:
10 1043

sen60r  R=R=73

Logo, o raio da circunferéncia circunscrita ao trian-

1043
3

gulo mede cm

Pela lei dos senos, temos:
AB

sendss 271
2

AB—2'T

AB= {2

Alternativa a.

Pela lei dos senos, temos:

443 4

sen 120° ~ sen «
4J3 sen o = 4 sen 120°
4J3sena=4- %
sen 2.3

o= —=

4J3

sena = =

“=3

Portanto, o valor de « é 30°.

Pelo enunciado, temos o seguinte desenho:

B
3 3/2
o 30°
A \ / C
Pela lei dos senos, temos:
3 342
sen 30°  sen a

3-sena =3-42 -sen30°

sena=~5-%
2
SGDOL:T

Portanto, o valor de o é 45°.

B Aplicando a lei dos senos, a

disténcia x é dada por:

100 _ 30+x -
sen 110°

sen 30°
1
= = -(30 + x) =100- 0,94
SRS MR
X

Y

=79 = x=158

Logo, a distancia entre A e B é 158 m.

a) Analisando o tridngulo ABC, temos:

A=%-7-10-sen60°
A=35. %
Portanto, a area é 3543 m>.

2
b

~

Analisando o tridngulo DEF, temos:
A=%-6-7-sen135°

B V2
A=21-—
212J2 .

Portanto, a area é

a) Analisando o tridngulo ABC, temos:

A=+-7-8-sen120°

3
87

Portanto, a drea é 1443 cm?.

N

A=

N

11
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b) Pela lei dos cossenos, temos:

(ACY’ =7 +8—-2-7-8-cos 120° .. ..
Exercicios técnicos

(AC) = 49 + 64 — 112 - (—1) ,
2 : E = cotg® 60° + sec 300° — cossec 330° =
(AC)? = 113 + 56 U R U
AC = 4169 : tg 60° cos 300°  sen 330°
AC=13 é
. , | =32 (=%
Portanto, a medida do lado AC é 13 cm. : 3 3
. . : 13
) Pelo enunciado, vamos achar a seguinte alturah: : Logo,E = 3
A :
: cossecx = 1,25 = Se;J'-l el 1,25
% .. senx =0,8
7 om sen x = 0,8
VA sen?x +cos?x=1

B 8cm c

= COSX = —0,6para%< x <.
Com a area adquirida no item a, temos:

Assim:
2843 _ (AC) - h : 06
2 2 : cotgx=—2X =22 = 075
: sen x 0,8
2843 =13-h :
Logo, cotg x = —0,75.
h= ﬁ :
B é cot x=—24:>—cosx=—1—2
2843 : g ’ sen x 5
Portanto, a altura mede 3 om. :
: . _ 12senx
: . COsSX = —T
A érea do paralelogramo é o dobro da area do
tridngulo ADC. Assim: : cos x = _12senx
1 1 ? > =
A:Z-?-6'10~sen30260~§=30 sen? x + cos? x = 1
Logo, a area do paralelogramo é 30 cm™ - senx = 5 para 3n < x<om
: 13 2
Pelo enunciado, temos: Assim:
5 COSX:_Q.(_L):Q
: 5 13 13
8cm L 7
0g0, Sen X + COS X = 7.
o : 5
A 10cm c Pelo enunciado, temos: sec x = z
Considerando med (BAC) = «, temos: § Entio: —t— = 2 e cos x = =
: ‘cosx 4 5

20=1.8-10-sena
2 Pela relacdo fundamental da Trigonometria, temos:

20 =40-sena sen’x + cos’x =1
sena =+ 2 4y _ 1
5 § sen’x +|¢ | =
5 a=130°0ua=150° : con?x 25 _ 16
Portanto, a medida do 4ngulo BAC é 30° ou 150°. 25 25
: _ . [s
Calculando a area A do setor circular AOB: senx = *\75
Medida do Area Como x pertence ao 4° quadrante, entao:
angulo central (em cm?) : 3
(em grau) senx = —¢
360 ———— -6 :
_ H _ senx = .
150 A = As = 15m § Como tg x o5 X’ entao:
Calculando a area A, do triangulo AOB: _3
1 tx:senX=_5=_§‘£=_§
A=%-6-6-5en150" = A =9 8X= cosx 4 5% 4
: 5
Portanto, a area A pedida é dada por: : 4 3 3
A=A,— A =(15% - 9) = 3(51 — 3) Portanto, cos x = ¢, senx = —z e tgx = —.

Logo, a drea pedida é 3(5r — 3) cm”. 5 Alternativa a.



Resolucdes 13

MODERNA!

MATEMATICA 1

PAIVA m Outras razdes trigonométricas,
adicdo de arcos e resolucao de triangulos S MODERNA

f

Partindo do enunciado, temos: : . f@® J2
: Assim,—= <0 = t<Oout>—— e, portanto:
11 ; g(t) 2
COsseC X —SecX _ SenX COSX _ : A
cotgx —1 1 : cosx<00ucosx>7
tg x :
1 1 cos x _ sen x :
_Senx COsX _ Senx-cosx COSX-senx _ I

CcosS X _senx COos X —sen X : 2 -

sen x senx sen x : 4
:<cosx—senx).( sen x ):

sen X - Cos X COS X — sen x !
_ sen x __1 : !

Sen X+ Cos X  COos X : 0 V2 cos
Pelarelacdo fundamental da Trigonometria, temos: 2
sen’x + cos’x =1 ‘

o o :
3 +cos*x=1 n 4
co?x=2 - L o cosx= 12 : 2

979 N9 :
Como x pertence ao 2° quadrante, entdo: : ey T . 3

247 § Logo,S—xe\RIO\x\Zou§<x<70u
CosX = ———

3 : n

Assim: 72 SX< 2”}-

11 _ 3 _ 302 é .
cosx 22 242 4 g b) cossecx > -2 = s x> -2

3 :

Para t = sen x, temos:

. . : 2-t+1
Partindo do enunciado, temos: : % >-J2 = J_f >0

tgx + secx = cos x
Condicdo de existéncia: cos x # 0

sen x 1 _ s f)=+2-t+1,g(t)=te g, obtemos:
cosx | cosx ~

Alternativa c.

Estudando a variagdo de sinal das fungoes

senx + 1 = cos’x _J2
1 - cos’x = —senx |2 ? .
sen’x + senx = 0 f -4 n
. senx-(senx+1)=0 = senx=0ousenx= -1 :
Note que nos interessam apenas os valores de x : g - - +
em que sen x = 0, pois, se sen x = —1, terifamos ; ;
cos x = 0, que ndo satisfaz a condigdo de existéncia. é + - +
Assim: N\N\NNNL QNN
senx=0 = x=kn,comkeEZ _g 0
Concluimos, entdo, que o conjunto solugdo S é
dado por: Assim, & >0 =t< - ﬂ out > 0e,portanto:
S ={xeR|x = kr, com k € Z} : g(t) 2
a) secx<~/§:>coix<~l§ Senx<—%ousenx>0

Para t = cos x, temos: % <2 = ﬂ <0 sen

Estudando a variacao de sinal das fungdes

fy=—+2t+1,9(t) =te %, obtemos:

2
0 2
| | >
: : n
f + | + | -
g - | + | +
f : :
g ot :

0 % Logo,S:{xE\R\O<x<nou%<x<%}.
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1
cos X

c) ¥3secx>1= 43 - >1

Para t = cos x, temos:

—t+d3

1
@~t>1:> T

Estudando a variacao de sinal da fungoes

f)=-t+3,9(t) =te é, obtemos:

0 V3
f + + _
A
P I
7 ot !
AANANANANSS >
0 V3
. f() )
Assim, o0 >0 = 0<t< 3 e, portanto:

0 < cos x < 43, ou ainda cos x > 0

SIE]

0 cos

3n

2

Logo,S={x€\R|O<x<%ou3Tn<x<2n}.

a) Partindo do enunciado, temos:
sec’ x < sec x
1 1
7 — <
cos” x cos x

Como a condicao de existéncia é cos x # 0, entao
cos® x > 0, logo:

1
>—+ cos’x <
CcOoSs” X COs X

-cos’x = 1< cosx

Como —1 < cos x < 1, entdo nao existe valor de
x que satisfaga tal inequacao.

Logo,S = Q.

b) Partindo do enunciado, temos:
sec’ x < sec x
1 < 1
COSZ X COs X

Como a condicdo de existéncia é cos x # 0, entao
cos® x > 0, logo:
1 2

>+ COS” X <
CcOSs” X COs X

-cos’x = 1< cosx

Portanto, o x que satisfaz a inequacéo é: x = 2kn

Logo, S = {x = R|x = 2kn, com k = Z}.

c) Partindo do enunciado, temos:
cossec’ X > cossec X
1 > 1
sen? x sen x

Como a condigdo de existéncia é sen x # 0, entdo
sen’x > 0, logo:
1
2
sen” x

-sen’x > -sen’x = 1> senx

sen x

Portanto, a inequacdo é valida para qualquer
valor de x que satisfaca a condicdo de existéncia.

Logo, S = {x €R|x # kr,com k  Z}.

A area do tridngulo é dada por w. Assim,
temos a seguinte figura:
y
base t
T | r
h B
A

(@]
>

Temos que sen « é a distdncia do ponto A ao eixo
Ox. Logo:

h=1-sena

A medida TB é igual a cotg a.

Assim:

. base-h cotga-(l—sena)
Area = = =
2 2

1
—— (1 —-sen
_1g« ( a)zl—sena
2 2tg «

Alternativa d.

a) O primeiro e o segundo membro da igualdade
estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:

1° membro = sen x + cotg x - cos x =

cos X sen? x + cos? x
=senx+ ———-cosx = —"——> % =
sen x sen x
__1 _ _ o
= = cossec x = 22 membro

sen x

b) O primeiro e o segundo membro da igualdade
estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:

1° membro = tgx + cotgx =

_senx , cosX sen’x+cos’x _

COs X sen x

- 1 - — 9
= = sec X - cossec X = 22 membro
COs X * sen x

COs X * sen x

14
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O primeiro e o segundo membro da igualdade estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:
2 2 2 2
sen’ x sen’ x — cos” x - sen” x
1° membro = tg’x — sen’x = ——— — sen’x = > =
cos® x cos’ x

sen’ x - (1 — cos® x) . )
= > = tg’ x - sen® x = 2° membro
cos’ x

O primeiro e o segundo membro da igualdade estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:

1 1
sec x cossec X _ _COS X sen x
1° membro = + = + = tg x + cotg x = 2° membro
cossec X sec x 1 1
sen x cos X

O primeiro e o segundo membro da igualdade estdo definidos em U. Partindo do primeiro
membro, temos:
2 2
1+ cos x sen X (1 + cos x)* + sen” x

1° membro = + = =
sen x 1+ cos x sen x - (1 + cos x)

_1+2cosx+cos’x+sen’x  1+2cosx+1 _ 2+ 2 cos x

sen x - (1 + cos Xx) senx-(1+cosx) senx-(1+cosx)

2-(1+cosx) 2
= = = 2 - cossec x = 2° membro
senx-(1+cosx) senx

tgx=3 5 )

2 , = sec’x=1+3"=10
sec’x=1+1tg x
s.osecx =410

. 410

Comon <x< 3715, concluimos: sec x = —410 e, portanto, cos x = T
cotg x = 415

& 5 , = cossec’x =1+ (J15)" = 16
cossec” x =1 + cotg” x

s cossecx = =4

Como 0 < x < %, concluimos: cossec x = 4 e, portanto, sen x = %

secx=a+1
2
tgx=Aa’+2 :>(a+1)2:1+(«la2+2>

sec?x=1+tg’x
a*+2a+1=1+a*+2=a=1
Aplicando a técnica 1:

Passo 1

Para existir o primeiro membro da igualdade, devemos ter sen x # 0 e cos x # 0.
O segundo membro é a constante 1 e, portanto, existe para qualquer x real.
Assim, o primeiro e o segundo membros estdo definidos em U.

Passo 2
1° membro = L T— + L 7 = 12 + 1 T =
1+tg°x 1+cotg"x sec™x cossec”x

= cos’x + sen’x = 1 = 22 membro
Aplicando a técnica 1:

Passo 1

Para existir cada um dos membros da igualdade, devemos ter cos x # 0. Logo, os dois mem-
bros estao definidos em U.

Passo 2
12 membro = sen’x + sen’x - tg” x = sen” x - (1 + tg’x) = sen’ x - sec’ x =
1 sen’ x

=sen’x - —=— = ——— = tg’x = 22 membro
cos’x  cos’ x

15
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Temos: E = (sec X — cos X) + (cossec X — sen x) - (tg x + cotg x)

Ez( L —cosx>o( L —senx)-(tgx+ 1)
Cos X sen X tg x

= ( _ cos’x ( 1 _senzx_senx+cosx)
cos X sen X  sen x cos x = sen X
E= 1-cos’x| [1-sen’®x (senx-senx COS X * COS X
cos X sen x COS X-Sen x = Sen x - Cos X
E= (se ) (cos x) (sen2x+coszx
cos X sen x Cos X - sen X
E= (sen x) <cos x) 1 )
cos X sen x COS X - sen x
E— (sen X+ COS x)
cos? x - sen® x
=1

Alternativa e.

1 p-[2—1+tg2x]

A identidade é equivalente a tgx + —— X Ttg x

, que é equivalente a

tg?x-1 p(l-tg’x)
tgx = 2tgx

, do que concluimos que p = —2.
Alternativa e.

a) sen 165° = sen (120° + 45°) = sen 120° - cos 45° + cos 120° - sen 45°

Como sen 120° = sen 60° = £ e cos 120° = —cos 60° = 1 temos:

2 2’

1 o O o @ J? (1) E ‘Jg J?
sen 120° - cos 45 +C05120-sen4577-7+ff-TfoT
Logo, sen 165° = @

b) cos 105° = cos (60° + 45°) = cos 60° - cos 45° — sen 60° - sen 45° =
1.2 B 2_2
T2 2 2 2 4 4
Logo, cos 105° = %
195° — to (180° + 15 tg180° +tg 15" 0+tgls
9t g (180°+15) = T 755 tg15° ~1-0-1g 15 81>~
B
tg 45° — tg 30° -3 -
=t8(45°—30°)=1g og - = 3 =(3 £)= 3 =
+ tg 45° - tg 30 J3 3 3+ 43
1+1- 5
3
_3-43 3-{3 _9-6f3+3_12-63 _, g
3+43 3-43  9-3 6
1 1 1+tg60°-tg45° 1+4J3-1
d) cotg15° = 5 = = ~ = S — = =
tg 15 tg (60° — 45°) tg 60° — tg 45 3 -1

(1+B)B+1) 41253

R T L R

Logo, cotg 15° = 2 + 3.

16
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MATEMATICA 1

PAIVA m Outras razdes trigonométricas,

f

adicdo de arcos e resolucao de triangulos S MODERNA
o _ 1 _ 1 _ 1 _
e) cossec 255° = sen 255°  —sen7/5° _  sen (30° + 459
1 _
sen 30° - cos 45° + sen 45° - cos 30°
1 4
- - - -2-46
18,02 B =+l
2 2 2 2
1 1 1

f) sec (=159 = cos (—15°) ~ cos 15°  cos (45° - 30°) N

. 1 _ 1 _
T cos45°-cos30°+sen45°-sen30° 2 J3 2 1
_._+—.—
2 2 2 2
4
-4 _--n
6 + 42
Partindo do enunciado, temos:
COS(£+X) cos & . cos x — sen ~ - sen x
2 _ 2 2 _0-cosx—1-senx _ senx _
= = = = —tgx
T sen & - cos x + sen x - cos ~ 1-cosx+senx-0 cos x
sen |5 — X 2 2

Alternativa c.

E =sen6x-cosx —senx-cos6x = E =sen (6x — x) = sen 5x

1

Parax = 10° temos:

= SR I _
E—sen(S 10) sen2 1

f(x) = cos x - cos 3x — sen x - sen 3x = cos (x + 3x) = f(x) = cos 4x

T
Para x = 4, temos:

8’
f(%)zcos(él-%):cosgzo
B A
0
2cm
o B
c 2cm E 4cm D
AED é angulo externo do AAEC; logo:
B=0+a=0=0—-«
Assim, temos:
2_2
_ _ tgB-tga 46 1
tgﬁ—tg(B—a)—1+th_tga—1+£.g—7
4 6

a) Pela relacdo fundamental da Trigonometria, temos:

sen’x + cos’x =1

2
(E) +cos’x=1

13
cosx — 169 _ 144
169 169
_ . [2s
cos x = +.[775
_ 5 5 . ,
COS X = —7 OU COS X = = (ndo convém)

13 13
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PAIVA

b)

Resolucdes

m Outras razdes trigonométricas,
adicdo de arcos e resolucao de triangulos

A)

,entaoy = T _x logo:

Comox+y— Z

Ccos = COs (£ - X)
y 4

i i
COSy = COS — * COSX + sen — - sen x

4 4
_Qw )+f 12
sy =7 13 2 "13
542 1242
COSy = ——26 + — 26
742
cosy = g

Pela relagdo fundamental da Trigonometria,

temos:

sen’a + cos’a =1

2
sen® o + (%) =1

senfa =2 -2

“T9 779
sena:i\/g

G &, . ,
sena = —-ou senaffT(nao convém)
ComOa—B—3,entao[3—a——,logo:
sen =sen< —E):sen cosE —sent

B a3 ccos g 3
_d6 1 43 3 _J6-3
-3 2 2 3 6
Comoa+b—€,entaob—g—alogo

tgb=tg(%—a)

tgg —tga
tgh=—"7——
1+tgg-tga
4 os
tgh = NS
1+73-3«/§
43 943
3
tgh =773
-843
tgh = 2
843 243
tgb="" =773

Pelo enunciado, montamos a seguinte figura:

Cosa =

Pela figura, temos:

sen Zg:l
“T7272
oo =300

Como a + B = 45° entao B = 15°.

Assim:
sen 15° = %
sen (45° - 30°) =
sen 45° - cos 30° — sen 30° - cos 45° = =
N2 31 2 x

2 2 2 2 4

-7 x

4 T4

x=46 -2

Portanto, a distdncia do ponto P ao outro lado do
angulo é (V6 — 42) cm.
Pelo enunciado, temos:
tg (60° + x) = 243
tg 60° + tg x

Totge0tgx
J3 +tgx

ﬁzzﬁ

3 +tgx =243 —6tgx

7tgx =43

tgx=£

Pelo enunciado, temos:

sen<x+%)+cos<xf%):1+«Ecosx

i T T
Sen X * C0S - + sen —-+ CoS X * COS X * COS — +

4 4 4
+senx-sen%:1+«ﬁcosx
2 42 2 42
SeNX: -+ -+ COSX+COSX "~ +Senx- - =
=1+ 2 cos x
SEN X + COS X + COS X + Sen X = —= + 2 €os X
42

2

senx+cosx=%+cosx
nxe 32

senx = —
wx=Zoux=3E
: 4 4

Logo, S = {n 31}

T
Sabemos que sen x = cos (7 - X) e Ccosx =

T
= sen (5 - x), logo sen x = cos y e cos x = sen y.

18
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MATEMATICA 1

PAIVA m Outras razdes trigonométricas,

adicdo de arcos e resolucao de triangulos

A)

Pela férmula de adicdo de arcos, temos:
_1
sen (y — x) = 3
1
Seny-cosx —senx-cosy = (1
Para a variavel y, temos:

seny-senyfcosy-cosy:%

Logo:
1—coszy—coszy=% coszy=%
1= ) (1)

senzy—(l—senzy):§ sen2y=§
Para a variavel x, temos:
COS X - COS X — senx-senx=%
Logo:
coszx—(l—coszx):% coszx:%

N 1 (1)
1—sen2x—sen2x=§ sen2x=§

Aplicando (1) e (IIl) na diferenca das tangentes,
temos:

2
sen"y sen’x
t —tg?x = —— — 2= 2
gy~ t8 cos’y  cos’x

w\H|w|M
|
w|M|uo|»—\

3
2

—,_1
,22

Alternativa a.

a) Pelas férmulas de adicdo de arcos, temos:

cos4x=2-cos’2x—-1=2-(1-2sen’x)’ - 1=

3\ (8 9V . _
1_2'<Z> —172-(§——>—17

8
—op. L 32 _ 31
7 64 32 32

2

=92.

b) Pelas férmulas de adicdo de arcos, temos:

(2 tgx)
2-tg2x 1-tg'x
tg4dx =
1-tg x 2-tgx
1-1tg’x
22 4 8
2 (-4 8
QJJ_Z(J_ 3
- 2.2\ 9 (42_2_E_
SETNEES
_8.3_24
3 7 7

1
cos? 2x = 5 sen’x =

1-2sen’x

= (2cos’x — 1)(1 — 2sen’x) = 5

" 2(2cos’x—1)(1—2sen’x) — (1 - 2sen’x) =0 =
= (1-2sen’x)(4cos’x—3)=0
~1-2sen’x=00u4cos’x—3=0

3

2
. senx =t——0UCOSX = ——
2 2

Resolvendo essas equagdes no intervalo [0, 2x],
concluimos:

senx:+—2:> x=£oux=3—nou
-2 4 4
x=2I oux=2%
4 4
cosx=+£:>x=£oux=5—nou
-2 6 6
x=7—noux=—117t
6 6

Logo, temos como conjunto solugao:

S = {n: 3t 57 7/ ©m 5m 7=m 11n}

4’4’ 4’ 4°6° 67 6" 6

Pelo enunciado, temos a seguinte figura:

1

A B
o ]
« V5
90° — 2a 4
1 F
o 2a
D E (o

O segmento AF é a bissetriz de BAE, entdo os 4n-
gulos BAF e FAE tém a mesma medida (chamamos
de o). Consequentemente, o dngulo EAD mede
90° — 24, logo o angulo AED mede 2a.

Observando o tridngulo ABF, temos:

BF
tga=—-% AB
o= 0

Observando o tridngulo ABF, temos:

tg 2a = DE

2tg « 1
—— === 11
1-tga DE (IT)

Aplicando (I) em (II), temos:

5
2 _ 1
16 _ 5 DE
16 16
5 16 _ 1
2 11 ~ DE
11 1145
DE = — DE
845 40

Alternativa d.

MODERNA
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Pela férmula de adicdo de arcos, temos:

X

B 2tg§
tgx=———5
1-tg D)

Sabemos que tg 45° = 1. Assim:

2tg 2

1-tg’ 425

tg45° =

2 tg (22°30)
T 1 tg (22°30)
1 - tg? (22°30') = 2 tg (22°30")
tg? (22°30) + 2tg (22°30') — 1 =0
Chamando tg (22°30’) = y, temos:

yV+2y-1=0

2+ -4-1-(-1) —24+2J2
y= 2.1 = 2 =_1i«/§
Logo:

tg (22°30') = —1 + 42 ou tg (22°30") = —1 — J2 (ndo
convém)
5o1g(22°307) = —1 + 42

Sendo x a medida, em centimetro, do lado AB, temos:
C

(547)° = (543)" + x> = 2-5{3 - x - cos 150° =
= x>+ 15x — 100 = 0

. x = —20 (ndo convém) oux = 5

Logo, o lado AB mede 5 cm.

O tridngulo BCO é isésceles de base BC, com
m(BOC) = 180° — 2a. Como BOC e BAC sio angulos
central e inscrito na circunferéncia, respectiva-
mente, que determinam o mesmo arco, temos que
m(BAC) = 90° — a. Assim, indicando por R a medida
do raio da circunferéncia, esquematizamos:

A

¢ 4dm B
Logo:
4 _ 4
sen (90° — a) =2R = cosa 2R ()

Pela relacao fundamental da Trigonometria:

2
sen’o + cos’a =1 = (%) +cos?a=1

J.CcoSa ==

[GIES

Como 0° < a < 90°, temos: cos a = % (I1)
Substituindo (II) em (I), concluimos:

4 _ -

i 2R = R =25

5

Logo, o raio da circunferéncia mede 2,5 cm.

Sendo x a medida, em centimetro, do lado AC,
temos:

A

60°
x+1

x*’=x+1°+7"-2-7-(x+1)-cos60° = 5x =43
x=2
5

Logo, a medida do lado BC é (4?3 + 1) cm, ou seja,

4?8 cm = 9,6 cm.

Alternativa b.

Pelo enunciado, temos a seguinte figura:

(E)z = (1)2 + <l>2 -2 1.1 cos (180° — «)

|
]
|
+
NS
|
N[
A
o
7
—
[
®
<
|
&

cos (180° — a)

Pela figura, sabemos que 0° < « < 180°, entdo

cos a = é
o 4

Pela lei dos cossenos, temos:

2
(DM)2:12+<1> ~2-1-1.cosa

2 2
(DM)2=1+%—2.1.%.%
oMy =2+L-2
DM = %

— . 2
Portanto, o segmento DM tem medida %

Alternativa b.

20
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MATEMATICA 1

PAIVA m Outras razdes trigonométricas, 6
adicdo de arcos e resolucao de triangulos S MODERNA
a) B 2 a) Pela férmula de soma dos dngulos internos,
/o M o temos:
! c S = (5~ 2) - 180° = 540°
oy ~ .
A Portanto, a soma dos angulos internos desse

Do tridngulo retdngulo ABM, temos:

sena = AM _ 1
“TBM 2
b) Do item a, deduzimos que o = 30°. Assim, do
tridangulo ABM, obtemos:

cos30c - BA _BA _ 43 _BA
“BM 2 T 2 "2

S BA=43

Pela lei dos cossenos, aplicada ao tridangulo ABC,
concluimos:

(ACy = 4* + (J3)" = 2-4- {3 - cos 30° =

:(AC)2:16+378J§-%

S AC =47
< B
Jo—2 M ,
J3 o~ 1 c
A
\\\\4\/\///
H

Do tridngulo BCH, temos:

o CH 1_CH
sen 30 =3C > 2" "4

“CH=2

d) A area do tridngulo ABC é dada por:

N3:2
A/\AEC:T:E

Como M é ponto médio, entdo a drea do tridngulo
AMC é metade da area do tridngulo ABC, logo:

A rasc _ {3

A/\AMC = 2 - 2

Amedida a do dngulo central do dodecédgono regular
360°

12
Assim, sendo x a medida, em centimetro, do lado
desse dodecagono, temos:

é dada por o = = 30°.

X2=4"+42-2-4-4-cos30° = x2=16(2 - ¥3)
X =442-43

Alternativa d.

pentagono regular é 540°.

b) Como o pentdgono é regular, todos os angulos
internos tém a mesma medida. Assim:
b5 o

c) O triangulo ABE é isésceles de base EB. Assim,
esquematizamos:

D C

Como a soma dos dngulos internos de um trian-
gulo tem 180°, temos:

180° =B + a + «

180° = 108° + 2«

_72
)
a = 36°

d) A circunferéncia de raio R circunscrita ao hexa-
gono circunscreve também o tridngulo ABE.
Assim, pela lei dos senos, temos:

8 _ _ 4
sen3e - R = R=gan3e
. R=68
e) Indicando por d a medida da diagonal EB do

pentagono, pela lei dos cossenos, temos:
=8 +8-2-8-8-cos 108°

d’ ~ 128 — 128 - (—0,3)

d?>~ 128 + 38,4

d~ J166,4
d=~12,9

Portanto, a diagonal é 12,9 cm, considerando a
aproximacdo do enunciado.

Indicando por A; e Ag as areas, em centimetro
quadrado, do tridngulo AOC e do setor BOC, respec-
tivamente, temos:

1

Ar=-4-4-sen120° = A =443
Calculando a area Ag, obtemos:
Angulo Area
(grau) (centimetro quadrado)
360 ———— n- 47
60 —————— A
8n
FATTg

Como a area A pedida é igual a soma das areas A
e A, temos:

A= (4«/§ + 8?”) cm?
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Tracando a diagonal do paralelogramo, temos:

B C

120°

A 6 D

Como o paralelogramo tem o dobro da area de um
dos tridngulos, temos:

6-x-sen 120°
2

20,785 =6 - x - 0,866
20,785

~ 5,196

X=4

20,785=12-

X

Alternativa b.

Exercicios contextualizados

cossecH <2 = 1 <2
se

n o

Como sen 6 > 0, pois 6 é medida de um angulo
agudo, multiplicando ambos os membros dessa
desigualdade por sen 6, obtemos:

1<2senb = sen9>%

Logo, 30° < 6 < 90°.
hipotenusa

—————————echamando
cateto adjacente

Sabendo que seca =

o cateto adjacente de LT, temos:

1,5- 108
390,625 = 1T
1,5- 108
LT = m = LT = 384.000

Portanto, a distancia da Terra a Lua é 384.000 km.

Indicando por d a distancia entre os foguetes, es-
quematizamos:

Tragando a altura CH do tridngulo isésceles A'B'C,
temos que CH também é mediana e bissetriz:

6.380

Do tridngulo CHA’, obtemos:
d

d

= sen 15° = m (I)

o 2
sen 15° = 6330
Calculando sen 15°:

sen 15° = sen (45° — 30°) =

= sen 45° - cos 30° — sen 30° - cos 45° =

2B 18 kB
T2 72 2772 7 4 (1

De (I) e (II), concluimos:
£;E=12.g60éd=3.190'<f—«/§>

Portanto, a disténcia entre os foguetes é de

3.190 - (V6 — ¥2) km.

Sendo P a projecao ortogonal do ponto A sobre a
margem oposta da estrada, obtemos, pelo teorema
de Pitdgoras,PC =16 m e PB = 9m.

Sendo B a medida do dngulo BAP, esquematizamos:

A

12 15 20

-1

3 'B ic

16

sen(a +B) =sena-cosP +senp-cosa =
16 12,9

:%:sena E+E-COSOL
.i=4sena+3c05a:cos _4—-4sena
"5 5 5 @ 3

Aplicando a relagdo fundamental (sen’ « + cos’ a =
= 1), temos:

2
4—4sena) -1 =

2
sen +
2 ( 3

= 25sen’a —32sena +7 =0

A

25°

Como « é medida de um angulo agudo, concluimos

Assim, obtemos sen a = 1ousen a =

que sen o = E
(Nota: outra resolucgdo é possivel por meio da lei
dos cossenos.)

Pelo enunciado, temos:
A

22
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f

¢
Pela figura, sabemos que tg o = % = % Assim:
tg 45° —tg o

R =M~ ) = T o g a

B 1
1+1-5

Portanto, a tangente do menor dngulo interno do

tridangulo é %
Sendo h a distancia entre o topo da torre e o plano
que contém o ponto C onde se localiza o olho da
pessoa, temos:

B
h
2a a
AT 90 b fc ES/'
300 ‘
h
'8« =300
a) h = tg2a =3tga
tg2a:—100
2tg o
gz =3tga
1-tg

Como tga # 0, podemos dividir ambos os mem-
bros por tg a, obtendo:

—2 ;T — =3 = tga= i£

1-tg" a 3

Como a é medida de um dngulo agudo, conclui-
mos que:

tg(x=%:>a=30°
. _h 3 _n
b) 30" =355 = 3 = 300
- h =10043

Logo, a altura da torre é (100«/? + 1,6) m ou,
aproximadamente, 174,8 m.

Como os raios solares sao paralelos, temos que o
raio que passa pelo topo do poste, em suas duas
posicoes, forma com o solo angulos de medidas
iguais. Sendo a essa medida, esquematizamos:

C.- E.
- 4,5 |::> i 4’%%0‘
o o fa D
B 6 A D 45 A F

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridangulo ABC,
calculamos a medida BC:

(BC)*=4,5"+6>= BC=7,5

Assim, temos:

sena—7,5—0,6 (1)
e

- _o0s m
cosa=5¢=0,

O tridngulo ADE é isésceles, pois DA = EA = 4,5;
logo, os ngulos ADE e AED tém medidas iguais a a.
O angulo EAF mede 24, pois é externo do tridngulo
ADE. Assim, no tridngulo EAF, calculamos a medi-
da h do lado EF, que é a disténcia do topo do poste
inclinado ao solo:

h h
sen 2a =25 = 2 sen a cos a =5 (111
Substituindo (I) e (II) em (III), concluimos:
-_h -
2:06-08=75 = h=432

Logo, a distancia do topo do poste inclinado ao
solo é 4,32 m.

Sendo C o pontoinicial em que o carro A se encontra e
D o ponto inicial em que o carro B se encontra, temos:
Cc

(30°~4.800

P
120"\

4.800
30°

—

D
a) Pela lei dos cossenos, temos:
(CD)2 = 4.800% + 4.800> — 2 - 4.800 -
- 4.800 - cos 120°
(CD)? = 23.040.000 + 23.040.000 —

— 46.080.000 - (— %)

CD = 4.80043
Portanto, a distancia entre os carros no instante
zero é 4.80043 m ou aproximadamente 8.314 m.

b) Sendo E o ponto em que o carro A se encontra
e F o ponto em que o carro B se encontra, apds
1 minuto, temos:

E
3.600
P
120°
3.200
F

Pela lei dos cossenos, temos:

(EF)* = 3.600” + 3.200” — 2 - 3.600 -

-+ 3.200 - cos 120°

(EF)2 = 12.960.000 + 10.240.000 — 2 -

- 11.520.000 - (— %)

EF = 4004217

Portanto, a nova distdncia entre os carros é
4004217 m ou aproximadamente 5.892 m.
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c) Sendo G o ponto em que o carro A se encontra
e H o ponto em que o carro B se encontra, apds
7 minutos, temos:

H

6.400

120°
AN

3.600
G
Pela lei dos cossenos, temos:
(GH)2 = 3.600% + 6.400%* — 2 - 3.600 -
+6.400 - cos 120°
(GH)2 = 12.960.000 + 40.960.000 — 2 -

- 23.040.000 - (— %)

GH = 4004481

Portanto, a nova distdncia entre os carros é
4004481 m ou aproximadamente 8.773 m.

Pelo teorema de Pitagoras, obtemos AC = 10 cm.
Sendo a a medida do dngulo CAD, temos:
4

8 _4
10 5

Sendo x a medida, em centimetro, do segmento EM,
obtemos AE = 8 — x.

cos a =

Assim, esquematizamos:

Ajs_ixE
o

B ‘ Cc

Concluimos, aplicando a lei dos cossenos no trian-
gulo AEM:

x*=5"+(8-%x*-2-5-(8—x)cosa
“x*=25+64-16x+x*-10-(8 - X)-
. x*=25+ 64— 16x + x> — 64 + 8x

[GIES

L 8Xx=25 = x = %
_ 25
Logo, EM = =~ cm ou 3,125 cm.

8

a) Como os angulos consecutivos de um parale-
logramo sdo suplementares, temos a seguinte
figura:

Chamando a intensidade do vetor resultante de
F, temos, pela lei dos cossenos:

F2=16% + 14> — 2 - 16 - 14 - cos 120°
P2:256+196—2~224~<—%>
F=26

Portanto, a forca resultante F tem intensidade
de 26 N.

b) Pela lei dos cossenos, temos:
14> = 16> + 26 — 2+ 16+ 26 * COS X
196 = 256 + 676 — 832 - cos x

COS X = E
832
X~ 27,8

Portanto, o valor do angulo é aproximadamente
27,8°.

Pelo teorema da soma dos &ngulos internos de um
tridngulo, temos m(BCA) = 45°.
Assim, sendo x a medida BC, em metro, temos:

800 _ X N 800 _ _x
sen 45°  sen 120° 42 J3
2 2
-~ X = 40046

Logo, o comprimento do canal serd 40046 m ou
aproximadamente 980 m.

Pela lei dos cossenos, temos:

70° = (5043)" + (FB)” ~ 2 - 503 - (FB) - cos 30°
3

4.900 = 7.500 + (FB)” — 2 - 5043 - (FB) - 5~

(FB)? — 150(FB) + 2.600 = 0

150 + 422.500 — 4 - 1 - 2.600
2-1

(FB) =

(FB) = 150 : 110

(FB) = 130 ou (FB) = 20 (ndo convém)

Portanto, sua distdncia é de 130 metros.

Pelo teorema da soma dos &ngulos internos de
um triéngulo, deduzimos que m(BAD) = 90° e
m(BCD) = 65°. Aplicando a lei dos senos, temos:

200 _ __AB 200 _ AB
sen 90° ~ sen 30° 1 05

200 _ _BC T ]200 _ BC
sen 65°  sen 62° 0,91 ~ 0,88

.. AB =100 m e BC = 193,41

Assim, concluimos que a area S do quadrilatero
ABCD é dada por:

S~ % -200 - 100 - sen 60° + % -200 - 193,41 - sen 53°
LS~ % .200-100 - 0,87 + % - 200 - 193,41 - 0,80

o S = 24.172,8 m?

Logo, a area do terreno é, aproximadamente,
24.172,8 m*

24
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50. Sendo « a medida do &ngulo BAC, a drea S do tridn-
gulo ABC é dada por:

S=%-50-50-senacm2=1.2SOsenacm2

Para que essa area seja maxima, devemos ter
sen a = 1; portanto, a = 90°.

A
50 50
B C
Assim, aplicando o teorema de Pitigoras, con-
cluimos:
(BC)® = 50” + 50> = (BC)? = 2 - 50°
. BC =5042 cm

Alternativa e.

Pré-requisitos para o capitulo 14

2. ) E= sen’ 60° + cos 120° — sen 210°
’ cos? 240° + sen 330° + cos 180°

1V 1
@5)‘2‘1
3_ 1.1 3
_4 272 _a _ 3
1 1, _5 5
472 4
SEHE*COSZJ*SEHTC
b F 4 3 _
cos3—n+sen11—n+cos£
4 6 2
21, N2 +1
__2 "2 _ 2
21 N2 +1
—2 2t0 T3

3. 9
10,4/3)
y
1(1,-43)
. | tg 60° + tg 150° — tg 180°
) E= i g 3000
@) 243
342 )-0 223
:f(3 __3 _243 3 _1
i3 443 3 493 2
o
tg%+tg2?n+tg0
OF="5 an in
83 "3 787
3 243
A w
-3-243
FEPNE S
243
-2 4923
3+ 243 B3

Trabalhando em equipe

Matematica sem fronteiras

1. Indicando por uma unidade (1) a distancia entre a
Terra e o Sol, temos que a distancia entre a Terra e
a estrela 61 Cygni é 700.000, como no esquema:

Terra (T)
1 700.000
[} .
(E) Estrela 61 Cygni
Sol (S)
Assim, o seno do angulo de paralaxe dessa estrela
é dado por:
sen 6 = L1
~ 700.000

Com uma calculadora cientifica, obtemos
6 =~ 0,00008° ou 6 = 0,288".
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O triangulo SPT, é isésceles; logo, o dngulo de para- Duas figuras possiveis para esses valores de « sdo:

o .
laxe da estrela mede 5> Como no esquema abaixo:

Q

24

Assim, temos: sen

o ¢} o
Como sen o = sen (2 . §> = 2sen 5 cos o> vamos

determinar, em fungao de d, o valor de cos % Pela

relacdo fundamental da Trigonometria, temos:

2
sen’E 4 cos’ 2 =1 = (%) +cos’ 2 =1

2 2 2
-1
. 20 _
Scos’ 5 = ks
Como < é medida de um angulo agudo, seu cosseno

2
é positivo, portanto:

22 modo:

Em uma circunferéncia de raio r, consideremos uma
corda AB de comprimento r. Os pontos A e B determinam
nessa circunferéncia dois arcos distintos de extremos A
e B. Considerando um ponto M em um desses arcos e um

@ « « : ponto N no outro,com M e N distintos de A e B, obtemos
sen a = sen (2 ) ?) =2sen5cosy = : os tridingulos ABM e ABN que satisfazem as condicdes
: enunciadas. Observe:

Lo AP -1
..COSz— d

Assim, concluimos:

1 a*-1 :
:)Senot=2'a'T : 300°
) 24d? -1
. sena:T

Analise da resolucgao

COMENTARIO: Embora a argumentacio do aluno esteja
correta, a conclusdo esta incompleta, pois ele nao con-
siderou outra medida possivel para o 4ngulo ACB, que
ocorre para outra posigdo do triangulo ABC (posigdo em
que o centro da circunferéncia fica exterior ao triangulo).

Resolugdo correta:

1° modo:

Pela lei dos senos, aplicada ao tridngulo ABC, temos: Assim, temos:

. m(ANB o
M7( ) _ 60° _

r 1 N o
- =1 : AMB) = ——~ =30
sen o 2r = sena 5 5 m( ) 2 2
. o o g : A . m(AMB o
;omo 0° < a< 1?0 , pois a é me.dlda de um ar}gu.lo E m(ANB) = ( ) = 300° _ 45pe
interno de um tridngulo, temos dois valores possiveis: : 2 2

o =30°0oua = 150°. : Logo, ha duas respostas possiveis: 30° ou 150°.



