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GEOMETRIA PLANA

A Teoria da Geometria Plana € uma das areas
da matematica mais presentes na histéria e a sua
magnitude aparece da construg¢do das pirdmides pelos
egipcios por volta de 2600 a.C até a construgdo do
Burj Khalifa Bin Zayid maior arranha céu do mundo
com 826 metros de altura no Emirados Arabes.

Além das aplicagbes da Geometria, a sua
formalizagao foi uma grande evolugdo na Teoria
Matematica com a coletanea escrita por Euclides de
Alexandria denominada Os Elementos, pois iniciou a
construcdo por meio de conceitos primitivos, axiomas
e o raciocinio légico-dedutivo.

Os axiomas sao verdades evidentes que nao
necessitam de demonstracao e os conceitos primitivos
sdo determinados objetos geométricos que nao
dispensam explicagbes. Com apenas essas duas
ideias, consegue-se demonstrar toda a teoria
matematica da Geometria.

Por exemplo, o conceito de ponto e reta ou
plano estdo bem presentes no senso comum, por isso
sao conceitos primitivos e o utilizaremos para elaborar
as novas definicbes. Para referenciar os pontos,
utilizaremos as letras maiusculas do alfabeto Hindu-
Arabicos enquanto para os pontos utilizaremos as
letras minusculas.

Um ponto P pode pertencer ou ndo a uma reta r. Caso
pertenca, escrevemos P € r, caso contrario P & r.

Uma reta r divide um plano em dois semi planos
distintos cuja intersecdo é a reta r.

B

o A

Por dois pontos distintos A e B podemos tragar uma
Unica reta r. Nessa situacido, também denotamos a

reta por AB.

A

B .
—_— @

1z

Caso haja um terceiro ponto C pertencente a r,
dizemos que A4, B e C sao pontos colineares.

A C
—_——

B .

——

Se duas retas r e s possuem todos os pontos em
comum, dizemos que r e s sao retas coincidentes.

r

S

Caso r e s possuam apenas um ponto em comum,
dizemos que r e s sdo retas concorrentes

Semirreta: Um ponto 4, situado sobre uma reta r,
a divide em dois pedagos, quais sejam, as
semirretas de origem A. Para denotar melhor cada
pedaco, basta escolher um ponto B que esta em
uma metade e um ponto € em outra, denotando

assim cada semirreta por ABe AC,
respectivamente.
A B

@ —
Vo —
@ —

Semirreta AB

Os segmentos de retas sdo um dos objetos
mais utilizados na geometria plana e no cotidiano, pois
€ um dos objetos geométricos mais proximos da nossa
realidade. Matematicamente, definimos:

Segmento de Reta: Sejam A e B pontos distintos
e a reta r que passa por 4 e B. Os conjuntos de
pontos que pertencem ar e estdo entre A e B é

denominado segmento de reta e é representado
por AB .

&
A B

Segmento AB
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Os segmentos podem ser classificados como:

i) Segmentos consecutivos:
Dois segmentos de reta sdo ditos consecutivos se,
e somente se, uma extremidade de um deles é
também extremidade do outro.

B

A
C

Os segmentos AB e BC sdo consecutivos

Os segmentos 4B e AC sdo consecutivos
Os segmentos AC e CB s&o consecutivos

ii) Segmentos colineares:
Dois segmentos de retas s&o colineares se, e
somente se, estdo numa mesma reta.

A B C

D

Vo S— o

Os segmentos AB e CD séo colineares

iii) Segmentos adjacentes:
Dois segmentos consecutivos e colineares s&o
ditos adjacentes se, e somente se, possuem em
comum apenas uma extremidade (n&o tém pontos
internos em comum).

A B C

y o
——

Os segmentos AB e BC sé&o adjacentes

Para poder medir o comprimento de um segmento de
reta, & necessario definir uma unidade. No nosso caso,
salvo mengao contraria, adotaremos 1 u.c. (unidade
de comprimento). Assim, a medida de um segmento
AB, indicada por AB, sera um numero real positivo
associado ao segmento de tal forma que:

e Segmentos congruentes tém medias iguais e,
reciprocamente, segmentos de medidas iguais s&o
congruentes.

¢ Se um segmento é maior que outro, sua medida é
maior que a deste outro.

e AB=A4AC+CB = AB=AC+CB

1z

Um pouco de histoéria...

A palavra metro tem origem no grego métron,
que significa “o que mede”.

O sistema métrico surgiu por volta do ano de
1790. Antes disso, cada povo usava um sistema de
unidades diferentes, o que, naturalmente, causava a
maior confusdo. Por exemplo: 0 mesmo comprimento
era medido em um lugar usando-se jardas e em outro
com o uso de palmos. O resultado disso tornava
praticamente impossivel a comunicagdao entre os
povos.

Para solucionar esse problema, reformadores
franceses escolheram uma comissdao de cinco
matematicos para que elaborassem um sistema
padronizado.

Essa comissdao decidiu que a unidade de
medida de comprimento se chamaria metro, e que
corresponderia a décima milionésima parte da
distancia do equador terrestre ao polo norte, medida
ao longo de um meridiano.

Mas a medida da distancia do equador ao polo
ndo era nada pratica, tanto que ao efetuarem os
calculos os matematicos acabaram cometendo um
erro. Entdo em 1875 uma comissdo internacional de
cientistas foi convidada pelo governo francés para que
reconsiderassem a unidade do Sistema Meétrico, e
dessa vez foi construida uma barra de uma liga de
platina com iridio, com duas marcas, cuja distancia
define o comprimento do metro, e para evitar a
influéncia da temperatura, esta barra € mantida a zero
grau centigrado, num museu na Suica.

Entretanto os cientistas ndo pararam por ai, no
decorrer do tempo foram sendo propostas novas
definicbes para o metro. A Ultima, e que passou a
vigorar em 1983, é baseada na velocidade com que a
luz se propaga no vacuo.

Resumidamente, pode-se dizer que um metro
corresponde a fracdo 1/300.000.000 da distancia
percorrida pela luz, no vacuo em um segundo.

Disponivel em: https://www.colegioweb.com.br/historia-da-matematica/metro.html

Observe o esquema para a transformagdo das
unidades de medidas:

AWAWAWAWAWA!
|km|hm|dam|m|dm|cm|mm|
VNV VYV
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+ DIVISAO DE UM SEGMENTO

Dizemos que um ponto P divide internamente o
segmento AB na razdo k quando

A P B
AP —k
PB
Por exemplo, se considerarmos um segmento AB de
10 cm de comprimento e o ponto P dividir
internamente AB de tal modo que AP =2cm e PB =
8 cm, temos que P divide AB na razéo
AP _ 2 1

PB 8 4
ou seja, PB =4 - AP.

Um ponto P divide internamente o segmento AB na
razao aurea quando

A P B
AP _AB
PB AP

Assim, denotando AP = a e PB = b, temos:

+ a -+ b +
A P B
AP AB a a+b a 14
—_——_— s - = - — = —_

PB AP b a b

Fazendo, ¢ = 7, temos:
1
<p=1+$ = ¢r=¢p+1 = ¢*—p—-1=0

Resolvendo a ultima equagao, obteremos:

1445 1—-+/5
) 2

4 ou ¢ =

Como ¢ = % > 0, temos:

_1+45
T2

] — Numero de Ouro

*— PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Dizemos que P é ponto médio do segmento 4B,
quando ele o divide na razao 1, isto é,

AP 1 AP =PB
—= = =
PB

1L i
" "

A P B

Em outras palavras, o ponto médio de um segmente,
divide-o em dois outros segmentos congruentes.

1z

+ CONVEXIDADE DE REGIOES PLANAS

As regides planas séo definidas em duas categorias:
convexas e concavas.

Dizemos que Q é uma regido convexa, quando dados
dois pontos A e B em Q, temos o segmento AB ainda
em Q. Quando Q ndo é convexa, dizemos que Q é
cbncava.

Conjunto
Convexo

Conjunto
N3o Convexo

Uma das regides mais importantes na Geometria
Plana é o angulo, assunto que abordaremos na sec¢éo
seguinte.

ANcuLos

O angulo é uma forma que os filésofos gregos
pensaram em determinar o conceito de abertura de
algo. A implementacdo dessa simples teoria trouxe
grandes resultados, por exemplo, a descoberta do raio
da terra realizada por Erastdstenes.

Com a teoria de angulo e retas paralelas, Erastéstenes
(276 a.c - 194 a.c) o Bibliotecario-chefe da famosa
Biblioteca de Alexandria foi capaz de determinar o raio
da terra antes mesmo de sonharmos com a existéncia
do satélite. Com apenas um pedacgo de madeira e os
raios solares, ele foi capaz de entender algo que é
muitos mais profundo do que a humanidade poderia
imaginar.

Ha ainda muitas outras aplicacbes da teoria de
angulos presentes no cotidiano no processo da
costura de roupas as construgcdes de casas, prédios e
pontes. Neste contexto, veremos as principais
definigbes de angulos e propriedades.
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Definig¢ao: Dadas duas semirretas de mesma origem,
chamamos de angulo a regido do plano limitada por

essas duas semirretas.
B /

(e —

0] A
Dizemos que 0 é o vértice do angulo AOB e que as
semirretas OA e OB s&o os lados do angulo. Além
disso, a medida do angulo AOB é dada por

m(AOB) = a.

Como falamos inicialmente, o angulo foi criado para
dar a nogao de abertura. Para isso, ha medidas que
determinam o tamanho da abertura do angulo AOB
que sao: o grau, o radiano e o grado. Usaremos aqui
como unidade de referéncia o grau, onde a unidade
corresponde a uma fragao de 1/360 da circunferéncia.
Assim, 360° corresponde a uma volta completa.

= 360°

Os angulos podem ser classificados como:

Angulo Nulo: é o angulo formado por duas
semirretas de mesmo sentido.

19) A

Angulo Raso: é o angulo formado por duas
semirretas opostas.

B (0] A

Angulo Reto: é 0 angulo correspondente a % de
volta, ou seja, metade de um angulo raso.

a=90

O A

1z

Quando duas retas concorrentes r e s formam um
angulo reto, dizemos que elas sao perpendiculares e
denotamos porr L s.
Angulo Agudo: é o angulo cuja medida é maior
que um angulo nulo e menor que um angulo reto.

(0] A

Angulo Obtuso: é o angulo cuja medida é maior
que um angulo reto e menor que um angulo raso.

(0] i

Agora que aprendemos a classificar os quantos
quanto a sua medida (quanto a sua abertura), vejamos
as relacdes existentes entre dois angulos.

Angulos Congruentes: sdo angulos que
possuem a mesma medida. De sorte que, a partir
de movimentos rigidos de rotagdo e translagao
podemos sobrepor perfeitamente, um sobre o
outro.

Angulos Consecutivos: dois angulos sio ditos
consecutivos quando possuem um lado em
comum.

N\ s

B

—_—

@) A
Os angulos AOC e AOB s&o consecutivos, pois possuem o lado 04
em comum.

Os angulos COB e AOB sdo consecutivos, pois possuem o lado OB
em comum.

Os angulos AOC e COB sao consecutivos, pois possuem o lado oc
em comum.

10
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Angulos Adjacentes: dois angulos consecutivos
sdo adjacentes quando possuem apenas um lado
em comum, ou seja, ndo possuem pontos internos
em comum.

(@] A
Os angulos AOC e COB séo adjacentes, pois possuem apenas o
lado OC em comum.

Angulos Complementares: dois angulos s&o
assim ditos quando sua soma for igual a 90°.

A

B C

0 A

Angulos Suplementares: dois angulos sdo assim
ditos quando sua soma for igual a 180°.

B (0] A

Angulos Replementares: dois angulos s&o assim
ditos quando sua soma for igual a 360°.

+ ANGULOS OPOSTOS PELO VERTICE

Dois angulos sao ditos opostos pelo vértice quando os
lados de um deles s&o os prolongamentos dos lados
do outro.

1z

Uma relagédo importante é que angulos opostos pelo
vértice sdo congruentes. De fato, no sistema a seguir
a e y sé&o o.p.v. e B €& um angulo adjacente
suplementar aos dois, assim:

X
{a+ﬂ:180" .
Y + B = 180° =Y

+ RETAS PARALELAS CORTADAS POR UMA
TRANSVERSAL

Consideremos duas retas paralelas r e s cortadas por
uma transversal t. Um sistema de oito angulos &
formado. Queremos determinar as relagdes existentes
entre eles. Como ja sabemos quais as relagdes entre
dois angulos quaisquer numa mesma paralela, nos
restringiremos a comparar dois angulos de paralelas
diferentes.

Angulos Correspondentes: estdo do mesmo
lado da transversal, sendo um na regido interna e
outra na regido externa das paralelas. (Veja que
eles ocupam a mesma posigao relativa.)

Relagao: angulos correspondentes sao congruentes.

a; = a3
Ay = 0y
B =Ps
B2 = Ba

Angulos Alternos Internos: estdo em lados
opostos da transversal, ambos na regido interna
das paralelas.

Relagao: angulos alternos internos sdo congruentes.

ay

B2

as

Ps
11
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Angulos Alternos Externos: estdo em lados
opostos da transversal, ambos na regido externa
das paralelas.

Relagao: angulos alternos externos sao congruentes.

a, = ay

Br =B

Angulos Colaterais Internos: estdo do mesmo
lado da transversal, ambos na regido interna das
paralelas.

Relagao: angulos colaterais internos sao suplementares.

a, + s = 180°
B, + a = 180°

Angulos Colaterais Externos: estdo do mesmo
lado da transversal, ambos na regido externa das
paralelas.

Relacao: angulos colaterais externos sdo suplementares.

a, + B, = 180°
By + a, = 180°

+ BISSETRIZ DE UM ANGULO

A bissetriz de um angulo AOB é a semirreta com
origem no vértice do angulo e que divide esse angulo
em dois outros &ngulos congruentes.

O A
0S = Bissetriz do Angulo AOB
A0S = SOB
A bissetriz de &ngulo também é o conjunto dos pontos
do plano que distam igualmente dos lados do &ngulo.

P Eﬁ = dP,m = dp'bff

1z

4+ MEDIATRIZ DE UM SEGMENTO

A mediatriz de um segmento de reta AB é a reta
perpendicular a AB que passa pelo seu ponto médio.

m

M

M é ponto médio de AB
m é a mediatriz de 4B

A mediatriz do segmento AB também é o conjunto dos
pontos do plano que distam igualmente dos extremos
do segmento.

Pem = dp,=dpp

12
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Questdo (1 GGG GE G

(Ronaebson)

Se utilizando de um software para mostrar a trajetéria
de um ponto no plano cartesiano quando este se
movimenta sob dadas condi¢des, um professor deu
varios exemplos de como essas trajetérias ficariam
habilitando o “rastro” do ponto para cada movimento.
Depois disso pediu a seus alunos que refletissem um
pouco e tentassem prever qual seria a trajetéria
descrita pelo ponto que representa o centro da roda
no circuito a seguir.

/%/\/\/
Qual a ftrajetoria descrita pelo centro da roda no
circuito acima?

° AAZ

o QA4

Questdo 02

(Ronaebson)
Cinco discos de madeira foram colocados um a um

sobre uma mesa, conforme mostra a figura. Em que
ordem, de baixo para cima, os discos foram colocados

R
©

90000
WO>»0>
OWoHm
Sommo
Mm® oo
>»0>m

EM

1z
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Questdo (2 GG GGG

(Ronaebson)

Pedrito, partindo do ponto A seguiu em frente por 200
m. Chegando ao ponto B, virou 90° a direita, seguindo
por mais 200 m. Chegando ao ponto C, Pedrito alterou
novamente sua direcdo e percorreu 353 m em linha
reta até chegar ao seu destino.

“ |l| '.
8-

s B

Durante o seu trajeto, Pedrito mudou de dire¢cdo duas
vezes. O angulo de giro realizado na segunda
mudanca foi

0 45°.
G 90°.
® 135°.
® 145°.
G 180°.

Questdo (4 RGN GG

(Ronaebson)

A palavra BECO apresenta uma linha horizontal de
simetria, ja a palavra MUITO quando escrita
verticalmente, isto é, de cima para baixo, uma letra
abaixo da outra, possui uma linha vertical de simetria.
Veja a figura:

Considere os pares de palavras a seguir:

I. BOI - ATUS
II1.

BOCA - TIME
ITI. COCO - MALA
IV. BEKA - NATHA

V. BICHO - MATO

Em qual dos pares acima a primeira palavra tem uma
linha horizontal de simetria e a segunda palavra tem
uma linha vertical de simetria?

0l
ol
@l
(DY
(E Y,

13
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Questdo 05 GG GGG

(Ronaebson)

Hand spinner é um brinquedo que serve como um
amenizador da ansiedade e do estresse. Consiste
num equipamento que quando impulsionado comega
a girar constantemente na ponta dos dedos do seu
usuario. Também é conhecido como fidget
spinner ou fidget hand spinner. Existem varios

modelos e essa variabilidade também se da pelo
numero de “pas” ou “hélices” que ele tem. Veja os
modelos a seguir:

Um objeto com simetria de rotacdo é aquele que tem
a mesma aparéncia depois de um determinado
montante de rotagdes, ou seja, quando fica invariante
por rotagcdo de amplitude inferior a 360°. Assim, o
angulo de simetria rotacional corresponde a quantos
graus a forma inicial tem que ser girada para se
parecer com a mesma de um lado ou em um vértice
diferente.

Logo, dentre os modelos de hand spinners
apresentados, aquele(s) que é(sao) invariante(s) por
rotagcao de 120° em torno de seu centro é(s&o)

(ANE

(B NI

® V.
®lleV.
G lllelVv.

uuuuuuuuuuuu

Questdao 06 GG GGG

(Ronaebson)

Durante o exercicio Rosca Spider, quando a
musculatura esta estendida (Figura 1), o angulo
formado entre o brago e o antebrago € um angulo raso,
quando contraida (Figura 2), o angulo entre o brago e
o antebracgo é de aproximadamente 50°.

Figura 2

Durante esse exercicio, o arco descrito pelo
movimento da barra sera de aproximadamente

O 100°.
O 120°.
® 130°.
® 140°.
G 150°.

Questao (7 GINEGENNNNN GGG

O suplemento do complemento de um angulo excede
a terca parte do complemento do dobro desse angulo
em 85°. O valor desse angulo em graus é

0 10
O 15
® 20
® 25
0O 30

1z

14
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Questio (8 GNEGENNNNNGE S G
(ESPM_2019)

A figura abaixo representa uma parte de um bairro,
onde os segmentos sdo as ruas e os pontos s&o as
esquinas. Como s6 podemos caminhar pelas ruas, a

distancia entre os pontos A e B é de 6 quarteirdes.

Interbits®

O numero de esquinas assinaladas no mapa, que sdo
equidistantes de A e B, éigual a:

LOROO
~N ® © o w;

Questio (9 GGG GE G
(UFT_2023)

Considere 11 quadrados iguais, com lados medindo 3
cm e alinhados horizontal e verticalmente, formando a
figura a seguir:

SuperProfessor®

E CORRETO afirmar que o perimetro total dessa
figura é de:

O 44 cm
® 53cm
® 66 cm
® 69cm

EM

1z
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Questdo 10 GG GGG
(Fuvest_2021)

A figura ilustra graficamente uma regido de um bairro,
com ruas ortogonais entre si. O ponto X indica um

condominio residencial, e o ponto Y indica a entrada
de um parque.

<

Interbits®

Trés moradores realizam caminhos diferentes para
chegar ao ponto Y, partindo do ponto X, ilustrados
com cores diferentes. Se a,b e C representam as

distancias percorridas por esses moradores nesses
caminhos, é correto afirmar que:

Oa=b=c.
Ob=c<a.
®c<b<a.
®b<c=a.
@c<a=h.

Questio 11 NN CGENNNNNNGE Gl G
(CFTSC)

Na figura abaixo, OP ¢ bissetriz do angulo AOB.
Determine o valorde x e Y.

B
y-10°

2
y X +30°

O x=13ey=49
®x=15ey=35
®@x=12ey =148
®Ox=17ey=142
@ x=10ey=50

15
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Questio 12 GGG GE G
(CFTMG_2019)

Considere 8 e o dois angulos adjacentes e
complementares. A expressao que determina o valor
do angulo formado pelas bissetrizes de 8 e a é

QM_
2

et
4
90— (0 + )
y
90-(0+a)
y—

®

D]

Questio 13 GGG CE G
(CFTMG_2020)

Observe a figura.

Interbits®

Os pontos A e M pertencem a retar e os pontos Be N
pertencem a reta s, que sdo paralelas. Se as
bissetrizes dos angulos AMP e BNP se interceptam no
ponto Q, entdo a medida do angulo a« = MQN é igual
a

0 100°
0O 120°
® 130°
® 140°

EM

1z
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Questio 14 GG GE GE G
(CFTMG_2020)

Observe a figura abaixo.
r

Interbits®

seta 01

Nessa figura, a simetria mostrada da seta 01 em
relacido areta r € uma

O rotacio.

O reflexdo.

@ translag3o.

® rotacdo deslizante.

Questdo 15
(UTFPR)

Na figura a seguirtemos r//se t//u/lv.

X
52°30'

64°30'

N
e
N

Com base nos estudos dos angulos formados por
retas paralelas cortadas por uma transversal pode-se
afirmar que:

I) O angulo X mede 127°30".

1) O angulo Y mede 117°.
1) O angulo Z mede 67°30".

Analise as proposicoes acima e assinale a alternativa
correta.

0 Somente as afirmagdes | e Il estdo corretas.
 Somente as afirmagdes | e lll estéo corretas.
@® Somente a afirmacéo | esta correta.

® As afirmagoes |, Il e lll estéo corretas.

@ As afirmagdes |, Il e lll estdo incorretas.
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Questdo 16

(OBMEP)

Um tridngulo equilatero ABC gira uma vez em torno do
vértice C e outra vez em torno do vértice B, sempre se
apoiando em uma reta, como na figura abaixo.

A C
AﬁBw
C
A
/\\
c B
A
N
C
|
C
AN
B A

Qual das alternativas representa a trajetéria descrita
pelo ponto A?

SuperProfessor®

TEM

1z

Ti

AAAAAAAA

Questao 17 GG GGG
(Unicamp_2021)

Sabendo-se que a soma dos angulos internos de um
triangulo vale 180 graus, podemos afirmar que os
angulos BAC e ACB do triangulo ABC na figura abaixo
valem, respectivamente:

SuperProfessor®

50° 220° - 3x
B C

0 45° e 85°.
® 40° e 70°.
® 35° e 55°.
® 50° e 100°.

Questio 18 GG GEGE G
(EEAR_2020)

No triangulo ABC da figura, x é a medida de um
angulo interno e z e w s&o medidas de angulos

externos. Se z+w =220° e z-20°=w, entdo x &
A
X
z W
B ©
0 complemento de 120°
® complemento de 60°
® suplemento de 140°
® suplemento de 50°
Questdo 19
(UNAERP)

As retas r e s sao interceptadas pela transversal "t",
conforme a figura. O valor de x para que r e s sejam,
paralelas é:

/t
< >S5
X +20°
4X + 30°,
« / > r

0 20°
0O 26°
® 28°
® 30°
0O 35°

17
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Questio 20 GNEGENN G GE G
(IFSUL_2020)

Especialistas indicam que a qualidade do ambiente de
trabalho tem influéncia direta na produtividade de uma
empresa. Questdes relacionadas ao bem-estar dos
colaboradores sao essenciais para um melhor
desempenho laboral. Ciente disso, o diretor de uma
empresa de desenvolvimento de software investiu em

uma reforma dos escritérios, visando ao
aprimoramento do mobiliario, levando em conta
aspectos ergonOmicos e estéticos. Uma das

alteracbes mais valorizadas pelos funcionarios foi a
aquisicao de cadeiras com encostos reclinaveis, como
ilustra a figura 1. A figura 2 descreve uma situagéo em
que uma dessas cadeiras € posicionada na inclinagao
maxima e encostada na parede.

Figura 1
Z
2 (@
X O@Zb
6x - 10°
Assento
Figura 2

Com base nas informagdes, a medida do menor
angulo formado entre o assento e o encosto quando a
cadeira se encontra com inclinagdo maxima é

0O 110°
0 120°
® 130°
® 140°

1z

Questio 2] GG GE GE G
(FUVEST)

Trés cidades A, B e C situam-se ao longo de uma
estrada reta; B situa-se entre A e C e a distancia de B
a C é igual a dois tergos da distancia de A a B. Um
encontro foi marcado por 3 moradores, um de cada
cidade, em um ponto P da estrada, localizado entre as
cidades B e C e a distancia de 210 km de A. Sabendo-
se que P esta 20 km mais préximo de C do que de B,
determinar a distancia que o morador de B devera
percorrer até o ponto de encontro.

0 60 km
® 50 km
® 55km
® 65km
@ 70 km

Questio 22 GG GE G e
(PUC-SP)

Trés amigos - Astolfo, Benito e Conrado - disputaram
uma corrida cujo percurso era de 20 km e chegaram
em primeiro, quinto e décimo lugares,
respectivamente. Sabe-se que, ao cruzar a linha de
chegada, Astolfo estava a 4 km de Benito e a 6 km de
Conrado.

Considerando que, ao longo de todo o percurso, cada
um deles manteve a velocidade constante, entéo,
quando Benito cruzou a linha de chegada, quantos
quilémetros estava a frente de Conrado?

025
03
® 35
®4
045

Questio 23 GG GEGE e
(CFTR]_2017)

Uma fita de papel retangular é dobrada conforme a
figura a seguir.

Interbits®

O valor do angulo a marcado na figura é

0 155°.
O 150°.
® 140°.
® 130°.
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Questdo 24
(UFCE)

Na figura abaixo, tem-se r//s e t//u. Se os angulos
assinalados tém as medidas indicadas, entio x vale:

300 / )
fo
7 =

O 100°.
O 80°.
® 70°.
® 50°.
G 30°.

Questio 25 GNECGENNNNGEGE G
(UFMG)

Dois nadadores, posicionados em lados opostos de
uma piscina retangular e em raias adjacentes,
comegam a nadar em um mesmo instante, com
velocidades constantes. Sabe-se que, nas duas
primeiras vezes em que ambos estiveram lado a lado,
eles nadavam em sentidos opostos: na primeira vez, a
15 m de uma borda e, na segunda vez, a 12 m da outra
borda. Considerando-se essas informacgdes, € correto
afirmar que o comprimento dessa piscina é

O 21 m.
O 27 m.
® 33m.
® 54 m.
A 60m.

Questao 26 GGG S G
(UTFPR)

A medida de y na figura, em graus, é:

Interbits®

2x + 100°

O 42°.
0O 32°.
® 142°.
® 148°.
G 24°.

1z

Questio 27 RGN GE GE G
(CMR]_2019)

As medidas apresentadas na figura abaixo seguem o

padrdo exigido pela FIFA — Federacado Internacional
de Futebol.

°E oD oC oB oA P

5,5m 5,5m 5,5m 3,65m =100m= v

105m

Adaptado de: globoesporte.globo.com, agosto/ 2018. (Adaptado)

Ederson, goleiro do Manchester City (Inglaterra) e
goleiro reserva do Brasil na Copa do Mundo da
Russia, € o atual recordista mundial de “tiro de meta
mais longo”. Seu nome foi registrado no livro Guiness
Book — o livro dos recordes — por ele ter conseguido,
com um chute, fazer com que a bola atingisse o solo a
uma distancia de 75,35 metros do ponto de partida.
Se Ederson der um chute em uma bola parada, na
marca do pénalti (ponto P), em diregédo ao ponto E, tao
forte quanto o do seu recorde, entdo ela voltara a tocar
0 campo, pela primeira vez, entre os pontos

O PeA
® AeB.
® BeC.
® CeD.
@ DeE.

Questdo 28 GG GEGE G
(MACKENZIE)

Na figura abaixo, a e b s&o retas paralelas.

60° - o
4o

200+ 90°

A afirmacgéo correta a respeito do nimero que
expressa, em graus, a medida do angulo a é

© um numero primo maior que 23.
® um numero impar.

® um mdltiplo de 4.

® um divisor de 60.

@ um multiplo comum entre 5 e 7.
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Questio 29 GNEGENNNN G GE G
(IFPE_2017)

Analisando o manual de instrugbes do refrigerador
RDE30, observamos um destaque para o momento de
transporta-lo. Observe abaixo o trecho desse manual
sobre transporte do refrigerador.

X/

R 7

max. ™
30°

R 7

max. 7~
30°

Transporte

Caso necessite transportar seu Refrigerador em
pequenos deslocamentos, incline-o para tras ou para
um dos lados com angulo maximo de 30°. Caso
necessite transportar seu Refrigerador em longos
deslocamentos (ex.: mudanga), movimente-o em pé.

Disponivel em:
<https://www.colombo.com.br/produtos/111120/111120.pdf?descricao=...>.
Acesso: 02 out.2016.

Sabendo que o angulo maximo de inclinagdo do
refrigerador € 30°, a metade do suplemento desse
angulo é de

0 60°.
e 75°.
© 45°.
® 30°.
@ 15°.

Questio 30 GNEGENN G GE G
(IFAL_2018)

Um fazendeiro resolveu cercar um terreno de formato
retangular, cujas dimensdes eram 60 metros de
largura e 80 metros de comprimento, gastando R$
20,00 para cada metro linear da cerca. Qual o valor
total do gasto para cercar todo o terreno?

O R$ 2.800,00
® R$ 4.800,00
® R$ 5.600,00
® R$ 6.800,00
@ R$9.600,00

1z

Questdo 31 GIEGENNNN GG
(UTFPR)

A medida do angulo y na figura é:

y

3x - 16° 2x +10°

0 62°.
O 72°.
® 108°.
® 118°.
G 154°.

Questao 32 GG GG
(UTFPR)

Calcule o valor de x, em graus, na figura:

A

Interbits®

3x +10°

\ 4

0 16°.
o 10°.
® 20°.
® 58°.
G 32°.

Questio 33 GG GE GE G
(UECE)

Considere um segmento de reta XY cuja medida do
comprimento € 10 cm e P um ponto mével no interior
de XY dividindo-o em dois segmentos consecutivos
XP e PY. Se M e N sao respectivamente os pontos
médios de XP e PY, entdo podemos afirmar
corretamente que a medida do comprimento do
segmento MN

@ varia entre 0 cm e 10 cm, dependendo da posigéo
do ponto P.

@ varia entre 5 cm e 10 cm, dependendo da posigéo
do ponto P.

@ varia entre 2,5 cm e 10 cm, dependendo da posigéo
do ponto P.

® éigual a 5 cm, sempre.
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Questio 34 GG GEGE G
(IFSUL)

“ “a

Duas retas paralelas “r’ e “s”, cortadas por uma
transversal “t”, formam angulos colaterais internos,
dos quais um excede o outro em 20°.

O angulo colateral interno agudo mede

0 20°.
O 35°
® 55°.
® 80°.

Questio 35 GGG GE G
(CFTPR)

Numa gincana, a equipe "Ja Ganhou" recebeu o
seguinte desafio:

Na cidade de Curitiba, fotografar a construgéo
localizada na rua Marechal Hermes no numero igual a
nove vezes o valor do angulo A da figura a seguir:

-
Interbits®

r/ls

29
75°

p>2)

65°

S

Se a Equipe resolver corretamente o problema ira
fotografar a construgao localizada no niumero:

O 990.
O 261.
® 999.
® 1026.
G 1260.

Questio 36 GNEGENNNNGEGE G
(UEPG)

Um fio de 60 cm de comprimento é cortado em duas
partes para formar dois quadrados de modo que a
area de um deles seja quatro vezes a area do outro.
Nesse contexto, assinale o que for correto e determine
a soma desses itens.

01) O perimetro do quadrado maior é de 40 cm.

02) O quadrado menor tem area de 25 cm?.

04) O lado do quadrado maior € o dobro do lado do
quadrado menor.

08) A soma das areas dos dois quadrados é 125 cm?.

EM

1z

TICA

AAAAAAA

Questio 37 GG GEGE G
(FATEC_2017)

Em um circulo recortado em papel cartdo foi feito o
desenho de um homem estilizado. Esse circulo foi
utilizado para montar uma roleta, conforme a figura 1,
fixada em uma parede. Quando a roleta é acionada, o
circulo gira livremente em torno do seu centro, e o
triangulo indicador permanece fixo na parede.

Considerando, inicialmente, a imagem do homem na
posicao da figura 1, obtém-se, apos a roleta realizar
uma rotacdo de trés quartos de volta, no sentido
horario, a figura representada em

>)

@

Questio 38 GG GE S G
(CP2_2017)

Em uma rua reta, a padaria fica entre o mercado e a
banca de jornal, e o mercado fica entre a banca de
jornal e a sapataria. Logo,

0 a sapataria fica entre a banca de jornal e a padaria.
@ a banca de jornal fica entre o mercado e a padaria.
@® a padaria fica entre a sapataria e o mercado.
® o mercado fica entre a sapataria e a padaria.
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Questdo 39 GGG GG

Julia comecgou a estudar Geometria na sua escola.
Com duvida em um exercicio passado pelo professor
de matematica, ela pediu ajuda ao seu tio. O
enunciado era: “As retas r e s s&do paralelas; as retas
u e t, duas transversais. Encontre o valor do &ngulo x
na figura abaixo”. Portanto, o valor de x é

u

Interbits®

20°

120°

0O 120°.
O 125°.
® 130°.
® 135°.
G 140°.

Questio 40 GNEGENNNNN G Gl G
(UFRN)

Phidias, um arquiteto grego que viveu no século quinto
a.C., construiu o Parthenon com medidas que
obedeceram a proporgéo aurea, o que significa dizer
que EE'H'H é um quadrado e que os retangulos EFGH
e E'FGH' sao semelhantes, ou seja, o lado maior do
primeiro retangulo esta para o lado maior do segundo
retdngulo assim como o lado menor do primeiro
retdngulo estd para o lado menor do segundo
retangulo. Veja a figura abaixo.

Assim, podemos afirmar que a razado da medida da
base do Parthenon pela medida da sua altura € uma
raiz do polindbmio:

O x2+x+1
Ox*+x-1
®x?—-x-1
®x?—x+1

NAEBSON - .

TEMATICA CRIATIVA
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Questdo 41 GINEGENNNNN GGG

Um piloto de rali foi desafiado a dirigir em um deserto,
com auxilio de um mapa e uma bussola, para localizar
um objeto que se encontra escondido em algum lugar
distante do ponto de partida. Seguindo o mapa, o
piloto partiu do ponto A e dirigiu em linha reta por 5 km,
no sentido oeste-leste, até chegar a um ponto B. A
seguir, ele virou 50° no sentido horario, percorreu mais
4 km em linha reta até o ponto C e virou um angulo de
medida x no sentido anti-horario, com x < 50°,
percorrendo mais 5 km em linha reta até chegar ao
destino, no ponto D.

Considerando que o menor angulo entre a diregdo da
reta DC e a diregao oeste-leste mede 30°, sabe-se que

O x = 20°.
O x = 30°.
® x = 80°.
® x =90°.
G x =100°.

Gabarito _ Conceitos Basicos e Angulos

Hora de Praticar
Questdo Resposta Questdo Resposta

01 E 22 A
02 B 23 D
03 C 24 A
04 E 25 ]
05 D 26 B
06 C 21 B
07 B 28 D
08 E 29 B
09 ] 30 C
10 B 31 D
11 E 32 A
12 A 33 D
13 D 34 D
14 B 35 ]
15 A 36 15
16 A 317 E
17 A 38 D
18 ] 39 E
19 B 40 C
20 D 41 A
21 A
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TRIANGULOS

Como o passar do tempo, o homem sentiu a
necessidade de tornar suas constru¢des mais seguras
e rigidas e ele percebeu que os tridngulos poderiam
ser bastante Uteis nesse processo.

O triangulo de descarga, por exemplo, era um
tridngulo que permitia descarregar as pressdes
exercidas por grandes pesos que se encontravam por
cima das portas, tumulos e das cidadelas. Devido ao
peso, as portas podiam abater, mas com o tridngulo,
esse peso era suportado por postes laterais que eram
macigos. Os tridngulos de descarga eram geralmente
abertos, mas podiam ser tapados e decorados, como
acontece no caso da cidade de Micenas, com a Porta
dos Ledes.

Avela latinaé umavelade formato triangular,
desenhada para permitir a navegacdo de contra-
vento. Em relagdo a vela latina, varios autores
sugeriram no passado que ela foi introduzida no
Mediterraneo pelos Arabes, tendo sido possivelmente
surgido originalmente na India. No entanto, a
descoberta de novas representacdes e referéncias
literarias nas ultimas décadas recentes, levou os
estudiosos a fazer recuar o aparecimento da vela
latina no Levante para o final do periodo helenistico ou
inicio do periodo romano.

Os portugueses por volta do século XV adaptaram
esta vela a famosa caravela portuguesa, tornando-se
uma das principais caracteristicas  destas
embarcacgdes. Auxiliou os grandes navegadores em
suas grandes expedigdes, e Vasco da Gama foi um
dos primeiros a usa-la com esse fim.

Connnda _ ALE

Caravela de Bras de Oliveira

1z

Atualmente, existem outras situacbes nas quais se
recorrem a robustez do tridngulo. Os engenheiros
usam, frequentemente, formas triangulares nas
construgdes para torna-las mais estaveis e seguras.

Assim, uma das propriedades mais interessantes
envolvendo tridngulo é que ele é uma figura rigida
(estavel), além disso, qualquer poligono pode ser
decomposto de diversas formas em tridngulos.

Definigdo: Dados trés pontos A, B e C distintos e
nao colineares, chamamos de tridngulo a reunido dos
segmentos AB, BC e CA.

Em outras palavras, os tridngulos sdo figuras
geométricas planas formadas por trés segmentos de
retas que se encontram nas extremidades.

A

C B

Lados: 4B, BC e CA

Vértices: A,Be(C

Kngulos internos: a, f e 6.

Perimetro: AB + BC + CA = soma de todos os lados
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+ CONDICAO DE EXISTENCIA DE UM
TRIANGULO

Vale ressaltar que nem sempre que tomarmos trés
segmentos quaisquer conseguiremos formar um
tridngulo com eles. Vejamos:

Nao é possivel formar triangulo caso tenhamos um
segmento sendo maior que a soma dos outros dois.

~ - N ’

Nao é possivel formar triangulo caso tenhamos um
segmento igual a soma dos outros dois.

Se o maior segmento for menor que a soma dos
outros dois segmentos dados, sera possivel formar
um triangulo.

Assim, considerando um tridngulo de lados a, b e c,
temos que:

a<b+c
b<a+c
c<a+b

Ou seja, em qualquer triangulo, um lado é sempre
menor que a soma dos outros dois (obviamente, basta
que verifiquemos a relagdo para o maior lado).

Além disso, como consequéncia das desigualdades
supracitadas, temos:

|b—c|<a
la—cl<b
la—b| <c

1z

Isto é, em qualquer tridngulo, além de um lado ser
menor que a soma dos outros dois, ele deve ser maior
do que o moédulo da diferenga desses outros dois
lados.

Problema 01: Em um tridngulo ABC, temos as
seguintes medidas: AB = 6 cm, AC =5 cm e BC = x
cm. Determine os possiveis valores inteiros para x.

Solucao:

Como ABC ¢é um triangulo, pela condicdo de
existéncia, temos:

[6-5<x<6+5 = 1<x<11

Assim, os possiveis valores inteiros de x sdo os
elementos do conjunto {2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Algumas relagbes serdo de extrema importancia e
destacaremos a seguir.

+ SOMA DOS ANGULOS INTERNOS

Consideremos uma reta r paralela ao lado BC do
triangulo ABC e que passa pelo vértice A. Temos
entdo o sistema de angulos formados a seguir, onde
a, f e 6 sao os angulos internos do tridngulo.

C B

Observe que
a+ B +6=180°

Temos, portanto, que a soma dos angulos internos de
qualquer triangulo é sempre igual a 180°.
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+ ANGULOS EXTERNOS

E importante destacar que um angulo externo de um
triangulo é o angulo formado pelo prolongamento de
um dos lados e o lado adjacente. Assim, o tridngulo
tera trés angulos externos, vejamos:

Observe também que um angulo interno e seu
respectivo angulo externo sdo sempre adjacentes
suplementares, ou seja, a soma deles é sempre 180°,
dai:

a+e; =180°
B+ e, =180°
0 + e; = 180°

Somando, membro a membro, as trés equacgdes

anteriores, teremos:
a+e +B+e,+6+e; =180° + 180° + 180°
(@ +p +6)+S, =540°
180° + S, = 540°
S, = 360°

Logo, a soma dos é&ngulos externos de qualquer
triangulo é sempre 360°.

Essa propriedade também pode ser observada
através de um argumento geométrico. Veja a imagem:

O

Podemos destacar ainda outra relacdo envolvendo o
angulo externo. Tomemos como referéncia o angulo
externo e;, dai:

{a+ﬁ+9:180°

O+e,=1800 — G=+B

1z

Em outras palavras, um angulo externo de um
tridangulo é sempre igual @ soma dos dois angulos
internos ndo adjacentes a ele.

Esse fato também ser observado

geometricamente, veja:

pode

+ CLASSIFICACAO

Os tridngulos podem ser classificados quanto aos
seus angulos e quanto aos seus lados.

Quanto aos angulos:

;) Tridngulo Acutiangulo: possui todos os angulos
agudos.

C

ii) Tridngulo Retangulo: possui um angulo reto.

(&

iii) TridAngulo Obtusangulo: possui um angulo

obtuso.

C
E possivel classificar um triangulo quanto aos seus
angulos, a partir da medida de seus lados. O esquema
proposto a seguir é dito Sinfese de Clairaut e para o
caso, consideraremos nas figuras anteriores, o lado a
como sendo o maior lado:
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e a’?<b?+c? = Tridngulo Acutingulo
e a’?=b%+c? = Triangulo Retingulo
e a’?>b?+c? = Triangulo Obtusangulo

Quanto aos lados:

;) Tridngulo Escaleno: possui todos os lados com
medidas diferentes.

O triangulo escaleno, além de ter todos os lados com
medidas diferentes, também tem todos os angulos
com medidas diferentes. Perceba também que o maior
lado é sempre oposto ao maior angulo e o menor lado
€ sempre oposto ao menor angulo.

a>b>c = a>F>0

i) TriAngulo Isésceles: possui dois lados
congruentes.
A
B C

No triangulo isosceles, o lado BC, comumente
diferente, € chamado de base e 0 angulo oposto a ela
€ dito angulo do vértice do tridngulo isosceles.

iii) Tridngulos Equilatero: possui os trés lados
congruentes.

B~ - LAC
O tridangulo equilatero além dos trés lados
congruentes, também possui os trés angulos
congruentes, no caso, com medidas iguais a 60°.

1z

+ AREA DE UM TRIANGULO

Consideremos um tridngulo cujos lados medem a, b e
¢ e h a altura relativa ao lado b.

th
i—l

Observe que a area de um tridngulo corresponde a
metade da area de um paralelogramo de mesma base
e mesma altura.

Dai:

base X altura
A= - 2

>
S
Il

Observe também que:
sena =— = h=a-sena
a

Assim,

B>
I
N

Outra formula para o calculo da area de um tridngulo
é a Foérmula de Heron (abriremos mao da
demonstragdo) que é dada por:

.....................................................

a+b+c . . . ‘A
emquep=-——¢€o semiperimetro do triangulo.

Podemos elencar algumas propriedades envolvendo
areas de tridngulos:

28



[onaesson

MMMMM ATICA CRIATIVA

P1: A area de um tridngulo ndo se altera quando sua
base permanece fixa e o terceiro vértice percorre uma
reta paralela a base.

t - 3 J

-

D b E

Sendo t uma reta paralela ao lado DE, é facil verificar
essa propriedade, uma vez que todos os tridngulos
gerados tém a mesma base e mesma altura, logo tém
a mesma area.

P2: Se dois tridngulos tém a mesma altura, entdo a
razdo entre suas areas é igual a razdo entre suas
bases.

P3: A razao entre as areas de tridngulos semelhantes
é igual ao quadrado da razdo de semelhanca.

SEGMENTOS E PONTOS NOTAVEIS

+ MEDIANA

A mediana de um tridngulo é o segmento de reta que
parte do vértice e vai até o ponto médio do lado oposto
a esse vértice.

CM é a mediana relativa ao lado 4B.
M é ponto médio de AB

Observe que os triangulos ACM e BCM possuem a
mesma altura e bases com mesma medida (AM =
MC), logo os tridngulos possuem a mesma area.
Sendo assim, além da mediana dividir o lado ao meio,
ela também dividira o tridngulo em dois outros
triangulos de mesma area.

A mediana de um tridngulo o divide em dois outros de
mesma érea.

Quando tragamos as trés medianas de um tridngulo,
elas se interceptam num ponto chamado de
Baricentro.

1z

A H > H B
G = Baricentro do tridangulo

Perceba agora que as trés medianas do triangulo o
dividem em torno do baricentro em seis triangulos. As
areas desses tridngulos estao indicadas na figura a
seguir:

Tomando como referéncia o triangulo AGC, temos que
GN é uma mediana, logo S; =S,. Agora, tomando
como referéncia o tridngulo AGB, temos que GM
também é uma mediana, logo S; =S,. Por fim, no
triangulo BGC, GP é uma mediana e, portanto, S5 =
S,

Como CM é mediana do triangulo ABC, temos que os
triangulos ACM e BCM possuem a mesma area, logo:

S +S,+S; =S, +5s+S,
S +85+S3=8+S5+S;
51255

Analogamente, como AP é mediana do tridngulo ABC,
temos que os tridngulos APC e APB também possuem
a mesma area, logo:

Sy + 8, +8S,=5;+5,+5;s
S, +85+S;=8;+5;+S;
$51=5;3
Dai, temos que:
$,=8,=8,=5,=8 =25,

ou seja, os seis tridngulos obtidos da divisdo possuem
a mesma area.
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As trés medianas de um tridngulo o dividem, em
torno do baricentro, em seis triangulos de mesma
area.

Observe que, como em torno do baricentro temos uma
distribuic&o “igualitaria” de areas, o baricentro também
passa a ser conhecido como centro de massa ou
centro de gravidade do tridngulo.

Outra propriedade importante envolvendo o baricentro
de um triangulo é o fato de que ele divide qualquer
uma das medianas na razdo de 1:2, isto é, a distancia
do baricentro ao ponto médio é igual a metade da
distancia do baricentro ao vértice.

A

Vamos mostrar que vale para uma das medianas. Por
exemplo, provemos para a mediana AP. Dos
resultados anteriores, temos que a area do tridngulo
ACG ¢ o dobro da area do tridangulo PGC, assim, como
esses tridngulos tém a mesma altura, temos que a
base AG do primeiro é o dobro da base GP do
segundo, ou seja,
AG =2 - GP.

Veja que a ultima propriedade pode ser expressa da
seguinte forma:

GM _ GN _ GP _ 1
CG BG AG 2
ou ainda,
GM _ GN _ GP _ 1
CM BN AP 3
em outras palavras, o baricentro de um tridngulo divide
qualquer uma das medianas de modo que a distancia

dele ao ponto médio é 1/3 da mediana e a distancia
dele ao vértice ¢ igual a 2/3 da mediana.

NAEBSON
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1z

Vale ressaltar que o baricentro € sempre um ponto
interior do tridngulo, independentemente de sua
classificagao.

+ BISSETRIZ

Ja vimos que a bissetriz de um angulo é semirreta,
com origem no Vvértice desse angulo, que o divide em
dois outros angulos congruentes. Além disso, vimos
que qualquer ponto da bissetriz estd a uma mesma
distancia dos lados do angulo.

Como o tridngulo tem trés angulos internos, ele tem
trés bissetrizes internas.

S4: Bissetriz do angulo A
Sg: Bissetriz do angulo B
Sc: Bissetriz do angulo C

O ponto I é o ponto de encontro das trés bissetrizes e
ele é chamado de INcENTRO.

Como qualquer ponto de uma bissetriz dista
igualmente dos lados do angulo, temos que o ponto |
(Incentro do Tridngulo) esta igualmente distante dos
trés lados. Assim, centrando um compasso no ponto |
e abrindo de modo que o raio de abertura seja igual a
distancia (menor distancia) do ponto | a qualquer um
dos lados do tridngulo, sera possivel tragar uma
circunferéncia que tangencia os lados do tridngulo,
isto €, uma circunferéncia inscrita no triangulo, por isso
0 nome incentro, pois ele € o centro da circunferéncia
inscrita no triangulo.
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Da figura, podemos dizer que a area do tridangulo ABC
€ igual a soma das areas dos triangulos BIC, AIC e
AIB, logo:

Appc = Apic + Aurc + Aus

e =t
_(a+b+o)-r
ABC — 2
Assim,
 Ap=p-T |
onde p = £2*€ & o semiperimetro do triangulo.

2

Temos, portanto, que a area de um tridngulo ¢é igual
ao seu semiperimetro multiplicado pelo raio da
circunferéncia inscrita nele.

Vale ressaltar que o incentro é sempre um ponto
interior do tridngulo, independentemente de sua
classificagao.

O incentro esta igualmente distante dos trés lados!
+ MEDIATRIZ

Como vimos anteriormente, a mediatriz de um
segmento € a reta que divide esse segmento ao meio
e forma 90° com ele. Além disso, qualquer ponto da
mediatriz estd igualmente distante dos extremos do
segmento.

Como o tridngulo tem trés lados, ele tera entéo trés
mediatrizes.

L1k} B

A LLLJ

me

Perceba que a mediatriz ndo necessariamente passa
pelo vértice do tridngulo.

1z

O ponto D é o ponto de encontro das trés mediatrizes
e ele é chamado de Circuncentro.

Como o ponto D pertence as trés mediatrizes, ele esta
igualmente distante dos trés vértices do tridngulo.
Assim, centrando um compasso no ponto D e abrindo-
o de modo que o raio de abertura seja igual a distancia
de D a qualquer um dos vértices do tridngulo, sera
possivel tragcar uma circunferéncia centrada em D e
que passa pelos trés vértices, isto €&, uma
circunferéncia circunscrita ao triangulo, por isso o
nome circuncentro, pois ele é o centro da
circunferéncia circunscrita ao triangulo.

A partir da Lei dos Senos, é possivel mostrar uma
relacdo entre a area do tridngulo e o raio R da
circunferéncia circunscrita a ele.

Considere o triangulo ABC e circunferéncia de raio R
circunscrita a ele na figura a seguir:

Da Lei dos Senos, temos que

Cc
sena 2R

sena
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Dai,

E interessante perceber que nem sempre o
circuncentro sera um ponto pertencente ao interior do
tridangulo, vejamos:

e No tridngulo acutangulo, o circuncentro fica no
interior.

¢ No tridngulo retangulo, o circuncentro é o ponto
médio da hipotenusa.

¢ No tridngulo obtuséngulo, o circuncentro é exterior
ao tridngulo.

O circuncentro esta igualmente distante dos trés
vértices!

+ ALTURA

A altura de um tridngulo é o segmento de reta que
parte do vértice e vai até a reta suporte do lado oposto
sendo perpendicular a ela.

A

h é a altura relativa ao lado AB

Perceba que nem sempre a altura intercepta o lado
oposto, pode acontecer dela interceptar o
prolongamento desse lado, veja:

=

- -0 ()

w

As trés alturas, ou suas retas suportes, se cruzam num
ponto chamado de orTocENTRO.

e No tridngulo acutangulo, o ortocentro sera um
ponto pertencente ao interior do tridngulo.

¢ No tridngulo retédngulo, o ortocentro coincide com o
vértice do angulo reto.
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e No tridngulo obtusangulo, o ortocentro sera um
ponto externo ao triangulo.

(o}

O%

'

Vamos agora analisar alguns casos particulares
envolvendo os segmentos e pontos notaveis de um
triangulo:

No tridngulo isosceles, a altura, bissetriz e a
mediana relativas a base coincidem.

Observe que a reta suporte do segmento CM é o eixo
de simetria do tridngulo.

No tridngulo equilatero, a mediana, bissetriz,
mediatriz e altura relativas a qualquer um dos lados
coincidem. Consequentemente, o baricentro, o
incentro, o circuncentro e o ortocentro também
coincidem.

1z

Observe que o triangulo equilatero possui trés eixos
de simetria que correspondem as mediatrizes do
triangulo.

Do Teorema de Pitagoras, temos que o valor da altura
do tridngulo equilatero de lado a € igual a

h
2

Além disso, como o baricentro também é incentro e
circuncentro, temos que a distancia de G a um dos
lados corresponde ao raio r da circunferéncia inscrita
e a distancia de G a um dos vértices é igual ao raio R
da circunferéncia circunscrita. Vale lembrar que como
G é o baricentro, ele divide a mediana (que no caso
também é a altura) na razao de 1:2, de modo que R =
2r e, consequentemente,

h
3

- -
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Questdo (1 GGG GE G

(Ronaebson)

Uma fonte pontual de luz estd a uma distancia de 3 m
de uma parede P. Quando um bloco retangular cuja
seccao transversal tem dimensdes 20 cm por 30 cm é
posto a frente dessa fonte luminosa, uma regido de
sobra é formada na parede.

F (fonte pontual) C

Sabendo que esse bloco foi colocado a uma distancia
de 60 cm da fonte luminosa, a regido sombreada na
parede tem éarea igual a

Questio (2 GENEGENNNGEGE G
(UEL)

A bandeira de um time de futebol tem o formato de um
retangulo MNPQ. Os pontos A, B e C dividem o lado
MN em quatro partes iguais. Os tridangulos PMA e PCB
s&o coloridos com uma determinada cor C+, o tridngulo
PAB com a cor Cz e o restante da bandeira com a cor
Cs. Sabe-se que as cores C+, C2 e C3z sdo diferentes
entre si. Que porcentagem da bandeira é ocupada
pela cor C1?

0O 12,5%
O 15%
® 22,5%
® 25%
G 28,5%

1z

Questao (3 GINEGENNNNN GG e

(Ronaebson)

Numa manha de sabado, Lelo e seus irm&os sairam
para pescar em um rio cujas margens eram paralelas.
Com a intengdo de atravessar o rio, eles partiram em
linha reta da margem direita por 300 m, de forma que
a diregao do barco fez um angulo de 40° com essa
margem. Em dado momento da travessia, eles
mudaram um pouco a rota desviando 40° a esquerda
em relagdo a diregdo inicial e seguiram numa trajetoria
retilinea por mais 400 m até completarem o percurso,
chegando a margem oposta.

Com base no exposto, se Lelo e seus irmaos tivessem
continuado na trajetéria inicial, ndo mudando o
percurso, eles chegariam num ponto da margem
oposta que estaria

0 350 m a frente do ponto que eles chegaram.
® 400 m a frente do ponto que eles chegaram.
® 700 m a frente do ponto que eles chegaram.
® 500 m antes do ponto que eles chegaram.
O 100 m antes do ponto que eles chegaram.

Questdo (4 GEINEGENNNNNGEGE e

(Ronaebson)

Ruben estava jogando bola de gude com seu filho
Rael. As bolinhas deviam ser jogadas no interior de
um tridngulo acutangulo ndo equilatero desenhado no
chao.

Num dado momento eles jogaram, cada um, uma
bolinha de gude e Ruben percebeu que sua bolinha
estava equidistante dos lados desse tridngulo e a bola
de gude do seu filho ficou a uma mesma distancia dos
vértices do tridngulo.

Os pontos onde as bolinhas de Ruben e Rael cairam,
respectivamente, correspondem ao

@ baricentro e ao ortocentro do triangulo.
@ baricentro e ao incentro do triangulo.
® incentro e ao circuncentro do triangulo.
® incentro e ao ortocentro do triangulo.
@ circuncentro e ao incentro do triangulo.
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Questdo 05 GG GGG

Na figura a seguir, tem-se a imagem do logotipo de
uma empresa, do qual as letras A, B, C, D e E ndo
fazem parte.

B D E C

O dono da empresa exige que, nesse logotipo, o
triangulo ADE seja equilatero, que o triangulo ABC seja
isdscele de base BC, e que os tridngulos ABC e ACB
megam 25° cada um.

Depois que o logotipo estiver pronto, a diferenga de
medida entre os dois &ngulos menores do tridngulo
ABD sera igual a

0 0°.
0 5°.
® 10°.
® 25°.
G 35°

Questdao 06 GG GEGE G

(Ronaebson)

Os trés irmaos Ferreira, Ro, Re e Ru moram no sitio
Serragem, na cidade de Cajazeiras-PB. Eles moram
em casas distintas e os pontos de localizagao das trés
casas sdo vértices de um tridngulo.

Existe uma estrada de terra que liga as casas de Ro e
Re, outra estrada que liga as casas de Ro e Ru e uma
terceira estrada que liga as casas de Re e Ru.

Um poste de iluminagcdo sera instalado num ponto
equidistante das trés casas e um pogo sera cavado
num ponto equidistante das trés estradas.

Considerando o tridngulo cujos vértices representam
as localizagbes das casas dos irmaos Ferreira e cujos
lados representam as estradas que ligam essas
casas, sabendo que esse triangulo n&o é isdsceles, os
pontos apropriados para a instalacdo do poste de
iluminagdo e para a construgdo do pogo séo,
respectivamente,

0 o baricentro e incentro desse tridngulo.

® o circuncentro e o incentro desse triangulo.

® o incentro e o circuncentro desse triangulo.

® o ortocentro e o baricentro desse triangulo.

@ o circuncentro e o ex-incentro desse triangulo.

uuuuuuuuuuuu

Questao (7 NG GE GG

(Ronaebson)

No meio da area de vivéncia de uma grande escola,
existe uma regido na forma de um tridngulo equilatero
ABC toda coberta com grama.

P é um ponto interior do tridngulo, tal que, a soma das
distancias desse ponto aos lados do tridngulo é igual
abm,istoé, h; + h, + h; = 6 m, com hy, h, e h; sendo
as distdncias de P aos lados AB, AC e BC,
respectivamente.

A

B

Qual a area da regido coberta com grama?

0O 4/3m?
0O 12m>.
® 8/3m2
® 12/3m?2.
O 24m>.

Questdo (08 GINEGENNNNNE GG

(Ronaebson)

Pedro e Carol amarraram cada um uma linha num
mesmo baldo de gas hélio e depois soltaram para que
ele subisse até que as linhas ficassem perfeitamente
esticadas. A linha que Pedro esta segurando tem 12m
de comprimento e a que Carol esta segurando tem
16m. Sabe-se que eles se posicionaram de modo que
Pedro, Carol e o baldao ficaram num mesmo plano
perpendicular ao solo e que as linhas ficaram
perpendiculares entre si.

Dado que Pedro e Carol tem 1,80m de altura cada e
que eles seguravam a linha numa altura
aproximadamente igual a 2/3 de seu corpo, a altura
que o baldo ficou do chao foi de

O 6,0m.
® 9,6 m.
® 10,8 m.
® 11,4m.
Q@ 12,0 m.
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Questdo (9 GG GGG

(Ronaebson)

Um agricultor tem um terreno plano retangular de
dimensodes a x b, com a > b e a e b dados em metros,
onde serdo feitas marcagbes para que, em regides
diferentes, ele possa plantar diversos tipos de culturas
e fazer a rotacdo delas.

Localizado no cruzamento das estradas NS e LO, o
terreno sera dividido em seis partes, de modo que,
apos a divisdo, cada parte possua a frente voltada
para uma dessas estradas, por onde se tera acesso
direto. A partir da divisdo do lado a em trés partes
iguais e do lado b em outras trés partes iguais, séo
propostas seis regides de formato triangular, conforme
ilustrado na figura.

Estrada NS

b

Estrada LO

A partir dessa divisdo, tem-se que os lotes triangulares
cujo acesso se da pela estrada NS tém area

0 seis vezes maior do que aqueles cujo acesso se da
pela estrada LO.

@ trés vezes maior do que aqueles cujo acesso se da
pela estrada LO.

® igual aos daqueles cujo acesso se da pela estrada
LO.

® duas vezes menor do que aqueles cujo acesso se
da pela estrada LO.

@ trés vezes menor do que aqueles cujo acesso se
da pela estrada LO.

Questio 10 GGG Gl G
(UFF

O triangulo MNP é tal que angulo M = 80° e angulo P
= 60°. A medida do angulo formado pela bissetriz do
angulo interno N com a bissetriz do angulo externo P
é

0 20°.
G 30°.
© 40°.
® 50°.
G 60°.

1z

Questdo 11 GG GGG

(Ronaebson)

Laedson tem uma fazenda na forma triangular na
cidade de Coremas-PB. Ele decidiu dividir essa
fazendo em terrenos triangulares menores como
indica a figura, de modo que os numeros no interior de
cada um dos tridngulos indicam seus respectivos
perimetros, em decametro.

S

21

121\ /13

Qual o perimetro do terreno triangular correspondente
a fazenda de Laedson?

O 33 dam.
O 42 dam.
® 51 dam.
® 63 dam.
O 93 dam.

Questdo 12 GINEGENNNNEGEGE G

(Ronaebson)

Rotagdo de culturas é uma técnica agricola de
conservagao que visa a diminuir a exaustao do solo.
Isto é feito trocando as culturas a cada novo plantio de
forma que as necessidades de adubagdo sejam
diferentes a cada ciclo. Consiste em alternar espécies
vegetais numa mesma area agricola. As espécies
escolhidas devem ter, ao mesmo tempo, propdsitos
comerciais e de recuperagao do solo.

Um fazendeiro tem uma propriedade na forma do
triangulo com érea total de 60 hectares. Ele decidiu
fazer marcagdes no terreno para que, em regides
diferentes, pudesse plantar culturas diversas e fazer a
rotagao dessas conforme a figura a seguir.

C

A F G H

Sabendo que o lado AB esta dividido em quatro partes
iguais pelos pontos F, G e H e o lado BC esta dividido
em trés partes iguais pelos pontos D e E, a soma das
areas dos tridangulos EFG e DGH ¢ igual a

0 5 hectares.

O 10 hectares.
® 15 hectares.
® 20 hectares.
@ 30 hectares.
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Questao 13 GG GGG

Para fazer um experimento em sala de aula, um
professor utilizou uma placa rigida uniforme com
formato de um tridngulo escaleno e um pouco maior
que um livro escolar. Assim, apoiando seu dedo
indicador em um ponto destacado na superficie da
placa, o professor conseguiu equilibra-la e manté-la
paralela ao chdo. Esse feito ocorre pelo fato de o ponto
destacado sobre a superficie ser

0 o ortocentro da placa triangular.
® o ex-incentro da placa triangular.
® o incentro da placa triangular.

® o circuncentro da placa triangular.
@ o baricentro da placa triangular.

Questdo 14 GG GGG

(Ronaebson)

Um fazendeiro tem uma propriedade na forma do
triangulo com area total de 120 hectares. Ele decidiu
fazer marcagdes no terreno para que, em regides
diferentes, pudesse plantar culturas diversas e fazer a
rotagdo dessas conforme a figura a seguir.

Inicialmente, em uma das regides triangulares
hachuradas sera plantada batata e na outra regido
sera plantada beterraba. Sabendo que o ponto G é o
baricentro do tridngulo, entdo a soma das éreas
destinadas ao plantio de batatas e de beterrabas é
igual a

O 20 hectares.
® 30 hectares.
® 40 hectares.
® 45 hectares.
@ 60 hectares.

Questio 15 GGG aE G
(ESPM)

Num mapa, uma estrada retilinea passa su-
cessivamente pelas cidades A, B e C e uma cidade D,
distante 120 km de A, esta localizada de tal forma que
o angulo DAB mede 36°. Um viajante fez o trajeto AB,
BD e DC, percorrendo em cada trecho a mesma dis-
tancia. Se ele tivesse ido diretamente de A até C, teria
percorrido uma distancia de:

0O 120 km
O 60V3 km
® 120-cos36° km

120
(D)

c0s36°

O 140km

Questdo 16 GG GGG

(Ronaebson)

A sinuca é um esporte que exige, principalmente,
estratégia de jogo e conhecimento matematico sobre
geometria, para que se possa estimar o angulo e a
trajetéria que a bola deve seguir para que seja
encacapada em uma “boca” especifica.

Durante uma de suas jogadas, Mark Selby, atual
campedo mundial de Snooker, percebeu que a bola
vermelha que ele iria encacapar estava a uma mesma
distancia de trés “bocas” (a superior direita C, superior
intermédia B e a inferior direita F).

A B C

W, )

D E F

Se imaginassemos um triangulo cujos vértices séo as
“bocas” mencionadas, a bola vermelha ocuparia um
ponto especifico do triangulo, esse ponto seria o

O baricentro.
@ incentro.

® circuncentro.
® ortocentro.
@ exincentro.

Questio 17 GG GE GE G
(UFG)

Gerard Stenley Hawkins, matematico e fisico, nos
anos 1980, envolveu-se com o estudo dos misteriosos
circulos que apareceram em planta¢des na Inglaterra.
Ele verificou que certos circulos seguiam o padréo
indicado na figura a seguir, isto é, trés circulos
congruentes, com centros nos vértices de um triangulo
equilatero, tinham uma reta tangente comum.

Interbits®

Nestas condigdes, e considerando-se uma
circunferéncia maior que passe pelos centros dos trés
circulos congruentes, calcule a razdo entre o raio da
circunferéncia maior e o raio dos circulos menores.
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Questdo 18 GG GGG

(Ronaebson)

Yago tem uma grande fazenda pentagonal na cidade
de Patos-PB. Ele decide dividi-la em partes menores
para seus sete filhos de acordo com a figura a seguir,
sendo os numeros indicados as areas de cada uma
das regides, em hectares.

9 8

A area Q do quadrilatero hachurado, em hectare, é
igual a

0 16.
6 19.
@ 21.
® 37.
0O 52.

Questdo 19 RGN GGG
(UNICAMP_2019

No triangulo ABC exibido na figura a seguir, AD é a
bissetriz do angulo interno em A, e AD = DB.

Interbits®

O angulo interno em A é igual a

0 60°.
e 70°.
® 80°.
® 90°.

Questio 20 GNEGEN S GE G
(UFRGS)

Assinale a alternativa que apresenta corretamente os
valores, na mesma unidade de medida, que podem
representar as medidas dos lados de um triangulo.

OO
o woow=

—2_
—2_
—4_
—9-—
—4_

A wo s

Questio 2] GG GE GE G
(IFPE_2018)

Eva é aluna do curso de Construcdo Naval do campus
Ipojuca e tem mania de construir barquinhos de papel.
Durante a aula de desenho técnico, resolveu medir os
angulos do ultimo barquinho que fez, representado na
imagem a seguir. Sabendo que as retas suportes, r e
s, sao paralelas, qual a medida do éangulo «
destacado?

0 52°.
G 60°.
® 61°.
® 67°.
G 59°

Questdo 22 GGG GE e

(Ronaebson)

O bruxo Parry Hotter, depois de muitos feitos
relacionados a magia negra, ficou bem conhecido,
entretanto sua fama se deu, principalmente, pelo fato
de ter ficado com uma marca na testa com a forma de
um raio depois de ter recebido um feitigo de um bruxo
do bem chamado Lord Valdasorte. Esse raio tem a
forma de um poligono, como mostra a figura, e o
numero de lado do mesmo ¢é igual ao numero de
Dormensais da Sorte que o vigiam. Para conseguir se
esconder dos Dormensais da Sorte, Perry precisa
conhecer um numero de magias, no minimo, igual ao
cubo do numero de Dormensais.

Assim, pelo menos quantas magias ele precisa
conhecer?

0 11
0 33
® 121
® 343
0 1331

38



MAT

Questio 23 RGN GE S G
(UPE-SSA)

Dentre as alternativas abaixo, qual figura representa
melhor o tridngulo A'B'C’, obtido por uma reflexdo do
triangulo ABC em relagéo ao eixo e (destaque nesse

e” eixo) seguida de uma rotagdo de 90° no sentido
anti-horario em torno do ponto B?

Interbits®

TICA

1z
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Questio 24 GG GE S G
(UNESP)

Um aluno precisa localizar o centro de uma moeda
circular e, para tanto, dispde apenas de um lapis, de
uma folha de papel, de uma régua nao graduada, de
um compasso e da moeda.

Nessas condi¢des, o numero minimo de pontos
distintos necessarios de serem marcados na
circunferéncia descrita pela moeda para localizar seu
centro é

OO
IS, I N N

Questio 25 NG GGG

(Ronaebson)

Durante uma exploragdo arqueoldgica numa cidade
em ruinas da Grécia, um arquedlogo encontrou um
objeto de formato curioso com algumas letras gregas
escritas como mostra a ilustracao.

Apdés uma certa analise, percebeu que as letras
representavam as medidas dos referidos angulos.
Curioso, questionou um matematico se existia alguma
relacdo entre essas medidas. O matematico afirmou
que existia sim, e que a soma das medidas indicadas,
isto é, a+L+6+1+¢+y, é sempre constante e
igual a

0O 120°.
O 180°.
® 270°.
® 300°.
G 360°.
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Questio 26 GG GE S G
(FUVEST)

As retas t e s sdo paralelas. A medida do angulo x,
em graus, é

X
120°
¢ /?4%)
S
0 30
0 40
® 50
® 60
Q70

Questio 27 RGN G GE G
(ENEM)

Quatro estagbdes distribuidoras de energia A, B, C e D
estao dispostas como vértices de um quadrado de 40
km de lado. Deseja-se construir uma estagéo central
que seja a0 mesmo tempo equidistante das estacdes
A e B e da estrada (reta) que liga as estagdes C e D.
A nova estacao deve ser localizada

@ no centro do quadrado.

® na perpendicular a estrada que liga C e D
passando por seu ponto médio, a 15 km dessa
estrada.

® na perpendicular a estrada que liga C e D
passando por seu ponto médio, a 25 km dessa
estrada.

® no vértice de um tridngulo equilatero de base AB,
oposto a essa base.

A no ponto médio da estrada que liga as estagdes A
e B.

Questio 28 RGN GEGE G
(UNICAMP)

Trés canos de forma cilindrica e de mesmo raio r,
dispostos como indica a figura adiante, devem ser
colocados dentro de outro cano cilindrico de raio R, de
modo a ficarem presos sem folga. Expresse o valor de
R em termos de r para que isso seja possivel.

1z

Questio 29 GG GE GE G
(CFTMG_2017)

Neste tridngulo, tem-se AB =AM, MAN = 70°,
AMN = 30° e ANM = 80°.

A

Interbits®

B
Ovalordea—0 é

0 50°.
O 60°.
® 70°.
® 80°.

Questio 30 GG GE Gl
(FGV)

A figura representa um tridngulo ABC, com E e D
sendo pontos sobre AC. Sabe-se ainda que AB=AD,
CB=CE e que EBD mede 39°.

B

Interbits®

39°

A E D C
Nas condicdes dadas, a medida de ABC é

0 102°.
® 108°.
® 111°.
® 115°.
Q 117°.

Questio 31 GG GE G
(CFTSC)

Num tridngulo isoscele, cada angulo da base mede o
dobro da medida do &ngulo do vértice. A medida do
angulo do vértice é:

0 36°.
O 72°.
® 50°.
® 40°.
G 80°.
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Questdo 32 GG GGG
(UER])

Uma ferramenta utilizada na construgdo de uma
rampa é composta pela seguinte estrutura:

- duas varas de madeira, correspondentes aos
segmentos AE e AD, que possuem comprimentos
diferentes e formam o angulo DAE igual a 45°

- uma travessa, correspondente ao segmento BC, que
une as duas varas e possui uma marca em seu ponto
médio M;

- um fio fixado no vértice A e amarrado a uma pedra P
na outra extremidade;

- nesse conjunto, os segmentos AB e AC séao
congruentes.

Observe o esquema que representa essa estrutura:

Interbits®

Nivel horizontal

Quando o fio passa pelo ponto M, a travessa BC fica
na posigao horizontal. Com isso, obtém-se, na reta
que liga os pontos D e E, a inclinagédo a desejada.

Calcule @, supondo que o angulo AED mede 85°.

Questio 33 GGG GE G
(PUC-MG)

Na figura, o tridngulo ABC ¢ equilatero e esta
circunscrito ao circulo de centro 0 e raio 2 cm. AD é
altura do tridngulo. Sendo E ponto de tangéncia, a
medida de AE, em centimetros, é:

0 23
0 2V5
®3
®5
0 V26

Questio 34 RGN GEGE e
(UEPA)

Um dos problemas enfrentado pelas empresas de
telefonia celular e disponibilizar sinal de qualidade aos
seus usuarios, fato que nos Uultimos tempos tem
gerado uma série de reclamagdes segundo o
PROCON. Visando solucionar os problemas de
infraestrutura e cobrir uma regido com sinal de
qualidade, uma operadora instalou 3 antenas
(A, A, e A;) situadas nos vértices de um tridngulo
equilatero cujo lado mede 8 km, conforme indicado na
figura abaixo. Nessas condigdes e considerando que
cada uma das antenas cobre uma area circular
equivalente a 16w km? com sinal de qualidade, é
correto afirmar que o usuario dessa operadora que se
encontrar:

A, 8
® 5
4\ =
’ AN
4 AN
k4 Ay
04 \
4 \
’, Ay
k4 Y
4 \
4 \
8 km - s 8 km
L4 Y
4 \
k4 N
L4 Y
4 AN
’ Ay
04 iy
04 Y
4 AN
k4 Y
k4 \
4 Y
@ - mmmmme—mmmoooooo-- @
8 km

A, Ay

O num dos lados do tridangulo ndo tera sinal de
qualidade.

® dentro da area delimitada pelo triangulo sempre
tera um sinal de qualidade.

® no centro do tridangulo n&o tera sinal de qualidade.

® a4 km de um dos vértices do triangulo n&o tera um
sinal de qualidade.

O num dos vértices do triangulo ndo tera sinal de
qualidade.

Questio 35 GG GE GG
(IFAL)

O triangulo ABC ¢ isdésceles, com AB=BC e o angulo
B vale 20°. Os triangulos ADC e DCE sao também
isdsceles, com AD=AC e ED=DC. O angulo DCE
mede:

B 5
D

A Cc
0 18°.
G 34°.
© 48°.
® 50°.
Q@ 73°.
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Questio 36 GG GEGE G
(UFU)

Dois irmaos herdaram um terreno que, conforme
consta no registro de imével, pode ser representado
pelo tridangulo retangulo ABC da figura a seguir.

Ag

interbits®

21m

»C

20m D

Os irmaos pretendem murar esse terreno e, ao mesmo
tempo, dividi-lo por um muro, representado pelo
segmento AD, em dois terrenos triangulares de
mesma area. O pregco de construcdo do metro
quadrado de muro foi orgado em R$ 90,00, e em toda
extensdo o muro tera 3m de altura.

A parte inteira do custo da construcdo do muro, em
milhares de reais, é

0 25.
G 23.
® 24.
® 26.

Questio 37 GGG GE G
(IFSUL_2017)

O projeto de madeiramento é fundamental para a
construcdo de um bom telhado em uma residéncia. Na
figura, temos a vista frontal do madeiramento de um
telhado. O triangulo ABC é isdsceles de base BC tal
que A = 120°. Observa-se também que os
segmentos DE e FG sao perpendiculares a base BC.

De acordo com os dados acima, a medida x do &ngulo
BED é

0 30°.
O 45°.
® 50°.
® 60°.
A 70°.

EM

1z
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Questio 38 GG GE S G
(CFTCE)

Na figura, o ponto G € o baricentro do triangulo, e a
area de S1 é 6 cm?. A Area do triangulo ABC é:

O 72cm?
O 62cm?
® 50 cm?
® 42cm?
O 36 cm?

Questio 39 GG GE GE G
(UFSC)

Calcule a area, em cm?, de um tridngulo retangulo cuja
hipotenusa mede 10 cm e cujo raio da circunferéncia
inscrita mede 1 cm.

Questio 40 GGG GE G
(IFPE)

O Sr. Joaguim comprou um terreno em um loteamento
numa praia do litoral sul de Pernambuco. O terreno
tem a forma de um paralelogramo (figura abaixo) com
a base medindo 20 metros e a altura medindo 15
metros. Os pontos M e N dividem a diagonal BD em
trés partes iguais. No triangulo CMN, ele vai cultivar
flores. Qual é a area que o Sr. Joaquim destinou para
esse cultivo, em m??

A B

Interbits®
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Questdo 41 GGG GG

(Ronaebson)

Um bruxo ndo tao famoso, chamado Parry Hotter, para
realizar um ritual de magia negra precisa de quatro
Orpluxs, que sdo esferas macicas de mesmo raio e
feitas de uma liga metdlica muito rara. Trés esferas
devem ser dispostas sobre uma mesa e no interior de
uma circunferéncia de sal grosso de modo a formar
um tridangulo qualquer, a figura a seguir representa um
esquema onde o bruxo dispds as trés Orpluxs sobre a
mesa.

——
Of IUXS g ~.§nl Grosso
P - "

’ c \,
\
Y

————
-t '~
)
e

K4
~,

-~
-
S’

Os pontos A, B e C representam a localizagdo das trés
Orpluxs no interior da circunferéncia de sal grosso.
Para que o ritual dé certo, a quarta Orplux de ser
posicionada num ponto D de modo a

¢ ficar no interior da circunferéncia de sal grosso;

e estar a uma mesma distancia das Orpluxs A e B;

e ser equidistante das semirretas AC e 4B.

Assim, o ponto D referente a quarta Orplux deve,
necessariamente,

0O pertencer as mediatrizes dos segmentos AB e AC,
como ilustra o esquema

[
0" o Sal Grosso
‘-
’ .,
- \

",

’ Ay

N,
e

——————
.. -
S r——"

@ pertencer a mediatriz do segmento AB e a bissetriz
do angulo CAB, como ilustra o esquema

m———
o “s,\n Grosso
~,
u'. .‘u
’ £ \,

s "\

o

“
.

Lar—
- S,

1%

® ser o Baricentro do triangulo ABC, pertencendo as
trés medianas do mesmo, como ilustra o esquema

—————
- ~ .
- &, Sal Grosso
.,

et —

.. o
S

® ser o ponto de encontro das alturas relativas aos
lados 4B e AC, o que corresponde ao ortocentro do
triangulo ABC, como ilustra o esquema

————

- .
-~ S gal Groso

* N,
’ s,
s’ c S
7 A )
3
i D \
i )
i 1
H i
H !
H ¢ . !
i\ B
Y g
\, s
\, 4
N, R

S

@ estar na intersecgdo da mediatriz do segmento AB
com a mediana relativa ao lado BC, como ilustra o
esquema

~ .
- '~ Sal Grosso
- ~,,

~,
»-
’

4 \
& .
! 4 \
!

. ”
e

Questio 42 RGN GEGE T
(UFPE)

Um barco estd sendo rebocado para a margem de um
porto por um cabo de acgo. Inicialmente, o barco esta
no ponto A da ilustragdo, quando o cabo tem
comprimento de 100 m. Apds puxar o cabo de 20 m, o
barco ocupa a posigao B, conforme aimagem a seguir.

e \

~ — 1
~ ~ |

N KX
A

N _

AN !
J B J
|

Nessas condigdes, a distancia AB é

O iguala 19 m.

@ igual a 180 m.

@ maior do que 180m.

® menor do que 20 metros

@ um valor entre 20m e 180m.
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Questio 43 GG GEGE G
(UFC)

Na figura a seguir, temos dois tridngulos equilateros
ABC e A'B'C' que possuem o mesmo baricentro, tais
que AB||A'B',AC||A'C' e BC||B'C'. Se a medida dos
lados de ABC é igual a 3v/3 cm e a distancia entre os
lados paralelos mede 2cm, entdo a medida das
alturas de A'B'C’ é igual a:

A B’
A B
C
Cl
O 11,5cm
O 10,5cm
® 9,5cm
® 8,5cm
@ 75cm

Questio 44 GGG CE G
(ESPM)

Um avido voava a uma altitude e velocidade
constantes. Num certo instante, quando estava a 8 km
de distancia de um ponto P, no solo, ele podia ser visto
sob um angulo de elevagao de 60° e, dois minutos
mais tarde, esse angulo passou a valer 30°, conforme
mostra a figura abaixo.

,
\ 2
P Interbits®

A velocidade desse avido era de:

0 180 km/h
® 240 km/h
® 120 km/h
® 150 km/h
@ 200 km/h

uuuuuuuuuuuuu

Questdo 45

Deseja-se fazer uma ligagao entre o Km 32 da BR-1 e
o Km 55 da BR-2, como mostra a figura.

¥

Brasicpois

f - — -

Sabendo que essa ligagdo tera um numero inteiro de
quildmetros, quais as medidas, minima e maxima,
respectivamente, que podera ter?

O 22 km e 86 km
® 23 km e 86 km
® 23 km e 87 km
® 24 km e 86 km
O 24 km e 87 km

Questio 46 GG GE GE G
(MACKENZIE_2018)

O tridngulo PMN acima é isdsceles de base MN Se
p,m e n sao os angulos internos do tridngulo, como
representados na figura,

P

Interbits®

M N

Entdo podemos afirmar que suas medidas
respectivamente,

valem,

0 50° 65° 65°
® 65°65° 50°
® 65°50° 65°
® 50°,50° 80°
@ 80°,80°,40°

1z

44



. - f®onaEBsoN - :

MATEMATICA CRIATIVA

Questio 47 GGG GE G
(FGV)

Num triangulo isésceles ABC, de vértice A, a medida

do angulo obtuso formado pelas bissetrizes dos
angulos B e C é 140°.

Interbits®

Entdo, as medidas dos éangulos A,B e C sé&o,
respectivamente:

0 120°,30° e 30°
® 80°,50°¢e 50°
® 100° 40° e 40°
® 90°,45° ¢ 45°
@ 140°,20° e 20°

Questio 48 RGN GEGE G
(CMR]_2018)

Considere um ponto A equidistante de outros dois
pontos B e C. Sabe-se ainda que o angulo BAC é 10°
menor que seu complemento. A bissetriz do &ngulo
ABC intercepta o segmento AC em D e, ao tragar uma
ceviana CE, E sobre o segmento AB, notamos que o
angulo AED é o dobro do angulo BCE Além disso, o
triangulo CDE é semelhante ao tridngulo CEA.

Entdo podemos afirmar que o numero que expressa a
medida do &ngulo EDB em graus, é um

0 quadrado perfeito.
® multiplo de 3.

® mudltiplo de 7.

® cubo perfeito.

O primo.

Questdo 49 GGG GE e

(Ronaebson)

Bumerangue é um objeto de arremesso com origem
em varias partes do mundo, eles foram criados para
voltar a méo do arremessador quando ndo atingir o
alvo. A origem ainda ndo é muito certa, mas o pais que
ganhou a fama como o “pais do bumerangue” foi a
Australia. Como esporte, a modalidade aumenta o
numero de adeptos a cada ano.

Um artesdo deseja construir um bumerangue de
madeira no formato de um quadrilatero cdncavo
ABCD, com as caracteristicas descritas na ilustragao a
seguir, mas para tanto precisa determinar a medida do
angulo DAB = « indicado. Depois de alguns célculos
e conferindo com o transferidor para ter certeza de que
nada errou, o artesdo encontrou para o angulo

DAB = a a medida de

Dados :
ABC = 30¢
BCD = 85"
CDA = 25°
DAB=a

i

0 100°.
O 140°.
® 150°.
® 170°.
G 180°.

Questdo 50 RGN G GE G
(Integrado_2021)

Os angulos internos de um tridngulo ABC estdo em
progressao aritmética. Sabe-se que o maior angulo
tem o triplo da medida do menor angulo.

Qual é o valor, em graus, da diferenga da medida
entre os dois menores angulos desse tridangulo?

0 20°
0O 30°
® 40°
® 50°
0O 60°
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Questdo 51 GG GGG
(Unicamp_2024)

Joaquim estava brincando com um graveto, quando
acertou uma parede e o graveto se partiu em trés
pedacos, de comprimentos a, b, c,com a<b<c. Ele
recolheu os pedagos e tentou construir um tridngulo
cujos lados seriam exatamente os pedagos do
graveto: néo foi possivel.

Sabendo que o graveto tinha 50 cm de comprimento e
que b = a + 2, qual é o maior valor possivel de a?

0O 95¢cm.

® 10,5cm.
® 11,5cm.
® 12,5cm.

Questio 52 GNECGENNNNNGE Gl G
(EAM_2022)

Observe a figura abaixo:

D A

)

SuperProfessor®

C B

Se ABCD é um quadrado e ABP um tridngulo
equilatero, determine o angulo x e assinale a opgao
correta.

0O 135°
O 105°
® 100°
® 97°
0Q 95°

Questio 53 GGG GE G
(UFRGS_2017)

Em um triangulo ABC, BAC é o maior angulo e ACB é
o menor angulo. A medida do angulo BAC é 70° maior
que a medida de ACB A medida de BACé o dobro da
medida de ABC.

Portanto, as medidas dos &ngulos sao

0 20°,70° e 90°.
® 20°,60°¢e 100°.
® 10°,70°e 100°.
® 30°,50°¢ 100°.
@ 30°,60° e 90°.

1z

Gabarito _ Tridngulos

Hora de Praticar

Questdo Resposta Questdo Resposta
01 c 28 p_, (2@3) +3
02 D 29 C
03 B 30 A
04 C 31 A
05 C 32 17° 30’
06 A 33 A
01 D 34 C
08 C 35 D
09 C 36 A
10 C 31 D
11 A 38 E
12 C 39 11
13 E 40 E
14 C 41 B
15 A 42 E
16 C 43 B

Raio do

circulo

malor
11 4/3 dg r:io “ B

do circulo

menor.
18 B 45 D
19 C 46 A
20 E 41 C
21 E 48 A
22 E 49 B
23 B 50 B
24 A 51 C
25 E 52 B
26 E 53 D
21 C
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QUADRILATEROS

NAEBSON

TEMATICA CRIATIVA

Definic¢do: Dados quatro pontos A, B, C e D
distintos num mesmo plano e, trés a trés consecutivos,
nao colineares, chamamos de quadrilatero a reuniao
dos segmentos AB, BC, CD e DA, de modo que esses
segmentos interceptam-se apenas nas extremidades.

Em outras palavras, os quadrilateros sao figuras
geométricas planas formadas por quatro segmentos
de retas que se encontram nas extremidades.

Lados: 4B, BC, CD e DA
Vértices: A,B,CeD

Angulos internos: i,, i, is € i,.
Kngulos externos: e, e,, e; e e,.
Perimetro: AB + BC + CD + DA

E facil ver que a soma de um angulo interno com o seu
respectivo angulo externo & sempre igual a 180°:

i+e=180°

A diagonal de um quadrilatero é segmento de reta que
une dois vértices ndo consecutivos. O quadrilatero
ABCD possui duas diagonais que sdo os segmentos
AC e BD.

v

'C
Um quadrilatero pode ser classificado como convexo
ou cdncavo.

1z

O quadrilatero sera dito convexo se ao tomarmos dois
pontos internos quaisquer, o segmento de reta que os
une estiver contido no quadrilatero. Caso contrario, o
quadrilatero sera dito concavo. De maneira alternativa,
um quadrilatero sera convexo se a reta que contém
qualquer um de seus lados deixa todos os demais
lados num mesmo semiplano.

ABCD é um quadrilatero convexo

EFGH é um quadrilatero céncavo

Observe agora que um quadrilatero convexo pode ser
dividido, a partir de um de seus vértices em dois
triangulos, logo a soma de seus angulos internos é
igual a 360°.

C

i, +iy+is+i, =2-180° = 360°

Além disso, tomando como referéncia a primeira
imagem desse capitulo, temos:

i, +e, =180°
i, + e, = 180°
is +e; = 180°
i, +e, = 180°
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Agora, somando membro a membro as equacgdes
acima, temos que:

i +i,+ig+i,+e +e,+e;+e, =720°
360°

e; +e,+e;+e, =360°

ou seja, a soma dos angulos externos de um
quadrilatero também é sempre 360°.

QUADRILATEROS NOTAVEIS
+ TRAPEZIO

Um quadrilatero convexo é dito um trapézio se, e
somente se, possui dois lados opostos paralelos.

A B
D c
AB : Base Menor
CD : Base Maior

AD e BC : sdo os lados ndo base
A, B, C e D: s&o os angulos internos

Obs.: Vamos considerar aqui que o trapézio possui exatamente um
par de lados paralelos. Mas existem literaturas que consideram que
se tiver os dois pares de lados paralelos também é trapézio.

A distancia entre as bases é denominada altura do
trapézio.

Base Menor

[ N\

Base Maior

h

o

Em virtude do paralelismo das bases, temos:

A+D=B+C=180°

Base Média
A base média de um trapézio é o segmento de reta

que liga os pontos médios dos lados ndo base e sua
medida é igual a média aritmética entre as bases.

NAEBSON

TEMATICA CRIATIVA

1z

B+b

D B C

Para provarmos esse resultado, basta tragarmos a
diagonal AC e perceber que os segmentos MO e NO
sdo as bases médias dos triangulos ADC e CAB,
respectivamente.

N|

Assim:

logo

Area do Trapézio

Para calcularmos a area do trapézio, basta dividi-lo em
dois tridngulos a partir de uma das diagonais. Veja:

D

Como os tridngulos tém a mesma altura do trapézio,
temos:

ATrapézio = Aupc + Acap

B-h b-h
ATrapézio = > + N
(B+b)-h
ATrapézio = T
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Classificagdo
Os trapézios podem ser classificados como:

B) Trapézio Escaleno: 0s lados ndo base possuem
medidas diferentes.

A B
D C
Como consequéncia, os angulos de uma mesma
base também possuem medidas diferentes.

B) Trapézio Isésceles: o0s lados n&o base séo
congruentes.

A B
D C
Observe que AD = BC e, consequentemente, A = B e
¢ =D.

Também verificamos, por congruéncia de triangulos,
que as diagonais de um trapézio isésceles sao
congruentes.

D c
Veja na figura acima que AC = BD, além disso,
percebemos que os triangulos AGD e BGC séo
congruentes e os ftridngulos ABG e CDG séao
semelhantes (proporcionais), fatos que podem ser
muito Uteis na resolucéo dos problemas.

uuuuuuuuuuuu

Observe também que podemos fazer as seguintes
decomposigcdes num trapézio isdsceles:

Veja que ao aplicarmos o Teorema de Pitdgoras nos
tridangulos retangulos que aparecem, obtemos, de
maneira muito natural, varias relagdes entre os
elementos do trapézio isésceles.

C) Trapézio Retangulo: possui um angulo reto.

A B
]

1
D c

Perceba que o lado 4D do trapézio é perpendicular as
bases.
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Observe também que podemos fazer as seguintes
decomposi¢des num trapézio retangulo:

f
1
1
1
1
:
1
h;
1
1
1
1
1
'
1
H
e — g T —+
e ——— b —+
A B
+ —
1
1
1
1
:
1
h : d X
'
1
1
1
:
l
D C
e —+
B

Note que ao aplicarmos o Teorema de Pitagoras nos
tridngulos retangulos que surgiram, obtemos, de
maneira muito natural, varias relagdes entre os
elementos do trapézio retangulo.

+ PARALELOGRAMO

Um quadrilatero convexo é dito um paralelogramo se,
e somente se, os lados opostos forem paralelos.

Y

|CD e 4D | BC

AB |

Em virtude do paralelismo entre os lados opostos,
temos que

A+B=B+C=C+D=D+A=180°

e, consequentemente, os 4&ngulos opostos do
paralelogramo sé&o congruentes, ou seja,

A=CeB=D.

1z

Observe agora que, ao tragarmos uma das diagonais,
dividimos o paralelogramo em dois
congruentes:

tridangulos

I
LLJ

AABD = ACDB

Concluimos, portanto, que os lados opostos de um
paralelogramo sdo congruentes, isto é,

AB =CD e AD = BC
Ainda usando congruéncia de tridngulos, podemos

mostrar que as diagonais de um paralelogramo se
dividem ao meio.

Lembrando que a mediana de um tridngulo o divide
em dois outros de mesma area, temos:

e CE é mediana do triangulo BCD, logo

. Apce = Apce
e DE é mediana do triangulo ADC, logo

_ Appe = Acp
e AE é mediana do tridngulo BAD, logo

Aupe = Apse
e BE é mediana do triangulo BCA, logo

Apar = Apcr

Sendo assim, as diagonais de um paralelogramo o
dividem em quatro tridngulos de mesma area.

Aupr = Agce = Acpe = Apar = S
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Area do Paralelogramo

Perceba que, em virtude do paralelismo dos lados
opostos, podemos deslocar o triangulo ADF (ADF =

BCI) de modo a obter a figura a seguir:
C

e

Assim, a area de um paralelogramo € igual a area de
um retadngulo de mesma base e mesma altura.
Portanto:

AParalelogrumo =bxh

+ RETANGULO

Um quadrilatero convexo é dito um retangulo se, e
somente se, todos os angulos forem congruentes.

D C

A=B=C=D=90°

Note que os lados consecutivos sdo perpendiculares
entre si e, em virtude desse perpendicularismo, temos
que os lados opostos do retangulo séo paralelos, logo,
todo retangulo € um paralelogramo. Sendo assim,
todas as propriedades validas num paralelogramo séo
também validas no retangulo, ou seja:

¢ Os lados opostos s&o paralelos e congruentes.

AB| |CDeAD| |BC

AB=CDe

=BC

3|
o

e As diagonais se dividem ao meio.
¢ As diagonais de um retangulo o dividem em quatro
tridngulos de mesma area.

1z

Em particular, temos que as diagonais do retangulo
sao congruentes entre si, fato que pode ser observado
por congruéncia de tridngulos.

D C

A B

A diagonal do retangulo pode ser obtida aplicando o
Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABC, por
exemplo, assim:

D C
d
h
s
A b B
d>=b>+h? = d=+b%+h?

Area do Retangulo

=bxh

AReténgulO
+ LOSANGO

Um quadrilatero convexo é dito um losango se, e
somente se, todos os lados forem congruentes.

D

B
AB =BC =CD =DC

Como os lados opostos sdo congruentes, temos que
todo losango é um paralelogramo. Sendo assim, todas
as propriedades validas num paralelogramo sao
também validas no losango, ou seja:

e Os lados opostos sdo paralelos.
AB||CD e AD || BC
e Os angulos opostos sao congruentes.

A=CeB=D
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o As diagonais se dividem ao meio.
e As diagonais de um losango o dividem em quatro
tridngulos de mesma area.

Em particular, temos que as diagonais do losango séo
perpendiculares si e so bissetrizes dos seus angulos,
fato que pode ser observado por congruéncia de
triangulos.

Area do Losango

O losango esta dividido por suas diagonais em quatro
triangulos congruentes.

+
d A
i
Fmmmmm e D —————————————————— +
Assim:
D d
— _ 2 2
ALosango =4-4p = ALosango =4 T
D-d
ALosango = T

ou seja, a area de um losango é igual ao semiproduto
das medidas de suas diagonais.

Vocé também pode perceber que uma relagao entre o
lado do losango e suas diagonais pode ser obtida
aplicando o Teorema de Pitdgoras num dos tridngulos
retdngulos gerados.

NAEBSON

TEMATICA CRIATIVA

+ QUADRADO

Um quadrilatero convexo é dito um quadrado se, e
somente se, todos os lados e todos os angulos forem
congruentes.

a

A B

Observe que, como o quadrado tem todos os angulos
congruentes, ele € um retangulo e como ele tem todos
os lados congruentes, ele também é um losango e,
portanto, todo quadrado € um paralelogramo. Isso
significa que todas as propriedades validas no
paralelogramo, no retdngulo e no losango seréo
validas também no quadrado.

e Os lados opostos sdo paralelos.
AB||CD e AD || BC
As diagonais se dividem ao meio.
As diagonais sao congruentes entre si.
As diagonais sao perpendiculares entre si.
As diagonais s&o bissetrizes dos seus angulos.
As diagonais de um quadrado o dividem em quatro
triangulos de mesma area.

D
KZs

C
45“‘}{'

457, T4
’I'&\
w FA
45°, \ 45
e s
A B

A diagonal do quadrado pode ser obtida aplicando o
Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABC, por
exemplo, assim:

D, C

o
& a

[ L
A a B

d?=a?>+a?> = d?=2a?
d=aV2
Area do Quadrado

AQuadrado =aXa

— 2
AQuadrado =a
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Problema 01: (Ronaebson) O regimento interno de
um condominio horizontal prevé a valorizagcdo de
areas verdes, de modo que, além das areas comuns,
cada terreno retangular onde serdo construidas as
residéncias tera um jardim ao seu redor. Em cada
terreno deverdo ser reservados, no minimo, trés
metros na frente, dois metros no fundo e dois metros
em cada lateral para jardinagem, conforme ilustra a
figura a seguir.

RONAEBSON

ESPAGO RESERVADO PARA JARDINAGEM

27nT
+

AREA RESERVADA PARA CONSTRUCAO

2mT
+

- -t
3m 2m
Sabendo que o terreno tem 18m de largura por 30

metros de comprimento, a area do espaco destinado
a jardinagem é de no minimo

O 120 m>.
® 190 m>.
® 210 m>.
® 350 m>.
G 540 m>.

Solucao:

¥
-
ou

AREA RESERVADA PARA CONSTRUCAO

18m 14m

25m

Fmmmmmmmemmemmemeeme——————

2IIIT
+

A érea total do terreno é

Ar =18 x 30 = 540m?,
enquanto que a area maxima reservada para a
construcdo da casa é

A; = 14 X 25 = 350m?.

Logo, a area do espaco reservado para a jardinagem
é de no minimo
A; =540 — 350 = 190m?.

Resposta: [B]

EM

1z

TICA

AAAAAAA

Questdo (1 GGG GE e

Genario e Gervasia receberam por heranga um
terreno de forma trapezoidal e, apés acertarem como
seria a divisdo dele, resolveram colocar uma cerca
limitrofe, como mostrada na figura a seguir:

200 m

300 m

Dadas as dimensbdes do terreno, a cerca tera
comprimento de

um

0 100 m.
® 150 m.
® 200 m.
® 250 m.
O 300 m.

Questio (2 NN GENNNNNNGE GE G
(IFSP_2017)

Observe a figura abaixo.

3,5m

—|OL=90°

12m 2m

A figura representa a divisdo de um terreno; o
proprietario pretende vender somente a area B. Sabe-
se que o valor de venda do m? é de R$ 2.000,00. Apds
a venda e retirada da area B da figura, assinale a
alternativa que apresenta, respectivamente, o valor da
venda da area B e quanto sobrou da area do terreno
para o proprietario.

O R$30.000,00/ 58, 5 m?.
® R$60.000,00/ 73,5 m2.
® R$15.000,00 /42,0 m2.
® R$18.000,00 /46,5 m2.
@ R$45.000,00 /61,5 m?2.
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Questio (3 GNEGENNN G GE G
(CFTMG_2019

A regido sombreada da figura é formada pela jungado
de trés trapézios congruentes ao trapézio isésceles
ABCD.

D C

Sendo o perimetro do trapézio ABCD iguala30 me a
soma das medidas das bases igual a 20 m, o
perimetro da regido sombreada, em m, € igual a

O 45.
A 60.
@® 70.
® 90.

Questio (4 GNECGENNNNGEGE G
(UEFS)

4 cm

60°

12 cm

O trapézio representado na figura tem bases medindo
12 cm e 4 cm, e os angulos internos da base maior
medem 60° e 30°.

Seu perimetro, em cm, é igual a

0 16+ 42
O 16+ 43
® 20+3V2
® 20+ 42
0 20+ 43

Questio 05 GGG aE G
(UECE_2018)

No quadrilatero XYZW as medidas dos angulos
internos Z e W sao respectivamente 128 graus e 76
graus. Se as bissetrizes dos angulos internos X e Y
cortam-se no ponto O, pode-se afirmar corretamente
que a medida do angulo XQOY é igual a

O 156 graus.
® 78 graus.

® 204 graus.
® 102 graus.

1z

Questio 06 GG GE Gl G
(UNESP)

Uma certa propriedade rural tem o formato de um
trapézio como na figura. As bases WZ e XY do
trapézio medem 9,4 km e 5,7 km, respectivamente, e
o lado YZ margeia um rio.

w 9,4 km Z

rio

2b

X 5,7 km Y

Interbits®

(figura fora de escala)

Se o0 angulo XYZ é o dobro do angulo XWZ, a
medida, em km, do lado YZ que fica a margem do rio
é:

0 75
G 57.
@ 47.
® 43.
G 37.

Questao (7 GG GG e

(Ronaebson)

Dona lzabel tem uma area em sua propriedade
destinada a um grande e lindo jardim. Essa area tem
a forma de um trapézio isésceles com base menor
medindo 20m, base maior medindo 40m e com 24
metros de altura.

i~y
3

As areas A e B sao destinadas ao cultivo de rosas e
as areas C e D sdo reservadas a um gramado.

A éarea total destinada ao cultivo de rosas é igual a

O 80 m?2.
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Questdo 08 GGG GE G

(Ronaebson)

Matheus tem uma area rural na forma de um
paralelogramo ABCD de altura 50m e base AD
medindo 100m. Ele decidiu queimar toda a vegetacao
correspondente a regiao poligonal ARBCSD, como
indicada na figura.

Dado que o segmento RS tem 50m de comprimento e
€ paralelo aos lados AD e BC do paralelogramo, tem-
se que a area a ser queimada é de

® 4500 m?2.

2
2
® 3750 m2.
2
A 5000 m2.

Questdo (9 GGG GG

(UFMG)

Esta figura representa o quadrilatero ABCD:

B C

120°

A D

Sabe-se que
-AB=1cmeAD=2cm;
- 0 angulo ABC mede 120°; e

- 0 segmento CD é perpendicular aos segmentos AD
e BC.

Entdo, € CORRETO afirmar que o comprimento do
segmento BD é

0O V3com.
(B} g cm.
® 2V/3cm.
® V2com.

1z

Questio 10 GGG GE G
(ENEM)

Um marceneiro deseja construir uma escada
trapezoidal com 5 degraus, de forma que o mais baixo
e 0 mais alto tenham larguras respectivamente iguais
a 60 cm e a 30 cm, conforme a figura:

F 30

Interbits®

Os degraus serédo obtidos cortando-se uma pega
linear de madeira cujo comprimento minimo, em cm,

deve ser:

0O 144,
© 180.
® 210.
® 225.
G 240.

Questdo 11 GG GG

(Ronaebson)

Na figura tem-se o trapézio isésceles ABCD no qual
as bases medem 15 cm e 27 cm.

Os lados AB e CD foram divididos em 4 partes iguais,
e pelos pontos de divisdo, foram tracados 3
segmentos paralelos as bases. A soma das medidas
dos trés segmentos tragados €, em centimetros,

A D

/ \
/ \

0 52
0O 58
® 59
® 61
Q63

Questio 12 GG GE GE G
(IFPE_2018)

Os alunos do curso de Agricultura do campus Vitoria
de Santo Antdo dispdem de um terreno em forma de
trapézio para construir uma horta de orgénicos. As
bases do trapézio medem 10 m e 35 m. Ja os lados
nao paralelos medem 15 m e 20 m. Qual a area total
do terreno desta horta em m?2?

0 120.
O 150.
® 210
® 270.
G 540.
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Questao 13 GG GGG
(FEEVALE 2017

Supondo que, na praga representada pela figura a
seguir, houve uma manifestagao e que, para calcular
0 numero de pessoas presentes, foi utilizado o numero
de quatro pessoas por metro quadrado ocupado,
determine o numero de pessoas presentes no ato,
considerando que no lago ndo havia ninguém, mas o
restante da praca estava ocupado.

40m

@
5
£
g
=

45°

30 m

Lago

0 640 pessoas.

0 1.240 pessoas.
@® 4.200 pessoas.
® 4.800 pessoas.
@ 6.000 pessoas.

Questio 14 RGN GEGE G
(CPS_2018)

O trapézio retangulo ABCD da figura representa a
superficie de um reservatério de agua.
Na figura, tem-se que:

D «C

A * B
AB =20 m;
CD=15m;
AD =12 m;

o angulo DAB é reto.

Se, por uma questdo de seguranga, o reservatorio
precisa ser cercado, entdo o comprimento dessa cerca
sera, em metros, de

0 60.
A 59.
® 58.
® 57.
G 56.

TEM

1z

Ti

AAAAAAAAA

Questio 15 GG GE Gl G
(CFMTG_2019)

Observe a planta a seguir que representa parte do
loteamento de um condominio residencial.

v A%
— 15 — i
71 7
10
[
10
I
35
vV 40
30
1l
A 2 v
30 —10—
77 Z /e

Uma empresa esta vendendo os quatro lotes
restantes, completamente arborizados. A politica de
loteamento da regido determina que 10% da area de
cada lote deve ser preservada com a mata nativa.
Uma pessoa que deseja comprar o lote com a menor
area de reserva devera escolher o de numero

(ANE

QI
(CHIIN
o V.

Questio 16 GG GE Gl G
(ESPM_2018)

O terreno mostrado na figura abaixo, cujas medidas
estdo expressas em metros, foi dividido em dois lotes
de mesma area.

30 ]

30

30
20

60
A medida x, em metros, é igual a:

0 11
0 12
® 13
o 14
Q15
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Questio 17 GG GE S G
(UFPR)

Uma pessoa pretende adquirir um terreno de esquina
para construir sua casa, porém ela ndo sabe a area do
terreno. As Unicas informagdes disponiveis sdo que o
terreno possui o formato de um trapézio retangulo com
um dos lados medindo 10 m e outro medindo 24 m.
Além disso, o angulo entre esses lados é de 120
graus, conforme a figura abaixo. Qual é a area desse

terreno? Considere J§= 1,73.

10m
120°

24m

0 314,32 m?
© 346,54 m?
® 360,58 m?
® 308,70 m?
A 332,16 m?

Questio 18 GG GEGE G
(CFTMG)

Uma folha retangular de papel oficio de medidas 287
x 210 mm foi dobrada conforme a figura.

F E D
A B C
D
) Y
X o}
A

Os angulos X e Y resultantes da dobradura medem,
respectivamente, em graus

O 40 e 90.
® 40 e 140.
® 45e45.
® 45¢e 135.

1z

Questio 19 GG GE S G
(UPE)

Dois retangulos foram superpostos, e a intersecgao
formou um paralelogramo, como mostra a figura
abaixo:

14cm

8cm

Interbits®

Sabendo-se que um dos lados do paralelogramo
mede 4,5 cm, quanto mede a area desse
paralelogramo?

O 12cm?
O 16 cm?
® 24 cm?
® 32cm?
O 36 cm?

Questdo 20 GINEGENNNNN G GE e

(Ronaebson)

Uma folha de cartolina na forma de um retangulo
ABCD, de 20 cm por 40 cm, tem uma face azul e o
verso branco. Duas dobras foram feitas nessa
cartolina, levando-se os pontos A e C sobre a diagonal
BD, de modo que as dobras ficaram paralelas a essa
diagonal, como descrito na figura a seguir.

A ) B
D ' C D

Qual a area da regido azul visivel apds as dobras?

B

O 100 cm?.
® 200 cm?.
® 400 cm?.
® 600 cm?.
O 800 cm?.

Questio 2] GG GE G e
(UECE_2019)

José somou as medidas de trés dos lados de um
retangulo e obteve 40 cm. Jodo somou as medidas de
trés dos lados do mesmo retangulo e obteve 44 cm.
Com essas informagdes, pode-se afirmar
corretamente que a medida, em cm, do perimetro do

retangulo é

0 48.
0O 52.
0 46.
® 56.
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Questdo 22 GG GGG

(Ronaebson)

Matheus tem um terreno retangular com 1360 m? de
area e deseja construir uma casa térrea numa area
retangular de 480 m?, conforme indicado na figura a
seguir.

Ism
0 %% %%
. Casa
\ * L Ve >
>< _____ -
i . If)m
' ' ! l:
10m 10m

Sabendo que ambas as dimensbdes da casa sdo
inferiores a 30 m, o perimetro do terreno é igual a

0O 88 m.
® 116 m.
® 148 m.
® 176 m.
@ 224 m.

Questio 23 GGG Gl G
(PUCR]_2018)

Um terreno de 120 m?2 contém um jardim central de 8
m x 10 m. Em volta do jardim, existe uma calgada de
largura X, conforme a figura abaixo:

A

X

JARDIM

A
Y

Interbits®

Qual é o valor de X, em metros?

VOO
20w

1z

Questdo 24 GG GEGEaE.

(Ronaebson)

Para aqueles que se movem com o auxilio de uma
cadeira de rodas, acessibilidade significa ter a
capacidade de se locomover livremente, por toda a
casa, sem obstaculos como degraus ou portas
estreitas. As casas mais antigas n&o foram
construidas com esse tipo de acessibilidade, e devem
ser modificadas para acomodar as necessidades do

portador de deficiéncia.
Disponivel em: https://www.ehow.com.br/sobre-largura-porta-acesso-
cadeirantes-estrategia_66019/
Acesso em 07/09/2021

Um microempresario recebeu sugestdes de seus
clientes cadeirantes para que na nova loja fosse
aumentada a largura das portas para que suas
cadeiras pudessem transitar com mais facilidade. Em
consulta ao seu designer notou que tinha que
aumentar a largura delas em 1/9, preservando suas
espessuras.

Com o objetivo de manter o custo com o material de
cada porta, a altura precisou ser reduzida em

0 9%.
O 10%.
O 11%.
® 19%.
G 90%.

Questio 25 GG GE Gl G
(IFSP_2017)

Em uma pousada, foi reformada toda a area da piscina
como mostra a figura abaixo.

12m

Interbits®

Assinale a alternativa que apresenta a medida da area
da piscina em decimetros quadrados.

0 60 decimetros quadrados.

) 68 decimetros quadrados.

@® 680 decimetros quadrados.

® 6.800 decimetros quadrados.
 68.000 decimetros quadrados.
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Questdo 26 GG GGG

Um quadrado de papel com 20 cm de lado, com a
frente branca e o verso cinza, foi dobrado ao longo das
linhas pontilhadas, como na figura.
20 cm
| o—

Qual é a area da parte branca que ficou visivel?

O 18 cm?.
O 32cm?
® 36 cm?.
® 72 cm?.
A 84 cm2

Questio 27 GNEGENNN G GE G
(CFTMG_2018)

Em um lote retangular, murado, pretende-se construir
um jardim que ocupe uma porg¢ao retangular com area
igual a 60 m? conforme a figura 1. A area do jardim,
nao delimitada pelo muro, foi cercada, usando o
modelo representado na figura 2, com estacas de 35
cm de largura, distantes 15 cm uma da outra.

jardim
60 m*

Figura 1 - Esbogo do lote

Figura 2 - Modelo da cerca

O numero de estacas necessarias para cercar a area
do jardim é

0 23.
0O 24.
® 33.
® 34.
0O 36.

Questio 28 GGGl GE G
(FGV)

Uma folha de papel retangular dobrada ao meio no
comprimento e na largura fica com 42 cm de
perimetro. No entanto, se dobrada em trés partes
iguais no comprimento e em duas partes iguais na
largura, fica com 34 cm de perimetro. O modulo da
diferenca das dimensdes dessa folha é:

O 12cm
® 10cm
® 9cm
® 8cm
@ 6cm

EM

1z

TICA

AAAAAAA

Questio 29 GG GE GE G
(ESPM_2018)

A gravura mostrada na figura abaixo foi dobrada na
linha tracejada MN, a x cm da borda AB.

35¢cm

N B C

Sabendo-se que, depois da dobradura, a parte oculta
da gravura representa 25% da parte visivel, podemos
afirmar que a medida x, em cm, é de:

Questio 30 GNEGENNNNNGE GE G
(UEFS_2018)

Uma folha de papel retangular de area 32 cm?,
colorida na frente e branca no verso, é dobrada ao
longo de uma linha tracejada. Apds essa dobra, a
parte do verso da folha que fica visivel tem a forma de
um tridngulo e a parte colorida que néo ficou encoberta
tem a forma de um pentagono, conforme mostra a
figura.

Dado que o perimetro desse pentagono é 24 cm, a
diferenga entre o maior e 0 menor lado dessa folha de
papel é

O 2cm.
® 3cm.
® 4cm.
® 5cm.
O 6cm.
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Questio 31 RGN GE S G
(PUCCAMP_2017)

Os lados de uma folha retangular ABCD de papel
medem 10 cm e 6 cm, como indica a Figura 1. Essa
folha, que é branca de um dos lados e cinza do outro,
sera dobrada perfeitamente de tal forma que o vértice
A ira coincidir com o vértice C, como mostra a Figura
2.

Figura 1 Figura 2 i
D A D 7
6 cm
Cc 10 cm B AeC

B

A area do trapézio cinza indicado na Figura 2, em ¢cm?,
éigual a

0 23.
A 30.
@ 25.
® 40.
0O 45.

Questio 32 GGG GE G
(UPE_2017)

Em torno de um canteiro retangular de 12 m de
comprimento por 8 m de largura, pretende-se construir
uma calgada. Qual deve ser a largura maxima dessa
calgcada, se o material disponivel s6 é suficiente para
cimentar uma area de 69 m??

O 10m
®15m
®20m
®25m
@30m

Questio 33 GGG aE G
(CP2)

Ap0s assistir ao programa Ecopratico, da TV Cultura,
em que foi abordado o tema do aproveitamento da
iluminacao e da ventilagdo naturais do ambiente, Dona
Maria decidiu ampliar a janela de sua cozinha. A janela
retangular teve o seu comprimento dobrado e teve a
sua altura aumentada em 50%, mantendo a forma
retangular. Logo, a area da janela aumentou em

O 100%.
O 150%.
® 200%.
® 250%.
G 300%.

1z

Questio 34 RGN GEGE e
(UFRGS-2018)

No retangulo ABCD a seguir, estdo marcados os
pontos E,F e G de forma que o lado AB esta dividido
em 4 partes iguais e P € um ponto qualquer sobre o
lado DC.

w

P
Interbits®

A E F G

A razdo entre a area do triangulo PFG e a area do
retangulo ABCD é

@ | =

_ NIr |, Olr

@ © @ ©

Questio 35 GG GE GG
(UEMG)

A planta de uma residéncia, apresentada no desenho,
a seguir, tem escala 1:80, ou seja, cada medida de 1
cm corresponde a uma medida de 80 cm na dimensao
real.

15 cm

cozinha banheiro 4 cm

COPA

8cm sala quarto

10cm 12cm 8.cm

Considerando informagdes e ilustragédo, acima, s6 é
CORRETO afirmar que a area real da parte ocupada
pela copa é igual a

O 75,01 m>
® 79,36 m2.
® 86,12 m>.
® 90,4 m2.
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Questdo 36 GGG GG
(UER])

Admitindo um retangulo cujos lados medem a e b.
sendo a<b, é possivel formar uma sequéncia ilimitada
de retangulos da seguinte forma: a partir do primeiro,
cada novo retangulo é construido acrescentando-se
um quadrado cujo lado € igual ao maior lado do
retangulo anterior, conforme ilustrado a seguir.

P; a P; a b P, Py _a b P,
b b b b b
P
P, P P, Py P,
a+b
Ps
\%
P, P,
P, |p,
P, P, i

A figura IV destaca a linha poligonal P,P,P;P,P:P,,
formada pelos lados dos retangulos, que sdo os
elementos da sequéncia (a, b, a+b, a+2b, 2%+3b).

Mantendo o mesmo padrdo de construgcdo, o
comprimento da linha poligonal P, P,P;P,P;P.P,, de P,
até o vértice P,, é igual a:

0 5a+7b
0O 8a+12b
® 13a+20b
® 21a+33b

Questio 37 RGN G GE G
(IFCE)

Um terreno com perimetro de 176 m & subdividido em
5 retangulos congruentes, como mostrado na figura a
seguir.

Interbits®

O perimetro de qualquer um dos
congruentes vale, em m,

0 80.
0 76.
® 35.2.
© 84.
G 86.

5 retangulos

1z

Questio 38 GG GEGE G
(UFMG)

Na Figura |, esta representado um retangulo, cuja
base mede 25 cm e cuja altura mede

9 cm. Esse retangulo esta dividido nas regides 4,
aepf.

Sem que haja qualquer superposigdo delas, essas
regibes podem ser reagrupadas, formando um
quadrado, como mostrado na Figura Il.

~_ B
B N

| Il
Entao, é correto afirmar que a area da regido a mede

O 24 cm?.
O 28 cm?.
® 30 cm?
® 32cm?

Questio 39 GG GE GE G
(FATEC_2019)

Uma artesa borda, com 13, tapetes com desenhos
baseados em figuras geométricas. Ela desenvolve um
padrdo retangular de 20 cm por 40 cm. No padréo,
serdo bordados dois tridngulos pretos e quatro
triangulos na cor cinza e o restante sera bordado com
Ia branca, conforme a figura.

40 cm

\/

<
<

20 cm

Interbits®

Cada triangulo preto é retangulo e isdsceles com
hipotenusa 12v2cm. Cada tridngulo cinza é
semelhante a um tridngulo preto e possui dois lados
de medida 10 cm.

Assim posto, a area no padrdo bordada em branco &,
em cm?,

0 344
O 456
® 582
® 628
G 780
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Questio 40 GNEGENNN GGl G
(ESPM_2018)

O quadrado e o retangulo da figura abaixo foram
montados com as mesmas 4 pecas. A medida X é
igual a:

x
N
Interbits®

x
x

0 2/5-1
0+/5-1
®V/5+1
® 3/5-2
3v5
Ehre

Questio 4] GNECGENNNNNNNGEGE G
(IFPE)

O Sr. Joaguim comprou um terreno em um loteamento
numa praia do litoral sul de Pernambuco. O terreno
tem a forma de um paralelogramo (figura abaixo) com
a base medindo 20 metros e a altura medindo 15
metros. Os pontos M e N dividem a diagonal BD em
trés partes iguais. No triangulo CMN, ele vai cultivar
flores. Qual é a area que o Sr. Joaquim destinou para
esse cultivo, em m??

A B

Interbits®

Questdo 42 GG GG T

(Ronaebson)

Weshiley, ao andar ‘“ziguezagueando” pelos

quarteirbes quadrados de um bairro de Montevideo,
percorreu um total de 1800 m e o ftrajeto ficou
registrado em seu GPS como descrito na imagem a
seguir.

Desprezando a largura das ruas, caso ele tivesse
percorrido a rua em linha reta que liga os pontos U e
Y, ele teria percorrido a menos do que percorreu um
total de

0 450 m.
O 600 m.
® 900 m.
® 1200 m.
® 1500 m.

Questdo 43 GG GG

(Ronaebson)

A professora do 9° ano do ensino fundamental dividiu
uma folha de 24 cm de comprimento e 9 cm de largura
em quatro triangulos retangulos, conforme descrito na
figura

N
S

o
.
\
\
k= o
Y
.
Y

Logo em seguida, a professora usou os quatro
triangulos para formar um quadrado com um “buraco”
no seu interior, conforme a figura a seguir.

Qual a medida da area do quadrado central

correspondente ao “buraco”?

O 3cm?
O 9cm?
® 54 cm?
® 216 cm?
O 225 cm?
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Questdo 44 RGN GG

(Ronaebson)

Duas criangas brincam com dois quadrados de
cartolina, um cinza de 6 cm de lado e outro preto de
com lado medindo 5 cm.

Esses quadrados sao sobrepostos conforme a figura
a seguir, de modo que a regido de sobreposicao é
representada pelo quadrilatero branco, onde um de
seus vértices é vértice do quadrilatero cinza.

}1cm

—

2cm

Qual o perimetro da regido de sobreposigéo?

0 25
0 20
® 18
o 14
0 13

Questdo 45 GG GGG

(Ronaebson)

A senhora Bueno tem em sua humilde mansdo um
jardim retangular de 50m de comprimento por 40m de
largura. Ela ira construir um lago artificial na forma de
‘L” adjacente ao jardim, de modo que o conjunto
Jardim + Lago forme um quadrado de lado 60m como
descrito na figura a seguir.

A area da superficie do lago quando comparada com
a area do jardim é

0 20% menor.
® 20% maior.
® 25% menor.
® 25% maior.
@ 80% maior.

1z

Questdo 46 GINEGENNNNN GGG

(Ronaebson)

Um grupo de empresarios alugou uma sala comercial
e a dividiu em quadrados, conforme a figura a seguir.

Sabendo que o menor dos quadrados tem area igual
a 1 m?, qual o valor de x?

O 3,0m.
® 35m.
® 4,0m.
® 45m.
A 50m.

Questao 47 NN GENNNN Gl GE G

(Ronaebson)

Zé das Contas diverte-se praticando jogo de dardos
cujo alvo esta descrito na figura a seguir:

C

Nesse jogo, a pontuagdo de um dardo é inversamente
proporcional a area da regido que ele acerta.

Zé das Contas acertou 1 dardo na regido A, 3 dardos
na regido B e 2 dardos na regido C. Sabendo que a
pontuagdo de um dardo que acerta a regido B é de 7
pontos, a pontual total conseguida por Z¢é das Contas
foi

21.
56.
71.
93.
94.

QOO
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Questdo 48 RGN GGG

Uma familia, depois de 10 anos morando em um
mesmo bairro da cidade, resolveu se mudar para uma
residéncia maior em outro bairro. A figura a seguir
representa, sem escalas, a diferenga de tamanho
entre as casas, de forma quadrada, em que R, indica
a residéncia atual e Ry a residéncia nova.

R

A N

X+ 2

2X + 1

Se a diferenga entre as areas dessas duas residéncias
é de 297 m?, a diferenca entre seus perimetros é de

O 25 metros.
® 36 metros.
® 49 metros.
@® 64 metros.
® 81 metros.

Questdo 49 RGN G GE G

(Ronaebson)

Carlito possui um terreno quadrado e decidiu dividi-lo
com seus dois filhos, Gheraldy e Ketlyn. A figura a
seguir ilustra as dimensdes do terreno e as partes
sombreadas possuem a mesma area € serao
destinadas aos filhos.

16 m

18 m

Ketlyn Carlito

Gheraldy

Desse modo, a medida da area do terreno de cada
filho sera

O 36 m2.

EM

1z

TICA
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Questdo 50 GG GGG

(UNICAMP)
A figura abaixo exibe um retdngulo ABCD
decomposto em quatro quadrados.
D C
A B

~ AB .
O valor da razéo I © igual a

5
0:

© ® ©

Nlw wid Nl

Questdo 51 GG GGG

(Ronaebson)

MDRF representa uma folha de papel quadrado de
lado 50 cm que possui uma face mais clara e outra
face escura. Essa folha foi dobrada, conforme a figura
a seguir, sendo W um ponto sobre o lado MF do
quadrado e WD o vinco da dobra.

F R F

3

M D

Sabendo que WF tem 20 cm de comprimento, a area
da regido mais clara ainda exposta apds a dobradura,
ou seja, a area do poligono MDRFW é igual a

O 750 cm?.

® 1000 cm?.
® 1500 cm?.
® 1750 cm?.
A 2500 cm?.
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Questio 52 GNECGENNNNNNGEGE G
(CP2)

Nas salas de aula do Colégio Pedro Il serdo colocados
pisos conforme a figura a seguir:

Interbits®

Cada piso € formado por quatro retangulos iguais de
lados 10 m e (x+10)cm, respectivamente, e um
quadrado de lado igual a x cm.

Sabendo-se que a area de cada piso equivale a
900c¢m?, o valor de x em centimetros, é

0 10
0 23
O 24
® 50

Questado 53 GG GGG

Esmeralda tem quatro folhas quadradas iguais, de
lado 20 cm. Ela cola uma folha sobre a outra, fazendo
um vértice da folha de cima coincidir com o centro da
folha de baixo, de modo que os lados da folha de cima
sejam paralelos aos lados da folha de baixo, conforme
figuras 1 e 2. Ela continua fazendo isto, até colar as

quatro folhas, conforme figuras 3 e 4.
fig1 fig2 fig 3 figd

-GGy

Qual é a area da figura 4?

1200 cm?
1300 cm?
1400 cm?
1500 cm?
1600 cm?

QOO

Questio 54 GNEGENNNNNGEGE G
(ESPM)

Uma parede retangular pode ser totalmente revestida
com ladrilhos retangulares de 30 cm por 40 cm ou com
ladrilhos quadrados de 50 cm de lado, inteiros, sem
que haja espago ou superposicéo entre eles. A menor
area que essa parede pode ter é igual a:

O 45m?
O 25m?
® 30m?
® 4,0m?
O 35m?

1z

Questio 54 GG GE GE G
(PUCCAMP)

Na figura a seguir tem-se representado o losango
ABCD, cuja diagonal menor mede 4 cm.

20
B=<i @ D
c
A medida do lado desse losango, em centimetros, é
0 6V3
(B¢
@ 43
o4
G 23
Questio 55 GG GE GG
(Ronaebson)

Um vitral com 1,2 metros de comprimento e 1 metro
de altura € composto por varias pecas de vidros,
sendo algumas, losangos e outras tridngulos, como
indica a figura. Os tridngulos dividem os lados dos
retdngulos em partes iguais.

12m

A figura indica que uma das pegas do vitral foi
quebrada. Sabendo que o metro quadrado do
respectivo vidro custa R$ 400,00, quanto o proprietario
gastara para trocar a pega danificada?

O R$ 30,00
O R$ 60,00
® R$ 120,00
® R$ 240,00
G R$ 300,00

Questio 57 GG GE Gl G
(IFSC)

O perimetro de um losango € 40 cm e uma diagonal
mede 16 cm. A outra diagonal mede:

O 10 cm.
® 6cm.
® 12 cm.
® 8cm.
O 5cm.
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Questio 58 GNECGENNNNNNGEGE G
(ESPM)

A partir do quadrado ABCD de lado 4, constroi-se uma
sequéncia infinita de novos quadrados, cada um com
vértices nos pontos médios dos lados do anterior,
como mostrado abaixo:

D i C

Interbits®

A B

O comprimento da poligonal infinita destacada na
figura por linhas mais grossas ¢é igual a:

0O w2
O 4/2+1
® 8+2
® 4+2V2
(E XX}

Questio 59 GNECGENNNNNNNN G GE G
(FATEC)

Na figura, os pontos A, B, C, e D sdo pontos médios
dos lados do quadrado MNPQ de lado de medida L.

Os pontos E e F pertencem ao segmento BD de modo
L

que BE = FD =-.
A area do quadrado MNPQ ¢ igual a K vezes a area
da superficie destacada em cinza.

M B N

Interbits®

Q D P

Assim sendo, o valor de K é

QOO
oo AN

Questio 60 GG GE S G
(IFSC)

Interbits®

Todos os anos, no més de Setembro, comemora-se a
Independéncia do Brasil. Durante uma semana,
muitas Instituicbes exibem a Bandeira do Brasil como
forma de homenagear a Patria.

A maioria dos brasileiros desconhece que a fabricagdo
da Bandeira Nacional obedece a rigidos critérios em
relagdo as dimensdes das figuras geométricas
(retangulo, losango e circulo), das letras e das
estrelas.

Considere que as diagonais maior e menor do losango
amarelo da Bandeira do Brasil medem 16 dm e 12 dm,
respectivamente.

Entdo € CORRETO afirmar que a linha que delimita a
parte amarela mede:

O 40dm
® 28 dm
® 20dm
® 48 dm
G 96 dm

Questio 61 GG GEGE G
(UPF)

No quadrado ABCD de lado x, representado na figura
a seguir, os pontos R e S sdo pontos médios dos lados
AB e BC, respectivamente, e O é o encontro das duas
diagonais. A razdo entre a area do quadrado pequeno
(pintado) e a area do quadrado ABCD é:

A R B
s
0
D c
1 1 1 1 1
Q% © 3 GE ®3 97
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Questio 62 GG GE GE G
(CFTMG)

O TANGRAM é um quebra-cabecas chinés formado
por 5 tridngulos retadngulos isésceles, um
paralelogramo e um quadrado que, ao serem
colocadas lado a lado, sem sobreposi¢édo, formam
um quadrado ABCD, conforme mostra a figura 01.

B C
T I
Vi
' \Y
I
Vi
A 32 cm D
Figura 01

Fonte: http://pt.wikipedia.org/
wiki/Tangram. Acesso: 24 de set.
2017. (adaptado)

Com as pecas desse TANGRAM, pode-se formar uma
casinha, como a representada na figura 02.

Vi

Figura 02

Suponha que as superficies I, Il, lll e IV serdo
revestidas com pedacos de isopor que foram
comprados em quadrados de area igual a 45 mm?. Se
0 quadrado ABCD tem lado igual a 32 cm, a
quantidade minima “inteira” de pedacos de isopor
necessaria para cobrir toda a superficie desejada é

0 853.
O 854.
® 1.137.
® 1.138.

Questio 63 GG GE S G
(IFSP

Considerando que as medidas de dois angulos
opostos de um losango sdo dadas, em graus, por
3x+60° e 135°-2x, a medida do menor angulo desse
losango é

0O75°. @70°. @65

®60°. @ 55°.

1z

Questio 64 GG GEGE G
(CSP)

O Tangram é um quebra-cabega chinés. Ha umalenda
sobre esse quebra-cabega que afirma que um jovem
chinés, ao despedir-se de seu mestre, para uma longa
viagem pelo mundo, recebeu uma tdbua quadrada
cortada em 7 pegas (um quadrado, um paralelogramo
e cinco triangulos).

Assim o discipulo poderia reorganiza-las para registrar
todas as belezas da viagem. Lendas e histérias como
essa sempre cercam a origem de objetos ou fatos, a
respeito da qual temos pouco ou nenhum
conhecimento, como € o caso do Tangram. Se é ou
nao uma histéria verdadeira, pouco importa: o que vale

€ a magia, prépria dos mitos e lendas.
<https://tinyurl.com/htszezr> Acesso em: 03.03.2017. Adaptado.

¥

A 4

<hitpsiinyurl.comigngiyue> A

Observe o Tangram, em uma possivel disposigao de
suas pegas.

A D}
T
0
S
P
R
B c
Q

Na figura, tem-se que:

-QS é paralelo a BD;

- os poligonos ABCD e OPQR sao quadrados;
- S é ponto médio de CD;

- P é ponto médio de OB;

- O é ponto médio de BD.

Se a area do triangulo ABO é 16 cm?, a area do
quadrado OPQR ¢, em centimetros quadrados,

OO
20O AN
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Questio 65 GG GE S G
(UNESP)

Renata pretende decorar parte de uma parede
quadrada ABCD com dois tipos de papel de parede,
um com linhas diagonais e outro com riscos
horizontais. O projeto prevé que a parede seja dividida
em um quadrado central, de lado X, e quatro
retangulos laterais, conforme mostra a figura.

A B

%

\\]\

2m

Interbits®

D

(@)

Se o total da area decorada com cada um dos dois
tipos de papel é a mesma, entdo x, em metros, é igual
a

0 1+2V3
0O 2+2V3
®2+3
®1+V3
O 4+3

Questio 66 GG GEGE G
(UFRGS)

O tangran é um jogo chinés formado por uma peca
quadrada, uma pega em forma de paralelogramo e
cinco pecgas triangulares, todas obtidas a partir de um
quadrado de lado {, como indica a figura a seguir.

I’y

®
fe— N —

— L —

Trés pecas do tangran possuem a mesma area. Essa
area é

/62

/2 /2
.0 = 0 —.
16 12 8

EM

TICA
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Questio 67 GG GE S G
(CP2)

O tangram é um conhecido quebra-cabega de sete
pecas que tem formas geométricas bem conhecidas,
originadas da decomposigao de um quadrado (figura

2

1).

Interbits®

Figura 1

Hoje ja se tem conhecimento do surgimento de varios
tipos de quebra-cabegas geométricos planos, muitas
vezes também chamados de tangram, e que também
tém origem em recortes de alguma figura plana.
Abaixo se encontra o tangram coracdo, cujas pegas
sao obtidas recortando-se um coracdo plano de
acordo com o esquema da figura 2, composta de: 3
setores de 90° de um circulo, 2 setores de 45° de um
circulo, 1 tridngulo retdngulo, 1 quadrado, 1
paralelogramo e 1 trapézio retadngulo. Utilizando-se
todas as nove pecas, € possivel representar uma
grande diversidade de formas, como as
exemplificadas nas figuras 3 e 4.

.'A
A 4N
Z.

Figura 3

“’A [ ]
{. 4 “
Figura 2 Figura 4 i
Se a base AB do vidro de perfume mostrado na figura

3 mede 3 cm, entdo a area da figura 4, que representa
um “patinho” mede:

O 7+ 4cm?
O 2(m + 4) cm?
® 21 + 4 cm?
® 27+ 2 cm?

Questio 68 GG GE S G
(UFRGS

Na figura abaixo, os triangulos retangulos sao
congruentes e possuem catetos com medidas a e b.

A érea da regido sombreada é

O 2ab.

O a? + b2

® a? + 2ab + b2
® a? - 2ab + b2
O a? - bhi
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Questio 69 GG GE S G
(CPS)

O revestimento do piso de um ambiente, com a
utilizagdo de tacos de madeira, pode ser feito
formando desenhos que constituam um elemento
decorativo para o local.

Combinando apenas tacos com as formas
apresentadas a seguir, pode-se criar o desenho,
conforme a figura 1, que sera utilizado para cobrir o
piso desse ambiente.

Formas dos tacos

7cm o

L 7em

14 cm
Trapézio
retangulo

35cm 7 cm

Cls s

Retéangulo Quadrado

Figura 1

Um arquiteto vai construir uma casa e pretende
revestir o piso da sala, que é retangular, com o
desenho da figura 1, de modo que no piso caiba
apenas o desenho inteiro, isto é, sem cortes e repetido
varias vezes nas duas dimensdes, conforme a figura

2.
+
.

o
Es

Es

Figura 2

ok St

Nestas condicdes, as dimensdes do piso dessa sala
podem ser

Interbits®

0 8,40 mx5,25m.
® 6,30 mx 5,04 m.
® 3,50mx 7,00 m.
® 210mx4,75m.
O 1,75m x 6,00 m.

Questio 70 GGG GE G
(CP2)

O Tangram é um quebra-cabega chinés formado por 7
pegas com as quais podemos formar varias figuras,
utilizando todas as pecas e sem sobrepé-las.

Interbits®

1z

Legenda:
Fig. 1 — Tridngulo retangulo isésceles médio
Fig. 2 — Paralelogramo

Fig. 3 e 5 - Tridngulos retangulos isdsceles
congruentes

Fig. 4 — Quadrado

Fig. 6 e 7 — Tridngulos retangulos isdsceles
congruentes

O retangulo a seguir foi formado por seis dessas sete
pecas.

Interbits®

A razdo entre a area desse retédngulo e a area do
quadrado inicial é de

0 0,25.
A 0,33.
® 0,56.
® 0,75.

Questio 71 GG GE GE e
(PUCCAMP)

Na abertura da Olimpiada de Atenas, um Ulisses
menino acenava de um barquinho nada épico, que
parecia de papel. Suponhamos que sua construgcéo
tenha sido inspirada no barquinho mostrado na figura
1, que foi feito a partir de dobraduras de uma folha de
papel retangular.

Considere que, desmontado o barquinho, a folha de
papel ficara com as marcas das dobras, conforme
indica o tracejado na figura 2.

Figura 1

Figura 2

Nessas condi¢gdes, se o lado de cada quadrado

sombreado mede 442 cm, a area da superficie da
folha de papel, em centimetros quadrados, é

0 64
0O 80
® 160
® 192
G 384
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Questdo 72 GG GGG

(Ronaebson)

Uma empresa de Coworking alugou uma area num
edificio empresarial e, no projeto inicial, ela seria
dividida em quatro quadrados como descritos a seguir.

RECEPCAO

BANHEIROS

ILHAS DE TRABALHO

COPA

A arquiteta decidiu fazer um ajuste de modo a ter uma
melhor integracdo entre os quatro ambientes, para
tanto, retirou a parede original que comunica a copa e
os banheiros e colocou uma nova parede de V17 m
desempenhando essa fungéo, de modo que essa nova
parede tera um dos extremos coincidindo com o
extremo da parede original e o outro extremo sendo
um dos vértices comuns a recepcao e as ilhas de

trabalho, como descrito a seguir.

RECEPCAO

ILHAS DE TRABALHO

BANHEIROS

COPA

A soma das éareas destinadas a recepc¢ao e as ilhas de

trabalho é igual a

O 17 m2
0 25 m2
® 34 m2
® 43 m2
A 66 m

NAEBSON -

TEMATICA CRIATIVA

1z

Gabarito _ Quadrilateros

Hora de Praticar

Questdao Resposta Questdao Resposta
01 D 317 A
02 A 38 C
03 C 39 B
04 E 40 C
05 D 41 E
06 E 42 D
07 C 43 B
08 C 44 C
09 A 45 A
10 D 46 C
11 E 41 D
12 D 48 B
13 C 49 B
14 A 50 A
15 A 51 B
16 E 52 A
17 E 53 A
18 D 54 C
19 E 55 D
20 C 56 A
21 D 57 C
22 C 58 D
23 A 59 B
24 B 60 A
25 D 61 D
26 B 62 B
21 D 63 A
28 E 64 D
29 A 65 B
30 C 66 C
31 B 617 A
32 B 68 D
33 C 69 B
34 A 70 D
35 B 71 E
36 B 12 C
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POLIGONOS

Dados varios pontos A;,4,,45,...,4,, com n > 3, em
ordem e de forma que trés consecutivos ndo sejam
colineares, a figura formada pela reunido dos
segmentos A;A,, A,A;, ..., A,_1A4, chama-se linha
poligonal aberta e os pontos A, e A,, sS40 0s extremos.

As

Ay

Aq
ATI
Unindo-se o0s extremos por um segmento, obtemos
uma linha poligonal fechada, a qual chamaremos de
Poligono.

As

Ay

Ay
Ap
Podemos destacar os seguintes elementos:
Vértices: 4,,4,,4,, ..., A,
Lados: A4,4,, A,As, ..., A,_14, e A, A

Perimetro (2p) € a soma dos comprimentos de todos
os lados.

Desde que dois lados ndo consecutivos de um
poligono nao se cruzem, o poligono define uma regido
do plano a que chamaremos de regido poligonal e
esses poligonos serdo chamados de poligonos
simples. Quando um poligono ndo define uma regiao,
diremos que o poligono é entrecruzado.

Dedicaremos nossos estudos aos poligonos simples.

Um poligono simples pode ser classificado como
convexo ou céncavo.

O poligono sera dito convexo se ao tomarmos dois
pontos internos quaisquer, o segmento de reta que os
une estiver contido no poligono. Caso contrario, o
poligono sera dito concavo. De maneira alternativa,
um poligono sera convexo se a reta que contém
qualquer um de seus lados deixa todos os demais
lados num mesmo semiplano.

1z

Poligono Convexo

Poligono Céncavo

O nome do poligono é dado de acordo com o nimero
de lados:

Numero de Lados Nome do Poligono
n=3 tridngulo
n=4 quadrilatero
n=>5 pentagono
n==6 hexagono
n=7 heptagono
n=2_8 octégono
n=29 eneagono
n=10 decagono
n=11 undecagono
n=12 dodecagono
n=15 pentadecagono
n =20 icosagono

Diagonais do Poligono
A diagonal de um poligono é um segmento cujas
extremidades sdo vértices ndo consecutivos do
poligono.

Os segmentos tracejados representam
as diagonais do poligono.

Consideremos agora um poligono de n lados,
consequentemente n vértices.

Tomando como extremidade um dos vértices do
poligono e sabendo que n&o se pode tomar uma
diagonal de um vértice para ele mesmo, nem para 0s
dois consecutivos, temos
n — 3 diagonais.

Se com extremidade em cada vértice temos n — 3
diagonais, entdo com extremidades nos n vértices,
temos:

n - (n — 3) diagonais
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Entretanto, na conta anterior, cada diagonal foi
contada duas vezes, pois tem extremidades em dois
vértices, logo, o total de diagonais de um poligono é
dada por

_n-(n-3)
d—T.

Angulos do Poligono

No poligono acima, temos:

iy, 15,103,104 € i SA0 0s angulos internos.
ey, e,, 63,6, € es SA0 0s angulos externos.

Observe que um angulo interno e seu respectivo
angulo externo sdo adjacentes suplementares, isto é:

i+e=180°
Consideremos o poligono a seguir de n lados,
consequentemente n vértices. Note que, a partir de um
unico vértice, podemos dividir o poligono em n — 2
triangulos.

Ay

Logo, a soma dos angulos internos do poligono é igual
a:

Si=iy+ip+is+ - Finy+i,
I

S;=(n—2)-180°

NAEBSON

TEMATICA CRIATIVA

1z

A soma dos angulos internos de um poligono de n
lados é igual a S; = (n —2) - 180°.

Lembrando que a soma de um angulo interno com seu
respectivo angulo externo é igual a 180°, temos:

i, +e, =180°
i, + e, = 180°
is +e; = 180°
i, + e, = 180°

Agora, somando membro a membro as equagdes
acima, temos que:

ii+i,+ig+-+i,+e +e,+e;+--+e, =n-180°
(n—-2)-180°

n-180° —360°+e, +e, +e;+ -+ e, =n-180°
S, = 360°
ou seja:

A soma dos &ngulos externos de qualquer poligono é
sempre 360°.

POLICONOS REGULARES

Um poligono convexo é dito regular se, e somente se,
ele for simultaneamente equilatero e equiangulo, ou
seja, se ele possuir todos os lados e todos os angulos
congruentes.

Observe que para encontrarmos o valor de cada
angulo interno, ja que sao todos iguais, basta calcular
a soma dos angulos internos do poligono e depois
dividir pelo numero de angulos, ou seja,

S5 (n—2)-180°

on 2

Para encontrarmos o valor de cada angulo externo,
basta dividirmos a soma dos angulos externos do
poligono pelo numero de angulos externos, isto é,

_360°
B n

Se
a, =—
€ n
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f€onaEBsoN

Todo poligono regular possui uma circunferéncia
inscrita e outra circunscrita, ambas de mesmo centro,
o qual é dito centro do poligono regular.

Diante disso, percebemos que um poligono regular de
n lados pode ser dividido, a partir do seu centro, em n
triangulos isdsceles congruentes, onde a base de
cada triangulo corresponde ao lado do poligono e os
outros dois lados correspondem ao raio da
circunferéncia circunscrita ao poligono. Além disso, a
altura de cada tridngulo corresponde ao raio da
circunferéncia inscrita ao poligono regular e o angulo
do vértice de cada tridngulo isésceles sera dito angulo
central do poligono regular.

R: Raio da Circunferéncia Circunscrita
r: Raio da Circunferéncia Inscrita

l: Lado do poligono regular

a.: Angulo Central

O segmento de reta que une o centro do poligono
regular ao ponto médio de qualquer um dos lados é
chamado apotema do poligono regular e sua medida
coincide com a do raio da circunferéncia inscrita no
poligono.

Observe na figura que R, r e l/z sd0 os lados de um

triangulo retangulo e, consequentemente, pelo
Teorema de Pitagoras, temos:

l2
o=l
re+ >

Para determinarmos o valor do angulo central do
poligono regular de n lados, basta perceber que temos
n angulos centrais e que a soma de todos eles é igual
a 360°, assim:

360°
a. = —

ou seja, a medida do angulo central é igual a medida
do angulo externo do poligono regular.

Outro fato importante sobre poligonos regulares € que,
se 0 numero de lados do poligono regular for par,
entdo o numero de diagonais que passam pelo seu
centro é igual a metade do numero de lados.
Entretanto, se o nimero de lado do poligono for impar,
entdo o poligono ndo possui diagonais passando pelo
seu centro.

Decagono: 5 diagonais passando pelo seu centro

Pentagono: nenhuma de suas diagonais passa pelo seu centro
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Area do Poligono Regular

Como um poligono regular de n lados pode ser
dividido em n tridngulos isésceles congruentes, para
determinarmos a area de um poligono regular, basta
calcular a area de um desses triangulos e multiplicar
pelo numero de tridngulos (que € igual ao numero de
lados.

APR =n'AA

Ao = l-r
pR=T 2

Apgp=p-T
onde:

p: semiperimetro do poligono
r: apétema do poligono regular

#+ TRIANGULO EQUILATERO

60°

60° 607

a, = 120°

a. = 120°
Do triangulo (30°, 60°, 90°) da figura, temos:
R =2r

e, além disso, como ja sabemos que a altura do
triangulo equilatero mede
V3

h=—",
2

EM

1z

TICA

AAAAAAA

temos,
_h 1 W3 V3
"T3T3 72 7%
R_Zh_Z l\/§_l\/§
“3 73 2 3

Para o célculo da area, basta fazermos:

1 1 I3
A=—'l-h=—'l'£
2 2 2

>3

A= V3

4

+ QUADRADO

90° 90°

90° 90° 90°
R

a, =90°

Do tridngulo (45°, 45°, 90°) da figura, temos:

V2
R

Para o célculo da area, basta fazermos:

A=1?
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+ PENTAGONO REGULAR

a, =72°

Para encontrarmos o valor do raio da circunferéncia
inscrita e da circunferéncia circunscrita, precisamos
saber o valor das razdes trigonométricas para o dngulo
de 36° e 72°.

+ HEXAGONO REGULAR

120° 120°

120°

120° 120°

ai = 1200
a, = 60°

Observe que o hexagono regular pode ser dividido, a
partir do seu centro, em seis tridngulos equilateros
congruentes, onde o lado de cada tridngulo equilatero
tém a mesma medida do lado do hexagono.

Para calcularmos a area do hexagono regular, basta
calcularmos a area de um triangulo equilatero de lado
[ e multiplicar por seis:

A=6"Apeia
2.3
A=6-
4
31%2-4/3
A= 2\/_

+ OCTOGONO REGULAR

ai = 1350
a, = 45°
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a, = 45°

Para encontrarmos o valor do raio da circunferéncia
inscrita e da circunferéncia circunscrita, precisamos
saber o valor das razdes trigonométricas para o dngulo
de 22,5° e 67,5°.

Para o célculo da area de um octégono regular, basta
fazermos:

_ R -R - sen45°
- 2
2
A:4«R2'\/—_
2
A=2-R2.\2

Outra maneira de calcular a area de um octégono é
decompondo-o como descrito na figura abaixo:

l V2
45

| 2 l
2

l

Veja que o octégono estd decomposto em um
quadrado, quatro retdngulos congruentes e quatro
tridngulos retangulos isdsceles congruentes, assim:

A= AQuadrudo +4- ARetﬁngulo +4- ATriéngulo

2
A=1+4-1-—+4
* 2 Tt

A=12420%/2412
A=2-12-(1++2)

EM

1z
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AAAAAAA

Problema 01: (Ronaebson) Apds formar um mosaico
utilizando suas pegas poligonais na forma de
pentagonos regulares e losangos, dispostos como
mostra a figura, o pequeno Samuel enxergou, no meio
desse emaranhado de poligonos, um octégono
composto por dois pentagonos e dois losangos, como
destacado.

VoV oV

As medidas dos angulos internos desse octdégono sao
iguais a

RONAEBSON

O 108° e 136°.
©® 108° e 144°.
© 120° e 144°.
® 124° ¢ 168°.
G 136° e 144°.

Solucao:

Como o pentagono é regular, todos os seus angulos
internos medem 108°, basta fazer
S; (5—12)-180°
n 5

L= = 108°.
Se denotarmos o angulo obtuso do losango por x € 0
angulo agudo por w, teremos

x +108° +108° = 360° = x = 144°

além disso,
144° + w = 180° = w = 36°.

Sendo assim, um dos angulos do internos do octégono
em destaque sera 108°, o outro angulo sera 144°, que
tanto pode ser identificado com um dos &angulos
obtusos do losango como a soma do angulo agudo do
losango e um angulo interno do pentagono (36° +
108° = 144°).

Resposta: [B]
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Questdo (1 GGG GE G

(Ronaebson)

Logomarca é arepresentagdo grafica do nome de
uma empresa ou marca, que determina a
sua identidade visual e tem como objetivo facilitar o
seu reconhecimento.

Uma logomarca da sentido @ marca em questéo,
identificando-a e definindo-a no tempo e no espaco.
Pode ser vista como uma parte importante do cédigo
genético de uma empresa, que influencia o seu
percurso.

Na construgcdo da marca do curso Matematica
Criativa, as escolhas das cores e formas foram feitas
com base na mensagem que se queria passar para o
publico.

ONAEBSON

MATEMATICA CRIATIVA

O vermelho representa a forga e paixao envolvidas no
trabalho desenvolvido, enquanto o azul representa
toda racionalidade e assertividade no processo.

No icone associado a letra R, as formas geométricas

se fizeram presentes para trazer o contexto
matematico a esséncia da marca.

e

As formas geométricas planas utilizadas na confecgao
do icone foram

@ um tridngulo, dois trapézios e dois pentagonos.

® um triangulo, trés trapézios e um pentagono.

® um tridngulo, dois trapézios, um pentagono e um
hexagono.

® um tridangulo, um trapézio, dois pentagonos e um
hexagono.

@ um triangulo, um paralelogramo, um trapézio, e
dois pentagonos.

1z

Questdo (2 NG GGG

(Ronaebson)

Em uma competicdo de robdtica, um dos robds
descreve um movimento numa plataforma de madeira
de acordo com a figura abaixo.

A

Partindo de A, o robd caminha uma distancia fixa de
30cm e gira 60° para esquerda, depois repete o
procedimento, ou seja, percorre uma distancia de 30
cm e gira 60° para esquerda e torna a repetir o
procedimento até retornar ao ponto A.

Dado que ao andar, o robé vai pintando a trajetéria que
ele descreve, ao retornar o ponto A o robd tera descrito
no chdo uma linha poligonal de

0 90 cm.

O 120 cm.
® 150 cm.
® 180 cm.
G 240 cm.

Questio (3 GG GEGE T
(CP2)

O mosaico a seguir € formado por pentagonos
regulares e losangos.

Interbits®

A soma das medidas dos angulos x, y e z é igual a

0 252°.
O 288°.
® 324°.
® 360°.

81



f€onaEBsoN

MMMMM ATICA CRIATIVA

Questdo (4 GGG GE G

(Ronaebson)

A area de vivéncia de uma escola devera ser
construida com a forma de um pentagono regular. A
primeira providéncia a ser tomada para iniciar a
construgéo € marcar no terreno os vértices e lados do
pentagono, o que esta sendo feito com a cravagéo de
estacas e uma linha, como indicado na figura.

.
e
/)%
g
A B

Apds as marcagdes dos pontos A e B, para obtencao
do ponto C, foi necessario a determinagao da medida
do angulo ABC correspondente a medida do angulo
interno do pentagono regular que é igual a

0 72°.
O 108°.
® 120°.
® 144°.
G 150°.

Questio 05 GNEGENN S GE G
(UFRGS)

Um desenhista foi interrompido durante a realizagéo
de um trabalho, e seu desenho ficou como na figura
abaixo.

Interbits®

40°

40°

40°

Se o desenho estivesse completo, ele seria um
poligono regular composto por tridngulos equilateros
nao sobrepostos, com dois de seus vértices sobre um
circulo, e formando um angulo de 40°, como indicado
na figura.

Quando a figura estiver completa, o numero de
triangulos equilateros com dois de seus vértices sobre
o circulo é

O 10.
G 12.
® 14.
® 16.
G 18.

1z

Questio 06 GG GE Gl G
(IFAL)

Na figura a seguir, calcule o angulo .

42°

Interbits®

Dica: Use o resultado do angulo externo de um
triangulo.

0 30°.
A 33°.
® 37°.
® 38°.
G 42°.

Questio (7 NN GENNNNNGE GE G
(IFSC)

Ana estava participando de uma gincana na escola em
que estuda e uma das questbes que ela tinha de
responder era “quanto vale a soma das medidas dos
angulos internos do poligono regular da figura?”

Interbits®

Para responder a essa pergunta, ela lembrou que seu
professor ensinou que a soma das medidas dos
angulos internos de um tridngulo € igual a 180°, e que
todo poligono pode ser decomposto em um numero
minimo de tridngulos. Sendo assim, Ana respondeu
corretamente a pergunta dizendo:

0 720°.
G 900°.
® 540°.
® 1080°.
G 630°.
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Questdo 08 GGG GE G

(Ronaebson)

A figura a seguir mostra um poligono regular de 14
lados e todas as suas diagonais:

|

|
IR =
AT NRRSTTERCS,
27 THAXY s S

'a"

". I ."
-r::,“‘.-.'--‘é

Fonte: https://clickexatas.wordpress.com. Acessado em 12/10/2015
O numero de diagonais tragadas € de

0 77.
G 79.
® 80.
® 98.

Questio (9 GENECGENNNNNN GGl G
(PUC-SP)

Atribui-se aos pitagéricos a ideia de numeros
figurados. Esses numeros expressam configuragdes
geométricas e representam um elo entre a geometria
e a aritmética.

A tabela mostra alguns desses numeros e suas
respectivas expressdes algébricas gerais, em que N
€ um numero natural diferente de zero.

EM

TICA

Numeros . .
figurados Oblongos | Pentagonais | Hexagonais
Expressoes _
algébricas n(n+1) nGn-1) 2n?—n
gerais 2

Fonte: Carl B. Boyer: Histéria da matematica — Editora
Edgard Bliicher — 1974 (Adaptado)

Sabendo que para determinado valor de n, o nimero
pentagonal correspondente possui 3 unidades a
menos que o numero hexagonal, entdo, o valor do
numero oblongo que corresponde ao dobro do valor
dené

0 18.
0O 26.
® 34.
® 42.

1z
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Questio 10 GGG Gl G
(CP2)

A figura a seguir mostra uma circunferéncia e dois
poligonos. Um dos poligonos ¢é inscrito nessa
circunferéncia e outro, circunscrito a ela

nterbits®

Se M é o numero de diagonais do poligono inscrito e
N é o numero de diagonais do poligono circunscrito, a
razdo entre M e N é igual a

O 7/5.
0 5/7.
® 14/5.
® 5/14.

Questio 11 GENEGENNNNNNGE Gl G
(EEAR)

Ao somar o numero de diagonais e o numero de lados
de um dodecagono obtém-se

0 66
O 56
O 44
O 42

Questio 12 GG GEGE G
(PUC_2017

De um icosagono regular s&o escolhidos dois vértices.
Qual a probabilidade de que o segmento formado seja
uma diagonal que passe pelo centro do icosagono?

0 110
O 119
® 9/170
® 117
@ 2117

Questio 13 GG GEGE G
(CFTMG)

Somando-se todos os angulos internos de ftrés
poligonos convexos obtém-se 2160°. Sabe-se que o
numero de lados desses poligonos én—-2,nen + 2.
Dentre eles, o que possui menor numero de lados &
um

0 triangulo.

® quadrilatero.
® pentagono.
® hexagono.
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Questio 14 RGN GE S G
(CPS)

A arte e a arquitetura isldmica apresentam os mais
variados e complexos padroes geométricos.

Na Mesquita de Coérdoba, na Espanha, podemos
encontrar um dos mais belos exemplos dessa arte. O
esquema geométrico da figura 1 € um dos muitos
detalhes dessa magnifica obra.

Figura 1

(fonte das figuras desta
questao: BROUG, Eric. Islamic:
Geometric Patterns. Londres.
Thames & Hudson, 2008.
Adaptado)

A

Assinale a alternativa que apresenta o padrao
geométrico cuja repeticao compde a figura 1.

TR

/\
AV

nterbits®

EMATI
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Questio 15 GG GE Gl G
(IFSP)

Uma pessoa pegou um mapa rasgado em que
constava um terreno delimitado por quatro ruas. Na
parte visivel do mapa, vé-se que o angulo formado
pela rua Saturno e pela rua Jupiter € 90°; o angulo
formado pela rua Jupiter e pela rua Netuno é 110° e o
angulo formado pela rua Netuno e pela rua Marte é
100°. Nessas condi¢gdes, a medida de um angulo
formado pelas ruas Marte e Saturno, na parte rasgada
do mapa, é de

T~
R. Ne&
S~
8 N
a
=
=
o[
R. Saturno
O 50°.
0O 60°.
® 70°.
® 80°.
O 90°.
Questio 16 NN GENNNNNGE Gl G
(UFES)
r
s

Na figura acima, as retas r e s sdo paralelas. A soma
a + B + vy + o das medidas dos angulos indicados na
figura é

0 180°.
0 270°.
® 360°.
® 480°.
G 540°.
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Questio 17 GG GE S G
(UNESP)

Um artesdo foi contratado para ornamentar os vitrais
de uma igreja em fase final de construgdo. Para
realizar o servico, ele precisa de pedacgos triangulares
de vidro, os quais serao cortados a partir de um vidro
pentagonal, com ou sem defeito, que possui n bolhas
dear(n=0,1,2..).

Sabendo que ndo ha 3 bolhas de ar alinhadas entre si,
nem 2 delas alinhadas com algum vértice do
pentagono, e nem 1 delas alinhada com dois vértices
do pentagono, o artesdo, para evitar bolhas de ar em
seu projeto, cortou os pedagos de vidro triangulares
com vértices coincidindo ou com uma bolha de ar, ou
com um dos vértices do pentagono.

bolha de ar

vidro pentagonal

Interbits®

Nessas condicdes, determine a lei de formacgdo do
numero maximo de triangulos (T) possiveis de serem
cortados pelo artesdo, em fungdo do nuamero (n) de
bolhas de ar contidas no vidro utilizado.

Questdo 18
(FAAP)

A medida mais préxima de cada angulo externo do
heptagono regular da moeda de R$ 0,25 é:

0 60°.
G 45°.
® 36°.
® 83°.
G 51°

Questdo 19 RGN GE GG
(UTFPR)

Os angulos externos de um poligono regular medem
15°. O ndmero de diagonais desse poligono é:

0 56.
0O 24.
® 252.
® 128.
G 168

EMATICA CRIATIVA

Questio 20 GNEGENNNNNNGE GE G
(CPS)

O Tangram é um quebra-cabega chinés. Ha umalenda
sobre esse quebra-cabega que afirma que um jovem
chinés, ao despedir-se de seu mestre, para uma longa
viagem pelo mundo, recebeu uma tdbua quadrada
cortadaem 7 pegas (um quadrado, um paralelogramo
e cinco triangulos).

Assim o discipulo poderia reorganiza-las para registrar
todas as belezas da viagem. Lendas e histérias como
essa sempre cercam a origem de objetos ou fatos, a
respeito da qual temos pouco ou nenhum
conhecimento, como € o caso do Tangram. Se é ou
nao uma histéria verdadeira, pouco importa: o que vale

€ a magia, prépria dos mitos e lendas.
<https://tinyurl.com/htszezr> Acesso em: 03.03.2017. Adaptado.

d

A\ 4

<https://tinyurl.com/gngjyue> Acesso em: 03.03.2017.
Original colorido.

A partir das informacgdes do texto, as pecas do
Tangram sdo

0 sete poligonos concavos.

® apenas triangulos isosceles.

® apenas quadrilateros regulares.

® dois trapézios e cinco triangulos.

@ dois quadrilateros e cinco triangulos.

Questio 2] GG GE GE G
(IFSUL)

Sabe-se que a medida de cada angulo interno de um
poligono regular é 144°, entdo qual € o numero de
diagonais de tal poligono?

0 10
0O 14
® 35
072

1z
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::: Pentagono :::

Questio 22 GGG GE G
(FUVEST)

Na figura adiante, ABCDE € um pentagono regular. A
medida, em graus, do angulo & é:

A
o
B E
C D
0 32°.
G 34°.
® 36°.
® 38°.
G 40°.

Questdo 23 GG GGG

(Ronaebson)

No que diz respeito ao ouro, o quilate € uma unidade
de pureza. Ouro 24 quilates é ouro puro. Geralmente,
0 ouro € misturado como outros metais mais
resistentes, como o cobre ou a prata, deixando-o
assim mais consistente e ideal para fazer joias. Cada
quilate indica 1/24 do todo, assim, por exemplo, se um
joia é feita de um metal que tem 16 partes de ouro e 8
partes de cobre, dizemos que ela é de ouro 16
quilates.

Um ourives produziu para uma joalheria um colar de
ouro feito de placas vazadas no formato de
pentagonos regulares. Cada uma dessas placas esta
conectada a outras duas placas, e parte do colar esta
ilustrado a figura a seguir.

Sabendo que para produzir cada lado do pentagono
ele usou 10g de ouro 18 quilates, quantos gramas de
ouro puro foram usados para a produgao dessa jéia?

0 400g.
0 375g.
@ 300g.
® 100g.
0 75¢.

1z

Questdo 24 GG GEGEaE.
(UNIFESP)

Pentagonos regulares congruentes podem ser
conectados, lado a lado, formando uma estrela de
cinco pontas, conforme destacado na figura.

Nestas condigdes, o angulo € mede

0 108°.
O 72°.
® 540.
® 36°.
Q@ 18°.

Questio 25 GG GE Gl e
(CFTMG)

Um painel quadrado BCDE, comemorativo dos 100
anos do CEFET-MG, encontra-se pendurado na
parede de um dos corredores da escola, em um
prego posicionado no ponto A, conforme figura
abaixo. O triangulo ABE é is6sceles e a medida do
segmento AB corresponde a 2/3 da medida do lado
do quadrado BCDE.

@
CEFET-MG
s

Se o perimetro do poligono ABCDE ¢ 13 metros,
entdo, sua area, em m?, é

0 33+ V7).
O 3(12 +7).

@33+

D) 3(4+§).
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Questio 26 GG GE S G
(UFRGS)

Considere um pentagono regular ABCDE de lado 1.
Tomando os pontos médios de seus lados, constroi-se
um pentagono FGHIJ, como na figura abaixo.

D
H
E (&
J G
A F B

A medida do lado do pentagono FGHIJ é
0 sen 36°.
® cos 36°.

sen 36°
(C) —

cos 36°
(D) —
@ 2 cos 36°.
Questio 27 RGN GE S G

(UTFPR)

O valor de X no pentagono abaixo é igual a:

2x + 50°

Interbits®

0 25°.
G 40°.
® 250°.
® 540°.
G 1000°.

Questio 28 GG GEGE G
(IFSUL)

Um objeto de decoragdo tem a forma de um
pentagono regular, apresentando todas as suas
diagonais. Sabe-se que cada diagonal foi pintada de
uma cor diferente das demais. Entéo, qual é o nimero
de cores diferentes que foram utilizadas na pintura de
tais diagonais?

05 06 G8. ©9

EMATI

1z

AAAAAAAAA

Questio 29 GG GE GE G
(EPCAR_2018)

A figura a seguir € um pentagono regular de lado 2 cm.

Interbits®

Os triangulos DBC e BCP sao semelhantes.

A medida de AC, uma das diagonais do pentagono
regular, em cm, é igual a

0 1+5

O -1++5
@2+§
® 2/5-1

Questio 30 GNEGENNN G GE G
(UFRGS)

O emblema de um super-her6i tem a forma
pentagonal, como representado na figura abaixo.

| 8 I

N
1

Interbits®

A area do emblema é

0 9+5V3

0 9+ 10V3
® 9+ 25V3
® 18+5V3
O 18+ 25V3

Questio 31 GG GE S G
(UECE_2019)

Considere MXYZW um pentagono regular e XYO um
triangulo equilatero em seu interior (o vértice O esta
no interior do pentagono). Nessas condigbes, a
medida, em graus, do angulo XOZ é

0 116. @ 9. O 126. ® 106.
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Questio 32 RGN GEGE G
(UFRGS)

Considere o pentagono regular de lado 1 e duas de
suas diagonais, conforme representado na figura
abaixo.

A area do poligono sombreado é

sen 36°
Q 2227

2
sen 72°
@ -

2
sen 72°
@ -

3
® sen 36°.
Q@ sen 72°.

Questio 33 GGG GE G
(UFRGS)

Rayenne corta uma folha quadrada de lado igual a 8
cm ao longo de uma diagonal, gerando dois
triangulos.

Ao sobrepor esses triangulos, conforme descrito na
imagem a seguir, a regido de intersecgédo forma um
pentagono.

11cm

A area do pentagono que representa a referida
regido de sobreposicédo dos dois tridngulos é igual a

O 21,25 cm?
® 27,50 cm?
® 30,25 cm?
® 31,25 cm?
O 34,00 cm?

TEM

1z

Ti

AAAAAAAAA

::: Hexagonmo :::

Questdo 34 GG GEGE e

(Ronaebson)

Um grande saldo tem o seu piso formado por ladrilhos
na forma de hexagonos regulares congruentes de
lados iguais a 2m. Uma criang¢a encontra-se no ponto
A e um brinquedo no ponto B.

A menor distancia percorrida pela crianca para sair de
A até B éigual a

0O 4m.
O o6om
® 4/3m.
® 6/3m.
O 8m.

Questdo 35 GG GEGE e

(Unioeste)

Uma empresa de ceramica desenvolveu uma nova
peca (de ceramica) para revestimento de pisos. A
pecga tem formato de hexagono nao regular na forma
do desenho da figura. Na figura, os segmentos AB e
DC séo paralelos entre si, bem como os segmentos
AF e DE e os segmentos BC e EF. Também o angulo
BAF mede 90° e o angulo DEF mede 45°. A empresa
fabrica esta peca com todos os lados de mesma
medida /. A area desta peca, em funcéo do lado ¢, é

A B 3
£

0 2% )
0 *V2.
(C N5

1242
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Questdo 36 GGG GG

(Ronaebson)

Um estudante deseja pintar de verde uma coroa
hexagonal em um post it com as medidas indicadas na
figura a seguir.

Sabendo que o hexagono maior tem lado com 3cm de
medida e o hexagono interno tem lado medindo 1cm.
A area a ser pintada de verde representada acima é,
em cm?, igual a

0 33.

0O 12V3.
® 243.
® 27V3.
G 30vV3.

Questio 37 RGN G GE G
(CP2-2018)

Alguns poligonos regulares, quando postos juntos,
preenchem o plano, isto €, ndo deixam folga, espaco
entre si. Por outro lado, outras combinagdes de
poligonos nao preenchem o plano.

A seguir, exemplos desse fato: a Figura 1, formada por
hexagonos regulares, preenche o plano; a Figura 2,
formada por pentagonos e hexagonos regulares, nao
preenche o plano.

Figura 1

Interbits®

Figura 2

Na Figura 2, a medida do angulo é igual a X

0 14°.
O 12°.
® 10°.
® 8.

EM

1z
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Questio 38 GG GE S G
(UFRGS)

Os quatro hexagonos da imagem a seguir séo
regulares e cada um tem area de 48 ¢m?. Os vértices
do quadrilatero ABCD coincidem com vértices dos
hexagonos. Os pontos E, D, B e F s&o colineares.

A area do quadrilatero ABCD, em ¢m?, é

0 s

G 10.
@ 16.
® 24.
0O 36.

Questio 39 GG GE GE G
(CP2)

A figura a seguir € um hexagono regular, com centro
O, dividido em poligonos. Todos os poligonos sao
formados por segmentos paralelos aos lados do
hexagono. Os segmentos que partem dos lados do
hexagono partem dos respectivos pontos médios
desses lados.

Interbits®

A fracdo do hexagono ocupada
sombreado é

pelo trapézio
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Questio 40 GNEGENNN GGl G
(UPE_2017)

Rafael decidiu colocar ceramicas com a forma de
hexagonos regulares no piso da sala de seu escritério.
Sabendo que a area do piso do escritério mede 25,5
m?, que a ceramica mede 10 cm de lado,
desconsiderando a area ocupada pelos rejuntes,
quantas pedras de cerdmica serdo necessarias para
cobrir todo o piso dessa sala?

Considere v3 = 1,7.

0 225.
G 425.
® 765.
® 1.000.
@ 1250.

Questio 4] CGNEGENNNNGEGE G
(FGV)

Na figura, ABCDEF & um hexagono regular de lado 1

dm, e Q é o centro da circunferéncia inscrita a ele.
B C

F E

O perimetro do poligono AQCEF, em dm, é igual a

0 4++2
0O 4+3
®6

® 4+5
G 22+2)

Questio 42 GGG GE G
(IFAL)

Um pai possui um terreno no formato de um hexagono
regular com lado 12 m. Ele pretende construir um muro
dividindo o terreno em dois trapézios de mesma area,
um com frente para uma rua e outro para a outra, que
seréo dados para seus dois filhos. Qual o comprimento
do muro?

O 12m.
® 18m.
® 24 m.
® 30m.
O 36m.

NAEBSON - .

TEMATICA CRIATIVA

1z

Questio 43 GG GE GE G
(FATEC)

As “areas de coberturas” a serem atendidas por um
servigo de telefonia movel sédo divididas em células,
que sdo iluminadas por estagdes-radiobase
localizadas no centro das células.

As células em uma mesma area de cobertura
possuem diferentes frequéncias, a fim de que uma
célula ndo interfira na outra. Porém, é possivel
reutilizar a frequéncia de uma célula em outra célula
relativamente distante, desde que a segunda néo
interfira na primeira.

Cluster € o nome dado ao conjunto de células vizinhas,
o qual utiliza todo o espectro disponivel. Uma
configuragdo muito utilizada esta exemplificada na
Figura 1, que representa um modelo matematico
simplificado da cobertura de radio para cada estagéo-
base.

O formato hexagonal das células é o mais pratico, pois
permite maior abrangéncia de cobertura, sem lacunas
e sem sobreposigdes.

A figura 2 ilustra o conceito de reutilizagdo de
frequéncia por cluster, em que as células com mesmo
numero utilizam a mesma frequéncia.

Figura 1: cluster de sete células Figura 2: reuso de frequéncia

(www.teleco.com. jina_2.asp e www.teleco.com.

. - ina_3.asp
Acesso em: 05.10.2012. Adaptado)

Na figura 2, os hexagonos séo congruentes, regulares,
tém lado de medida R e cobrem uma superficie plana.
Para determinar a distancia D, distancia minima entre
o centro de duas células que permitem o uso da
mesma frequéncia, pode-se tragar um triangulo cujos
vértices sdo os centros de células convenientemente
escolhidas, conforme a figura 3.

Figura 3

Assim sendo, o valor de D, expresso em fungao de R,
éigual a

0O RV21 O5R ®3RV3
®RV30 G6R
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Questdo 44 RGN GG

(Fac. Pequeno Principe)

A figura a seguir descreve o movimento executado por
uma maquina para o corte de uma placa metalica:

Interbits®

Partindo de A, ela sistematicamente avanca 6 cm e
gira 60° para esquerda, até retornar ao ponto A A area
da superficie recortada, em c¢m?, é:

0 18V3
0 36V3
® 543
® 643
0 120V3

Questio 45 GGG Gl G
(FUVEST)

Uma das piscinas do Centro de Praticas Esportivas da
USP tem o formato de trés hexagonos regulares
congruentes, justapostos, de modo que cada par de
hexagonos tem um lado em comum, conforme
representado na figura abaixo. A distancia entre lados
paralelos de cada hexagono é de 25 metros.

Assinale a alternativa que mais se aproxima da area
da piscina.

O 1.600 m?
O 1.800 m?
® 2.000 m?
® 2.200 m?
O 2.400 m?

1z

Questio 46 GG GE GE G
(PUCRS)

Para uma engrenagem mecanica, deseja-se fazer
uma peca de formato hexagonal regular. A distancia
entre os lados paralelos € de 1 cm, conforme a figura
abaixo.

Questio 47 GG GE G T
(UFF)

No estudo da distribuicdo de torres em uma rede de
telefonia celular, € comum se encontrar um modelo no
qual as torres de transmissao estao localizadas nos
centros de hexagonos regulares, congruentes,
justapostos e inscritos em circulos, como na figura a
seguir.

Supondo que, nessa figura, o raio de cada circulo seja
igual a 1 km, é correto afirmar que a distancia d;g
(entre as torres 3 e 8), a distanciad, 5 (entre as torres
3 e5) e a distancia dsg (entre as torres 5 e8) séo,
respectivamente, em km, iguais a

O d3g =2V3; d35 = 3; dsg =3+ 2v5.
(B dzg =4; d3s =3; d58 = 5.

O®d;g=4;d3s=— d58 = 4+£

@ d3,8 = 2\/§, d3'5 = 3, d5,8 =V 21.
3v3

O dsg=4; d3s = - dsg = 2

91



f€onaEBsoN

MMMMM ATICA CRIATIVA

Questio 48 GGG GE G
(CP2_2017)

Um heliponto é um local destinado exclusivamente as
operagdes de aterragem e decolagem de helicopteros.
Diferentemente dos heliportos, os helipontos nao
dispde de instalagdes e facilidades complementares,
tais como area de taxiamento, reabastecimento, patios
e hangares para estacionamento e manutencdo dos

helicopteros.
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Heliponto. Adaptado. Acesso em
22/10/2016.

Oscar, arquiteto, foi incumbido de fazer o projeto de
um heliponto para a cobertura de um edificio comercial
no centro da cidade. Decidiu fazer a pista de pouco no
formato de hexagono regular com 12 metros de lado,
sendo a chamada “area de toque” um tridngulo
equilatero inscrito no mesmo.

Interbits®

Dessa forma, por seguranga, o helicptero deveria
pousar, sempre, na parte interna do tridngulo
equilatero. E, para facilitar a visualizagdo da “area de
toque”, a regido interna ao hexagono e externa ao
triangulo equilatero seria pintada com tinta amarela
fluorescente.

Sendo assim, a area a ser pintada com essa tinta
amarela teria medida, em m?, igual a

0 216V3.
0 216.
® 108V3.
® 108.

Questio 49 RGN GEGE G
(IFCE)

Um robd, caminhando em linha reta, parte de um
ponto A em diregao a um ponto B, que distam entre si
cinco metros. Ao chegar ao ponto B, gira novamente
60° a esquerda e caminha mais cinco metros,
repetindo o movimento e o giro até retornar ao ponto
de origem. O percurso do rob6 formara um poligono
regular de

O 10 lados.
® 9 lados.
® 8 lados.
©® 7 lados.
O 6 lados.

Questio 50 GG GE Gl G
(UFPB)

A figura a seguir representa um barril totalmente
fechado, que foi construido unindo-se 12 tabuas
encurvadas e iguais, encaixadas e presas a outras 2
tabuas circulares e iguais, de raio 10 cm.

Com base nessas informagdes, pode-se concluir que
a medida, em cm, do segmento de reta AB & igual a:

010
(BRS
e7
®6
05

Questio 51 GG GE GE G
(CFTR])

A figura abaixo consta de um hexagono formado por
24 tridngulos equilateros de lado 1. A area sombreada
é formada por trés tridangulos equilateros de tamanhos
distintos entre si.

Se S é a area sombreada e B é a area ndo sombreada

. B,
do hexagono, o valor de 5e

Interbits®

VAVAY/

92



[onaesson

MMMMM ATICA CRIATIVA

Questdo 52 GG GGG

(Ronaebson)

O espaco de vivéncia do IFPB — Campus Santa Rita
tem a forma de um dodecagono regular. O projeto
entregue pelo arquiteto decompds o dodecagono em
seis quadrados, seis tridngulos equilateros e um
hexagono regular central, como indicado na figura. No
projeto proposto pelo arquiteto, em cada quadrado
seria colocado um caramanchdo (pergolado de
madeira — suporte que da sustentagdo as plantas
trepadeiras), que além de muito bonito, da um toque
especial na decoragdo do ambiente.

Sabendo que o dodecagono regular tem lado medindo
5 metros, a area total do espacgo de vivéncia é igual a

0 25+ 25V3 m?.
O 150 + 30V3 m2.
® 150 + 35V3 m?.
® 150 + 75V3 m2.
A 300+ 75V3 m2.

Questdo 53 GG GGG
(MACKENZIE)

Na figura, ABCDEF é um hexagono regular e a

distancia do vértice D a diagonal FB é 3. A area do
triangulo assinalado é

A B

Interbits®

)

OO0
D Wb
A

1z

Questio 54 GG GE GE G
(CFTMG)

Um hexagono regular de area 12 cm? e de centro P foi
pintado em duas tonalidades, conforme a figura.

Interbits®

area pintada na tonalidade mais clara, em cm?, é

A

0
(B
(C)
(D)

(920N B> éV)

Questdo 55
(UNIFESP)

O hexagono cujo interior aparece destacado em cinza
na figura regular e origina-se da sobreposicédo de dois
tridngulos equilateros.

Se k é a area do hexagono, a soma das areas desses
dois triangulos é igual a:

0 k.

0O 2k.
® 3k.
® 4k.
0 5k.
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Octoégono :::

Questdo 56 GG GEGE G
(Weslley e Rayenne)

Numa competi¢do paraibana de Artes Marciais Mistas
(MMA), a instituicdo Lutas Criativas que organiza o
evento decidiu montar um ringue especial em formato
de um octégono regular para a abertura do
campeonato.

A equipe do evento montou um esquema que
representa as medidas aproximadas desse ringue
octogonal.

8m

19,4 m

Um dos participantes da competicdo decidiu perguntar
a equipe organizadora qual seria a area desse espaco.

Baseado no esquema apresentado acima, a
instituicdo Lutas Criativas divulgou que a medida
correta da area seria aproximadamente:

0O 77,6 m?
O 96V3m?
® 128V3 m?
® 232,8m?
@ 310,4m?

Questio 57 GGG GE G
(EPCAR)

A figura abaixo representa um octégono regular tal que
CH =6cm.

Interbits®

A area desse poligono, em cm?, é igual a

0 56(vV2-1)
O 64(vV2-1)
® 72(vV2-1)
® 80(vV2—-1)

1z

Questdo 58 GG GGG
(PUC-SP)

"Toda energia necessaria para o consumo na Terra
provém de fonte natural ou sintética. Ultimamente, tem
havido muito interesse em aproveitar a energia solar,
sob a forma de radiagéo eletromagnética, para suprir
ou substituir outras fontes de poténcia. Sabe-se que
células solares podem converter a energia solar em
energia elétrica e que para cada centimetro quadrado
de célula solar, que recebe diretamente a luz do sol, é
gerado 0,01 watt de poténcia elétrica."

Considere que a malha quadriculada abaixo
representa um painel que tem parte de sua superficie
revestida por 9 células solares octogonais, todas feitas
de um mesmo material.

Interbits®

Se, quando a luz do sol incide diretamente sobre tais
células, elas sdo capazes de, em conjunto, gerar
50.400 watts de poténcia elétrica, entdo a area, em
metros quadrados, da superficie do painel néo
ocupada pelas células solares, é:

0O 144
O 189
® 192
® 432
0O 648

Questio 59 GG GE G e
(ACAFE)

Tomando-se ao acaso uma das diagonais formadas
pelos vértices de um octdgono regular, a probabilidade
de que a diagonal passe pelo centro do octégono é de:

0 50%.
G 40%.
® 20%.
® 0%.
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Questio 60 GG GE S G
(IFPE_2019)

As lutas de UFC acontecem num ringue com formato
de um octégono regular, conforme a figura abaixo.

@
2
=
2
=

Para a montagem das laterais do ringue, o
responsavel pelo servico precisaria da medida do
angulo interno formado entre dois lados consecutivos,
de modo que pudesse montar sem erros. Consultando
o manual do ringue, ele verificou que o angulo que
precisava media

0 100°
0 120°
® 140°
® 135°
A 150°

Questio 61 GGG GE G
(IFPE_2018)

As formas geométricas aparecem em varios objetos
do nosso cotidiano. Observe, na imagem abaixo, um
relégio octogonal, objeto que fascina qualquer
admirador de reldgios.

Disponivel em:
<http://www.safirabrasilleiloes.com.br/
peca.asp?ld=2928996>.

Acesso em: 04 out. 2017.

A soma das medidas dos angulos internos de um
octégono como o da imagem acima é

O 1080°.
G 900°.
® 1440°.
® 360°.
G 180°.

Questdo 62
(IFPE_2017)

Um porta-retratos tem a forma de um octégono regular
conforme imagem a seguir.

Disponivel em: <Fonte: http://www.mauriciojasso.com/
galeria/cache/lo-nuevo/DSC07649-Resolucion-de-
Escritorio.JPG_595.jpg>. Acesso: 02 out. 2016.

A medida de cada angulo interno desse octégono é

0 45°.
G 60°.
® 90°.
® 135°.
G 30°.

Questio 63 GINECGENNNNNNNGEGE G
(PUC-R]_2019)

A figura mostra um octégono regular de lado
GH= (g =1. Prolongamos os lados AB, CD, EF e GH
para obter o quadrado IJKL. Quanto mede o lado
IL=r,?

f
Interbits®

02

O 1+V2

®1-2
12

IO

(E JK]
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Questdo 64 GG GEGE e
(Insper)

As disputas de MMA (Mixed Martial Arts) ocorrem em
ringues com a forma de octégonos regulares com
lados medindo um pouco menos de 4 metros,
conhecidos como  “Octégonos”. Medindo o
comprimento exato de seus lados, pode-se calcular a
area de um “Octégono” decompondo-0, como mostra
a figura a seguir, em um quadrado, quatro retangulos
e quatro tridngulos retangulos e isdsceles.

Interbits®

A medida do lado do quadrado destacado no centro
da figura é igual a medida a do lado do “Octoégono”. Se
a area desse quadrado é S, entdo a area do
“Octogono” vale

0O S2V2+1)
O SKW2+2)

® 25(vV2+1)
® 25(vV2 +2)
0 4S(2+1)

Questio 65 GGG GE G
(CFTMG)

A figura abaixo representa o vitral de uma janela

quadrada ABCD de area S, em que cada lado esta

dividido em trés segmentos congruentes. Retirando-se

0os quatro tridngulos sombreados, obtém-se um

octégono, cuja area é
A

Interbits® w

©O @0
WIND W 1o [N
L \”h ”n O

1z

Questio 66 GG GE S
(CP2)

Um dos esportes que mais tem atraido o publico nos
ultimos anos é o MMA, em que as lutas sao disputadas
dentro de um ringue com a forma de um octégono
regular. Segundo seu criador, Rorion Gracie, um dos
fatores que levou a escolha deste formato de ringue
foi o fato de seus angulos internos evitarem que os
lutadores figuem presos nos cantos.

http://ec.1.thumbs.canstockphoto.com/canstock6607318.jpg
acessado em 8 - Nov - 2012

a) Quanto mede cada um
dos angulos internos de
um octégono regular?

b) Qualquer octégono pode c
ser dividido em dois
trapézios e um retangulo,
conforme a figura ao lado.

G D
Calcule o] valor
aproximado da area
interna desse octégono, F E

sabendo que cada lado
mede aproximadamente 4 metros. (use \/5 =14)

Questio 67 GG GEGE G
(UFMG)

O octégono regular de vértices ABCDEFGH, cujos
lados medem 1 dm cada um, esta inscrito no quadrado
de vértices PQRS, conforme mostrado nesta figura:

S F E R
G D
H C
P A B Q

Entdo, é correto afirmar que a area do quadrado
PQRS é

0O 1+2V2dm?
O 1+V/2dm?
® 3+2V2dm?
® 3++2dm?
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Questio 68 GG GEGE G
(ENEM)

Na construgéo civil, € muito comum a utilizagdo de
ladrilhos ou azulejos com a forma de poligonos para o
revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, ndo sé&o
todas as combinagdes de poligonos que se prestam a
pavimentar uma superficie plana, sem que haja falhas
ou superposi¢des de ladrilhos, como ilustram as
figuras:

Figura 1: Ladrilhos retangulares
pavimentando o plano

Figura 2: Heptagonos regulares ndo pavimentam
o plano (ha falhas ou superposigao)

A tabela traz uma relagdo de alguns poligonos
regulares, com as respectivas medidas de seus
angulos internos.

Nome  Triangulo Quadrado  Pentagono
Figura

Angulo ¢, 90° 108°
interno

Nome  Hexagono Octagono Eneagono
Figura

Angulo: 454 135° 140°
interno

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinagéo de
dois tipos diferentes de ladrilhos entre os poligonos da
tabela, sendo um deles octogonal, o outro tipo
escolhido devera ter a forma de um

0 triangulo.

® quadrado.
® pentagono.
® hexagono.
@ eneagono.

1z

Questdo 69 GIEGENNNNN GGG

(UFRGS)
Observe o octégono regular ABCDEFGH
representado na figura abaixo.
A H
B G
C F
D E

Nesse octdégono, a razdo entre a area do trapézio
ABGH e a area do retangulo BCFG é

1
AR
3

Z.
V2-1
V2+1°
142
1422

o1

®

Questio 70 GG GE GE G
(UFRGS)

Seis octdégonos regulares de lado 2 sdo justapostos
em um retadngulo, como representado na figura
adiante.

A soma das areas das regibes sombreadas na figura
é

0 16.
O 16V2.
® 20.
® 20V2.
0 24.
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\ Gabarito _ Poligonos

Hora de Praticar

\ Questdo Resposta Questdo Resposta
01 C 36 B
02 D 37 B
03 B 38 C
04 B 39 A
05 E 40 D
06 B 41 B
07 B 42 C
08 A 43 A
09 D 44 C
10 D 45 A
11 A 46 B
12 B 47 D
13 B 48 C
14 E 49 E
15 B 50 A
16 E 51 D
17 T=2n+3 52 D
18 E 53 A
19 C 54 C
20 E 55 C
21 C 56 E
22 C 57 C
23 C 58 A
24 D 59 C
25 C 60 D
26 B 61 A
21 B 62 D
28 A 63 B
29 A 64 C
30 C 65 A
31 c 66 e
32 A 67 C
33 A 68 B
34 B 69 A
35 B 10 E










MAT

CIRCUNFERENCIA, CIRCULO
E SUAS PARTES

Dados um ponto fixo O e uma distancia R, uma
circunferéncia é definida como o conjunto de todos os
pontos do plano cuja distancia ao ponto fixo O é
constante e igual a R.

D
/1={P€a:dP‘0=R}

0 : Centro da Circunferéncia

CD : Corda — segmento de reta que une dois pontos
da circunferéncia

AB : Didmetro (corda maxima AB = 2R)

Um ponto qualquer no plano pode pertencer a
circunferéncia, ser interior ou exterior a ela. Vejamos:

PEA = dpp=R
QEeint(d)) = dyp <R
WeAr = dyo>R

Ja uma reta, pode ser tangente, secante ou externa a
circunferéncia:

EM

1z

TICA

uuuuuuuu

Reta Secante:

Uma reta s é dita secante a uma circunferéncia
quando ela intersecta a circunferéncia em dois pontos.

Observe agora que a distancia d da reta s até o centro
da circunferéncia € menor do que o raio R.

R? = d? + w?
Reta Tangente:

Uma reta t é dita tangente a uma circunferéncia quanto
ela intersecta a circunferéncia em apenas um ponto.
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Perceba que a distancia da reta t ao centro da
circunferéncia é igual ao raio R e, além disso, o raio
da circunferéncia no ponto de tangéncia é
perpendicular a reta tangente.

Reta Exterior:

Uma reta w é dita exterior a uma circunferéncia
quando ela nao intersecta a circunferéncia.

ANcuLos E ARCOS NA CIRCUNFERENCIA

Dados dois pontos na P e G numa circunferéncia,
chamamos de arcos as partes em que ela fica dividida.

Arco PG

A medida de um arco é igual a medida do &ngulo
central que o determina, assim:
med(PG) = a

A demonstragdo dos resultados a seguir fica como
exercicio, lembrando que nossa referéncia estara
sempre no fato de que a medida do arco é igual a
medida do &ngulo central que o determina.

EMATICA CRIATIVA

Angulo Inscrito:

Um angulo inscrito numa circunferéncia € o angulo
formado por duas cordas da circunferéncia e cujo
vértice pertence a circunferéncia.

a =

PQ
2

A medida de um angulo inscrito é sempre igual a
metade da medida do arco que ele determina.

Como consequéncia desse teorema, podemos listar
aqui outros dois resultados importantes:

Teorema: Se um quadrilatero convexo esta inscrito
numa circunferéncia, entdo a soma de dois dngulos
opostos é sempre igual a 180°.

(]
De fato, como a € um angulo inscrito, temos que o arco
BCD mede 2a e, como 8 € um angulo inscrito, temos
que o arco DAB mede 2(, dai:

20+ 28 =360° = a+ B =180°

Consequentemente, 6 + y = 180°.

1z
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E possivel mostrar também que se num quadrilatero
convexo a soma de dois angulos opostos é igual a
180°, entao ele esta inscrito numa circunferéncia.

Teorema: Todo tridngulo inscrito numa circunferéncia
cujo maior lado coincide com o diémetro é um tridéngulo
retangulo.

De fato, observe em cada um dos triangulos gerados,
0 angulo oposto ao didmetro é um angulo inscrito que
determina o arco PHQ = 180°, assim, todos eles

medem 90°.

1z

Angulo de Segmento:

Um angulo de segmento é o angulo formado por uma
corda e por uma reta tangente a circunferéncia e cujo
vértice pertence a circunferéncia.

OQ---—--- o

PQ
2

a =

A medida de um éngulo de segmento é sempre igual
a metade da medida do arco que ele determina.

Angulo Excéntrico Interior:
Um angulo excéntrico interior € o angulo formado por

duas cordas da circunferéncia e cujo vértice esta no
interior da circunferéncia e ndo coincide com o centro.

p

A medida de um é&ngulo excéntrico interior é igual a
média aritmética dos arcos que ele determina.

Angulo Excéntrico Exterior:

Se, a partir de um ponto exterior a uma circunferéncia,
conduzirmos duas semirretas, ambas secantes a
circunferéncia, ou ambas tangentes ou uma secante e
outra tangente, estas semirretas formam um angulo
chamado angulo excéntrico exterior.
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Jo

B
e s
(&3
P
X
L G
_a-B
x=—

A medida de um &ngulo excéntrico exterior é igual a
metade da diferenga dos arcos que ele determina.

RELACOES METRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Teorema do Bico:

Se por um ponto T conduzirmos duas retas tangentes
a uma circunferéncia nos pontos R e S,
respectivamente, entdo TR = TS.

R
>

g

TICA

1z

AAAAAAA

Esse resultado € assegurado pela congruéncia dos
triangulos TRM e TSM.

Como consequéncia do Teorema do Bico, temos o
seguinte resultado:

Corolario: Se um quadrilatero esta circunscrito a
uma circunferéncia, entdo a soma de dois lados
opostos é igual a soma dos outros dois.

A

AB+CD =AC+BD

De fato, pois pelo Teorema do Bico, temos:

D z G Yy (¢}
AE = AH =x
BE =BF =w
DF =DG =z
CG=CH=y
Assim,
AB+(CD=x+w+y+z
e
AC+BD=x+y+w+z
Logo,

AB + CD = AC + BD.
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Poténcia de um Ponto:

Teorema 01: Se duas cordas AB e CD de uma
circunferéncia concorrem em um ponto P interior ou
exterior a esse circulo, o produto PA - PB éigual a PC -
PD.

PA-PB=PC-PD

D

PA-PB=PC-PD

PA-PB=PC-PD

Teorema 02: Se P é um ponto exterior a uma
circunferéncia, r uma reta secante a circunferéncia nos
pontos A e B e que passa por P e t uma reta tangente
a circunferéncia no ponto T e que também contém P,
entao

PT? = PA - PB.

Para os casos anteriores, o produto PA - PB é dito
poténcia do ponto P em relagdo a circunferéncia.

1z

COMPRIMENTO DE ARCO

Dada uma circunferéncia A de raio R, o seu
comprimento (perimetro) é dado pela expressao:

C=2nR

2nR

O comprimento (¢) de um arco é proporcional a sua
medida ( a ).

Assim, para calcularmos o comprimento ( €¢) do arco,
basta fazermos uma regra de trés:

a dado em graus:

360° — 2mR
a — (4
e_a-ZnR
"~ 360°

a dado em radianos:

2nrad — 2nR
arad — (4

t=aR
Circuro
Dada uma circunferéncia A de centro O e raio R, um
circulo de centro O e raio R é conjunto formado por

todos os pontos pertencentes a circunferéncia e ao
seu interior.
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Observe que ao considerarmos os poligonos
regulares inscritos e circunscritos no circulo anterior, a
medida que aumentamos o numero de lados desse
poligono, os perimetros dos poligonos se aproximam
do comprimento da circunferéncia, os apétemas dos
poligonos se aproximam do raio da circunferéncia e as
areas dos poligonos se aproximam da area do circulo.
Assim, lembrando que a area de um poligono regular
€ igual ao produto do semiperimetro do poligono pelo
seu apétema, temos que:

r:apétema do poligono r—R
p: semiperimetro — { p—rnR
App=p-T " \4c — R -R
Logo:
ACirculo = nRz

4+ SETOR CIRCULAR

Dado um circulo de centro O e raio R, um setor circular
€ uma regido limitada por dois raios e o arco cujos
extremos sao os extremos dos raios no circulo.

Note que, quando dobramos o arco, a area do setor
dobra, quando triplicamos o angulo central, a area do
setor também triplica, de modo que, a area do setor é
diretamente proporcional a medida do arco ou mesmo
ao seu comprimento.

Assim, para calcularmos a area do setor circular, basta
aplicarmos uma regra de trés:

Quando é dada a medida « do arco em graus:

— 7mR?

— AS
_a- nR?
57 3600

360°
a

Quando é dado a medida « do arco em
radianos:

2rrad — wR?
arad — A

a - R?
2

_a-ﬂR2
ST 2m

= As:

1z
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Quando é dado o comprimento € do arco:

2R — nR?

. — A
e TR? ) ¢-R
ST omR T T

+ SEGMENTO CIRCULAR

Dado um circulo de centro O e raio R, um segmento
circular é uma regido limitada por uma corda e pelo
arco da circunferéncia que ela subtende.

Assim, para calcularmos a area de um segmento
circular, basta fazer a diferenca entre a area do setor
circular e a area do tridngulo limitado pela corda que
defini o segmento circular e os dois raios. Logo, para
a dado em radianos, temos:

AngAS_AA

a-R? R?-sena
Asg =5~

R? - (a — sena)
Agg=—————

2
+ COROA CIRCULAR

Regido limitada por duas circunferéncias, de modo
que a coroa circular sera a regido interior a
circunferéncia maior e exterior a circunferéncia menor.

Ace = Acircuto Maior — Acirculo Menor

Ac, = TR? — mtr?
Acc=m- (RZ - rZ)
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Questdo (1 GGG GE G

(Ronaebson)

Um pedaco de barbante sera dividido em trés partes,
de modo que, com a primeira sera construido um
tridangulo equilatero, com a segunda sera construido
um quadrado e com a terceira sera construida uma
circunferéncia, todos com 6 cm de altura, conforme a
figura:

Nessas condigdes, o comprimento total do barbante,
em centimetros, é

O 4/3+6+3m.
O 123+ 24 + 6m.
® 4V3 + 16 + 37.
® 18 +24 + 6.
O 6V3 + 24+ 9.

Questdo (2 GG GE GG

Um marceneiro precisa construir um tampo de
madeira para a confecgdo de uma mesa. Foram dadas
duas possibilidades:

= um tampo circular de raio 2m; ou

= um tampo quadrado cujo lado mede 3 m.
Ambas as possibilidades de tampo tém a mesma
espessura.

Quando comparadas as areas de cada um dos
tampos, tem-se que a razdo entre a area do tampo
circular pela area do tampo quadrado ¢é igual a

o ),
o 4/,
® 21,
® 21/,
0 %4y

1z

Questio (3 GG GE GE G
Optica da visdo

Para que consigamos enxergar, cada
elemento do olho exerce seu papel,
entre eles, podemos destacar a iris e
a pupila.

A iris (na figura acima) € a area verde/cinza/marrom
(castanha), medindo cerca de 12mmde diametro. A
pupila € um espago vazio em forma circular,
normalmente preto, definido pela margem interior da
iris. Mede de 1,5mm de didmetro com muita luz até 8
mm de didmetro com pouca luz. Sua fungdo é
controlar a passagem de luz que chega até a retina.
Quando o olho é exposto a niveis de iluminagdo muito
elevados, a pupila se contrai, efeito chamado de
Pupillary Reflex.

Admita a iris da figura recebendo pouca luz e tendo
um formato circular plano, alinhado com a pupila. A
area da regido em verde/cinza/marrom (castanha) é,

em mm?, aproximadamente
(Adote ™ = 3,1)

0 20.
0O 62.
® 110.
® 248.
G 440.

Questdo (4 RGN GG e

No protétipo da construgdo de um hand spinner foi
decidido que serdo colocados quatro discos de raio
igual a 2 cm, de modo que dois a dois consecutivos
fossem tangentes, com seus centros sendo vértices
de um quadrado. Além disso, para que ele chamasse
mais atengéao, foi designado que sobre a curva com
tracado mais forte descrita na imagem sera colocada
uma fita dourada de led que acendera ao gira-lo.

O comprimento da fita de led que sera utilizada nesse
hand spinner ¢ igual a

O 47 cm.
O 6mcm.
® 8w cm.
® 12mcom.
O 16mcom.
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Questdo 05 GG GGG

Dois  arcos metalicos  circulares idénticos
correspondentes a 3/4 de uma circunferéncia de raio
1m, sdo unidos por suas extremidades de modo a
formar a figura plana a seguir.

Supondo desprezivel a largura do arco, o valor da
largura maxima ¢, representada na figura, em metro, é
igual a

0 2+ 2v2.
0O 2+2.
® 2V/2.

o 3.

0 4.

Questdo 06 GG GGG

(Ronaebson)

“Fez também o mar de fundigdo, redondo, de dez
cbévados de uma borda até a outra borda, e de cinco
de altura; e um fio de trinta cévados era a medida de
sua circunferéncia.”

1 Reis 7:23 (Biblia Sagrada)

O mar de fundigdo ou mar de bronze era um grande
receptaculo para agua, modelado de bronze fundido,
que estava no patio do Templo de Salom&o. Ele é
descrito com “boca” circular de 10 cbvados de
diametro e circunferéncia de 30 coévados de
comprimento.

Tomando como referéncia as medidas usadas na
época para a confecgdo desse mar de fundigéo, o
valor usado para a aproximacgao de r era

0 3.

0O 3.1.
@ 3,12
® 3,14
0O 3,16.

1z

Questio (7 GG GE S G
(CFTMG)

Na figura a seguir, ha 4 circunferéncias concéntricas
cujos raios medem 1 cm; 0,9 cm; 0,8 cm; 0,7 cm.

A area da regido sombreada, em cm?, é
(use 3 como aproximagao para ).

0 1,02
0 1,59
® 1,92
® 2,25.

Questdo 08 GG GEGE G

(Ronaebson)

Um designer grafico esta confeccionando uma
logomarca para um novo canal de televisao, o HTC.
Para tanto, ele desenhou um hexagono cujos lados
medem 20 cm, depois, em seu interior, desenhou um
tridngulo equilatero cujos vértices sdo pontos médios
de trés lados desse hexagono e, finalmente, tragou
uma circunferéncia inscrita nesse triangulo, obtendo
assim a imagem a seguir.

Para que ele tenha referéncia para a aplicacdo da
marca posteriormente, calculou a razdo entre o raio da
circunferéncia e o lado do hexagono, obtendo para
essa razao o valor de

o

4

(ERE)

20

(CIE

2

0:

3

e

2
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Questdo (9 GG GGG

(Ronaebson)

Uma crianga estava brincando com seis placas
circulares de 2 dm? de area cada uma. Ela dispds as
placas, como na figura a seguir, de modo que a area
comum a cada duas placas que se sobrepdem & igual

a 1/3 dm?2.

A area da regido coberta pelas placas é igual a

O 6dm?.
O 8dm?2.
® 9dm?.
® 10 dm?.
O 12dm?.

Questio 10 NN CGENNN G GE G
(ENEM)

Uma empresa produz tampas circulares de aluminio
para tanques cilindricos a partir de chapas quadradas
de 2 metros de lado, conforme a figura. Para 1 tampa
grande, a empresa produz 4 tampas meédias e 16
tampas pequenas.

GRANDE MEDIA PEQUENA
T N D
(O 99
l J N
F—2m—

Area do circulo: r2.

As sobras de material da produgao diaria das tampas
grandes, médias e pequenas dessa empresa Ssao
doadas, respectivamente, a trés entidades: I, 1l e lll,
para efetuarem reciclagem do material. A partir dessas
informagdes, pode-se concluir que

0 aentidade | recebe mais material do que a entidade
Il.

0 a entidade | recebe metade de material do que a
entidade Il

@ a entidade |l recebe o dobro de material do que a
entidade Il

® as entidades | e Il recebem, juntas, menos material
do que a entidade llI.

O as trés entidades recebem iguais quantidades de
material.

EM

1z

TICA
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Questio 11 GG GE S G
(CFTMG)

A figura abaixo representa quatro circunferéncias de
mesmo raio e centros A, B, C e D. Essas
circunferéncias tangenciam-se em um unico ponto P,
comum as quatro circunferéncias, e o quadrilatero
ABCD é um quadrado cujo lado mede 2+/2cm.

A area da regido sombreada na figura, em cm? é

O 2 — 4.
O 8t —4.
® 87 — 16.
® 16w — 16.

Questio 12 GEIINECGENNNN GGG

(Ronaebson)

O jardim da manséao da familia Bueno tem a forma de
um quadrado de 36 metros de lado. Nesse jardim, a
regido correspondente ao semicirculo maior
corresponde a um gramado e as regides
correspondentes aos dois semicirculos menores,
tangentes ao semicirculo maior, correspondem a um
orquidario.

O raio do semicirculo menor € igual a

O 6m.
O 12m.
® 15m.
® 18m.
O 24 m.
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Questao 13 GG GGG

Uma pega circular de centro C e raio 12 m esta
suspensa por uma corda alaranjada, perfeitamente
esticada e fixada em P. Os pontos T e Q sdo de
tangéncia dos segmentos retilineos da corda com a
peca, e a medida do angulo agudo TPQ é 60°.

Interbits®

A peca sera transportada por um guindaste e colocada
sobre uma superficie plana e assim que a pega
encostar na superficie, ainda com a corda
perfeitamente esticada, alguns calgos devem ser
colocados para evitar o rolamento da peca. Para que
isso aconteca, o operador do guindaste deve planejar
a que altura o ponto P deve estar do chdo e assim que
a altura seja atingida, inicie-se o procedimento para
calcar a pega.

Desprezando-se as espessuras da corda, da peca
circular e do gancho que a sustenta, a distancia, em
metros, de P até a superficie, no momento em que se
inicia o processo para calcar a peca €

(Adote v/3 = 1,7)

0 12,0.
G 204.
® 24,0.
® 36,0.
G 40,8.

Questio 14 GGG GE G
(UNICAMP_2018)

A figura abaixo exibe um setor circular dividido em
duas regides de mesma area. A razao a/b é igual a

Interbits®

+ +
[ N

©P00
NaNE

1z

Questio 15 GGG GE G
(EPCAR_2019)

Um artista plastico providenciou uma peca de
decoracdo com caracteristicas matematicas conforme
representado no croqui a seguir.

Considere que:

-0OA=0B=0C=0D=0E=0F=0G=0H=R

de circunferéncia
das cordas

AB,BC,CD,DE,EF,FG,GH,HA, respectivamente, ora

tém centro no ponto O.

-m=3e+V2=14.

A area hachurada no croqui, em fungdo da medida R
éigual a

O 14R?
® 16R?
® 1,8R?
® 2R?

Questio 16 NG GE GE G
(IFSUL)

O ano de 2016 ficara marcado na histéria do Brasil
pelo fato de o Rio de Janeiro ter sediado o maior
evento esportivo do mundo: as Olimpiadas.
Aproveitando o tema, um grupo de estudantes
construiu os 5 anéis olimpicos, conforme figura,
reaproveitando mangueiras usadas. Cada aro
construido mede 80 cm de didmetro.

-

Considerando os dados acima, a medida, em metros,
do total de mangueiras utilizadas nesse trabalho, é

O2n
O4n
®38r
® 167
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Questio 17 GG GE S G
(CP2_2018)

Uma moeda foi cunhada na Polbnia, em
comemoracgao as Olimpiadas de Pequim, em 2008. A
seguir, a Figura 1 mostra as duas faces da moeda e a
Figura 2 mostra um modelo matematico de sua face,
que é circular com um furo quadrado no centro.

Figura 1 Figura 2

Fonte: https://www.coinsbook.net/images/coins/17840/35024.jpg. Acesso em 20/10/2017.

Suponha que a face da moeda tenha 3 cm de diametro
e que o quadrado no centro tenha 0,4 cm de lado.

Entao, usando a aproximagdo w = 3, a area da face da
moeda é igual a

O 6,59cm?
® 8,6cm?
® 26,2cm?
® 26,84cm?

Questio 18 GNECGENNNNNNNGEGE G
(ITA_2017)

Seis circunferéncias de raio 5 cm s&o tangentes entre
si duas a duas e seus centros sdo vértices de um
hexagono regular, conforme a figura abaixo.

Interbits®

O comprimento de uma correia tensionada que
envolve externamente as seis circunferéncias mede,
em cm,

0O 18+ 31
® 30+ 107
® 18+ 61
® 60+ 107
@ 36+6m

1z

Questio 19 GG GE Gl G
(IFPE)

A imagem abaixo reproduz a bandeira de uma das
nagdes mais desenvolvidas em todo o mundo, o
Japao.

Disponivel em: <http://www.br.emb-japan.go.jp/
cultura/bandeira.html.>. Acesso em: 06 out 2017.

Sabendo que a bandeira tem formato retangular de
dimensdes 8 cm e 12 cm e um circulo central de 2 cm
de raio, usando 7 = 3, podemos afirmar que a area da
bandeira pintada de branco, em centimetros
quadrados, é

0 9%.
0O 84.
@ 12.
o 72
G 90.

Questio 20 GNEGENNNN S GE G
(CP2_2017)

Observe o quadro a seguir, que representa um barco
a vela e, ao fundo, a lua cheia. A vela desse barco tem
forma de tridngulo equilatero com 2dm de lado e a lua
€ um circulo cujo centro coincide com um dos vértices
desse tridngulo. A area da parte da lua escondida
atras da vela é exatamente metade da area da vela.

Interbits®

Se ndo houvesse o barco, a lua cheia estaria
completamente visivel. Nesse caso, a area da lua
seria

0O 2\/3dm?.
O 33 dm?.
® 2V2 dm?.
® 32 dm?.
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Questio 2] GNEGENNNNNN G GE G
(UPE-SSA)

Interbits®

Na figura, os vértices de um tridngulo equilatero de
lado 4 cm s&o centros de trés circulos que se
tangenciam mutuamente, determinando a regido
hachurada de preto no interior do tridngulo. Qual é a
medida da area dessa regiao?

Considere m = 3e+/3 = 1,7.

006
003
® 05
®038
Q04

Questio 22 RGN GE S G
(CP2_2017)

Marcos, apaixonado por matematica, resolveu pedir
sua namorada em casamento de uma forma original.
Comprou um Tangram (quebra-cabega) no formato de
coragao, constituido por nove pecas: cinco setores
circulares de mesmo raio, um quadrado, um trapézio
retangulo, um paralelogramo e um tridngulo retangulo,
como mostra a figura:

Trés dos setores tém abertura de 90°, e os outros dois,
de 45°. Antes de presentea-la, no entanto, retirou um
dos setores circulares de abertura 90°, como mostra a

figura.
-

Sabe-se que esse setor seria recolocado na hora do
pedido. Usando 7 = 3, podemos afirmar que a razéo
entre a area do setor retirado e a area do quebra-
cabega completo é igual a

1 3 3 3
o 28 & 28 ® 7 © 4

1z

Questdo 23 GG GG
(IFSUL_2017)

Em uma escola, o professor de matematica levou seus
alunos para o patio e solicitou que cada um
observasse em sua volta e posteriormente elaborasse
um exercicio envolvendo o conteudo de geometria
com o que haviam avistado. Um dos exercicios
construido foi o calculo da area de uma nuvem
formada por trés semicirculos idénticos conforme a
figura abaixo.

Interbits®

Para desenvolver o calculo, foi utilizado = = 3,14. Com
isso, afiirma-se que a area da nuvem &
aproximadamente

O 90,88cm?
O 84,44cm?
® 64,88cm?
©® 61,44cm?

Questdo 24

(ESC. Naval_2017)

8
~ - 5
£

A figura acima exibe um total de N pegas idénticas de
um quebra-cabecga que, resolvido, revela uma coroa
circular. Sabe-se que 6 cm é a menor distancia entre
as circunferéncias concéntricas pontilhadas da figura
e que o raio da menor dessas circunferéncias € igual
a9cm.

Se a area de cada peca € 12mcm?, é correto afirmar
que N éigual a

— 2 O 00

QOO
aN
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Questio 25 GNECGENNNNGEGE G
(CPS)

Os condutos forcados em uma usina hidrelétrica séo,
na maioria dos casos, tubulagdes cilindricas, que
escoam o liquido sob uma pressao diferente da
atmosfera.

Na imagem, temos a representagdo da secgéo
transversal de um conduto forgado cilindrico, na qual
as circunferéncias sao concéntricas (centro no ponto
C) e a regido ocupada entre a circunferéncia maior e
a circunferéncia menor € chamada de coroa circular.

Sabendo que, o raio da circunferéncia maior mede 15
metros e o raio da circunferéncia menor mede 10
metros, podemos afirmar que a area da coroa circular
é, em m?,

Lembre-se de que:
- Area do circulo =rr?
-Adotem =3

0 75.

O 125.
® 225.
® 375.
0 675.

Questio 26 GGG GE G
(PUCRS)

Uma pracinha com formato circular ocupa uma area
de 100 mm2. No terreno dessa area, foram colocados
3 canteiros em forma de setor circular, cada um
formado por um angulo central de 30° como na figura.
A area total ocupada pelos canteiros &, em m?

@
£
2
E

1z

Questio 27 GG GEGE G
(IFPE)

Celso decidiu montar uma pequena horta no quintal de
sua casa no formato de um retangulo, medindo 1
metro de largura por 4 metros de comprimento. Para
fazer a irrigagdo, decidiu utilizar 4 aspersores, que
molham regides circulares com raio igual a 50cm. As
regibes molhadas, representadas em cinza,
tangenciam-se entre si e também tangenciam as
bordas da regido retangular destinada a horta, como
mostra a figura a seguir.

Interbits®

Algum tempo depois, Celso percebeu que algumas
plantas ndo recebiam agua suficiente para o seu
desenvolvimento por estarem proximas a borda da
horta. Assim, ele verificou que a area nao molhada da
horta corresponde a

(utilize T = 3).

0 33,3% da area destinada a horta.
® 16% da area destinada a horta.
® 20% da area destinada a horta.
® 10% da area destinada a horta.
@ 25% da area destinada a horta.

Questio 28 GG GEGE G
(IFSC)

O fendbmeno conhecido como Agroglifo, figuras
geométricas ou grandes circulos, se repetiu em 2013
na cidade de lpuacu, no Oeste do Estado de Santa
Catarina. Moradores avistaram dois desenhos em
formatos diferentes e maiores que os do ano passado.
Segundo os moradores, o fendbmeno acontece na
cidade desde 2008, sempre nesta época do ano e atrai

CUriosos e espeC|aI|stas.
Texto disponivel em:
http://diariocatarinense.clicrbs.com.br/sc/geral/noticia/2013/11/figuras-
geometricas-e-circulos-surg mnovamente- na-cidade-de-ipuacu-oeste-do-
estado-4321378.html. Acesso: 10 ago. 2014. Adaptado.

Suponha que uma das figuras encontradas na cidade
de Ipuagu seja a figura abaixo, formada por um circulo
maior e dois semicirculos menores, cujas dimensdes
estdo indicadas na figura. Sendo assim, € CORRETO
afirmar que a area da regido destacada em preto é de:
Userm = 3,14

O 50,24m?
® 100,48m?

G 25,12m?
@ 200,96m*

® 12,56m?
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Questio 29 GNEGENNNN G GE G
(CPS)

Mariana gosta muito de desenhar, mas sempre
usando formas geométricas. Ao iniciar um novo
desenho, Mariana tragou um par de eixos
perpendiculares e construiu quatro circulos idénticos
com raio medindo 2 cm. Cada circulo é tangente a
apenas um eixo e a intersecg¢ao dos quatro circulos
coincide com a intersecgao dos eixos.

Interbits®

A seguir, Mariana desenhou um quadrado cujos
vértices estao sobre os eixos.

@
s
£
g
=

Ela decidiu apagar parte da figura ficando apenas com
a “flor” formada pelos arcos das circunferéncias.

Interbits®

E correto afirmar que o perimetro da “flor” do desenho
de Mariana, em cm, mede

O 2m.
0O 4m.
@® 8.
©® 16m.

Questdo 30

(EEAR)

O segmento AT é tangente, em T, a circunferéncia de
centro O e raio R = 8cm. A poténcia de A em relagéo
a circunferéncia é igual a cm?.

T

D=

016 O64 G192 O 256

1z

Questdo 31

(INSPER)

A linha curva indicada na figura tem extremidades em
A e B e é formada apenas por semicircunferéncias.

WA VAW
A\ N\ /

Se o comprimento de 4B = x, ent&o o comprimento da
linha curva sera igual a

Questio 32 GG GEGE e
(PUC)

Jodo e Maria costumavam namorar atravessando um
caminho reto que passava pelo centro de um canteiro
circular, cujo raio mede 5 m. Veja a figura 1.

Certo dia, apés uma desavencga que tiveram no ponto
de partida P, partiram emburrados, €, ao mesmo
tempo, para o ponto de chegada C. Maria caminhou
pelo didmetro do canteiro Jodo andou ao longo do
caminho que margeava o canteiro (sobre o circulo),
cuidando para estar, sempre, a "mesma altura" de
Maria, isto é, de modo que a reta MJ, formada por
Maria e Jodo, ficasse sempre perpendicular ao
didmetro do canteiro. Veja a figura 2.

FIGURA 1 FIGURA2
J
canteiro
P cC P :
caminho do M &

passseio
canteiro

Quando a medida do segmento PM, percorrido por
Maria, for igual a 7,5 = 5 + 5/2 metros, o comprimento
do arco de circunferéncia PJ, percorrido por Joao, sera
igual a

QloTnm.
0O 2nm.
@%ﬂm.
G)%”m.
Q Imnm.

3

114



[onaesson

MMMMM ATICA CRIATIVA

Questdo 33 GGGl Gl G
(Fac. Albert Einstein)

Uma circunferéncia tangencia o lado BC de um
triangulo ABC no ponto F e intersecta os lados AB e
AC desse triangulo, nos pontos E e D
respectivamente, conforme mostra a figura.

BF =8 cm

Interbits®

Sabendo que essa circunferéncia passa pelo ponto A,
a distancia entre os pontos D e E, em cm, é igual a

0 10,5.
G 10,9.
® 11,3.
® 117.

Questio 34 GG GEGE G
(FGV)

Na figura, AB e AE s&o tangentes a circunferéncia nos
pontos B e E, respectivamente, e BAE = 60°.

Interbits®

Se os arcos BPC, CQD e DRE tém medidas iguais, a
medida do angulo BEC, indicada na figura por a, é
igual a

0 20°
0O 40°
@® 45°
® 60°
0O 80°

1z

Questio 35 GG GE GE G
(EEAR)

Um carrinho de brinquedo que corre em uma pista
circular completa 8 voltas, percorrendo um total de
48m.

Interbits®

Desprezando a largura da pista e considerando m = 3,
0 seu raio é, em metros, igual a

0038
01,0
® 12
® 20

Questio 36 GG GEGE e
(UPE)

M®oebius

A superficie acima, conhecida como faixa de Mdebius,
foi descoberta pelo matematico e astronomo alemao
August Ferdinand Moebius (1790- 1868). A faixa de
Mobebius pode ser obtida a partir de uma faixa
retangular ABCD, dando-se meio giro numa de suas
extremidade e juntando-se os pontos A com D e B com
C, conforme as figuras abaixo.

A

B-C *

\/-\‘/ ) P
\\_/ Faixa de Méebius

Faixa retangular

Caminhando na faixa de Mdebius (imagem acima a
direita), uma baratinha, sempre sobre a linha escura,
saiu do ponto P e a ele retornou percorrendo uma
distancia de 7,2 m. Qual é a medida do raio da base
da superficie cilindrica obtida com a faixa retangular
(imagem acima a esquerda) que gerou a faixa de
Moebius?

Adote T = 3.
O 0,54m
O 0,58m
® 0,60m
® 0,63m
A 0,70m
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Questio 37 RGN GEGE G
(UFRGS)

Considere o setor circular de raio 6 e angulo central
60° da figura abaixo.

S

O 4---pmeeeeeas

Se P e Q sdo pontos médios, respectivamente, de OS
e OR, entdo o perimetro da regido sombreada é

Or+6

O2r+6
®3r+6
® n+12
Q@ 3r+12

Questio 38 GGG GE G
(UPE)

Um estagiario de arqueologia encontrou parte de uma
peca que parece ser base de um tubo cilindrico.
Utilizando uma ripa de madeira com 1m de
comprimento para efetuar medigbes no interior da
peca, ele constatou que a distancia do ponto P até o
ponto médio M da ripa de madeira é igual a 20 cm,
conforme mostra a figura a seguir:

Ripa de i

madeira >

M/

Qual a medida aproximada da area da pegca em metros
quadrados? (Considere m = 3).

1z

Questio 39 GG GE GE G
(UEL_2017)

Com a finalidade de se calcular a quantidade de
pessoas presentes em manifestagcdes sociais em
determinado trecho urbano, sdo utilizadas diferentes
metodologias, sendo que uma delas consiste em
quatro etapas:

1. estabelece-se a area A (em m?) da regido
delimitada pelo trecho da manifestacao;

2. posicionam-se alguns fiscais que ficam
responsaveis, cada um, por uma sub-regido fixa e
exclusiva do trecho urbano, a fim de coletar, de
maneira simultanea e periddica, quantas pessoas se
encontram em sua sub-regido no momento de cada
medigao;

3. calcula-se a média M de todas as medicbes
realizadas por todos os fiscais;

4. ao final, declara-se que ha A-M pessoas presentes
na manifestagao.

Suponha que uma manifestagdo ocorreu na regido
hachurada dada pelo setor de uma coroa circular de
centro O (conforme figura) e que foi observada por 3
medigbes com 2 fiscais cada, cujas tabelas dos dados
coletados encontram-se a seguir.

Medicao 1 Medicao 2 Medicao 3
Fiscal 1 3 3 4
Fiscal 2 2 4 5

Considerando essa metodologia e a aproximagéo 7 =
22 : .
- assinale a alternativa que apresenta, corretamente,

a quantidade de pessoas que estiveram presentes na
manifestagao, naquele trecho.

0O 11 mil
® 22 mil
® 27 mil
® 31 mil
O 33 mil
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Questio 40 GNEGENNN GGl G
(IFPE)

A moeda de 1 real é formada de uma parte prateada
(circulo interior onde aparece o valor da moeda e o
ano de fabricagdo) e uma parte dourada (coroa
circular).

Disponivel em:
<https://pt.wikipedia.org/
wiki/Moeda_de_um

real>. Acesso em:
20 maio 2017.

Sabendo que a moeda tem 27mm de diametro e que
a parte prateada tem 24mm de didmetro (usando a
aproximagao w = 3,14) podemos afirmar que a area,
em milimetros quadrados, da parte dourada, é

0 79,05.
A 6,975.
® 14,415.
® 367,5825
@ 118,575.

Questio 4] GNEGENNNNNNGEGE G
(UPE-SSA)

Num sistema de engrenagens, cada uma tem seu raio,
de forma que a engrenagem A tem raio com medida
R; a B tem raio com medida igual @ metade do raio da
engrenagem A e a C tem raio com medida igual a um
quarto do raio da engrenagem A. Sendo a medida do
raio de A igual a 4 cm, quantas voltas A dara, quando
C percorrer o equivalente a 3.600cm?

B

Interbits®

0 2.400
® 1.200
® 600
® 300
G 150

TEM

1z
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Questio 42 GG GE GE G
(CFTMG)

A figura a seguir mostra uma circunferéncia, em que
os arcos ADC e AEB séo congruentes e medem 160°
cada um.

D

Interbits®

E
A medida, em graus, do angulo x, é

0 10°.
O 20°.
® 30°.
® 40°.

Questio 43 GG GEGE G
(EEAR)

Duas cordas se cruzam num ponto distinto do centro
da circunferéncia, conforme esbogo.

50°

gl

Interbits®

A partir do conceito de angulo excéntrico interior, a
medida do arco x é

0 40°.
e 70°.
® 110°.
® 120°.

Questio 44 GG GECGE
(CFTMG)

Na figura, os segmentos PB e PD s&o secantes a
circunferéncia, as cordas AD e BC séo
perpendiculares e AP = AD. A medida x do angulo
BPD é

B A p
C
3
D H
030° @40° @50 ©O60°
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Questio 45 GNECGENNNGEGE G
(FGV)

As cordas 4B e CD de uma circunferéncia de centro O
sdo, respectivamente, lados de poligonos regulares de
6 e 10 lados inscritos nessa circunferéncia. Na mesma
circunferéncia, as cordas AD e BC se intersectam no
ponto P, conforme indica a figura a seguir.

A

uy)

C 7

A medida do angulo BPD, indicado na figura por a, é
igual a

Interbits®

0O 120°.
O 124°.
©® 128°.
® 130°.
G 132°.

Questio 46 GGG Gl G
(UER])

José deseja construir, com tijolos, um muro de jardim

com a forma de uma espiral de dois centros, como
mostra a figura a seguir.

(i )

/

Para construir esta espiral, escolheu dois pontos que
distam 1 metro um do outro. A espiral tem 4 meias-
voltas e cada tijolo mede 30 cm de comprimento.
Considerando m = 3, o numero de tijolos necessarios
para fazer a espiral é:

O 100.
O 110.
® 120.
® 130.
G 140.

1z

Questio 47 GG GE GE G
(MACKENZIE)

Na figura, se a circunferéncia tem centro O e BC = OA,
entdo a razdo entre as medidas dos angulos AOD e
COB é

0 52
0 32
®2
® 4/3
03

Questio 48 GG GEGE G
(UFRR])

Um arquiteto vai construir um obelisco de base
circular. Serao elevadas sobre essa base duas hastes
triangulares, conforme figura a seguir, onde o ponto O
€ o centro do circulo de raio 2 m e os angulos BOC e
OBC sao iguais.

B

O comprimento do segmento AB é

0O2m
O 3m
® 3V/2m.
® 2/5m.
@ 2/3m.

Questio 49 GG GE GE e
(CFTMG)

Na figura, os tridngulos ABC e BCD est&o inscritos na
circunferéncia. A soma das medidas m + n, em graus,
é

0 70.
G 90.
® 110.
® 130.
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Questio 50 GGG Gl G
(UFRGS_2023)

Na figura abaixo, ha trés circulos
externamente, com centros colineares.

tangentes

As semirretas r e s tém origem no centro O do primeiro
circulo e sdo tangentes aos outros dois circulos, como
mostra a figura abaixo.

SuperProfessor®

Sabendo que os dois circulos menores possuem
mesma area igual a 1, a area do circulo sombreado é

0o
0 10.
o 12
® 9.
O 10m.

Questio 51 GEINEGENNNNNNGEGE G
(EEAR_2023)

Um jardim tem a forma da figura, sendo AABC um
triangulo retangulo em A e BC um arco de didmetro
BC . De acordo com as medidas dadas na figura e
usando = 3,14 a area desse jardim é m?2.

SuperProfessor®

A 16 m C

0 295
O 282
® 260
® 253

TEM
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Questdo 52 GG GGG
(UNICAMP_2024)

Sr. Gauss tem uma pizzaria, chamada  — zzaria, que
vende dois tipos de pizzas circulares: uma individual,
de didmetro d; e uma de 20 cm de didmetro, partida
em quatro pedagos iguais.

Considerando que o prego de uma pizza €
proporcional a sua area, qual precisa ser o valor de d
para que quatro pizzas individuais custem o mesmo
que a pizza mencionada, de quatro pedagos?

0O 6cm.
® 8cm.
® 10cm.
® 12cm.

Questdo 53 GG GGG
(UNIFOR_2022)

Um artista plastico produz suas obras a partir de
materiais reciclaveis. Ele dispunha de quatro pedacos
de madeira, todos com o formato de um tridngulo
retangulo isdsceles com hipotenusa medindo 10 cm
de comprimento. Com o intuito de minimizar o
desperdicio de material, de cada triangulo ele extraiu
0 maior disco possivel e construiu o painel mostrado

® ©
® @

A area total coberta pelos quatro discos é

SuperProfessor®

O 1007 (3 — 2v2) cm?.
O 1007m(2 —V2) cm?.
® 1007v2 cm?.

® 1007(2 +V2) cm®.
@ 1007(3 + 2v2) cm?.

1z

119



- - [®onaEssoN -

MATEMATICA CRIATIVA

Questio 54 GNEGENNNNNNGEGE G
(UFGD_2023)

Catedral Metropolitana de Brasilia

Projetada pelo arquiteto Oscar Niemeyer, foi o
primeiro monumento a ser criado em Brasilia-DF. Sua
pedra fundamental foi langada em 12 de setembro de
1958. Teve sua estrutura pronta em 1960 e nesta
aparecia somente a area circular de 70 metros de
didmetro, da qual se elevam dezesseis colunas de
concreto (pilares de secg¢do parabolica) num formato
hiperboloide, que pesam noventa toneladas. O
engenheiro Joaquim Cardozo foi o responsavel pelo
calculo estrutural que permitiu a construcdo da
Catedral. Em 31 de maio de 1970, foi inaugurada de
fato, e ja nessa data com os vidros externos
transparentes.

Disponivel em: https://catedral.org.br/historia. Acesso em: 7 set. 2022.

T

Disponivel em: https: i /oeazul.com i i ds tedral-de-brasilia/. Acesso em: 7 set. 2022.

Com base nas informagdes e na imagem dadas, e
partindo da hipétese de que as colunas de concreto
(pilares de secgéo parabdlica) estéo, ao nivel do chéo,
igualmente espacgadas, afirma-se que o comprimento
do arco de circunferéncia entre as bases de duas
colunas de concreto € de, aproximadamente,

Adote: T=23,14

0 13,74 m.
® 26,25 m.
® 27,48 m.
® 219,80 m.
G 240,41 m.

Questio 55 GGG GE G
(UFES)

Na figura, A, B, C e D s&o pontos de uma
circunferéncia, a corda CD é bissetriz do angulo ACB

e as cordas AB e AC tém o mesmo comprimento. Se
o0 angulo BAD mede 40°, a medida & do angulo BAC é

A
0 10° /A

o 15° D

® 20°

® 25° I

G 30°

B~ _~—C

Gabarito _ Cirunferéncia,
Circulo e suas partes

Hora de Praticar

Questdo Resposta

01 B 29 ]
02 A 30 ]
03 B 31 C
04 ] 32 A
05 B 33 A
06 A 34 B
07 A 35 B
08 A 36 ]
09 D 31 ]
10 E 38 A
11 ] 39 A
12 B 40 E
13 D 41 E
14 B 42 B
15 B 43 B
16 B 44 A
17 A 45 E
18 D 46 A
19 B 41 E
20 B 48 E
21 D 49 A
22 B 50 A
23 D 51 D
24 D 52 ]
25 D 53 A
26 C 54 A
21 E 55 E
28 B
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GEOMETRIA DE POSICAO

Como ja aprendemos, ponto, reta e plano sao
conceitos primitivos.

Diante desses conceitos, destaco aqui dois postulados
muito importantes:

P1: Dois pontos distintos determinam uma unica reta.

P2: Trés pontos ndo colineares determinam um unico
plano.

Um conceito que nos sera muito Util ao longo desse
capitulo é o de conjunto convexo:

Uma regiao C de pontos é convexa se, e somente se,
dois pontos quaisquer de C sdo extremos de um
segmento de reta contido em C.

Uma regido néo sera convexa se existirem dois pontos
pertencentes a ela cujo segmento que os une ndo esta
contido na regido.

+ POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS RETAS

Duas retas podem ser coplanares (quando estdo no
mesmo plano) ou reversas. Duas retas coplanares
podem ser distintas ou coincidentes. Sendo distintas,
elas podem ser ditas paralelas (ndo tém pontos em
comum) ou concorrentes (tm um uUnico ponto em
comum. Sendo concorrentes, elas podem ser
classificadas como obliquas ou perpendiculares,
nesse ultimo caso, elas formam um angulo de 90°.

r//s

Retas Paralelas

NAEBSON

TEMATICA CRIATIVA

1z

P rns={P}

S

Retas Concorrentes
Obliquas

rns={P}
rls

Retas Concorrentes
Perpendiculares

Retas Reversas

+ POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E PLANO

Uma reta r estd contida em um plano a se, e e
somente se, todos os pontos de r pertencem ao plano
a.

Uma reta r é paralela a um plano a se, e somente se,
r e @ nao tém pontos em comum.

Uma reta r é secante a um plano a se, e somente se,
r e a ttm um unico ponto e comum.

/

v
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Caso a reta forme 90° com o plano, ela sera dita
perpendicular ao plano.

Observe também que se uma reta é perpendicular a
um plano, entao ela é perpendicular a qualquer reta do
plano que passa pelo ponto de intersecgao L.

+ POSICOES RELATIVAS ENTRE PLANOS

Dois planos distintos sdo paralelos se, e somente se,
nao tém pontos em comum.

i

Dois planos sdo secantes se, e somente se, tém uma
Unica reta em comum.

+ PROJECAO ORTOGONAL SOBRE UM PLANO

A projecédo ortogonal do ponto A sobre o plano é
exatamente o ponto de encontro entre esse plano e a
reta ortogonal a ele que contém o ponto A. Sendo
assim, a projegéo ortogonal de um ponto sobre o plano
também serd um ponto.

1z

Dada uma figura geométrica qualquer e um plano que
ndo contém nenhum de seus pontos, a projecéo
ortogonal dessa figura sobre o plano é a imagem
formada no plano pelo pé dosegmento de reta
ortogonal a esse plano que liga cada ponto dessa
figura ao plano, ou seja, uma projegéo ortogonal de
uma figura geométrica sobre um plano € o conjunto
das projegdes ortogonais de todos os pontos da figura
sobre esse plano.

No exemplo a seguir, temos as projegcdes ortogonais
de um cilindro sobre dois planos diferentes.

De maneira pratica, uma projegéo ortogonal, portanto,
pode ser imaginada como a sombra de uma figura
geométrica em um plano sob o sol do meio-dia.

Se o segmento de reta ja for ortogonal ao plano, a sua
projecao ortogonal sera apenas um ponto. Se o
segmento de reta ndo for ortogonal ao plano, sua
projecdo ortogonal serd o segmento de reta cujas
extremidades s&o as projecdes de suas extremidades
sobre o plano. Observe isso na figura a seguir:

B

O=mmdmmmmmmmm
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+ ANGULOS NO ESPACO

Seja r uma reta secante a um plano a, e nao
perpendicular a a, e r’ a projecéo ortogonal de r sobre
a. O angulo formado pela reta re o plano a € o angulo
formado porrer.

(]

Sejam a e B dois planos secantes e r uma reta contida
em « perpendicular a reta comum a esses planos. O
angulo formado pelos planos a e 8 € o angulo formado
pela reta re o plano S.

Assim, definimos &ngulo diédrico (ou simplesmente
diedro) como o angulo formado por dois semiplanos
de mesma origem.

O angulo triédrico (ou simplesmente triedro) é a regido
do espaco limitada por trés semiplanos que se
encontram num ponto.

uuuuuuuu

+ POLIEDROS

Definigdo: Chamamos de poliedro o sélido limitado
por quatro ou mais poligonos planos, de modo que
dois poligonos adjacentes ndo pertencam a um
mesmo plano e cada lado de poligono é lado de dois

e apenas dois deles.

®

2 A
o&

o @
A palavra poliedro vem do grego poly (muitas) e
hedras (faces), ou seja, muitas faces.

Num poliedro podemos destacar os seguintes
elementos:

Face Vértice

Aresta

Note que os poligonos sédo as faces do poliedro, os
lados de poligono sdo as arestas do poliedro e os
vértices dos poligonos séo os vértices do poliedro.

Observe que no poliedro destacado a seguir no
formato de um baldo de Sao Jodo, temos seis vértices,
oito faces (todas triangulares) e doze arestas.

Quando a nomenclatura, o nome do poliedro é dado
de acordo com o numero de faces, vejamos alguns

exemplos:

Numero de Faces Nome do Poliedro

4 tetraedro
pentaedro
6 hexaedro
7 heptaedro
8 octaedro
9 eneaedro
10 decaedro
11 undecaedro
12 dodecaedro
20 icosaedro
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+ POLIEDROS CONVEXO

Um poliedro é dito convexo quando o plano que
contém qualquer uma de suas faces deixa o poliedro
contido em um mesmo semiespaco. Vocé também
pode recorrer a definicdo de um conjunto convexo, de
modo que basta tomar dois pontos internos quaisquer
do poliedro, se o segmento de reta que os une estiver
sempre contido no poliedro, independentemente dos
pontos escolhidos, ele sera convexo, do contrario ele
sera dito um poliedro ndo convexo.

Poliedro
Nao Convexo

Poliedro
Convexo

Observe, pelo segundo modo, que o poliedro abaixo
nao & convexo.

+ RELACAO DE EULER

Na geometria plana, rapidamente percebemos que o
numero de lados de um poligono é igual ao numero de
vértices. Analogamente, na geometria espacial,
somos levados a seguinte pergunta:

Sera que existe uma relagédo entre o nimero de
vértices, o niimero de faces e o numero de arestas
de um poliedro?

O matematico suigo Leonhard Euler respondeu a essa
pergunta ao demonstrar o seguinte teorema:

Teorema: Em todo poliedro convexo vale a relagéo:
V+F=A4+2,

em que V, F e A representam o numero de vértices,
faces e arestas do poliedro, respectivamente.

1z

Hexaedro
V=8
| F=6
I A=12
7 8+6=12+27Y
Pentaedro

(Piramide de base Quadrangular)

V=5
F=5
A=8

5+5=8+2Y

Embora a relacdo de Euler seja para poliedros
convexos, existem poliedros ndo convexos para os
quais a relagao também é verificada. Assim, podemos
dizer que todo poliedro convexo é euleriano, mas nem
todo poliedro euleriano é convexo.

Quando trabalhamos com poliedros convexos ainda
podemos obter outras relacdes interessantes.

Tomemos, por exemplo, o prisma pentagonal a seguir:

facssdaasas

Quando planificamos esse sodlido, obtemos dois
pentagonos e cinco faces quadrangulares, veja:

Observe que cada face quadrangular possui quadro
lados e cada face pentagonal possui cinco lados.
Assim, o total de lados de poligono que esse poliedro
possui é igual a

5x4+2x5=30.
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Entretanto, na formacdo do poliedro, cada aresta é
formada pela “jungdo” de dois lados de poligonos,
assim o total de arestas é igual a metade do numero
de lados de poligonos quando contados de forma
independente, ou seja:

_ Numero de lados de poligono
B 2

Agora vamos analisar quantas arestas partem de cada
vértice de uma pirdmide de base pentagonal.

Note que do vértice oposto a base partem cinco
arestas e de cada um dos cinco vértices da base
partem trés arestas, assim, de forma independente,
contamos

1x5+5x%x3=20arestas.

Entretanto, observe que nessa contagem cada aresta
foi contada duas vezes, assim, o nimero de arestas
do poliedro € igual a metade da quantidade de arestas
que saem de cada vértice quando contadas de forma
independente, ou seja:

Total de arestas que partem de cada vértice
B 2

+ SOMA DOS ANGULOS DE TODAS AS FACES

Considere o prisma de base triangular a seguir:

Observe que ele é formado por trés faces retangulares
e duas faces triangulares, logo para calcular a soma
dos angulos de todas as faces, basta lembrarmos que
a soma dos angulos internos de um retangulo é 360°
e a soma dos angulos internos de um tridangulo é 180°
e fazer:

S =3-360°+2-180° = 1440°.

1z

Generalizando o processo para um poliedro qualquer
que tenha F faces, para calcularmos a soma S dos
angulos de todas as faces, basta aplicarmos a férmula
que nos da a soma dos angulos internos de um
poligono de n lados que & dada por

S; = (n—2)-180°.

Aplicando a férmula acima para cada uma das faces,
teremos:

S, = (n, —2)-180°
S, = (n, —2) - 180°
Sy = (n; —2) - 180°
Se = (np —2) - 180°

Somando membro a membro as equagdes acima,
temos:

S=<n1+n2+n3+-~+nF—2—2—2—~'—2)'

Dobro do nimero de arestas F vezes

180°
S=(24—2F)-180° = (A—F) - 360°
Logo, pela Relagao de Euler, temos:
S=(V-2)-360°
onde V é o numero de vértices.

+ POLIEDROS DE PLATAO

Um poliedro convexo é chamado poliedro de Platdo
se, e somente se, satisfaz as trés seguintes condigdes:

todas as faces tém o mesmo quantidade de
arestas;

todos os angulos poliédricos tém o mesmo numero
de arestas;

vale arelagdo de Euler (V + F = A + 2).

E possivel provar que existem cinco, e apenas cinco,
classes de poliedros de Platao, a saber, o tetraedro, o
hexaedro, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.

+ POLIEDROS REGULARES

Um poliedro convexo é dito regular se, e somente se,
sdo obedecidas as seguintes condigbes:

todas as suas faces sdo poligonos regulares
congruentes entre si;

todos os seus &ngulos poliédricos sdo congruentes
entre si.

Observe que, dadas as condicoes, todo poliedro

regular € um poliedro de Platao. Sendo assim, existem
exatamente cinco classes de poliedros regulares.
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Conta-se que os antigos membros da escola
pitagdrica haviam associado os quatro elementos da
natureza a quatro dos poliedros regulares e que mais
tarde, Platdo viria associar o quinto poliedro ao quinto
elemento.

Platédo
Fil6sofo e Matematico

Veja a tabela com os poliedros regulares:

TETRAEDRO

4 faces
triangulares

- 6 faces TERRA
quadrangulares
OCTAEDRO

FoGco

8 faces
triangulares

DODECAEDRO
QUITAESSENCIA

12 faces

o

. ETER
pentagonais
[j IDEIA
ICOSAEDRO
20 faces ,
AGUA

triangulares

N\
%

uuuuuuuuuuu

Questio (1 GGG GE G
(UFF)

Jodo Vitor, empresario do ramo de festas e eventos,
decidiu oferecer a seus clientes embalagens
diferenciadas para as populares lembrancinhas.
Segundo o empresario, a introdugdo de uma
embalagem em formato de poliedro convexo regular
(apresentada na imagem, com sua planificagdo)
aumentou seu faturamento no Ultimo més.

Sabendo que a embalagem oferecida por Jodo Vitor
tem o formato de um dodecaedro regular, o numero de
vértices do poliedro correspondente a embalagem é

012
020
® 30
® 32
060

Questdo (2 GINEGENNNNNNGEGE e

A figura a seguir representa uma grande escultura
metalica em forma de octaedro regular cuja aresta AB
esta presa a uma base de concreto. Essa escultura
esta instalada em uma praga publica no centro da
cidade onde mora o artista plastico criador da obra.

L=

A B

Com o passar dos anos, algumas arestas
enferrujaram, sendo necessario substitui-las. Apoés
uma verificagao técnica, foi constatado que apenas as
arestas reversas a aresta AB deveriam ser trocadas.
Assim, o numero de arestas originais que
permanecerdo na escultura sera igual a

QOO
oo AN
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Questdo 03 GG GGG

(Ronaebson)

Adenovirus sdo agentes infecciosos de tamanho
médio, sem envelope, com DNA de cadeia dupla. Até
o0 momento, sdo conhecidos 51 tipos diferentes desse
microébio, divididos em 6 subgrupos (nomeados de A a
F), que podem causar infecgdes em humanos de
qualquer idade, especialmente nas criangas.
Normalmente, eles se instalam nas vias respiratorias,
nos tratos digestério e intestinal e no revestimento dos
olhos.

Disponivel em: https://drauziovarella.uol.com.br/doencas-e-sintomas/infeccao-pelo-
adenovirus-humano/
Acesso em 10/10/2021.

Um determinado adenovirus possui a forma de um
icosaedro, poliedro com 20 faces triangulares, e em
cada um dos vértices desse poliedro ha uma estrutura
denotada por espicula viral.

\ Espicula Viral

O numero de espiculas virais presentes nesses tipos
de adenovirus é

0 12
06 20.
® 30.
® 32.
A 60.

Questio (4 GENEGENNNNGE S G
(FGV)

Dado um tetraedro regular de aresta 6 cm, assinale os
pontos que dividem cada aresta em trés partes iguais.
Corte o tetraedro pelos planos que passam pelos trés
pontos de divisdo mais préximos de cada vértice e
remova os pequenos tetraedros regulares que ficaram
formados.

A soma dos comprimentos de todas as arestas do
solido resultante, em centimetros, é

0 56.
0O 32.
® 30.
® 36.
0 48.

1z

Questio (5 GG GE Gl G
(ENEM)

Representar objetos tridimensionais em uma folha de
papel nem sempre é tarefa facil. O artista holandés
Escher (1898-1972) explorou essa dificuldade criando
varias figuras planas impossiveis de serem
construidas como objetos tridimensionais, a exemplo
da litografia Belvedere, reproduzida a seguir.

Considere que um marceneiro tenha encontrado
algumas figuras supostamente desenhadas por
Escher e deseje construir uma delas com ripas rigidas
de madeira que tenham o mesmo tamanho. Qual dos
desenhos a seguir ele poderia reproduzir em um
modelo tridimensional real?
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Questdao 06 GG GGG

(Ronaebson)

Para calcular o volume dos sdlidos, os chineses
utilizavam quatro soélidos elementares: o lifang (cubo),
0 giandu, o yangma e o bienuan, obtidos do seguinte
modo:

= Interceptar o lifang com um plano que contém sua
diagonal, obtendo dois prismas (giandu).

= Interceptar o giandu com o plano determinado pela
diagonal da face lateral e da face nao perpendicular
a base, obtendo o yangma e o bienuan.

NN

= [Interceptar o yangma com um plano que contém a
diagonal da base e o vértice que ndo pertence a
base, obtendo dois bienuan.

SRV

Disponivel em http://www.rpm.org.br/cdrpm/81/1.html
Acesso em 15/09/2019.

Sabendo que a area total do lifang (cubo) apresentado
inicialmente & numericamente igual ao seu volume,
temos que o volume do bienuan obtido é igual, em
unidades de volume, a

0 216.
O 108.
® 72
© 48.
0 36.

Questio (7 GGG GE G
(UECE)

Um poliedro convexo com 32 vértices possui apenas
faces triangulares. O numero de arestas deste
poliedro é

O 100.
O 120.
® 90.
® 80.

EM
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Questdao 08 GG GGG
(UFJF)

Observe, abaixo, uma imagem desse virus que tem a
forma de um sélido geométrico.

Polyhedral
(Adenovirus)

B

Disponivel em:
<http://www.thinkstockphotos.com/image/
stockillustration-shapes-of-viruses/507687357>.
Acesso em: 14 set. 2016.

Qual é a planificagédo do sélido representado por esse
virus?

Interbits®
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Questdo 09 GG GE GG
(UER])

Dois dados, com doze faces pentagonais cada um,
ttm a forma de dodecaedros regulares. Se os
dodecaedros estdo justapostos por uma de suas
faces, que coincidem perfeitamente, formam um
poliedro céncavo, conforme ilustra a figura.

Interbits®

Considere o numero de vértices V, de faces F e de
arestas A desse poliedro céncavo.

A soma V+F+A é igual a:

0 102
O 106
® 110
® 112

Questio 10 GGG G G

Os fulerenos sdo uma forma alotrépica do Carbono, a
terceira mais estavel apds o diamante e o grafite.
Tornaram-se populares entre os quimicos, tanto pela
sua beleza estrutural quanto pela sua versatilidade
para a sintese de novos compostos quimicos. Os
fulerenos sdo formados quando o carbono vaporizado
se condensa numa atmosfera de gas inerte (hélio).

Um dos formatos mais belos do fulereno € um que se
assemelha a uma bola de futebol, onde as ligagdes
representam as arestas de um poliedro constituido de
12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais e os
vértices representam dtomos de carbonos.

A molécula de fulereno ilustrada possui quantos
atomos de carbono?

0 32
0O 48
® 60
® 9
0 92

1z

Questio 11 GG GE S G
(IFSP)

A figura mostra uma peca feita em 1587 por Stefano
Buonsignori, e esta exposta no Museu Galileo, em
Florenga, na Italia. Esse instrumento tem a forma de
um dodecaedro regular €, em cada uma de suas faces
pentagonais, ha a gravagédo de um tipo diferente de
relégio.

(www.europeana.eu/portal/record/02301/09A148
E006A2F3B5A6E202BB5B4F79735A2D2B6C.html -
Acesso em 15.10.2012. Adaptado)

Em 1758, o matematico Leonard Euler (1707-1783)
descobriu o teorema conhecido por relacdo de Euler:
em todo poliedro convexo com V vértices, A arestas e
F faces, vale a relagédo V-A+F=2. Ao se aplicar
a relagdo de Euler no poliedro da figura, o numero de
arestas néo visiveis é

O 10.
G 12.
@ 15.
® 16.
G 18.

Questio 12 GG GEGE G
(UPF)

O poliedro representado na figura (octaedro truncado)
é construido a partir de um octaedro regular, cortando-
se, para tal, em cada vértice, uma piramide regular de
base quadrangular. A soma dos angulos internos de
todas as faces do octaedro truncado é:

0 2160°
® 5760°
® 7920°
® 10080°
@ 13680°
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Questao 13 GG GGG

As cupulas geodésicas sdo estruturas poliédricas
geradas, principalmente, a partir de dodecaedros ou
icosaedros, mas que também podem ser originadas a
partir de qualquer outro sdlido platénico. Suas faces
costumam ser triangulares, e todos os seus vértices
devem estar sobre uma mesma superficie esférica ou
elipsoide. Além disso, suas arestas devem ser
confeccionadas com um metal bastante leve e
resistente, como o aluminio, por exemplo.

Disponivel em: <https://images.app.goo.gl/luSWsRRj7tgLaDubT7>

Uma importante relagdo entre o numero A de arestas
e o humero V de vértices de uma estrutura como essa
é dada pela desigualdade A+ 6 < 3V < 24. Sendo
assim, para construir uma estrutura geodésica,
dispondo de apenas 25 arestas, sdo necessarios

0 de 5 a 10 vértices.

® de 11 a 16 vértices.
® de 17 a 21 vértices.
® de 21 a 25 vértices.
@ mais de 25 vértices.

Questio 14 GG GEGE G
(UPE)

Um poliedro convexo possui 8 (oito) faces, todas
triangulares. Nestas condigbes, assumindo que tal
poliedro exista, o numero esperado de vértices para
este sera

0

QOO
O ~N®O =

Questio 15 GGG GE G
(UECE)

Um poliedro convexo tem 32 faces, sendo 20
hexagonos e 12 pentagonos. O numero de vértices
deste poligono

0 90.
G 72
® 60.
® 56.

1z

Questio 16 NN GENNNNNNGE Gl G
(CPS_2017)

O caleidoscopio consiste em um prisma regular de
base triangular, obtido da unido de trés espelhos
planos retangulares, todos com as suas faces
espelhadas voltadas uma para as outras (desenho 1).
Em uma das bases triangulares, é colado um material
translucido, enquanto a outra base é opaca, contendo
apenas um furo em seu centro. Dentro do
caleidoscépio encontram-se pequenos objetos soltos,
tais como contas ou pedacinhos de papel.

Ao olharmos para o interior do caleidoscopio através
do furo da base opaca, podemos ver as imagens
obtidas pelas inumeras reflexbes dos objetos nos
espelhos.

desenho 1

Desejando construir seu caleidoscopio, Jodo o fez
com papel cartdo escuro (desenho 2).
aba de colagem
material
furo translucido

o COLE O ESPELHO AQUI

COLE O ESPELHO AQUI
abas de /

colagem \

\ abas de
/ colagem

COLE O ESPELHO AQUI

Interbits®

desenho 2

Joao colou dois espelhos consecutivos, bem como as
abas correspondentes das laterais nas bases
formadas com os tridngulos equilateros. Enquanto
esperava a cola secar, decidiu olhar as imagens de um
botdo que ele segurou entre esses dois espelhos.
Como o caleidoscopio ainda ndo estava fechado
completamente, ele péde olhar diretamente para as
faces refletoras dos espelhos.

O numero de imagens distintas (N) que se formam de
um objeto colocado entre dois espelhos pode ser
calculado pela relacéo

360°
" angulo entre as superficies refletoras

O numero maximo de imagens distintas do botao, que
podem ser vistas por Jodo &

(AN
®5

02
Q6

®3
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Questio 17 GG GE S G
(UEMA)

A bola de futebol evoluiu ao longo do tempo e,
atualmente, € um icosaedro truncado, formado por 32
pecas, denominadas de gomos e, geometricamente,
de faces. Nessa bola, 12 faces s&o pentagonos
regulares, e as outras, hexagonos, também regulares.
Os lados dos pentagonos e dos hexagonos s&o iguais
e costurados. Ao unirem-se os dois lados costurados
das faces, formam-se as arestas. O encontro das
arestas formam os vértices. Quando cheio, o poliedro
& similar a uma esfera.

O numero de arestas e o numero de vértices
existentes nessa bola de futebol sao,
respectivamente,

Pode ser utilizado o Teorema de Descartes-Euler,
A+2=V+F

0 80e60
® 80e50
® 70e40
® 90 e60
A 9%0e50

Questio 18 GG GEGE G
(UFPR)

Todas as faces de um cubo sdlido de aresta 9 cm
foram pintadas de verde. Em seguida, por meio de
cortes paralelos a cada uma das faces, esse cubo foi
dividido em cubos menores, todos com aresta 3 cm.
Com relagéo a esses cubos, considere as seguintes
afirmativas:

1. Seis desses cubos menores terdo exatamente uma
face pintada de verde.

2. Vinte e quatro desses cubos menores terdo
exatamente duas faces pintadas de verde.

3. Oito desses cubos menores terdo exatamente trés
faces pintadas de verde.

4. Um desses cubos menores nao tera nenhuma das
faces pintada de verde.

Assinale a alternativa correta.

O Somente as afirmativas 1, 2 e 4 sdo verdadeiras.
® Somente as afirmativas 1 e 4 sdo verdadeiras.
@® Somente as afirmativas 1, 3 e 4 sdo verdadeiras.
® Somente as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.
@ As afirmativas 1, 2, 3 e 4 séo verdadeiras.

1z

Questio 19 GG GE S G
(UEL)

Originalmente os dados eram feitos de osso, marfim
ou argila. Ha evidéncias da existéncia deles no
Paquistdo, Afeganistdo e noroeste da india, datando
de 3500 a.C. Os dados cubicos de argila continham de
1 a 6 pontos, dispostos de tal maneira que a soma dos

pontos de cada par de faces opostas é sete.
Adaptado de: Museu Arqueoldgico do Red Fort. Delhi, India.

Atualmente, além dos dados em forma de cubo
(hexaedro), encontram-se dados em varios formatos,
inclusive esféricos, como mostram as figuras a seguir.

Apesar do formato esférico, ao ser langado, o dado
mostra pontos de um a seis, como se fosse um dado
cubico. Isso acontece porque no interior da esfera
existe uma cavidade em forma de octaedro, na qual
existe um peso (um chumbinho) que se aloja em um
dos vértices do octaedro.

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente, a
propriedade dos poliedros regulares que justifica o fato
de a cavidade no interior da esfera ser octaédrica.

® O numero de vértices do octaedro é igual ao
numero de faces do hexaedro.

O O numero de vértices do octaedro ¢ diferente do
numero de faces do hexaedro.

® O numero de arestas do octaedro é igual ao
numero de arestas do hexaedro.

® O numero de faces do octaedro é igual ao nimero
de vértices do hexaedro.

O O numero de faces do octaedro é diferente do
numero de vértices do hexaedro.

Questio 20 GG GE Gl G
(UFC)

O numero de faces de um poliedro convexo com 20
vértices e com todas as faces triangulares é igual a:

0 28
0O 30
® 32
® 34
0O 36
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Questio 2] GG G G
(UER])

Considere o icosaedro a seguir (Fig.1), construido em
plastico inflavel, cujos vértices e pontos médios de
todas as arestas estdo marcados.

A partir dos pontos médios, quatro tridngulos
equilateros congruentes foram formados em cada face
do icosaedro.

Admita que o icosaedro é inflado até que todos os
pontos marcados figuem sobre a superficie de uma
esfera, e os lados dos triangulos tornem-se arcos de
circunferéncias, como ilustrado na figura 2.

Observe agora que, substituindo-se esses arcos por
segmentos de reta, obtém-se uma nova estrutura
poliédrica de faces ftriangulares, denominada
geodésica. (Fig. 3)

Figura 1

Figura 3 .

W/ K=
VAVAS
DaVavai

L4

L

O numero de arestas dessa estrutura € igual a:

0 %
0 120
® 150
® 180

Questio 22 GGG GE G
(PUCRS)

Um poliedro convexo €& formado por faces
quadrangulares e 4 faces triangulares. A soma dos
angulos de todas as faces € igual a 12 retos.

Qual o numero de arestas desse poliedro?

03

WO
AN~ O

Questio 23 GGGl GE G
(PUCRS)

Um poliedro convexo possui duas faces pentagonais
e cinco quadrangulares. O numero de vértices deste
poliedro é

QOO
= 0o A

1z

Questio 24 GG GEGE T
(UFC)

Um poliedro convexo sé tem faces triangulares e
quadrangulares. Se ele tem 20 arestas e 10 vértices,
entdo, o numero de faces triangulares é:

0 12
o 11
® 10
09
(E ;]

Questdo 25 GG GGG
(UER])

Um icosaedro regular tem 20 faces e 12 vértices, a
partir dos quais retiram-se 12 pirdmides congruentes.
As medidas das arestas dessas piramides sdo iguais
a 1/3 da aresta do icosaedro. O que resta € um tipo de
poliedro usado na fabricagdo de bolas. Observe as
figuras.

Para confeccionar uma bola de futebol, um arteséo
usa esse novo poliedro, no qual cada gomo é uma
face. Ao costurar dois gomos para unir duas faces do
poliedro, ele gasta 7 cm de linha.

Depois de pronta a bola, o artesdo gastou, no minimo,
um comprimento de linha igual a:

O70m
®63m
®49m
®21m

Questio 26 GG GE Gl G
(PUCRS)

Um poliedro convexo tem 7 faces. De um dos seus
vértices partem 6 arestas e de cada um dos vértices
restantes partem 3 arestas. Quantas arestas tem esse
poliedro?

(AJ:]
O 10
o 12
o 14
O 16

Questio 27 GG GE GE G
(UFC)

Um poliedro convexo de nove vértices possui quatro
angulos triédricos e cinco angulos tetraédricos. Entao
o0 numero de faces deste poliedro é:

0O 12
(B MK
0

PoO®

1
9
8
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Questdo 28 GGG GE G

(Ronaebson)

Um artista plastico deseja confeccionar uma escultura
metalica no formato de um rombicosidodecaedro, um
poliedro convexo constituido por faces regulares,
sendo 20 triangulares, 30 quadrangulares e 12
pentagonais, conforme a figura.

Disponivel em https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rhombicosidodecahedron.jpg.
Acesso em 09 set. 2023.

Em cada vértice da obra de arte, o artista pretende
colocar uma esfera, interligando por meio dela tubos
que constituirdo as arestas do sélido geométrico, cujos
comprimentos deverdo ser de 20 cm.

Sabendo-se que o prego de 6 metros desse tubo é de
R$ 150,00 e que uma caixa contendo 12 dessas
esferas é vendida a R$ 22,00, quanto o artista devera
gastar com a compra desses materiais?

0O R$ 670,00
® R$ 710,00
® R$ 860,00
® R$ 1040,00
A R$ 1310,00

Questio 29 GG Gl G
(UFJF)

A figura a seguir representa a planificagdo de um
poliedro convexo.

O numero de vértices deste poliedro é:

0 12
G 14.
@ 16.
® 20.
0 22.

1z

Questdo 30 GG GG e
(UNIFESP)

Considere o poliedro cujos vértices sao os pontos
médios das arestas de um cubo.

O numero de faces triangulares e o nimero de faces
quadradas desse poliedro sdo, respectivamente:

0O 8e8
®8¢eb
®6e8
®8e4
@ 6eb

Questio 31 GG GE GE G
(UFRGS)

As figuras a seguir representam um octaedro regular
e uma de suas planificagoes.

E
B

DV

F
r
S a e
q
m f b p

Interbits®

n

Aos vértices A, B, E, F do octaedro correspondem,
respectivamente, os pontos a, b, e, f da planificagao.

Ao vértice D do octaedro correspondem, na
planificagéo, os pontos
O m,n,p.
Onpaq
®p.qr
®aq,r,s.
Or,s,m
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Questdo 32 GG GGG

(Ronaebson)

José Antbnio ganhou do seu tio varios cubos de
plastico, algumas apenas com faces brancas, outros
com todas as faces verdes e os demais contendo
faces brancas e verdes. Em um dado dia, ele estava
brincando e empilhou 14 deles conforme a figura a
imagem a seguir.

Desses 14 cubos, tendo como referéncia apenas essa
vista, 0 numero maximo de que podem ter todas as
faces verdes é

QOO
5,1 U NI

Questao 33 GG GGG
(Insper)

De cada vértice de um prisma hexagonal regular foi
retirado um tetraedro, como exemplificado para um
dos vértices do prisma desenhado a seguir.

Interbits® §

O plano que definiu cada corte feito para retirar os
tetraedros passa pelos pontos médios das trés arestas
que concorrem num mesmo Vértice do prisma. O
numero de faces do poliedro obtido depois de terem
sido retirados todos os tetraedros é

0 24.
06 20.
@ 18.
® 16.
G 12.

AAAAAAAAAA

1z

Gabarito_Poliedros

Hora de Praticar
Questdo Resposta
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
21
28
29
30
31
32
33
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PRISMAS

O prisma é uma das formas poliédricas mais presentes
no nosso dia a dia, quando olhamos em volta,
rapidamente o enxergamos numa caixa de sapatos,
numa caixa de leite, no formato dos prédios, nos favos
de mel das abelhas, em embalagens de presentes,
etc.

Definigao: Sejam dois planos « e B paralelos e
distintos. Consideremos uma regido poligonal com R
contida em « € uma reta r secante aos planos a e £.
Chama-se prisma, a unidao de todos os segmentos
paralelos a reta r, com uma extremidade na regido
poligonal R e a outra extremidade em g.

Podemos destacar num prisma o0s seguintes
elementos:

Bases: sao os poligonos 4,4, - A, € B;B; - By;
Faces Laterais: s&o todos os poligonos que
formam a superficie do prisma, exceto as bases.
Observe que as faces laterais do prisma sao
paralelogramos.

Vértices: sdo os vértices das faces
(A1, Ay, ..., A, By, By, ..., B).

Arestas da Base: sdo os lados dos poligonos da
base.

Arestas Laterais: sao os segmentos formados pela
interseccéo de duas faces laterais
(A,B;,A,B,, ...,A,B,).

Altura: distancia entre os planos das bases.

base

aresta
lateral

1

I lateral

: ,/ altura
]

i

-~

-

/ \

base aresta de base

O nome do prisma ¢é dado de acordo com o nimero de
arestas da base.

Prisma Prisma Prisma Prisma
Triangular Quadrangular Pentagonal Hexagonal

Um prisma é reto quando suas arestas laterais sédo
perpendiculares em relagdo aos planos das bases e
sera dito um prisma obliquo quando as arestas laterais
forem obliquas em relagdo aos planos das bases.

)
)
)
L]
)
1
)
)
1
)
)
1
)
)
1
JL—dL——
’
’,
’
’
Prisma Prisma
Reto Obliquo

No prisma reto, as faces laterais s&o retangulares e no
prisma obliquo sao paralelogramos.
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4+ PRISMA REGULAR

Um prisma é dito regular quando ele for reto e as
bases forem poligonos regulares.

Vale destacar que em todo prisma regular as arestas
laterais s&do todas congruentes e as faces laterais sao
retdngulos também congruentes entre si.

+ AREAS DE UM PRISMA

Area da Base (4;): é area do poligono da base.
Area Lateral (4,): é a soma das areas de todas as
faces laterais.
Area Total (4;): é a soma da éarea lateral com as
areas das duas bases.

A=A, +2-Ag

+ PARALELEPIPEDO

Paralelepipedo é todo prisma cujas bases s&o
paralelogramos.

PARALELEPiPEDO
RETO

PARALELEPIPEDO
OBLIiQUO

Paralelepipedo Reto-Retangulo

Dedicaremos nossas atengbes ao paralelepipedo
reto-retdngulo, que é o paralelepipedo cujas bases
sdo retangulares e cujas arestas laterais sdo todas
perpendiculares em relagao aos planos das bases.

Consideremos um paralelepipedo reto-retangulo de
cujas dimensdes — comprimento, largura e altura — sdo
as medidas a, be c.

NAEBSON

TEMATICA CRIATIVA

1z

Quando olhamos para as faces do paralelepipedo,
percebemos dois retangulos de area ab, dois de area
ac e dois de area bc. Assim, a area total desse
paralelepipedo é a soma das areas de suas seis faces:

Ar = 2ab + 2ac + 2bc
U
Ar=2-(ab+ ac+ bc)

Para o calculo da diagonal D do paralelepipedo,
vamos calcular primeiramente a diagonal d da base
utilizando o Teorema de Pitagoras.

D
/// d b
a
d*=a*+b* = d=+a*+b?

Dai,

D?=d?+c%? = D?=qa?+ b?+c?

D =+a?* + b* + ¢?

+ CUBO

O cubo é o paralelepipedo reto-retangulo cujas
arestas séo todas congruentes.

Considerando o cubo de aresta a, como indicado na
figura, percebemos que ele tem seis faces quadradas,
assim, sua area total pode ser calculada da seguinte
maneira:
A = 6a?

Para o célculo da diagonal D do cubo, vamos calcular
primeiramente a diagonal d da base utilizando o
Teorema de Pitagoras.

d?2=a?’+4+a*> = d*’=2a> = d=aV2
Dai,
= D? =3a?

= 2a% + a?

av3

D?=d*+a®> = D?

D
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+ CALCULO DE VOLUMES

O volume de um corpo é a medida do espaco por ele
ocupado. Por exemplo, ao mergulharmos uma laranja
num recipiente com agua, observamos que parte da
agua é deslocada, de modo que essa quantidade de
agua deslocada é igual a porgédo do espago ocupado
pela laranja.

& _

Adotaremos um cubo de aresta 7 u.c. (unidades de
comprimento) como sendo a nossa unidade de volume
de referéncia, ou seja, o volume desse cubo medira 1
u.v. (unidade de volume).

V=1uv.=1(u.c.)?

lu.c.

As unidades de medidas de volume podem ser
representadas na escala a seguir:

X 1000 X 1000 X 1000 X 1000 X 1000 X 1000

YT THTHATE'
 km? ‘ hm? ‘dam-"| m? ‘dm3|cm3 ‘mm3‘

LN WP WP W WL

: 1000 11000 : 1000 : 1000

: 1000 :1000

Outra unidade de volume usada € o litro (L), definida
como 1dm3. Também podemos trabalhar com seus
multiplos e submultiplos, vejamos:

X10 X10 X10 X10 X10 X10

8l 8 N % %%
kL | hL | daL | L | dL | e | mL |
Seof R N Nl Nl N S

110 110 110 :10 110

E importante perceber também as seguintes relagdes:

1L = 1dm?3 = 1000 cm?
(]
1000 mL = 1000 cm® = 1mL=1cm3

1z

Além disso,

1m3 = 1000 dm3® = 1000 L

Talvez vocé nao saiba que o nome desta conhecida
unidade de volume deriva do nhome de um cientista de
apelido Claude Emile Jean-Baptiste Litre (1716 —
1778). Foi um notavel investigador, sendo de realgar
os seus trabalhos no dominio dos pesos e
medidas. Seria na passagem do aniversario da morte
de Litre, em 1978, que a Comissdo Geral de Pesos e
Medidas decidiu utilizar o nome deste cientista para o
dm3 e adoptar o simbolo L, de acordo com a doutrina
de que os simbolos das unidades cujo nome deriva de
pessoas devem ser escritos com letra mailscula.

Diante do exposto, para o célculo do volume de um
paralelepipedo reto-retdngulo de dimensdes 6, 2 € 3
unidades de comprimento, podemos dividi-lo em
cubinhos de lado 7 u.c., como na figura, assim,
teremos trés camadas de 12 cubinhos cada uma,
resultando um total de 36 cubinhos.

Logo, o volume desse paralelepipedo pode é dado
pelo produto
V=6x2x3=36u.u.

Generalizando, temos que o volume do

paralelepipedo de dimensdes a, b e ¢, € dado por
V=a-b-c
O volume de um cubo de arestas iguais a a € dado
por:
V=a?

Principio de Cavalieri

As figuras a seguir representam os mesmos blocos de
madeira empilhados de duas maneiras diferentes.

=4

H T

E facil ver que as pilhas tém volumes iguais, pois o
volume de cada pilha é a soma dos volumes dos
blocos de madeira que a compdem, e as duas pilhas
sao compostas pelos mesmos blocos. Em outras
palavras, embora o formato de um sélido geométrico
seja modificado, excetuando os casos em que ele
perde ou ganha massa, seu volume permanece 0O
mesmo.
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O matematico Bonaventura Cavalieri, professor da
Universidade de Bolonha, transformou essa ideia
intuitiva numa importante proposicao:

Dois sélidos de mesma altura tém volumes iguais se
as secgbes as secgbes planas de iguais altura
possuirem a mesma area.

Abaixo seguem outras possiveis planificagdes para
um cubo

[ | | | I ] ]

e e — e —

Assim, podemos usar o principio de Cavalieri para o L — — —
calculo do volume de um prisma. |

Consideremos um prisma e um paralelepipedo reto- — ]
retdngulo de mesma altura, cujas bases estéo — L
contidas em a e tém a mesma area Az. Note que
qualquer plano B, paralelo a «, que intercepta o
prisma, também intercepta o paralelepipedo.

Uma das planificagdes do paralelepipedo reto-
retdngulo é dada por:

P
T | . .
S — - JE

Como qualquer secgdo transversal de um prisma é
congruente as suas bases, temos que qualquer plano
B, tomado nas condigbes anteriores, determina
nesses prismas secgdes de mesma area, assim, como
eles tém a mesma altura, pelo Principio de Cavalieri,
0s volumes sdo iguais, ou seja, o volume de um prisma
é igual ao volume de um paralelepipedo reto-retangulo
de mesma area da base e mesma altura, ou seja:

Para um prisma de base pentagonal, uma das
maneiras que temos de planifica-lo é dada a seguir.

VPrisma = AB -h

+ PLANIFICAGAO

Um cubo pode ser planificado de varias maneiras, -~
seguem os exemplos:
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Questdo (1 GG GEGE G

(Ronaebson)

Carlito estava brincando com seu “material dourado”
formado com cubinhos de aresta medindo 1 cm.
Inicialmente, ele montou um cubo completo de lado 5
cm, depois ele retirou alguns cubinhos de lado 1 cm
obtendo um sélido composto por colunas de mesma
altura sobre uma camada completa correspondendo a
base, conforme a ilustragéo.

Qual o numero de cubinhos que Carlito retirou do cubo
de lado 5 cm formado para confeccionar o soélido
descrito acima?

0 36
0O 45
® 48
® 64
0O 80

Questdo (2 GGG GE G

(Ronaebson)

Fabiano € um marceneiro muito habilidoso e, para o
preparo de um objeto de decoracédo, ele tomou um
cubo de madeira de volume igual a 8000 cm?, fez trés
cortes em trés de suas faces e produziu a peca
mostrada na figura a seguir.

Para saber quando de tinta ele necessita comprar para
pintar essa peca, ele precisa calcular sua area total.
Assim o valor encontrado por Fabiano para a area total
da peca foi

O 2400 cm?.
® 1800 cm?.
® 1440 cm>.
® 1200 cm>.
O 1120 cm>

1z

Questdo (3 GG GG e

Um cubo foi pintado de verde. Em seguida, foi cortado
paralelamente as faces, obtendo-se oito blocos
retangulares menores. As faces sem cor desses
blocos foram pintadas de vermelho.

P
o | b

”

Qual é a razéo entre a area da superficie total verde e
a area da superficie total vermelha?

OO
RoowiNda

1:
1:
1:
2:
3:

Questdo (4 NN GENNNN GGG

Vocé deve ter observado que varias marcas de sabao
em po tiveram uma mudanca na embalagem de 1kg:
passaram de um paralelepipedo “mais estreito e alto”
para um “mais largo e baixo”.

As embalagens tém medidas aproximadamente iguais
a:

Embalagem antiga: 5 cm x 18 cm para a base e 24
cm para a altura.

Embalagem nova: 6 cm x 20 cm para a base e 18

cm para a altura.
Revista do Professor de Matematica 60, 2006 (adaptado)

Sabendo que ambas as embalagens tém volume
suficiente para embalar 1kg do produto, a mudanga
nas embalagens proporciona a empresa que
comercializa o produto uma redugdo nos custos de
fabricagao das embalagens de aproximadamente

0 8,4%.

A 10,0%.
® 15,5%.
® 48,6%.
G 91,6%.
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Questdo 05 GG GGG

(Ronaebson)

Um engenheiro de materiais pediu para um torneiro
mecanico que confeccionasse uma peca de ferro,
obtida a partir do recorte de um cubo de aresta 20 cm,
de acordo com a figura.

Sabe-se que a pecga retirada corresponde a um
paralelepipedo reto-retdngulo de 5 cm de largura, 6 cm
de comprimento e 12 cm de altura.

Dado que a densidade do ferro é de aproximadamente
8 g/cm3, a massa da peca obtida pelo torneiro foi

0 2,88 kg.
O 5,12 kg.
@ 40,96 kg.
® 61,12 kg.
O 80,00 kg.

Questdao 06 GG GE GG

(Ronaebson)

Lapide é uma pedra que contém uma inscricdo
(epitafio) gravada para registrar a morte de uma
pessoa, normalmente localizada sobre o tumulo ou
anexada a ele.

No cemitério Morada Pacifica, as lapides sao pedras
macigas de granito que tem a forma de um prisma reto
de seis faces nos seguintes formatos: dois trapézios
retdngulos, dois quadrados e dois retadngulos. As
medidas estéo indicadas na figura.

RONAEBSON

50 em

40 cm

1T

40 em

,,1" - o-
»®

40 em

Sabendo-se que a densidade do granito & de
2,7 g/cm3, estima-se que a massa dessa lapide seja
de aproximadamente

0 27 kg.
O 40 kg.
® 108 kg.
® 130 kg.
O 270 kg.

1z

Questdo (7 GG GG e

(Ronaebson)

A nota de R$ 100 é a nota de maior valor em circulagao
Nno nosso pais, ela possui 7 cm de largura e 15,6 cm
de comprimento, além disso, um “mago” (pacote)
contendo 100 notas de R$ 100 possui cerca de 1 cm
de espessura, como ilustra a figura a seguir.

Aecinho recebe de mesada R$ 10.000,00 sempre num
mago de notas de R$ 100 e a guarda num cofre no
formato de um paralelepipedo reto retangulo cujas
dimensdes internas sdo 31,2 cm de comprimento, 21
cm de largura e 6 cm de altura. Depois de algum
tempo juntando seu dinheiro, sempre em pacotes de
100 notas, ele o organizou de tal modo dentro do seu
cofre que a parte interna ficou completamente
preenchida.

O valor que Aecinho conseguiu acumular nesse
periodo foi igual a

O R$ 20000,00.
® R$ 30000,00.
® R$ 60000,00.
® R$ 180000,00.
@ R$ 360000,00.

Questdo 08 GINEGENNNNN GG

(Ronaebson)

Uma ponte sera construida para a travessia de
veiculos. Para tanto, oito colunas de sustentacdo
devem ser erguidas, de modo que cada coluna tem a
forma de um paralelepipedo reto retangulo de 0,8m de
largura, 1 m de comprimento e 10 m de altura.

Sabe-se que o metro cubico de concreto custa R$
250,00 e que deverdo ser comprados 10% a mais de
material do que o necessario para a construgao das
colunas por conta dos eventuais e inevitaveis
desperdicios.

O custo total que a empreiteira terda com a compra do
concreto para a construgao dessa ponte sera

O R$ 16.000,00
® R$ 17.600,00
® R$ 24.000,00
® R$ 32.000,00
@ R$ 64.000,00
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Questdo 09 GG GEGEa

(Ronaebson)

Uma empresa ira produzir placas que serve de peso
para papéis em escritério e ao mesmo tempo como
item de decoragdo com o simbolo do Superman. As
placas terdo a forma de um prisma pentagonal com
um S impresso na parte superior.

Para a produgao de cada placa sera usado um prisma
de altura 2 cm e cuja base é um pentagono como
descrito na figura a seguir, onde todos os angulos
obtusos destacados sdo iguais a 120° e seus lados
medem 8 cm, 4 cm, 12 cm, 12 cm 4 cm.

Sabendo que a densidade do material utilizado para
fazer essa placa é 12,5g/cm® e que V3 =17, a
massa da placa antes que seja impresso o S na parte
superior é de aproximadamente

0O 190,4 g.
® 2380 g.
® 1190,0 g.
® 2380,0 g.
@ 2720,0g.

Questio 10 GENECGENNNNNN G GE G
(ENEM)

Uma editora pretende despachar um lote de livros,
agrupados em 100 pacotes de 20 cm x 20 cm x 30 cm.
A transportadora acondicionara esses pacotes em
caixas com formato de bloco retangular de 40 cm x 40
cm x 60 cm. A quantidade minima necessaria de
caixas para esse envio é

09
o 11
o® 13
o 15
Q17

1z

Questdo 11 GG GGG

(Ronaebson)

O prédio de uma grande penitenciaria tem a forma de
um cubo. As figuras a seguir apresentam trés vistas do
prédio, com as respectivas regides em que se dividem.

R|O

entrada
da
garagem

N|A

rua - entrada principal

Vista Superior
(planta)

4 |3

entrada

da
garagem

1|2

Vista frontal - da rua

X|Y

Z|W

ra

Vista lateral - de frente
para a entrada da garagem

Dessa forma, o prédio se divide em 8 cubos menores,
e cada um deles representa um setor diferente. Para
identificar o lugar de cada setor, utiliza-se um codigo
de trés digitos, de acordo com as quatro regides
estabelecidas em cada uma das vistas do prédio
apresentadas na figura.

Por exemplo, o setor administrativo que fica de frente
para a rua, no andar de cima, do lado da garagem, tem
codigo A3X, ja o setor de produtividade e refeigdo que
fica na parte dos fundos, no andar de baixo, na lateral
oposta a garagem, tem codigo R1A.

Assim, se o setor de celas tem cddigo R4Y, isto
significa dizer que ele fica

0 na parte dos fundos, no andar de cima e na lateral
oposta a garagem.

® na parte dos fundos, no andar de cima e do lado
da garagem.

® na parte dos fundos, no andar de baixo e na
lateral oposta a garagem.

® de frente para a rua, no andar de cima e na lateral
oposta a garagem.

O de frente para a rua, no andar de baixo e do lado

da garagem.
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Questio 12 GNECGENNNNGEGE G
(ENCCEJA_2020)

As bagagens de méo levadas a bordo do avido pelos
passageiros tém limites padronizados para altura,
largura e profundidade. Para verificar se as dimensées
da bagagem de méo estdo dentro dos padrbes
maximos recomendados, criou-se um gabarito. Caso
a bagagem de méo caiba dentro desse gabarito, é
considerada dentro dos padrdes. A figura ilustra o uso
desse tipo de gabarito.

O sdlido geométrico cujo formato se assemelha ao do
gabarito é chamado de

O cilindro.
O cone.

® piramide.
® prisma.

Questio 13 RGN G GE G
(Fuvest_2019

A figura mostra uma escada macica de quatro
degraus, todos eles com formato de um
paralelepipedo reto-retdngulo. A base de cada degrau
é um retdngulo de dimensdes 20 cm por 50 cm, e a
diferencga de altura entre o piso e o primeiro degrau e
entre os degraus consecutivos é de 10 cm.

20cm

Interbits®

10cm

50cm

AN

Se essa escada for prolongada para ter 20 degraus,
mantendo o mesmo padrdo, seu volume sera igual a

Questdo 14 GINGENNNN GGG

Para construir uma caixa com a forma de um
paralelepipedo retangulo, foi usado um quadrado de
cartolina de 12 cm de lado. Nessa cartolina, recortou-
se um dodecagono com quatro lados medindo xcm e

oito lados medindo (2 + y) cm. A caixa tem altura y e

sua base & um quadrado de lado x. Observe as
ilustracdes:

(" X
2

12

ro|x

A expressdo que determina o volume V da caixa em
fungdode x é

O V(x)=—-x%+6x
O V(x) =x3—6x?
® V(x) = —x3—6x?
® V(x) = x3 + 6x?
O V(x) = —x3+6x2

Questio 15 GG GEGE G
(EFOMM_2019)

Duas caixas cubicas e retangulares perfeitas, tém seis
faces de quadrados perfeitos. As faces da primeira
caixa tém 3 m? de area, e cada face da segunda caixa
tem 9 m? de area. A razdo entre o volume da primeira
caixa e o volume da segunda é:

Q 31/2
9 3—1/2
@ 3—3/2
@ 33/2
G 3—2/3
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Questdo 16 RGN GGG

(Ronaebson)

Manter a qualidade do produto pds-colheita €
essencial para ndo perder o rendimento conquistado
na lavoura. Armazenar os grdos com seguranga, ou
seja, protegidos de fatores externos que possam
danificar sua integridade, é sindnimo de preservagao
dos investimentos feitos durante toda uma safra. A
escolha do tipo de silo a ser utilizado pela propriedade
vai depender dos fatores econdmicos, tecnoldgicos,
flexibilidade de uso, facilidade de obtengdo dos
materiais de construcédo e as perdas que podem ser
geradas. Os tipos mais comuns sdo os silos de
superficie e os silos de trincheira. O silo de superficie
€ 0 mais barato de se construir, pois ndo exige
estruturas de alvenaria ou de revestimentos. Nao tem
uma secdo bem definida, mas se assemelha a forma
trapezoidal.

Disponivel em https://agropos.com.br/armazenamento-de-graos/
https://www.fundacaoroge.org.br/blog/tipos-diferentes-de-silo-vantagens-e-desvantagens
Acesso em 07/11/2021.

Um silo de superficie tem a forma de um prisma
trapezoidal e suas as dimensdes estéo representadas
no esbocgo a seguir.

2m

3m

Dado que o volume de grdos armazenados € de
75 m3, tem-se que a “altura do silo”, acima do solo, é

O05m
®10m
®15m
®20m
@25m

1z
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Questio 17 RGN GE GE G
(ENEM)

Eclusa é um canal que, construido em aguas de um
rio com grande desnivel, possibilita a navegabilidade,
subida ou descida de embarcagbes. No esquema a
seguir, estd representada a descida de uma
embarcacao, pela eclusa do porto Primavera, do nivel
mais alto do rio Parana até o nivel da jusante.

Interbits®

Vv O

Valvula de enchimento

R =
Valvula de dreno

Enquanto a valvula de enchimento esta
fechada e a de dreno, aberta, o fluxo de

' agua ocorre no sentido indicado pelas setas,
esvaziando a camara até o nivel da jusante.
. Quando, no interior da camara, a agua atinge
e o nivel da jusante, a porta 2 é aberta, e a
embarcagdo pode continuar navegando rio
abaixo.

Camara

A camara dessa eclusa tem comprimento aproximado
de 200 m e largura igual a 17 m. A vaz&o aproximada
da agua durante o esvaziamento da cémara é de
4.200 m3 por minuto. Assim, para descer do nivel mais
alto até o nivel da jusante, uma embarcacao leva cerca
de

O 2 minutos.
® 5 minutos.
® 11 minutos.
® 16 minutos.
O 21 minutos.

Questdo 18 GINEGENNNNN GGG

(Ronaebson)

Querendo calcular o volume de um corpo com formato
irregular, Uchda teve uma ideia simples, porém genial.
Pegou um aquario no formato de um paralelepipedo
reto retdngulo com base de dimensdes 50cm x 30 cm
e altura igual a 40 cm e colocou agua até certo nivel.
Mergulhou o referido corpo até que ele ficasse
completamente submerso e mediu novamente o nivel
da agua.

Uchda percebeu que a variagdo do nivel da agua do
primeiro momento para o segundo momento foi de
5cm e com isso ele pode calcular o volume do corpo,
que eraigual a

O 7,5 litros.
O 15 litros.
® 20 litros
® 75 litros.
@ 7500 litros.
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Questdo 19 RGN GGG

(Ronaebson)

Material Dourado é um dos materiais idealizados pela
médica e educadora Maria Montessori. Ele tem como
foco o trabalho com a matematica. Apesar de ter sido
elaborado para o trabalho com aritmética, seguiu os
mesmos principios montessorianos sobre a educacao
sensorial.

Samuel, brincando com os cubinhos menores do seu
material dourado, colou doze desses cubos para fazer
uma pega como a da figura a seguir.

N

Ele pintou toda a peca de vermelho, incluindo a parte
de baixo. Quantos dos cubinhos que compdem a pega
tiveram exatamente quatro faces pintadas?

04
06
®s3
09
Q12

Questio 20 GENECGENN G GE G
(UECE_2019)

José reuniu alguns cubinhos brancos unitarios (a
medida da aresta de cada um deles ¢ igual a 1cm),
formando um cubo maior, e, em seguida, pintou esse
cubo de vermelho. Ao “desmontar” o cubo maior,
verificou que tinha 80 cubinhos com mais de uma face
pintada de vermelho.

Nestas condigdes, pode-se afirmar corretamente que
a medida, em centimetros, da aresta do cubo maior é

QOO
= © O ™=

Questdo 21 GG GGG

(Ronaebson)

Um caixado, também conhecido por ataude, esquife,
féretro ou urna funeraria, € uma caixa ou recipiente
resistente e impermeavel, provido em seu interior de
material absorvente, usada para acondicionamento,
transporte e sepultamento de restos mortais humanos.

Um dos modelos mais vendidos na Funeraria PAX é
o da figura a seguir.

O caixdo da figura acima tem a forma geométrica de
um(a)

O paralelepipedo.

@ piramide hexagonal.
® tronco de piramide.
® prisma hexagonal.
@ octaedro regular.

Questio 22 GG GEGE G
(UPF_2019)

Na figura abaixo, esta representado um cubo.

D

Interbits®

A segéo produzida no cubo pelo plano CDE tem a
forma de

0 triangulo.
® trapézio.
® retangulo.
® pentagono.
O hexagono.
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Questio 23 RGN GE S G
(UEA_2024)

Em uma caneca, no formato de um cubo com arestas
internas medindo 7 cm, foram colocados 245 mL de
café, que ndo preencheram totalmente a caneca,
restando ainda um espaco entre a superficie do café e
a borda superior da caneca, conforme figura.

SuperProfessor®

b ] —

, 7 cm

7 cm

fora de escala

A distancia entre a altura do café, no interior da
caneca, € a borda superior da caneca, indicada na
figura pela letra d, é igual a

0O 3cm.
® 4cm.
® 2cm.
® 5cm.
@ 1cm.

Questio 24 GGG GE G
(UEA_2024)

A medida da altura de um prisma reto de base
quadrada é o triplo da medida da aresta da base,
conforme mostra a figura.

SuperProfessor®

3x

e o |y

X

fora de escala

Sabendo que a soma das medidas das 12 arestas
desse prisma é 80 cm, seu volume é

O 216 cm?.
O 144 cm?.
® 120 cm?.
® 168 cm?.
O 192 cm?.

1z

Questio 25 GG GE GE G
(UEA_2024)

Um prisma reto tem por base um pentagono com dois
angulos retos, conforme mostra a figura 1.

Figura 1

6 cm

O volume desse prisma ¢ igual a 168 cm?® e a figura 2
mostra uma vista desse prisma quando esta apoiado
sobre um dos pentagonos.

Figura 2

SuperProfessor®

_-"T 0\ 7 cm

M

A area total desse prisma é

O 140 cm?.
O 164 cm?.
® 188 cm?.
® 212 cm?.
O 236 cm?.

Questdo 26 GGG S G
(Mackenzie_2023)

Uma fabrica de embalagens produz caixas de varios
tamanhos. Uma delas tem formato cubico com aresta
medindo 30 cm. Se a caixa ndo tem tampa e o material
utilizado para as faces laterais custa RS 5,00 o metro
quadrado e para a base custa R$ 6,00 o metro
quadrado, entdo o custo do material dessa caixa é

O R$ 28,80
O R$ 23,40
® R$ 10,88
® R$ 2,88
O R$2,34
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Questio 27 GGG GE G
(ACAFE_2022)

O sodlido reto, representado na FIGURA 1, foi projetado
pelo engenheiro Franz Reuleaux como um mecanismo
capaz de substituir os cilindros no processo de
transporte de rolagem. As bases paralelas e
congruentes desse solido sdo conhecidas como
triangulo de Reuleaux ou tridngulo esférico e, embora
néo seja exatamente um tridngulo, s&o construidas a
partir dos vértices de um tridngulo equilatero ABC,
representado na FIGURA 2. Os arcos que contornam
o tridngulo de Reuleaux tém centros nos vértices do
triangulo e raio com medida igual ao lado.

Assinale a alternativa que contém o volume, em cm?3,
de um sodlido semelhante a FIGURA 1, com altura de
100cm e com a distancia AB = 12cm. (Utilize m = 3,14

eVv3=17)

A A

v )
(@)
SuperProfessor®

b mmmmmmm—————————

Figura 1 Figura 2

O 10.368
® 7.536
® 8.952
® 22.608

Questio 28 GGG aE G
(FGV_2023)

Certo produto é transportado em contéineres cubicos.
Para reduzir o custo da embalagem no transporte, os
transportadores pretendem trocar o contéiner atual por
um cubo maior, com aresta duas vezes a aresta do
cubo atual. Suponha que o material gasto para montar
um contéiner seja proporcional a area da superficie do
cubo. Ao transportar um volume correspondente ao
cubo maior totalmente cheio, a economia de material
com o cubo maior em relagdo ao material gasto com
os contéineres atuais, necessarios para transportar o
mesmo volume, é de

0O 10%
O 20%
® 30%
® 40%
0 50%

1z

Questio 29 GG GE Gl G
(PUCRS_2022)

Uma artesa confecciona pegas de parafina em formato
de um prisma hexagonal regular. O hexagono de
dentro é vazio, como mostra a figura 1. O segmento
de reta AB = 32 cm une os pontos médios dos lados
opostos do hexagono externo (figura 2), e o segmento
de reta CD = 28 cm une os pontos médios dos lados
opostos do hexagono interno (figura 3).

— 1 $
A c E

£ £

G G

o @

™ N

Ay ° ’

Figura 2 Figura 3

Figura 1

Considerando que a altura do prisma é 10 cm, a
quantidade de parafina, em centimetros cubicos
(volume), da peca é

(7] 1.200v/3
(B 3.920v3
(C] 5.120v/3
(D} 9.040v3
Questio 30 GGG G G

(FGV_2022)

De uma folha retangular de papel de medidas 60 cm
por 40 cm serao recortados quatro cantos, de maneira
a ser possivel construir um paralelepipedo reto-
retangulo de area total 1.698 cm?, conforme mostra a
figura.

N
o
o
3

€T »

SuperProfessor®

Nessas condigdes o valor de x é

0O 6cm.
® 7cm.
® 8cm.
® 9cm.
O 10cm.
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Questdo 31
(FGV_2021)

A figura mostra um sélido composto por 30 cubos
idénticos. Quando os cubos destacados em cinza sdo
retirados, a area total do solido aumenta em 144 m?

>
<>CS
S

O volume do sdlido original, sem a retirada dos cubos
destacados em cinza, é igual a

Interbits®

AVAVAVAVAVAN

O 1920 cm?d.
® 2733,75 cm?.
® 3750 cm?d.
® 4991,25 cm3.
O 6480 cm?®.

Questdo 32 GG GG
(UNESP_2021)

Um cubo com aresta de medida igual a X centimetros
foi seccionado, dando origem ao prisma indicado na
figura 1. A figura 2 indica a vista superior desse
prisma, sendo que AEB é um tridngulo equilatero.

prisma

| /N
A B

Figura 1 Figura 2

vista superior do prisma

interbits®

Sabendo-se que o volume do prisma da figura 1 é igual
a2(4—+/3)cm?, x éigual a

02
o
2
®3
o>
2
3

s

1z

Questio 33 GGG G e
(PUCPR_2020)

Considere um prisma reto cuja base é o triangulo ABC
retdngulo em A, sendo a medida do lado AB, 6 cme a
projecgao ortogonal do lado AB sobre a hipotenusa BC
€ 3,6 cm. A altura do prisma € 5 cm. O volume em cm?®
deste prisma é

5cm
Bk--JESnnn C

A
0 36.
O 100.
® 120.
® 150.
@ 240.

Questio 34 NGNS GEGE T
(IFPE)

Uma folha retangular de papeldo de 40 cm por 30 cm
sera utilizada para confeccionar uma caixa, sem
tampa, em forma de paralelepipedo, de base
retangular. Para isso, deve-se, a partir desta folha de
papelao, retirar 4 quadrados de lado 5 cm, de cada um
dos vértices e, em seguida, dobrar os lados, conforme
a figura abaixo:

30 cm

Interbits®

f—————— 20om ——————

Determine, em litros, o volume dessa caixa.

0 3 litros.
O 2 litros.
®@ 1 litro.

©® 4 litros.
A 5 litros.
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Questio 35 GNECGENNNNNGE S G
(UEMG)

Um design projetou um chaveiro no formato de um
prisma triangular reto com 12 cm de altura. Sabe-se
que as arestas da base formam um tridngulo retangulo
com catetos de medidas 6 cm e 8 cm. Para cobrir
todas as faces desse prisma, adquirindo a quantidade
suficiente de papel adesivo, e, com isso, evitar o
desperdicio, sera preciso saber a area total da
superficie desse prisma. Fazendo os calculos
corretos, obtém-se que a area total desse prisma
mede

0 336 cm?.
O 324 cm?.
® 316 cm?.
® 312 cm?.

Questio 36 GG GE S G
(UNESP)

Quando os meteorologistas dizem que a precipitagéo
da chuva foi de 1mm, significa que houve uma
precipitagdo suficiente para que a coluna de agua
contida em um recipiente que nao se afunila como, por
exemplo, um paralelepipedo reto-retangulo, subisse
1mm. Essa precipitagdo, se ocorrida sobre uma area
de 1m?, corresponde a 1 litro de agua.

O esquema representa o sistema de captagao de agua
da chuva que cai perpendicularmente a superficie
retangular plana e horizontal da laje de uma casa, com
medidas 8 m por 10 m. Nesse sistema, o tanque usado
para armazenar apenas a agua captada da laje tem a
forma de paralelepipedo reto-retdngulo, com medidas
internas indicadas na figura.

chuva fora de escala

10m

tanque de

armazenamento de agua

YYVYY

filtro de
residuos sélidos

Estando o tanque de armazenamento inicialmente
vazio, uma precipitacdo de 10mm no local onde se
encontra a laje da casa preenchera

0 40% da capacidade total do tanque.
® 60% da capacidade total do tanque.
® 20% da capacidade total do tanque.
® 10% da capacidade total do tanque.
O 80% da capacidade total do tanque.

1z

Questao 37 GG GG e

(Ronaebson)

Em uma aula de matematica, o professor propds a
seus alunos que construissem um cubo a partir da
planificagdo em uma folha de cartolina, representado
na figura a seguir.

S
A

-

E

L

Apds a construgao do cubo, apoiou-se sobre a mesa
a face com a letra U e observou-se que a face
voltada para cima tinha a letra

0 S e, além disso, a face com a letra A era paralela
a face com a letra M.

® S e, além disso, a face com a letra A era paralela
a face com a letra E.

® S e, além disso, a face com a letra M era paralela
a face com a letra E.

® M e, além disso, a face com a letra A era paralela
a face com a letra E.

O A e, além disso, a face com a letra S era paralela
a face com a letra L.

Questio 38 GG GEGE G
(UPE-SSA_2018)

Qual é, aproximadamente, a medida da area do
hexagono regular obtido ao seccionarmos um cubo de
aresta 4cm por um plano que contém os pontos
médios de seis arestas, opostas duas a duas,
conforme apresentado na figura ao lado? Utilize V3 =
1,7.

\
\
terbits®

0O 5cm?

O 10 cm?
® 20 cm?
® 25 cm?
O 45 cm?
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Questio 39 GNEGENNNNNGEGE G
(FAMERP_2020)

Dois cubos idénticos, de aresta igual a 1dm, foram
unidos com sobreposicdo perfeita de duas das suas
faces. P ¢ vértice de um dos cubos, Q é vértice do

outro cubo e R é vértice compartilhado por ambos os
cubos, conforme indica a figura.

<]
2
(e
2
=

Q

A area do triangulo de vértices P,Q e R éigual a

NG
0
V6
3
V3
Chey

NG

6

dm?

dm?

(B)
dm?

dm?

(D)
G¥dm2

Questdo 40 GG GE S
(PUCPR_2017)

Considere uma caixa de leite na forma de um
paralelepipedo de base quadrada, cujo volume é de 1
litro. O custo de fabricagdo da tampa e da base da
caixa é de R$4,00 por ¢m?, e o das faces laterais é de
R$ 2,00 por c¢m?; considere desprezivel o custo da
tampinha de plastico. Determine uma fungao C(x) que
expresse o custo de fabricagédo da caixa em fungéo da
aresta da base que vale x.

Interbits®

(A C(x)=8(x2+$)
0O Cx) = 8(x2 + 1220)
® Ckx) =4(x2+$)
® C(x) = 4x2 + 2x
O C(x)=4x+2x

Questio 4] GG GE GE G
(CP2_2020)

Uma das etapas de tratamento da agua de piscinas e
também das aguas para consumo humano é a adi¢ao
de “cloro”, etapa denominada cloragdo. Porém, é
interessante notar que nem sempre se adiciona cloro
puro na agua. Na maioria das vezes, adiciona-se uma
solucéo de hipoclorito de sédio, conhecida como “cloro
liquido”. Dependendo do objetivo que se pretende, séo
utilizadas solugcdes com concentragdes diferentes. No
tratamento de dgua para consumo humano, a solugao
de hipoclorito de sédio adicionada tem concentragédo
em massa de 0,4 mg/L.

Disponivel em: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br. Acesso em: 30
jun. 2019 (adaptada).

Considere um recipiente no formato de um
paralelepipedo, com medidas internas de 40 cm
(comprimento), 10 cm (largura) e 20 cm (altura),
conforme a figura a seguir. Observe que a altura da
agua dentro do recipiente ndo atinge os 20 cm,
sobrando 8 cm de altura sem agua.

SCm{

20 cm

10 cm

40 cm

Disponivel em: http://clubes.obmep.org.br.
Acesso em: 30 jun. 2019.

Sabendo que a agua contida nesse recipiente sera
destinada, exclusivamente, para consumo humano e
atende as recomendagdes de tratamento
mencionadas no texto inicial, a quantidade (em mg)

de hipoclorito de sédio que deve ser adicionada é de

0 1,92
O 2/48.
® 3,96.
® 4,80.

Questio 42 GG GE GE e
(UEA_2023)

Considere um solido oco, com a forma de
paralelepipedo reto-retangulo, contendo 1.344 cm® de
agua, com faces e arestas de espessura desprezivel,
em que uma das arestas mede 16 cm e outra aresta
mede 12 cm. Esse sélido esta apoiado sobre uma das
faces de maneira que a altura da coluna de agua seja
igual a 14 cm. A area total desse sdlido é

@ 800 cm?.
® 832 cm?
® 864 cm?.
® 896 cm?.
O 928 cm?.
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Questio 43 GG GEGE G
(CMR]_2018)

A Figura 1 representa um cubo de aresta 1cm.

Empilhando, como representado na Figura 2, oito
cubos como aquele da Figura 1, podemos formar um
cubo de aresta 2 cm Da mesma maneira, empilhando,
conforme a Figura 3, 27 cubos de aresta 1cm
podemos formar um cubo de aresta 3 cm.

]

3cm

T

3cm
1cm
1cm

2cm 3cm

Figura 1 Figura 2 Figura 3
A Figura 4 mostra parte de um cubo de aresta 6 cm

que ainda nao foi formado por completo.

A\ N

L\

A

O numero de cubos de aresta 1 cm que falta empilhar
para completar o cubo de aresta 6 cm é

Interbits®

Figura 4

0O 104.
O 107.
® 109.
o 111
G 113.

Questdo 44 RGN GGG
(UFPR_2017)

A piscina usada nas competicbes de natagdo das
Olimpiadas Rio 2016 possui as medidas oficiais
recomendadas: 50 metros de extensdo, 25 metros de
largura e 3 metros de profundidade. Supondo que
essa piscina tenha o formato de um paralelepipedo
retdngulo, qual dos valores abaixo mais se aproxima
da capacidade maxima de agua que essa piscina pode
conter?

@ 37.500 litros

O 375.000 litros

® 3.750.000 litros
® 37.500.000 litros
@ 375.000.000 litros

1z

Questio 45 GG GE S G
(UPE-SSA)

O sdlido representado a seguir foi obtido acoplando-
se um prisma triangular reto de 4 cm altura a um

paralelepipedo reto de dimensées 4cm, 4cm e
2 cm, conforme a figura.

Interbits®

4 cm

z

__________________________

§ 2cm

4 cm

4 cm

Se M é ponto médio da aresta do paralelepipedo, qual
é a area total da superficie do referido sélido?

Adote /5 =2,2.
O 99,6 cm?
O 103,6 cm?
® 105,6 cm?
2
G 109,6 cm?

Questio 46 GG GE GE G
(PUCR])

O diagrama abaixo mostra uma pilha de caixas
cubicas iguais, encostadas no canto de um depésito.

Interbits®

Se a aresta de cada caixa é de 30 cm, entdo o volume
total dessa pilha, em metros cubicos, € de:

0 0,513
0 0,729
® 0,810
® 0,837
G 0,864

154



f€onaEBsoN

MMMMM A

Questio 47 GG GEGE G
(UERN)

A peca geométrica, desenvolvida através de um
software de modelagem em trés dimensdes por um
estudante do curso de engenharia e estagiario de uma
grande industria, € formada a partir de dois prismas de
base hexagonal regular e assemelha-se ao formato de
uma porca de parafuso.

Q
2
£
g
i

Considerando que o lado do hexagono maior mede 8
cm; que o comprimento do prisma é igual a 35 cm; e,
que o lado do hexagono menor mede 6 cm, entdo o
volume da peca, de forma que se possa calcular,
posteriormente, a quantidade de matéria-prima
necessaria a sua producdo em massa em
determinado periodo de tempo &, em cm3:

(Considere V3 = 1,7).

0 1.064.
O 1.785.
® 2.127.
® 2.499.

Questio 48 GGG GE G
(PUCSP_2017)

Um bloco maci¢o de madeira na forma de um prisma
reto de base retangular medindo 18 cm por 24 cm e
com 30 cm de altura, foi totalmente dividido em
cubinhos iguais e de maior aresta possivel. Supondo
que ndo tenha ocorrido perda alguma no corte do
bloco, o volume de um cubinho é

O 64 cm?

O 125cm?
® 216 cm?
® 343 cm3

Questdo 49 RGN Gl GG
(ESPCEX-AMAN)

Considere um prisma regular reto de base hexagonal
tal que a razéo entre a aresta da base e a aresta lateral

é ‘/5/3. Aumentando-se a aresta da base em 2 cm e

mantendo-se a aresta lateral, o volume do prisma
ficara aumentado de 108 ¢cm3. O volume do prisma
original é

O 18 cm?
O 36 cmd
® 18V3cm3
® 36V3cm3
O 40cm3

uuuuuuuuuuuu

Questdo 50 GG GG e
(INSPER_2018)

A figura indica, em linha cheia, um prisma reto com
faces, duas a duas, em planos perpendiculares ou em
planos paralelos. Trés de suas arestas medem 2x, 2x-
2 e x+1, como indicado no desenho. O prisma esta no
sistema cartesiano XYZ, com uma face contida no
plano XY e com arestas paralelas ao eixo x ou ao eixo
y. Sabe-se, ainda, que P, Q,R, S, T, U e V séo vértices
do prisma, que O é a origem do sistema XYZ e que
todas as medidas de comprimento da figura estdo em
centimetros.

Se os volumes do prisma, indicado na figura, e do
paralelepipedo reto-retangulo MRSUNQTYV, tracejado
na figura, s&o, respectivamente, iguais a 1.264 c¢cm3 e
80 c¢m3, entdo a medida de x em centimetros, &€ um
namero

O primo.

® multiplo de 11.
® multiplo de 13.
® multiplo de 3.
O par.

Questio 51 GG GE GE G
(UNEB)

A pele é o maior 6rgdo de seu corpo, com uma
superficie de até 2 metros quadrados. Ela tem duas
camadas principais: a epiderme, externa, e a derme,

interna.
(BREWER. 2013, p. 72).

De acordo com o texto, a superficie maxima coberta
pela pele humana é equivalente a de um cubo cuja
diagonal, em m, é igual a
(A JR

V3
(6} (/3

3

e v/,
o 1
63
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Questio 52 GNECGENNNN G GE G
(INSPER)

Um tanque, inicialmente vazio, tem a forma de prisma
triangular regular e suas paredes tém espessuras
despreziveis. Apos algum tempo despejando agua no
tanque, um cano de vazdo 3v3m? por minuto o
encheu parcialmente, tendo a agua ocupado o espago
de um prisma triangular regular, conforme indicado na
figura.

6m

Interbits®

Funcionando na mesma vazdo, o tempo necessario
para que o cano acabe de encher o tanque € de 5
minutos e t segundos, sendo que t € um numero no
intervalo

0 [1,12]

0 [13, 24]
@ [25, 36]
® [37,48]
@ [49, 59]

Questdo 53 GG GGG

(Ronaebson)

Um prisma triangular regular tem sua base apoiada no
solo e & preenchido por um liquido de modo que a
razdo entre a altura da coluna formada por esse
, . . f . 16

liqguido e a altura do prisma seja igual a 25 como
ilustrado na Figura 1. Ao ser apoiado no solo por uma
de suas faces laterais o liquido no interior do prisma
assume uma nova forma, conforme a Figura 2.

LN

Figura 1

Figura 2

Nessa nova configuragdo, a razéo entre a altura do
liquido e a altura do tridngulo da base do prisma é de

0 36%.
O 40%.
® 44%.
® 60%.
O 64%.

NAEBSON - .
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Questio 54 GG GE S G
(ENEM)

Prevenindo-se contra o periodo anual de seca, um
agricultor pretende construir um reservatorio fechado,
que acumule toda a agua proveniente da chuva que
cair no telhado de sua casa, ao longo de um periodo
anual chuvoso.

As ilustragbes a seguir apresentam as dimensdes da
casa, a quantidade média mensal de chuva na regiéo,
em milimetros, e a forma do reservatério a ser
construido.

(mm)

300

200

10m
gm 100
pm

reservatério c>crszmcs50%B5 2N
2mx4mxpm 8522235265628

Sabendo que 100 milimetros de chuva equivalem ao
acumulo de 100 litros de agua em uma superficie
plana horizontal de um metro quadrado, a
profundidade (p) do reservatoério devera medir

O 4m.
O 5m.
® 6m.
® 7m.
O 8m.

Gabarito _ Prismas
Hora de Praticar
Questdo Resposta Questdo

Resposta

01 D 28 E
02 A 29 A
03 A 30 D
04 A 31 E
05 D 32 A
06 C 33 C
07 E 34 A
08 B 35 A
09 D 36 C
10 C 37 B
11 A 38 C
12 D 39 A
13 A 40 A
14 E 41 A
15 C 42 B
16 C 43 C
17 D 44 C
18 A 45 C
19 C 46 E
20 B 41 D
21 D 48 C
22 B 49 B
23 C 50 A
24 E 51 D
25 C 52 B
26 E 53 B
21 A 54 D

156



¢ PIRAMIDE«

ONAEBSON

MMMMM ATICA CRIATIVA






. .I

PIRAMIDE

Construidas ha milénios, as piramides egipcias ainda
continuam a nos impressionar devido as suas grandes
estruturas e aos mistérios que envolvem as suas
construgbes. Entretanto, sabemos que sua maior
finalidade era abrigar e conservar o corpo do farad
mumificado e suas riquezas para outra vida.

Defini¢cdo: Considere um poligono convexo contido
num plano ¢ e um ponto V, ndo pertencente a a.
Chamamos de piramide a reunido de todos os
segmentos de reta com uma extremidade em V e outra
extremidade num dos pontos da regido poligonal.

Podemos destacar numa pirdmide os seguintes
elementos:

Base: regido poligonal contida no plano;

Faces Laterais: s&o todos os poligonos que
formam a superficie da piramide, exceto a base.
Observe que as faces laterais da piramide sao
triangulos;

Vértices: sdo os vértices das faces (incluindo a
base);

Arestas da Base: s&o os lados dos poligonos da
base;

Arestas Laterais: sao os segmentos formados pela
interseccdo de duas faces laterais;

Altura: distancia do vértice V ao plano da base.

Vértice da piramide
Vv

Aresta lateral

S eas

Base

Aresta da base

1z

ONAEBSON - .

MATEMATICA CRIATIVA

+ PLANIFICACAO

+ AREAS DE UMA PIRAMIDE

Area da Base (4;): é area do poligono da base.
Area Lateral (4,): é a soma das areas de todas as
faces laterais.
Area Total (4;): é a soma da area lateral com a
area base.

A=A, + Ag

4+ PIRAMIDE REGULAR

Uma piramide é dita regular se, e somente se, sua
base é um poligono regular e a projecao ortogonal de
seu veértice sobre o plano da base coincide com o
centro da base.

Vértice da piramide

- lateral

Aresta da base

Vale destacar que em toda pirdmide regular as arestas
laterais s&o todas congruentes e as faces laterais sao
triangulos isosceles também congruentes entre si.
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Considerando o ponto médio de M de um dos lados da
base de uma pirdmide regular e O o centro dessa
base, podemos destacar os seguintes elementos:

Apdtema da piramide (g): segmento de reta que
liga o vértice da piramide ao ponto médio M de um
dos lados da base. Observe que o apdtema da
piramide corresponde a altura de uma face lateral;
Apdtema da base (r): segmento de reta que liga o
centro da base da piramide a ponto médio de um
de seus lados. O ap6tema da base coincide com o
raio da circunferéncia inscrita no poligono da base;
Aresta Lateral (a): segmento que une o vértice da
piramide;

Aresta da base (b): lado do poligono da base;
Altura da pirdmide (h): distancia do vértice ao plano
da base, que na pirdmide regular é representada
pelo segmento de reta que une o vértice da
pirdmide ao centro da base;

Raio da Circunferéncia Circunscrita (R): raio da
circunferéncia circunscrita ao poligono da base.

\ B
\r "2

g

A
Diante da figura apresentada e a partir do Teorema de

Pitagoras, podemos inferir as seguintes relagdes:

R

g2 = h? 412

Para o célculo da area de uma face lateral, basta
fazer:

b-g

Arace Lateral = 2

Para o calculo da area lateral, basta calcular a area de
uma face lateral e multiplicar pelo nimero de faces
laterais que a piramide possui.

Para o célculo da area total da piramide, basta fazer:

Ar=A,+ A

1z

MATICA CRIATIVA

+ VOLUME

Considere, inicialmente, um prisma triangular reto.
Vamos dividi-lo em trés pirdmides triangulares (1), (2)
e (3), como ilustra a figura a seguir.

D F D F

Nas piramides (2) e (3) podemos adotar a face DEA
como base das piramides, logo elas terdo alturas
iguais, pois essas alturas também sdo as alturas dos
triangulos retdngulos ADFA e ABFA, que sao
congruentes. Portanto, as piramides (2) e (3), como
tém a mesma area da base e a mesma altura, elas tém
0 mesmo volume, isto &, V, = V.

As piramides (1) e (2) também tém o mesmo volume,
haja vista que as bases ABC e DEF sao congruentes,
pois correspondem as bases do prisma, e possuem a

mesma altura que também é a altura do prisma, logo
v, =V,.

Assim, as trés pirdmides geradas com os cortes no
prisma possuem volumes iguais, ou seja,

V,=V, =V,
e, portanto, o volume da pirdmide corresponde a um

terco do volume do prisma de mesma base e mesma
altura. Assim,

1
§'AB'h

Vpiramide =

Esse resultado pode ser generalizado, a partir do
Principio de Cavalieri, para piramides quaisquer.

Experimentalmente, temos:

altura
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TRONCO DE PIRAMIDE

Quando seccionamos uma piramide por um plano
paralelo a base, separamos essa piramide em dois
sélidos:

l. ‘\
, ‘

I \ \ da Piramide

o soélido que contem o vértice que € uma nova
piramide semelhante a primeira e

o solido que contém a base da piramide dada que
€ um tronco de piramide de bases paralelas.

Podemos destacar no tronco de piramide os seguintes
elementos:

’ ‘
2 ‘
/Base menory,

Face later,

Altura

Base maior

Aresta

Base maior: poligono da base da piramide original;
Base menor: poligono gerado pela sec¢ao plana
feita na piramide;

Altura: distancia entre os planos das bases;
Arestas da base: sdo os lados dos poligonos das
bases;

Arestas laterais: sdo as demais arestas do tronco,
que nao sao arestas da base;

Face lateral: sdo os trapézios que compdem a
superficie lateral do tronco, os seja, sdo as faces
que nao sao bases.

Apdtema: é a altura de uma face lateral.

1z

Algumas relagdes surgem naturalmente quando
invocamos os conhecimentos basicos de geometria
plana, por exemplo, aplicando o Teorema de
Pitagoras, temos:

A% = h* + (ap — ap')?

Claro, que nao existe necessidade de memorizar essa
ultima expressdo. Basta aplicar o Teorema de
Pitagoras, como vimos.

O tronco de piramide é dito regular quando ele é obtido
a partir de uma pirdmide regular, ou seja, quando as
bases sdo poligonos regulares e quando o segmento
de reta que une os centros das bases é perpendicular
a essas bases.

Observe também que ao seccionarmos uma piramide
com um plano paralelo a base, a nova piramide gerada
tem a mesma natureza da piramide primitiva, isto &,
sdo semelhantes, logo, os éangulos séao
ordenadamente congruentes e os elementos lineares
(arestas da base, arestas laterais, alturas, apotemas)
sao proporcionais.

Dai, decorrem algumas relagbes:

L a

h
H L ag
onde:
h: Altura da pirdmide menor;
H: Altura da pirdmide maior;
I: Aresta lateral da piramide menor.
L: Aresta lateral da piramide maior.
a,: Aresta da base menor;
A,: Aresta da base maior;
m: Apotema da base menor;
M: Apotema da base maior;
g: Apétema da pirdamide menor;
G: Apotema da piramide maior;
k: constante de proporcionalidade.
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Além disso,

A _A_A_

Ay A, Ap
onde,

A,: Area da base menor;

Ag: Area da base maior;

A;: Area lateral da piramide menor;
A,: Area lateral da piramide maior;
A,: Area total da piramide menor;
Ar: Area total da piramide maior.

e por fim,

VPirémide Menor _ k3

VPirémide Maior

A partir dessas relagdes podemos deduzir o volume do
tronco de pirémide, de modo que basta calcular a
diferenga entre o volume da piramide original e o
volume da pirdmide menor gerada, veja:

VTronco = VPirémide Maior — VPirémide Menor

assim,

h
Vrronco = ?t ' [AB ++ Ap - Ap + Ab]

onde h, é altura do tronco.

4+ PLANIFICAGAO DE TRONCO

>

NAEBSON ° .

MATICA CRIAT

Questdo (1 GGG GE e

(Ronaebson)

Com o objetivo de “estudar a influéncia das
edificagdes egipcias na condigao fisica do homem”, o
casal russo, Andrey e Viktéria Vakhrusheva deram
vida uma réplica de uma das Piramides de Gizé no
quintal de casa, em Istinka, proximo a Sao
Petersburgo. Focada na fidelidade e na reprodugéo
exata do formato de uma das grandes maravilhas do
mundo antigo, a pirdmide improvisada chama a
atencéo logo de cara pelo seu enorme tamanho. A
réplica possui 9 m de altura a partir da superficie e é
feita em concreto, n&o de pedras vulcanicas como as
que podem ser encontradas ao norte da Africa.

Disponivel em https://br.rbth.com/educacao/84089-casal-piramide-egito-russia
Acesso em 12/10/2021

Fotos de Evguéni Kolesnik

Sabendo-se que o comprimento da base quadrada da
réplica mede cerca de 13 m, seu volume, em metros
cubicos, é

0 81.
O 117.
® 169.
® 507.
@ 1.521.
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Questio (2 GNEGENNGE S G
(UER]_2021)

Um recipiente com a forma de uma piramide de base
quadrada foi completamente preenchido com um
liquido. Sua aresta da base mede 4 cm e a altura,

9 cm. Em seguida, todo esse liquido foi transferido

para outro recipiente, com a forma de um prisma reto,
sendo sua base um tridngulo retangulo isésceles cujos
catetos medem 4 cm. Observe as imagens:

4 cm
A

9cm h

Interbits®

4 cm

Considere que as espessuras dos recipientes sio
despreziveis e que as bases estdo em planos
horizontais, sendo as alturas definidas em relagéo as
bases.

A altura h, em centimetros, que o liquido atingira no
segundo recipiente é:

0

oJoXwl>)
Ao

Questio (3 GGG GE G
(UFPR)

Temos, abaixo, a planificagcdo de uma piramide de
base quadrada, cujas faces laterais s&o tridngulos
equilateros. Qual é o volume dessa piramide?

4 cm

Interbits®

0 %\@cm?
O 16+/3cm3.
® 32 cm?®.

(D) %ﬁcm?

64
(E) ?cm3.

TEM

1z

Ti

AAAAAAAA

Questio (4 GG GE GE G
(UPF_2018)

A medida de cada aresta do cubo da figura 1 é 2 cm,
e os pontos A, B e C sdo pontos médios de trés
arestas. Seccionando o cubo por um plano que passe
por ABC, podemos retirar o solido que se forma em
seu vértice. Se repetirmos esse procedimento em
todos os vértices do cubo, obtemos um cubo truncado,
como mostra a figura 2.

A C

<

8

Figura 1
O volume do cubo truncado, em cm?3, é

Figura 2

Questio 05 GG GE GE G
(FAMERP_2018)

A figura indica um prisma reto triangular e uma
pirdmide regular de base quadrada. A altura desses
solidos, em relacdo ao plano em que ambos estao
apoiados, € igual a 4 cm, como indicam as figuras.

/
Interbits®

Se os sélidos possuirem o mesmo volume, a aresta da
base da piréamide, em centimetros, serd igual a

0 8

3

163



f€onaEBsoN

MMMMM ATICA CRIATIVA

Questdao 06 GG GGG

(Ronaebson)

Tio Rona comprou para seu sobrinho José Anténio
uma cabana em forma de uma pirdmide regular de
base quadrada. Sabe-se que toda superficie (faces
laterais e base) é formada por um tipo especial de
tecido e que, quando montada, as faces laterais sdo
triangulos equilateros.

Além das hastes de ferro que correspondem as
arestas laterais e arestas da base, também é utilizada
uma haste de plastico cujo comprimento de v2m
corresponde a altura da piramide formada, de modo
que essa haste tenha extremidades no vértice da
pirdmide e no centro da base.

A area total do tecido utilizado para confecgao dessa
cabana, em m?, é igual a

0 2 +8v2.
0 4+ 4V2.
® 4+ 43.
® 4+ 8v3.
G 4+ 16V3.

Questio (7 GENECGENNNNNN G GE G
(UFJF_2022)

A Grande Piramide de Gizé, que esta localizada no
Egito, é considerada uma das maiores e mais pesadas
obras ja construidas pela humanidade. Uma miniatura
realista da piramide de Gizé pode ser encontrada em
certo antiquario. Esta miniatura é uma pirdmide
regular, que possui a aresta de sua base quadrada
medindo 24 cm enquanto que sua altura mede 16 cm.

A area total da superficie da miniatura da piramide
mede

0 768 cm?
O 960 cm?
® 1344 cm?
® 1536 cm?
O 2112 cm?

1z

Questio (8 GG GE S G
(UECE_2023)

A base de uma pirdmide triangular regular esta inscrita
em uma circunferéncia cuja medida do raio é 4 cm. Se
a medida da aresta dessa piramide € igual a medida
do lado do tridngulo de sua base, entdo a medida de
seu volume, em cm?3, é igual a

0 12V/6
0 16V6
® 18V6
® 146

Questio (9 GG GE Gl
(EPCAR_2018)

Com a intencdo de padronizar as barracas dos
vendedores ambulantes, a prefeitura da cidade de
Eulerépolis solicitou a uma empresa especializada no
ramo que fizesse um orgamento do material a ser
empregado e do custo para finalizagdo das barracas.

Segue um esbogo do que foi apresentado pela
empresa:

MODELO DA BARRACA PADRAO
\

Telhado

2m

Parte de baixo
da lateral

Base

2m

O ponto O ¢é a projegao ortogonal do ponto V sobre a
base hexagonal regular da barraca.

Considere: V7 = 2,6 e V2 = 1,4.

No modelo apresentado, a parte hachurada indica
onde existe tecido, ou seja, no telhado e na parte de
baixo da lateral, ao custo de R4 2,00 o metro
quadrado. Além disso, em cada aresta esta uma barra
de aluminio ao custo de R$ 4,00 o metro linear.

Se a empresa cobra uma taxa de mao de obra
equivalente a 30% do custo de todo o material gasto,
entdo é correto afirmar que o custo total de uma
barraca padrao, em reais, € um numero compreendido
entre

@ 390 e 400
® 401e410
© 411e420
® 421e430
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Questdo 10 GGG GG

(Ronaebson)

Uma das partes do projeto da feira de ciéncias de um
jovem aluno do 9° ano do ensino fundamental foi a de
construir uma réplica da piramide mais famosa do
Egito, a piramide de Quéops. Sabe-se que a piramide
Quéops é uma piramide regular de base quadrada
com 138m de altura e 230m de lado da base.

A réplica construida tinha x metros de lado da base e
conservava as proporgdes da pirdmide original. Para
essa construcao, depois de estruturado o “esqueleto”
da piramide, as suas faces laterais foram cobertas
com papel madeira.

Desconsiderando as perdas de papel durante o
processo de confeccdo, a area de papel madeira
utilizada, em fungdo de x, para cobrir a superficie
lateral dessa réplica, em metro, é

x?/61
0=
x?%/66
0 =¥,

x?y61
o=a
ID) x2+/59

5
x?/63
G 5

Questio 11 GNEGENNNN G GE G
(FGV)

Em uma folha de papel, desenha-se um hexagono
regular ABCDEF de lado 3 cm e inscrito em uma
circunferéncia de centro O. O hexagono é recortado,
e, em seguida, faz-se um recorte no raio 0B. A partir
do recorte no raio, o pedago de papel sera usado para
formar uma piramide de base quadrangular e centro
O. Tal piramide sera feita com a sobreposicdo e a
colagem dos triangulos OAB e OCD, e dos triangulos
OAF e OBC.

E D

Interbits®

A B

O volume da piramide formada apds as sobreposicdes
e colagens, em cm?3, é igual a

0 3\/2
0 33
® 4/2

92
© -

9V3
E

1z

Questio 12 RGN G G G
(UFSM)

Desde a descoberta do primeiro plastico sintético da
histéria, esse material vem sendo aperfeicoado e
aplicado na industria. Isso se deve ao fato de o plastico
ser leve, ter alta resisténcia e flexibilidade. Uma peca
plastica usada na fabricagdo de um brinquedo tem a
forma de uma pir@mide regular quadrangular em que
0 apotema mede 10 mm e a aresta da base mede 12
mm. A pega possui para encaixe, em seu interior, uma
parte oca de volume igual a 78 mm3.

O volume, em mm?3, dessa pega €é igual a

0 1152
O 1074.
® 402.
® 384.
G 306.

Questio 13 GNECGENNNNNNNNNGE G a
(UERJ_2017)

Uma pirdmide com exatamente seis arestas
congruentes € denominada tetraedro regular. Admita
que a aresta do tetraedro regular ilustrado a seguir, de
vértices ABCD, mede 6 cm e que o ponto médio da
aresta BC é M.

Interbits®

>
vy)

C

O cosseno do angulo AMD equivale a:

© @ ©

GINWINWIRLrN]|R
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Questio 14 GNECGENNNNGE S G
(UFU_2017)

Um designer de jogos virtuais esta simulando alguns
deslocamentos associados com uma piramide
quadrangular regular, em que o lado do quadrado da
base mede 40 cm.

Interbits®

D

(Figura ilustrativa e sem escalas)

Ele simula a trajetéria de um lagarto pelas faces da
pirdmide. Inicialmente o lagarto desloca-se de A até E
e, posteriormente, de E até F, em que F é o ponto
médio de CD. Cada um desses dois trechos da
trajetoria ocorre em linha reta.

A projegao perpendicular dessa trajetéria em ABCD,
presente no plano da base da piramide, descreve uma
curva R, a qual é a unido de dois segmentos.

Nessas condigdes, o comprimento de R, em cm, é
igual a

0 20V2
O 40v2
® 40(1++2)
® 20(1++2)

Questio 15 GGG GE G
(UECE_2018)

Considere uma piramide regular hexagonal reta cuja
medida da altura € 30 m e cuja base esta inscrita em
uma circunferéncia cuja medida do raio é igual a 10 m.
Desejando-se pintar todas as faces triangulares dessa
piramide, a medida da area a ser pintada, em m? é

0 115-+/39.
O 150-+39
® 125-+/39
® 140-+/39

1z

Questio 16 NN GENNNNNNGE GE G
(UEG_2019)

Em um curso de dobraduras, a instrutora orientou que
fosse construida uma piramide de base quadrada, de
lado igual a 3 cm e altura igual a 10 cm. O volume
dessa piramide é igual a

O 25cm?
O 30cm3
® 15cm?
® 9cm?

O 12cmd

Questio 17 GG GE GE G
(UDESC)

Em uma escola foi proposta uma gincana. De acordo
com as regras da gincana, o vencedor de uma das
provas seria aquele que chegasse mais préximo do
numero de solidos existentes dentro de um pote.
Neste pote, com formato de prisma triangular regular,
medindo 50 cm de altura e lado do tridngulo da base
com 40 cm, foi colocada a mesma quantidade de
cubos, pirdmides regulares de base triangular e
piramides regulares de base quadrangular. Informou-
se aos participantes que a altura das pirdmides
triangulares é de 3 cm e que a altura das pirdmides
quadrangulares é igual a altura dos cubos. Sabe-se,
também, que as arestas dos cubos medem 2v3 cm;
as arestas da base das pirémides triangulares medem
4 cm e as arestas da base das piramides
quadrangulares equivalem a metade das arestas dos
cubos.

Com base nessas informacdes, Jodo, um dos
participantes da gincana, considerou que uma boa
estimativa seria fazer os calculos como se os sélidos
preenchessem o maximo possivel do pote, deixando a
menor quantidade possivel de espagos. Nesse caso,
Jodo respondeu que o numero de sdlidos dentro do
pote é de

O 2001
O 1248
® 1998
® 1251
A 2015

Questdo 18 NN GENNNNN GG
(ESPCEX_2017)

Determine o volume (em c¢m3®) de uma pirdmide
retangular de altura “a” e lados da base “b” e “c” (a, b
e ¢ em centimetros), sabendo que a+b+c =36 €
‘a’, ‘D" e “c” sao, respectivamente, numeros
diretamente proporcionais a 6, 4 e 2.

0 16
0O 36
® 108
® 432
0O 648
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Questio 19 GNECGENNNNGEGE G
(UEPA)

A arte € uma forma de expressao da racionalidade
humana. O origami é uma técnica japonesa baseada
em juntar modulos individuais de papel dobrando para
criar prismas e cubos, conforme ilustra a figura abaixo.

\ P N\

N D

Fonte: http://noticias.br.msn.com/fotos/escocesa-explora-
varia%c3%a7%c3%b5es-tonais-de-luz-sobre-papel-em-
esculturas-de-origami-2?page=2#image=2

Todas as piramides ilustradas na composicao artistica
acima sdo tetraedros regulares de base triangular de
aresta L=1dm ligados uns aos outros, por meio de
suas arestas e mantendo suas bases sobre um
mesmo plano.

Nestas condicdes, a area total, em dm?, de um
desses tetraedros regulares é

Questio 20 GNEGENNGE Gl G
(ACAFE)

Uma peca de madeira tem a forma de uma piramide
hexagonal regular com 21 cm de altura. Essa pega é
seccionada por um plano paralelo a base, de forma
que o volume da piramide obtida seja 8/27 do volume
da pirémide original.

A distancia (em cm) da base da pirdmide até essa
secgao € um numero:

O fracionario.

0 primo.

® multiplo de 3.

® quadrado perfeito.

1z

Questio 2] GG GE GE G
(INSPER)

Uma empresa fabrica porta-joias com a forma de
prisma hexagonal regular, com uma tampa no formato
de piramide regular, como mostrado na figura.

Interbits®

As faces laterais do porta-joias sdo quadrados de lado
medindo 6 cm e a altura da tampa também vale 6 cm.
A parte externa das faces laterais do porta-joias e de
sua tampa sdo revestidas com um adesivo especial,
sendo necesséario determinar a area total revestida
para calcular o custo de fabricagdo do produto.

A érea da parte revestida, em cm2, é igual a

0 72(3 +V3).
0O 36(6 +5).
® 108(2 +5).
® 27(8 +7).
0O 54(4 +7).

Questio 22 GG GE GE G
(UTFPR_2017)

Uma barraca de camping foi projetada com a forma de
uma piramide de altura 3 metros, cuja base é um
hexagono regular de lados medindo 2 metros. Assim,
a area da base e o volume desta barraca medem,
respectivamente:

0 6V/3m? e 6:/3m3.
O 3V/3m?e3V3md.
® 5vV3m?%e 2v/3m3.
® 2v/3m? e 5V/3md.
@ 4/3m? e 8/3m3.

Questio 23 GG GE GE G
(UECE)

Se a soma dos angulos de todas as faces de uma
piramide (incluindo a base) é 3.600°, entéo, a base da
pirdmide é um poligono com

0 9 lados.
O 10 lados.
® 11 lados.
® 12 lados.

167



MAT

Questio 24 GG GEGE G
(UEL)

Na molécula do Metano (CH,), o atomo de carbono

ocupa o centro de um tetraedro regular em cujos
vértices estao os atomos de hidrogénio.

Tetraedro

Molécula do Metano

%

Considerando que as arestas [ do tetraedro regular
medem 6cm e que a altura mede h = %lx/@, assinale a

alternativa que apresenta, corretamente, o volume
desse tetraedro

0O 3V/3cm?

0 18V2 cm?
® 18V3 cm?
® 36V2 cm?
G 542 cm?

Questio 25 GNECGENNNNNN G GE G
(UEPA)

As pirdmides comunicam, ainda hoje, os valores
culturais de uma das civilizagdes mais intrigantes da
humanidade. Foram construidas para a preservagao
do corpo do fara6. De acordo com a lenda de
Herddoto, as grandes piramides foram construidas de
tal modo que a area da face era igual ao quadrado da

altura da pirdmide.
Texto Adaptado: “Contador”, Paulo Roberto Martins. A Matematica na arte e
na vida — 2R Ed. rev. — Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2011.

Considere a piramide de base quadrada, cujo lado
mede 22, a altura H e altura da face h, construida
segundo a lenda de Herddoto. Se S expressa a area
da face da piramide, entao é correto afirmar que:

O S=(a+h)(a—h)
OS=(h+a)(h—a)

® S=(a+h)?
® S=(h-a)?
O S=a% h2

EM

1z
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Questdo 26 GGG G G
(Fac. Albert Einstein_2017)

Para a feira cultural da escola, um grupo de alunos ira
construir uma piramide reta de base quadrada. A
piramide tera 3m de altura e cada aresta da base
medira 2 m. A lateral da piramide sera coberta com
folhas quadradas de papel, que poderao ser cortadas
para um melhor acabamento.

Se a medida do lado de cada folha € igual a 20 cm, o
namero minimo dessas folhas necessarias a
execucgao do trabalho sera

Utilize V10 = 3,2.

0 285
G 301
® 320
® 333

Questio 27 GG GE GE G
(EPCAR)

Um sdlido macigo foi obtido quando a base de uma
piramide hexagonal regular de altura 6 cm foi colada a
base de uma pirdmide reta de base retangular e altura
3 cm, de forma que 4 dos 6 vértices da base da
primeira coincidam com os vértices da base da
segunda, conforme figura. Desprezando-se o volume
da cola, se a aresta da base da pirdmide hexagonal
mede /5 cm, entdo, o volume do sdlido obtido, em
cm3, éigual a

Interbits®

6 cm

0 15V3
0 20V3
® 25V3
® 30V3
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Questio 28 GG GEGE G
(FGV)

Um cubo de aresta 12 cm é seccionado duas vezes,
formando trés prismas de bases triangulares, sendo
dois deles congruentes, como mostra a figura 1. Em
seguida, o cubo é novamente seccionado, como
indicam as linhas tracejadas na figura 2, de modo que
os dois cortes feitos dividem o cubo original em trés
prismas de bases triangulares, sendo dois deles
congruentes, como no primeiro caso. Ao final de todas
as secgdes, o cubo foi dividido em nove pegas.

Interbits®

figura 1 figura 2

O volume da pega final que contém o vértice P,
cm3, éigual a

em

0O 144,
O 152.
® 288.
® 432.
G 466.

Questio 29 GNEGENNNN G GE G
(INSPER)

Dois farads do antigo Egito mandaram construir seus
timulos, ambos na forma de pirdmides
quadrangulares regulares, num mesmo terreno plano,
com os centros de suas bases distando 120 m. As
duas piramides tém o mesmo volume, mas a area da
base de uma delas é o dobro da area da base da outra.

Se a piramide mais alta tem 100 m de altura, entéo a
distancia entre os vértices das duas piramides, em
metros, € igual a

O 100.
O 120.
® 130.
® 150.
G 160.

Questio 30 GNEGENNN G GE G
(UECE_2017)

A medida da altura de uma piramide € 10 m e sua base
é um tridngulo retangulo isdsceles cuja medida da
hipotenusa é 6 m. Pode-se afirmar corretamente que
a medida do volume dessa piramide, em m3, é igual a

0 60.
A 30.
@ 15.
® 45.

1z

Questio 31 GG GE GE G
(PUCRS)

O metrénomo é um reldgio que mede o tempo musical
(andamento). O metrénomo mecanico consiste num
péndulo oscilante, com a base fixada em uma caixa
com a forma aproximada de um tronco de piramide,
como mostra a foto.

Na representacao a seguir, a é o lado da base maior,
b é o lado da base menor e V é o volume do tronco de
piramide ABCDEFGH. Se a=4b e P é o volume total
da piramide ABCDI, entao:

Ov==p
OV=2pP
®@V=CP
@V=CP
eV=2p

Questio 32 GG GEGE T
(UCS)

[Tl

Aumentando-se a medida “a” da aresta da base de
uma piramide quadrangular regular em 30% e
diminuindo- se sua altura “h” em 30%, qual sera a
variagao aproximada no volume da piramide?

O Aumentara 18%.

O Aumentara 30%.

@®@ Diminuira 18%.

@® Diminuira 30%.

@ Nao havera variagéo.
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Questio 33 RGN GEGE G
(UFPB)

As rapaduras, fabricadas no Engenho JB , tém a forma
de um ftronco de piramide regular ABCDEFGH,
conforme ilustra a figura a seguir.

1'3'\
PR

R
AN %
\

i
{

¢ f'l .
P
i
i

Sabendo-se que os segmentos AB e EF medem,
respectivamente, 15 cm e 12 cm, e que a altura da
piramide VABCD mede 20 cm, o volume de cada
rapadura, em cm3, é igual a:

0 2.304
® 1.500
® 768
® 732
A 500

Questio 34 GG GEGE G
(UPE)

Para a premiacao dos melhores administradores de
uma galeria comercial, um designer projetou um peso
de papel com a forma de um tetraedro regular reto, de
aresta 20 cm que sera entregue aos vencedores. Esse
peso de papel sera recoberto com placas de platina,
nas faces laterais e com uma placa de prata na base.
Se o preco da platina é de 30 reais por centimetro
quadrado, e o da prata € de 50 reais por centimetro
quadrado, assinale a alternativa que apresenta o valor
mais préximo, em reais, do custo desse recobrimento.

Considere V3 = 1,7.

O 24000
® 18000
® 16 000
® 14000
@ 12000

uuuuuuuuuuuu

Questio 35 GG GE GE G
(PUCCAMP_2017)

Considere dois troncos de pirAmides retas exatamente
iguais. A base maior € um quadrado de lado igual a 2
metros, a base menor um quadrado de lado igual a 1
metro, e a distancia entre as bases igual a 1 metro.
Um monumento foi construido justapondo-se esses
dois troncos nas bases menores, apoiando-se em um
piso plano por meio de uma das bases maiores,
formando um sdlido.

Desta maneira, a medida da area da superficie
exposta do monumento €, em m?, igual a

0 4+ 6+5.
o 8.
® 122 + 4.

16
(D] 5
0 12V/2 -8.

Questdo 36 GG GG

(Fac. Pequeno Principe)

Um engenheiro esta projetando uma caixa d'agua de
concreto em forma de tronco de pirdmide quadrngular
regular e reta, com as seguintes medidas internas:
base menor de lado 6 m, base maior de 16 m de lado
e com altura da face lateral de 13m.

A capacidade de armazenamento da caixa d’agua é
de

O 1.432.000 litros
O 1.552 litros.

® 1.552.000 litros.
® 1.681,33 litros.

® 1.681.333 litros.

Questio 37 GG GE GE e
(UDESC)

Uma caixa de um perfume tem o formato de um tronco
de piramide quadrangular regular fechado. Para
embrulha-la, Pedro tirou as seguintes medidas: aresta
lateral 5 cm e arestas das bases 8 cm e 2 cm.

A quantidade total de papel para embrulhar esta caixa,
supondo que n&o haja desperdicio e nem
sobreposicdo de material, foi

0O 88 cm?
O 168 cm?
® 80 cm?
® 68 cm?
O 148 cm?
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Questdo 38
(UER))

A figura abaixo representa o brinquedo Piramix.

Ele tem a forma de um tetraedro regular, com cada
face dividida em 9 tridngulos equilateros congruentes.

Se, a partir de cada vértice, for retirada uma piramide
. , 1 .

regular cuja aresta é 3 da aresta do brinquedo,

restara um novo solido.

A razédo entre as superficies totais desse solido e do
Piramix equivale a:

© @ ©@ ©

OlowvwINwV|lul Olbs

Questio 39 GGG G GE
(UER])

Leia os quadrinhos:

HAGAR, o horrivel

Suponha que o volume de terra acumulada no carrinho
de méo do personagem seja igual ao do sdlido
esquematizado na figura a seguir, formado por uma
piramide reta sobreposta a um paralelepipedo
retangulo.

uuuuuuuuuuuu

T L

40 cm ,/ Rty oy (I GO?n:

b R
I‘i 100 cm 4>|

Assim, o volume médio de terra que Hagar acumulou
em cada um dos 20 anos de trabalho &, em dm3, igual
a:

0 12
0 13
o 14
® 15

Questio 40 GGG G G
(ESPCEX)

Na figura abaixo, esta representado um solido
geométrico de 9 faces, obtido a partir de um cubo e
uma piramide. Sabendo que todas as arestas desse
sélido tém medida /¢, entdo as medidas da altura
(distancia do ponto V a face ABCD ) e da superficie
total desse sélido sao, respectivamente,

Vv

(@)

Interbits®

o [2+2], (3 +4)

0/ V2+2 e (?(\3+5)
@/ \/§+2 e zz(\{‘5+5J

J 3+5
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Questdo 41 GGG GG

(Ronaebson)

“Com quase 170 metros de altura, o
Monumento a Washington,
construido na capital dos Estados
Unidos, era o edificio mais alto do
mundo quando foi inaugurado em 21
de fevereiro de 1885.

O obelisco foi batizado com o
sobrenome do primeiro presidente
dos Estados Unidos, George
Washington, em homenagem a sua
lideranga politca e militar. A '
proposta de construir um monumento como este
surgiu mais de cem anos antes, em 1783.”

Disponivel em: https://agenciabrasil.ebc.com.br/radioagencia-
nacional/cultura/audio/2022-02/historia-hoje-inauguracao-do-monumento-washington-
completa-137-anos. Acesso em 10/08/2022.

A

b A
AVELA
1 m I

LA

170 m

153 m

Referance: Hriond J-L.., Smith H., Khae
K-Y . Lacy H ., Nicks 1, (2008). The
Washington Moczament Case Hastory.
Tetcrnativoal Joaoal of
Gecengineering Case histories, hilp:!
casehiseles peasmgineerog. Wl.l.
Issue 3, 0.170-188.

A primeira figura apresenta o monumento a
Washington, que é formado pela jun¢do de um tronco
de pirdmide de base quadrada, com uma ponta de
piramide de base quadrada. As dimensdes do obelisco
sédo dadas na segunda figura. E correto afirmar que o
volume do obelisco, em metros quadrados é dado por:

30134
m3.

3
34952 3
m

3
91341 5
m°.

3
93398 3
m°.

3
98912 3
m

3

0
(B
C/
(D)
(E)

Gabarito _ Piramides

Hora de Praticar

Questdo Resposta Questdo Resposta
01 D 22 A
02 C 23 C
03 D 24 B
04 E 25 B
05 D 26 (]
06 C 21 B
07 D 28 A
08 B 29 C
09 B 30 B
10 A 31 E
11 D 32 A
12 E 33 D
13 B 34 A
14 D 35 A
15 B 36 ]
16 B 31 E
17 C 38 C
18 D 39 D
19 C 40 B
20 B 41 D
21 E
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CILINDRO

A partir das propriedades fisicas e geométricas dos
objetos na natureza, o homem ideias engenhosas e
criativas para grandes descobertas e invengdes. Por
exemplo, a invencgao da roda, uma das maiores e mais
importantes criagbes humanas, provavelmente teve
origem na constatagcdo de que objetos pesados
poderiam ser deslocados com facilidade sobre troncos
de arvores.

Podemos encontrar a forma cilindrica em varios outros
elementos, como por exemplo, silos de
armazenamento, lapis, velas, canos, latas, entre
outros.

| )

Consideremos « e 3 planos paralelos distintos e r uma reta
interceptando os planos a e S, e S uma regiéo circular contida
em «, que ndo tem ponto em comum com r.

1z

Defini¢gdo: Chama-se cilindro de base circular de
centro Ca reunido de todos os segmentos paralelos
a r, onde uma de suas extremidades pertence ao
circulo.

Assim, o cilindro € um corpo redondo que possui duas
bases circulares congruentes e paralelas.

Podemos destacar no cilindro circular os seguintes
elementos:

Bases: circulos de centros O e O'.

Eixo Central: reta que passa pelos centros das
bases.

Altura: Distancia entre os planos que contém as
bases.

Geratriz. segmento paralelo ao eixo central com
extremos nas circunferéncias das bases.

Se o eixo central for perpendicular aos planos das
bases, diremos que o cilindro é reto, caso contrario, o
cilindro sera dito obliquo.

©
>
(=]
—2 '

Cilindro reto

Cilindro obliquo
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CILINDRO CIRCULAR RETO

Um cilindro circular é dito reto quando ao eixo central
é perpendicular ao plano da base. O cilindro circular
reto é também um sdlido de revolugao, pois pode ser
obtido pela rotagdo de um retdngulo em torno de um
de seus lados.

el
1T
N~ |
S

+ PLANIFICACAO

Quando planificamos a superficie de um cilindro reto
de raio da base r e altura h obtemos dois circulos,
correspondentes a base, e, correspondente a superficie
lateral, obtemos um retangulo cuja base mede 2rr
(comprimento da circunferéncia da base) e a altura
corresponde a altura do cilindro.

©—0

-0
| |

— 22—

©—0

Assim, sendo Ay a area da base, A, a area lateral e
A a area total desse cilindro circular reto, temos:

Area da Base:
Ap = mr?
Area da Lateral:
A, =2nrh
Area da Total:
A=A, +2 A
Ap = 2mrh + 2mr?

Ar =2nr(h+71)

1z

+ VOLUME

Como um pouco de imaginagao, podemos encarar um
cilindro circular reto como sendo um prisma regular
cujo numero de lados da base tende a infinito, assim,
o volume de um cilindro pode ser calculado da mesma
forma que o volume de um prisma, ou seja:

V=Ag-h
Veitindro = nr?h

Podemos perceber a veracidade desse fato pelo
Principio de Cavalieri

e S=8' 4

y | 7 - | 4a

+ SECCAO MERIDIANA

A seccdo meridiana de um cilindro circular é a
interseccéao do cilindro com o plano que contém a reta
suporte do eixo central do cilindro.

SOCCA0
meridiana

A

No caso do cilindro circular reto, a secgdo meridiana é
um retdngulo cuja base é igual a 2R e cuja altura
coincide com a altura do cilindro.

-

secgao
meridiana

/2R
%

Logo, a area da secgdo meridiana € igual a
Agy =2R-h
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Toda secg¢ao meridiana feita num cilindro o divide em
dois outros sélidos congruentes denominados
semicilindros circulares retos.

Caso a secgdo meridiana do cilindro reto seja um
quadrado, o cilindro sera dito um Cilindro Equilatero.
Vejamos:

Observe que ABCD é um quadrado e que a altura do
cilindro é igual ao didmetro da base. Dai podemos
calcular facilmente a area lateral, area total € o volume
do cilindro equilatero conhecendo apenas o raio da
base e aplicando nas férmulas desenvolvidas
anteriormente para o cilindro reto.

TRONCO DE CILINDRO RETO

Quando seccionamos um cilindro circular reto por um
plano ndo paralelo a base, separamos esse cilindro
em dois solidos denominados tronco de cilindro.

| 1D

tronco de cilindro »

Para o célculo do volume do tronco de cilindro, basta
imaginarmos outro tronco de cilindro idéntico acoplado
ao primeiro, formando um cilindro cuja base é um
circulo de raio r e a altura é igual a H + h. Logo,
perceberemos que o volume do tronco é igual a
metade do volume do cilindro, ou seja,

mr? - (H + h)
VTTOTLCO - f'

1z

Questdo (1 GG GG e

(Ronaebson)

Um arquiteto, inicialmente, havia projetado para um
prédio residencial uma caixa d’agua no formato de um
cilindro reto de raio da base R e altura h. Entretanto,
ao perceber que o nimero de pessoas em cada familia
que moraria nos apartamentos desse prédio era
significativamente maior do que o que ele havia
estimado de inicio, decidiu aumentar a capacidade de
armazenamento da caixa d’agua em seis vezes.

O fornecedor das caixas d’agua enviou uma lista com
os tipos cilindricos disponiveis e cujas dimensbes
estdo apresentadas na tabela a seguir.

Tipo de Raio da base Altura
Caixa d’agua | (em metros) (em metros)
| 3R 2h
Il 2R 3h
1] RV2 3h
v 6R h
\ RV3 2

Para atender as suas novas demandas, o arquiteto
devera escolher a caixa d’agua do tipo

(ANE

QI
(CHIIN
o V.
(E VA

Questdo (2 NG GG e

(Ronaebson)

Leticia faz “cilindros trufados”, uma espécie de trufa no
formato cilindrico, para vender e ajudar na renda da
familia. O custo com material para produzir cada um
desses cilindros trufados é de R$ 2,00. Tentando atrair
mais clientes, ela decide aumentar em 20% o
comprimento de cada cilindro, mas, em contrapartida,
para nao alterar demais os custos, decidiu reduzir o
raio da base desses cilindros em 10%.

As mudangas nas dimensbes do cilindro trufado
confeccionados por Leticia, geraram para ela, nos
custos de produgéao desses cilindros, um(a)

0 aumento de 2,8%.
® aumento de 9,72%.
® aumento de 10%.
® redugéo de 2,8%.
@ redugdo de 9,72%.
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Questio (3 GNEGENNN G GE G
(ENEM)

Uma artesa confecciona dois diferentes tipos de vela
ornamental a partir de moldes feitos com cartées de
papel retangulares de 20 cm x 10 cm (conforme
ilustram as figuras abaixo). Unindo dois lados opostos
do cartéo, de duas maneiras, a artesa forma cilindros
e, em seguida, os preenche completamente com
parafina.

Tipo | Tipo Il
20 cm <«—10 cm—>
T M—oA
€
o
o
l £
(&)
o
N
: —

Supondo-se que o custo da vela seja diretamente
proporcional ao volume de parafina empregado, o
custo da vela do tipo I, em relagao ao custo da vela do
tipo I, sera

O o triplo.

® o dobro.

@® igual.

® a metade.

O aterca parte.

Questdo 04

(Ronaebson)

Uma caixa d’agua tem o formato de um cilindro
equilatero de raio da base igual a 1m.

A,

As 7h da manha, quando a caixa esta vazia, abre-se
um registro com vazdo de 30L/min e,
simultaneamente, abre-se um ladrdo com vazédo de
10 L/min com o objetivo de irrigar uma plantagéo.

Sabe-se que quando a caixa estiver completamente
cheia, o registro sera fechado, permanecendo o ladréo
aberto.

A que horas do dia a caixa dagua estara
completamente vazia novamente?
Adote m = 3.

0 12h
® 15h
® 17h
® 20h
G 22h

1z

Questdo 05 GG GG e

(Ronaebson)

Num determinado dia, a secretaria do curso
Matematica Criativa colocou a disposicédo dos alunos
um frasco cilindrico de 720 mL de alcool em gel para
higienizacdo das méaos.

No final do dia, a coluna de alcool havia baixado 5 cm.

Considerando m = 3 e sabendo que a base do cilindro
tem didmetro 8 cm e admitindo o mesmo consumo de
alcool em gel nos dias subsequentes, o total de dias
necessarios para que os alunos utilizem todo
conteudo do frasco é

OO
No oA W

Questdo 06 GG GGG
(UNESP_2019)

Os menores lados de uma folha de papel retangular
de 20 cm por 27 cm foram unidos com uma fita adesiva
retangular de 20 cm por 5 cm, formando um cilindro
circular reto vazado. Na unido, as partes da fita
adesiva em contato com a folha correspondem a dois
retdngulos de 20 cm por 0,5 cm conforme indica a
figura.

27 cm /\
\ _/
20 cm
\\ /
5cm
—
N
\_/
20 cm
R v 8
0,5cm 0,5cm H

Desprezando-se as espessuras da folha e da fita e
adotando m = 3,1, o volume desse cilindro é igual a

O 1.550 cm?
O 2540 cm?®
® 1652 cm?®
® 4.805 cm?
0 1.922 cm?
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Questio (7 GNEGENN G GE G
(FATEC_2019)

Uma garrafa térmica tem formato de um cilindro
circular reto, fundo plano e didmetro da base medindo
8,0 cm. Ela estda em pé sobre uma mesa e parte do
suco em seu interior ja foi consumido, sendo que o
nivel do suco esta a 13 cm da base da garrafa, como
mostra a figura. O suco € despejado num copo vazio,
também de formato cilindrico e base plana, cujo
diametro da base é 4 cm e com altura de 7 cm. O copo
fica totalmente cheio de suco, sem desperdicio.

CER

Adote m = 3. Despreze a espessura do material da
garrafa e do copo. Nessas condi¢des, o volume de
suco restante na garrafa é em cm?,
aproximadamente,

0 250.
G 380.
@® 540.
® 620.
A 800.

Questio (8 GGG GE G
(FGV_2018)

Um telhado retangular ABCD tem area igual a 120m?
e esta conectado a uma calha de escoamento de agua
da chuva. A calha tem a forma de um semicilindro reto,
de didmetro AF=DE=0,4 m e capacidade igual a 720
litros.

Figura fora de escala

Considerando DG=5 m e adotando n = 3, a medida do
angulo agudo CDG, indicada na figura por «, & igual a

0 75°
0 60°
® 45°
® 30°
Q 15°

1z

Questio (9 GG GE S G
(ENEM)

A figura abaixo mostra um reservatorio de agua na
forma de um cilindro circular reto, com 6 m de altura.
Quando esta completamente cheio, o reservatoério é
suficiente para abastecer, por um dia, 900 casas cujo
consumo médio diario é de 500 | de agua.

g:

Suponha que, um certo dia, apés uma campanha de
conscientizagdo do uso da agua, os moradores das
900 casas abastecidas por esse reservatorio tenham
feito economia de 10% no consumo de agua. Nessa
situagao,

0 a quantidade de agua economizada foi de 4,5 m3

® a altura do nivel da agua que sobrou no
reservatorio, no final do dia, foi igual a 60 cm

® a quantidade de agua economizada seria suficiente
para abastecer, no maximo, 90 casas cujo
consumo diario fosse de 450 litros.

® os moradores dessas casas economizariam mais
de R$200,00, se o custo de 1 m?® de agua para o
consumidor fosse igual a R$2,50.

@ um reservatdrio de mesma forma e altura, mas com
raio da base 10% menor que o representado, teria
agua suficiente para abastecer todas as casas.

Questdo 10 NG GE GG

(Ronaebson)

Ao reformar sua casa, Solon resolveu trocar sua caixa
d’agua por apresentar algumas rachaduras. Na loja de
materiais de construgdo, o vendedor mostrou 3
modelos a Solon com os seguintes formatos:

= (Caixa 1: formato de cubo com aresta de 1 m;

= Caixa 2: formato de um paralelepipedo de
dimensdes 1,25 m de comprimento, 8 dm de
largura e 100 cm de altura;

= (Caixa 3: formato de um cilindro com capacidade
para 1000 L.

Se os volumes dessas caixas sdo, respectivamente,
V,,V, e Vs, entéo

OV, =V,<V,
OV, <V, <V,
OV, < V< V.
OV, =V,=1,.
BV, <V, =V,
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Questio 11 GG GE S G
(UEA_2024)

Em um cilindro reto, sua secgdo transversal € um
circulo de raio 6 cm e sua secgdo meridiana € um
retangulo de area 96 cm?.

SuperProfessor®

A altura desse cilindro é

O 61 cm.
O 16 cm.
® 4w cm.
® 8cm.
O 6cm.

Questio 11 GGG GE G
(EEAR_2022)

Um cilindro circular reto de 5 cm de raio da base e de
10 cm de altura tera toda a sua superficie lateral
revestida por uma fita de 0,5 cm de largura, como
mostra a figura. Considerando m = 3,14 e que nao
havera sobreposicao de fita, sera necessario uma
quantidade minima de m de fita para realizar

a tarefa.
N—
O 4,62
0O 6,28
® 8,44
® 9,32

Questio 12 RGN GE S G
(FUVEST_2023)

Para medir o volume de uma pedra com formato
irregular, Ana utilizou um recipiente cilindrico de raio r
=8 cm e com agua até a altura de 20 cm. Apds colocar
a pedra no recipiente, a altura da agua subiu para 23,5
cm.

SuperProfessor®

<D Y
N N
i
N
______ Y
~— 23,5cm
20 cm agua
....................... s ‘
~_ A —
pedra

O volume da pedra é:

3
3
® 2407 cm?
® 2827 cm?
O 320 cm?

Questio 13 GG GEGE G
(EEAR)

Um cilindro de 18 cm de altura e raio da base igual a
5 cm contém agua até a metade de sua altura. Por
algum motivo, houve necessidade de despejar essa

agua em outro cilindro com 40 cm de altura, cujo raio
da base mede 4 cm.

)
N

40cm

18cm

Interbits®

N

Considerando = 3, o valor que mais se aproxima da
altura atingida pela agua no segundo cilindro é

O 14 cm
® 16cm
® 20cm
® 24 cm
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Questio 14 GNECGENNNNGE S G
(FMP_2022)

Na figura, mostra-se um paralelepipedo de dimensodes
2dmx2dmx8dm, apoiado sobre a sua base

quadrada. Dentro do paralelepipedo, hd um cilindro
circular reto, o maior que cabe em seu interior.

Interbits®

O volume do cilindro corresponde a que percentual do
volume da caixa? (Considere 1 = 3)

0 90%
O 80%
® 75%
® 70%
0 67%

Questdo 15 GG Gl Gl G
(Fac. Albert Einstein)

Sobre uma artéria média, sabe-se que o didmetro
externo de uma secéo reta e a espessura da parede
medem 0,04 dm e 1 mm, respectivamente.
Considerando que uma secdo reta dessa artéria,
obtida por dois cortes transversais distantes 1,5 cm um
do outro, tem a forma de um cilindro circular reto,
quantos mililitros de sangue ela deve comportar, em
relagdo ao seu didmetro interno? (Considere a
aproximagéo: w = 3).

0 0,018
® 0,045
® 0,18
® 0,45

Questio 16 GGG GE G
(PUCRS_2018)

Um recipiente cilindrico tem 3 cm de raio e 24 cm de

altura. Estando inicialmente cheio d’agua, o recipiente

é inclinado até que o plano de sua base faga 45° com

o plano horizontal. Nessa posig&o, o volume de agua

que permanecera no recipiente sera igual a
do volume inicial.

O um oitavo
O um sexto
® sete oitavos
® cinco sextos

EM

1z

TICA
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Questio 17 RGN GE GE G
(UFGD_2022)

O silo tubular horizontal conhecido como silo bag
(bolsa) tem aparecido com cada vez mais frequéncia
na paisagem dos campos do Brasil, inclusive de Mato
Grosso do Sul. Trata-se de uma ferramenta de
logistica que permite guardar graos e outros produtos
agroindustriais, sendo uma das alternativas para
resolver problemas de estocagem.

Disponivel em: https://www.brasilagro.com.br/conteudo/soja-represada-estimulara-
vendas-de-silo-bolsa.html. Acesso em: 01 nov. 2021.

Um agricultor deseja calcular a quantidade de massa
que pode ser armazenada em um silo-bolsa com 1,8
m de didmetro e 60 m de comprimento, com um gréao
de densidade de massa = 200 kg/m3. Considere o silo-
bolsa um cilindro reto, despreze sua espessura e
tenha como referéncia m = 3,14. Qual é a capacidade
maxima aproximada desse tipo de grdo que pode ser
estocada nesse silo-bolsa?

O 3.000 kg.
® 152t.
® 30,5t.
® 67,8t.
3 80,0t.

Questio 18 GG GE GE G
(IFCE_2018)

De modo a minimizar custos, um produtor de azeite
verificou que é mais rentavel armazenar seu estoque
em cilindros circulares cuja altura e o didmetro da base
ttm as mesmas medidas. Atendendo a essa
especificagdo, ele encomendou reservatérios com
1,5m de raio na base. Considerando m = 3,14, a
capacidade total de armazenamento de cada
reservatorio encomendado, em litros, é

0O 21,195
O 14130.
® 211,95
® 21195.
G 14,13.
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Questdo 19 RGN GGG
(UNIOESTE_2022)

Um tanque de dleo possui formato de cilindro circular
reto e esta posicionado deitado em relagdo ao solo,
isto é, os planos que contém as faces circulares &
perpendicular ao plano do solo. O tanque contém 6leo
de forma que a qualquer seccdo do cilindro, paralela
as faces circulares, mostra a altura do 6leo em relagéo
ao solo, de 1,5 m, conforme a figura abaixo.

N

SuperProfessor®

O comprimento do tanque é de h metros e o raio das
faces circulares é de 1 metro. Desprezando a
espessura do material com o qual o tanque é
fabricado, qual o volume do éleo contido no tanque?

0 (87 +3)
(B] %(4n+\/§)
@;(Br+1)

® = (87 + 33)
@ = (47 +3v3)

Questio 20 GNEGENN Gl GE G
(FGV)

Determinada marca de ervilhas vende o produto em
embalagens com a forma de cilindros circulares retos.
Uma delas tem raio da base 4cm A outra, € uma
ampliagéo perfeita da embalagem menor, com raio da
base 5 cm. O prego do produto vendido na embalagem
menor é de R$2,00. A embalagem maior da um
desconto, por mL de ervilha, de 10% em relagéo ao
preco por mL de ervilha da embalagem menor.

Nas condicdes dadas, o prego do produto na
embalagem maior é de, aproximadamente,

0 R$3,51
O R$3,26
® R$3,12
® R$2,81
0O R$2,25

1z

Questio 2] GG GE GE G
(FATEC_2019)

De um paralelepipedo retorretangulo de
30cm,4cmel5cm € removido um semicilindro
circular reto de altura 4 cm e base de diametro 20 cm
obtendo-se uma pega como mostra a figura.

15 cm

20 cm

4 cm

Interbits®

30 cm
Adote r =3

Assim sendo, o volume da peca é, em centimetros
cubicos,

0 1.100.
O 1.200.
® 1.300.
® 1.400.
A 1.500.

Questio 22 GG GE G e
(FATEC_2017)

Um cilindro circular reto é dividido em N partes quando
interceptado por quatro planos. Um dos planos é
paralelo as bases do cilindro e os outros trés,
perpendiculares a elas. A figura mostra os cortes
obtidos com essas intersec¢des.

¥_

Interbits®

NN

¥

Assim sendo, de acordo com a figura, o valor de N é

O 10.
G 12.
® 14.
® 15.
G 17.
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Questdo 23 GG GGG

(Ronaebson)

Um tanque com a forma de um cilindro circular reto
com 2,40 m de altura e raio da base igual a 2 m,
estando com a base apoiada num plano horizontal. Ao
longo de uma geratriz (vertical), de baixo para cima,
esse tanque possui trés torneiras iguais, espacadas
de 60 cm, sendo a primeira no nivel da base como
mostra a figura.

24m

Inicialmente o tanque esta completamente cheio de
agua e sabe-se que cada torneira proporciona uma
vazado de 20x litros por minuto. Abrindo-se as 3
torneiras, o tempo necessario para o esgotamento
completo do tanque sera de

O 1h 20min.
O 2h 40min.
® 3h 20min.
® 4h 20min.
@ 8h 20min.

Questio 24 GGG GE G
(IFSC)

Considere um saleiro com formato cilindrico e raio da
base 2 cm e altura 4 cm conforme a figura. Dados: & =
3,14.

Sabendo que o volume de um cilindro € dado por V =
m+R%-h, com R sendo o raio da base desse cilindro,
e h a altura desse cilindro, é correto afirmar que o
volume do saleiro descrito acima € de

O 30,5cm?
O 50,2 cm?
® 12,8 cm®
® 154 cm?
O 18,3 cm?

1z

Questio 25 GG GE S G
(UPE-SSA)

A figura abaixo representa um tanque de combustivel
de certa marca de caminhao a diesel. Sabendo que
esse veiculo faz, em média, 3Im/L, e, observando o
marcador de combustivel no inicio e no final de uma

viagem, quantos quildbmetros esse caminhao
percorreu?
Considere m = 3.

Inicio Final

g
Marcador de combustivel H

0 243 km
® 425 km
® 648 km
® 729 km
@ 813 km

Questdo 26 GG GEGE G

(Ronaebson)

Um professor de fisica, com o objetivo de mostrar, na
pratica, o Teorema de Pascal, tomou dois
reservatorios ligados por um fino tubo em sua parte
inferior. Ambos os reservatorios possuem o mesmo
volume de agua, mas com diferentes alturas,
conforme mostrado na Figura 1. Abrindo-se a torneira
do tubo, a agua escoa, de modo que as alturas das
duas colunas de agua se tornem iguais. O nivel da
agua do reservatério esquerdo baixa 3 cm e o nivel da
agua do reservatorio direito sobe 1 cm, conforme
indica a Figura 2.

Figura 1

Figura 2

Qual a altura h, em cm, da altura de equilibrio?

O 2cm.
® 3cm.
® 4cm.
® 5cm.
O 6cm.
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Questio 27 GGG GE G
(UFPA)

Um tanque cilindrico de 0,8 m de raio, com eixo na
vertical em relag&o ao solo, esta com combustivel que
é consumido em um veiculo a razdo média de 4 km
por litro. Se o veiculo se mover a 50 km/h, a velocidade
da coluna de combustivel em cm/h é de

0 82
G 43.
@ 21.
® 18.
G 0,6.

Questio 28 GG GE S G
(ENEM)

Em muitas regides do Estado do Amazonas, o volume
de madeira de uma arvore cortada é avaliado de
acordo com uma pratica dessas regides:

I. Da-se uma volta completa em torno do tronco com
um barbante.

II. O barbante é dobrado duas vezes pela ponta e, em
seguida, seu comprimento € medido com fita métrica.

12 dobra 22 dobra

[ll. O valor obtido com essa medida é multiplicado por
ele mesmo e depois multiplicado pelo comprimento do
tronco. Esse é o volume estimado de madeira.

Outra estimativa pode ser obtida pelo calculo formal
do volume do tronco, considerando-o um cilindro
perfeito. A diferenga entre essas medidas ¢
praticamente equivalente as perdas de madeira no
processo de corte para comercializagao.

Pode-se afirmar que essas perdas sdo da ordem de

0 30%.
O 22%.
® 15%.
® 12%.
0O 5%.

1z

Questio 29 GG GE Gl G
(IFPE_2018)

Milena é aluna do curso de Saneamento no campus
Afogados da Ingazeira e convenceu seu pai a construir
um tanque de tratamento da agua do esgoto no quintal
de sua casa. Como o espaco disponivel ndo é tao
grande, o tanque tem por base um setor circular de um
quarto de volta com 1 metro de raio e 2,5 metros de
profundidade.

Se o ftratamento utilizado por Milena consegue
reaproveitar 80% da agua, estando o tanque
completamente cheio, quantos litros de agua poderao
ser reaproveitados? (Considere = 3,14).

0 6.280 litros.
O 7.850 litros.
® 2.000 litros.
® 2.512 litros.
O 1.570 litros.

Questio 30 GG GEGE
(UFG)

Observe a charge a seguir.

| 'l e 2 -: .-‘,
T - £STOU DESMATANDO 4
ﬁ}- = . ; _|'.|| -

Disponivel em: <http://veronicauerj.blogspot.com.br>. Acesso em: 28 mar.
2012. [Adaptada].

Considerando-se que as toras de madeira no
caminhdo sao cilindros circulares retos e idénticos,
com 10 m de comprimento e que a altura da carga é
de 2,7 m acima do nivel da carroceria do caminhé&o,
entdo a carga do caminh&o corresponde a um volume
de madeira, em metros cubicos de, aproximadamente,

Dados: V3 =1,7em = 3,1.

017,22
0273
® 374
® 46,5
@546
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Questio 31 RGN GE S G
(UFU)

A densidade (ou densidade volumétrica) de um
material mede a quantidade de matéria (massa) que
estd presente em uma unidade de volume desse
material. Embora todo material seja um objeto
espacial, € comum considerarmos sendo de “natureza
linear”. Por exemplo, um fio de cobre tem natureza
linear e consideramos sua densidade linear (razéo de
sua massa pelo seu comprimento).

O vergalhdo CA-60 sdo barras de ago muito
resistentes, utilizadas na construgcdo civii e
comercializadas em barras padrdao de 12 metros.
Admitindo que essas barras sejam cilindricas, seus
diametros (bitolas) variam de 4,2 a 9,5 mm.

De acordo com as especificagcbes da norma NBR
7480, a barra da bitola de 6,0 mm tem densidade linear
de 0,222kg/m (quilograma por metro).

Com base nas informagdes apresentadas, a
densidade, em kg/ m3, de uma barra de bitola 6mm é
igual a

222
Q _—

3é6m
222

15

222000
o
222000
361

(C)
(D)

Questio 32 RGN GE S G
(UFSM)

Uma alternativa encontrada para a melhoria da
circulacdo em grandes cidades e em rodovias é a
construgdo de tuneis. A realizagdo dessas obras
envolve muita ciéncia e tecnologia.

Um tunel em formato semicircular, destinado ao

transporte rodoviario, tem as dimensdes conforme a
figura a seguir.

Interbits®

Qual é o volume, em m3, no interior desse tunel?

0 4.800.
® 7.200 7.
® 14.400 7.
® 28.800 7.
@ 57.600 7.

EM
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Questio 33 GG GE GE G
(UFPB)

Uma fabrica produz embalagens metalicas fechadas,
em formato de um prisma reto, medindo 20 cm de
altura, cuja base é um quadrado de lado 10 cm. Para
diminuir o desperdicio de material, técnicos da fabrica
avaliaram que, se as embalagens fossem produzidas
em formato de um cilindro fechado, com a mesma
altura e volume da embalagem em formato de prisma,
haveria uma economia de material usado. Com base
nessa avaliagdo, é correto afirmar que, ao fazer as
embalagens em formato de cilindro, a economia da
fabrica com o material utilizado sera de: (Use: Vmr =
1,77).

0 6,5%
0 7,6%
® 9.2%
® 13,4%
@ 155%

Questio 34 GG GEGE T
(UFPB)

Sr. Ptolomeu construira em sua chacara um jardim de
formato circular com 16 m de didmetro. Contornando
o jardim, havera uma calgada, medindo 1 m de largura
por 0,1 m de altura, conforme figura a seguir:

Use: =314

Supondo que o prego médio do m? da calgada a ser
construida é de R$ 100, conclui-se que a despesa do
Sr. Ptolomeu com a construgdo da calgcada sera,
aproximadamente, de:

0 R$ 685,30
O R$ 653,80
® R$ 583,30
® R$ 533,80
O R$ 835,30

Questio 35 GG GE e
(UNIFOR)

Um copo, em forma de cilindro circular reto de raio
5cm e altura 20 cm, tem um nivel h de agua. O angulo
maximo que o fundo do copo forma com a horizontal,
de modo que a agua nao transborde é de 60°. O nivel
h da 4gua é de:

0 20-2V3
0 20-3V3
® 20-5V3
® 20-6V3
0 20-7V3
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Questio 36 GG GE S G
(UNIFOR)

Duas velas homogéneas e de comprimentos iguais
sdo acesas simultaneamente. A primeira tem um
tempo de queima de 4 horas e a segunda de 6 horas.
Apo6s certo tempo, ambas foram apagadas ao mesmo
tempo.

Observou-se que o resto de uma tinha o dobro do
resto da outra. Por quanto tempo ficaram acesas?

O 2 horas
O 2 horas e 30 min
® 3 horas
® 3 horas e 20 min
® 3 horas e 30 min

Questio 37 RGN G GE G
(ENEM)

Uma empresa de transporte armazena seu
combustivel em um reservatério cilindrico enterrado
horizontalmente. Seu conteido é medido com uma
vara graduada em vinte intervalos, de modo que a
distdncia entre duas graduagdes consecutivas
representa sempre o mesmo volume.

A ilustracdo que melhor representa a distribuicdo das
graduacgdes na vara é:

Interbits®

Interbits®

©
@

1z

Questio 38 GG GEGE G
(UEMA)

Um marceneiro tem como seu principal produto
bancos de madeira, os quais sdo envernizados, antes
da sua montagem, para melhor acabamento. Tais
bancos sao compostos pelo assento circular e quatro
pernas de secdo quadrada. O assento tem raio de 30
cm e espessura de 5 cm, enquanto as pernas tém 3
cm de lado e 40 cm de altura. Sabe-se que o verniz
utilizado pelo marceneiro tem rendimento de 8 m?2, por
litro, e é vendido, apenas, em latas de um litro.

Para envernizar toda a sua produgdo mensal, 40
(quarenta) bancos, a quantidade de latas de verniz a
ser adquirida é de

Considere 1m? = 10.000cm? e m = 3,14.

QOO
No oA w

TEXTO PARA AS PROXIMAS 2 QUESTOES:

Uma garrafa cilindrica esta fechada, contendo um
liquido que ocupa quase completamente seu corpo,
conforme mostra a figura. Suponha que, para fazer
medi¢cbes, vocé disponha apenas de uma régua
milimetrada.

Questio 39 GG GE GE G
(ENEM)

Para calcular o volume do liquido contido na garrafa,
0 numero minimo de medicdes a serem realizadas é:

LOROO
A WN =

Questio 40 GGG Gl G
(ENEM)

Para calcular a capacidade total da garrafa, lembrando
que vocé pode vira-la, o numero minimo de medigdes
a serem realizadas é:

WOROO
A WN =
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Questio 4] GNEGENNNNNGEGE G
(FCMMG_2018)

Em trabalhos de laboratério, € comum acompanhar o
comportamento de liquidos em aquecimento. Os
liquidos, da mesma forma que os soélidos, passam por
uma dilatacdo quando s&o aquecidos. Por nao
possuirem forma especifica, os liquidos assumem o
formato do recipiente em que foram alojados.

Ao analisar o comportamento térmico de um liquido,
percebe-se que sua dilatagdo ocorre ao mesmo tempo
em que ocorre a dilatagdo do recipiente, ou seja,
quando aquecido, o complexo (liquido + recipiente) se
dilata. Na pratica, quando somente se considera que
a capacidade do frasco aumentou, a dilatagdo
observada para o liquido sera uma dilatagédo aparente.
A dilatacdo real sofrida pelo liquido é superior a
dilatacdo aparente e é idéntica a soma da dilatagdo
aparente com a dilatacao do recipiente.

Durante experimento  pratico de
aquecimento de determinado liquido, foi utilizado um
tubo de ensaio graduado que indicava, inicialmente, a
marcagdo de um volume de 30 cm3. Apds 4 minutos
de aquecimento, o volume no tubo de ensaio indicava
32 cm? e também uma elevagdo de,
aproximadamente, 3mm na altura do liquido
armazenado no tubo de ensaio.

um

Considerando-se as informacdes dadas, pode-se
concluir que o didmetro do tubo de ensaio, apés o
aquecimento, era de, aproximadamente:

0O 4cm
® 3cm
® 2cm
® 1,5¢cm
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Questio 42 GG GEGE G
(IFAL)

Um cilindro reto de 4 m de didmetro, 2 m e 8 m de
altura é cortado por um plano nao paralelo a sua base,
resultando no solido ilustrado na figura abaixo. O
volume do sélido é:

1m

Interbits®

O 6mm?
O 8mm?
® 10mm?
® 12mrm?
O nda.

Questio 43 GG GE GE G
(FMP_2018)

A figura mostra um retangulo ABCD cujos lados
medem 7 cm e 3 cm. Um cilindro sera formado
girando-se o retdngulo ABCD em torno da reta definida
pelo seu lado AB.

> E}____

7 cm

3 cm

Interbits®

A medida do volume desse cilindro, em centimetros
cubicos, é mais proxima de

0 750
0 441
® 63

® 126
@ 190
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Questio 44 GG GECE G
(UER]_2017)

Um cilindro circular reto possui diametro AB de 4 cme
altura AA’ de 10 cm. O plano a, perpendicular a secéo
meridiana ABB’A’, que passa pelos pontos B € A’ das
bases, divide o cilindro em duas partes, conforme
ilustra a imagem.

A B’

interbits®

A

(o8]

O volume da parte do cilindro compreendida entre o
plano a e a base inferior, em c¢m3, é igual a:

(A4
O 12n
® 167
®20n

Questio 45 GNEGENNNN S GE G
(FGV)

Um cilindro circular reto de base contida em um plano
a foi seccionado por um plano g, formando 30° com a
gerando um tronco de cilindro. Sabe-se que BD e CE
sdo, respectivamente, eixo maior da elipse de centro
P contida em B, e raio da circunferéncia de centro Q
contida em a. Os pontos A, B, P e D sao colineares e
estdo em B, e os pontos A, C, Q e E séo colineares e
estdo em a.

Interbits®

Sendo BC =1 me CQ = +/3m, o menor caminho pela
superficie lateral do tronco ligando os pontos C e D
mede, em metros,

O 3V1+ 3n?
0O 3V3n

® 3V1 + n?
® V9 + 3m2
@ Vot
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Questio 46 GG GE GE G
(FGV)

A figura A mostra um copo cilindrico reto com diametro
da base de 10 cm e altura de 20 cm, apoiado sobre
uma mesa plana e horizontal, completamente cheio de
agua.

O copo foi inclinado lentamente até sua geratriz formar
um angulo de 45° com o plano da mesa, como mostra
a figura B.

\/<450

Figura B

J

Figura A
Ent&o, o volume de agua derramada, em cm?, foi:

0O 120n
O 1257
® 250n
® 300m
O 500n

Questio 47 GG GECGE T
(FGV)

Inclinando-se em 45° um copo cilindrico reto de altura
15 cm e raio da base 3,6 cm, derrama-se parte do
liquido que completava totalmente o copo, conforme
indica a figura.

I

Admitindo-se que o copo tenha sido inclinado com
movimento suave em relagdo a situagao inicial, a
menor quantidade de liquido derramada corresponde
a um percentual do liquido contido inicialmente no
copo de

~

0 48%
O 36%
® 28%
® 24%
G 18%

1z
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Questio 48 GGG S G
2(C)

1. (Unisc 2021) Um senhor de oitenta e cinco anos
passou por um procedimento de gastrostomia por néo
ser capaz de ingerir, pela boca, comida suficiente para
uma boa nutricdo. A familia responsabilizou-se pelos
cuidados desse senhor. Ao comprar 11 de alimento
utilizou uma certa quantidade na alimentacéo e
armazenou o restante em um recipiente com formato
de um cilindro circular reto, cujas medidas sao:
didmetro da base igual a 10 ¢m e altura igual a 10 cm.
Sabendo-se que o alimento, ao ser armazenado nesse
recipiente, atingiu a altura de 10 c¢m. (considere = = 3)
pode-se afirmar que a quantidade de alimento (em ml)
que o senhor ingeriu antes de armazena-lo no
recipiente foi de:

0 100 ml
® 150 ml
® 250 ml
® 250 ml
A 300ml

Questao 49 RGN GE G G
2(B)

2. (G1 - cftmg 2020) Uma empresa construiu um
reservatorio de agua com dois cilindros justapostos,
como na figura a seguir.

Interbits®

Sabe-se que o raio do cilindro maior é 8 vezes o raio
do cilindro menor e V; e V, sédo os volumes do cilindro
menor e maior, respectivamente. Considere que V; =
3nr? e V, = 12nR?

Se o0 reservatério possui capacidade total de
3.0847r m3, entdo, o raio do cilindro maior é, em
metros, igual a

0 14
O 16
® 18
® 20
0 22

1z

Questdo 50 G GENNNNNGE GG
3(D)

1. (Cesgranrio 2011) Um sélido totalmente macico é
composto pela unido de dois cilindros circulares retos
de mesmo didmetro. As densidades do cilindro menor
e do cilindro maior valem, respectivamente, 8.900 kg/
m3 e 2.700 kg/m3.

< >
< >
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Interbits®

Considerando-se mw = 3, a massa desse sélido, em

toneladas, vale

0 97,2

O 1145
® 2136
® 310,8
0 3204

Questdo 51 G CGENNNNGE G G
3(D)

2. (Famema 2017) Um cilindro circular reto A, com
raio da base igual a 6 cm e altura H, possui a mesma
area lateral que um cilindro circular reto B, com raio da
base r e altura h, conforme mostram as figuras.

Interbits®

fora de escala
Sabendo que % = 1,2 e que o volume do cilindro B é

240m cm?, é correto afirmar que a diferenga entre os
volumes dos cilindros é
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Questio 52 GNECGENNNNNNGEGE G
(UFU_2023)

Em um projeto de engenharia envolvendo cilindros
hidraulicos, tém-se dois cilindros circulares retos,
colocados um no interior do outro e com bases
sobrepostas, conforme indicado na figura abaixo.

Se eles forem recortados e planificados, tém-se dois
retdngulos, com alturas e areas especificadas a
seguir.

SuperProfessor®

area de 192 cm?

8 cm area de 180 cm?

Figuras ilustrativas e sem escalas

Assumindo-se que esses cilindros sejam ocos; que
ndo flutuam em agua; que tenham paredes de
espessura desprezivel, e que estejam inicialmente
vazios, foram despejados 465 cm®de agua no interior
do cilindro de maior altura, de maneira que parte dessa
agua transbordara para o cilindro de altura menor.
Segundo as condigbes apresentadas, e utilizando a
aproximagdo w = 3 determine a altura, em cm, que a
coluna de agua atingiu no cilindro de altura menor.

0 3,00
6 1,00
® 1,08
® 1,69

Gabarito _ Cilindros

Hora de Praticar

Questdo Resposta Questdo Resposta
01 C 21 E
02 D 28 B
03 B 29 E
04 E 30 D
05 A 31 C
06 A 32 B
07 C 33 C
08 B 34 D
09 B 35 C
10 D 36 C
11 D 31 A
12 B 38 C
13 A 39 B
14 C 40 C
15 B 41 B
16 C 42 B
17 C 43 E
18 D 44 D
19 D 45 D
20 A 46 B
21 B 41 D
22 C 48 C
23 D 49 B
24 B 50 D
25 D 51 D
26 B 52 A
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Consideremos um circulo (regido circular) situado num
plano @ e um ponto V fora de a. Chama-se cone
circular a reunido dos segmentos de reta com uma
extremidade em V e outra nos pontos do circulo.

v
h

4.

Podemos destacar no cone circular os seguintes
elementos:

Base: circulo contido no plano a.

Vértice: ponto V.

Raio da Base: R

Geratrizes: sdo o0s segmentos com uma
extremidade em V e a outra nos pontos da
circunferéncia da base.

Altura: é a distancia do vértice ao plano da base.
Eixo Central: é a reta que passa pelo vértice do
cone e pelo centro do circulo da base.

Se o eixo central for perpendicular ao plano da base,
diremos que o cone é reto, caso contrario, o cone sera
dito obliquo.

CONE OBLIQUO

CONE RETO

TICA

1z
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CONE CIRCULAR RETO

Um cone circular é dito refo quando a projecéo
ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro
da base.

h: altura do cone.
g: geratriz do cone.
R: raio da base do cone.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:
g*=h? +1?
O cone circular reto é também chamado cone de

revolucdo, pois pode ser gerado pela rotagdo de um
triangulo retédngulo em torno de um de seus catetos.

+ PLANIFICAGAO

Quando planificamos a superficie de um cone reto de
raio da base R e geratriz g obtemos um circulo,
correspondente a base, e, correspondente a superficie
lateral, obtemos um setor circular de raio g, cujo arco
tem comprimento 2nR.
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geratriz

0Q

AN

— ’ 2rR |‘\ |

.\\\:@"35‘3////

e

Assim, sendo Ay a area da base, A, a area lateral e
A; a area total desse cone circular reto, temos:

Area da Base:
Ap = R?
Area da Lateral:
Observe que a area lateral corresponde a area de um
setor circular de raio g, assim, basta percebermos que

a area do setor é diretamente proporcional ao
comprimento do arco, logo:

Comprimento

do Arco Area
2mg — A
2nR — mR?

2nR - A, = 2ng - TR?
A, =mRg

Caso seja dado o angulo central 8 do setor

correspondente a planificacdo, teremos:

superficie lalcral//»/'

\

1z

Angulo :
Central Area
(7] — A
360° — mTR?

360° - A, = 0 - TR?

_6’-7'[R2
L™ 3600

Area da superficie lateral de um cone reto: uma
analogia interessante

Considere o triangulo ABC da figura a seguir, de base
b e altura h.

e N o

S
o)

Sabemos, da geometria plana, que a area desse
triangulo é dada por

A= b-h

A — 2 .
Considere, agora, o setor circular ABC, originado a
partir da planificagcdo da superficie lateral de um cone
reto de geratriz g e raio da base R.
B

2R
Como vimos anteriormente, a area desse setor é
obtida a partir da expresséao
A = mnRg,
a qual pode ser reescrita da seguinte maneira:
2nR - g

>

Perceba que, com base nesta ultima igualdade, o
calculo da area do setor circular é analogo ao célculo
da area de um tridngulo de base 2nR e altura g. Isso
nos permite memorizar mais facilmente a férmula da
area da superficie lateral de um cone reto: basta
imaginar essa superficie como um triangulo de base
27nR e altura g, e utilizar a conhecida féormula da area
do tridngulo.
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Area Total:

Arotat = Araterar + Apase
Ar = mRg + nR?
Ar=mR-(g+R)
+ VOLUME
De maneira experimental, temos que o volume do

cone corresponde a um tergo do volume de um cilindro
de mesma base e mesma altura.

altura

Dai:
Veone = § *Veitinaro
1
VCOTLE = 5 . T[Rz . h.

Claro que poderiamos usar o Principio de Cavalieri
para mostrar que o volume do cone corresponde ao
volume de uma pirdmide de mesma altura e cuja area
da base é igual a area da base do cone.

1z

+ SECCAO MERIDIANA

A seccao meridiana de um cone é a intersec¢ao do
cone com o plano que contém a reta suporte do eixo
central do cone.

secgao
meridiana

No caso de o cone ser reto, a seccdo meridiana € um
tridngulo isésceles, cuja area é dada por:

2R-h
ASM:T:Rh

Caso a secgdo meridiana do cone reto seja um
triangulo equilatero, o cone serd dito um Cone
Equilatero. Vejamos:

=
=

VA=VB =AB =2R
g =2R

Além disso, temos que a altura do cone sera a altura
de um tridngulo equilatero de lado 2R, assim:

2R -3
h = \/_z

RV3
> V3

Para o calculo da area lateral, area total e volume do
cone equilatero, basta aplicar as féormulas que
obtivemos anteriormente para o cone reto.
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Problema 01: (UFPB 2011) A prefeitura de certo
municipio realizou um processo de licitagdo para a
construgdo de 100 cisternas de placas de cimento
para familias da zona rural do municipio. Esse sistema
de armazenamento de agua é muito simples, de baixo
custo e ndo poluente. A empreiteira vencedora
estipulou o prego de R$ 40 por m? construido,
tomando por base a area externa da cisterna. O
modelo de cisterna pedido no processo tem a forma
de um cilindro com uma cobertura em forma de cone,
conforme a figura abaixo.

| |

4m
Considerando que a construgao da base das cisternas
deve estar incluida nos custos, € correto afirmar que o
valor, em reais, a ser gasto pela prefeitura na
construcao das 100 cisternas sera, no maximo, de:
Use: T = 3,14

® 100.960.
® 125.600.
® 140.880.
® 202.888.
@ 213.520.

Solucao:

Sejam R e h as medidas, respectivamente, do raio da
base e da altura da parte cilindrica de uma cisterna.
Considere também g a medida da geratriz da sua
cobertura em forma de cone. Note que o raio da base
dessa cobertura coincide com o raio da base da parte
cilindrica. Pelos dados apresentados, temos que

4
R=§=2m,h= 2meg=25m.

Dessa forma, a area lateral da parte cilindrica € dada
por
ALateral cilindrica = 2nR-h=2m-2-2=8nm?

Ademais, a area da base da cisterna é
Apgse = TR? = - 22 = 4r m?.

A area da cobertura, por sua vez, é igual a
ACobertura = TTRg =m-2-25=5n m2.

Portanto, a area externa total da cisterna é dada por
ATotal = ALateral cilindrica + ABase + ACobertura
=8m + 4w + 51 = 177 m?.
Como o prego por metro quadrado construido é de R$
40,00, o custo de uma uUnica cisterna €, em reais,
Ceisterna = 40 - 17m = 6807.

EM

1z

TICA
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Logo, o valor a ser gasto pela prefeitura na construgcéo
das 100 cisternas €&, em reais,
Crotar = 100 - 6801 = 68000 - 3,14 = 680 - 314
= R$ 213520.

Resposta: E

Problema 02: (ENEM 2022) Uma empresa produz e
vende um tipo de chocolate, macigo, em formato de
cone circular reto com as medidas do didmetro da
base e da altura iguais a 8 cm e 10 cm,
respectivamente, como apresenta a figura.

10 cm

Devido a um aumento de preco dos ingredientes
utilizados na producédo desse chocolate, a empresa
decide produzir esse mesmo tipo de chocolate com um
volume 19% menor, no mesmo formato de cone
circular reto com altura de 10 cm.

Para isso, a empresa produzira esses novos
chocolates com medida do raio da base, em
centimetro, igual a

0 1,52.
G 3,24.
® 3,60.
® 6,48.
G 7,20.

Solucao:

Primeiramente, determinemos o volume V.., dos
chocolates antes da alteragao no processo produtivo.
Uma vez que os produtos possuiam formato de cone
reto com didmetro da base e altura medindo,
respectivamente, 8 cm e 10 cm, tal volume é dado por

cm3.

1 8\2 1 . 1607
Vinicialzg'ﬂ'(z) 10:§7T4‘ 102 3

Seja Vinq O volume de cada chocolate apds a
mudancga na produgéo, isto &, apos a redugéo de 19%
do volume inicial. Temos que
19 19
Vfinal = Vinicial - m ! Vinicial =(1- m) : Vinicial
_ 81 160m 27-16m
100 3 10
Por outro lado, uma vez que, apods a alteragao, os
chocolates permaneceram com formato de cone reto
de altura 10 cm,

cm-.,

1 2
Vina = 5 mR* - 10,
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onde R representa a medida do raio da base dos
novos chocolates. Portanto,

1 R 10_27-1671
3" T 10
Consequentemente,
3:27-16-m 81-16
R? = = .
10-10-m 100
Logo,
81-16 +/81-416 9-4 36
R = = = =—=36cm.
100 /100 10 10

Resposta: C

Problema 03: (UFPR 2023) Na figura ao lado, tem-se
um reservatoério no formato de um cone reto com altura
h e area do topo igual a 12 m?. Esse reservatorio esta
sendo preenchido com um liquido cujo volume em m3

€ dado por:
V(t) =log,(t* + 1),

sendo t >0 o tempo. Em quanto tempo o liquido
atingira metade da capacidade desse reservatoério?

Solugao:

Primeiramente, observe que a capacidade maxima
Vnax dO reservatério corresponde ao volume do cone
de area da base A,,,, = 12 m? e altura h, isto &,

1 1
VméngAbase'hzg'lz'hzll‘h.

Note também que, em t = 0, o volume do liquido no
reservatorio é dado por V(0) = log, (0% + 1) =log, 1 =
0. Isso significa que, em t =0, o0 reservatorio se
encontra vazio. Seja t o instante em que o liquido

ocupa metade da capacidade do reservatério. Temos
que V(t) = % = % = 2h, e, consequentemente

log,(t? + 1) = 2h.

Isso implica que
t? +1=22" = 4"

Portanto, t = V4" — 1.
Resposta: A

I ONAEBSON -
MATEMATICA CRIATIVA

TRONCO DE CONE RETO

Quando seccionamos um cone por um plano paralelo
a base, separamos esse cone em dois sélidos:

!/
- outro cone
seccao transversal
A 8

tronco do cone

v

o so6lido que contem o vértice que é um novo cone
e

0 solido que contém a base do cone dado que é um
tronco de cone de bases paralelas.

tronco
do
cone

Assim, o tronco de cone reto tera como elementos:

Base Menor: circulo de raio r;

Base Maior: circulo de raio R;
Altura: distancia entre as bases (h);
Geratriz do tronco: g.

O tronco de cone reto também é um sdlido de
revolugdo, pois pode ser obtido pela rotagdo de um
trapézio retangulo em torno do lado perpendicular as

bases.

-

T
-
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Algumas relagdes surgem naturalmente quando
invocamos os conhecimentos basicos de geometria
plana, por exemplo, aplicando o Teorema de
Pitagoras, temos:

gt =hE + R —1)?

Claro, que nao existe necessidade de memorizar essa
ultima expressdo. Basta aplicar o Teorema de
Pitagoras, como vimos.

Observe também que ao seccionarmos um cone reto
com um plano paralelo a base, o novo cone gerado
tem a mesma natureza do cone primitivo, isto é, sao
semelhantes, logo, os angulos sdo ordenadamente
congruentes e os elementos lineares (raios das bases,
geratrizes, alturas) sédo proporcionais.

onde:
h: Altura do cone menor;
H: Altura do cone maior;
r- Raio da base menor;
R: Raio da base maior;
g: geratriz do cone menor;
G: geratriz do cone maior.
k: constante de proporcionalidade.

Além disso,

A, A A

= = =k2
A AL Ar

onde,

A,: Area da base menor;

Ag: Area da base maior;

A;: Area lateral do cone menor;
A, Area lateral do cone maior;
A,: Area total do cone menor;
Ar: Area total do cone maior.

e por fim,

VCone Menor = k3

VCone Maior

A partir dessas relagdes podemos deduzir o volume do
tronco de cone, de modo que basta calcular a
diferenga entre o volume do cone original e o volume
do cone menor gerado, veja:

Vironco = Vcone maior — Vcone Menor
assim,

h
Vironco = 7 * [Ap + VA5 - Ay + 4y

dai

Vrronco = % : [ﬂRz + \/m + 7-”.2]
U

Vr =n—ht-[R2+R~r+r2]
ronco 3

Quando planificamos um tronco de cone circular reto
obtemos um circulo menor, um circulo maior e um
setor de coroa circular como descrito na imagem a

seguir:
&,
oy —
: ¢ - &
g 2
S " y

SETOR DE COROA CIRCULAR

Para o calculo da area lateral do tronco de cone,
também podemos usar as relagdes obtidas das
proporgoes e fazer a area lateral do cone original
menos a area lateral do cone menor gerado. Assim,
obteremos:

ALateral do Tronco — T[(R + T) g

1z
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Fagamos agora uma analogia interessante
envolvendo a area da superficie lateral de um tronco
de cone reto.

Considere o trapézio XYZW da figura a seguir, de base
maior B, base menor b e altura h.

RSN IS

X w

s

Sabemos, da geometria plana, que a area desse
trapézio é dada por
(B+b)-h
Atrapézio = - 3

Considere, agora, o setor de coroa circular XYZW,
originado a partir da planificagao da superficie lateral
de um tronco de cone reto de geratriz g,, raio da base
maior R e raio da base menor r.

"

27R

Como vimos anteriormente, a area desse setor é
obtida a partir da expresséao
A=n(R+71)- g

a qual pode ser reescrita da seguinte maneira:

A= (2nR + 2nr) - g,
—

Perceba que, com base nesta ultima igualdade, o
calculo da area do setor de coroa circular é analogo
ao calculo da area de um trapézio de base maior 2nR,
base menor 2nr e altura g,. Isso nos permite
memorizar mais facilmente a férmula da area da
superficie lateral de um tronco de cone reto: basta
imaginar essa superficie como um trapézio de base
maior 2R, base menor 2ntr e altura g,, e utilizar a
conhecida férmula da area do trapézio.

Para o calculo da area total, basta fazer:

A Totat = A Laterai + A Base + A Base
do Tronco do Tronco Menor Maior

Problema 04: (UER] 2011) Um solido com a forma de
um cone circular reto, constituido de material
homogéneo, flutua em um liquido, conforme a
ilustracdo abaixo.

Se todas as geratrizes desse solido forem divididas ao
meio pelo nivel do liquido, a razdo entre o volume
submerso e o volume do sdlido sera igual a

Solucao:

Sejam G e g, respectivamente, as geratrizes do cone
maior (sélido completo) e do cone menor (parte do
soélido que se encontra fora da agua). Uma vez que
todas as geratrizes do sdlido foram divididas ao meio
pelo nivel do liquido, temos que

g 1
¢~ 7
Consequentemente,
Ynenor _ (1)3 _1
Viaior  \2/ 8

onde V,cnor € Vinaior representam, nessa ordem, os
volumes dos cones menor e maior. Assim,

Vmenor = g : Vmaior'

Por outro lado, perceba que o volume submerso
Vsubmerso € dado por

Veubmerso = Vmaior — Vmenor-
Portanto,
1 1
Vsubmerso = Vmaior - g : Vmaior = (1 - g) : Vmaior
7
= g ! Vmaior'

Logo, a razdo entre o volume submerso e o volume
do sdlido é

Vsubmerso _ 7

Vmaior 8.

Resposta: D
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Problema 05: (EsPCEx 2010) A figura abaixo
representa a planificagdo de um tronco de cone reto
com a indicagdo das medidas dos raios das
circunferéncias das bases e da geratriz.

13cm

A medida da altura desse tronco de cone é

O 13cm.
O 12 cm.
® 11 cm.
® 10 cm.
O 9cm.

Solucao:

Sejam r, R, g, € h, o raio da base menor, o raio da
base maior, a geratriz e a altura do tronco de cone da
questao. Pela planificagdo apresentada, temos que
r=6cmR=11cme g, =13 cm.

Além disso, de acordo com a relagdo métrica no tronco

de cone reto,
h, = /g? —(R-1)

Logo, a medida da altura desse tronco de cone €, em
centimetros,

h, = /132 — (11 — 6)2 = /132 — 52 = /169 — 25
=144 =12 cm.

Resposta: B

Problema 06: (Escola Naval) A area da superficie
de revolugdo gerada pela rotagdo do tridngulo
equilatero ABC em torno do eixo XY na figura abaixo,
em unidade de area é

AAAAAAAAAA

Solucao:

Na figura abaixo, € ilustrada a superficie gerada a
partir da rotacao do tridngulo ABC em torno do eixo XY.

Note que essa superficie de revolucao é delimitada por
trés regides:

Regido 1: superficie lateral do tronco de cone de
geratriz g, = BC, raio da base menor r; = XC e raio da
base maior R, = YB;

Regido 2: superficie lateral do tronco de cone de
geratriz g, = AB, raio da base menorr, = YB eraio da
base maior R, = XA4;

Regido 3: coroa circular de raio menor r; = XC e raio
maior R; = XA.

Como ABC €& um triangulo equilatero de lado a e XY é
a medida de sua altura, temos que

XY
2

Além disso, pela figura dada, XC = a, XA = 2a e

yBoatl=32
ATy T

Portanto, a area da regido 1 € dada por
A =n(Ry+1r)-g,=n(YB+XC) BC

3 (3a+) _57Ta2
=n|\zta)a=——

De modo similar, a area da regido 2 é
A, =n(R,+1,) g, =n(XA+YB)-AB

B (2 +3a) _77ra2
=m(2a+—)a=——

Por fim, a area da regiao 3 é
Ay =m(R3 —r?) = n(XA? — XC?) = n[(2a)? — a?]
= n(4a® — a?) = 3na’.

Uma vez que a area da superficie de revolu¢ao gerada

pela rotagc&o do tridngulo ABC em torno do eixo XY é a

soma das areas das regides 1, 2 e 3, isto é,
Asuperfl’cie = Al + AZ + A3,

concluimos que, em unidade de area,

Sta? 7ma? 2

12ma

Asuperficie = — + 3ma? = + 3ma?
= 6ma? + 3ma? = 9wa?.
Resposta: A
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Problema 07: (ENEM 2021) Uma pessoa comprou
uma caneca para tomar sopa, conforme ilustragéo.

Interbits®

Sabe-se que 1 cm® = 1 mL e que o topo da caneca é
uma circunferéncia de didmetro (D) medindo 10 cm, e
a base é um circulo de diametro (d) medindo 8 cm.
Além disso, sabe-se que a altura (h) dessa caneca
mede 12 cm (distdncia entre o centro das
circunferéncias do topo e da base).

Utilize 3 como aproximacéo para m.

Qual é a capacidade volumétrica, em mililitro, dessa
caneca?

0 216.
O 408.
® 732.
® 2196.
A 2928.

Solucao:

Sejam R e r, respectivamente, os raios das bases
maior e menor da caneca. Temos que

R D_10__ _d_8_,
—5—7— cmer———i— cm.

N &

Como a caneca possui formato de um tronco de
cone, seu volume é dado por

Th
Vz?-(R2+R-r+r2).
Logo,
12w 12-3
V:T-(52+5-4+42)zT-(25+20+16)
=12-61 =732 cm3.

Visto que 1 cm?® = 1mL, concluimos que a capacidade
volumétrica da caneca é de 732 mL.

Resposta: C

1z

Questdo (1 GG GG e

(Ronaebson)

Uma casquinha de sorvete tem a forma de um cone
circular reto cujas dimensdes internas sao:
= Altura: 16 cm;
= Raio da base: 4cm.

Uma bola de sorvete é colocada dentro
da casquinha e, como a pessoa nao
tomou logo, ela derreteu de modo que a
altura do liquido dentro do cone ficou na
metade da altura da casquinha.

O raio da bola de sorvete colocada dentro da
casquinha era igual a

0O 1cm.
® 2cm.
® 3cm.
® 4cm.
O 6cm.

Questdo (2 NG GG e

(Ronaebson)

Vanessa vende cones frufados para ajudar no
orcamento familiar. As trufas tém o formato de cone
circular reto cujo raio da base mede 2 cm e altura
mede 8 cm. O custo para a producdo de uma Unica
trufa dessas é de R$ 1,00 e esse custo é proporcional
a quantidade de material utilizado, ou seja, ao volume
da trufa, além disso, ela sempre vende as trufas por
R$ 3,00 a unidade.

B
é, @

P

Para tentar atrair mais clientes e dar a impresséo que
seu cone trufado ficou bem maior, ela decidir aumentar
em 30% a altura de cada cone, em contrapartida,
diminui 10% no valor do raio da base.

Decidindo néao alterar o prego de venda de cada um
desses cones trufados, Vanessa previu que a cada 10
dessas trufas vendidas, seu lucro, em relagdo a
situagéo anterior as alteragdes feitas,

@O diminuiria R$ 0,53.
@ diminuiria R$ 1,70.
@®@ diminuiria R$ 3,00.
® aumentaria R$ 0,19.
O aumentaria R$ 1,90.
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Questdo 03 GG GGG
(UER])

Um depdsito de 6leo tem a forma de um cone circular
reto cujo eixo vertical forma com suas geratrizes o
angulo de 45°. Foram retirados desse deposito 19 m®
de O6leo. Com isso, a altura do nivel de dleo foi
reduzida em 1m e passou a ter x metros de altura.

45°

T
I
I
I
I
, X
I
I
I
1

Interbits®

Considerando = 3, a altura x do nivel de éleo é igual
a

O 1m.
O2m.
®3m.
® 4m.
O5m.

Questdo (4 GG GGG

(Ronaebson)

Com o objetivo de fazer pequenos bolos para que seus
filhos levem como lanche para escola, dona Izabel
comprou miniformas de bolo como descritas na
imagem.

A forma geométrica dos sdlidos representados na
imagem acima é a de um

O cone.

® cubo.

@® cilindro.

® tronco de piramide.
A tronco de cone.

EMATI

1z

AAAAAAAA

Questio 05 GG GE Gl G
(ENEM)

Assim como na relagdo entre o perfil de um corte de
um torno e a pecga torneada, solidos de revolugao
resultam da rotagao de figuras planas em torno de um
eixo. Girando-se as figuras a seguir em torno da haste
indicada obtém-se os sélidos de revolugao que estao
na coluna da direita.

M

>

>

=\
-y

—h AN Anh
e

[¢)]
m

-—V

Ll i e

A correspondéncia correta entre as figuras planas e os
solidos de revolucéo obtidos é:

0 1A, 2B, 3C, 4D, 5E.
C, 3D, 4E, 5A.
D, 3E, 4A, 5C.
E, 3A, 4B, 5C.
E, 3B, 4C, 5A.

B, 2
B, 2
D, 2
D, 2

01
@1
Q1
01

Questio 06 GG GE GE G
(IFPE)

Um silo para armazenamento de cereais € formado
pela juncdo de um cilindro e um cone com 0 mesmo
raio da base e dimensdes internas indicadas na figura
a seguir. Determine quantos metros cubicos de
cereais podem ser armazenados neste silo. (Adote
T = 3,14).

R

m

10m

0 3.140
© 3.346
® 3.454
®3.512
33816
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Questio (7 GNEGENN G GE G
(UNICAMP)

Depois de encher de areia um molde cilindrico, uma
crianga virou-o sobre uma superficie horizontal. Apés
a retirada do molde, a areia escorreu, formando um
cone cuja base tinha raio igual ao dobro do raio da
base do cilindro.

Y
N

s

Interbits®

— |

A altura do cone formado pela areia era igual a

v

2R

(A) % da altura do cilindro.
(B) % da altura do cilindro.
(C) % da altura do cilindro

(D) § da altura do cilindro.

Questdo 08 GG GGG
(UNESP_2017)

Um cone circular reto, de vértice V e raio da base igual
a 6cm, encontra-se apoiado em uma superficie plana
e horizontal sobre uma geratriz. O cone gira sob seu
eixo de revolugdo que passa por V, deslocando-se
sobre a superficie plana horizontal, sem escorregar,

conforme mostra a figura.
\ _eixo de revolugao

Interbits®

O cone retorna a posicao inicial apés o circulo da sua

base ter efetuado duas voltas completas de giro.

Considerando que o volume de um cone é calculado
. 2 )

pela formula ™" h/3, o volume do cone da figura, em

cm3, éigual a

0 72\/3n
O 48V31
® 36131
® 18V31
@ 12V3n

1z

Questio (9 GG GE S G
(UNESP)

Prato da culinaria japonesa, o temaki é um tipo de
sushi na forma de cone, enrolado externamente com
nori, uma espécie de folha feita a partir de algas
marinhas, e recheado com arroz, peixe cru, ovas de
peixe, vegetais e uma pasta de maionese e cebolinha.

Um temaki tipico pode ser representado
matematicamente por um cone circular reto em que o
didmetro da base mede 8 cm e a altura 10 cm.
Sabendo-se que, em um temaki tipico de salméo, o
peixe corresponde a 90% da massa do seu recheio,
que a densidade do salmdo é de 0,35g/cm3® , e
tomando m = 3, a quantidade aproximada de salméo,
em gramas, nesse temaki, € de

0 46.
O 58.
® 54.
® 50.
0O 62.

Questio 10 GG GE Gl G
(PUCRS)

Um desafio matematico construido pelos alunos do
Curso de Matematica tem as pecgas no formato de um
cone. A figura abaixo representa a planificagdo de uma
das pecgas construidas.

Interbits®

A area dessa peca é de

O 10n
O 16w
® 20n
® 28w
Q40n
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Questio 11 GG GE S G
(UCS)

Uma ampulheta tem a forma de dois cones circulares
retos idénticos (mesmo raio e mesma altura) no
interior de um cilindro circular reto, conforme mostra a
figura.

-
v Interbits®

O volume da parte do cilindro sem os dois cones é
igual soma dos volumes desses cones.
Assinale a alternativa que preenche corretamente a
lacuna acima.

0 a

® ao dobro da

® a metade da

® aumtergoda
@ a dois tercos da

Questdo 12 RGN G G G
(Mackenzie_2018)

Se um cone reto tem altura igual a 12 cm e seu volume
é 64mcm?3, entdo sua geratriz, em mede

0 20
0 10vV2
® 4/10
® 42
0 2V10

Questio 13 GNEGENNNNGE S G
(IFAL_2018)

Certo tanque de combustivel tem o formato de um
cone invertido com profundidade de 5 metros e com

raio maximo de 4 metros. Quantos litros de
combustivel cabem, aproximadamente, nesse
tanque?

Considere T = 3,14.

@ 20.000 |

® 50.240 |

® 83.733,33 |
® 104.666,67 |
@ 150.000 |

1z

Questio 14 GG GE GE G
(UFU_2017)

Um recipiente cbnico utilizado em experiéncias de
quimica deve ter duas marcas horizontais circulares,
uma situada a 1 centimetro do vértice do cone,
marcando um certo volume V, e outra marcando o
dobro deste volume, situada a H centimetros do
vértice, conforme figura.

marca 2 ——> .

marca 1

1em

|

Nestas condi¢des, a distancia H, em centimetros, é
igual a:

02
03
@4/3
@3/2

Interbits®

H cm

Questio 15 GG GE Gl G
(Fuvest_2017)

Um reservatério de agua tem o formato de um cone
circular reto. O didmetro de sua base (que esta
apoiada sobre o chao horizontal) é igual a 8m. Sua
altura é igual a 12 m. A partir de um instante em que o
reservatorio esta completamente vazio, inicia-se seu
enchimento com agua a uma vazé&o constante de 500
litros por minuto.

O tempo gasto para que o nivel de agua atinja metade
da altura do reservatério é de, aproximadamente,

Dados:

- m é aproximadamente 3,14.

- O volume V do cone circular reto de altura h e raio
2

nr“h

3

dabaseréV =

O 4 horas e 50 minutos.
® 5 horas e 20 minutos.
® 5 horas e 50 minutos.
® 6 horas e 20 minutos.
@ 6 horas e 50 minutos.
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Questio 16 NG G G
(UER])

Um funil, com a forma de cone circular reto, ¢ utilizado
na passagem de 6leo para um recipiente com a forma
de cilindro circular reto. O funil e o recipiente possuem
a mesma capacidade.

De acordo com o esquema, os eixos dos recipientes
estdo contidos no segmento TQ, perpendicular ao
plano horizontal S.

Interbits®

Admita que o funil esteja completamente cheio do dleo
a ser escoado para o recipiente cilindrico vazio.
Durante o escoamento, quando o nivel do 6leo estiver
. H .

exatamente na metade da altura do funil, >0 nivel do
6leo no recipiente cilindrico correspondera ao ponto K
na geratriz AB.

A posicao de K, nessa geratriz, € melhor representada
por:

K--

> mw

>w

Interbits®

1z

Questio 17 GG GE S G
(FCMMG)

Em um experimento de laboratério, foi realizada uma
filtragem simples, com auxilio de um funil e de um
papel de filtro circular, conforme representado na
figura. Durante o processo, a mistura de sélido com
liquido, de aproximadamente 270 c¢m3, foi
imediatamente despejada até a altura maxima do funil
coberta pelo papel de filtro, formando um cone de 18
cm de didmetro.

Dobragem do Papel de Filtro

’

= D = Jj =

@f?

Ja formado Ja adaptado ao
o cone funil de filtragdo

- -

Montagem final

=

Bast&o de vidro \

<\ T,
/«——— Funil com papel de filtro

|/
V] .
<——— Mistura
(solido + liquido)

Solido separado

Bequer Liquido separado

(Fonte: http://qesenaima.blogspot.com.br/2014/01/separac

A area A em cm?, do filtro de papel utilizado no
procedimento é, aproximadamente:

0O A=28ln
O A=181n
100
@ A=—
®A=81n+$

Questio 18 GG GE GE G
(UECE_2017)

O volume de uma tradicional casquinha de sorvete,
com formato de um cone, feito a partir de um setor
circular de 12cm de raio e angulo central de 120°, em
cm3, éigual a

128V2m
3
6431
3
64V2m
3
128v3m
3

0
(B
(C)
(D)
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Questio 19 GNECGENNNNGEGE G
(UFF)

Desde a Antiglidade, a humanidade tem inventado
varios mecanismos para medir o tempo. Clepsidras
sdo relégios movidos a agua, que funcionam por
gravidade, no mesmo principio da ampulheta de areia.
Apesar dos varios modelos e estruturas, o principio
basico ¢ a transferéncia de agua de um recipiente para
outro. A figura ao lado ilustra uma clepsidra romana
que emprega um cone circular reto e um cilindro
circular reto.

Sabendo-se que o cone € o cilindro possuem bases
circulares congruentes e que o volume do cilindro é
dez vezes o volume do cone, a razdo entre a altura do
cilindro e a altura do cone é igual a

0 30.
G 10.
® 10/3.
® 3.
G 1/3.

Questio 20 GNEGENN G Gl G
(ACAFE_2017)

Um cone de revolugdo tem altura 8cm e esta
circunscrito a uma esfera de raio igual a 2cm. A razéo
entre o volume da esfera e o volume do cone igual a

01,
@ 1/8
@ 1/2
®2

MATICA CRIAT

Questio 2] GG GE GE G
(PUCRS)

Uma casquinha de sorvete na forma de cone foi
colocada em um suporte com formato de um cilindro,
cujo raio da base e a altura medem “a” cm, conforme

a figura.

O volume da parte da casquinha que esta no interior
do cilindro, em c¢cm3, é

na?

Al

na?

0

na’
@ -

2

na’
@ -

3

na’

E

Questio 22 GG GEGE G
(UEMG)

Um reservatério de agua, de formato conico, com raio
da tampa circular igual a 8 metros e altura igual a 9
metros, sera substituido por outro de forma cubica, de
aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatério conico completamente cheio,
ao se transferir a agua para o reservatorio cubico, a
altura do nivel atingida pela agua sera de (considere
T = 3).

O 5,76m.
O 4,43m.
® 6,38m.
® 8,74m.

Questio 23 GG GEGE G
(UPE-SSA_2017)

Um cone reto esta inscrito num cubo de aresta 8 cm.
Se a altura do cone e o diametro de sua base tém

medidas iguais, qual a diferenca entre as medidas dos
seus volumes? Considere m = 3.

O 128 cm?®
O 256 cm?®
® 384 cm?®
® 424 cm?®
O 512 cm?®
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Questio 24 GG GEGE G Questio 26 GG GE Gl G
(FGV) (UPE)
Um ralador de queijo tem a forma de cone circular reto Um torneiro mecanico construiu uma peca retirando,
de raio da base 4cm e altura 10 cm. O queijo é ralado de um cilindro metalico macigo, uma forma cénica, de
na base do cone e fica acumulado em seu interior acordo com a figura 01 a seguir:
(figura 1). Deseja-se retirar uma fatia de um queijo com Considere 7 = 3.
a forma de cilindro circular reto de raio da base 8 cme
altura 6 cm, obtida por dois cortes perpendiculares a om
base, partindo do centro da base do queijo e formando e : :
um angulo «a (figura 2), de forma que o volume de )T ; IScm
queijo dessa fatia corresponda a 90% do volume do -
ralador. g
Ralador < >
10 cm
Fatia de queijo 8
r:::'"""_;j Figura 01 Peca H
I’::::_____S Qual é o volume aproximado da peg¢a em milimetros
Figura 2 cubicos?
Figura 1 0 2,16-10°
O 7,2-10%
Nas condigbes do problema, « € igual a ® 2,8-10°
. ® 832-10*
Q 45°, G 3,14. 105
® 50°.
® 55°. Questio 27 GG GE G T
® 60°. (PUCRS)
A 65°.
Um cone esta inscrito em um paralelepipedo, como na
Questio 25 GG GEGE G figura. A altura do paralelepipedo é o dobro do lado da

(EXPECEX-AMAN) base quadrada, de area 400cm?. Entéo, a razéo entre

- . _ o volume do cone e o do paralelepipedo &
O valor da altura de um cilindro reto de raio R, cujo

volume é a soma dos volumes dos sélidos 1e 2 é >

Interbits®

Desenho ilustrativo fora de escala

'A) 13a
; /12 0 16000
07, o
® 5a/4 o 12
D) 4a/3 :
(E ) 17a/12 (D] 2
e
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Questdo 28 GG GGG

(Mackenzie)

Um frasco de perfume que tem a forma de um tronco
de cone circular reto de raios 1cm e 3cm, esta
totalmente cheio. Seu contetdo é despejado em um
recipiente que tem a forma de um cilindro circular reto
de raio 4cm, como mostrado na figura.

14cm

Se d é a altura da parte ndo preenchida do recipiente
cilindrico e, adotando-se m = 3, o valorde d é

0 10/6
O 11/6
® 16/6
® 13/6
A 15/6

Questio 29 GGG GE G
(UEMG)

Uma empresa deseja fabricar uma pega maciga cujo
formato é um solido de revolucdo obtido pela rotagao
de um trapézio isdsceles em torno da base menor,
como mostra a figura a seguir. As dimensdes do
trapézio sdo: base maior igual a 15 cm, base menor
igual a 7 cm e altura do trapézio igual a 3 cm.

Considerando-se m = 3, o volume, em litros, da peca
fabricada corresponde a

0 0,212
A 0,333
® 0,478
® 0,536

1z

Questio 30 GG GE GE G
(UFRGS)

Em uma caixa, ha soélidos geométricos, todos de
mesma  altura: cubos, cilindros, piramides
quadrangulares regulares e cones. Sabe-se que as
arestas da base dos cubos e das piramides tém a
mesma medida; que o raio da base dos cones e dos
cilindros tem a mesma medida. Somando o volume de
2 cubos e de 2 cilindros, obtém-se 180cm3. A soma
dos volumes de 3 cubos e 1 cone resulta em 110cm?,
e a soma dos volumes de 2 cilindros e 3 pirdmides
resulta em 150cm3.

O valor da soma dos volumes, em cm3, de um cubo,
um cilindro, dois cones e duas piramides &

0 150.
® 160.
® 190.
® 210.
G 240.

Questdo 31 GG GGG

(Ronaebson)

Um copo de papel descartavel (sem tampa) tem a
forma de tronco de cone circular reto e de bases
paralelas, cujo raio da base menor (fundo do copo) é
igual a 3 cm, o raio da base maior (boca do copo) é

igual a 4 cm e a altura do copo é igual 4v/5 cm.

Considerando m = 3, a area do papel usado para
confecgado desse copo € igual a

O 189 cm?.
O 216 cm?.
® 264 cm?.
® 292 cm?.
A 304 cm?.

Questio 32 GG GEGE e
(ACAFE_2017)

Com uma chapa de um certo material na forma de um
setor circular de angulo central igual a ”/4 radianos e
raio igual a 5 dm, constroi-se um cone circular de
volume V. Diminuindo-se em 20% o valor do raio e
mantendo-se o0 mesmo angulo central, a capacidade
do novo cone diminui:

0 entre 49% e 50%.
O Entre 48% e 49%.
® entre 50% e 51%.
® Entre 51% e 52%.
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Questio 33 RGN GEGE G
(CFTMG)

Um aluno gira um retangulo em torno do eixo que
contém um de seus lados e calcula o volume V do
sélido obtido. Depois, ele traga a diagonal do retangulo
e o0 separa em dois tridngulos, como mostra a figura.

"D
1

1
eixo de
rotagdo

S D

eixo de eixo de eixo de
rotagdo rotagao rotagao

Interbits®

Ao girar cada um dos tridngulos, em torno do mesmo
eixo de rotagao, os volumes dos soélidos obtidos séo

Q%Vegv
@EVeiV
Ve V
Q%Vegv

Questio 34 GG GEGE G
(UFPR)

Num laboratério ha dois tipos de recipientes, conforme
a figura abaixo. O primeiro, chamado de “tubo de
ensaio”, possui internamente o formato de um cilindro
circular reto e fundo semiesférico. O segundo,
chamado de “cone de Imhoff’, possui internamente o
formato de um cone circular reto.

-— T

Interbits®

N L
a) Sabendo que o volume de um cone de Imhoff, com
raio da base igual a 2 cm, é de 60 ml, calcule a altura
h desse cone.

b) Calcule o volume (em mililitros) do tubo de ensaio
com raio da base medindo 1 cm e que possui a mesma
altura h do cone de Imhoff.

1z

Questao 35 GG GEGEa

(Mackenzie)

Em um tridngulo retdngulo, a medida do menor cateto
€ 6 cm. Rotacionando esse tridngulo ao redor desse
cateto, obtém-se um sdlido de revolugéo, cujo volume
é 128mcm3. Nessas condicoes, a area total da
superficie do sdlido obtido na revolugéo, em cm?, é

O 144n
O 120n
®80n
®72n
O 64n

Questio 36 GG GEGE T
(UFLA)

Parte do liquido de um cilindro completamente cheio &
transferido para dois cones idénticos, que ficam
totalmente cheios.

A relagdo entre as alturas do liquido restante no
cilindro (h1) e a altura (H) do cilindro é:

thz%
®h1=§
®h =)
@hlzﬂ

3

Questio 37 GG GE GE G
(UNIFOR)

Parte do liquido de um cilindro circular reto que esta
cheio é transferido para dois cones circulares retos
idénticos de mesmo raio e mesma altura do cilindro.
Sabendo-se que os cones ficaram totalmente cheios e
que o nivel da agua que ficou no cilindro € de 3 m, a
altura do cilindro é de:

O5m
®@6m
®8m
®9m
O 12m
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Questdo 38 GG GEGEa
(UER])

Um recipiente com a forma de um cone circular reto de
eixo vertical recebe agua na razdo constante de 1
cm3/s. A altura do cone mede 24 cm, e o raio de sua
base mede 3 cm.

Conforme ilustra aimagem, a altura h do nivel da agua
no recipiente varia em fungédo do tempo t em que a
torneira fica aberta. A medida de h corresponde a
distancia entre o vértice do cone e a superficie livre do
liquido.

Admitindo m = 3, a equacgao que relaciona a altura h,
em centimetros, e o tempo t, em segundos, é
representada por:

0O h=14t
O h=2t
® h=2t
® h=4/t
Questio 39 GGG GE G

(CEFETMG)

Apo6s mergulhar um ovo em um copo de agua de
bases (inferior e superior) circulares de diametros 4,8
cm e 7,2 cm, respectivamente, um estudante registrou
uma elevacao no nivel de agua de 6 cm para 8 cm, tal
como mostra a figura seguinte.

10 cm
8.cm

6 cm

Considerando © = 3, o volume aproximado do ovo, em
cm3, encontra-se no intervalo

0 [0,25]

0 [25,50[
® [50,75[
® [75,100]
@ [100,125]

1z

Questio 40 GG GE GE G
(UFPR)

A parte superior de uma taga tem o formato de um
cone, com as dimensoes indicadas na figura.

12 cm

a) Qual o volume de liquido que essa taga comporta
quando esta completamente cheia?

b) Obtenha uma expresséao para o volume V de
liquido nessa taga, em fungado da altura x indicada na
figura.

Questio 4] GG GE GE G
(IFSC)

Suponha que o copo representado na figura abaixo
tenha sido utilizado na Oktoberfest para servir chopp.
Considerando que = = 3 € CORRETO afirmar que a
capacidade total, em mL, desse copo &

O Maior que 600 mL.

® entre 300 mL e 400 mL.

® maior que meio litro e menor que 0,6 L.
® entre 200 mL e 300 mL.

@ menor que 200 mL.
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Questio 42 GG GEGE G
(ESPECEX)

Um recipiente em forma de cone circular reto, com
raio da base R e altura h, estd completamente cheio
com agua e 6leo. Sabe-se que a superficie de contato
entre os liquidos esta inicialmente na metade da altura
do cone. O recipiente dispdbe de uma torneira que
permite escoar os liquidos de seu interior, conforme
indicado na figura. Se essa torneira for aberta,
exatamente até o instante em que toda agua e
nenhum 6leo escoar, a altura do nivel do éleo, medida
a partir do vértice sera

Figura fora de escala

3
oY
2
3
@ h

312
2

323
2

323
3

(C) h

(D) h

h

(E]

Questio 43 GGG GE G
(UFP)

Um reservatério de agua tem formato de um cilindro
circular reto de 3 m de altura e base com 1,2 m de raio,
seguido de um tronco de cone reto cujas bases sao
circulos paralelos, de raios medindo 1,2 m e 0,6 m
respectivamente, e altura 1 m, como representado na
figura a seguir.

Nesse reservatorio, ha um vazamento que desperdica
1/3 do seu volume por semana.

Considerando a aproximagdo m = 3 e sabendo que
1dcm?® = 11, esse vazamento é de:

O 4.320 litros
® 15,48 litros
® 15.480 litros
® 12.960 litros
@ 5.160 litros

uuuuuuuu

Questio 44 GG GECGE G
(INSPER)

No filme “Enrolados”, os estudios Disney recriaram a
torre onde vivia a famosa personagem dos contos de
fadas Rapunzel (figura 1). Nesta recriagéo, podemos
aproximar o soélido onde se apoiava a sua morada por
um cilindro circular reto conectado a um tronco de
cone, com as dimensdes indicadas na figura 2, feita
fora de escala.
-

Figura 2

Para que o principe subisse até a torre, Rapunzel
langcava suas longas trangas para baixo. Nesta
operagao, suponha que uma das extremidades da

C onde

trancga ficasse no ponto A eaoutrano ponto
se encontrava o rapaz.

Considerando que a tranca ficasse esticada e
perfeitamente sobreposta a linha poligonal formada
pelos segmentos AB e BC, destacada em linha grossa
na figura 2, o comprimento da tranga de Rapunzel, em

metros, € igual a

0 35
0 38
® 40
O 42
0 45

Questio 45 GG GE GE G
(INSPER)

O rétulo de uma embalagem de suco concentrado
sugere que 0 mesmo seja preparado na proporgao de
sete partes de agua para uma parte de suco, em
volume. Carlos decidiu preparar um copo desse suco,
mas dispde apenas de copos cOnicos, mais
precisamente na forma de cones circulares retos. Para
seguir exatamente as instru¢des do rétulo, ele deve
acrescentar no copo, inicialmente vazio, uma
quantidade de suco até

0 metade da altura.

® um sétimo de altura.
® um oitavo da altura.
® seis sétimos da altura.
@ sete oitavos da altura.
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Questio 46 GNECGENNNNNNGE S G
(UNIFOR)

Um depdsito cheio de combustivel tem a forma de um
cone circular reto. O combustivel deve ser
transportado por um unico caminh&o no qual o tanque
transportador tem a forma de um cilindro circular reto,
cujo raio da base mede metade do raio da base do
depdsito e altura 1/3 da altura do depédsito. Quantas
viagens o caminhdo devera fazer para esvaziar
completamente o depdsito, se para cada viagem a
capacidade do tanque é preenchida?

02

WO
ouhw

Questio 47 GGG GE G
(PUCSP_2018)

Considere um cilindro reto de area lateral igual a
64w cm? e um cone reto, com volume igual a
128w cm?3, cujo raio da base é o dobro do raio da base
do cilindro.

Sabendo que a altura do cone é 2 cm menor do que a
altura do cilindro, e que a altura do cilindro € um
nuamero inteiro, a area lateral desse cone &

O 100w cm?.
O 80m cm?.
® 641 cm?.
® 40w cm?.

Questdo 48 RGN GG
(Escola Naval)

A Marinha do Brasil comprou um reservatério para
armazenar combustivel com o formato de um tronco
de cone conforme figura abaixo. Qual é a capacidade
em litros desse reservatorio?

10m

Interbits®

EM
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Questio 49 GG GE GE G
(PUCCAMP)

Considere dois troncos de pirAmides retas exatamente
iguais. A base maior € um quadrado de lado igual a 2
metros, a base menor um quadrado de lado igual a 1
metro, e a distancia entre as bases igual a 1 metro.
Um monumento foi construido justapondo-se esses
dois troncos nas bases menores, apoiando-se em um
piso plano por meio de uma das bases maiores,
formando um sélido. Desta maneira, a medida da area
da superficie exposta do monumento €, em m?2, igual
a

0O 4+6V5

08

@ 12vV2+4
16

°

@ 12V/2-38

Questio 50 GG GE Gl G
(ESPCEX-AMAN _2017)

Corta-se de uma circunferéncia de raio 4 cm um setor
. A Vs . N

circular de angulo S rad (ver desenho ilustrativo), onde

o ponto C é o centro da circunferéncia. Um cone

circular reto é construido a partir desse setor circular
ao se juntar os raios CA e CB.

Interbits®

A B

desenho ilustrativo — fora de escala

O volume desse cone, em cm? é igual a

o

|G w
S

@ 0 @ ©
SRR

«|
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Questio 51 GNECGENNNNGE S G
(ESPCEX)

A figura abaixo representa a planificagédo de um tronco
de cone reto com a indicagdo das medidas dos raios
das circunferéncias das bases e da geratriz. A medida
da altura desse tronco de cone é

13 cm

Interbits®

Desenho fora de escala

0O 13cm
O 12cm
® 11cm
® 10cm
@ 9cm

Questio 52 GGG GE G
(UFG)

Um cone circular reto de madeira, homogéneo, com
20 cm de altura e 20 cm de didametro da base, flutua
livremente na agua parada em um recipiente, de
maneira que o eixo do cone fica vertical e o vértice
aponta para baixo, como representado na figura a
seguir.

Interbits®

Denotando-se por h a profundidade do vértice do
cone, relativa a superficie da agua, por r o raio do
circulo formado pelo contato da superficie da agua
com o cone e sabendo-se que as densidades da agua
e da madeira sdo 1,0 gicm® e 0,6 g/cmd,
respectivamente, os valores de r e h, em centimetros,
sao, aproximadamente:

Dados:V/3 = 1,44, V5 = 1,71
0 58e11,6
M 8,2e18,0
® 8,4¢e16,8
® 89e150
3 9,0e18,0

EM
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Questio 53 GG GEGE G
(ESPCEX-AMAN_2024)

Foi construido na EsPCEx um reservatorio de agua
cuja secao reta do solido que o representa e que
passa pelo seu eixo de simetria € mostrada na figura
a seguir.

I 2,5m | 2,5m |
| ) |
[ ] L] O T
[
[
| 6m
[
[
(1 __ ! -- 1
ﬁ)ﬂ | 600
[
| _
[
[
[
|
[
| 8m
[
[
[
[
0 Bbod |

|
1,5m|1,5m

I Eixo de Simetria

SuperProfessor®

Imagem fora de escala

O formato tridimensional desse reservatorio foi obtido
pelo giro completo da sec¢éo reta em torno do eixo de
simetria. Desejando-se realizar a pintura da éarea
lateral do reservatorio, a Prefeitura Militar da EsPCEx
adquiriu uma tinta que tem rendimento de 5 metros
quadrados por litro. Serdo dadas duas deméaos e nao
havera desperdicio nem mistura com &agua.
Considerando = = 3 o minimo ndmero inteiro de litros
de tinta necessarios para a pintura é igual a:

0 74
075
® 76
o 77
Q78

213



. - [®onatBsoN

MATEMATICA CRIATIVA

Questio 54 GNEGENNNNNNGEGE G
(PUCRS_2019)

A figura abaixo representa dois vasilhames cilindricos
abertos na parte superior, 0 maior com raio da base R

. 7 .
e 0 menor com raio da base r e altura 3T O cilindro

maior possui um tubo de escoamento acoplado e esta
cheio de liquido exatamente até o orificio do tubo de
escoamento sem que se perca nada. O cilindro menor
possui em seu interior um cone solido cuja altura é a
medida do didmetro de sua base, encaixando-se
perfeitamente a base do cilindro.

Em um experimento, ao imergirmos completamente
uma esfera de raio r dentro do cilindro com liquido,
certa quantidade de liquido escoara para o vasilhame
menor pelo tubo.

Sobre o resultado do experimento, é possivel afirmar
que

0O o liquido transbordara.

® o cilindro menor ficara cheio até a borda.

® o cone ficara totalmente coberto pelo liquido.

® um pedago do cone de altura g ficara acima do

liquido.

Gabarito _ Cones

Hora de Praticar

Questdo Resposta Questdo Resposta
01 B 28 B
02 A 29 B
03 B 30 A
04 E 31 B
05 D 32 B
06 C 33 A

45
01 A 34 2 T
b) 1353—7[ mi
08 A 35 A
09 D 36 D
10 B 31 D
11 B 38 A
12 C 39 C
a) lém
13 C 40 x37
) 18
14 A 41 C
15 C 42 A
16 A 43 E
17 D 44 A
18 A 45 A
19 C 46 C
20 C 41 B
21 D 48 D
22 A 49 A
23 C 50 C
24 A 51 B
25 B 52 C
26 A 53 B
21 D 54 C
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Polos: sdo os pontos de encontro entre a
superficie esférica e o eixo de rotagdo. Sendo
assim, os polos sdo os dois pontos extremos do
didmetro da esfera.

Paralelo: circunferéncia na superficie
da esfera formada pela intersecgdo de qualquer
plano perpendicular ao eixo de rotagédo e
a superficie esférica. O paralelo que possui 0 maior
comprimento é chamado de equador.

Meridiano: circunferéncia na superficie da esfera
formada pela intersecgéo de qualquer plano que
contém o eixo de rotagao com a superficie esférica.

Polo A

Chamamos de esfera de centro O e raio R o conjunto
de pontos do espaco cuja distdncia ao centro € menor
ou igual ao raio R. Considerando a rotagdo completa
de um semicirculo em torno de um eixo e, a esfera é o
sélido gerado por essa rotagdo. Assim, ela é limitada
por uma superficie esférica e formada por todos os
pontos pertencentes a essa superficie e ao seu
interior.

&

Paralelo

do equador

Polo B

4+ SECCAO PLANA

Toda secgao plana de uma esfera € um circulo. Se o
plano secante passa pelo centro da esfera, temos
como secg¢ao um circulo maximo da esfera.

sec¢ao

|
plana pam

secante
@)
R
d’l

Assim, sendo R o raio da esfera, d a distancia do plano
secante ao centro e r o raio da secgao, pelo Teorema
de Pitagoras, vale a relagéo:

R? = d? + 12,

Superficie esférica: é a parte superficial de uma
esfera, justamente o conjunto de pontos cuja
distancia do centro é igual ao raio. Essa superficie
pode ser obtida pela rotagao de
uma circunferéncia em torno do diametro.
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Problema 01: (UFPB) Uma bola esférica esta
apoiada em um aro circular cujo raio interno R mede
9cm, conforme a figura ao lado. Sabendo-se que a
distancia entre o centro do aro e o da bola é igual a
12cm, é correto afirmar que o didmetro externo da
bola mede:

12em

O 24 cm
® 25cm
® 26 cm
® 28cm
A 30cm

Solucao:
Considerando r como sendo o raio da esfera, temos:

r?=R?+12? = r?=92+12? = r=15cm

Dai, o didmetro externo da bola mede 30 cm.
Resposta: [E]
+ VOLUME

Consideremos um cilindro equilatero de raio da base r
(a altura é 2r) e seja S o ponto médio do eixo do
cilindro.

Tomemos dois cones tendo como bases as do cilindro
e S como vértice comum, a reunido desses dois cones
€ um solido chamado clépsidra. Ao sdlido que esta
dentro do cilindro e fora dos dois cones vamos chamar
de anticlépsidra (cilindro menos os dois cones).
Consideremos agora uma esfera de raio r e
anticlépsidra descrita acima.

Suponhamos que a esfera seja tangente ao plano que
contém a base do cilindro que originou a anticlépsidra
e que os dois sélidos figuem num mesmo semi-espago
dos determinados por esse plano.

1z

Qualquer plano secante a, perpendicular ao eixo do
cilindro, distando h do centro da esfera (e do vértice
dos dois cones), também secciona a anticlépsidra.
Assim:

Area da seccio
S0 _ .2 =1 (r2 — h?)

daesfera
Area da seccio

(A SeCEA0 _ o vz g2 = . (r2 — h2)
da anticlépsidra
As areas das seccgOes na esfera e na anticlépsidra sao
iguais, entéo, pelo Principio de Cavalieri, a esfera e a
anticlépsidra tém volumes iguais, logo,

VEsfera = VAnticlépsidra

VEsfera = Veitinaro — 2 Vcone

VEsfem=n'r2-2r—2~§'ﬂ-r2~r

OSTIE

Vespera = 2773 =5 -m0-1% =

O volume da esfera de raio R é dado por:

Problema 02: Em certo momento, uma cultura tem
30000 bactérias. Essas bactérias tém formato
esférico, com didmetro de 4 micrébmetros (1
micrometro equivale a milésima parte de 1 mm).
Nesse momento, o espago ocupado por essas
bactérias é, em milimetros cubicos, igual a: Use: & =
3,1

0 3,72 x 10"
® 9,92 x 10
® 3,72x 103
® 9,92 x 10
0 9,92 x10°

Solucao:

Se o didmetro de uma bactéria mede 4um, entdo o
raio dela mede 2um, logo:

VTotal = 30000 - VBactéria

4 -3 3
Vrotar = 30000 3T (2-1073 mm)

4
Vrot =3+ 10* 58107 mm?

Veotar = 9,92 - 10~ mm3

Resposta: [D]
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Problema 03: (Vunesp) O trato respiratério de uma
pessoa € composto de varias partes, dentre elas os
alvéolos pulmonares, pequeninos sacos de ar onde
ocorre a troca de oxigénio por gas carbénico. Vamos
supor que cada alvéolo tem forma esférica e que, num
adulto, o didmetro médio de um alvéolo seja,
aproximadamente, 0,02 cm. Se o volume total dos
alvéolos de um adulto é igual a 1618 cm?, o nimero
aproximado de alvéolos dessa pessoa, considerando
T =3,é:

0O 1618 x 103
O 1618 x 10*
® 5393 x 102
® 4045 x 10*
@ 4045 % 10°

Solucao:

Se o diametro de um alvéolo mede 0,02 ¢m, entdo o
raio dele mede 0,01 cm = 1072 c¢m, logo, o numero de
aproximado de alvéolos dessa pessoa € dado por:

1618 cm?®
= = 404,5 - 10° = 4045 - 10°.

%-n - (10=2 cm)3

VTotal

VAlvéolo

Resposta: [E]

Problema 04: (UFPB) Depois de desistir de retirar a
pipa do poste, Jodo foi jogar futebol no quintal da casa.
Ao chutar a bola com muita forca, fez com que a
mesma caisse num reservatoério de agua com a forma
de um cilindro circular reto, cujo didmetro & de 96cm.
Maria percebeu que exatamente a metade da bola
ficou submersa, o que elevou o nivel da agua do
reservatério em 0,5cm (ver desenho). O raio dessa
bola é

— 96cm ———

T
S

O 10cm.
O 11cm.
® 12cm.
® 13cm.
O 14cm.

Solucao:
Pelo Principio de Arquimedes, temos que o volume do

liquido deslocado é igual ao volume submerso, logo:

Vsemiesfera = Vdeslocado

L R =m.482.05
2’3 TR ’

R®=1728 = R=12cm.

1z

4+ SUPERFICIE ESFERICA

A superficie esférica de centro O e raio R € o conjunto
de pontos do espaco cuja distancia ao ponto O é igual
ao raio R. Se considerarmos a rotagdo completa de
uma semicircunferéncia em torno de seu diametro, a
superficie esférica é o resultado dessa rotacao.

Podemos decompor a esfera em uma infinidade de
piramides cujas bases compdem a superficie esférica
e 0s vértices se encontram no centro da esfera.

il

Desta forma, a superficie da esfera fica dividida em n
poligonos e a area da superficie esférica A, € dada
por:

Ag=A, + A, ++A4,

Para o Volume da esfera, podemos dizer que € igual
a soma dos volumes dessas n por:

VEsfera =V+Vh+-+1

Sabemos que o volume de uma pirdmide é dado pela
férmula:

1
Vpiramide = § “Apgse * h

No caso destas piramides que compdem a esfera,
suas alturas sao exatamente o raio R da esfera.
Assim, a essa Ultima relagéo fica:

1
Vpiramide = § “Apase ' R
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Logo, o volume da esfera sera a soma dos volumes
destas piramides:

AR A,-R A, 'R
Vesfera =T+ 3 +t 3

(A4, +A4,+-+A4,) R
VEsfera = 3

Como a soma das areas nessa Ultima relagéo é igual
a area da superficie esférica (4s), temos:

AS * R
VEsfera = 3
Dai:
47R3 _ As-R
3 3
Ag = 41 R?

Note que para a demonstracao da férmula da area da
superficie esférica levamos em conta que ja sabiamos
previamente a férmula do volume da esfera.

Assim, a area da superficie esférica € dada por:

=
Il
N
)
=
N

Problema 05: Para a confeccdo de um colar, um
joalheiro deve banhar em ouro as superficies das 45
esferas de 0,8 cm de didmetro. Dado que ™ = 3,1,
calcule quanto custara esse banho, sabendo que o
custo por centimetro quadrado é de R$ 6,00.

Solucao:
Se o didmetro de cada esfera mede 0,8 cm, entdo o
raio delas mede 0,4 cm, logo, a area da superficie de

cada uma sera dada por:

As = 4m - (0,4)? = 0,641 cm?
Assim, a area de todas as 45 esferas sera

45 -0,64m = 28,8 - 89,28 cm?
Logo, o custo total com o banho sera:

89,28 - 6 = R$ 535,68.

+ Fuso ESFERICO

O fuso esférico é a parte da superficie esférica que se
obtém ao girar uma semicircunferéncia de um angulo
a (0 < a < 2m) em torno de seu eixo:

EM
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fuso esférico

A area do fuso esférico pode ser obtida por uma regra
de trés simples e o &ngulo pode ser dado em radianos
ou graus:

Angulo Area
360° — 4mr?
a - AFuso
. 5 4amr?
360° - AFuso = 4anr = AFuso = W
amr?
AFuso = W

+ CUNHA ESFERICA

Parte da esfera que se obtém ao girar um semicirculo
em torno de seu eixo de um angulo ¢ (0 < a < 2m)

O volume da cunha pode ser obtido por uma regra de
trés simples:

Angulo Volume
4mR?3
360° _
3
a — VCunha
o 4anR? 4q - mR3
Veunna - 360° = = Vcunha = m
anR?
Cunha = W

Para calcular a area total da cunha esférica, basta
somarmos a area dos dois semicirculos com a area
do fuso correspondente.

ATotal da Cunha — AFuso +2- Asemicirculo
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+ ZONA ESFERICA

E a parte da esfera gerada do seguinte modo:

e
I

A area da zona esférica é dada por:
Azona Esférica = 2mRh

O volume da zona esférica é dado por:
T[h 2 2 2
Vzona Esférica = 6 B0 +75) +h?]

+ CALOTA ESFERICA

E a parte da esfera gerada do seguinte modo:

A area da calota esférica é dada por:
Acaiota = 2TRA

O volume da calota esférica é dado por:

— T 2 2
VCalota Esférica — ? ' [37‘ +h ]

X
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Questdo (1 GG GG e

(Ronaebson)

Ana Luiza produz brigadeiros granulados gourmet
como descritos na imagem a seguir.

Esses brigadeiros sdo bem maiores que os de
costumes e eles o chamam de brigadeiro gigante, pois
seu formato é esférico e de raio medindo 4 cm, antes
de granular. Além disso, o seu custo é calculado em
fungdo da quantidade de massa de brigadeiro e da
quantidade de granulado necessério para cobri-lo por
completo.

Sabe-se que o custo da massa do brigadeiro é de R$
0,04 por cm? e o custo para granular os brigadeiros é
de R$ 0,002 por cm?. Adotando m = 3, o custo para a
producéo de dez desses brigadeiros gigantes é de

0 R$ 102,40.
O R$ 106,24.
® R$ 204,80.
® R$ 212,48.
G R$ 384,00.

Questdo (2 NN GENNNNN GG e

Um monumento devera ser construido. O projeto
original prevé para este monumento uma esfera de 1
metro de didmetro, confeccionada em titanio. Devido
ao alto custo do titanio, apenas 60% do volume de
titanio necessario foi adquirido. Os arquitetos
decidiram substituir a esfera por um cilindro circular
reto com o titdnio adquirido. O didmetro da base do
cilindro deve ainda ser de 1 metro.

Assim, a altura, em centimetros, deste cilindro sera

O 100.
G 80.
® 60.
® 50.
0 40.
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Questdo 03 GG GGG

“Na industria farmacéutica, a efervescéncia é um tipo
bastante comum de apresentacdo de medicamentos.
A maioria dos antiacidos estomacais (popularmente
conhecidos como sal de fruta) € encontrada sob a
forma de comprimidos efervescentes, cuja
composicao é uma mistura de acidos organicos, como
o acido citrico, e bases carbonadas, como o
bicarbonato de sbédio, principalmente. A reacgao
desses comprimidos com agua produz e libera gas
carbdnico (COz2), responsavel pela formagdo de
bolhas e pela eructacédo (arroto) apds a ingestdo do
medicamento”.

http://www.infoescola.com/quimica/efervescencia/

Sabe-se que quanto maior a area de um comprimido
efervescente, mais rapidamente ele se dissolve na
agua. Assim, um laboratério farmacéutico decidiu
produzir esses medicamentos sob dois formatos, um
no formato esférico de raio 0,9cm e o outro na forma
cilindrica com 0,5cm de altura e diametro da base de
2cm. A area total da superficie desses comprimidos,
em cm?, sera, respectivamente, igual a

O 37 e 3m.

O 3,247 e 3m.
® 3,18m e 3,25m.
® 3,27m e 2,25m.
Q@ 3,81m e 3,25m.

Questio (4 GNECGENNNNGEGE G
(IFPE_2017)

Maria Carolina resolveu sair um pouco do seu regime
e foi saborear uma deliciosa sobremesa composta por
trés bolas de sorvete e 27 uvas, conforme a imagem
abaixo. Suponha que as bolas de sorvete e as uvas
tenham formatos esféricos e que Maria Carolina
comeu toda a sua sobremesa.

Disponivel em: <http://s1.1zoom.me/big3/144/Ice_cream_Blueberries_440624.jpg>
Acesso em 20 maio 2017.

Usando m = 3, sabendo que os raios de cada bola de
sorvete tém 4 cm e, de cada uva, 1 cm, podemos
afirmar que ela consumiu, nessa sobremesa, em
centimetros cubicos, um total de

0 108
© 768
® 876
® 260
G 9000

1z

Questio (5 GG GE S G
(EPCAR)

Um sistema de irrigacéo para plantas é composto por
uma caixa d’agua, em formato de cone circular reto,
interligada a 30 esferas, idénticas.

O conteldo da caixa d’agua chega até as esferas por
encanamentos cuja capacidade de armazenamento é
desprezivel.

O desenho a seguir ilustra a ligagéo entre a caixa
d’agua e uma das 30 esferas, cujo raio interno mede
1

r=m 3dm.

6 dm

Interbits®

Se a caixa d’agua esta cheia e as esferas, bem como
0s encanamentos, estdo vazios, entdo, no momento
em que todas as 30 esferas ficarem cheias, restara, no
cone, apenas a metade de sua capacidade total.

Assim, a area lateral de um cone equilatero cujo raio
da base é congruente ao da caixa d’agua, em dm?, é
igual a

0 80.
0 40.
® 30.
® 20.
G 10.

Questdo 06 GG GEGE G

(Ronaebson)

Admita que uma célula tenha a forma de uma esfera e
que sua capacidade de absorcdo de nutrientes é
proporcional a area de sua superficie.

A partir de um determinado momento, se uma célula
crescer até que seu volume seja oito vezes o inicial,
sua capacidade de absorgao de nutrientes sera

0 metade do que era inicialmente.

@ igual a que era inicialmente.

® o dobro da que era inicialmente.

® o quadruplo da que era inicialmente.
@ oito vezes a que era inicialmente.
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Questdo (7 GG GGG

(Ronaebson)

Um joalheiro produz pequenos brincos metalicos em
formato esférico, todos banhados a ouro. A massa de
ouro, em mg, utilizada é diretamente proporcional a
area da superficie do brinco. Ele tem como referéncia
o fato de que quando o didmetro € 6 mm, a massa de
ouro utilizada é de 2,25 mg.

Sabendo que o volume de um determinado modelo de
brinco, antes que ele seja banhado a ouro, & de
32 mm?3 e considerando = = 3, a quantidade de ouro
necessario para banhar o referido brinco sera de

0 0,75 mg.
0 1,00 mg.
® 1,25 mg.
® 1,75 mg.
G 2,00 mg.

Questio (8 GINEGENNNNNNNGEGE G
(ENEM)

Um fabricante de brinquedos recebeu o projeto de
uma caixa que devera conter cinco pequenos solidos,
colocados na caixa por uma abertura em sua tampa.
A figura representa a planificagdo da caixa, com as
medidas dadas em centimetros.

£
Interbits®

Os soélidos sdo fabricados nas formas de

I. um cone reto de altura 1 cm e raio da base 1,5 cm.
Il. um cubo de aresta 2 cm.

lll. uma esfera de raio 1,5 cm.

I\VV. um paralelepipedo retangular reto, de dimensdes 2
cm,3cmed4cm.

V. um cilindro reto de altura 3 cm e raio da base 1 cm.

O fabricante nao aceitou o projeto, pois percebeu que,
pela abertura dessa caixa, s6 poderia colocar os
solidos dos tipos

O Lilell
OLlleV.

O LILIVeV.
O ILILIVeV.
Gl IVeV.

1z

Questio (9 GG GE S G
(UPE-SSA)

Foram colocadas esferas de raio 5 cm dentro de um
aquario que tem o formato de um paralelepipedo de
1,25 mde largura, 2 m de comprimento e 1 m de altura,
cheio de agua, ocupando sua capacidade maxima.
Aproximadamente, quantas esferas terdo que ser
colocadas nesse aquario para que 10% do volume
contido no seu interior seja derramado?

Adote m = 3.

0 250
G 300
® 325
® 450
A 500

Questio 10 GGG G G
(UFU_2018)

Um recipiente, no formato de um cilindro circular reto

de raio de base r cm, possui um liquido solvente em
seu interior. A altura h desse solvente presente no

recipiente é igual a ?cm conforme ilustra a Figura 1.
o

Figura 2
(llustrativa e sem escalas)

Interbits®

Figura 1
(llustrativa e sem escalas)

Quando uma pega macica, no formato de uma esfera
de raio igual a 3 cm € mergulhada nesse recipiente até
encostar no fundo, observa-se que o solvente cobre
exatamente a esfera, conforme ilustra a Figura 2.

Segundo as condigBes apresentadas, o raio r, em cm,
éigual a

0 43
0O 2V7
® 52
® 3V6
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Questdo 11 GG GGG
(ESPCEX_2018)

A angioplastia é um procedimento médico
caracterizado pela insercdo de um cateter em uma
veia ou artéria com o enchimento de um pequeno
baldo esférico localizado na ponta desse cateter.
Considerando que, num procedimento de
angioplastia, o raio inicial do baldo seja desprezivel e
aumente a uma taxa constante de 0,5 mm/s até que o
volume seja igual a 500m3® entdo o tempo, em
segundos, que o baldo leva para atingir esse volume

Questio 12 GNECGENNNNNNN G GE G
(UEG)

Deseja-se construir um reservatoério cilindrico circular
reto com 8 metros de diametro e teto no formato de
hemisfério. Sabendo-se que a empresa responsavel
por construir o teto cobra R$ 300,00 por m? o valor
para construir esse teto esférico sera de:

User = 3,1
0O R$ 22.150,00
® R$ 32.190,00
® R$ 38.600,00
® R$ 40.100,00
O R$ 29.760,00

Questio 13 GNECGENNNNNNGE S G
(ESPCEX)

Um recipiente cilindrico, cujo raio da base tem medida
R, contém agua até uma certa altura. Uma esfera de
aco é mergulhada nesse recipiente ficando totalmente
submersa, sem haver transbordamento de agua. Se a

, .9 ~ .
altura da agua subiu ER’ ent&o o raio da esfera mede

@ 0 ® QO
R

Hloleolﬁﬁlwwlw
o))

~

uuuuuuuuuuuu

Questio 14 GG GE GE G
(CEFETMG)

Um artesdo resolveu fabricar uma ampulheta de
volume total V constituida de uma semiesfera de raio
4 cm e de um cone reto, com raio e altura 4 cm,
comunicando-se pelo vértice do cone, de acordo com
a figura abaixo.

Interbits®

Para seu funcionamento, o artesdo depositara na
ampulheta areia que corresponda a 25% de V.
Portanto o volume de areia, em cm3, é

O 16n
641

Ehre
®32x
1281
@ 3
@64rn

Questio 15 GG GE Gl G
(UNEB)

Sua bexiga € um saco muscular elastico que pode
segurar até 500ml de fluido. A incontinéncia urinaria,
no entanto, tende a ficar mais comum a medida que
envelhecemos, apesar de poder afetar pessoas de
qualquer idade; ela também €& mais comum em
mulheres que em homens (principalmente por causa
do parto, mas também em virtude da anatomia do

assoalho pélvico).
(BREWER. 2013, p. 76).

Considerando-se que a bexiga, completamente cheia,
fosse uma esfera e que © = 3, pode-se afirmar que o
circulo maximo dessa esfera seria delimitado por uma
circunferéncia de comprimento, em cm, igual a

0 20
O 25
® 30
® 35
0O 40
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Questio 16 GG GE S G
(UDESC)

Uma bola esférica € composta por 24 faixas iguais,
como indica a figura.

Sabendo-se que o volume da bola é 2304 mcm3, entdo
a area da superficie de cada faixa é de:

Questio 17 RGN G GE G
(UNESP)

Para confeccionar um porta-joias a partir de um cubo
macico e homogéneo de madeira com 10 cm de
aresta, um marceneiro dividiu o cubo ao meio,
paralelamente as duas faces horizontais. De cada
paralelepipedo resultante extraiu uma semiesfera de 4
cm de raio, de modo que seus centros ficassem
localizados no cruzamento das diagonais da face de
corte, conforme mostra a sequéncia de figuras.

, ‘/(Ocm

10cm
>
‘\
N
\
‘\._._ -
h
H

5cm

Interbits®

Sabendo que a densidade da madeira utilizada na
confeccdo do porta-joias era de 0,85 g/cm3 e
admitindo = = 3, a massa aproximada do porta-joias,
em gramas, é

0 636.
O 634.
® 630.
® 632.
G 638.

EM
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Questio 18 GG GE S G
(UECE)

Duas esferas que se tangenciam estdo em repouso
sobre um plano horizontal. Os volumes das esferas
sdo respectivamente 2304 mm? e 36mm?3. A distancia,
em metros, entre os pontos de contato das esferas
com o plano é igual a

0o
G 12.
@ 15.
® 10.

Questio 19 GG GE GE G
(UFRGS)

Se um jarro com capacidade para 2 litros esta
completamente cheio de &gua, a menor medida
inteira, em cm que o raio de uma bacia com a forma
semiesférica deve ter para comportar toda a agua do
jarro

0 s
G 10.
@ 12.
® 14.
0O 16.

Questio 20 GNEGENN G S e
(IFPE)

Uma bola maciga, totalmente vedada, em formato de
uma esfera perfeita, de didmetro igual a 6 cm, foi
langada em uma panela cilindrica cujo raio da base
mede 5 cm e altura 10 cm. Sabendo que inicialmente
a panela estava com agua até a altura de 5 cm e que
a bola ficou completamente submersa pela agua,

qguantos centimetros o nivel da agua se elevara?
(Dado: Considere @ = 3).

0z
o
0z
02
0z

Questio 2] GG GE GE G
(UEFS)

Uma bolha de sabao, esférica, ndo estouraria se sua
area superficial fosse, no maximo, 44% maior. Logo,
ela poderia conter um volume de ar em seu interior,
sem estourar, até

O 32,4% maior.
O 44% maior.
® 53,6% maior.
® 66% maior.
A 72,8% maior.

225



MAT

Questio 22 GGG GE G
(UEG)

Suponha que haja laranjas no formato de uma esfera
com 6¢cm de didmetro e que a quantidade de suco que
se obtém ao espremer cada laranja é 2/3 de seu
volume, sendo o volume dado em litros. Nessas
condi¢des, se quiser obter 1 litro de suco de laranja,
deve-se espremer no minimo

(use m = 3,14).

0 13 laranjas
O 14 laranjas
® 15 laranjas
® 16 laranjas

Questio 23 GGG GE G
(UFG)

A figura a seguir representa um modelo esquematico
aproximado para a estrutura interna da Terra em
camadas concéntricas, da superficie ao centro,
indicando as profundidades aproximadas das
transicdes entre as camadas.

Interbits®

6350 km

Segundo modelos sismicos, acredita-se que uma
destas camadas é formada, predominantemente, por
minerais metalicos, em altas temperaturas, e por duas
partes, uma fluida e outra sdlida, devido a altissima
pressao. A fracdo do volume da Terra ocupada por
esta camada esté entre

O 5es
©e;
®e;
®e;
@ e;

EM
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Questio 24 GG GEGE G
(UEG)

Uma laranja com formato esférico e com 6 cm de
diametro foi descascada até a sua metade.
Considerando-se esses dados, verifica-se que a area
total da casca retrada da laranja ¢é de
aproximadamente (use m = 3,14).

Questio 25 GG GE Gl e
(UECE)

Um circulo de raio R gira em torno de seu didmetro,
gerando uma esfera de volume V. Se o raio do circulo
é aumentado em 50%, entdo o volume da esfera é
aumentado em

O 100,0 %.
O 125,0 %.
® 215,0 %.
® 237,5 %.

Questio 26 GG GE Gl G
(UNIFOR)

Uma bola de basquete em forma esférica ndo passa
pelo aro da cesta cuja borda é circular. Se o raio do
aro mede 60 cm e a distancia entre o centro do aro e
o centro da bola é igual a 80 cm, o raio da bola é de:

0 90 cm.

® 100 cm.
® 120 cm.
® 140 cm.
@ 160 cm.

Questio 27 GG GE G T
(ESPECEX)

Considere que uma laranja tem a forma de uma esfera
de raio 4 cm, composta de 12 gomos exatamente
Iguais. A superficie total de cada gomo mede:

437

—cm?
3

(A

® —cm?
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Questdo 28 GG GGG
(UER])

Na fotografia abaixo, observam-se duas bolhas de
sabao unidas.

s @)

-

5=
4
™
)
Pl
(=
—

Quando duas bolhas unidas possuem o mesmo
tamanho, a parede de contato entre elas é plana,
conforme ilustra o esquema:

Interbits®

Considere duas bolhas de sabao esféricas, de mesmo
raio R, unidas de tal modo que a distancia entre seus
centros A e B é igual ao raio R. A parede de contato
dessas bolhas é um circulo cuja area tem a seguinte
medida:

0o TR?
2
3mR?
2

(B)

3mR?
4

®

4mR?
3

D]

Questdo 29 GGGl G
(Escola Naval)

Um astronauta, em sua nave espacial, consegue
observar, em certo momento, exatamente 1/10 da
superficie da Terra.

Que distancia ele esta do nosso planeta? Considere o
raio da Terra igual a 6400 km.

© 1200 km
® 1280 km
® 1600 km
® 3200 km
@ 4200 km.

EM
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Questio 30 GGG Gl G
(UERN)

Uma fruta em formato esférico com um caroco
também esférico no centro apresenta 7/8 de seu
volume ocupado pela polpa. Desprezando-se a
espessura da casca, considerando que o raio da
esfera referente a fruta inteira € de 12 cm, entédo a
superficie do carogo apresenta uma area de

0 1211 cm?
O 144  cm?
® 169 T cm?
® 196 7 cm?

Questio 31 GG GEGE G
(FGV)

Um reservatério tem a forma de uma esfera. Se
aumentarmos o raio da esfera em 20%, o volume do
novo reservatorio, em relagcdo ao volume inicial,
aumentara

0 60%

O 63,2%
® 66,4%
® 69,6%
@ 72,8%

Questio 32 GG GEGE G
(UDESC)

Seja S uma secdo de uma esfera determinada pela
intersegdo com um plano, conforme figura.

@
2
-
L
£

Se S estd a 3 cm do centro da esfera e tem area igual
a 16 mcm?, entéo o volume desta esfera é:

0 36 tcm?

256m
(B) Tcm3

® 100 mcm?®

® 16 tem?

5001
(E) Tcm3
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Questio 33 RGN GEGE G
(UFSM)

Oscar Niemayer € um arquiteto brasileiro, considerado
um dos nomes mais influentes na arquitetura moderna
internacional. Ele contribuiu, através de uma doagao
de um croqui, para a construcdo do planetario da
UFSM, um marco arquitetdnico importante da cidade
de Santa Maria.

Forte: arquivo COPERVES.

Suponha que a cobertura da construgdo seja uma
semiesfera de 28 m de diametro, vazada por 12 partes
iguais, as quais s&o aproximadas por semicirculos de
raio 3 m. Sabendo que uma lata de tinta é suficiente
para pintar 39 m? de area, qual a quantidade minima
de latas de tinta necessaria para pintar toda a
cobertura do planetario? (Use & = 3).

0 20.
0O 26.
@® 40.
® 52.
A 60.

Questio 34 GG GEGE G
(UERN)

A figura representa um sorvete de casquinha, no qual
todo o volume interno esta preenchido por sorvete e a
parte externa apresenta um volume de meia bola de
sorvete.

Considerando que o cone tem 12 cm de altura e raio 6
cm, entdo o volume total de sorvete é

O 216 ncm?
O 360 wcem?
® 288 ncm?
® 264 ncm?

Questio 35 GG GEGE G
(ESPM)

Um reservatoério de agua é constituido por uma esfera
metélica oca de 4 m de didmetro, sustentada por
colunas metalicas inclinadas de 60° com o plano
horizontal e soldadas a esfera ao longo do seu circulo
equatorial, como mostra o esquema abaixo.

Interbits®

< >
€ >

Sendo V3 = 1,73, a altura h da esfera em relagcdo ao
solo é aproximadamente igual a:

0O 240m
O 2,80m
® 320 m
® 340m
O 3,60m

Questio 36 GG GEGE G
(UEPA)

A ideologia dominante também se manifesta por
intermédio do acesso aos produtos do mercado,
sobretudo daqueles caracterizados por tecnologias de
ponta. O “Cubo Magnético” é um brinquedo
constituido por 216 esferas iguais e imantadas.
Supondo que esse brinquedo possa ser colocado
perfeitamente ajustado dentro de uma caixa, também
no formato de um cubo, com aresta igual a 30 mm a
razao entre o volume total das esferas que constituem
0 “Cubo Magnético” e o volume da caixa que lhe serve
de depdsito é:

9
£
2
=

@ © @ © ©
N[ W[l »]3 »]ld old
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Questio 37 RGN GEGE G
(UFRGS)

Um reservatério tem forma de um cilindro circular reto
com duas semiesferas acopladas em suas
extremidades, conforme representado na figura a
seguir.

O diametro da base e a altura do cilindro medem, cada
. . 4
um 4 dm e o volume de uma esfera de raior & 37T r3.

Dentre as opgdes a seguir, o valor mais préximo da
capacidade do reservatorio, em litros, é

0 50.
A 60.
@® 70.
® 80.
G 90.

Questio 38 GGG GE G
(EPCAR_2022)

Um cone equilatero tem, em seu interior, duas esferas
tangentes entre si e tangentes ao cone, conforme
figura a seguir.

Interbits®

A distancia do vértice do cone ao ponto de tangéncia
entre o cone e a esfera de menor raio é igual a T3 cm.

O volume desse cone, em cm3, é igual a

O 81r*
O 81rnd
® 243rn*
® 243x3

1z

Questio 39 GG GE GE G
(UFRN)

Um artesdo produz pegas ornamentais com um
material que pode ser derretido quando elevado a
certa temperatura. Uma dessas pecas contém uma
esfera solida e o artesdo observa que as pegas com
esferas maiores sdo mais procuradas e resolve
desmanchar as esferas menores para construir
esferas maiores, com o mesmo material. Para cada 8
esferas de 10cm de raio desmanchada, ele constréi
uma nova esfera.

O raio da nova esfera construida mede

0 80 cm.
O 14,2 cm.
® 28,4 cm.
® 20 cm.

Questio 40 GNEGENNNNNGE GE e
(IFPE_2019)

Na fazenda de sua familia, Michely colheu uma laranja
e verificou que ela tinha a forma de uma esfera.
Michely, entéo, foi a cozinha, pegou uma faca e fez um
corte na laranja a uma disténcia de 3 cm do seu centro,
conforme figura a seguir.

Interbits®

Sabendo que o raio da circunferéncia gerada no plano
do corte € de 4 cm, determine o volume da laranja
inteira.

641
0 —cm?
3
2561 3
5 3
108T
® —cm?
3
1251 3
o 3
500w
(E) Tcm3
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Questio 4] GNEGENNNNNGEGE G
(EAM_2022)

Uma esfera com centro em O possui volume igual a

1371 3 '
—_ om’. Se tomarmos um plano e o fizermos

interceptar essa esfera a uma distancia d do seu
centro, a segéo plana circular resultante, de centro O',
tera area igual a 24w cm? (figura abaixo). Assim, de
acordo com os dados, calcule o valor de d, ou seja
00', e assinale a opgao correta.

SuperProfessor®

0O 1cm
® 3cm
® 5cm
® 7cm
@ 10cm

Questio 42 RGN GEGE G
(PUCPR_2017)

Considere a figura plana abaixo, na qual AF e DE séo
arcos de circunferéncias com centros nos pontos B e
C respectivamente. Fazendo uma rotagao de 360°
essa figura em torno de AD, obtém-se um sdlido que
sera utilizado para armazenar um gas.

F E
[« []
3m
[] [<]
A B C D
: 2 |
3m 4m 3m g

Gabarito _ Esferas

Hora de Praticar

Questdo Resposta Questdo Resposta
01 B 22 B
02 B 23 A
03 B 24 B
04 C 25 D
05 A 26 B
06 D 21 A
07 B 28 C
08 C 29 C
09 E 30 B
10 D 31 E
11 E 32 E
12 E 33 B
13 B 34 ]
14 A 35 ]
15 C 36 A
16 B 31 D
17 D 38 A
18 B 39 D
19 B 40 E
20 A 41 C
21 E 42 C
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PROJEGCAO ORTOGONAL

De uma maneira bem intuitiva, podemos pensar a
projecao de um objeto sobre um plano horizontal, por
exemplo, como a sombra que esse objeto faz no chao
(plano horizontal).

Em particular, nesse mesmo sentido, diremos que a
projegao & ortogonal quando o sol estiver a pino (sol
do meio-dia).

O caso mais simples, é o da projegao ortogonal de um
ponto sobre um plano. Assim, dado um plano a € um
ponto P fora desse plano, para determinarmos a
projecao ortogonal de P sobre a, tragamos uma reta
que passa por P e é perpendicular ao plano a, o ponto
P’ de intersecgao da reta tragada com o plano «a sera
dita a projecao ortogonal de P sobre o plano «, ou seja,
essa projegao é o “pé da perpendicular” ao plano «
que passa por P.

PI

Outro caso ainda simples € o da projegéo ortogonal de
um segmento sobre um plano. Para determinar, basta
tomar o segmento que une as projecdes ortogonais
dos extremos desse segmento, veja a figura a seguir.

 payeys
>

|.<

' NS .
oo

-

A partir dessas ideias iniciais vocé podera identificar
as projegdes ortogonais de figuras quaisquer sobre
um plano, sendo essas proje¢gdes um conjunto de
projegOes ortogonais dos pontos dessa figura sobre o
plano.

Y4
F

: iF/

\

Vistas Ortogonais

A representacdo de objetos tridimensionais por meio
de projegdes ortogonais € feito por meio de “vistas”
desse objeto tomadas de diferentes posigoes, a saber:

= vertical (vista frontal);
= horizontal (vista superior);
= perfil (vista lateral — direita ou esquerda)

Vista Fronta
Vista Lateral

Vista Superior
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Problema 01: (ENEM 2022) Um rob6, que tem um ima
em sua base, se desloca sobre a superficie externa de
um cubo metalico, ao longo de segmentos de reta
cujas extremidades sdo pontos médios de arestas e
centros de faces. Ele inicia seu deslocamento no ponto
P, centro da face superior do cubo, segue para o
centro da proxima face, converte a esquerda e segue
para o centro da seguinte, converte a direita e continua
sua movimentagdo, sempre alternado entre
conversoes a esquerda e a direita quando alcanga o
centro de uma face. O robd so6 termina sua
movimentagdo quando retorna ao ponto P. A figura
apresenta deslocamentos iniciais desse robé.

P

»
>

A

A projecao ortogonal do trajeto descrito por esse robd
sobre o plano da base, apds terminada sua
movimentacao, visualizada da posi¢do em que se esta
enxergando esse cubo, é

0.

Solucao:

O primeiro desafio encontrado para a resolugéo desse
problema € identificarmos o caminho completo
percorrido pelo robd. Realizando o exercicio mental de
se imaginar caminhando sobre a superficie externa do
cubo, seguindo as regras de movimentagdo
apresentadas, obtemos a trajetéria indicada na figura
a seguir, onde o caminho percorrido apds o0s
deslocamentos iniciais do enunciado esta destacado
em vermelho.

EM
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Tendo determinado o caminho percorrido pelo robd,
devemos projetar ortogonalmente cada segmento de
reta que o compde sobre o plano da face inferior do
cubo. Ao fazermos isso, obtemos a configuragdo
indicada em azul na figura abaixo.

AR

R e s Ealaed

Dessa forma, a projecéo ortogonal do trajeto descrito
por esse robd sobre o plano da base, apds terminada
sua movimentacéo, visualizada da posicdo em que se
esta enxergando esse cubo, é

/
L /

Vistas ortogonais

Resposta: A

A representacao de objetos tridimensionais por meio
de projegdes ortogonais é feita por meio de “vistas”
desse objeto tomadas de diferentes posigbes, a
saber:

= vertical (vista frontal);
= horizontal (vista superior);
= perfil (vista lateral — direita ou esquerda).

Vista Fronta
Vista Lateral

Vista Superior
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Problema 02: (ENEM Digital 2020) No projeto de uma
nova maquina, um engenheiro encomendou a um
torneiro mecanico a fabricagdo de uma pega, obtida a
partir do recorte em um cubo, como ilustrado na figura.
Para isso, o torneiro forneceu, juntamente com o
desenho tridimensional da pega, suas vistas frontal,
lateral e superior, a partir das posi¢coes indicadas na
figura. Para facilitar o trabalho do torneiro, as arestas
dos cortes que ficam ocultos nas trés vistas devem ser
representadas por segmentos tracejados, quando for
0 caso.

Vista superior

1

<«— Vista lateral

Bloco recortado

/

Vista frontal

As vistas frontal, lateral e superior que melhor
representam o desenho entregue ao torneiro séo

:
1
1
1
1
1
Q Frontal Lateral Superior
1
i
1
1
1
1
@ Frontal Lateral Superior
@ Frontal Lateral Superior
1
i
1
1
1
1
@ Frontal Lateral Superior
1 2
! £
1
1
1
1
@ Frontal Lateral Superior

Solucao:

Primeiramente, note que, ao olharmos a peca de
frente, vemos uma espécie de “U” sem a abertura de
cima, conforme a figura a seguir.

Para ficar mais claro, perceba que a vista frontal seria
um “U perfeito”, com a abertura de cima, se a peca
tivesse o formato da figura abaixo.

Vista superior

|
V'

«— \fisla lateral

/

Vista frontal

Ao observarmos a pega lateralmente, enxergamos
apenas um retdngulo branco, porém, devido a retirada
do bloco recortado, internamente existe um espago
vazio, o qual deve ser indicado pelas linhas tracejadas,
como abaixo.

Por fim, enxergando a pega por cima, vemos,
similarmente ao caso da vista frontal, uma espécie de
“U” de cabeca para baixo e sem abertura, conforme a
figura seguinte.

Primeiramente, note que, ao olharmos a peca de
frente, vemos uma espécie de “U” sem a abertura de
cima, conforme a figura a seguir.

Para ficar mais claro, perceba que a vista frontal seria
um “U perfeito”, com a abertura de cima, se a peca
tivesse o formato da figura abaixo.
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Vista superior

|

«— \/ista lateral

/

Vista frontal

Ao observarmos a pega lateralmente, enxergamos
apenas um retdngulo branco, porém, devido a retirada
do bloco recortado, internamente existe um espacgo
vazio, o qual deve ser indicado pelas linhas tracejadas,
como abaixo.

Por fim, enxergando a pega por cima, vemos,
similarmente ao caso da vista frontal, uma espécie de
“U” de cabeca para baixo e sem abertura, conforme a
figura seguinte.

Resposta: E

Problema 03: (ENEM PPL 2020) No desenho técnico,
€ comum representar um solido por meio de trés vistas
(frontal, perfil e superior), resultado da projecdo do
sélido em trés planos, perpendiculares dois a dois.

A figura representa as vistas de uma torre.

O

Vista
superior

Vista
frontal

Vista
perfil

Disponivel em: www.uems.br.
Acesso em: 11 dez. 2012 (adaptado).

Com base nas vistas fornecidas, qual figura melhor
representa essa torre?

TEM
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Interbits®

(E)
Solucao:

Como a vista frontal corresponde a um trapézio
isésceles, a segdo meridiana do objeto tridimensional
representado deve ser um trapézio isosceles. Dessa
forma, podemos descartar a possibilidade de a torre
ser um dos solidos das alternativas A e B. Ademais,
uma vez que a vista superior € de uma espécie de
coroa circular, descartamos também a possibilidade
de a torre ser o sdlido do item d) ou o solido do item C.
Logo, a figura que melhor representa a torre é a do
item E.

Resposta: E
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COMBINAGCAO DE SOLIDOS

Nem sempre iremos nos deparar com situagdées que
tragam apenas os solidos na sua forma mais simples,
ou seja, € possivel que precisemos calcular o volume
de um silo que corresponda a uma combinagao de um
cilindro e um cone (figura 1), ou mesmo, o volume de
uma anticlepsidra que corresponde a um cilindro
equilatero suprimindo dele dois cones (figura 2).

Figura 1 Figura 2

Em particular, vamos explorar um pouco a
anticlepsidra. Para isso, tomemos um cilindro
equilatero de raio R e retiremos dele uma clepsidra, ou
seja, duas folhas de cones de raio da base e altura
iguais a R.

Para calcularmos seu volume, basta fazermos
VAnticlepsidra = VCilindro -2 VCone-
Obtemos, assim,
1
VAnticlepsidra =mR*-(2R) —2- 3 -TR? - R.

Consequentemente,
3 2 3
VAnticlepsidra = 2nR° — § . TR3.
Logo,

47R3
VAnticlepsidra = 3

Observe que o volume da anticlepsidra corresponde
ao volume de uma esfera de raio R.

EM
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Problema 04: (PUCRJ 2022) Considere um cone
circular reto de madeira, com raio da base igual a 20
cm e altura 40 cm. E feito um furo cilindrico de raio
interno igual a 5 cm, atravessando todo o cone e com
0 Mesmo eixo.

Qual é o volume, em cm?, do sélido assim obtido?

0 45007.
® 6400m7.

16007
e —
® 5000V7x.

Solucao:

obtido

do

Considere a representagao solido

apresentada a seguir.

Supr Ewrrans of.

Uma vez que os tridngulos DEV e ACV sé&o
semelhantes, temos que

VD DE

VA~ AC
Como, pelos dados apresentados, VA = 40 cm, DE =
AB =5cme AC = 20 cm, segue que

vp="%_ 1o
T30 U

Isso implica que DA=VA—-VD =40—-10 =30 cm.
Logo, o volume, em ¢m?3, do solido obtido é dado por
- Vcilindru

Vsélido = Vcone maior ~ Vcone menor

1 1

=§T[-ACZ-VA—§T[~DE2-VD—TL’-ABZ-DA
1 1

=§T[-202-40—§TL’-52-10—7T~52~30

160007 2507
= ——3——750m

3
_ 160007 — 2507 — 22507

_ 135007
3
= 4500m.
Resposta: A
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ESFERA INSCRITA NUM CUBO

Se considerarmos uma esfera de raio r inscrita num
cubo de aresta a, temos que seu didmetro é igual a
altura do cubo, ou seja

a=2r.

ESFERA CIRCUNSCRITA A UM CUBO

Se considerarmos uma esfera de raio R circunscrita a
um cubo de aresta a, temos que seu didmetro é igual
a diagonal do cubo, ou seja:

2R = a/3.

ESFERA INSCRITA NUM CILINDRO CIRCULAR RETO

Se uma esfera esta inscrita num cilindro circular reto,
entdo ela tangencia todas as geratrizes e as bases
desse cilindro. Diz-se também nesse caso que o
cilindro esta circunscrito a esfera.

Da imagem, temos que h = 2R, sendo, portanto, o
cilindro em questdo um cilindro equilatero.

1z

ESFERA INSCRITA NUM CONE CIRCULAR RETOR

Se uma esfera esta inscrita num cone circular reto,
entdo ela tangencia todas as geratrizes e a base desse
cone. Diz-se também nesse caso que o cone esta
circunscrito a esfera.

Um fato interessante e que pode ser muito util na
resolucao de questdes envolvendo esse topico é o fato
de que o triangulo AOD é semelhante ao triangulo
ACB, além de ambos serem tridngulos retangulos.

ESFERA CIRCUNSCRITA A UM CONE CIRCULAR RETO
Se uma esfera esta circunscrita a um cone circular

reto, entdo o vértice do cone e a circunferéncia de sua
base estao contidos na superficie da esfera.

Observe que o triangulo ABC é retangulo e, sendo
assim, podemos aplicar as relacbes métricas no
triangulo retadngulo para identificar relagdes entre os
elementos do cone e o raio da esfera.

Problema 05: (UFR] 2002) Considere uma esfera E,,
inscrita, e outra esfera E, circunscrita a um cubo de
aresta igual a 1 cm. Calcule a razado entre o volume de
E, e o volume de E;.

Solucao:

Sejam a, r, e r,, respectivamente, as medidas da
aresta do cubo, do raio da esfera E; e do raio da esfera
E,. Sabemos que

a a3

nEgen=—

Portanto, como a = 1c¢m, temos que

1 V3
rl:f cm e r2=7cm.
Logo,

3

7)
4 3 ——
3 3 :
) @)
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Problema 06: (UFSM 2000) Bolas de ténis sao
vendidas, normalmente, em embalagens cilindricas
contendo 3 unidades

Supondo-se que as bolas tém raio a centimetros e
tangenciam as paredes internas da embalagem, o
espaco interno dessa embalagem que NAO é ocupado
pelas bolas &, em cm?,

O 2nad.
4mad
(B) 3
mwa
(C) -
® ad.
e 2ma’

3

Solucao:

Primeiramente, observe que a altura h do cilindro que
representa a embalagem é igual a soma dos didmetros
das esferas que representam as bolas de ténis, isto &,
em centimetros,

h=3:(2-a) =6a.

Ademais, o raio da base R desse cilindro coincide com
o raio das esferas, ou seja, em centimetros,

R =a.

Logo, o espaco interno dessa embalagem que NAO é
ocupado pelas bolas é, em ¢m?,

V= Vcilindro -3 Vesfera
4
=7T-R2~h—3-(§r[-a3)

=m-a?-(6a)—4m-ad
= 6ma® — 4na’
= 2mad.

Resposta: A

AAAAAAAAAA

Questdo 01

(Ronaebson)

Considere a roda gigante a seguir e ponto A no seu
topo.

Qual das figuras representa a projegéo ortogonal do
ponto A no plano do solo durante uma volta completa
da roda-gigante?

(O
£
)
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Questdo (2 GGG GG

(Ronaebson)

Leonard organizou uma exposi¢éo ao ar livre numa
praia. Uma das pecas expostas é um octaedro regular
formado apenas por suas arestas constituidas de
arame perfeitamente esticado. Toda estrutura é
sustentada por cabos extrafinos que nao interferem no
formato da construcdo e a peca ficou posicionada de
tal modo que o segmento que liga dois de seus
vértices opostos ficou precisamente na vertical.

\V

Com o sol a pino, essa pega projeta ortogonalmente
uma sombra sobre o solo, representada por

T
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Questdo 03 GG GGG

A técnica usada para representar o relevo do terreno
nos mapas consiste em imaginar uma seérie de planos
horizontais equidistantes “fatiando” as elevagbes e
desenhando-se no mapa as interseccbes desses
planos horizontais com o contorno do terreno, como
indicado na figura 1. Essas linhas sdo denominadas
curvas de nivel, pois correspondem a um conjunto de
pontos que tém a mesma altitude.

Disponivel em: <www.ibge.gov.br/fhome/geociencias/cartografia>

A figura 2 representa uma parte de um mapa com as
curvas de nivel de uma montanha e o itinerario de uma
trilha percorrida por um grupo de estudantes, que
partiram do ponto M e chegaram ao ponto S, passando
pelos pontos indicados.

O trecho desse percurso que tem necessariamente
aclives (subidas) e declives (descidas) é

O MN.
O NP.
® PQ.
® QR.
O RS.
ANOTAGOES:
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Questdo (4 GGG GE G

Uma tigela no formato de uma semiesfera esta
apoiada em um tampo de madeira, conforme figura
abaixo. Os pontos A, C e D sdo pontos de intersecgéo
entre a semiesfera e o tampo de madeira, sendo o
segmento AD um didmetro maximo da esfera e C um
ponto equidistante dos pontos A e D. O ponto B é o
topo da semiesfera, ou seja, o ponto mais alto.

Uma formiga, inicialmente no ponto A, percorre o
seguinte trajeto pela superficie da semiesfera:

= Vai do ponto A até o ponto B pelo caminho de
menor distancia;

= Segue até o ponto C pelo caminho de menor
distancia;

= Vai até o ponto D pelo caminho de menor distancia;

= Retorna ao ponto B pelo caminho de menor
distancia.

A alternativa que melhor representa a projecao
ortogonal do caminho ABCDB percorrido pela formiga
na superficie semiesférica no tampo da mesa é

Q A B D
—
o / \
A‘I C‘—I‘D
. \
A Ce D

A / b
N

1z

Questdo 05 GG GG e

(Ronaebson)

A projecao ortogonal € uma ferramenta bastante
utilizada na area do desenho técnico para conseguir a
representacdo grafica de um objeto. Existem trés
grandes planos de projecdo: de perfil (PP), vertical
(PV) e horizontal (PH). A intersecgéo destes planos é
feita em angulos de noventa graus (isto é, angulos
retos), formando diversos quadrantes. Todos os
objetos, por conseguinte, podem ser projetados
nestes quadrantes. Tais proje¢des sao indispensaveis
na industria, pelo fato de ser necessario conhecer
todas as perspectivas de um objeto antes de iniciar a
sua fabricagdo. Estas projegbes surgiram no século
XVIII e foram impulsionadas por Gaspard Monge.

Veja os exemplos a seguir:

Vistes ortogfices

Considerando que a lata de leite moga da figura a
seguir tenha a forma de um cilindro equilatero, temos

que suas vistas frontal, lateral e superior sao,
respectivamente:
_
W
\—‘
VISTA VISTA VISTA
FRONTAL LATERAL SUPERIOR

OO0
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Questdao 06 GG GGG

A épura é uma representacdo geométrica de objetos
tridimensionais muito usada em Geometria Descritiva
e em Desenho Técnico. Essa representacéo é obtida
a partir de projegcbes ortogonais em planos a e £,
como mostrado na figura a seguir.

Observador

N
2

Plano 8

&

&

Q
E possivel representar, nesses planos, uma trajetéria
(um caminho percorrido entre alguns pontos). Assim,
tragcando os segmentos de reta AE, EH, HB e BG,
serdo formadas, segundo o observador mostrado,
respectivamente, nos pontos a e B, as seguintes
projegoes:

Vista frontal do plano o Vista frontal do plano 8

: /‘
Q Vista frontal do plano o. Vista frontal do plano 8
) / I\
Vista frontal do plano o Vista frontal do plano 8
Vista frontal do plano o Vista frontal do plano B
o / /
Vista frontal do plano « Vista frontal do plano B
o / /

1z

Questio (7 GG GE S G
(ENCCEJA)

Uma pessoa que se encontrava em um parque
observou a movimentagdo de um esquilo sobre um
dos brinquedos desse parque. A figura indica o
percurso feito pelo esquilo, iniciado no ponto A e
finalizado no ponto B.

.

A projegdo sobre o plano do chéao, feita de forma
perpendicular ao solo, do percurso feito pelo esquilo
sobre o brinquedo é

i
-

B

A

> —

]

Interbits®

>
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Questio (8 GNEGENNNNNNGE S G
(UEMA_2021)

O fabricante de uma das melhores bolas de basquete
do pais estéa colocando a venda uma embalagem
cubica, contendo 8 unidades, conforme a figura a
seguir.

Considerando que cada bola de basquete tem raio
igual a “r’ cm e que tangenciam todos os lados
internos das faces da embalagem cubica, o valor, em
cm3, do espago vazio dentro da caixa, ou seja, o

espaco nao preenchido pelas bolas de basquete é

O 32r°6-m)
3

@ 4r°(48-m)
3

® 8r(3-4m
3

® 4°6-m
3

@ 32r°(3-m)
3

Questio (9 GEEGENNN S GE G
(UECE_2017)

Considerando-se um cubo cuja medida de cada aresta
€ igual a 1m pode-se afirmar corretamente que a

medida do volume do poliedro convexo cujos vértices
s&o os centros das faces desse cubo é

2
nge'.

2

0 = md.
7
1

® - m3.

6

4
® - m3.

7

Questdo 10 GGG GG
(UEJF)

Uma pega de ornamentagao confeccionada com vidro
possui a forma de um prisma regular reto, cuja base é
um tridngulo equilatero. Em seu interior, hd uma esfera
representando o globo terrestre, que tangencia cada
face do prisma. Sabendo que o raio da esfera é r, qual
€ o volume do prisma?

0O /3r3.

O 2373,
® 3+/373.
® 6373,
O 8373,
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Questio 11 GG GE S G
(UFU_2021)

Um cone reto esta inscrito num cubo de lado /, de
modo que a base do cone esteja contida numa face do
cubo, e uma esfera de raio R esta inscrita neste cone,
como ilustra a figura abaixo.

Interbits®

Arazdo entre oraio Re olado /¢ éigual a

o Y51
4

o 454”.
® (V5-1)m.
® 5+

Questdo 12 GG GGG
(UER])

Uma esfera de centro A e raio igual a 3 dm é tangente
ao plano «< de uma mesa em um ponto T. Uma fonte
de luz encontra-se em um ponto F de modo que F, A
e T séo colineares. Observe a ilustragao:

F

Interbits®

Considere o cone de vértice F cuja base € o circulo de
centro T definido pela sombra da esfera projetada
sobre a mesa.

Se esse circulo tem area igual a da superficie esférica,
entdo a distanciaFT, em decimetros, corresponde a:

0

OO
~N o © =

243



MATEMATICA CRIATIVA

f€onaeBsoN

Questio 13 RGN GE S G
(UPF_2021)

Em geral, metais, grande parte dos ceramicos e certos
polimeros cristalizam-se quando se solidificam. Os
atomos se arranjam em uma estrutura tridimensional
ordenada e repetida. Estas estruturas sdo chamadas
cristais.

A célula unitaria € o menor volume repetido no interior
de um cristal. E a unidade basica repetitiva da
estrutura tridimensional do cristal e é escolhida para
representar a simetria da estrutura cristalina. Duas das
geometrias basicas das células unitarias sdo a cubica
de corpo centrado (Figura a) e a cubica de face
centrada (Figura b), ilustradas esquematicamente a

seguir.
"
}:;’:ﬁﬁ,»*’

(a) (b)

*&

Figura 1: Agregado de muitos atomos para a estrutura
cristalina: (a) cubica de corpo centrado e (b) cubica de
face centrada.

A rede cubica de corpo centrado (CCC) é uma rede
cubica na qual existe um atomo em cada vértice, que

P gz , 1 P
na célula unitaria é representado por 3 de atomo, e um

atomo no centro do cubo. Os atomos se tocam ao
longo da diagonal.

Figura 2: estrutura da célula unitaria cubica de corpo
centrado (CCC).

A rede cubica de face centrada (CFC) é uma rede

cubica na qual existe um atomo em cada vértice e um

atomo no centro de cada face do cubo, na célula
g g 1 1 . .

unitaria compondo Ses de atomo, respectivamente.

Os atomos se tocam ao longo das diagonais das faces

do cubo.

Figura 3: Estrutura da célula cubica de face centrada
(CFC).

1z

Sendo a a medida da aresta do cubo da célula unitaria,
a medida do raio r dos atomos na rede cubica de face
centrada (Figura 3) é expressa por:

0r==:
Or==.
® r=2a.
@r—aTﬁ.
@r==

Questio 14 GG GEGE e
(EPCAR_2021

Considere a figura a seguir:

Desenho fora de escala

Nela esta representada a inscricdo de uma esfera num
cubo que, por sua vez, esta inscrito num cone
equilatero, de tal forma que uma de suas faces esta
apoiada na base do cone e os vértices da face oposta
estdo na lateral do cone. A projecédo ortogonal do
vértice do cone a sua base contém dois pontos de
tangéncia da esfera com o cubo.

Se R e r séo, respectivamente, as medidas do raio da
base do cone e do raio da esfera, em cm, entéo
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