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APRESENTACAO

Uma colecdo de livros destinados a formacao de conhecimentos
matematicos exige de todos os envolvidos certo grau de comprometi-
mento. Ao autor, fica a tarefa de transmissao de conteldos elencados
normalmente para o grau de ensino a que se destina, procurando
dar um encaminhamento claro, objetivo e didatico. Seu papel tam-
bém compreende a busca de procedimentos que possibilitem um
desenvolvimento adeguado das aulas a serem ministradas, tendo o
cuidado de levar em conta dois outros personagens extremamente
importantes para que o processo de ensino e aprendizagem ocorra:
professor e aluno.

Quanto a Matematica que o aguarda nas proximas paginas, ndo
posso dizer que serd um caminho com um acesso imediato e veloz.
Antes, prefiro acreditar que € uma trajetdria lenta, mas necessaria, rica
de saberes construidos ao longo de nossa evolucdo e carregada de
duvidas necessarias, de etapas a serem ultrapassadas. Nao pense na
Matematica como uma ciéncia exata, pois antes das certezas, estuda-
mos nela os acasos; antes de termaos as medidas precisas, temos as
aproximacoes, que sao muito mais reais.

A proposta de nossa colecao de Matematica para o Ensino Médio
contempla diversos aspectos importantes gue devemn ser levandos em
conta. Entre eles destacamos a necessidade de ter na matematica um
conhecimento historicamente construido, que permite desenvolver
habilidades de pensamento importantes na formacao do cidaddo. Outro
aspecto considerado também fundamental e que aqui procurou ser
levando em conta, € o de permitir um trabalho voltado a autonomia,
pois & desejavel cada vez mais pessoas que busguem e construam
conhecimentos.

Um bom trabalho!

O Autor




SEQUENCIAS NUMERICAS

10’ FUNGAD QUADRATICA
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Ao iniciar um tema, convida o aluno

a envolver-se no assunto. I1sso

& realizado por meio contextos

diversos, que podem ser do

cotidiano ou do desenvolvimento

histérico da Matematica, e explora

curiosidades a respeito do préprio ==
tema da unidade.

]

Secdo que aparece
ao longo da teoria
com o objetivo de

explorar determinado
contelido ou a ; : -
situacdo com o uso ek i -
de calculadoras ' Y

ou programas de
computador.

E apresentado o
assunto do capitulo.

fall

\Z

Perguntas aplicadas
ao longo do
desenvolvimento da
teoria para abordar
conhecimento
prévio e reflexdes
sobre o conteldo.

Nessa secdo &
utilizada a forma
textual para abordar
explicacoes
necessarias para a
compreensdo de
conteldos diversos.



HISTORIA DA MATEMATICA

N T P e e i 1

I A e i o e s
pe—

--w--n-n M—ummm o

0

-
=

it i et 4 0 5 B (YRt il NPT et 5,
ASHLATA"S $S 5 AW RLSKL () BT PN WS 5 PR

Historia da
Matematica

Aqui sdo abordados a histdria
da Matematica, no decorrer do
tempo, e seus personagens.
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EXPLORANDO HARILIDADES £ COMPETENCIAS
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Algumas conclusoes

Similar a um roteiro, onde &
proposta uma reflexdo sobre
o que foi desenvolvido na
unidade.

Exercicios resolvidos

Alem dos exemplos ao longo
da teoria, os exercicios servem
como estratégia para a
explorar o conteldo.

Exercicios
propostos

Exercicios para
fixacdo, no final de
cada tema.

—

westibalares € Enem

Explorando habilidades
e competéncias

Situacdes elaboradas para explorar
conhecimento utilizando um

contexto diferente.

Vestibular e Enem
No final de cada unidade, exercicios
relacionados a vestibulares de todo
Brasil e guestdes do Enem.

De

safio

Exercicio relacionado a Unidade,
com nivel mais complexo.

[ Atenco |

Ndo escreva no livro. Todos os exercicios
devem ser resolvidos no caderno.
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UNIDADE NUMEROS E CONJUNTOS
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*Os ndmeros governam

o mundo.” Essas palavras
foram proferidas na época
dos pitagoricos, e ainda hoje
poderiam ser ditas.

Raw pixel.com/Shutterstock com

Utilizamos os numeros com
variadas finalidades: para
medir, fazer contagens,
estabecer codigos e até
mesmo para transmitir
informacoes.

Nesta unidade, retomaremos
as aplicactées no campo
numeérico desde os numeros
naturais até os nimeros reais.
Além disso, conheceremos um
pouco da teoria dos conjuntos.

A imagem, criada por meio de
computacdo gréfica, permite obser-
var a utilizacédo do sistema binario
"envolvendo™ o nosso mundo na era
da informacéo.
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CAPITULO

1

Existemn diferentes aplicacdes dos nume-
ros, como contagem e apresentacdo de medi-
das, por exemplo. Observe aqui duas possibili-
dades de utilizacao de nimeros:

= Nacontagem de dias, que sao grandezas
discretas, utilizarnas um ndmero natural.

DEZEMBRO
pominGo | secunDa | TERga OUARTA | OUINTA SENTA SABADD
1
2 3 4 5 6 7 8
9 10 1 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 28 29

30 3

= Em medicdes, que sao grandezas con-
finuas, utilizamos um numero real.

paene KOV

Assim, ao contarmos os dias do més de
dezembro, um numero natural representara o
resultado. Mas, se precisarmos obter a medida
da temperatura do corpo de uma pessoa, o re-
sultado sera representado por um numero real.

No Ensino Fundamental, os nimeros foram
o principal objeto de estudo. Agora, vamos reto-
mar alguns conjuntos numericos estudados:
0s nUmeros naturais, os inteiros, os racionais,
os irracionais e os reais. O esquema a seguir
nos auxiliaréa a compreender como 0 campo
numérico estd subdividido.

- Unidade 1 Numeros e conjuntos

llposiShutterstock.com

Fernando Favarettof

Criar Imagem

} NUMEROS REAIS

MNdmeros

/ irracionais
MNimeros

reais
MNumeros

racionais

Fragoes nao
/ inteiras .
Nameros

inteiros

\ : / negativos
Numeros

inteiros
Nimeros

naturais

Numeros naturais

Sao utilizados para contagem de elementos
em conjuntos quaisquer, Como pessoas, objetos
e animais. O conjuntos dos ndmeros naturais é
representado por IN sendo:

IN=1{0,1,234,5,..n,.}

Nessa notacdo, n representa um elemento
genérico do conjunto. O conjunto IN é formado
por infinitos elementos. Quando queremos excluir
o zero desse conjunto, utilizamos a notacao IN*.

Além de o conjunto dos numeros naturais
ser infinito, ele também ¢ ordenado, isto €, da-
dos quaisguer dois nimeros naturais distintos a
e b, temos que:

a > b (lé-seamaiorqueb)

ou

a < b (lé-seamenorqueb)

OBSERVA(;ﬂO:

Quando um nuimero é elemento de um conjunto,
dizemos que ele pertence ao conjunto. Caso
contrario, dizemos que ele nao pertence ao
conjunto.

Christian Mueller/Shutterstock.com



A sequéncia formada pelos nimeros
naturais pode ser representada em uma reta
orientada chamada de reta numérica. Inicia-
mos indicando um ponto O (chamado origem
e representando a posicao do zero) e, a partir
dele, da esquerda para direita, marcamos um
ponto que corresponde ao 1. A distancia entre
0 e 1 é chamada de unidade. Em seguida & di-
reita do 1, marcam-se pontos tais que a distan-
cia entre duas marcas consecutivas seja sempre
igual a unidade. Cada marca assim determinada
corresponde aos demais nimeros naturais.

o}

] I [l ] 1l [l [ I L
I I 1 I Ll I 1 I 1

I
I
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Quando efetuamos uma adicao ou uma
multiplicacao entre dois nimeros naturais, o re-
sultado também sera um numero natural. Issa
significa que IN ¢ fechado em relacao a adicao e
a multiplicaco. Ja no caso da subtracao e da divi-
sao entre dais ndmeros naturais quaisquer, nem
sempre o resultado serd um numero natural.

Exemplo:

1470-2000="7

Surge entao a necessidade de ampliacao
do campo numérico com o conjunto dos nu-
meros inteiros.

Numeros inteiros

O conjunto dos ndmeros inteiros, repre-
sentado por Z, é formado por todos os nime-
ros naturais e seus opostos, isto é:

Z={,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,.}

Observe que gualguer nUmera natural
também € inteiro. Uma forma de representar
essa relacao é utilizando um diagrama. Dize-
mos que o conjunto dos ndmeros naturais é
subconjunto do conjunto dos nimeros inteiros.

Figuras: © DAE

O conjunto dos numeros inteiros, assim
como o conjunto dos nimeros naturais, € infi-
nito e ordenado.

OBSERVACAO:

O diagrama apresentado é chamado de diagrama
de Venn. Utilizaremos esse tipo de diagrama no
estudo de conjuntos no proximo capitulo.

Além do conjunto dos ndmeros naturais,
também sao subconjuntos dos nimeros inteiros:

Z2*=1{.,-5-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5, .}

Z_=1{.-5-4,-3,-2,-1,0}

Z=1{1,2,3,4,5,.}
Z ={.-5-4,-3,-2,-1}

OBSERVAGAO:

Z,=1{0,1,2,3,4,5,..}, que é o conjunto dos
numeros inteiros nao negativos, & o proprio
IN (conjunto dos nimeros naturais).

Assim como fizemos com ©s numeros
naturais, 0s nimeros inteiros podem ser repre-
sentados na reta numeérica. Observe que agora
teremos dois sentidos: o positivo e 0 negativo.

Q

G LB N (S (R N [N DN
I I 1 I I I I I I
.56 -5-4-3-2-101 2

LN
LI

o=+

| 1
R
4 5

) =

Observe que a direita do zero estao os niime-
ros inteiros positivos, e a esquerda, seus opostos.
Assim, —6 é o oposto de 6, e 6 € 0 oposto de—6.
Note que, adicionando um nimero a seu opos-
to, o resultado é igual a zero: 6+(—=6)=6-6=0.
Podemos dizer que dois numeros opostos Sao
representados na reta numérica por pontos que
distam igualmente da origem.

Quando efetuamos uma adicao, uma sub-
tracao ou uma multiplicacdo entre dois ndme-
ros inteiros, o resultado também é um ndmero
inteiro. Isso significa que Z ¢ fechado em rela-
cdo a adicao, a subtracao e a multiplicacao. Ja
no caso da divisao entre dois ndmeros inteiros
quaisguer, nem sempre o resultado sera um nu-
mero inteiro.

Nimeros reais Capitulo 1 -



Exemplos:
(=150) : (+10) = =15 (numero inteiro)
(—=20):(-3)="?

Questoes e reflexoes

Resolva os exercicios
no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Todo numero inteiro € também natural?

| 2. Todo ndmero inteiro tem sucessor?

Uma nova ampliacao do campo numeérico se
fez necessaria com a introdu¢do do conjunto dos
numeros racionais.

Numeros racionais

A palavra racional deriva da palavra razdo. Na
Matemaética, quando falamos em razao, associamos a
ideia de quociente, de divisao.

O conjuntodos nimeros racionais é representado
por Q e é formado pelos quacientes entre dois nimeros
inteiros quaisquer, sendo o segundo diferente de zero.

Exemplos:
O,ii,ii,ii,il,ﬂ o o o
5 4 3 2 2 2

Uma maneira de representarmos o conjunto
dos numeros racionais é:

33 g3 e l3
4

Q= X:E/peqinteiroseq;so
q

Assim, o conjunto dos ndmeros racionais pode

: : . P
ser compreendido como o conjunto das fracdes —,
q

compe ginteiros e g#0. Um ndmero é dito racional
guando pode ser escrito como a razao de dois nu-
Meros inteiros.

Como todo ndmero inteiro pode ser obtido a
partir da razao de dois ndmeros inteiros (basta tomar-
mos como denominador o ndmero 1), podemos afir-
mar que qualquer ndmero inteiro também € um nu-
mero racional. Assim, temos o sequinte diagrama, que
nos permite relacionar os trés conjuntos NUMEricos.

Figura: @ DAE

- Unidade 1 Numeros e conjuntos

O conjunto dos ndmeros racionais, assim como
0 conjunto dos nimeros inteiros e 0 conjunto dos
nimeros naturais, € infinito e ordenado.

Questoes e reflexoes

Respostas no Manual do Professor
Com base no que definimos para £, expligue o que
representa cada um dos seguintes conjuntos:

Q,Q,Q,-cQ

Resolva os exercicios
no caderno.

Quando efetuamos uma adicdo, uma subtra-
cao ou uma multiplicacdo entre dois numeros ra-
cionais, o resultado também & um ndmero racional.
Isso significa que @ é fechado em relacéo a adicao,
a subtracdo e a multiplicacdo. Como nao podemos
dividir o conjunto @ por zerg, ele nao é fechado
em relacao a divisdo. Entretanto, o conjunto Q* é
fechado em relacao a divisao.

Representacao decimal dos
numeros racionais

Quando consideramos um ndmero racionalﬂ,
q
em que p ndo é multiplo de g, podemos escrevé-lo

na forma decimal, efetuando a divisdo do numerador
pelo denominador. Nessa divisao, podemas ter duas
situacoes:

Decimais exatos: o quociente obtido tem,
apos a virgula, uma guantidade finita de algarismos.

Exemplos:

17
—— =425
4

_308 =-61,6
5

LIS 0,0125
80

26 —19,0625
16

OBSERVACAO:

Quando acrescentamos, na parte decimal de um numero,
uma quantidade finita ou infinita de zeros a direita do
Gltimo algarismo diferente de zero, seu valor nao se altera.

Exemplo:

L 1,4 = 1,40 = 1,400 = 1,4000 = 1,4000...

5



Dizimas periddicas: o quociente obtido tem,
apds a virgula, uma quantidade infinita de algarismos,
nem todos iguais a zero. Nesse caso, um algarismo ou
um grupo de algarismos se repetem infinitamente.

Exemplos:

% = 2,8333333.. = 2,83

10 010101010, = —0,70
99

247 0247247247 = 0,757

999

I g T

Em uma dizima periédica, o algarismo ou o grupo
de algarismos que se repetem infinitamente é chamado
de periodo da dizima periddica. A fragdo corresponden-
te a essa dizima periddica é chamada de fracdo geratriz

Observe, nos exemplas a seguir, como pode-
mos escrever na forma fracionaria um nimero racio-
nal a partir de sua representacao decimal.

Exemplos com decimais exatos:

oo,
100 4
0195 e

10000 80

Exemplos com dizimas periédicas:
« 0,777..

x=0,777...

10x=7777...

10x=7+0,777...

10x=7+ x

O9x=7

Y=
9

« 3,2457
x =3,24575757..
100x =324,575757...
100x =324+0,575757...

100x =324+Z
99

9900x=32076+57

32133
9900

Observacdes:

1. Qualquer nimero racional pode ser associado a
um ponto na reta numérica. Observe alguns nu-
meros racionais representados na reta numerica:

7
2 4,£|:'|5

4
5875 -3,2333. 5 03 2
t ¥ -t + + II‘ (I)l + + 4 + +
_-5_5|-4-3]-2-1]o 1[2[3‘4 5 6 ..
5 -065 3249
£ 2

{8

—4.75 3,872

2. Embora tenhamos representado apenas alguns nu-
meros racionais na reta, € importante observar que
entre dois ndmeros inteiros consecutivos existem
infinitos nUmeros racionais, assim como entre dois
numeros racionais quaisquer (inteiros ou nao) ha infi-
nitos ndmeros racionais.

Exemplo:

Observe o intervalo entre os nimeros 9 e 10.

e
94 95 96 97 98 993 10

Figuras: © DAE

[ I I [ Il I Il | I P

8@ 902803 904 905 9,06 907 9,08 909 9,1

Y

B e S T S
9,001 9,002 9,003 9,004 9,005 9,006 9,007 9,008 9,009 9,01

Na ilustracao, dividindo o intervalo entre os ndme-
ros racionais 9 e 10 (racionais inteiros) em 10 partes iguais
(0 ndmero de partes poderia ser outro) e, ampliando-o,
podemos visualizar, conforme indicado, os ndmeros 9,1,
92,93, ..e 99. Repetindo esse processo para o intervalo
entre 9 e 9,1, encontramos 9,01, 9,02, 9,03, ... e 9,09.
Ja entre 9 e 901, encontramos os numeros 9,001,
9,002, 9,003, ... e 9,009.

3. Um procedimento para encaontrarmos um numero
racional compreendido entre dois outros racionais
é calcular a média aritmética entre eles.

Exemplo:
0,7+1,8333.. _ 2,5333.. = 12666.. = 125 = E
2 2 15

Nimeros reais Capitulo 1 -



EXPLORANDO Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

Em uma calculadora, sabemos que a quan-
tidade de digitos que o visor apresenta é limitada.
Dessa forma, quando efetuamos a divisao de 2 por 3,
por exemplo, o visor da calculadora exibe aproxima-
¢oes, truncando ou arredondando o resultado. Na
ilustracao a seguir, temos o resultado dessa divisao
feita numa calculadora.

Flgura & DAE

Nimeros irracionais

Vimos anteriormente que existern numeros
decimais que podem ser escritos como a razao en-
tre dois nimeros inteiros. Esses nimeros sao clas-
sificados como racionais. Entretanto, ha numeros
decimais que nao admitem essa representacao, isto
¢, nao podem ser obtidos como a razao entre dois
numeros inteiros. Nesse caso, eles sao classificados
como irracionais.

A representacao decimal de um numero irra-
cional possui infinitos algarismos e nao € periddica.

Exemplos:

= O numero 0,34344344434444... , apos a vir-
gula, tem infinitos algarismos que nao se
repetem periodicamente, isto &, esses alga-
rismos nao formam uma dizima periédica.

= Ondmero 7,1010010001000..., apds a virgu-
la, tern infinitos algarismos que nao se repe-
tem periodicamente, isto &, esses algarismos
também nao formam uma dizima periddica.

Na histéria da Matematica acredita-se que hou-
ve um episadio, envolvendo os pitagoricos, que pa-

- Unidade 1 Numeros e conjuntos

Note que o resultado apresentado € um arre-
dondamento, pois sabemos que:

% = 0,666666666... = 0,6

Caso a calculadora apresentasse o resultado
com o ultimo algarismo a direita também 6, diria-
mos gue a calculadora truncou o resultado.

1. Explore uma calculadora comum para verificar
se ela trunca ou arredonda o resultado.

2. Utilizando uma calculadora cientifica (pode ser
de aplicativos de celulares ou computadores),
verifigue o resultado de \2 .0 nimero apre-
sentado no visor da calculadora é racional?

rece ser o inicio da crenca de que nem sempre era
possivel expressar um ndmero Ccomo a razao entre
dois inteiros. Nesse episodio, um quadrado com me-
dida unitaria de lado precisava ser duplicado.

Figura: & DAE

Na figura anterior, a partir do quadrado de lado
unitario construimos um quadrado maior. Observe
gue, se 0 quadrado menor tem como medida de
lado a unidade, a drea dele é 1 unidade de érea. Jd o
guadrado maior temn como érea o dobro da drea do
quadrado menor, isto &, 2 unidades de drea. Utilizan-
do o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo do



guadrado menor, sendo L a medida da diagonal des-
se quadrado (mesma medida do lado do quadrado
maiar), temos que:

P =7+7
=141
12=2

Esse nimero representa a drea do quadrado
maior (dobro da area do quadrado menor). Assim, a
medida do lado do quadrado maior é:

L=+2

Hoje, com o auxilio da calculadora, podemos
rapidamente obter uma representacao decimal des-
se numero:

L =14142135623..

Analisando os algarismos ap6s a virgula, apa-
rentemente nao ¢ uma dizima periddica e, portan-
to, nao é um numero racional. Como todo ndmero
racional pode ser representado como a razao entre
dois inteiros, vamos demonstrar gue o numero V2
nao pode ser obtido dessa forma.

Demonstracao

Utilizaremos nesta demonstracao um método
conhecido como reducdo ao absurdo.

« Vamos supor que J2 é um numero racio-
nal. Assim, existem dois numeros inteiros p
e glg # 0) tais que:

V2 = ﬁ, sendo p e g nimeros primos entre sj,

; . s B wn :
isto é, a fracdo — € irredutivel.

« Elevando ambos os membros ao quadrado,

temos:
=L
q
2 i 2
(+2) =[%] - 2=%=> p* = 24" ()

« Como um numero par pode ser escrito na
forma 2k (em que k é um ndmero inteiro), te-
mos, conforme a igualdade (1), que p2 éum
nlmero par. Se p° € um nimero par, entdo p
também é um numero par. Assim, existe um
numero inteiro m tal que:

p=2m (ll)

« Substituindo (Il) em (I), temos:
pz _ zqz
(2m)* = 2¢°
4m’ =2q’ = ¢’ = 2m’ ()

= Assim, como ja concluimos em relagao a p,
temos gue g ¢ um numero par. Dessa for-
ma, existira um namero inteiro n tal que
g=2n (IV).

= As conclusoes (Il} e (IV), de que p e g sao nu-
meros pares, entram em contradicao com a
nossa suposicao inicial, de que eram ndme-
ros primos entre si. Chegamos assim a um
absurdo. Dessa forma, a suposicao de que
J2 era um numero racional é incorreta.
Logo, J2 6 um nimero irracional.

Observacoes:

1. Existem infinitos numeros irracionais. O
conjunto dos numerags irracionais é repre-
sentado por |, e, além de infinito, também é
ordenado. Observe alguns exemplos de nu-
meros irracionais:

J3 = 1,7320508..
-5 = —2,2360679..

NG

5 = 0,7071067...

-13+/5 = —29,06888370..

2. O nimero & (l&-se "pi") & um importante
numero irracional. Ele correponde a razao
entre o comprimento de uma circunferén-
cia e a medida do seu didmetro:
m=3,14159265..

3. Também podemos associar a cada nimero
irracional um ponto na reta numeérica. Entre-
tanto, € comum utilizarmos aproximaces
racionais para isso.

Observe como podemos localizar os nimeros
irracionais —sﬁ @ \5 na reta numerica:

 J

1
0 1 B

Nimeros reais Capitulo 1 -
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Essa & uma aproximacao (/5 est4 entre dois

5 £ numeros inteiros consecutivos). Para conseguirmaos
% uma aproximacao melhor, podemos escolher alguns
- B numeros entre 2 e 3, elevando-os ao quadrado com
1 I 1 1 L
-z 0 1 2 o auxilio de uma calculadora, para observar quais se
Apbés construir, sobre uma reta numérica, um aproximam de 5, isto é:
triangulo retangulo com catetos medindo 1 unidade 2,F =44
de comprimento, a hipotenusa tera J2 unidade de 2,2 = 484
comprimento e vocé podera representar, com a ajuda 2,3 =529
de um compasso, 0 ponto correspondente a esse nu- - ,
- P 2 o P : : Podemos dizer que V5 esta representado na reta
mero irracional na reta numeérica da seguinte maneira: L. ) )
numérica por um ponto situado entre 2,2 e 2,3. Caso quei-
Com a ponta seca do compasso em O e a aber- ramos uma aproximacao melhor, podemos continuar:
tura igual a8 medida da hipotenusa, descreva um arco
- . ’ . 2,217 =4,8841
COMm 0 COMPasso até encontrar a reta numérica a direi-
; 2222=49284
ta do numero 1. Para encontrar o seu oposto (— \5)
2,23*=49729
descreva o arco para a esquerda do ponto O.
i g _ ; 2,242 = 50176
Podemos utilizar aproximacoes até mesmo para
0s numeros irracionais que podem ser localizados pela Assim, conseguimos uma aproximacao melhor:
construcao geométrica. Assim, para determinar o valor V5 esta entre 2,23 e 2,24.
aproximado do nimeroirracional 5, consideramos gue: V5
l | | >
4<5<9 J ' J =
. 2,23 2,24
Ja <5 <9 Portanto, a partir desse procedimento, podemaos
1 associar um numero irracional a um ponto na reta nu-
2<+5<3 meérica, localizando-o de forma aproximada.
EXPLORANDO , _
Crientages e respostas no Manual do Professor. Resolva os exercicios no caderno.
A compreensao a respeito dos nimeros irra- 2. O nosso planeta tem a forma aproximada
cionais nao é imediata. Vimos gue, ao duplicarmos de uma esfera. Considere que uma pes-
a &rea de um quadrado de lado medindo 1 unida- gl e e Sl
; , - mento da circunferéncia correspondente
de de comprimento, apareceu o nuimero irracional o : :
G B ) R a Linha do Equador é de, aproximada-
. Vimos também quke 0 numero JrraFlona TI:_ é mente, 40 075 km, e a medida do seu raio
a razao entre o comprimento e a medida do di&- é cerca de 6 378 km.
metro de uma circunferéncia. Vamos explorar um a) Determine, com seis casas decimais, o
poucc mais essas ideias. Utilize uma calculadora valor aproximado para o numero @, com
para responder a cada questao a seguir. base nas medidas do comprimento da
: . = circunferéncia e do raio correspondentes
1. Arguimedes chegou a conclusao de que o
) ) a Linha do Equador.
a razdo entre o comprimento de uma :
: e 5 ) b) Aumentando esse raio em 1 m, em quan-
circunferéncia e seu diametro seria um- 4 :
) tos metros aumentaria o comprimento
valor compreendido entre os nimeros dessa circunferéncia? (Considere que o
.23 ) P comprimento da circunferéncia é o pro-
racionais —— e —— . Qual deles esta mais . > S
717 duto do nimero T pelo nimero que indi-
préximo do ndmero irracional m? ca a medida do didmetro)

- Unidade 1 Numeros e conjuntos



3. Antonio obteve com a calculadora as rai-
zes quadradas de alguns numeros natu-
rais, representados na tabela a seguir, sen-
do que os irracionais foram representados
com aproximacao de 8 casas decimais.

Jn

1
141421356
1,73205081

2

2,23606798

244948974
2,64575131
2,82842712

3

3,16227766

O oo v s w s | =

(]

A historia do nimero Tt teve muitos capitulos
e diversos personagens envolvidos. No Oriente An-
tigo, tomava-se o numero 3 como valor para . No
papiro de Rhind, o valor do nimero 1t consta como:

4 4
T < [E) < 3,1605

Porém, na historia da Matematica, o grande
personagem relacionado a busca desse importante
numero foi Arquimedes, conforme texto a sequir.

Para simplificar a questao, suponhamos que
se tome um circulo de diametro unitario. Entao, o
comprimento da circunferéncia do circulo situa-se
entre o perimetro de qualquer poligono regular
inscrito e o de qualquer poligono regular circuns-
crito. Uma vez que € uma questao simples calcular
os perimetros dos hexdgonos regulares, inscrito e
circunserito, facilmente se obtém limites para m.
Mas ha férmulas que nos dizem, a partir de um par
dado de poligonos regulares, inscrito e circunscrito,
como se podem obter os perimetros dos poligonos
regulares, inscrito e circunscrito com o dobro do

E correto afirmar que vn+1— Jn, sendo n
um numero natural, vai diminuindo a medida
gue aumentamos os valores de n?

numero de lados. Por aplicagoes sucessivas desse

processo, podemos calcular os perimetros dos
poligonos regulares, inscrito e circunscrito, de 12,
24,48 e 96 lados e, dessa forma, obter limites cada
vez mais proximos de 7. Foi isso essencialmente
o que fez Arquimedes, chegando a conclusao de

) 225 22 )
que T esta entre i & = ouGue até a segunda

casa decimal, 7 é dado por 3,14. Esse trabalho se
encontra num tratado de Arquimedes constitui-
do de trés proposicoes apenas e que se intitula A
medida de um circulo. Esse tratado nao chegou a
nos em sua forma original e pode tratar-se apenas
de um fragmento de uma discussao mais ampla.
Considerando-se as limitacdes enormes do sistema
de numeracao de sua época, uma conclusio inevi-
tavel é que Arquimedes era um eximio calculista.
Encontram-se no trabalho algumas aproximacoes
racionais de raizes quadradas irracionais verdadei-
ramente notaveis.

EVES, Howard, Introdugdo a historia da Matemdtica. Trad. de
Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004. p. 142.
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Resolva os exercicios no caderno.

P QUESTOES

1. Pesquise o que € um poligono regular, inscrito e
circunscrito.

2. A partir do hexagono inscrito e circunscrito, fo-
ram criados outros poligonos regulares, de 12,
24, 48 e 96 lados. Quais sdo 0s nomes desses no-

vos poligonos regulares?

Numeros reais

Ja estudamos o conjunto dos ndmeros racionais
e 0 conjunto dos nimeros irracionais. O conjunto for-
mado pela reuniao do conjunto dos nimeros racionais
com o conjunto dos numeros irracionais € chamado de
conjunto dos numeros reais, representado por IR.
R

Figuras: @ DAE

OBSERVAGAO:
Podemos representar a reuniao do conjunto dos nimeros
racionais com o conjunto dos nimeros irracionais por
meio de simbolos da teoria dos conjuntos (veremos no
proximo capitulo): IR = Q UL
O conjunto dos numeros reais é infinito e orde-
nado. Sao subconjuntos dos nimeros reais:

IR* — conjunto dos nimeros reais nao nulos

IR, — conjunto dos numeros reais nao nega-
tivos

IR* — conjunto dos nimeros reais positivos

IR. — conjunto dos nldmeros reais nao posi-
tivos

IR* — o conjunto dos niimeros reais negativos

No conjunto dos nimeros racionais, associamos
a cada nUmero um ponto na reta numeérica. Entretan-
to, aqueles numeros nao eram suficientes para ‘es-
gotar” os pontos da reta numérica. Agora, unindo os
numeros racionais com os irracionais, ou seja, adotan-
do o conjunto dos nimeros reais, cada ponto da reta

- Unidade 1 Numeros e conjuntos

3. Calcule, utilizando uma calculadora, os valores
para m e m,, encontrados por Arquimedes:

223 22
e w,=—
am, = b) &, 7

4. Compare m, e m, até a segunda casa decimal.
O que vocé observa?

5. Determine a diferenca(m,—mx,) dos resultados
encontrados, com 9 casas decimais.

pode ser associado a um numero. Dizemos que a cada
ponto da reta corresponde um numero real e a cada
ndmero real corresponde um ponto na reta.

OBSERVACAO:

Quando dizemos que a cada niumero real associamos um
ponto na reta e, reciprocamente, a cada ponto da reta
associamos um numero real, temos uma correspondéncia
biunivoca entre os numeros reais e os pontos da reta.

Temos, assim, a reta real, em que a direita da ori-
gem (ponto associado ao zero) estd o sentido positivo,
representando os pontos correspondentes aos nume-
ros reais positivos, e a esquerda, o sentido negativo,
representando os nimeros reais negativos.

R R
Assim, quando queremos comparar dois ndmeros
reais quaisquer a e b, temos as seguintes possibilidades:

a<boua=boua=b

Como associamos cada numero real a um pon-
to na reta real, temos que as desigualdadesa < be
a > b podem ser assim interpretadas:

= g=b

1]
o

s a=b

Notacado de intervalos

Entre dois niimeros reais distintos gquaisquer re-
presentados na reta real, podemos associar infinitos
numeros reais. Assim, quando queremaos representar
essa infinidade de ndmeros, utilizamos a notacao de
intervalos. Tais intervalos sao indicados por meio de
desigualdades.



Observe a seguir os diferentes tipos de interva-
los reais a partir de dois nimeros reais a e b quaisquer
taisquea < b.

Intervalo fechado:

Todos os nimeros reais x tais que a < x < b ou
[a, b].

O O
a b 4

Figuras: © DAE

Intervalo aberto:

Todos os nimeros reais x tais que a < x < b ou
la, bl

e e
a b

Intervalo fechado a esquerda e aberto a
direita:

Todos os ntmeros reais x tais que a = x < b ou
[a, bl

? 3

Intervalo aberto a esquerda e fechado a
direita:

Todos 0s nlmeros reais x tais que a < x < b ou
la, bl.

[*8]

Exercicios resolvidos

Intervalo fechado a esquerda e ilimitado a
direita:

Todos os numeros reais x tais que x = a ou
[a, +a-==[‘

@
a

Intervalo aberto a esquerda e ilimitado a
direita:

Todos os numeros reais x tais que x > a ou
Ja, +e2[.

a

Intervalo ilimitado a esquerda e fechado a
direita:

Todos os numeros reais x tais que x = b ou
==, al.

@
a

Intervalo ilimitado a esquerda e aberto a
direita:

Todos os numeros reais x tais que x<a ou
J-eo, al.

"
a

OBSERVACAO:

A"bolinha cheia” representada na reta real indica que o
numero correspondente deve ser incluido no intervalo. Ja
a"bolinha vazia” significa que ele deve ser excluido.

1. Represente as sequintes dizimas periddicas em fracoes:
a) 0222. b) 3,474747.. c) 5,1454545..
a) Sejax=0,222..(1)
Fazemos 10x =2,222... (2)
Subtraindo membro a membro (1) e (2), temos:
10x-x= 2,2222... -0,222...

IX=2=x=—
9

b) Sejay=3,474747..(1)
Fazemos 100y = 347,4747...(2)
Subtraindo membro a membro (1) e (2), temos:
100y -y =347,474747... - 3, 474747...
99y =344 =y = E
99
) Sejaz=5,1454545...
Fazemos 10z =51,454545... (1).
Fazemos 1000z=5145,4545... (2).

Subtraindo membro a membro (1) e (2), temos:

1000z - 10z= 5145,454545... - 51,454545...

9902:5094=¢z=@

990

2. Classifique cada ndmero seguinte como racional ou
irracional.

a}-/E_S
b) v27

2m
12m

d) 7n—4n

a) V25 =5, que é racional.

)

b) \27 = 34/3, que éirracional.

21 11 . .
c) =—, que é racional.
6

121
d) 7n - 4n = 3m, que é irracional.

Nimeros reais Capitulo 1 -



3. Quais das afirmagdes a sequir s3o verdadeiras? Para as 4. Represente, na reta real, os seguintes intervalos:
falsas, dé um contraexemplo.
a) Todo ndmero racional & irracional. a) [_2'4]
b) Todo ndmero real & racional. b) ]-4.0]
c) Todo nimero inteiro é racional.
- . " s " C
d) A subtracao de dois racionais é um racional. ) [_ﬁﬁ[
2) Asoma de dois irracionais é sempre irracional. d) ]4,7{
f) O produto de dois nimeros reais é sempre a)
racional. _ _
= % . R
a) Falsa. 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
72 é racional e nao irracional. b)
b) Verdadeira. - -
R
¢) Verdadeira. 7 6 85 4 3 2 -1 0 1 2 3
d) Verdadeira. c)
e) Falsa. 2 O &
p— s e -3 2 7 1 0 1 42 2
V2 +{—\.f2 J =0, que é racional,
d)
f) Falsa. :
s R
V2-4f3= \."%, que é irracional. E 3 4 5 6 7 8 9
EXEI‘CiCiOS propostcls Resolva os exercicios no cadermo.
1. Respondaem seu caderno: 3. Observe, na reta numérica abaixo, 0s nimeros racionais
. . N representados na forma fraciondria:
a) T?gc numero natural também & nimero inteiro? Resposta no Manual do Professor.
b} Todo ndmero que é inteiro é natural? Nio. 0 . .
c) Um ndmero que é inteiro pode ser escrito como | P | ' T I |
razao de dois nimeros inteiros? Sim. — 1 1 | S e | =
de dois ros inteiros? Si lléiililiil
d) %jm numero gue é racional pode ser também natural? S5 SEE 5 5 § §
T
e) A adicdo entre dois numeros naturais quaisguer Represente esses nimeros na forma decimal.
resulta sempre em um ndmero natural? s
4. Utilize o algarismo de divisdo para examinar se os

f) A adicao entre dois nimeros inteiros quaisquer re-
sulta sempre em um ndmero inteiro? Sim.

gl A subtracdo entre dois nimeros naturais quais-
quer resulta sempre em um nlmero natural? Nao.

h) A subtragcdo entre dois nimeros inteiros quaisguer
resulta sempre em um ndmero inteiro? Sim.

i) Amultiplicacdo entre dois nimeros naturais quais-
quer resulta sempre em um ndmero natural?  Sim.

j) A multiplicacao entre dois niimeros inteiros quais-
quer resulta sempre em um ndmero inteiro? Sim.

Observe parte de uma reta numérica:

0 A B c D 1

Figuras: © DAE

.
e

| | | ! | |
I | | I |
Quais ndmeros devem ser associados aos pontos A, B,

CeD, considerando que esses pontos, juntamente aos

pontos O e 1, estao igualmente espagados?
At02B: 04 C060:08

numeros racionais a sequir — apresentados na forma
fraciondria — tém infinitas casas decimais (dizimas
periédicas) ou sao decimais com representacao exata.
Escreva esses nimeros em seu caderno, separando-os
em dois grupos: racionais com representacao exata e
racionais com infinitas casas decimais. Dica: confira suas

divisdes com uma calculadora.
Respostas no Manual do Professor.

a}IT E}?
b) =~ =
d}% h}%

- Unidade 1 Numeros e conjuntos




-t

10.

11.

Considere, na reta numérica, os nimeros—2 e 2:

=2 2

<
I [

a) Quantos nimeros naturais estao entre esses dois
numeros? Quais sdo? Dois nimeros:0e 1.

b) Quantos ndmeros inteiros estao entre esses dois
numeros? Quais sao? Trés numeros: -1, 0e |

c) E gquantos sao os nimeros racionais entre esses

dois nimeros? |nfinitas nimeros

Construa em seu caderno uma reta numerica e repre-
sente nela os sequintes nimeros:

Resposta no Manual do Professor.
1] [oa] [oas] 2] 1

Dos nimeros representados no exercicio anterior, quais
580 considerados:  Respostas no Manual do Professor.

a) naturais? b) inteiros? ¢) racionais?

As afirmagdes a seguir estdo todas incorretas. Leia-as

atentamente para descobrir por que estao erradas e

depois escreva em seu caderno as afirmagoes que as

justificam.  Respostas no Manual do Professor.

a) Todo nimero inteiro também é um ndmero natural.

b) —7 é maior que —3.

c) A divisao entre dois nlimeros naturais sempre re-
sulta em um ndmero natural.

d) O produto entre dois ndmeros inteiros negativos
também é negativo.

e) Todos os niimeros racionais também sao nlmeros
inteiros.

Os niimeros abaixo estdo escritos na forma decimal.
Represente-os na forma fraciondria.

Respostas no Manual do Professor.

a) 05 0,1 g) 2.5
b) 034 e) 0,345

c 1.2 f) 0,056

Verifique qual é a Unica afirmacdo verdadeira e escreva em

seu cadernoalguns contraexernplos das afirmagoes falsas.

Respostas no Manual do Professor. )

a) Ametade de um ndmero natural é sempre um nud-
mero natural,

b) Quanto mais a esquerda um nimero estiver na
reta numérica, menor ele serd.

¢) Quanto mais a direita um ndmero estiver na reta
numérica, menor ele serd.

d) A adicao entre dois nimeros inteiros nem sempre
resulta em um ndmero inteiro.

Observe este exemplo de determinacio de fracao
geratriz dessa dizima periodica cujo perfodo é 4;

x=0,4444_

4 multiplicamos os dois lados da igualdade por 10

Figuras: © DAE

12.

13.

10x=4,4444.
4 subtraimos as duas igualdades, membro a membro
10x—x=4,4444 —0,4444

9x=4
1 isolamos x, obtendo a fracdo geratriz
xX=—

9

Da mesma forma, obtenha as fragoes geratrizes das
seguintes dizimas periddicas considerando que os
algarismos que se repetem nao mudam apos as
reticéncias. Respostas no Manual do Professor,

a) 0,7777.. d) 0,353535...
b)0,2222.. e) 0237237237
¢) 0,212121... f) 0,341341341...

Considere que b e ¢ sao as medidas dos catetos de
triangulos retangulos.

Utilizando o tearema de Pitdgoras, obtenha a medida
da hipotenusa a em cada caso.

Na figura abaixo estao representados esses tridngulos
retdngulos formando uma espécie de caracol.

1ecm
1em
1 em
1ecm
1 em 1em
1ecm
1cm
a)b=lcmec=lcm. a=viem
bib=1cmec=42cm. a=\icm
c)b=1cmec="3ecm. a=2cm
dib=1cmec=2cm. a=\5cm
elb=lcmec=V5ecm. a=\6cm
flb=1cmec=V6cm. a=.7cm
g)b=1cmec=V7cm. a=Bem

Um importante ndmero irracional é o ndmero x.
E possivel obter esse numero dividindo a medida do

comprimento de uma circunferéncia pelo seu diametro.
COMPAMENTO _ v —3,1415926535..
diametro

Sendo um numero irracional, a sua representacao
decimal ndo é exata e nem uma dizima periddica, por
mais que se obtenharn milhares de algarismos.
Responda:

a) O arredondamento de Tt para 3,14 representa um
ndmero racional ou irracional? Racional

b) Se o comprimento medido de uma circunferéncia

de raio 6 c¢m for igual a 37,2 cm, qual valor serd en-
contrado para ©? n=31

Nimeros reais Capitulo 1 -




14.

15.

16.

Os ndmeros abaixo representam aproximacoes para o

nimero irracional J70: Respostas no Manual do Professor.

.8 .82  -831
-834 -8361 -8366
.83 -84  -836

-837 -8367 -8368

a) Como o auxilio de uma calculadora, eleve cada um
desses nimeros ao quadrado e anote os resultados.

b] Qual desses nimeros representa uma melhor apro-
ximacao para /707

Considerando que, para uma circunferéncia de com-

. . . -
primento C e diametro igual a 2r, vale a relagio —=m,
utilize uma calculadora para determinar: £

a) ocomprimento de uma circunferéncia de raio 5 cm,
sendom=3,14. C=314cm

b) qual seria o comprimento da circunferéncia do item
a, caso utilizdssemos a aproximagao ©=3.C=30cm

) adiferenca entre os comprimentos das circunferéncias

c_cinforme as aproximacoes feitas nos itensa e b.
14cm

Outra forma de determinar a raiz quadrada de um nime-
1o é por meio do processo geométrico. A partir de um
triangulo retangulo, construimes uma espiral formada por
sucessivos triangulos retangulos, tendo sempre um dos
catetos iguais a 1, conforme mostram as figuras a seguir,
O primeiro possui os dois catetos iguais a 1 e, utilizando o
teorema de Pitdgoras, determinamos sua hipotenusa de
/2. A hipotenusa desse tridngulo serd um dos catetos do
préximo trigngulo e o outro cateto é determinado a partir
de uma perpendicular, de medida igual a 1. Novamente,
aplicando o teorema de Pitdgoras, a hipotenusa desse
segundo tridngulo & v/ 3", Basta repetir o processo suces-
sivamente para obter as demais raizes.

17.

Em seu caderno, reproduza esse processo de construcao
até chegar ao quarto tridangulo retangulo, cuja hipotenusa
medira /5. Em seguida, determine sua medida com a
régua e compare com a aproximacao /5 =2,24 . O grau
de precisdo na sua construcao € muito importante para
obter uma aproximacao razoavel. Resposta pessoal

Observe os nimeros no quadro abaixo e responda as
questoes:

Flguras: © DAE

18.

e

20.

21.

a) Quais sao nlmeros inteiros? % Vo, - 25

b) Quais os ndmeros inteiros que também sao naturais?
c) ngis 530 nuimeros racionais? 4.8 —2; 3419, 0333 . ;-25
d) Qual niimero & irracional? 415

Represente, numa reta numérica, os nimeros que estao
no guadro da atividade anterior. Quando necessério, faca
aproximagoes. Resposta no Manual do Professor.

Escreva os intervalos a seguir utilizando a notagao com
colchetes.

a) =& ?3_..
270

b) —e 3 5
[-4. 10[

) —e >
[-4.10]

d) e 4 <L
1, 4] e - 7]

Escreva todos os nimeros inteiros que estao em cada
intervalo real abaixo.

a) [-1,41-1,0,1,2,3,4
b) 14,10]5.6,7 8.9 10

o m2[-3-2-1,01
d) }rnl -3,-2-1,0,1,23

Vocé ja ouviu falar em IMC (Indice de Massa Corporal)?
Esse indice permite a uma pessoa adulta saber se esta
com o "peso” adequado. O célculo desse indice é feito
por meio da seguinte férmula:

=l
IMC = o

m € a massa ou “peso” (em kg) e h é a altura (em m).
Segundo esse indice, tem-se:

[ i | S i S A B

abaixo do
normal

normal ‘ pré-obeso ‘ obeso

Utilize uma calculadora para determinar o IMC e a faixa
em gue se encontra uma pessoa com as seguintes ca-
racteristicas; Respostas no Manual do Professor.

a) Altura 1,76 me massa 76 kg.

b) Altura 1,76 m e massa 77 kg.

c) Altura 1,80 m e massa 90 kg.

d) Altura 1,80 m e massa 100 kg.

Marcos recebeu a tarefa de construir um quadrado numa

cartolina de tal forma que a drea poderia variar de 16 cm’
até 900 cm’.

a) Qual é a medida minima do lado do guadrado que
Marcos teria de construir? 4cm

b) Ea medida maxima? 30cm

<) Represente, na forma de intervalo, as possiveis me-
didas dos lados do quadrado. [4, 20]

- Unidade 1 Numeros e conjuntos




D\ TEXTOS DA MATEMATICA

Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

Por volta de 4000 antes de Cristo, algumas co-
munidades primitivas aprenderam a usar ferramentas
e armas de bronze. Aldeias situadas as margens dos
rios transformavam-se em cidades. A vida ia fican-
do mais complexa. Novas atividades iam surgindo,
gracas, sobretudo, ao desenvolvimento do comeércio.
Os agricultores passaram a produzir alimentos em
quantidades superiores as suas necessidades. Com
isso, algumas pessoas puderam se dedicar a outras
atividades, tornando-se artesaos, comerciantes, sa-
cerdotes e administradores.

Como consequéncia desse desenvolvimento,
surgiu a escrita, dando o inicio da Histéria. Os
egipcios usavam simbolos para representar niimeros,
que indicavam quantidades. Assim, partindo dessa
necessidade, se passou a representar quantidades
através de simbolos, que no caso dos nameros
naturais, vieram com a finalidade de contagem.

Por volta de 3000 antes de Cristo, um antigo
faraé de nome Seséstris decretou:

“... reparte-se o solo do Egito as margens
do rio Nilo entre seus habitantes. Se o rio levar
qualquer parte do lote de um homem, o farao
mandard funciondrios examinarem e deter-
minarem, por medida, a extensdo da perda.”

O rio Nilo atravessava uma vasta plani-
cie. Uma vez por ano, na época das cheias, as
aguas do Nilo subiam muitos metros acima do
seu leito normal, inundando uma vasta regido
ao longo de suas margens. Quando as dguas
baixavam, deixava descoberta uma estreita faixa
de terras férteis, prontas para o cultivo. Desde
a Antiguidade, as aguas do Nilo fertilizavam os
campos, beneficiando a agricultura do Egito,
sendo neste vale o grande desenvolvimento
da civilizacdo egipcia. Quando os funcionarios
eram chamados, levavam consigo cordas de
um determinado tamanho. Assim deu-se o
surgimento dos mimeros racionais, pois nem
sempre as medidas tiradas pela corda eram
inteiras, tendo que ser a corda dividida em

Pitagoras de Samos
(570aC-495aC)

pedacos iguais, aparecendo as seguintes expressoes:
uma corda inteira mais metade, e assim sucessivamen-
te. Durante muito tempo, os matematicos acreditavam
que qualquer problema pratico poderia ser resolvido
operando somente com NUMETos NAUTAis e racionais.
Nao sentiam necessidade de nenhum outro tipo de
nuamero.

Por volta de 530 antes de Cristo, existia na
Grécia uma espécie de sociedade secreta, cujos mem-
bros ficaram conhecidos com o nome de pitagéricos.
Eram assim chamados porque o mestre da sociedade
era o famoso filésofo e matematico Pitagoras de
Samos. Os pitagéricos eram grandes estudiosos da
Matematica, mas ndo tinham a menor preocupacio
em obter resultados praticos.

Pitagoras dizia que tudo era numero, ou seja,
que qualquer fato da natureza podia ser explicado
por meio dos numeros naturais. Lidando com nu-

meros de vdrias maneiras, os pitagoricos acabaram
descobrindo propriedades interessantes e curiosas.

Nimeros reais Capitulo 1 -
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Segundo Pitagoras, dependendo da soma de seus fatores, um numero poderia
ser: perfeito, deficiente ou excessivo, dando inicio ao famoso teorema de Pita-
goras e, assim, aos NUMEros irracionais.

Na passagem da Idade Média para a Idade Moderna, os paises da Europa
Ocidental sofreram profundas transformacoes. Era o grande desenvolvimento
do comércio e das cidades. A expansio da atividade comercial fez com que os
europeus procurassem novas terras, nas quais encontrassem novas mercadorias
para vender na Europa. Paralelamente a essas mudancas econdmicas, politicas e
sociais houve o florescimento da arte, da cultura e das ciéncias. Essa revolucio
cultural ficou conhecida como Renascimento.

Em meio a essas grandes mudancas, a Matematica e em geral as Ciéncias
Naturais também se desenvolveram. A partir do Renascimento, o conceito de
numero evoluiu muito. Pouco a pouco, o numero foi deixando de ser associado
somente a pratica pura e simples do calculo. O grande desenvolvimento cienti-
fico da época do Renascimento exigia uma linguagem matematica que pudesse
expressar também os fendmenos naturais que estavam sendo estudados. Até
entdo, ja se conheciam os nimeros naturais, racionais e os irracionais, que os
matematicos chamavam de numeros reais.

Cada vez mais era sentida a necessidade de um novo nimero para enfrentar
os problemas colocados pelo desenvolvimento cientifico do Renascimento. Dis-
cutia-se muito sobre esse novo nimero. Mas ele era tao dificil de enquadrar-se
nos numeros ja conhecidos que os matematicos o chamavam de nimero absurdo,
porém os chineses ja entendiam que o nimero poderia ser compreendido por
excessos ou faltas, utilizando palitos na resolucio de problemas. Também os
matematicos da India trabalhavam com esses “numeros estranhos”.

O grande matematico Brahmagupta, nascido em 598, dizia que os niimeros
podiam ser entendidos como pertences ou dividas.

A partir dai, os matematicos comegaram a escolher uma melhor notacio
para expressar 0 novo numero, que nao indicasse apenas quantidade, mas
também representasse o ganho ou a perda, surgindo assim o niimero com
sinal, positivo ou negativo, conhecido como nimero inteiro.

Com base nos estudos desenvolvidos pelos matematicos da época, surge
o Conjunto dos Niimeros Reais, onde todos os niimeros vistos acima fazem
parte, ou seja, todo niimero natural, racional, irracional e inteiro ¢ também
um numero real.

Disponivel em: <http://matematica-na-veia.blogspot.com.br/2008/03/conjuntos-numricos-histria.html>.
Acesso em: 25 fev. 2016,

'QUEST(')ES Resolva os exercicios no caderno.

1. Faca uma pesguisa sobre o sistema de numeracgao egipcio para representar quan-
tidades. Dé um exemplo.

2. Segundo o texto, a quem € atribuida a descoberta dos nimeros irracionais?

3. Quais sdo os conjuntos numéricas que estdo contidos conjunto dos nimeros reais?

- Unidade 1 Numeros e conjuntos



NOCOES BASICAS DE CONJUNTOS ‘

Uma pesquisa fol encomendada entre certo
numero de pessoas sobre 0s SUCos que normalmen-
te tomam em determinada rede de lanchonetes.
Nessa pesquisa, cada pessoa podia indicar mais de
um suco entre os trés que eram feitos: laranja, uva e
abacaxi.

B

£

Fotos: Anna Kucharova!
Shutterstock com

O resultado esta apresentado no quadro:

Sucos Nimero de pessoas

laranja 48

uva 45

abacaxi 50
laranja e uva 18
uva e abacaxi 25
laranja e abacaxi 15
laranja, uva e abacaxi 10

Sabendo-se que ao final cada pessoa es-
colheu pelo menos um dos sucos, como po-
demos determinar o numero total de pessoas
entrevistadas? Pense num procedimento para
responder a essa questao.

Nocoes de conjuntos

A nocao basica de conjunto é aceita in-
tuitivamente. Consideramos conjunto uma co-
lecdo de objetos bem definidos e discerniveis,
chamados de elementos do conjunto. Pode-
mos, também, estabelecer a pertinéncia entre
elemento e conjunto. Para conjunto, elemento
e pertinéncia, utilizamos os seguintes simbalos:

= (Conjunto - representamos, de modo geral,
por meio de uma letra maitscula: A, B, C, ..,
XY, 2

= Elemento - representamos, de modo geral,
por meio de uma letra minuscula: a, b, ¢, ..,
XV E

= Pertinéncia - representamos pelo simbolo
€, que se |é"pertence a"

Assim, se um elemento m qualquer per-
tencer a um conjunto A qualquer, dizemos que
“m pertence a A’ e representamos por ‘m e A’
Caso m nao represente um elemento do con-
junto A, dizemos que “m nao pertence a A'e re-
presentamos por‘m & A"

Exemplo:

O conjunto dos estados da Regiao Norte
do Brasil.

Fonte: IBGE. Atlos Geogrdfico Escolar. Rio de Janeiro, 2012. p. 94.

Nogdes basicas de conjuntos Capitulo 2 -
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Para representar esse conjunto, vamos utilizar
a letra mailscula N e, entre chaves e separados por
virgula — ou ponto e virgula -, os estados:

N = {Amazonas, Para, Acre, Amapa, Rondonia,
Roraima, Tocantins}

Note que:
Amazonas € N e Goias ¢ N.
Qutro exemplo:

O conjunto dos nudmeros naturais primos (nu-
meras naturais que apresentam apenas dois diviso-
res naturais). Vamos utilizar a letra A para representar
esse conjunto:

A={23,57,11,13,17,19, .}
Nesse caso, temos:
2ehAel0gA

Além de representarmos um conjunto enume-
rando um a um seus elementos (como procedemos
nos dois exemplos anteriores), também podemos
representa-lo a partir de uma propriedade caracte-
ristica de seus elementos. Dessa forma, utilizando os
exemplos anteriores, temos:

N ={x| xé um estado brasileiro da Regido Norte}
A ={x| x é um nuimero natural primo}
Observacoes:

1. Quando utilizamaos uma propriedade p que ca-
racteriza os elementos de um conjunto A, pode-se dizer
que determinado elemento x desse conjunto possui a
propriedade p ou simplesmente que x € A;

2. Nos exemplos anteriores, temos que o con-
junto N é finito (possui uma quantidade finita de
elementos), enquanto o conjunto A é infinito (possui
uma guantidade infinita de elementos).

Devemos ao matematico e logico John Venn
(1834-1923) uma maneira simples de representar os
elementos de um conjunto: uma regido plana limita-
da por uma linha fechada (e ndo entrelagada), com os
elementos do conjunto indicados em seu interior. Tal
representacao é conhecida por diagrama de Venn.

Exemplo:

Vamos representar o conjunto B, sendo
B = {x| x & um nimero natural impar menor que 10}.

- Unidade 1 Numeros e conjuntos
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Retome a situagao apresentada no inicio do ca-
pitulo sobre a pesquisa dos sucos e procure represen-
tar, por meio do diagrama de Venn, os trés conjuntos
gue representam as escolhas dos sucos.

Igualdade de conjuntos

Quando dois conjuntos A e B sao iguais?

Essa pergunta pode ser respondida da seguin-
te maneira: quando eles possuem 0s mesmos ele-
mentos.

Sendo mais formal:

Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais
quando todo elemento do conjunto A pertence ao
conjunto B e, reciprocamente, todo elemento do
conjunto B pertence ao conjunto A.

O que normalmente dizemos ser mais formal
no estudo da Matematica esta ligado ao rigor neces-
sario para que os conceitos sejam compreendidos
sem contradicoes. Acompanhe a seguir exemplos
em que verificamos a igualdade entre conjuntos.

= Osconjuntos A={m,n pte B={np m}sao

iguais?

Como todo elemento de A é elemento de B e
todo elemento de B é elemento de A, temos que os
dois conjuntos sao iguais. Escrevemos: A =B.

e Osconjuntos C={x|x*-4=0}eD={2,-2}

sao iguais?

Resalvendo a equacao de segundo grau, termaos
que o conjunto C ={2; -23. Assim, todo elemento de
Céelemento de D e, reciprocamente, todo elemento
de D é elemento de C. Escrevemos: C=D.

= OsconjuntosP={1,4,9,16}eQ={0,1,4,9,16}

sao iguais?

Como existe um elemento de Q gque nao é

elemento de P, dizemos que os conjuntos P e Q
sdo diferentes. Escrevemos: P Q.



Observacoes:

1. Dentro de um mesmo conjunto nao precisa-
mos repetir elementos. Assim, por exemplo, se quiser-
mos representar o conjunto formado pelas letras da
palavra arara, temos que:

{g,rara=1{agn

Note que todo elemento do primeiro conjunto
é elemento do segundo conjunto e, reciprocamente,
todo elemento do sequndo conjunto é também ele-
mento do primeiro conjunto.

2. Para representar a quantidade de elementos
de um conjunto P qualquer, utilizamos n(P), que se |é
"nimero de elementos do conjunto P".

Conjuntos unitdrio,
vazio e universo
Para alguns conjuntos, que possuem caracteris-
ticas proprias, damos denominagoes especiais:
« Conjunto unitario — aquele que possui um
Unico elemento.
Exemplos:
A={10}
B ={x|xé acidade que é a capital do Brasil}
Nos dois casos, o nimero de elementos € igual
al,istoé nA)=1enB) =1.
= Conjunto vazio - conjunto que nao possui
elementos.

Exemplos:
A ={x| xé um més com mais de 35 dias}

B ={x| x € um ndmero natural, solu¢ao da equa-
cao 2x=7}

Como nao existe més com mais de 35 dias e
a equacgao 2x = 7 apresenta um numero nao natu-
ral como solu¢do, dizemos que esses conjuntos nao
possuem elementos, isto &, n(A) =0 e n(B) =0.

Observacoes:

1. Um conjunto vazio pode ser representado
por { } ou por @.

2. Note que @ é diferente de {d}, pois
enquanto & representa um conjunto Vazio,

{@} representa um conjunto unitario formado pelo
elemento @.

3. Podemos representar um conjunto vazio por
meio de uma propriedade que nenhum elemento
possui. Exemplo: {x | x € um nimero primo e par di-
ferente de 2}.

« Conjunto universo - utilizando o exemplo
de conjunto vazio dado anteriormente,
apresentamos o conjunto B tal que:

B ={x| x & um ndmero natural solu¢cdo da equa-
cao 2x=7}

Observe que a equagao ndo apresenta solu-
cao no conjunto dos numeras naturais, pois x deve
ser um ndmero natural, e x=3,5 ndao o é. Ao espe-
cificar que x deve ser um numero natural, estamos
definindo qual o contexto numérico que esta sen-
do considerado. Quando isso acorre, estamos indi-
cando o conjunto universo. Normalmente, repre-
sentamos esse conjunto por U. Assim, no exemplo,
temos que U= IN.

Subconjunto e relacao
de inclusao

Até aqui, vimos que podemos representar
um conjunto discriminando seus elementos, como
também podemaos expressar um conjunto a partir
de uma propriedade que caracteriza esses elemen-
tos. No Capitulo 1, estudamos os conjuntos numeé-
ricos dos naturais, dos inteiros, dos racionais, dos ir-
racionais e dos reais. Vimos, por exemplo, que todo
numero que é natural é também ndmero inteiro.
Como podemos representar tal relacao entre esses
conjuntos?

Pelo diagrama de Venn, podemas observar que
todo elemento do conjunto IN é também elemento
do conjunto Z. Sendo assim, dizemos que o conjunto
IN & subconjunto de Z. De modo geral, considerando
A e B dois conjuntos, temos que:

Nogdes basicas de conjuntos Capitulo 2 -
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Assim, podemos dizer que:

AcB, sendo todo elemento de A também ele-
mento de B.

Observacgoes:

1. Outra maneira de dizer que A é subconjunto
de B é dizer que B contém A. Em simbolos: Bo A.

2. O simbolo < é chamado sinal de inclusao.
Ele estabelece uma relacdo entre dois conjuntos.

3. Quando ha pelo menos um elemento de A
gue nao é elemento de B, dizemos que A nao estad
contido em B ou que B nao contém A. Representa-
mos por Az B ou B DA

Resolva os exercicios

. - ad
Questdes e reflexdes TR

Respostas no Manual do Professor.
1. Considerando os conjuntos numéricos dos natu-
rais, dos inteiros, dos racionais e dos reais, verifique

seéverdadeiraarelacioNc 2 cQ clR.

2. Qual é arelagdo entre os conjuntos dos racionais
e o conjunto dos irracionais? E entre o conjunto
dos irracionais com o conjunto dos reais? /

Propriedades da relacao
de inclusao

Quando consideramos quaisquer trés conjuntos
A, B e C, temos as seguintes propriedades:

« @ cA o conjunto vazio é subconjunto de
qualquer conjunto A.

Essa relacao de incluséo pode ser justificada por
reducao ao absurdo:

- Unidade 1 Numeros e conjuntos
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Vamos supor que G A.

Por essa suposicao, existe algum elemento do
conjunto @ que Nao pertence ao conjunto A.

Como o conjunto @ ndo possui elementos,
chegamos a uma contradicao. Essa contradicao vem
do fato de supormos que @ A.

Portanto, concluimos que @cA.
* Propriedade reflexiva: AcA

Um conjunto A é subconjunto dele mesmo.
Qualguer elemento de um conjunto A é elemento
dele mesmo.

* Propriedade antissimétrica: se AcB e
BcA, entdo A=8.

Observe que:

se AcB, entao todo elemento de A é elemento
de B;

se Bc A, entdo todo elemento de B é elemento
de A.

Dessa forma, se AcB e Bc A, conclui-se que

+ Propriedade transitiva: se AcBe BcC, en-
tao AcC.
Observe no diagrama essa relacao de inclusao,
em que x & um elemento de A.

Assim, para gualquer que seja x € A, entdo x € B,
pois temos que AcB.

Como BcC, entao x € C e, consequentemente,
AcC

Essa propriedade transitiva, na Logica, é conhe-
cida como uma forma de raciocinio chamada silo-
gismo, sendo de grande importancia em deducoes.
Normalmente, a partir de duas premissas utilizamos
o silogismo para chegar a uma conclusdo. Vamos
exemplificar. Considere as sequintes premissas:



Premissa | - Uma pessoa gue nasce em Recife
(R) & pernambucana (P):

RcP

Premissa |l - Toda pessoa pernambucana (P) é
brasileira (B):

PcB

Conclusao = Por silogismo, uma pessoa que
nasce em Recife é brasileira:

RcB

OCEAND
ATLANTICO

Fonte: IBGE. Atlas Geogrdfico Escolar. Rio de Janeiro, 2012. p. 90.

Questoes e reflexoes

Resposta no Manual do Professor

Pense no seguinte exemplo de deducgao:
Premissa |: Todo ndmero inteiro € racional.
Premissa ll: Todo numero racional é real.
Qual é a conclusaon?

Resolva os exercicios
no caderno.

Conjunto das partes
de um conjunto

Vimos que, para dois conjuntos Ae B, se Ac B,
entdo A & um subconjunto de B. Vamas examinar
como podemos obter todos os subconjuntos de um
conjunto dado, isto & vamos obter o conjunto das
partes de um conjunto.

WOAE/All maps

Dado o conjunto A = {1 5, t} podemos formar o
conjuntao P(A):

PA) ={@, 3, {s}, (I, s, {5, 8, {r, s, 13}

Observe que ha uma relacao entre o numero
de elementos das partes de um conjunto A e o nu-
mero total de elementos desse conjunto. Na tabela a
segulir, vamos considerar alguns conjuntos e o con-
junto das partes de cada um deles.

Numero de
elementos do
conjunto das

partes

Conjunto das

Conjunto partes

%] P@) = {D} AP@) =1=20
A={1 P(A) = {2, nPA)=2=2
B=1ss} PB)={D.{1 LIk | nPB)=4=27

PO = {D,{r}, {s} {2},

Sl i sh i 845,80, 0 5, )

nPO)=8=22

Resolva os exercicios
no caderno.

Questoes e reflexoes

Respostas nao Manual do Professor.

1. Ecorreto afirmar que @< {@te que {1} e {1}V

2. Escrevaoconjuntodas partesdeD={r,s, { u}

3. 5Sen(D) =4, quanto é n(F(D))?

OBSERVACAO:

Se um conjunto A gualguer tem x elementos, entdo P(A)
tem 2* elementos, isto &, se n(A) = x, entdo n(P{A)) = 2¢
Embora esse resultado possa ser exemplificado por meio
da tabela acima, vamos demonstra-lo no Volume 2 desta
colecédo, quando estudaremos anélise combinatoria.

Nogdes basicas de conjuntos Capitulo 2 -



Exercicios resolvidos

1.

Indique se cada um dos numeros —16, z 25e 4.2

pertence ou n3o a cada um dos sequintes conjuntos:
a) A={x|xéum nimero positivo}

b) B={y|yé um nimero quadrado perfeito}

c) C={z]z< 1}

d) D={k|-1<k<0}

a)-16 & A,
%EA,ZSEAEJL,E ZA

b)-16 &B,
%%B,zsese—fgz{za

=16 C, % eC2B5¢ECe42€C

d)-16¢D, . ¢D,25¢De-42¢D
9

Sendo A={0; 1;3},B={0;1;2;3;4},C={0; 3}, D={1; 2
3;4: 5; 6} e E={}, classifique em verdadeira (V) ou falsa
(F) cada uma das sentengas:

a) CcA c) CcB e) EcD g) B=A
b) AcB d) DcB f) AgD

a) Verdadeira, pois0 E Ae3 EA.

b) Verdadeira, pois0EB, 1 EBe3 €B.

¢) Verdadeira, pois0EBe 3 £B.

d) Falsa, pois5 ZBe 6 & B.

e) Verdadeira, pois o vazio € subconjunto de todos
05 conjuntos.

f) Verdadeira, pois 0 & D.
g) Falsa, pois, porexemplo, 2 € Aed4 £ A.

. Considere o conjunto C=1{0; 1; 2}.

a) Obtenha todos os subconjuntos de C, ou seja,
escreva 0s elementos de P(C).

b) Quantos elementos tem P(C)?

) Se acrescentarmos o elemento 5 ao conjunto C,
quantos elementos passa a ter P(C)?

a) P(C) ={; {0}, {1}; {2} {0; 1% {0; 2 {1; 2% {0; 1; 21}
b) Como 2°=8, P(C) tem 8 elementos.

c) Como 2* =16, P(C) terd 16 elementos.

. Considere que o conjunto S=1{5,,5,, 5,, 5,} represente

o conjunto de sintomas de uma determinada moléstia.
Se, em geral, um portador de uma moléstia apresenta
apenas um subconjunto nao vazio de 5, determine
o numero total de subconjuntos de S que poderao
apresentar os pacientes portadores desta moléstia.

= Pelo enunciado, do total de subconjuntos de S deve-
remos excluir apenas o conjunto vazio. Assim, sendo
X o numero procurado, temaos:

E=0

x=16-1—=x=15

. Obtenha todos os subconjuntos do conjunto

A={a b cdk:

= Como o conjunto A possui 4 elementos, admitira
16 subconjuntos, isto €, 2* = 16. Esses 16 subcon-
juntos sao:

Com 0 elemento: &

Com 1 elemento: {a}, {b}, {c}, (d}

Com 2 elementos: {a,b}, {a.c}, {a.d}, {b.c}, {b.d], {c.d}
Com 3 elementos: {a,b.c}, {a.b.d}, {a.c.d}, {b.c.d}

Com 4 elementos: A ={a,b,c,d}

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

Escreva uma propriedade que descreva os elementos

de cada um dos seguintes conjuntos: Sugestoes de resposta:

N St x € o quadrado de um ndmero
a) 0 491625y al menor que seis.

b) {0;2;4;6;8,10,12;14;16;18;20; .} *© “"”I“L"mm
O L3578 1131517:19,21;.3 0 P

X & um numero natural impar.

Escreva todos os elementos do conjunto que pode ser
expresso pela propriedade:

a) xé&um numero natural par menor que 10.

b) x&um ndmera inteiro maior que -5 e menor que 3.
T e H ) P 1
¢} xéum mésdo ano gue tem 31 dias.
{_}anfuo; marco; maio; julhg; a?gsm; outubro; dezembro}
d) xé letra da palavra conjunto.
canmjut ) )
Identifique os elementos de cada conjunto a partir da

condicaor

a) méum ndmerotalque m+2=0. -2

b) m é um ndmero natural tal que m+2=0. &
c) m é um ndmero natural tal que m* —9=0. (3

d) m é um nimero inteiro tal que m* —~9=0.(-3; 3}
Estabeleca umacond‘?ao gue represente cadaconjunto:

Respostas no Manual do Prafessor,
a) (10} b) @ ¢ 1-10; 10}

. Classifique 0s conjuntos como vazio ou unitario, con-

siderando que o conjunto universo € o dos numeros
naturais:
a) A={x|xénimero primc menor que 2} Vazio.

b) B=fx] x & niimero maior que 3 e menor que 5}
Unitério: {4},
c) C={x|xénimero par maior que 7 e menor que 9}
Unitario: {8].
d) iaa?éﬂx & ndmero par maior que 7 e menor que 8}
10,

- Unidade 1 Numeros e conjuntos




6. Dados os conjuntos A={1;2;3},B={1;2;3;4; 56} e

C=1{1;2;3;4;5;6;7; 8}, responda:

a) Todos os elementos do conjunto A sio elementos
do conjunto B? Sim

b) Todos os elementos do conjunto B sdo elementos
do conjunto A? Nao.

¢) O conjunto A é subconjunto do conjunto B? Sirm.

d) O conjunto B é subconjunto do conjunto A? 1zo.

e) Os conjuntos AeBsaoiguais? Nao.

f) Existe algum elemento do conjunto Cque nao per-
tence ao conjunto A? Sim.

g) Existe algum elemento do conjunto C que nao per-
tence ao conjunto B? Sim.

h) O conjunto C é subconjunto do conjunto A? E do
conjunto B? O conjunto C nao é subconjunto nem do

conjunto A nem do conjunto B.
7. Considere os conjuntos P ={2;6; 8, Q=1{2,6;8 11} e

R={1; 3; 5; 9}. Classifique cada afirmacao a sequir em
verdadeira ou falsa.

a) PcQ V e) ReQ F
b) PeQ F ) D=0
¢ PcR F g) @R F
d @cqQ v

8. Escrevaoselementos de um conjunto A, considerando

que ele é subconjunto de B={1; 3; 5}.
Resposta no Manual do Professor.

9. Sendo o conjunto A formado por todas as pessoas
gue moram na Regido Sul, B o conjunto de todas
as pessoas gue moram no estado de Santa Catarina
e C o conjunto de todas as pessoas que moram no
Brasil, responda:

a) Os elementos do conjunto A pertencem ao con-
junto B? Nao todos.

b} Os elementos do conjunto B pertencem ao con-
junte C7 Sim.

¢} Os elementos do conjunto A pertencem ao con-
junto C? Sim.

d) Toclo elemento de C pertence ao conjunto A?

e) Emstem elementos de C que nao pertencem ao
conjunto B? Sim.

10. Escrevaelementos para 0s conjuntos nao vazios A,

BeC considerandoque AcBeBc C.
Sugestao de resposta: A={1; 25 B={1; 2,3k e C=1{1; 2; 3; 4; 5}
11. Invente dois conjuntos A e B de tal forma que A & B.

Depois, mostre aos colegas como ficaram seus conjuntos.

Resposta pessoal. Uma delas seria considerarmos: A=11; 7, 8te B={1;11; 12}
12. Considere o conjunto A ={g; & i;o}. Obtenha todos
os subconjuntos de A, isto é, escreva os eiementc—s

de P(A ois, responda“m {lal fel. {il, (o}, {a, €}, {a, i},
fa, ob {8, i f{e O,Hr.l ol {a;e i} {a,e 0} fo, i ok {e i o} o, e i o), &}
a) Quantos sao os subconjuntos de A que contém

apenas um elemento? 4

b)Quantos s3o os subconjuntos de A que contém
exatamente dois elementos? &

¢) Quantos elementos tem P(A)? 16

13. Para cada conjunto abaixo, escreva todos os subcon-
juntos. Respostas no Manual do Professor.
al A={3}
b) B={-1;1}
o C={Z3;4
d) D=(5;6;7; 8}
14. Responda:

a) Se P(A) possui ao todo 32 elementos, quantos ele-

mentos tem o conjunto A?
5 elementos.
b)Se P(B) possui ao todo 64 elementos, quantos ele-

mentos tem o conjunto B?
& L‘|L{ nentos
c) Qua ¢ o valor de x na equacio =327

d) Qual € o valor de xna equacao 2*=647
x=6
15. Considere o conjunto dos ndmeros naturais. Entao:

a) Escreva um subconjunto A formado por ndmeros

natur?ls,ﬁtal que P(A) tenha 8 elementos.
EXeMpo:
b)Escreva um subcoruunto A formado por ndmeros

naturais, tal que P(A) tenha 128 elementos.
Exemplo: A=1{0; 1: Z; 3: 4; 5; 6}.

16. O conjuntodas partesdo conjunto A={a; b;c} é P(A) =
={; {a}; {bk; {c}; {a; bl; {a; c}; {b; ck; {a; b; c}}. Identifique a
seguir as afirmagdes verdadeiras e as falsas.

a) DePA)V

b) @cAV

c) ae AY

d) acAF

e) {alcPA)F

f) @AV

gl {lade PAV
h) fadcAV

i) {abcde PAYV
abdcAy

17. Responda:

a) Seum conjunto A tern 10 elementos, qual € o nd-
mero total de subconjuntos que ele admite?

b) Qual é o conjunto A gue admite apenas um sub-
conjunto? A={}

18. Nesta unidade, vocé estudou sobre os nimeros natu-
rais, inteiros, racionais, irracionais e também os reais.
Esses nimeros formam conjuntos numéricos que
podemos representar da sequinte forma:

IN - conjunto dos nimeros naturais
Z - conjunto dos nimeros inteiros
Q- conjunto dos ndmeros racionais
- conjunto dos nimeros irracionais
IR - conjunto dos ndmeros reais

Responda:

a) O conjunto IN é subconjunto de 27
Sim.

ly O conjunto £ é subconjunto de @?
M.

cr‘JJ_O conjunto @ é subconjunto de I?
0.

Nogdes basicas de conjuntos Capitulo 2 -




d) O conjunto @ é subconjunto de IR? Represente graficamente, na reta real, cada um desses
3im -
e) O conjunto [l é subconjunto de IR? Bteralos
Sim. . . 21. Considere os sequintes conjuntos:
19. assifique cada afirmagao como verdadeira ou falsa.
A ={x| xé um numero natural multiplo de 2}
a) INcIRv - ]
B ={x| x é um nlmero natural mdltiplo de 3}
b) INclF C ={x| x é um nimero natural mltiplo de &}
o ZgRf a) Oconjunto Aesta contido no conjunto B, istoé, AcB?
\ao,
d ZcINF b) 0 conjunto C estd contido no conjunto A, isto &,
? Sim
&) QeQr Cc A? Sim.
O conjunto Cestd contido no conjunto B, istog, Cc BY
f) ReRV ! e E

22, Considere os seguintes subconjuntos do conjunto dos

20. Cadaintervalo real é um subconjunto dos reais. Observe : :
nUMmeros reais:

como podemos representar alguns intervalos de extre-

mosem3e5: Respostas no Manual do Professor. A=[10;105;B=]-10;10[;C=[-10;10[e D=]-10;10].
e« [3:51={x € R|3 =< x= 5} - intervalo fechado Classifique as afirmacoes como verdadeiras ou falsas.
de extremosem 3 e 5. a) AcBr
+ 13;5]={x € IR|3 < x < 5} — intervalo aberto 4 b) B& AV
esquerda em 3 e fechado a direitaem 5. c) CcBF
= BB:5[={xE€IR|3 < x<5}— intervalo aberto de d) DcAy

extremos em 3 e5. : 5
23. Elabore um conjunto P formado apenas por nimeros

= [3;5[=xEIR|3=x<5}—intervalo fechado a naturais e que admite ao todo 64 subconjuntos. De-
esquerda em 3 e aberto a direita em 5. nois, mostre-os para os colegas.
espasta pessoal. Um exemplolP ={0; 1, 2; 3; 4, 5}

HISTORIA DA MATEMATICA

Orientacoes e respostas no Manual do Professor

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor, cujos pais eram dinamarqueses,
nasceu em S. Petersburgo, Rissia, em 1845. Em 1856 sua familia transferiu-se
para Frankfurt, Alemanha. O pai de Cantor era um judeu convertido ao protes-
tantismo e a mae havia nascido na religido catélica. O filho tomou-se de pro-
fundo interesse pela teologia medieval e seus argumentos intrincados sobre
o continuo e o infinito. Como consequéncia, abandonou a sugestao do pai de
se preparar para a carreira de engenharia a fim de se concentrar em Filosofia,
Fisica e Matematica. Estudou em Zurigue, Gottingen e Berlim (onde recebeu a
influéncia de Weierstrass e obteve o doutorado em 1867). A sequir, de 1869 a
1905, desenvolveu sua longa carreira no ensino da Universidade de Halle. Fale-
ceu no hospital de doencas mentais de Halle em 1918.

Os primeiros interesses de Cantor se voltavam para a teoria dos ndmeros,
equagdes indeterminadas e séries trigonométricas. A sutil teoria das séries trigo-
nométricas parece té-lo inspirado a se enfronhar nos fundamentos da anélise.
Criou, entao, uma bela abordagem dos nuimeros irracionais, que utiliza sequén-
cias convergentes de nimeros racionais e difere radicalmente do inspirado trata-
mento de Dedekind e, em 1874, comecou seu revolucionario trabalho em teoria
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dos conjuntos e teoria do infinito. Com este Ultimo trabalho, Cantor criou
um campo novo da pesquisa matematica. Em seus artigos ele desen-
volveu a teoria dos nimeros transfinitos, baseado num tratamento
matematico do infinito atual e criou uma aritmeética dos nime-
ros transfinitos analoga a aritmética dos nimeros finitos.

Cantor era profundamente religioso e seu trabalho, que
num certo sentido da continuidade a argumentos ligados
aos paradoxos de Zenao, reflete seu respeito por especula-
coes escolasticas medievais sobre a natureza do infinito. Seus
pontos de vista encontraram oposicao consideravel, principal-

“ﬂsicsfsﬂﬂafin;fuw

mente da parte de Leopold Kronecker, que resolutamente se
opss aos esforcos de Cantor no sentido de conseguir um cargo
como professor na Universidade de Berlim, onde Kronecker lecio-
nava. Hoje a teoria dos conjuntos de Cantor penetrou quase todos os
ramos da Matematica e mostrou-se de importancia especial na topologia
e nos fundamentos da teoria das funcgoes reais. Ha dificuldades légicas e surgi-
ram paradoxos.

EVES, Howard. Introdugdo & histéria da Matemdtica.

Tradugdo de Hygino H. Domingues.
Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2004. p. 615.

[

Kronecker continuou seus atagues contra o hipersensitivo e temperamen-
tal Cantor e, em 1884, Cantor sofreu o primeiro dos esgotamentos nervosos que
viriam a reaparecer durante os trinta e trés anos restantes de sua vida. Acessos
de depressao as vezes o levavam a duvidar de sua propria obra, embora fosse
até certo ponto reconfortado pelo apoio de homens como o matemaético Char-
les Hermite. Quase no fim de sua vida, ele obteve o reconhecimento de suas
realizagoes, mas sua morte em 1918 numa instituicao para doencas mentais
em Halle, faz lembrar que o génio e a loucura as vezes estao muito proximos. A
tragédia de sua vida pessoal € mitigada pelo hino de elogio de um dos maiores

matematicos do comeco do século vinte, David Hilbert, que descreveu a nova
aritmética transfinita como “o produto mais extraordinario do pensamento ma-
tematico, uma das mais belas realizacées da atividade humana no dominio do
puramente inteligivel” Onde almas timidas tinham hesitado, Hilbert exclamava

“Ninguém nos expulsara do paraisc que Cantor criou para nos”

BOYER, Carl B. Histdria da Matemdtica. 2. ed.
Tradugdo de Elza F. Gomide. S8o Paulo: Editora
Edgard Bllicher Ltda., 1996. p. 935.

Resolva os exercicios no caderno.

P QUESTOES

1. Indique duas teorias pesquisadas por Cantor.

2. Pesquise o significado de paradoxo e dé exemplo.

Nogdes basicas de conjuntos Capitulo 2 -
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CAPITULO

S

Neste capitulo, vocé vai verificar que, a par-
tir de operacées entre dois conjuntos, podemaos
obter outros conjuntos. Para iniciar, considere os
dois conjuntos A e B a seguir:

A=1{1;3:6;8;9;10;11;12; 15}

B=1{0;1;2;3,4;5,6;7;8 9,10}

A partir desses dois conjuntos, considere
osconjuntos C, D, Ee F:

C={0;1;2,3:4:56;7;8910;11;12; 15}

D={1;3;6;8,9; 10}

E={11;1215}

F={0;2: 457}

Observando atentamente os elementos

dos conjuntos A, B, C, D, E e F, pense em respos-
tas para as seguintes questoes:

» Todos os elementos do conjunto A séo
elementos do conjunto B?

= FExistem elementos do conjunto A gque
sao também elementos do conjunto B?

« Os elementos do conjunto A sao ele-
mentos do conjunto C?

= (s elementos do conjunto B sao ele-
mentos do conjunto C?

» Quais elementos dos conjuntos A e B
formam o conjunto D?

« Como os conjuntos C, D, E e F foram
formados?

Essas questoes podem ser discutidas an-
tes mesmo de iniciarmos as operacoes entre
dois conjuntos. Caso queira, apos o desenvolvi-
mento do capitulo, retome essas questoes para
verificar as suas respostas.

Uniao de conjuntos

Conhecendo-se dois conjuntos, A e B, po-
demos obter um novo conjunto, formado pelos

- Unidade 1 Numeros e conjuntos
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elementos pertencentes a, pelo menos, um dos
conjuntos dados, isto €, elementos que perten-
cem somente a A ou somente a B ou, ainda,
que pertencem aos dois simultaneamente.

Assim, dados os conjuntos A e B tais que:
A=1{5,10,15, 20, 25, 30}
B=1{0,5,8,10, 16, 20, 24}

Vamos formar um novo conjunto C, sen-
do que seus elementos pertencem ao conjunto
A ou pertencem ao conjunto B ou pertencem a
ambos. Dessa forma, 0 novo conjunto é:

C={5,10,15,20,25,30,0,8, 16, 24}

no caderno.

Questoes e reflexoes
Respostas no Manual do Professor.
1. No exemplo dado, todos os elementos do
conjunto A sao elementos do conjunto C?

2. E todos os elementos do conjunto B sdo
também elementos do conjunto C?

Dizemos que o conjunto C é chamado
reunido ou uniao dos conjuntos A e B. Essa re-
unido é representada por A W B, que se l&é"A
reunido B" ou “A uniao B" e é definida por:

Observacoes:

1. Quando empregamos “ou” na lingua-
gem usual, normalmente o fazemos no sen-
tido de excluséo. Se, como exemplo, falamos
‘neste final de semana vou viajar para a praia
ou para a montanha’, uma das duas possibi-
lidades sera excluida. Quando escrevemos
“x € Aou x e B"significa que x é um elemento
de A ou x € um elemento de B ou ainda que x é
elemento tanto de A quanto de B.

2. Para visualizar a reunido entre dois con-
juntos, observe nos diagramas a seguir que a
parte colorida representa A U B.

Resolva os exercicios



Exermplos:

- Sendo A=1{-2,3,4,56eB=1{9 8, 7}
temos que:

AUB={23,4,5,6,09,8, 7}

« SendoC=1{9,10,11,12}e D={11,12,13,
14, 15}, temos que:

CuD={910,11,12,13,14, 15}

« Sendo F = {2, 3, 4} um subconjunto de
G={0,1,2 3,45, 6} temos que:

FuG={23401,56}=G

Intersecao de conjuntos

Leia a tirinha.

PARTICULARMENTE, EU GOSTO
DE ASSISTIR A FILMES DE ACAD,
DE AVENTURA, DE FICGAO E
DE COMEDIA,

T S A a7y

Filipe Rocha

Figuras: © DAE

A expressao “algo em comum” presente
nesse didlogo se refere aos géneros de filme de
gue tanto o rapaz quanto a moga gostam. Se
representassemos por A o conjunto formado
pelos géneros de filmes de que o rapaz gosta
e por B o conjunto formado pelos géneros de
filmes de que a moca gosta, teriamos:

A = {acao, aventura, ficcdo, comédia}
B = {romance, drama, comédia}

Podemos formar um novo conjunto C a
partir desses dois, com 0s elementos que sao
‘comuns’, isto é:

C = {comédia}

Observe que o conjunto C foi formado
apenas pelos elementos que estao simultanea-
mente em A e B. O conjunto C é chamado de
intersecao de A e B, sendoindicado por A N B,
gue se |&"A intersecao B" ou "A inter B" Essa in-
tersecao pode ser assim definida:

Observacoes:

1. Quando utilizamos o conectivo "e" en-
tre duas sentengas, como na definicdo acima
(x € A e x e B), significa que as duas condigoes
devem ser obedecidas.

2.5e AnB =, os conjuntos A e B sao
chamados de disjuntos.

3. Para visualizar a intersecac de conjun-
tos, abserve nos diagramas a seguir a parte co-
lorida que representa AN B.

EU GOSTO DE ROMANCE, DE DRAMA
E DE COMEDIA. E...ACHO QUE TEMOS
“ALGO EM COMUM", NOS DOIS ADORAMOS
FILMES DE COMEDIA.,

Operacoes entre conjuntos



u u
A
A B
B
U U
A B B A
Exemplos:
= Sendo A={-2 3,45 6}eB={9 8, 7} temos
que:
ANB=g
« SendoC={9,10,11,12}eD={11,12,13,14,15},
temos que:
CnD={1112}
« SendoF=1{2,34eG=1{01,23,45,6}
temos que:

FnG={23,4}=F

Resolva os exercicios

Respostas no Manual do Professor.
1. Procure fazer um diagrama para representar os
conjuntos AB,CD e F G dos exemplos ante-
riores.

’ Questodes e reflexdes 3 COBIMO:

2. SendoIN o conjunto dos naturais e £ o conjunto
dos inteiros, qual o resultado de IN U 27

3. Qual o conjunto correspondente a intersecao do
conjunto dos ndmeros racionais com o conjunto

dos numeros irracionais? /

Propriedades da uniao eda
intersecao de conjuntos

Apresentaremos algumas propriedades da uniao
e também da intersecao de conjuntos para ampliar o
conhecimento dessas operagoes. Podemos utilizar dia-
gramas para a melhor compreensao.

Sendo quaisquer os conjuntos A, B e C, sao vali-
das as seguintes propriedades:

Propriedade idempotente:

AUA=Ae AnA=A

- Unidade 1 Numeros e conjuntos

Figuras: @ DAE

Propriedade comutativa:
AuB=BuUAeAnNnB=BnA

Propriedade associativa:

AuBu(O=AuBuCe
ANBNO=ANnBNC
Propriedade distributiva:
AUBNO=(AuBNAuQe
ANnBuOQ=ANBUANQ

Observe no exemplo a sequir, com a utilizacdo de
diagramas, a ilustracao da propriedade distributiva.

» Vamos representar A n (B u C):

A

o
P @

Parte colorida: A Parte colorida:

An(Bu(Q

Parte colorida:
BuC

» Representaremos agora (A M B) U (AN O
A A A
B f é }: B f ‘é ): B f é ):
C Cc
Parte colorida;
AMB

Parte colorida:
(AmB)yu(ANC)

Parte colorida:
AmC

Comparando as duas figuras, observamos que
AnBuQ =(AnB)u(AnC.Procure fazer dia-

gramas para verificar as outras propriedades.

Diferenca entre conjuntos

A frase "Eu gosto de todos os dias, menos se-
gunda-feira e terca-feira” pode ser associada a opera-
cao entre conjuntos conhecida como diferenca en-
tre conjuntos. Observe que se representarmos por A
o conjunto formado por todos os dias da semana, e
por B todos os dias da semana, menos seqgunda-feira
e terca-feira, teremos:



QUAIS 05 DIAS

DA SEMANA BEM, EU GOSTO DE TODOS

DE QUE VOCE 05 DIAS, MENOS SEGUNDA-FEIRA
,, GOSTA? E TERCA-FEIRA.

Filipe Rocha

A = {domingo, sequnda-feira, terca-feira, quar-
ta-feira, quinta-feira, sexta-feira, sébado}

B = {domingo, quarta-feira, quinta-feira, sexta-
-feira, sdbado}

Podemos formar um conjunto C com os ele-

mentos que estao no conjunto A e que Nao estao No
conjunto B, isto &;

C ={segunda-feira, terca-feira}

Esse conjunto C representa a diferenca entre
0s conjuntos A e B que indicamos por A — B e lemos
“A menos B" De modo geral, temos:

Resolva os exercicios

> Questdes e reflexdes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Paradois conjuntos A e B quaisquer, € correto dizer
que A —BéigualaB — A?

2. Sendo A um conjunto qualquer, qual € o conjunto
correspondentea A — &7

Observacoes:

1. Dizer que x € Ae x ¢ B corresponde a di-
zer que x é um elemento de A, mas nao € um ele-
mento de B.

2. Para visualizar a diferenca entre conjuntos,
observe nos diagramas a seqguir que a parte colorida
representa A — B.

3. Quando A é subconjunto de B, temos que
B—A=0

4.Quando ANB=, entaioA-B=Ae
B-A=8B.

Exemplo:

Dados os conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
B={3,4,5,6,7},C={4,5}eD={8,9,10, 11}, temos:

A-B={1,2}

B-A={7}

A-C={1,273,6}

C-A =, pois temos que C é subconjunto de A.
C-D={4,5}=C poisCND=.
D-C={8,9,10,11}=D,poisCND=.
B-B=y.

Complementar de um conjunto

Vamos considerar agora que B C A, isto é B é
um subconjunto de A, conforme representado no
diagrama a sequir:

Dizemos que o conjunto A - B é o complemen-
tar de B em relacao a A. Esse conjunto pode ser re-

presentado por (8= A - B, quando B C A.

Operacoes entre conjuntos Capitulo 3 -

Figuras: © DAE



Exemplo:
SendoA=1{1,23,4,5,6,7}eB={3,4,5}, temos

gue B é subconjunto de A. Nesse caso, temos:
CABzA—B={1,2,6, 7}

Quando consideramos um conjunto A em rela-
¢do a um universo U, dizemos que os elementos que
pertencem a U, mas que nao pertencem a A, fazem
parte do conjunto complementar de A em relacao a
U. Representamos esse conjunto por A ou A, No dia-
grama esta representado, na parte colorida, o comple-
mentar de A em relacac a U.

Em simbolos, o complementar do conjunto A
em relagcao ao universo U pode ser assim definido:

A={x|xe uvexeA}

Exemplo:

Dados os conjuntos A={1,2,3,4,5}eB=1{4, 5,
6, 7,8, 9} de um universo

U=1{0,1,23,4,56,7,8,9,10, 11,12}, represen-
tados no diagrama:

uf "\

. r

Observando o diagrama, temos:
A =1{0,6,7,8,9610,11,12}

B =1{0,12310,11,12}
(AnB)={0,1236,78910,11,12}
(AuUB) ={0,10,11,12}

Resolva os exercicios

7 . _—
Questdes e reflexdes 1o Cateme,

Respostas no Manual do Professor.
1. Em relacdo ao exemplo dado, obtenha A® U B e,

depois, compare com (A N B)-. Qual é a conclusao?

2. Em relacao ao exermnplo dado, obtenha A° M BX e,
depois, compare com (A U B)Y. Qual é a conclusao?

3. Sendo A um conjunto qualguer e A seu comple-
mentar, qual o resultado de (A9)? /

- Unidade 1 Numeros e conjuntos

Observacoes:

1. Em relacao ac conceito de complementar, exis-
tem duas propriedades conhecidas coma leis de Morgan:

* (ANB) = AUB
O complementar da interseccao de dois conjuntos
éigual a unido dos complementares desses conjuntos.

* (AUB) = ANB
O complementar da uniao de dois conjuntos & igual
a interseccao dos complementares desses conjuntos.

2. E possivel demonstrar que é vélida a sequinte
propriedade:

.- Se ACB,entio BCA

Essa propriedade, na Logica, € conhecida como
contrapositiva, sendo importante para deducoes.
Observe o exemplo:

Premissa I: Uma pessoa € nascida em Pemambuco (P).
Premissa Il: Uma pessaa € brasileira (B).

Conclusao: Por silogismo, uma pessoa nascida
em Pernambuco é brasileira: P C B.

Esse exemplo pode ser indicado no diagrama
de Venn:

=]
Figuras: © DAE

P.

Observe, agora, as negagoes dessas premissas:

Premissa Ill (negacao da premissa l): Uma pes-

s0a Nao é nascida em Pernambuco (P).

Premissa IV (negacao da premissa Il): Uma pes-

s0a nao é brasileira (B).
Conclusao: Por silogismo, uma pessoa gue nao

é brasileira nao é nascida em Pernambuco (BC P).

Dizemos que as duas conclusdoes acima sao
equivalentes, ou seja, sdo duas maneiras diferentes
de dizer a mesma coisa.

Numero de elementos da unido
de conjuntos

\Vamos retomar a unido de dois conjuntos, A e
B, observando no diagrama também os conjuntos
A—BB—AeANB:
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AnB B~-A

= Note a partir do diagrama que:
A=A-BUMANBeAUB=A—-BUB
« Como (A —B)N (AN B) =, tem-se que:
n(A) = n(A — B) + n(ANB), isto &:
n(A) — n(ANB) = n(A — B) (I)
= Como (A — B) N B = &, também podemos
afirmar que:
n(A U B)=n(A —B) +n(B) (Il)
« Substituindo (I) em (Il), vem:
n(A U B) = n{A) — n(A N B) + n(B) ou
n(A U B) = n(A) + n(B) — nfANB)

De modo geral, quando A e B sdo conjuntos fi-
nitos, tem-se:

Observacoes:

1. Quande dois conjuntos A e B sao disjuntos, ou
seja, ANB=@, temos que n(ANB)=0¢, dessa forma:

n(AUB)=n(A)+n(B)

2. Para a uniao de trés conjuntos, A, Be C, a rela-
¢ao que permite calcular o nimero de elementos é;

n(AUBUQ =n(A)+n(B)+n(O-n(A N B)-
-nANQQ-nBNO+n(ANBNQ

Utilizando as operagdes com conjuntos, pode-
mos resolver diversos problemas, como apresentado
nos exemplos a seguir.

Em uma pesquisa realizada com alunos de uma
escola, foram feitas as seguintes perguntas para gue
respondessem apenas “sim”ou “nac”;

= Vocé gosta de praticar esportes?
= \océ gosta de assistir a filmes?

Responderam“sim”a primeira pergunta 120 alunos;
responderam “sim” a sequnda pergunta 85 alunos; res-
ponderam “sim” as duas perguntas 36 alunos; responde-
ram‘“nao’as duas perguntas 52 alunos.Vamos determinar
o numero de alunos que participaram da pesquisa:

= Sendo A o conjunto dos alunos que gostam
de praticar esportes, temos que n (A) = 120.

+ Sendo B o conjunto dos alunos que gostam
de assistir a filmes, temos n(B) = 85.

n(AMNB)=36: alunos que gostam de praticar
esportes e de assistir a filmes;

nfA — (ANB)] = 120 — 36 = 84:alunos que 56
gostam de praticar esportes;

n[B — (ANB)] = 85— 36 = 49: alunos que s
gostam de assistir a filmes.

Dessa forma, podemos determinar o numero
de alunos que participaram da pesquisa, isto é:

36 +84+49+52=22]

QOutra maneira seria utilizando a relacao que
permite calcular n(A U B) e acrescentar os 52 alunos
gue responderam "nac” as duas perguntas:

A(AUB)+52 = n(A)+ n(B)— n(ANB) + 52
N(AUB)+52 = 1204 85—36+ 52
A(AUB)+52 = 221

Além disso, também é possivel utilizar o diagra-
ma de Venn para resolver a questao. Inicie colocando a
quantidade de elementos, conforme a seguir, na regiao
correspondente a A M B:

A B

¢

A seqguir, coloque a quantidade de elementos
correspondentesa A — Be B — A e, do lado de fora
dos conjuntos, indigue o numero de elementos que
nao pertencem a nenhum deles:

A B

G

Assim, 0 nuimero total de participantes da pesquisa &
(120 - 36) + 36 + (85— 36) + 52 =
=84+36+49+52

=23

Agora, vamos retomar a situagao proposta no

inicio do Capitulo 2 sobre uma pesquisa de consumo
de trés sabores de sucos.

52

Operacoes entre conjuntos Capitulo 3 -



(Retome o enunciado e observe o quadro)

laranja ‘ 48

uva ‘ 45

abacaxi ‘ 50
laranja e uva ‘ 18

uva e abacaxi | 25
laranja e abacaxi | 15
laranja, uva e abacaxi ‘ 10

Precisamos determinar o nimero total de pes-
soas pesquisadas. Para isso, vamos considerar os se-
guintes conjuntos:

A - conjunto das pessoas que escolheram o
suco de laranja: n(A) = 48.

B - conjunto das pessoas que escolheram o
suco de uva: n(B) = 45.

C - conjunto das pessoas que escolheram o
suco de abacaxi: n(C) = 50.

Vamos representar a situacao por meio de um
diagrama, indicando o numero de elementos de
cada conjunto, comecando pela interseccao dos trés
conjuntos (pessoas que escolheram os trés sucos):

A B

RS

C

Depois, determinamos os demais valares de in-
terseccao:

nANBNC=10

nfANB—-ANBN{]=18-10=8

Exercicios resolvidos

nNANCO-ANBNQO]=15-10=5
nBNO-(AnNBNQ]=25-10=15

A A B
/3N

)

Para completar a figura com o numero de ele-
mentos que pertencem somente a cada um daos
conjuntos A, B e C, fazemos:

= Somente ao conjunto A:
48 — (8 + 10+ 5) = 25.

= Somente ao conjunto B:
45—(8+10+ 15 =12

= Somente ao conjunto C:
50-(5+10+15)=20.

Observandoessasquan- A B

tidades no diagrama, pode-
o8

mos agora calcular o nlmero

total de pessoas entrevistadas,

isto & c
Numero de pesquisados =25+ 8 + 10+ 5 +

+12+ 15+ 20=195. Logo, 95 pessoas participaram da

pesquisa sobre o consumo dos trés sabares de suco.
A partir desse raciocinio, foi possivel resolver a

situagao. Isso também é possivel com a utilizacdo da

férmula que da o nldmero de elementos da uniao de
trés conjuntos:

n(A U B U Q) =n(A) +n(®) +n(C) —
—n(ANB)-nANCO)-nBNO+nANBNC)
NAUBUC)=48+45+50—18—15-25+10
nAUBU Q=95

1. Dados os conjuntos A = {0; 2; 4; 6; 8 10; 12},
B=1{0;3;6,9 12}e C={0; 6;12; 18}, determine:

a) AuC o (A-ByuC
b) BnC d) (AuC-(AuB)
A AuC={0;2:4;6;810;12; 18}
b)BNC={0;6;12}
c(A-B)uC

(A-B)={2;4;8; 10}

(A-B)uC={0;2,4,6;810;12; 18}
d(AnC-(AUB)
(AnQ)=1{0;6;12}
(AUB)=1{0;2;3:4:6;8;9;:10; 12}
(AnC)-(AuB)={}

Podemos também representar os conjuntos
em um diagrama para determinar as opera-
coes solicitadas.

- Unidade 1 Numeros e conjuntos
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2.

(Uerj) Em uma escola circulam dois jornais: Correio do
Grémio e O Estudante. Em relacdo a leitura desses jornais,
por parte dos 840 alunos da escola, sabe-se que:

s 10% nao leem esses jornais;
» 520 leem o jornal O Estudante;
* 440 leem o jornal Correio do Grémio.

Calcule 0 nimero total de alunos do colégio que leem
os dois jornais.

109% de 840 = 84 (nenhum dos jornais)

Distribuindo as informacoes no diagrama de Venn, temos:

4 2

C. do Grémio Estudante

Figuras: @ DAE

B4
18 A

440 —x+x+520—x=840-84 =
= —Xx=—204= x=204

Portanto, o numero total de alunos do colégio que
leem os dois jornais é 204.

Uma academia oferece aos seus socios trés modalidades
de treinamento: natagao, corrida e musculagao. A dis-
tribuicdo dos sécios dessa academnia nas modalidades
€ de acordo com o guadro:

natacao 51

corrida 40
musculacao 43

natagao e corrida 20
natagao e musculagao 22
corrida e musculagao 16
natagao, corrida e musculagao 12

Com base no quadro, responda:

a) Quantos socios fazem duas ou mais modalidades?
b) Quantos sécios ndo praticam musculacao?

c) Quantos sdcios fazem apenas corrida?

d) Quantos sdcios ha nessa acadermnia?

(= (5 )
cios que fazem corrida, re-

presentando os dados do

problema no diagrama de M
Venn, temos:

a)8+4+ 10+ 12=34s06cios
b) 21 + 8+ 16 =45 sdcios

Sendo N o conjunto dos
sdcios que fazem natacao,
M o dos socios que fazem
musculacao e C o dos s6-

¢) 16 socios
d)21+8+16+10+12 +4+ 17 =88 socios

Exercicios propostos

1.

Resolva os exercicios no caderno.

Considerande os conjuntos A = {2; 3; 4; 5; 6} e
B=1{9; 7:5; 3; 1}, determine:

a)AUB fIB-A

bJANB g) (B—A)U (A-B)

cJBUA h) (B—A) N (A-B)
d)BMA ijB-A)U(ANB)U(A-B)
e)A-B Respostas no Manual do Professor.

Agora, o conjunto B é subconjunto de A, isto &, B C A,
A partir dos conjuntos A =1{2; 3;4;5;6} e B = {2; 3; 4},
determine: Respostas no Manual do Professor.

aAUB f)B—A

b)ANB g)(B-A)U(A-B)
JBUA h) (B-A) N (A-B)
dBNA JB-AUANBUK-B)
e)A-B

Em relacdo as operagoes entre conjuntos A e B quaisquer,
classifique as afirmacdesa seguir comoverdadeiras ou falsas.

a(AUA=A V d)(AUB=BUA) v
bJANA)=A Vv e)(A-B)=B-A) F
AANB=BNA) vV

4.

Considere o diagrama representando os conjuntos A,
B e C com seus elementos. Escreva os elementos de
cada um dos conjuntos indicados a seguir:

aRfiPlojEiJ Manual %?Ergfﬁssm_ S A-BUQ
b)ANBNC diA-C fauBNC

A B

2
(TS

Considere os conjuntos A = {4; 8; 10; 12} e B = {8; 1G;
12;13; 14}

a) Obtenha A—B.A-E=1{4]

b) Obtenha A — (A N B) e compare com o resultado
EO T[tﬁ??ﬂ.| gm?{iia.& im A-B=A-(ANB)

9 gﬁgegf{ga;ﬂ;—}i ssim, A-B=A- b

d) Obtenha B — (A N B) e compare com o resultado

do item anterior.
B— (AN B)=[13, 14} Assim,B-A=B8-(ANB). 5

Operacoes entre conjuntos Capitulo 3 -




10.

11.

12.

Observe novamente a situacao apresentada no capitulo
referente (pdgina 40) e identifique os conjuntos C, D,E e

F, a partir dos conjuntos A e B dados.
Rr‘sposlds no Manual do Professor.

Em relacdo ao problema da pesquisa sobre sucos, responda:
Respostas no Manual do Professor.
a) Qual é o ndmero de pessoas gue escolheu o sabor

laranja? E somente o sabor laranja?

b) Qual é o nimero de pessoas gue escolheu o sabor
uva? E somente o sabor uva?

) Qual é o nimero de pessoas que escolheu o sabor
abacaxi? E somente o sabor abacaxi?

Considere que o conjunto A tem 10 elementos e o con-
junto B tem apenas 5 elementos. Entao, responda:

a) Qual € o nimero maximo de elementos que tem o
conjunto A M B? 5 elementos.

b) Qual é o niimero maximo de elementos que tem o
conjunto A U B? 15 elementos.

¢) Qual é o nimero minimo de elementos que tem o
conjunto A U B? 10 elementas.

Classifigue como verdadeira ou falsa cada afirmacao a
seguir sobre os conjuntos A e B:

a) Se A tem 5 elementos e B tem 6 elementos, entao
necessariamente A M B tem 1 elemento. ¢

b) Se A tem 5 elementos e B tem 6 elementos, entao
necessariamente A M B tem 11 elementos.r

c) Se A tem 5 elementos e B tem 6 elementos, entao
AU B tem no méximo 11 elementos. v

d) Se A tem 5 elementos e B tem 6 elementos, entao
A N B tem no maximo 5 elementos. \/

Os conjuntos A e B sao tais que n(A) = 94, n(B) =60 e
n(A U B) = 120. Obtenha o nimero de elementos que
pertencem:

a) smultanea:nente aAeaB, istoé nlANB).

n(A N
bjaAendo pertencem a B, isto &, n(A - B).

nA-By=06
c) aBe ngo pertencem a A, isto &, n(B — A).
niB-A)=16

Os conjuntos A e B sao ambos finitos e subconjuntos do
universo U. Sabe-se que n(A) = 15,n(B) = 18, n(U) =34 e

n(A U B) = 25. Entao, determine:

Observacio: A =AC=A

a) n(A N B) b) n(A) <) n(B"
nlA N B)= nid) =19 ali) =16

Considerando os conjuntos numeéricos até aqui estudados,
indigue os conjuntos resultantes das operacoes, em cada
item a seguir: Respostas no Manual do Professor.

IN — conjunto dos ndmeros naturais
Z — conjunto dos numeros inteiros
Q — conjunto dos numeros racionais

[ — conjunto dos nimeros irracionais

IR — conjunto dos nimeros reais
a) Nnz o Qanl
b) R-1 d R-Q

e) QNR

13.

14.

15.

16.

Ainda sobre os conjuntos numéricos, observe o diagra-
ma a sequir, que representa o conjunto dos numeros
naturais e o dos numeros inteiros como subconjuntos
do conjunto universo.

U-n

Responda:

a) Existem nlmeros reais que nao sao inteiros?

b} Tscl;'cT!Td numero inteiro é também numero real?

c) Todo ndmero natural é também ndmero inteiro?
d) O que representa o conjunto Z — IN?

Osr 'UI Neros inteiros negativos,
e) Qual é o comp emenfardelN em relacao a Z7

Os numeros inteiros negativos.
No diagrama abaixo, temos representado o conjunto dos

ndmeros reais e também o conjunto dos Ndmeros racionais.

IR

Figura: © DAE

Responda:
a) Exjstem numeros reais que Nao sao racionais?
b) Todo nimero racional é também ndmero real?

c) T%c}o numero real é também nimero racional?
NaO

d) O que representa o conjunto IR - Q?
Os humeros irracionais.

&) Qual o complementar de Q em relagéo a IR?

Os numeros irracionais.
Numa escola de 1260 alunos, 700 deles estudam inglés,
420 estudam espanhol e 180 estudam os dois idiomas.

Responda:

) Quantos alunos estudam apenas inglés, isto & quantos
alunos estudam inglés, mas nao estudam espanhol?

520
b) Quantos alunos estudam apenas espanhoal, isto €, quan-
tos alunos estudam espanhol, mas nao estudam inglés?

c) Quantos alunos estudam inglés ou espanhol?

d) (guamos alunos dessa escola ndo estudam nenhum
desses dois idiomas?

320
Uma prova com apenas duas questdes foi encaminhada
a 80 alunos de uma mesma série do Ensino Médio e

constatou-se que:

= 20 alunos acertaram as duas questoes;

= 50 alunos acertaram a primeira questao;
= 40 alunos acertaram a segunda guesto.
Responda:

- Unidade 1 Numeros e conjuntos




a) Quantos alunos acertaram apenas a primeira questo?
30

b) Quantos alunos acertaram apenas a segunda questao?
20

¢) Quantos alunos erraram as duas questdes?

10
17. Em uma pesquisa feita com 200 pessoas de uma cidade
sobre trés jornais, A, B e C, observou-se o seguinte:

A 66

B 58

C _ 44

AeB 26

BeC 13

AeC | 28
ABeC 13

Responda:

a) Quantas das pessoas entrevistadas nao leem ne-
nhum desses jornais? 26

b) Quantas pessoas leem somente o jornal A? 25
c) Quantas pessoas leem somente o jornal B? 32
d) Quantas pessoas leem somente o jornal C? 16
e) Quantas pessoas leem pelo menos um jornal? 114
f) Quantas pessoas leem somente um jornal? 72

18. Emuma empresa, foi feita uma pesquisa entre os funcio-
narios para saber qual revista costumam ler, e o resultado
foi que, dos funciondrios consultados:

= 40% leem a revista Fique por dentro;
= 37% leem a revista Por dentro da noticia;

= 17% leem as revistas Figue por dentro e Por dentro
da noticia.

Responda:

a) Qual é o percentual de pesguisados gue nao leem
nenhuma das duas revistas?

40%
b) Qual é o percentual de pesquisados que leem ape-
nas a revista Figue por dentro?

¢) Qual é o percentual de pesquisados que leem ape-

nas a revista Por dentro da noticia?
20%

19. Considere os conjuntos A ={-2; -1;0; 1; 2; 3l e

B=1{0; 2;4; 5;6} RePresente em seu caderno:
Respostas no Manual do Professor.
alAUB

bl A-B
c)B-A
20. Escrevatodos os subconjuntos de A={1; 2; 3; 4}.

Respostas no Manual do Professor.
21. Quantos subconjuntos admite um conjunto que possui

6 elementos? =64

22. Invente um problema como aquele sobre os sucos.
Depois, apresente-o a um colega para que ele resolva e

aproveite para resolver o problema elaborado por ele.
Resposta pessoal.

Orientagoes e respostas no Manual do Professor.

Que tal verificar o que estudamos nesta unidade
sobre 0s conjuntos numéricos e a teoria dos conjuntos?
Para isso, responda as questdes a seguir.

1. Como vocé define um numero racional?
2. Todo ndmero que € inteiro & também racional?

3. Se um ndmero é irracional, como é sua repre-
sentagao decimal?

4. O que é geratriz de uma dizima periddica?

5. Se um ndmero é racional, como pode ser sua
representacio decimal?

6. Entre um elemento qualquer e um conjunto,
quais sao as possibilidades de relagao? E entre
dois conjuntos?

umas conclusoes

7. Como definir o conjunto dos numeros reais a
partir do conjunto dos ndmeros racionais e o
conjunto dos ndmeros irracionais?

8. Quando um conjunto qualguer é subconjunto
de outro conjunto?

9. Como obter a quantidade de subconjuntos de
um dado conjunto sem escrevé-los um a um?

10. Em que situacao o numero de elementos da
unido de dois conjuntos € igual a soma dos nd-
meros de elementos desses dois conjuntos?

Troque ideias com os colegas a respeito das respos-
tas para as guestdes acima. Depois, liste as dificuldades
encontradas e os assuntos que vocés gostariam que fos-
sem retomados.

Operacoes entre conjuntos Capitulo 3 -
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Resolva os exercicios no caderno.

1. (Uerj-2015) Osegmento XY, indicado na reta numérica
abaixo, esta dividido em dez segmentos congruentes pelos
pontos A, B,C,D,E,FG Hel

A B Cc D E F G H |
——
X Y

Admita que X e Y representem, respectivamente, os nu-
meros 1 e E
6 2

O ponto D representa o seguinte numero:

1 17
a sl o
)3 <3

8 7
b) — -,
)35 G
2. (Uerna-2015) Os planetas do sisterna solar, do qual nosso pla-

netaTerrafaz parte, realizam drbitas em torno do Sol, mantendo
determinada distancia, conforme mostra a figura a seguir.

g
8
]
=
=
a

Merciirio
57910000

Satumno Plutdo

108 200000 1423400000 5913520000

227340000

Distancia em guildmeatros

Fonte: Disponivel em: <http/fwebciencia.com>.

O valor, em metros, da distancia da Terra ao Sol em poténcia é:

a) 14,96x107" @)1,49&:10"
b) 1,496x 10" ) 14,96 x 10"

o) 14,96 107"

3. (Enem-2013)Para oreflorestamento de uma &rea, deve-se
cercar totalmente, com tela, os lados de um terreno, exceto
o lado margeado pelo rio, conforme a figura. Cada rolo de
tela que serd comprado para confecgdo da cerca contém

48 metros de comprimento.

190 m

Figuras: © DAE

81m 81m

Ria

A quantidade minima de rolos que deve ser comprada para
cercar esse terreno &

2)6. b7 (Js

d)11. e) 12

4. (UF5)-MG-2015)5Sejam e r, nimeros racionais quaisquer
e 5, e 5, numeros irracionais quaisquer, € incorreto afirmar
que:

a) o produto r,-r, serd sempre um nimero racional.
(@o produto §,-S, serd sempre um numero irracional.
c) o produto s,-r, serd sempre urm ndmero irracional.
d) para r, #0, arazao :—‘ serd sempre um numero racional.
5. (UFRGS-RS - 2013) Ur:z'u adulto humano saudavel abriga

cerca de 100 bilhdes de bactérias, somente em seu trato
digestivo. Esse numero de bactérias pode ser escrito comao:

a) 10°. ":@10”_ e) 10"
b) 10. d) 10”

6. (UFRGS-RS - 2015) O gréfico abaixo apresenta a evolucao
da emissao de didxido de carbono ao longo dos anos.
Emissdes por queima de combustivel fossil

Vgja a evolugido das emissoes globais de didxido de carbono ao longo dos anos

Em bihdes de toneladas de CO,

40 L
e 2 3:,1__.
” 04 o Gad FBS
- B1,1
145 /29.1 FL.e
5 -
-
20 19.3
22,3
15 ol
9.3 4.7
0w
60 70 80 50 0o 05 (08|07 08| 03]10| 11 12113
Fonte: COIAC.

Com base nos dados do gréfico, assinale a alternativa correta.

a) Ao longo do periodo, a emissao de didxido de carbono
apresentou crescimento constante.

b) Em relacao aos anos 1980, os anos 1990 apresentaram
emissdo de dioxido de carbono 30% maior.

c) Oano de 2009 apresentou o menor valor de emissao de
didxido de carbono da primeira década do século XXI.

d) De 2000 a 2013, houve crescimento percentual de
11,7% na emissao de didxido de carbono.

@DEm relacdo a 2000, o ano de 2013 apresentou emissao
~ de diéxido de carbono aproximadamente 50% maior.

7. (UEG-GO - 2015) Em uma eleigcao estao concorrendo os
candidatos A, B e C. Realizada uma pesquisa de intencao de
voto com 1000 eleitores, obteve-se o seguinte resultado,
ilustrado no gréfico de setores a sequir.

Intengdo de volo dos candidatos

Graflco: © DAE



O valor do dngulo x do gréfico de setores é: a) 90000. d) 160000.

a) 18 graus c) 60 graus b) 120000. e) 220000.
b) 36 graus .72 graus @150 000.
8. (UEPB-2014) Um 9réo de fefjao pesa 2,5x107g. Se um 11. (Fuvest) O nimero real x, que satisfaz 3 < x < 4, tem uma
saco contém 5x10°g de graos de feijao, 920 sacos contém: expansio decimal na qual os 999 999 primeiros digitos a
1,84 %107 graos de feijao. direita da virgula sao iguais a 3.0s 1000001 digitos seguin-
b) 1,84 x10° graos de feijdo. tes s3o iguais a 2 e os restantes sao iguais a zero.
<) 1,84 x10° grdos de fejjao. Considere as seqguintes afirmacoes:
d) 1,84 x10° graos de feijao. . x & irracional.
e} 1,84 x10* graos de fejjao. I x= s
9. (Enem-2013) Em um jogo educativo, o tabuleiro & uma 3
representacao da reta numeérica e o jogador deve posi- L x - 10%°%°% & uminteiro par.
cionar as fichas contendo nimeros reais corretamente Entso:

no tabuleiro, cujas linhas pontilhadas equivalern a 1 i )
{(uma) unidade de medida. Cada acerto vale 10 pontos. a) nenhuma das trés afirmagdes é verdadeira.

. ) b) apenas as afirmacoes | e |l sdo verdadeiras.
Na sua vez de jogar, Clara recebe as seguintes fichas: z ;
<) apenas a afirmacao | é verdadeira.

d) apenas a afirmacao |l é verdadeira.
penas a afirmacao Il & verdadeira.
12. (Unicamp-SP) O Cédigo de Transito Brasileiro classifica as

infracdes, de acordo com a sua natureza, em leves, médias,

- . . graves e gravissimas. A cada tipo corresponde uma pontua-

¢ao e uma multa em reais, conforme a tabela a seguir.
Para que Clara atinja 40 pontos nessa rodada, a ﬁgura querepre-

a)
T Leve 3 pontos RE 53,00

>

Zz

N

L
P T

Média 4 pontos R 86,00

b) | i i . ; y Grave 5 pontos RE 128,00

\ ) o' . | ) Gravissima 7 pontos R%$ 192,00

Respostas no Manual do Professor. *Valotes amedondados
; i i ) ; ‘ a) Um condutor acumulou 13 pontos em infragdes. De-
. . * - termine todas as possibilidades quanto & quantidade e
| : 0. ; ! : a natureza das infracdes cometidas por esse condutor.

Os 13 pontos em multas podem ser: 2 médias e 1 gra-
! - ' ! : : ve; 1 leve e 2 graves; 2 leves e 1 gravissima; ou 3 leves e
ol Ly L LK : 5 1 média.
. ! 0, ' I ' b) O gréfico de barras abaixo exibe a distribuicao de 1000
infragdes cometidas em certa cidade, conforme a sua
natureza. Determine a soma das multas aplicadas.

e)
7%

g
1
'
e
:
1

10. (FGV-SP) Araiz quadrada da diferenca entre a dizima perio-
10 vezes
dica 0,444.. e o decimal de representacao finita 0.*—‘1 ; ‘—‘L P - -

éigual a 1 dividido por: Gravissima

Operacoes entre conjuntos Capitulo 3 -
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13.

14.

15.

(PUC-RS) Se A, B e A N B sao conjuntos com 90, 50 e 30
elementos, respectivaments, entdo o ndmero de elemen-
tos do conjunto A U B é:

a) 10. c) 85. e) 170.
b) 70. ()10,
(Ufal) O conjunto A tem 20 elementos, A N B tem 12

elementos e A U B tem 60 elementos. O numero de
elementos do conjunto B é:

a) 28, ¢) 40. (e)s2
b) 36. d)48.
(Enem) Imagine uma eleicdo envolvendo 3 candidatos A, B

e C e 33 eleitores (votantes). Cada eleitor vota fazendo uma
ordenacdo dos trés candidatos. Os resultados s3o os seguintes:

ABC 10

ACB

BAC

CAB

4
2
BCA 7
3
7

CEBA

Total de votantes 33

16.

A primeira linha do quadro descreve que 10 eleitores
escolheram A em 12lugar, B em 22 lugar, Cem 3®lugar, e
assim por diante. Considere o sistema de eleicao no qual
cada candidato ganha 3 pontos quando é escolhidoem 12
lugar, 2 pontos gquando é escolhido em 22 lugar e 1 ponto
se é escolhido em 32 lugar. O candidato que acumular
mais pontos & eleito. Nesse caso:

a) A é eleito com 66 pontos.
b) A & eleito com 68 pontos.
@B é eleito com 68 pontos.
d) B é eleito com 70 pontos.
e) C é eleito com 68 pontos.
(Uerj) Em um posto de satide foram atendidas, em determi-
nado dia, 160 pessoas com a mesma doenga, apresentando,
pelo menos, os sintomas diarreia, febre ou dor no corpo,

isoladamente ounao. A partir dos dados registrados nasfichas
de atendimento dessas pessoas, foi elaborada atabela abaixo.

diarreia 62

febre 62

dor no corpo 72

diarreia e febre 14

diarreia e dor no corpo 8
febre e dor no corpo

diarreia, febre e dor no corpo X

17.

18.

19.

Na tabela, x corresponde ao ndmero de pessoas que apre-
sentaram, a0 mesmo tempo, os trés sintomas. Pode-se
concluir que x éigual a:

(ae. b) 8.

(UnB-DF) De 200 pessoas que foram pesquisadas sobre
suas preferéncias em assistir aos campeonatos de corrida
pela televisao, foram colhidos os seguintes dados: 55
dos entrevistados ndo assistem; 101 assistem as corridas
de Formula 1 e 27 assistem as corridas de Férmula 1 e
de motovelocidade. Quantas das pessoas entrevistadas

assistern, exclusivamente, as corridas de motovelocidade?
44 pessoas.

(FGV-SP) Um levantamento efetuado entre 600 filiados
a0 INSS mostrou que muitos deles mantinham convénio
com duas empresas particulares de assisténcia médica,
A e B, conforme o quadro:

a 10. d)12.

430 160 60

O numero de filiados simultaneamente as empresas
AeBé:
(el)so.

a) 30

b) 90.

(PUC-RJ) Uma populacao consome 3 marcas de sabadoem
pd: A, B e C. Feita uma pesquisa de mercado, colheram-se
os resultados tabelados abaixo:

c) 40.
d) 25.

A 105

B 200

C 160

AeB 25

BeC 40

AeC 25

A BeC 5
Nenhuma das trés 20

Determine o nimero de pessoas consultadas.
400 pessoas.

\pESAFIo

(OBMEP) Os 535 alunas e os professores de uma escola
fizeram um passeio de énibus. Os énibus, com capa-
cidade para 46 passageiros cada, ficaram lotados. Em
cada dnibus havia um ou dois professores. Em quantos

6nibus havia dois professores?

a) 3 d) 8
(b)s e 9
c 6



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Orientagoes e respostas no Manual do Professor.

Segundo o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais (Inep):

O Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) foi
criado em 1998 com o objetivo de avaliar o desempenho
do estudante ao fim da educacio basica, buscando con-
tribuir para a melhoria da qualidade desse nivel de esco-
laridade. A partir de 2009 passou a ser utilizado também
como mecanismo de selecio para o ingresso no ensino
superior. Foram implementadas mudancas no Exame que
contribuem para a democratizacio das oportunidades de
acesso as vagas oferecidas por Instituicoes Federais de
Ensino Superior (Ifes), para a mobilidade académica e para
induzir a reestruturacio dos curriculos do ensino médio.
Respeitando a autonomia das universidades, a utilizacao
dos resultados do Enem para acesso ao ensino superior
pode ocorrer como fase tinica de selecdo ou combinado
COm Seus Processos seletivos proprios.

Disponivel em: <http:/portalinep.gov.br/iwebfenem/sobre-o-enem=,
Acesso em: 25 few. 2016,

Além disso, os resultados do Enem sdo utilizados
como um método de avaliacdo do ensino, uma vez que o
Inep disponibiliza um ranking com a nota média dos alunos
por escola e por area do conhecimento.

Uma vez que a avaliacdo é facultativa, esse resulta-
do esta vinculado ao indice de participacao e compro-
metimento dos alunos de cada escola, ndo podendo ser
analisado desconsiderando-se esse dado. O site do Inep
disponibiliza as médias por escola e os percentuais de
alunos em cada um dos cinco campos de proficiéncia a
partir dos quais a avaliacdo é elaborada:

Questoes e investiga

1. Considere uma escola que, no ano atual,
apresente o seguinte quadro de matriculas:

12 ano do Ensino Médio 365

22 ano do Ensino Médio 323
32 ano do Ensino Médio 287

a) Se apenas 10 alunos do 32 ano participarem
do Enem nesse ano, quantos alunos das ou-
tras turmas devem participar para gue a es-
cola cumpra os critérios necessarios para ter
seu resultado divulgado no ranking do Inep?

I. Proficiéncia em Ciéncias da Natureza e suas
tecnologias.

Il. Proficiéncia em Ciéncias Humanas e suas tecnolo-
gias.
lll. Proficiéncia em Linguagens, codigos e suas
tecnologias.
IV. Proficiéncia em Matemética e suas tecnologias.
V. Proficiéncia em redacao.
Entretanto, como forma de parametrizar as notas,
os resultados sao divulgados apenas para as escolas que
cumprem simultaneamente os dais critérios a seguir:

a) Ter pelo menos 10 alunos concluintes do Ensino
Médio regular seriado participantes do Enem.

b) Possuir pelo menos 50% de alunos participantes
do Enem (de acordo com os dados do Censo
Escolar do mesmo ano).

Alaisio Mauricio/Fatoarens

Com base no texto e no conteudo do capitulo, res-
ponda as questdes do quadro a seguir.

Resolva os exercicios no caderno.

b) Se 64% dos alunos se inscreverem para a prova, e,
entre esses, houver 311 do 12ano e 305 do 22ano, a
escola terd curnprido os dois critérios para participar
do ranking?

2. Segundo dados do MEC, 90% dos concluintes do

Ensino Médio no Brasil em 2015 se inscreveram para
a prova. Supondo que essa porcentagem seja vélida
também para os outros anos do Ensino Médio em
2015, assinale a alternativa que apresenta aproxi-
madamente a quantidade de alunos desse ciclo do
ensino esperada para a prova nesse ano (considere
o censo escolar de 2015 visto no capitulo).

a) 612 milhoes d) 61,2 milhoes

b) 609 milhoes ) 60 milhoes

¢) 6,09 milhoes

Operacoes entre conjuntos Capitulo 3 -
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No livro Fazendo Arte
com a Matemadtica,

de Fainguelernt e
Nunes, editora Artmed,
as autoras dizem: “A
matematica e a arte
nunca estiveram em
campos antagonicos,
pois desde sempre
caminharam juntas,
aliando razdo e
sensibilidade. Na
verdade, podemos
observar a influéncia
mutua de uma sobre a

outra desde os primeiros

registros histdricos gue
temos de ambas”.

Retomamos nesta
unidade diversos
topicos de Geometria
Plana estudados no
Ensino Fundamental. E
uma preparacao para
0 estudo de Geometria
Espacial no Volume 2.

Museu Solomon R Guggen heim, Nova lorque/The Bridgeman Art Library/Keystone Brasil

Obra de Wassily Kandinsky, considerada

pelo préprio pintor como o ponto alto de suas
criagbes pos-guerra. Composigcdo ndmero 8.
1923. Oleo sobre tela. 140 x 201 cm.

TOPICOS DE
GEOMETRIA PLANA
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CAPITULO

4

> FIGURAS GEOMETRICAS PLANAS

Ha um curioso desafio envolvendo propriedades geométricas:

Considere uma mesa de sinuca conforme
representada acima. Ela é recoberta por uma
malha quadriculada contendo quadradinhos de
mesmo tamanho. Sao 7 quadradinhos por 5. Nos
quatro cantos ha buracos para que a bola possa
cair. A partir do ponto A indicado, um jogador
bate numa bola com um taco de tal maneira
que, quando ela encosta em uma das laterais
da mesa, segue numa direcao de 45°, conforme
as trajetdrias indicadas. O desafio é descobrir se
essa bola, supondo que continue sempre nesse
movimento, vai ou nao cair em um dos buracos.

Pense em uma possivel solucao
para esse desafio!

Ao longo do Ensino Fundamental vocé
ja estudou varias nogoes basicas de Geome-

- Unidade 2 Topicos de Geometria Plana

Filipe Rocha

tria Plana. Neste e nos dois proximos capitu-
los, retomaremos e aprofundaremos algumas
dessas nocdes em que vocé tera a oportuni-
dade de, em alguns momentos, se deparar
com demonstracoes. Essas demonstracoes
matematicas podem ser realizadas em dife-
rentes niveis. Nao faremos aqui como os ma-
tematicos, mas procuraremos emprega-las
para justificar resultados.

Antes de iniciarmos, sugerimos a leitura
de um pequeno texto da Historia da Mate-
matica. Nele, vocé podera ter uma ideia nao
apenas do personagem que teria iniciado as
demonstracdes em Matematica, como tam-
bém compreender o contexto historico em
que isso ocorreu.



HISTORIA DA MATEMATICA

Os ultimos séculos do segundo
milénio a.C. testemunharam muitas mu-
dancas economicas e politicas. Algumas
civilizacoes desapareceram, os poderes do
Egito e da Babilonia declinaram e outros
povos, especialmente os hebreus, os as-
sirios, os fenicios e os gregos, passaram ao
primeiro plano. A Idade de Ferro que se
anunciava trazia consigo mudangas abran-
gentes no que se refere a guerra e a todas
as atividades que exigiam instrumentos ou
ferramentas. Inventou-se o alfabeto e se in-
troduziram as moedas. O comércio foi cres-
centemente incentivado e se fizeram muitas
descobertas geogrificas. O mundo estava
pronto para um novo tipo de civilizagao.

O aparecimento dessa nova civilizacio
se deu nas cidades comerciais espalhadas
ao longo das costas da Asia Menor e, mais
tarde, na parte continental da Grécia, na
Sicilia e no litoral da Itdlia. A visao estatica
do Oriente antigo sobre as coisas tornou-se
insustentdvel e, numa atmosfera de racio-
nalismo crescente, o homem comecou a
indagar como e por queé.

Pela primeira vez na Matemitica, como
em outros campos, 0 homem comecou a for-
mular questoes fundamentais como “Por que
os angulos da base de um triangulo isésceles
sao iguais?” e “Por que o didmetro de um
circulo divide esse circulo ao meio?”. Os pro-
cessos empiricos do Oriente antigo, suficientes
0 bastante para responder questoes na forma
de como, nio bastavam para as indagacoes
cientificas na forma de por qué. Algumas
experiéncias como 0 método demonstrativo
foram se consubstanciando e se impondo, e a

feiciao dedutiva da Matematica, considerada
pelos doutes como sua caracteristica funda-
mental, passou ao primeiro plano. Assim, a
Matematica, no sentido modermo da palavra,
nasceu nessa atmosfera de racionalismo e em
uma das novas cidades comerciais localizadas
na costa oeste da Asia Menor. Segundo a
tradicio a geometria demonstrativa comegou
com Tales de Mileto, um dos “sete sabios”
da Antiguidade, durante a primeira metade
do sexto século a.C.

Segundo parece, Tales comecou sua
vida como mercador, tornando-se rico o
bastante para dedicar a parte final de sua
vida ao estudo e a algumas viagens. Diz-se
que ele viveu por algum tempo no Egito, e
que despertou admiragio ao calcular a al-
tura de uma piramide por meio da sombra.
De volta a Mileto ganhou reputacéio, gracas
a seu génio versatil, de estadista, consel-
heiro, engenheiro, homem de negécios,
filésofo, matematico e astronomo. Tales é
o primeiro personagem conhecido a quem
se associam descobertas matematicas.

EVES, Howard. Introducfio & Histdria do Matemdtica.
Tradugdo de Hygino H. Domingues.
Campinas: Editora da Unicamp, 2004. p. 94-95.

Textos como esse sao importantes para
conhecermos o contexto historico em que
a Matematica foi desenvolvida. Além disso,
a importancia de Tales ndo estd apenas nos
resultados por ele obtidos (por exemplo:
ele demonstrou que ‘os angulos da base
de um triangulo isésceles sao iguais”), mas
no procedimento para obter tais resultados:
mediante raciocinios logicos e nao intuitiva-
mente ou experimentalmente.

’
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A respeito das demonstracoes em Matematica,
no livio do qual extraimos o texto anterior, hd uma
nota do autor afirmando que existem historiadores
gue acreditam que elas teriam o seu marco na desco-
berta da irracionalidade de +/2.

"QUESTﬁES Respostas ne Manual do Professor.
1. Procure descobrir, por meio de mapas, a

localizacao do aparecimento da “nova ci-
vilizacao” mencionada no texto.

Angulos

Retomaremos as principais ideias a respeito de
angulos opostos pelo vértice e angulos formados
por retas paralelas com reta transversal. Para isso, uti-
lizaremos outros conceitos, tais como: retas paralelas,
retas perpendiculares, medidas de angulo etc.

Angulos opostos pelo vértice

Na figura a seguir representamos duas retas
gue se interceptam em um ponto P. Indicamos tam-
bém as medidas de dois angulos pelas letras gregas
(. e |} Esses dois angulos sédo opostos pelo vértice P
(ponto de encontro das duas retas). O que se pode
dizer sobre as medidas desses dois angulos?

Caso vocé tenha em maos um transferidor,
poderé verificar experimentalmente que os dois an-
gulos indicados possuem a mesma medida, embora
possam ocorrer imprecisdes tanto no desenho quan-
to no ato de medir.

%
Dois angulos opostos pelo vértice tém a mesma
S

Para que possamos verificar essa afirmacao ma-
temadtica, vamos utilizar uma demonstracao, partindo
de afirmactes verdadeiras e, valendo-se do raciocinio
logico, devemos concluir, ao final, que a afirmacao cor-
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Resolva os exercicios no caderno.

2. No texto, o autor menciona que Tales é
considerado um dos "sete sabios” da Anti-
guidade. Quais seriam os outros?

3. Tales teria descoberto a altura de uma das
piramides do Egito observando sua som-
bra e comparando-a com a de um bastao.
Viocé conseguiria, em um dia de sol, deter-
minar a altura de uma construcéo (prédio,
casa etc) utilizando o método de Tales?

respondente € verdadeira. Nesse caso, temos de provar
quea =

Demonstracao:

* Observando os angulos indicados na figura,
temos que a e 6 formam um angulo raso,
isto &, a soma de suas medidas € igual a 180%:

o+ 0 =180°
» Analogamente, também temos que:
B+ 6=180°

» Dessas duas igualdades, ja que os segundos
membros sao iguais, temos:

atO=p+0
a+0-06=pB+0-0
a=p

Ou seja, demonstramos que dais angulos que
sdo opostos pelo vértice sac sempre congruentes,
isto & tém a mesma medida.

Exemplo:

Considere que na figura abaixo estao represen-
tadas duas retas concorrentes num ponto. A partir
da medida de angulo indicada, vamos determinar as
medidas desconhecidas.

Flguras: € DAE
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= Como }7 e 45° sdo angulos opostos pelo
vértice, temaos quep = 45°. Além disso, Z e
45° sao dois angulos suplementares, isto &,
z + 45° = 180° o que implica que z = 135°.

« Também pela figura temos que os angu-
los Z e X sdo opostos pelo vértice. Dessa
forma, x = z = 135° Assim, temos que
x=135%y=45%gz= 135"

Angulos formados por retas
paralelas com reta transversal

Duas retas paralelas r e s, representadas a seguir,
estao num mesmo plano. Além disso, essas paralelas
estao sendo interceptadas por outra reta f, transversal
em relacacares.

A=

\J

Essa reta transversal t forma oito &ngulos, con-
forme a figura, com as retas r e s. Existemn algumas
denominacoes adotadas para esses angulos quando
tomados dois a dois. Essas denominagdes sao con-
sequéncias das posicoes relativas deles. Assim, por
exemplo:

Angulos correspondentes:ae e, bef,ceg,deh

Angulos alternos internos: ce f,dee

WDy

Angulos alternos externos: ae h, be
Angulos colaterais internos: ce e, de f
Angulos colaterais externos:ae g, be h

Observe que os angulos correspondentes tém
a mesma medida. Utilizando os dngulos correspon-
dentes e o conceito de angulos opostos pelo vértice,
podemos também verificar a relacao entre os angu-
los alternos internos:

« cef.

Como e bsio opostos pelo vértice, temos que
c=b

Comobef sio correspondentes, temos

f=b

Por esses dois resultados, concluimos que c=1£

Analogamente podemos concluir que d = e.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Qual é a relagao entre as medidas dos angulos
alternos externos?

2. Eentre angulos colaterais internos? Eentre angulos
colaterais externos?

Outro exemplo:

Um paralelogramo é um quadrildtero em que
os angulos internos opostos sao congruentes (medi-
das iguais). Por conta disso, os angulos que nao séo
opostos tém medidas somando 180° (dngulos suple-
mentares). Observe.

« Em um paralelogramo ABCD os lados opos-
tos AB e CD sdo paralelos (representamos
por AB // CD).

A B

D Cc
= (Consideramos as retas que contém os lados
desse paralelogramo. Entao, a reta que con-
tém AD é uma transversal em relacdo as re-
tas que contém AB e CD.

X A

v
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A

A

A J

« Conforme a figura, ae d sdo angulos colate-
rais internos. Dessa forma, sao suplementa-
res, isto é:

a+d =180 ()
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= Assim, temos que:
sendo as retas AB // CD e a transversal BC , po-
demos concluirque b + ¢ = 180° (Il

sendo as retas AD // BC e a transversal AB, po-
demos concluirque a + b = 180° ()

sendo as retas AD // BC e a transversal CD, po-
demos concluirque c + d = 180° (V)

« Comparando (1) e (IlI);
a+d=a+b
d=2>b

Portanto, os angulos opostos d e b sao con-
gruentes.

Soma das medidas dos
dngulos internos e externos
de um triangulo

Vocé ja deve ter constatado, no estudo de Geo-
metria Plana no Ensino Fundamental, que a soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo é igual
a 180°. Uma maneira de justificar tal propriedade é por
meio de desenhos e recortes de um triangulo construi-
do em cartolina, como sugerem as ilustracoes a sequir:

Figura 1
Desenhe um triangulo e pinte os
angulos internos com cores diferentes.

Figura 2
Recorte o tridAngulo em seu contorno e
também nas trés linhas tracejadas.

Figura 3
Junte os trés cantos
(vertices), como indicado.

Figuras: © DAE
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Em Matemdtica, esse procedimento utilizado
para verificar um resultado & conhecido como processo
empirico, mas nao é uma demonstracao légico-formal.
Em outras palavras, mesmo que fagamos esse mesmo
procedimento para varios triangulos, isso nao € prova
da validade de tal propriedade para qualquer tridangulo.

Conforme a figura a seguir, sendo A, Be C os
vértices de um triangulo g, respectivamente, a, b e
¢ as medidas de seus angulos internos, temos que
demonstrarque a + b + ¢ = 180°.

A B
= (onsideramos as retas p e g que contém
os lados AC e BC do triangulo. Além dis-
so, conforme o desenho, vamos considerar
uma reta s passando pelo ponta C e paralela
a reta r (que contém o lado HS).

Por um ponto fora de uma reta passa uma
unica reta paralela a ela (resultado conhecido
como axioma: afirmacao aceita como verdadeira,
sem demonstracao).

2y

=

« Sendo re s paralelas, os dangulos de medidas
a e B tém a mesma medida, pois sao angulos
alternos internos em relacao a transversal p:

a=a (1

= Analogamente, os angulos de medidas B e
b ttm a mesma medida, pois sao angulos
alternos internos em relacao a transversal g:

B==b (In

« Da figura, tiramos gue os angulos de medi-
das a, B e c formam um &ngulo raso no vér-
tice C. Assim, temos que:

a+pP+c=180" (I



Substituindo (1) e (1) em (lll) vem:
o+p+c=180°
a+b+c=180°

Assim, conclufmos a demonstracao.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Seumtrianguloé retangulo, o que se pode afirmar
arespeito das medidas dos dois dngulos internos
nao retos?

2. O que sdo angulos complementares?

Agora, vamos examinar as medidas dos dngulos
externos de um triangulo. Para vocé saber o que séo
esses angulos externos, basta prolongar os lados de um
tridangulo em um sentido, conforme indica a figura a se-
guir. Nela, considerando a, b e ¢ as medidas dos angulos
internos do triangulo, temos que a, B e 8 representam
as medidas dos angulos externos correspondentes.

Figuras: © DAE

Exercicios resolvidos

A demonstracao dessa propriedade é feita a
partir da soma das medidas dos angulos internos.

« Pela figura, um angulo externo e seu corres-
pondente angulo interno formam um an-
gulo raso. Assim, temos que:

a+o =180 ()
b+p=180" ()
c+8 =180 ()

« Adicionando membro a membro as igual-
dades (1), (Il) e (II) vemn:

a+oa+b+p+c+0=180°+180°+ 180°
a+b+c+o+p+80=>540°

« Comoa+ b+ c=180° temos que:
180° + o + B + 0 = 540°
a+pB+6=>540°-180°
a+pB+ 6 =360"

Observacao:

Sempre que nos referirmos aos dngulos de um
triangulo (ou, de modo geral, de um poligono) ou de
suas medidas, estaremos tratando dos angulos inter-
nos. No caso dos angulos externos, seré feita referén-
cia especifica.

1. Considere a figura a seguir, com r // 5. Determine a e

B.

@+ 15%=110° = a = 95°
B+ 110° = 180°= B = 70°
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2. Observe a figura a seguir. 3. Emum triangulo ABC sabe-se gue os dngulos internos
aos vértices Be C sao congruentes e a soma dos angu-
los externos dos vértices A e C vale 250°. Determine as
= medidas dos dngulos internos desse tridngulo.
Resolucao

De acordo com os dados, podemos montar a se-
qguinte situagao:

N
4

Determine o valor de x.

Resolugao

Onde,

20 + B = 180° 20+ B = 180° (1)

2u + 6 = 360° 6=360°—2pn (2
- =
s W+ 0 = 250° 0=250°—p (3)
% 4 W+ o = 180° p+a=180° (4)
. / Igualando (2) e (3) : 360° — 2j. = 250° — . =

t =p=110°

Substituindo p = 110° em (4): a = 70°
Substituindo a = 70° em (1): B = 40°

Portanto, as medidas dos angulos internos do trian-
X+ a+p=180"=x+ 45° + 50° = 180° = x = 85°. gulo sdo 70°, 70° e 40°.

o = 45° (opostos pelo vértice)
B + 130° = 180° = B = 50°

Exercicios propostos
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Um losango & um quadrildtero em que os quatro lados
sdo congruentes (medidas iguais). Considere o losango
abaixo e as retas obtidas a partir de seus lados.

[T T

Observando os angulos formados pelas retas paralelas

cortadas pelas retas transversais, responda:
Respostas no Manual do Professor

a) Dois angulos internos opostos tém as mesmas me-
didas? lustifique.

b) Dois angulos internos e ndo opostos tém medidas
somando 180°7 Justifique.

Considere que um dos angulos internos de um parale-
logramo tem medida igual a 35°. Determine as medidas

dos demais angulos internos.
Os demais angulos internos medem 35° 145° & 145°

Corn o auxilio de uma régua e um transferidor (e esqua-
dros, se necessario), construa um paralelogramo no qual
um dos dngulos internos meg¢a 40°. Quais as medidas dos

demais dngulos internos?

Resposta no Manual do Professor.

No paralelogramo abaixo estao indicadas as medidas de
dois angulos opostos.

x + 40°

Determine
a) ovalordex. x=8°

b) as medidas dos quatro Arl'ugulos intedrnos delf.se para-
quatro angulos internos do parate amo
elogramo, 050t dnguks lemos o paaeogiamo
Marcos, ao desenhar um paralelogramo, indicou dois
angulos nao opostos com as medidas x e y, conforme
sugere a figura. Além disso, ele percebeu que, mantendo
os lados opostos paralelos, podia variar as medidas dos
angulos. Entao, elaborou as seguintes questdes:

a) O que ocorre com a medida do angulo x quando a
medida do dngulo y aumenta? Diminui

b) O gue ocorre com a medida do angulo y quando a
medida do dngulo x aumenta? Diminui

¢} Qual quadrildtero podemos obter quando os angu-
los x e y sao iguais? Um retangulo. (Lembre-se de que todo
quadrado também é retangulo,)

10. Utilizando instrumentos de desenho geométrico (régua,
compasso e esguadros), desenhe um paralelogramo de
forma que um dos dngulos internos seja agudo. Depois
verifique qual é a medida do dngulo interno obtuso.

11. Considerando que dois angulosinternos de um triangulo
tém suas medidas iguais a 60° e 45° determine:

45° 60°

a) amedida do terceiro angulo interno desse triangulo.
i

Ft?) as medidas dos trés angulos externos desse triangulo.
As medidas dos 1rés angulos externos desse triangulo sao 120° 135%e 105
12. Em um tridangulo, sabe-se que dois de seus angulos in-
ternos sdo congruentes e o terceiro angulo tem medida
igual a 130°. Entao, responda:

a) Qual é a medida de cada um dos dngulos congruen-
tes? 25°

b) Qual é a medida de cada um dos dngulos externos
desse triéngulo? As medidas dos dngulos externos
desse triangulo sdo: 50° 155° e 1557
13. Utilizando uma régua e um transferidor, desenhe em
seu caderno um tridangulo, de tal forma que dois de seus
angulos internos mecam 55° e 65°. Apds, responda:

a) Qual é a medida do terceiro angulo interno desse
triangulo? 60°

b) Quais sao as medidas dos trés angulos externos des-
se triangulo? As medidas dos trés angulos externos
desse triangulo sdo: 125% 115%e 120°
c) O tridngulo gue vocé desenhou e o desenhado por
um colega tém os lados com as mesmas medidas? E

0s angulos internos sao iguais? E os externos?
Os angulos (internos e externos) necessariamente

tém as mesmas medidas; os lados, ndo.
14. Quanto aos angulos, um triangulo pode ser:

= Acutangulo: os trés angulos internos sao agudos
{medidas menores que 90°).

= Retangulo: um dos dngulos internos é reto (medida
igual a 90°).

# Obtusangulo: um dos angulos internos é obtuso
(medida maior que 90°).

Desenhe, em seu caderno, trés triangulos: um acutan-
gulo, outro retangulo, e o terceiro, obtusangulo. Apos,
responda:

a) Se em um tridngulo retangulo existe um angulo

reto, gue relacao existe entre os outros dois angulos
internos? Os outros dois angulos séo agudos
e tém medidas sornando 90%
b) Pode um triangulo acutangulo ter as medidas dos
trés angulos iguais? <ip.
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Angulos internos e externos
de um poligono convexo

Um triangulo é um poligono convexo com 3 lados,
que ja conhecemos a soma, tanto dos angulos internos
quanto a dos angulos externos.

Como podemos obter essas mesmas somas, de
um poligono convexo qualguer? Lembre-se de que um
poligono é uma figura plana fechada cujo contorno é
formado apenas por segmentos que Nao se cruzam. As-
sim, para exemplificar, considere os poligonos a seguir.

Exemplos:

Denominagao: pentagono
Poligono convexo com 5 lados

Figuras: © DAE

Denominacao: hexagono
Poligono convexo com 6 lados

Apenas para recordar, num paligono convexo, a
partir de quaisquer dois pontos interiores, podemos
construir um segmento inteiramente interno ao poligo-
no. Isso ndo ocorre em um poligono que ndo é convexo.

Exemplo:

Poligono convexo Poligono nao convexo

Note que os dois poligonos acima sao octogonos, po-
rém o da esquerda € convexo e o da direita € nac convexo.

Observacoes:

1. No nosso estudo abordamos apenas os poligo-
NOS CONVEXOS.

2, Utilizamos poligono para designar a linha poligo-
nal (contorno do poligono) e também a regiao
poligonal (regiao limitada pela linha poligonal).

- Unidade 2 Topicos de Geometria Plana

Com base no conhecimento de que a soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo € igual a
180° podemaos obter uma relacdo que nos permite ob-
ter a soma das medidas dos dngulos internos de um poli-
gona convexo com n lados. Vamos comegar com a soma
das medidas dos angulos internos de um quadrilatero.

O guadrilatero convexo a seguir pode ser dividido,
a partir de um verttce em dois triangulos. Representan-
do por A B C e D as medidas dos angulos internos do

quadrildtero, temos:
B B

>

o

c c
Considerando a figura da direita, temos dois trian-
gulos. Dessa forma:
A+ x+ y=180°
C+p+g=180°
Adicionando essas duas igualdades, membro a
membro, e observandoquex + p=Dey + g = B, vem:
A+x+y+C4+p+g=180"+180°
A+(x+y) +C+y+q =360
A+D+C+B=360
Observe a seguir como podemos estabelecer, a
partir do tridngulo e do quadrilatero, uma relacao entre
asoma 5, das medidas dos angulos internos de um poli-
gono e o numero de lados desse poligono com n lados.
l-b 1: numero de triangulos
S, =180° = 1-180°

I—I» 3 - 2: nimero de lados menos 2

|—P 2: numero de triangulos
S, = 360° = 2 - 180°
l—.- 4 — 2: nimero de lados menos 2

I—-b 3: nimero de tridngulos
S, = 540° = 3- 180°
|—h- 5 — 2: numero de lados menos 2

I—h 4: nimero de tridngulos

S =720°=4-180°

o 4)

|—P 6 — 2: nimero de lados menos 2



Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no cademno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Para um heptagono, quantos triangulos obtemaos
a partir de um vértice?

2. Eqgualéasomadas medidas dos angulos internos
de um heptagono?

O poligono de n lados pode ser dividido em
n — 2 triangulos a partir de um de seus vértices. De
modo geral:

%
Se um poligono tem n lados (n vértices),
dhsmedidasdeseusﬁaguicﬂntemass,éumw

S,=(n-2)-180°

Exemplo:

Vamos obter a soma das medidas dos dngulos
internos do poligono convexo regular, representado
a seqguir.

Lembre-se: num poligono regular, todos os la-
dos e angulos tém medidas iguais.

Como o poligono representado tem 10 lados, te-
mos que a soma das medidas dos angulos internos ée:
n=10
S, = (n—-2)-180°
S, = (10 — 2)-180°
S, =8-180° = S = 1440°

Em relacao ao exemplo anterior, podemos ago-
ra obter a medida de cada dngulo interno do poligo-
no regular representado:

= Como todos os angulos internos do paligono
regular t8Bm a mesma medida, basta dividir a soma das
medidas de todos os dngulos pelo nimero de &ngulos,
isto &, sendo i a medida de cada angulo interno, temos:

=2
n
1440°
i=—— 5 =144°
10

A partir da soma das medidas dos angulos inter-
nos de um poligono convexo, podemos verificar que a
soma das medidas dos angulos externos é igual a 360°.

Vamos demonstrar esse resultado consideran-
do que as medidas dos angulos internos de um po-
ligono com n lados sejam x,, x,, ;.. € X, € que 0s
correspondentes angulos externos tenham como

medidas y,, ¥, ¥; - € ¥..
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X,

— x ey sdo medidas dos angulos

y, intema e externo, respectiva-
mente, relativas a um vértice de
um poligono convexo.

Como a soma das medidas de um angulo inter-
no com o correspondente angulo externo € igual a
180°, valem as sequintes igualdades:

X, +y, = 180°
X+ y, =180"
X; +y; = 180°
x, +y, =180°

Somando essas n igualdades membro a mem-
bro, obtemas

+V,+x, +Y, x4y, +.+x, +y,=n-180°
(440 +4x, )y, +y, + Y+t Yy, )=n-180°

Como a soma dos angulos internos x, + x, +

+ %, + ..+ x, €iguala (n — 2) - 180°, temos

(n—=2)-180°+(y, + y, + ¥y + ..+ ¥,) = n-180°

Vi+ Y, +Y;+.+y, =n-180°-(n-2)-180°

vy +y,+y;+.+y, =n-180°—n-180°+ 2 -180°

i+ y, +y;+.+y, =360°
.
A soma das medidas dos angulos externos de um
poligam convexo éiguaiaSW

Exemplo:

O desenho a seguir representa a trajetdria,
sempre ao longo de segmentos retos, de um deter-

Figuras geométricas planas Capitulo 4 -



minado personagem na tela de um computador. Os
angulos indicam as mudancas de dire¢do. Vamos de-
terminar a soma das medidas desses angulos.

Figuras: & DAE

Uma maneira de determinar a soma das medi-
das dos &ngulos é efetuando a adicdo dos dngulos:

39° + 43° + 71° + 54° + 50° + 58° + 45° = 360°

QOutra maneira € observar que a trajetoria cor-
responde a um poligono convexo. Como vimos, em
cada poligono convexo a soma das medidas dos an-
gulos externos € igual a 360°.

Resolva os exercicios

Questdes e reflexdes T Cathene,

Resposta no Manual do Professor.
» Em qualquer poligono regular de n lados, qual é a
| medida de cada dngulo externo em funcdo de n?

Numero de diagonais
de um poligono convexo

Uma figura geométrica que desperta muita
curiosidade é o pentagono convexo. Se vocé, por
exemplo, desenhar um pentagono convexo qual-
quer numa folha e depois ligar os vértices tracan-
do as diagonais, observara um novo pentdgono
no centro, conforme figura a seguir.
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Outra curiosidade relacionada ao pentégono é
que € o Unico poligono convexo em que o numero
total de diagonais € igual ao numero de lados. Essa
afirmacao pode ser verificada conhecendo-se a rela-
¢ao matematica que estabelece o nimero de diago-
nais de um poligono convexo a partir de seu nimero
de lados (ou niimero de vértices):

Uma forma de chegarmos a essa relagao é con-
siderarmos inicialmente alguns poligonos e neles
construirmos suas diagonais. Faremos isso com o
quadrilatero, com o pentagono e com o hexagono.
Nesses poligonos vamos considerar o niimero de
diagonais a partir de cada vértice.

Nuamero de vértices: 4

Ndmero de segmentos a partir de cada vértice:
3 (2 lados + 1 diagonal)

Numero de diagonais a partir de cada vértice:
1 =4 -3 (4 vértices - 3 vértices)

Numerode diagonaisdo poligono: 2=w

NiUmero de vértices: 5



Numero de segmentos a partir de cada vértice:
4 (2 lados + 2 diagonais)

Numero de diagonais a partir de cada vértice:
2 =75 — 3 (5 vértices — 3 vértices)

Ndmero de diagonais do poligono:
_5:(5-3)
2

5
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Ndmero de vértices: 6

Numero de segmentos a partir de cada vértice:
5 (2 lados + 3 diagonais)

Numero de diagonais a partir de cada vértice:
3 = 6-3(6 vértices — 3 vértices)

Numero de diagonais do poligono:

9=6-(6—3)
2

Exercicios resolvidos

Para esses trés poligonos, resumimos na tabela
as quantidades numéricas relacionadas:

4.(4—3)
4 _ TR S
4-3 .
5.(5—3)
5 5-3 =
6-(6—3)
6 - S e oo
6—3 5

Dessa forma, podemos concluir que um poligo-

no com n vértices admite d diagonais, sendo:

n-(n-=3)
2

d=

Resolva os exercicios

Questoes e reflexdes no caderno.

Respostas no Manual do Professor
1. Expligue, em relacdo aos trés poligonos anteriores, o
motivo de, no calculo donirmero de diagonais, dividir-
mos por 2, conforme indicado na 3% coluna da tabela.

2. Qual é o nimero de diagonais de um poligono
convexo com 7 vértices? E com 8 vértices?

1. Sobre um enedgono (9 lados) regular, responda:
a) Qual é a soma dos dngulos internos?
b) Quanto mede cada dngulo interno?
¢) Qual é a soma das medidas dos angulos externos?

d) Qual é o nimero de diagonais?

a) Substituimos n por 9 na relagao que permite o cal-
culo da soma das medidas dos angulos internos de
um poligono, isto é:

S,=(n-2)-180°=S =(9-2)-180°=1260°

b) Como o poligono é regular, dividimos a soma dos
angulos internos pelo nimero de dngulos:

2. Em um poligono regular, cada angulo interno mede

d) Substituimos n por 9 na relagao que permite o cal-
culo do nimero de diagonais de um poligono:

-(n—3 9.(9-3
gt =3 =d= L =27 diagonais
2

150°. Quantas diagonais tem esse poligono?

Inicialmente, determinamos o nlimero de lados des-
se poligono:

S n—2)-180°
—‘=150°:¥
n n

n-180°-360°=n-150°=n=12

=150"=%

Agora, calculamos o nimero de diagonais

1260:9 =140° n-(n—3) 12-(12-3)

d= =d= =54
¢) A soma dos angulos externos de qualquer poligo- 2 2 ’
no convexo é 360°. Portanto, sao 54 diagonais. /
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’ 3. Qual é o poligono convexo que possui ao todo 35 4, Determine o poligono convexo regular considerando
diagonais? gue a medida de cada um dos dngulos externos é igual
Utilizando a férmula que fornece o nimero de dia- al162".
gonais em fun¢ao do nimero n de lados, temos: Como o poligono é regular, cada angulo interno é o

- quociente da soma das medidas dos angulos inter-
d =£[nz_3}_ nos pelo ndmero que indica a quantidade de angu-
55 B = 3 los internos, isto &:

2 ;
70 =n?—3n i= —'S‘L
m—3n-70=0 1620 = (n=2)-180°

4 n

n = —7(nao) 162n = 180n — 360
n=10 18n=360=n=20
Portanto, o poligono é o decdgono. 0 poligono é um icosagono. y

Exercicios propostos Resolva os exercicios no caderno.
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Para que possamos falar de semelhanca
entre poligonos vamaos inicialmente recordar o
conceito de congruéncia que foi estudado no
Ensino Fundamental. Uma maneira de com-
preendermos quando duas figuras geométricas
planas sdo congruentes é verificando se & pos-
sivel posicionar uma sobre a outra de tal modo
gue coincidam. Se isso ocorrer, elas sao deno-
minadas figuras congruentes. Examine, a seqguir,
a congruéncia entre dois segmentos, entre dois
angulos e depois entre dois triangulos.

» Segmentos congruentes

Os segmentos AB e (D, representados abai-
X0, s30 congruentes, pois, deslocando AB sobre CD,
eles coincidem. Indicamos que AB = CD (lemos:

segmento AB congruente ao segmento CD).
B D

A c

Dois segmentos sdo congruentes quando
tém a mesma medida. No exemplo anterior,
m(ﬁ_B_} = m(CD) (medida do segmento AB é
igual a medida do segmento CD). Outra maneira
de representar que esses dois segmentos sao de

mesma medida é escrever AB = CD.
. Angulos congruentes

Os angulos A e B, representados a sequir,
sao congruentes. Indicamos essa congruéncia
por A =B.

LN

Dois angulos que sao congruentes tém a
mesma medida. No exemplo, m(A) = m(B) po-

-~

demos representar simplesmente por A = B ou
A=B.

Figuras: © DAE
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CAPITULO

o

« Triangulos congruentes

Dois triangulos estdo representados a se-
guir: o triangulo ABC (representamos por AABC)
e o tridngulo RST (representamos por ARST).

A R
B c S T
Observe o que acontece se deslocarmos

um triangulo para cima do outro, como suge-
rem as ilustracoes a seguir:

R

Apos esse deslocamento, os dois triangu-
los ficaram sobrepostos de tal modo que seus
vértices coincidiram, portanto, concluimos que
os dois triangulos sao congruentes. Indicamos
essa congruéncia por AABC = RST.

Sendo os dois triangulos congruentes, os
vértices A, B e C do primeiro triangulo sao corres-
pondentes aos vértices R, S e T, respectivamente,
do segundo tridangulo. Além disso, temos:

lados congruentes: AB = RS, AC
ST

RTe

BC
angulos congruentes:
A=RB=Sel=T

Semelhanca de figuras planas Capitulo 5 -



Conclusao importante sobre congruéncia de

dois triangulos:

- _______________________________________________________9
A congruéncia dos trés lados e dos trés angulos
determina a congruéncia dos dois triangulos.
Reciprocamente, a congruéncia de dois
triangulos determina a congruéncia dos trés
lados e dos trés angulos.

EXPLORANDO

Pelo que vimos até aqui, parece que a con-
gruéncia de triangulos exige a verificacdo da con-
gruéncia dos lados e também da congruéncia dos
angulos. Entretanto, nao & necessaria a verificacao
da congruéncia dos seis elementos (trés lados e trés
angulos). Existem quatro casos de congruéncia en-
tre triangulos que nos permitirdo verificar, numa de-
terminada ordem, apenas trés dos seis elementos.
Essa verificagdo sera suficiente para concluirmos se
dois triangulos sao, ou nao, congruentes.

A compreensao desses quatro casos podera
ser feita por meio de construgdes geomeétricas uti-
lizando régua, transferidor e compasso. Junte-se a
algum colega e fagam as seguintes construgoes:

1. Construgao a partir das medidas dos trés ladas:

Construa um tridangulo ABC considerando
que AB=10cm, AC=12cmeBC =6cm.

2. Construgado a partir das medidas de dois
angulos e de um lado:

Para indicarmos a congruéncia dos lados e dos
angulos nas triangulos, normalmente utilizamos um,

dois ou trés tracinhos, conforme indicado a seqguir.
A R

B C S T

NafiguraA=R C=TeAC=RT

Construa um ftriangulo PQR considerando
que P=308=80°ePQ=9cm.

3. Construcao a partir das medidas de dois la-
dos e do angulo formado por eles:

Construa um triangulo STU considerando
que§:45",ST= 7cmeSU=11cm.

4. Construcado a partir das medidas de um
lado, de um angulo adjacente e do angulo oposto
a esse lado:

Construa um triangulo LMN considerando
que LM = 8cm, [=35e N=75"
Apos a construcao desses triangulos em du-
plas, com parem 0s resultados com outras duplas.
1. éljarﬁtlos Eler{wénltéjs l(;ﬁrnz_;ulos ou lados) foram
fornecidos em cada uma das guatro construgoes?

2. Comparando os tridngulos obtidos pelas duplas
em cada construcao, responda: sao triangulos
congruentes?

Importante
Existem quatro casos de congruéncia entre triangulos
que podem ser confirmados a partir da congruéncia
de trés elementos, conforme as quatro construgoes su-
geridas abaixo e destacadas. Observe que em todos os
casos os elementos congruentes tém a mesma marca.
12 caso: LLL

Os dois triangulos tém, respectiva-
mente, os trés lados congruentes.

2%caso: ALA

Os dois triangulos tém um lado e
dois angulos adjacentes a esse lado,
respectivamente, congruentes.

/Y
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3¢ caso: LAL

Os dois triangulos tém dois lados

congruentes e os angulos formados m
por eles também congruentes.

42 caso:LAA,

Os dois triangulos tém um lado, um angulo adjacen-

te e um angulo oposto a esse lado, respectivamente,
congruentes.

Figura: & DAE



Teorema de Tales

Apresentamos algumas telas de televisores exi-
bindo a mesma imagem. Elas tém o formato retan-
gular e seu tamanho aumenta proporcionalmente,
para que as imagens nao fiquem “deformadas”.

Patryk Kosmidern/Shutterstock

Uma maneira de vocé saber se dois retangulos
representados em papel sdo proporcionais é sobre-
pondo-os fazendo coincidir dois dos lados, como
sugerem as imagens abaixo. Se as diagonais tracadas
a partir do vértice em comum coincidirem, os retan-
gulos sao semelhantes, como na figura a esquerda,
abaixo. Se isso nao ocorrer, como na figura da direita,
os retdngulos ndo sao semelhantes.

Figuras: © DAE

Mas como podemos saber se dois poligonos
guaisguer sao semelhantes?

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Considere que g, b, ¢ e d sdo numeros quaisquer
que satisfazem a igualdade 9 _° Essa igual-
b d
dade representa uma propor¢ao. Como vocé |é
essa propor¢ao?

2. Qualé acondicao para que duas grandezas sejam

consideradas diretamente proporcionais? /

Na Historia da Matematica, um personagem im-
portante foi Tales de Mileto. Uma de suas contribui-
¢Oes estd associada a utilizacao de um método que
permite resolver situacdes diversas por meio de pro-
porcoes, conhecido atualmente por teorema de Tales.

Conforme desenho a seqguir, as retas r e r’ sao
transversais e as retas g, b, ¢ e d sao as paralelas inter-
sectando as transversais.

r r
A Al
a - y r.
uﬂ;‘ \‘}v
I 1)
f \
big B f ) B &
: / A i
c - + = >
Cc f \ C
i A
[ A
L L
D /[ \ o
o f \ -

Queremos provar que:

AB _ AB
D CD

Demonstracao do teorema:

= Vamos considerar que as linhas tracejadas
estejam igualmente espacadas, isto &, que existe um
segmento de comprimento u tal que AB=m-ue
CD = n-u,sendo m e n ndmeros naturais. Assim, as
medidas desses segmentos correspondentes a AB e
CD sdo numeros racionais. Estabelecendo a relacao
entre essas medidas, temos:

2ominy)
D n-u n

» As mesmas linhas tracejadas dividem os seg-

mentos AB'e C'D'em m e n segmentos de mesmo

comprimento v tal que AB=m-veCD =n-v,

Estabelecendo a relacao entre essas medidas, temos:

A'B _m-v :ﬂ(")
n

D' n-v
» Das relacdes (I) e (Il), podemos concluir que:
AB _ AB
o~ Co
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Observacdes: Substituindo y por 10, apenas no denominador

1. O teorema de Tales também pode ser assim da igualdade, temos:
enunciado: um feixe de retas paralelas deter- X+y 2+8
mina, em duas transversais quaisquer, seg- 10 8
mentos proporcionais. 10 - 10

X+y=

2. Fizemos a demonstracao considerando que 8

as razodes entre as medidas dos segmentos X+y= 25
2

sdo representadas por numeros racionais,
mas sua validade é para numeros reais (ra-

cionais ou irracionais). seme,lhanga de
3. A demonstracao considerou apenas as ra- ri An 1
z0es entre as medidas de AB, AB, CDe CD', t a gu 0S

mas outros segmentos poderiam ser consi- Conforme I'E‘DI'ESEF’I'[BdO a seqguir, vamaos consli-

derados. derar os dois triangulos com os angulos correspon-
dentes congruentes,isto6, A=A, B=BRe(C=C
Exemplo:

A

Vamos obter, a partir do teorema de Tales e
de propriedades de proporgdes, o valor de x + y
considerando as retas paralelas intersectando as
duas transversais, conforme medidas indicadas na
figura a seguir.

A
2cm
g X
g Becm e B’
5
£ Deslocando um tridngulo sobre o outro, fazen-
y=10cm do coincidir um vértice e um lado, observe o que
acontece com esses dois triangulos:
A
Pelo teorema de Tales temos que:
x 2
y 8
Como conhecemos o valor de y poderiamos c o B=§
determinar o valor de x e obter entdo a soma x + V.
Entretanto, observe uma propriedade de proporcoes O triangulo menor foi sobreposto ao triangu-
que permite calcular a soma adicionando 1 unidade lo maior. Como os angulos internos sao, dois a dois,
membro a membro. congruentes, os lados que nao coincidem (AC e A'C)
sao paralelos. Agora, a partir dessa figura, vamos con-
X s 2 £ siderar as retas g, b, ¢ e d que contém os lados desses
Y 8 triangulos. Além disso, considere a reta e que passa
X+y 2+8 pelo vértice comum aos dois triangulos e é paralela
)% asretasaeb.
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A

Utilizando o teorema de Tales, podemos escre-
ver a seguinte proporcao entre as medidas de alguns
segmentos determinados pelas retas transversais ¢ e
dnas paralelasa, bee:

M
AB  CB
Nesta igualdade, vamos adicionar 1 aos dois
membros:

AA'+ AR CC+CB
AB ~ CB
Pelafigura: AA'+ AB'= AB e CC'+ (CB'= (B
AB _ CB
AB  CB

Analogamente, essa propor¢ao ocorre tam-
bém com as medidas AC e A'C' dos lados desses
triangulos. Assim, podemos concluir que, sendo k
uma constante, vale:

AB (B AC _

AB (B AC

Essa propor¢ao entre as medidas dos lados
de dois tridngulos esta relacionada ao conceito de
semelhanga entre dois triangulos (a razdo entre as
medidas de lados correspondentes é sempre igual a
uma constante k):

Observacgoes:

1. Para representar que os triangulos anteriores
sao semelhantes, escrevemos: AABC ~ AA'B'C.

2. A constante k representa a razao de propor-
cionalidade ou razdo de semelhanca entre os
triangulos.

Casos de semelhanca

Pelo que vimos anteriormente, se os angulos cor-
respondentes tém medidas iguais, entdo as medidas
dos lados correspondentes sao proporcionais. Assim,
nao é necessario verificar a congruéncia entre os angu-
los e também a propor¢ao entre as medidas dos lados
para concluir que os triangulos sao semelhantes. Ana-
logamente ao gue ocorreu com a congruéncia entre
triangulos, ha casos gue permitem estabelecer a seme-
Ihanga entre dois triangulos mesmo quando conheci-
dos apenas alguns de seus elementos.

+ 12caso:

Dois triangulos sao semelhantes se dois angu-
los de um sao congruentes a dois angulos do outro.

A=P

Em simbolos:

-~

-~ -~

A=PeB=0= AABC ~ APQR

Observe que, como a soma das medidas dos
angulos internos é igual a 180°% se for verificada a
congruéncia entre dois dos angulos dos dois trian-
gulos, é desnecessaria a verificagdo da congruéncia
do terceiro angulo.

+ 2%caso:

Dois tridngulos sdo semelhantes se as medidas
dos lados de um sao proporcionais as medidas dos
lados do outro.

Semelhanca de figuras planas Capitulo 5 -



Em simbolos:

pB AL BC = AABC ~ APQR
PQ PR QR
« 32caso:

Dois triangulos sao semelhantes se possuem
dois lados correspondentes com medidas proporcic-
nais e o angulo compreendido entre eles congruente.

C R

A=P
Em simbolos:
AB AC =~
—=—pgA= P = AABC ~ APQR
PQ PR

Procure discutir com seus colegas de turma os
trés casos de semelhanca apresentados. Uma forma
para orientar essa discussao € a construgao de trian-
gulos em cartolina a partir dos elementos que sao
fornecidos em cada caso.

Exemplo:

Considere o guadrado ABCD inscrito no trian-
gulo PQR, conforme mostra a figura. Vamos determi-
nar a medida do lado desse quadrado em funcdo das
medidas da altura e da base do tridngulo.

P

Como os tridngulos PAB e PRQ tem angulos
congruentes dois a dais (P= F’ A=ReB= Q)
conforme 12 caso, concluimos que esses triangulos
sao semelhantes. Dessa forma, vale a proporcao:

X h—x
b h

- Unidade 2 Topicos de Geometria Plana

= Devernos expressar x em termos de b e

.

h, isto é, na proporcao anterior devemos

isolar x:
xh = blh — x)
xh = bh — bx
xh + bx = bh
xth+b)=bh= x= i
b+h

Semelhanca de
poligonos

Apds observarmos a semelhanca entre trian-
gulos, precisamos também estabelecer as condigoes

semelhanca entre poligonos convexos pode ser as-
sim enunciado:

No inicio deste capitulo, tratamos de telas re-
tangulares de aparelhos de televisdo. Pelo conceito
de semelhanca de poligonos (um retdngulo € um
poligono com quatro lados), dois retangulos sao
semelhantes se os lados correspondentes sao pro-
porcionais e todos os angulos correspondentes sao
congruentes (nesse caso 0s angulos sao todos retos).

A B
‘.;.b*

h“"*a. X TS .

h, “.‘ "’a_'
“"1. h, bh'"-
'.-_‘ --Q.
i X

D b, c D b, ¢

Ora, se esses dois retangulos séo semelhantes,
os triangulos ADC e AD'C'também sao semelhantes,
considerando o 32 caso de semelhanga de tridngulos.
Agora vamos destacar esses triangulos e desloca-los
para sobrepor dois de seus lados.

A A

Figuras: @ DAE



Note que AC e A'C sio as diagonais dos retangu-
los anteriores e estao alinhadas, conforme foi apontado
anteriormente, para retangulos semelhantes. Portanto,
para verificar se dois retan-
gulos sao semelhantes, basta
observar o alinhamento de
suas diagonais, quando so-
brepomos as figuras como
ilustrado acima.

L

De modo geral, para examinar se dois poligonos sao
semelhantes é necessario verificar ndo apenas a proporcio-
nalidade entre as medidas dos lados correspondentes, mas
também a congruéncia entre 0s correspondentes angulos.
Assim, por exemplo, utilizando uma régua, vocé podera
constatar que as medidas dos correspondentes lados dos dois
poligonos abaixo s3o proporcionais. Além disso, usando um
transferidor, podera verificar que os angulos cormespondentes
s30 congruentes. Logo, os dois poligonos sao semelhantes.

O

Exercicios resolvidos

Figuras: © DAE

Também é possivel constatar que dois poligo-
nos sao semelhantes por meio de deslocamentos,
sobrepondo dois lados e um vértice de um dos po-
ligonos aos correspondentes elementos do outro,
conforme sugerimos na figura a seguir.

Assim como ocorreu com o retangulo, se tra-
carmos linhas representando diagonais a partir do
vértice comum, observaremos que estdo alinhadas.
Observando atentamente essa figura, notamos que
as linhas tracejadas estao dividindo os poligonos em
triangulos, com o ponto V sendo um dos vértices.
Vocé podera constatar que esses tridngulos, dois a
dois, sdo semelhantes.

1. MNafiguraaseguirasretasr s e (530 paralelas. Determine
o valor de x (valores em centimetros).

Yu

A

3

AN
' N

x+6

Resolucao
5x—4_
3 4
Portanto x =2 cm.

=20x—-16=3x+18=x=2

2. Na ﬁguria seguir, AB = 6cm,BC=7cm,DE=3cm,
EC=x,BAC=ae(DE=a.

Determine o valor de x.

7 cm

3cm

A E X C

O angulo C é comum aos triangulos ABC e
DEC, e como os dois triangulos tém um angu-
lo de medida «, temos que AABC - ADEC . Logo,
6 7

== S e

3

Portanto, x = 3,5 cm.
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Em cada figura a sequir, determine as medidas repre-
sentadas por x. (Considere as retas r, s e t paralelas e as
medidas em centimetros.)

alx=16cm

oo

Iy

=]
Figuras: © DAE

4 4
Yy

b)x=8ecm

\r s t

A
Y

4 3
c) x=35cm
r = 3
— 7
‘\—\\ x
—= |
(3 3
d) x=175¢em
. % A
: 1em \ 0,5ecm .

o
o
o
g/
x
\J

-
r'd
v

2. Asretasr s e t sao paralelas duas a duas, como indica
a figura a seguir. Sabendo gue x + y = 5, obtenha as

medidas x e y indicadas. | _ L mey=2cm
J i

A

- 2
2|::m/ x

s & -
5cm/ ¥

t - ’/ 1

h

\J

3. Uma estrada que liga duas cidades vizinhas esta repre-
sentada em um mapa por um segmento de compri-
mento igual a 2,5 cm. Considerando que esse mapa foi
desenhado na escala 1:8 000 000, determine a distancia
real entre essas duas cidades, em quildémetros. 200 km.

4. Nafiguraaseguir, A, B e Csao trés terrenos, na forma de
trapézios, em que as divisas laterais estao indicadas por
linhas paralelas. As medidas das frentes desses terrenos
estao indicadas em metros. Considerando que x + y +

+2z =111 (em metros), quais as medidas x, y e 27
Xx=45m,y=36mez=30m,

30 P2} 70
& B A
x ¥ z

5. Afigura a seguir mostra um segmento AF dividido em
cincopartes:AB=1cm,BC=2cm, (D =3cm,DE=4cm
e EF = 5 cm. Sendo AB' = 1,5 cm, obtenha as medidas
de BC CD,DFE eEF.

B'C'=3cm, CD'=45cm, DE=6cmeEF=75cm

6. Nos exercicios a sequir, identifique os tridngulos seme-
lhantes e determine os valores de x e y (medidas em
centimetros)

al x=15cmey=6cm.
B
x
9
8
L]
A 12 C E
10 )
D
b) x=3cmey=12¢cm
B
YT
Cc E
A ¥
4
g [
D
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€ x=Zemey=75cm

A

Figuras: ® DAE

7. Considere um trapézio ABCD de bases 24 cm e 8 cm
e altura 12 cm. Calcule a distancia da interseccao das
diagonais desse trapézio até a base menor. = cm

8. Uma pessoa, de 1,80 m de altura, esta a 3 metros de
distancia de um poste de luz de 4 m de altura. Qual
a medida, em metros, aproximada da sombra dessa
pessoa nesse instante? Aproximadamente 2,45 m.

9. Nao sabemos exatamente como Tales de Mileto teria
caleulado a altura de uma das piramides. Entretanto,
tudo aponta para o uso da semelhanca de tridngulos,
como sugere a figura a seguir: Vi =P

NS s AB  BC

Sombra da pirdmide Sombra da estaca
Escreva, conforme indicado na figura, a propor¢ao
entre as medidas que fornecem a altura da piramide.

10. Na figura a seguir, MN tem extremidades nos pontos
médios de AB e AC. Além disso, esse segmento € pa-
ralelo a BC. Mostre que os triangulos ABC e AMN sao

semelhantes. angulos internos
Os triangules sao A SR e

semelhantes, pois como o C sdo congruentes.
segmento MN é paralelo M N ABC 2
aosegmento BC, 05 a8 R —_—

B il

Apos, responda: Qual é a razao de proporcionalidade
entre os triangulos ABC e AMN, nessa ordem?

11. Aproveitando afigura anterior e sendo P o ponto médio
deBC, verifigue se o tridangulo PMN é semelhante ao

triangulo ABC. Justifique sua resposta.
Resostas no Manual do Professor. A

12. Construa um tridangulo ABC como na figura anterior.
Com o auxilio de uma régua, obtenha os pontos mé-
dios M, N e P e una-os com linhas tracejadas. Recorte,
entao, o triangulo em seu contorno e depois ao longo
das linhas tracejadas. Sobreponha os quatro tridangu-
los formados, fazendo coincidirem os vértices. A gue

conclusao vocé chega?
Os quatro tridngulos sdo congruentes.

13. Dois pentagonos regulares estao representados abaixo.
A medida do lado do pentdgono maior € 8 cm, e a
medida do lado do menor é 4 cm.

a) Quais sdo as medidas dos angulos internos do
pentdgono maior? E as do pentdgono menor? 105°

b) Os angulos correspondentes dos dois poligonos
sdo congruentes? Sim.

¢} As medidas dos lados correspondentes sao pro-
porcionais? Sim.

d) Os dois poligonos regulares sao semelhantes? Sim.

e) Quaisquer dois poligonos regulares com mesmo
nimero de lados sdo sempre semelhantes? Sim.

14. Osegmento PQ foi tracado paralelamente ao segrmen-
toEF , conforme figura a sequir:
A

..

D

a) Os poligonos ABCDEF e ABCDQP tém os angulos

correspondentes congruentes? Justifique.
Respostas no Manual do Professor.
b) Esses dois poligonos sao semelhantes? Justifique.

15. Um engenheiro desenhou a planta de um terreno
retangular na escala 1 : 200. Na planta, as medidas dos
lados desse terreno eram 8 cm e 18 cm. Determine as
medidas reais desse terreno. 16 m por 36 m.

16. A praca do centro de uma cidade tem a forma de um
quadrado. A medida de cada lado do quadrado € igual
a32 metros. Desenhe, em seu caderno, na escala 1:200,
um quadrado para representar a praca. Apés, responda:

qual é a medida do lado do quadrado desenha;go?
€Im
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Respostas no Manual do Professor.
Tanto entre os sumérios como entre os

egipcios, os campos primitivos tinham forma
retangular. Também os edificios possuiam plantas
regulares, o que obrigava os arquitetos a cons-
truirem muitos angulos retos (de 90°). Embora
de bagagem intelectual reduzida, aqueles homens
ja resolviam o problema como um desenhista de
hoje. Por meio de duas estacas cravadas na terra
assinalavam um segmento de reta. Em seguida,
prendiam e esticavam cordas que funcionavam
a maneira de compassos: dois arcos de circun-
feréncia se cortam e determinam dois pontos
que, unidos secionam perpendicularmente a
outra reta, formando os angulos retos.

O problema mais comum para um construtor
€ tracar, por um ponto dado, a perpendicular a
uma reta. O processo anterior nio resolve este
problema, em que o vértice do angulo reto ja estd
determinado de antemio. Os antigos gedmetras o
solucionavam por meio de trés cordas, colocadas de
modo a formar os lados de um triangulo retangulo.
Essas cordas tinham comprimentos equivalentes
a 3, 4 e 5 unidades respectivamente. O teorema
de Pitagoras explica o porqué: em todo tridngulo
retangulo, a soma dos quadrados dos catetos €
igual ao quadrado da hipotenusa (lado oposto ao
angulo reto). E, 3> + 4> = 5% isto ¢, 9 + 16 = 25.

Qualquer trio de niimeros inteiros ou nao que
respeitem tal relacdo definem triangulos retangulos,
que ja na Antiguidade foram padronizados na forma
de esquadros.

Acredita-se que os sacerdotes encarregados de
arrecadar os impostos sobre a terra provavelmente
comecaram a calcular a extensdo dos campos por
meio de um simples golpe de vista. Certo dia, ao
observar trabalhadores pavimentando com mosai-
cos quadrados uma superficie retangular, algum
sacerdote deve ter notado que, para conhecer o
total de mosaicos, bastava contar os de uma fileira
e repetlir esse numero tantas vezes quantas fileiras
houvesse. Assim nasceu a férmula da area do re-
tangulo: multiplicar a base pela altura.
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Ja para descobrir a drea do triangulo, os antigos
fiscais seguiram um raciocinio extremamente geomeé-
trico. Para acompanha-lo, basta tomar um quadrado
ou um retangulo e dividi-lo em quadradinhos iguais.
Suponhamos que o quadrado tenha 9 “casas” e o
retangulo 12. Esses nimeros exprimem entio a area
dessas figuras. Cortando o quadrado em duas partes
iguais, segundo a linha diagonal, aparecem dois trian-
gulos iguais, cuja area, naturalmente, é a metade da
area do quadrado.

Quando deparavam com uma superficie irregular
da terra (nem quadrada, nem triangular), os primeiros
cartografos e agrimensores apelavam para o artificio
conhecido como triangulacdo: come¢ando num angulo
qualquer, tracavam linhas a todos os demais angulos
visiveis do campo, e assim este ficava completamente
dividido em porcoes triangulares, cujas areas somadas
davam a area total. Esse método — em uso até hoje —
produzia pequenos erros, quando o terreno nio era
plano ou possuia bordos curvos.

De fato, muitos terrenos seguem o contorno
de um morro ou o curso de um rio. E construcoes
ha que requerem uma parede curva. Assim, um
novo problema se apresenta: como determinar o
comprimento de uma circunferéncia e a area de um
circulo. Por circunferéncia entende-se a linha da
periferia do circulo, sendo este uma superficie. Ja os
antigos gedometras observavam que, para demarcar
circulos, grandes ou pequenos, era necessario usar
uma corda, longa ou curta, e giri-la em torno de
um ponto fixo, que era a estaca cravada no solo
como centro da figura. O comprimento dessa cor-
da — conhecido hoje como raio — tinha algo a ver
com o comprimento da circunferéncia. Retirando
a corda da estaca e colocando-a sobre a circunfe-
réncia para ver quantas vezes cabia nela, puderam
comprovar que cabia um pouco mais de seis vezes
e um quarto. Qualquer que fosse o tamanho da
corda, o resultado era 0 mesmo. Assim, tiraram
algumas conclusoes:

a) o comprimento de uma circunferéncia é sempre
cerca de 6,28 vezes maior que o de seu raio;




b) para conhecer o comprimento
de uma circunferéncia, basta
averiguar o comprimento do raio
e multiplica-lo por 6,28.

E a area do circulo? A histéria
da Geometria explica-a de modo
simples e interessante. Cerca de
2000 anos a.C., um escriba egipcio
chamado Ahmes matutava diante
do desenho de um circulo no qual
havia tracado o respectivo raio.
Seu proposito era encontrar a area
da figura.

Conta a historia que Ahmes
solucionou o problema facilmente.
Antes, pensou em determinar a
area de um quadrado e calcular
quantas vezes essa area caberia
na drea do circulo. Que quadrado
escolher? Um qualquer? Parecia
razoavel tomar o que tivesse como
lado o préprio raio da figura. Assim
fez, e comprovou que o quadrado
estava contido no circulo mais de 3 vezes e
menos de 4, ou, aproximadamente, trés vezes
e um sétimo (atualmente, dizemos 3,14 vezes).
Concluiu, entao, que, para saber a drea de um
circulo, basta calcular a area de um quadrado
construido sobre o raio e multiplicar a respectiva
drea por 3,14.

O numero 3,14 é basico na Geometria e na
Matematica. Os gregos tornaram-no um pouco
menos inexato: (3,1416...). Hoje, o simbolo
T (“pi”) representa esse numero irracional, ja
determinado com uma aproximacao de varias
dezenas de casas decimais. Seu nome s6 tem uns
duzentos anos e foi tirado da primeira silaba da
palavra peripheria, significando circunferéncia.

Por volta de 500 a.C., as primeiras uni-
versidades eram fundadas na Grécia. Tales e
seu discipulo Pitdgoras coligiram todo o conhe-
cimento do Egito, da Etruria, da Babilonia, e

mesmo da India, para desenvolvé-los e aplica-
-los 4 matematica, 4 navegacio e a religido. A
curiosidade crescia e os livros sobre Geometria
eram muito procurados. Um compasso logo
substituiu a corda e a estaca para tracar circulos,
e o novo instrumento foi incorporado ao arsenal
dos geometras. O conhecimento do Universo
aumentava com rapidez, e a escola pitagérica
chegou a afirmar que a Terra era esférica, e nao
plana. Surgiam novas construcdes geométricas,
e suas areas e perimetros eram agora faceis de
calcular [...].

Fonte: Diciondrio Enciclopédico Conhecer — Abril Cultural.

'QUESTGES Resolva os exercicios no caderno.

1. De acordo com o texto, como 0s SUmMerios e os
egipcios construiam angulos retos?

2. Como o escriba egipcio Ahmes solucionou o
problema da drea do circulo?
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CAPITULO

Riacho no interior da Mata Atlantica, em Ibateguara, Alagoas. Foto de 2015.

Vocé conhece a Fundacao SOS Mata Atlantica?

Recentemente essa Fundacao e o Instituto
Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE) lan-
caram o Atlas dos Municipios da Mata Atlan-
tica. Nesse Atlas aparecem a situacdo dos
3429 municipios abrangidos pela Lei da
Mata Atlantica:

“Os dados mais recentes mostram que
Piaui, Santa Catarina e Minas Gerais concen-
tram os municipios com maior conservacao
do bioma. Ja o ranking do desmatamento ¢
encabecado por cidades do Piaui e da Bahia.
Com 4287 hectares (ha), a cidade de Eliseu
Martins (P1) lidera o ranking negativo, no
periodo de 2013 a 2014".

Disponivel em: <www.pmma.etcbr>. Acesso em: 23 maio 2016.

Sobre o bioma Mata Atlantica, temos também
aos seguintes dados:

- Unidade 2 Topicos de Geometria Plana

AREAS DE FIGURAS PLANAS

“Este bioma ocupa uma area de
1110182 km?, corresponde a 13,04% do ter-
ritério nacional e é constituida principalmente
por mata ao longo da costa litoranea que vai
do Rio Grande do Norte ao Rio Grande do
Sul. A Mata Atlantica passa pelos territorios
dos estados do Espirito Santo, Rio de Janeiro e
Santa Catarina, e parte do territério do estado
de Alagoas, Bahia, Goias, Mato Grosso do Sul,
Minas Gerais, Paraiba, Parana, Pernambuco,
Rio Grande do Norte, Rio Grande do Sul, Sao
Paulo e Sergipe”.

Disponivel em: <http//iwww.ibflorestas.org.br/bioma-mata-atiantica.htmi>.
Acesso em: 23 maio 2016,

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoe no caderno.

do Profecec

Resp jal do Professo

1. Oque é-unjl bi'on'ﬁ'a?

2. Quais unidades de medida de area aparecem
no texto?

Jinior Manolo/Fotoarena



Neste capitulo, vamos retomar procedimentos
estudados nas séries finais do Ensino Fundamental
sobre o célculo de areas de algumas figuras planas.

Por meio do texto seguinte, vamos examinar
aspectos da Histéria da Matematica sobre o célculo
de medida de superficie.

As construcoes de templos e tiimulos colossais
devem ter levado o grupo dirigente a elabora-
cdo de um sistema de taxacio de toda a terra
do Egito. Herddoto, conhecido como pai da
Historia, narra que as frequentes inundacoes
do rio Nilo faziam com que as demarcacoes
das terras as suas margens fossem apagadas.
Sendo assim, disputas de propriedades e tam-
bém questdes relacionadas as cobrangas de
IMpOSLOs por essas [erTas eram muito comuns.
E nesse contexto que tem origem uma classe
profissional: os agrimensores. Esses profis-
sionais, além de resolver tais questoes, também
procuravam desenvolver técnicas de irrigacao.

Com o desenvolvimento da agronomia egipcia,
o conhecimento sobre a medicio da superficie
foi ampliado. O quadrado foi escolhido como
unidade de medida de area. Nao podemos
afirmar com certeza os motivos dessa escolha,
mas indicios apontam, entre outros, para o uso
de ladrilhos de mosaicos ou para os padroes
quadriculados que existiam revestindo velhas
ceramicas babilonicas. Comenta-se também que
uma das primeiras descobertas sobre “4rea” teria
se dado quando da pavimentacao de assoalhos
com ladrilhos quadrades.

Tanto os egipcios quanto os babilonios sabiam
calcular a drea de um triangulo a partir das me-
didas de seus lados. Também calculavam a drea
de um circulo conhecendo a medida do raio.
Aqui é interessante observar que, para o cilculo
da area do circulo, eles dividiam a supetficie
correspondente em pequenas segoes, cada uma
tendo a forma aproximada de triangulos.

HOGBEN, Lancelot. Maravithas da Maotemdtica.
Sdo Paulo: Globo, 1958. p. 66 e 67.

No final do texto, menciona-se que o calculo da
area do dirculo seria por meio de triangulos. Apenas para
que vocé possa refletir a respeito, vamos considerar que

um circulo tenha sido dividido em 12 setores conforme
figura a sequir. Como vocé explicaria o célculo da dreado
circulo, em termos de seus elementos (comprimento da
circunferéncia e medida do raio)?

Voltaremos a essa questao ao final do capitulo.

Areas: quadrado e
retangulo

De modo geral, drea é a medida da extensao
de uma superficie. Essa medida é expressa em uma
unidade padrao preestabelecida.

Digamos que vocé deva determinar a area da
regiao plana amarela representada na figura abaixo
e que, para tanto, convencionemos como unidade
de medida o retangulo indicado pela letra U.

Comparando a regiao amarela com a regido
indicada por U (utilizada como unidade de area),
chegamos ao nimero 34: a regido amarela contém
34 vezes a unidade de area U. Assim, podemaos dizer
gue a area da regiao amarela ¢ 34 U.

Na prética, € estabelecida uma regido quadra-
da como unidade de medida de drea. Nessa regiao,
o quadrado tem seu lado medindo 1 unidade:

Areas de figuras planas Capitulo 6 -
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Qualguer regiao quadrada cujo lado tenha me-
dida unitdria tem drea igual a 1.

Do Ensino Fundamental sabemos que um qua-
drado de lado medindo ¢ tem sua &rea igual a .
Acompanhe a justificativa a sequir e, caso necessario,
discuta tais resultados com seus colegas.

« Considere, como na figura acima, uma regiao
quadrada R, cujo lado tenha medida x, sendo x um
nimera natural. Essa regidao pode ser decomposta
em x? regides quadradas, cada uma delas com lado
de medida unitaria. Assim, como cada quadrado de
medida unitéria tem &rea 1, a rea da regido quadra-
daé:

AreadeR= x’-1

AreadeR= x*

Figuras: & DAE

« Considere agora uma regido quadrada S, cujo
lado tenha medida l sendo novamente x um nu-

X
mero natural diferente de zero. Agora, a regido de
drea 1 pode ser decomposta em x? regiées quadra-

das, cada uma delas com lado de medida 1. Assim,
podemos escrever: X

x” - (4reade S) = 4rea unitaria
x*-(dreade S)=1

1
2
)2

Areade S=—
X

Area de Sz(

X | =
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Considere agora uma regiao quadrada T, cujo lado
tenha medida E, sendo p e g dois numeros naturais

(com g diferente de zero). Podemos decompor a re-

1
gido T em p? regides quadradas de lado medindo E .

Assim, temos:

Areade T=p’ -(érea do quadrado de lado l]
q

AreadeT:pE-%

2

AreadeT =‘D—2
q
2
Areade T= [E]
q

Assim, pelo que foi visto até aqui, para um
quadrado de lado /4, sendo ¢ um ndmero racional,
a area serd igual a ¢ Também é possivel chegar a
mesma conclusao se o lado de um quadrado tiver
medida representada por um numero irracional.
Como a unido do conjunto dos nimeros racionais
com o conjunto dos ndmeros irracionais resulta no
conjunto dos numeros reais, concluimos que:

Observagoes:

1. Com base na area de um gquadrado, vamos
obter as areas de figuras geométricas com outras
formas: retangulo, paralelogramo, tridangulo, trapézio,
losango e poligonos regulares.

2. Utilizaremos os termos “drea de um retangu-
lo" por exemplo, para designar drea da regiao limita-
da por um retangulo. Farermos o mesmo para outros
poligonos quaisquer.



Figuras: © DAE

Area do reténgulo

Qual é a area do retangulo de lados medindo
6 cm por § cm?

Para calcular a drea desse retangulo, vamos uti-
lizar o quadrado de lado medindo 1 cm (4rea igual a
1 cm?) como unidade de medida de area.

Como o retangulo foi dividido em quadradi-
nhos de 1 cm de lado cada um, a area do retangulo
pode ser determinada contando o numero de qua-
dradinhos de drea 1 cm?, isto &, 48 quadradinhos:

Area do retangulo = 48 - 1cm’
Area do reténgulo = 48 cm’

Também podemos chegar a esse resultado
multiplicando as medidas do comprimento e da lar-
gura do retangulo:

Area do retangulo = (8 cm) - (6 cm)
Area do retangulo = 48 cm?

De modo geral, dizemos:

A érea S de um retdngulo, cujas medidas da base
e da altura sao representadas pelos nimeros reais
positivos b e h, numa mesma unidade, é calculada
pelo produto de suas medidas, isto é:

S=b-h

Essa conclusao de que a drea S de um retan-
gulo pode ser calculada pelo preduto das medidas
da base e da altura, numa mesma unidade, pode ser
justificada a partir da area do quadrado.

Considere na figura a seguir um quadrado de
lados medindo b + h. Note que esse quadrado é

composto de dois quadrados de tamanhos diferen-
tes e dois retangulos cujos lados medem b e h.

b h

 Sendo S, a area do quadrado de lado b +h,
temos:

Sq = (b + h)?
S =b>+2-bh+h ()

+ Observando gue o guadrado maior é forma-
do por dois retangulos e dois quadrados, temaos que:

Sq=b"+h +2-5 (I

= Como as areas obtidas em (1) e (ll) sao iguais,
temos que:

b*+h +2-S=0*+2-bh+ K
2-S=2-bh
S = bh

Areas: paralelogramo
triangulo, losango
e trapezio

Como podemos determinar a area de um para-
lelogramo, de um losango e de um triangulo?

AT <>
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Area do paralelogramo

Podemos obter a drea de um paralelogramo
a partir da area de um retangulo. Nao faremos aqui
uma demonstracado formal desse resultado, porém
sugerimos um procedimento empirico que permitird
constata-lo.

Como um paralelogramo tem os lados opostos
paralelos, podemos obter um retangulo a partir dele
como sugerem as figuras a seguir:

« Construa um paralelogramo numa cartolina
como abaixo e represente a linha tracejada perpen-
dicularmente a base:

dade de medida de comprimento para obtermos
a area. Caso nao estejam, transforme-as para uma
mesma unidade. Fssa observacao serve para as de-
mais figuras planas a sequir.

Area do tridngulo

Como procedemos anteriormente com o para-
lelogramo, também podemos fazer com o tridngulo.
Entretanto, para obter a area de um triangulo, suge-
rimos a construgao de um paralelogramo a partir de
dois triangulos iguais, isto é:

b

» Recortando o paralelogramo na linha trace-
jada obtemos um tridangulo retangulo. Deslocando
esse tridngulo a direita do paralelogramo temos a
figura sugerida a seguir:

b

« Oretangulo foi obtido a partir do paralelogra-
mo sem sobreposicoes ou cortes, portanto podemos
afirmar que sua area é:

Resolva os exercicios

Questdes e reflexdes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. Como vocé define um paralelogramo?

2. Um retangulo é também um paralelogramo?

* 4

Lembre-se de que tanto a base quanto a al-
tura do paralelogramo devem estar na mesma uni-
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Figuras: @ DAE

» Juntando esses dois triangulos podemos for-
mar o seguinte paralelogramo:

» Como a érea do paralelogramo é o produto
das medidas da base e da altura, os dois triangulos
juntos tém a mesma drea do paralelogramo. Assim,
a area do triangulo é a metade da drea do parale-
logramo.

Observacao:

Demonstra-se que adrea S de um triangulo pode
ser calculada conhecendo-se as medidas de seus trés
lados a, b e c. E a conhecida férmula de Heron, isto é:

S=Jp-(p-a)-(p-b)-(p-0



Sendo p o semiperimetro do tridangulo, ou seja,

a+b+c
T B2
Exemplo:
Vamos utilizar a férmula de Heron para obter
uma expressao que forneca a drea de um triangulo
equilatero em funcao apenas de seu lado L.

« (élculo do semiperimetro

L+L+L 3L
— —)p:—
2 2

o Calculo da area

S=yp-(p-a)-(p-b)-(p-c)
BB
2 \2 2 5

3L, (LY [LY} (L
=3 () 6) (3
5=\/£—>S=L2\g

16 4

Area do losango

Podemos obter a area de um losango a partir da
area de um retangulo. Considere o losango construido
tendo como vértices os pontos médios do retangulo:

Figuras: @ DAE

D

As medidas das diagonais sao D e d (que repre-
sentam também as medidas da base e da altura do
retangulo construido). As duas linhas tracejadas es-
tao dividindo o retangulo em quatro outros retangu-
los menores, que por sua vez sao formados por dois
triangulos congruentes. Como o losango é formado

por um em cada dois desses triangulos, temos que a
drea é a metade da érea do retangulo.

Resolva os exercicios

> Questodes e reflexdes Bataliome:

Respostas no Manual da Professor.
1. Como vocé define um losango?

‘ 2. Um losango é também um paralelogramo?

Area do trapézio

O trapézio é um quadrilatero que possui apenas
um par de lados paralelos que sao as bases. Podemos
obter a formula que dé a drea de um trapézio de bases
medindo B e b conhecendo a férmula para o célculo
da area de um tridngulo, como sugere a figura a seguir:

b

» Note que o trapézio foi dividido pela linha
tracejada em dois triangulos de mesma altura h. As-
sim, a area do trapézio € igual a soma das areas dos
dois triangulos. Dessa forma, temos:

b-h B-h
=

2 2
_b-h+B-h
- 2

S

S

b+B
5-[7] L
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Areas de poligonos
regulares e area
do circulo

Agora gue ja sabemos como calcular a &rea de
um tridngulo, podemos também obter a drea de um
poligono regular. Em cada poligono regular é possi-
vel obter triangulos em que um lado coincida com o
lado do poligono, e o vértice oposto a esse lado é o
centro do poligono, como pode ser observado nos

trés exemplos a seguir:

£

Area do
quadrado:

¢-h
So =4 -| —
-4 (5)

Area do
pentagono:

{-h
= GaiE =
=5

Area do
hexégono:

£-h
s=6(57)

Figuras: © DAE
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Observe que cada um desses poligonos foi dividido
em tridngulos isdsceles. O nimero de triangulos € igual
ao nimero de lados do correspondente poligono. Assim,
podemos dizer que, se o poligono regular tiver n lados, a
regiao limitada por ele poderé ser dividida em n triangulos
isosceles. Observe esses resultados na tabela a seguir.

A altura de cada um desses triangulos isosce-
les representa a distancia do centro do poligono
até o lado do poligono. Essa altura recebe a deno-
minacao de apdtema. Se representarmos a medida
do apétema pela letra g, temos:

Observacoes:

1. O nimero de lados do poligono regular mul-
tiplicado pela medida do lado representa a
medida do contorno desse poligono, isto &, a
medida do perimetro.

2.A area de um poligono regular pode ser
calculada como a metade de seu perime-
tro multiplicada pela medida do ap6tema.
Como a metade do perimetro é denominada
semiperimetro (representamos por p), temaos
gue a area de um poligono regular é a me-
dida de seu semiperimetro multiplicada pela
medida de seu ap6tema:

S=p-a



Observe agora o que ocorre quando construi-
mos poligonos regulares, como nas trés figuras a se-

guir, em que o nimero de lados € cada vez maior.

._b._’._b{"}

Mantendo nesses poligonos a medida do apo-
tema (distancia do ponto médio de cada lado ao
centro do poligono), podemos considerar que esses
poligonos (as linhas poligonais) assim construidas se
aproximam, guanto maior o numero de lados, cada

vez mais de uma circunferéncia.

A regido limitada por uma circunferéncia é de-
nominada circulo. Queremos obter a expressao ma-

tematica da drea do circulo;

circunferéncia circulo

Exercicios resolvidos

Figuras: & DAE

Retomando o comentario feito no inicio do capi-
tulg, apos o texto da Histdria da Matematica, vamos con-
siderar que o circulo esta dividido em uma quantidade
grande de setores circulares (cada uma das partes do
circulo limitada por dois raios e um arco) de mesma drea.
Se esse numero de setores circulares for par, podemos
obter, de forma aproximada, uma figura que lembre um
paralelogramo, isto é:

r

Observando que o comprimento de uma cir-
cunferéncia de raio medindo r é dado por 27r, a me-
dida da base do “paralelograma” construido tendera a
metade do comprimento da circunferéncia, enquanto
a altura do "paralelogramo” se aproximara do raio r da
circunferéncia. Sendo assim, a area S do circulo é:

S=b-h
S=(mn-r>S=mr

1. Adiagonal de um quadrado mede 5 cm. Calcule a area
desse quadrado.

Sendo x a medida do lado do quadrado, temos:

C+x=5
-
5 52
2}(2:25:) Xz_."_: =
W2 2
Assim,
5J2 542 25
5:){-){:—- =
2 2 ¥

Portanto, a drea éigual a % am’,

2. Nolosango ABCD a sequir, sabe-se que arazdo entre suas
diagonaisé%e que sua drea é 24 cm? Determine a drea
do trapézio AMNC, onde M e N sdo pontos médios dos

lados AB eﬁ, respectivamente.

D

Sendo d e D as diagonais, em centimetros, do losango,

>-2 By (1)
; d3 = 'y , substituindo (I) em (Il),
Z % 24 |D-d=48(I)

2

ad
T-d=4B:>d=6

Substituindo d = 6 em (l), encontramos D = 8. ’

Areas de figuras planas Capitulo 6 -



Como M e N sdao pontos médios dos lados AB e ﬁ,
respectivamente, os triangulos ABC e MBN sao seme-
lhantes na razao 2 para 1, nessa ordem.

B

D

Assim, a drea do trapézio AMNC é igual a:
6+3)-2
5=¢=9
2 -
Logo, a drea do trapézio é 9 cm?.

3. Um circulo de raio 6 cm estd inscrito em um hexdgono
regular de lado 4J§ cm, ou seja, o raio do circulo € igual
ao apdtema do hexdgono. Calcule a drea da regido externa
ao circulo e interna ao hexagono.

A area da regido € a diferenca entre a area do poligono
e a area do correspondente circulo:

S=72\/3-36n= 36{2\5—11:]

Portanto, a drea procurada é 36(2+/3 — 1) em?.

4, Calcule a rea da regiao sombreada dentro do quadrado.

Figuras: @ DAE

3cm

3cm

A drea da regidao sombreada é igual a drea do quadra-
do de lado 3 cm menos um quarto da area de um cir-
culo de raio 3 cm. Entao,

1
§=3.3——.q-3?
4

36—9m .

Logo, a drea procurada é m?,

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no cademno.

1. Umterreno tem a forma de um trapézio cujas bases me-
dem 15 m e 28 m. A altura desse trapézio (distancia entre
as duas bases) & igual a 12 m. Nesse terreno foi construida
uma casa retangular de 13 m por 9 m. Responda:

a) Qual éa area do terreno? 258 m°

b) Depois de construida a casa, no terreno restante foi plan-

tada grama. Qual é a drea total ocupada pela grama?
141 m?
2. Considere um retdngulo cujas medidas dos lados sao

representadas pelas letras x e y, conforme a figura a seguir:

x

a) Oque acontece com aérea S desse retangulo quando

duplicamos a altura e mantemos a medida da base?
A drea 5 duplica.

b) Triplicando a medida da base do retangulo, o que

devemos fazer para manter a medida da &rea?
Devemos multiplicar a medida da altura por 1/3.
¢} O que deve ser feito para quadruplicar a drea desse

retangulo, mantendo a medida da altura?
Devemos quadruplicar a medida da base.
3. Qual é a razao entre as dreas de um retangulo e de um

tridangulo, nessa ordem, que tém em comum as mesmas
medidas de base e altura? ?

4. Na figura abaixo, a medida da altura do retangulo é a
mesma medida da diagonal do quadrado; além disso,
a base do retangulo é o dobro de sua altura. Sendo x a
medida do lado do quadrado, obtenha a expressao que
representa a drea do retangulo em fungao de x.

4
unidades
de drea.

- Unidade 2 Topicos de Geometria Plana




5.

No tridngulo equiltero a sequir, h representa a altura tra-
cada a partir de um de seus lados. Sendo assim, ela forma

um angulo reto com o lado considerado como base.
Resposta:h = 5 - 43

{

Sendo h a altura do tridngulo e S sua drea, expresse hem
funcao da drea S.

Qual das duas regides abaixo tem maior drea: a limitada

pelo tridngulo ou a limitada pelo losango? Considere que:
As dreas do triangulo e dp losango sao lguais ,
« 3 medida da aftira do tri]éﬁguo & igual & medida da

diagonal maior do losango;

= a medida da base do tridngulo é igual a medida da
diagonal menor do losango.

Em seu caderne, desenhe um retangulo cuja base meca
5.5 cm e a altura 3,5 cm. Duplicando essas medidas, ob-
ternos um novo retdngulo. Responda:

a) Qual é a drea do retangulo inicialmente desenhado?
E do novo retangulo? Area do retdngulo inicial = 19,25
Area do novo retangulo = 77 cm’.

b) Qual é a razao entre as medidas das bases do retan-

gulo menor e do retdngulo maior, nessa ordem? E

das alturas, na mesma ordem? .

¢} Qual é a razao entre as medidas das reas do retan-
gulo menor e do retangulo maior, nessa ordem? l

Os dois retdngulos a seqguir sao semelhantes.

Flguras: @ DAE
\

Se a razao de proporcionalidade entre as medidas dos
lados correspondentes, do retangulo maior para o retan-
gulo menor, & igual a k, responda:

a) Os perimetros desses dois retangulos tém, na mes-

ma ordemn, a mesma razao de proporcionalidade k?
20M
b) Entre as areas, qual é a razao de proporcionalidade?
A razao entre as areas & igual a k.
Em uma atividade do capitulo anterior, vimos que
o tridngulo PMN, sendo P o ponto médio deBC,

cm*

10.

11.

12.

13.

14.

é semelhante ao tridngulo ABC. A razdo de proporcionali-
dade entre os lados desses triangulos &

AB_AC_BC _,
NP MP  MN

Qual é a razdo de proporcionalidade entre as dreas desses
dois triangulos na ordem considerada, isto &, drea do
tridngulo maior para area do tridngulo menor?

Atazdo entre as dreas & igual a 2 = 4.

Em seu caderno, desenhe um guadrado cuja medida do
lado seja 4 cm. A seguir, obtenha:

a) a medida do apétema. 2cm
b) a medida do perimetro. 16cm
c) a medida da &rea. 16 cm’

Se o perimetro de um poligono regular é igual a 26 cm
e a medida do apdtema & 2 cm, qual € a medida da drea
desse poligono? 26 cm’

Na figura, estdo representadas duas circunferéncias con-
céntricas, isto &, circunferéncias de mesmo centro. A regido
colorida entre essas duas circunferéncias € denominada
coroa circular. Obtenha uma expressao que forneca a drea
dessa coroa circular em fungao das medidas dos raios dessas

duas circunferéncias (R € o raio da maior e r, 0 da menor).
Resposta no Manual do Professor.

O comprimento de uma circunferéncia de raio r é
determinado por 27r. Qual é a expressao gue fornece,
dessa mesma circunferéncia, o comprimento do arco
correspondente a:

a) uma semicircunferéncia? = - 1
= v i
b) um quarto da circunferéncia? —

Nos meios de comunicagao é comum a utilizagao de gra-
ficos de setores para apresentar informacoes resultantes
de pesquisas. O grafico de setores abaixo apresenta o re-
sultado de uma pesquisa sobre a qualidade do transporte
coletivo em uma cidade, Resposta no Manual do Professor.

Areas de figuras planas Capitulo 6 -




15.

Figuras: & DAE

Qualidade do transporte coletivo

5%
0%

B Muito Boa B Ruim
. Boa . Nio opinaram

Elabore uma tabela contendo o percentual e a drea de
cada setor circular indicados no gréfico. Utilize uma
calculadora e considere que o raio do circulo € 3cm g,
além disso, m=3,14,

Ldcia, ao calcular a medida do perimetro do circulo
(comprimento da circunferéncia), observou que, nume-
ricamente, o valor obtido era igual & drea do circulo. Qual
& a medida do raio do circulo?

2 unidades de comprimento.

circunferéncia circulo

16. Seaareadeum circulo de raio r é dada por i, responda:
Respostas no Manual do Professor.
a) Qual é a drea de um semicirculo de raio 17 E de um

guarto desse circulo?

b) Se a medida do angulo central que coresponde a um
circulo € 360°, qual é a medida do angulo central corres-
pondente a um semicirculo? E a de um quarto de dirculo?

17. Ja mencionamos anteriormente que um setor circular
& uma fracdo de um circulo. Se conhecermos a medida
do angulo central (dngulo cujo vértice esta no centro da
circunferéncia que contém o setor), como indicado na
figura, poderemos calcular sua drea, que serd diretamente
proporcional a medida desse dngulo. Observe a seguir
como calculamos, considerando que a medida do angulo
central é em graus, igual a a.

= (Chamando de S a drea do setor circular, temos a se-

guinte proporgao:

S —_
n’ 360°

Entao:

a) Determine a expressao gue fornece a area S de um
setor circular cuja medida do angulo central € 180°.

b) Determine a expressao que fornece a drea S de um
setor circular cuja medida do angulo central € 90°.

Algumas conclusoes

Procure responder as questdes a seguir envol-

vendo topicos de Geometria Plana que foram retomados

nesta unidade. Se necessario, retorne ao capitulo corres-
pondente ao assunto da questao.

1. Quando vocé amplia um tridngulo qualquer, o que
perrmanece inalterado em termos de medida?

2. Qual é a soma das medidas dos dngulos internos
de um triangulo? E a soma das medidas dos an-
gulos externos?

3. Duplicando o nimero de lados de um poligono
duplica-se também a soma das medidas de seus
dngulos internos?

4. Como vocé diferencia um poligono convexo de
um poligono ndo convexo?

5. O que vocé pode afirmar scbre as medidas de
dois angulos opostos pelo vértice?

- Unidade 2 Tépicos de Geometria Plana

6. F possivel verificar que dois triangulos sao seme-
lhantes observando apenas as medidas de seus
angulos internos?

7. Quando dois poligonos de mesmo nimero de lados
sao semelhantes?

8. Quais elementos sdo necessarios para calcular a
area de um quadrado? E de um retangulo? E de
um losango? E de um paralelogramo? E de um
trapézio?

9. Qual é a diferenca entre cdirculo e circunferéncia?

Como calcular a drea de um circulo?

10. Como podemos calcular a area de um poligo-
no regular?

Troque ideias com seus colegas a respeito das res-
postas para as questoes acima. Apos, liste as dificuldades
encontradas e os assuntos que devem ser retomados.




Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (Uerj) Uma ferramenta utilizada na construcdo de uma rampa
é composta pela seguinte estrutura: 17530/
* duas varas de madeira, correspondentes aos segmentos
AE e E, gue possuem comprimentos diferentes e
formam o angulo DAE igual a 45°

= urna travessa, correspondente ao segmento BC, que
une as duas varas e possui Uma marca em seu ponto
médio M;

* um fio fixado no vértice A e amarrado a uma pedra P
na outra extremidade;

«  nesse conjunto, os segmentos AB e AC s30congruentes.

Observe o esguema que representa essa estrutura:

A

Figuras: © DAE

Quando o fio passa pelo ponto M, a travessa BC fica na
posicao horizontal. Com isso, obtém-se, na reta que liga os
pontos D e E, a inclinagdo o desejada.

Caleule @, supondo que o angulo AED mede 85°.

2. (Unicamp 2015) A figura abaixo exibe um retangulo ABCD
decomposto em qguatro quadrados.

D Cc

A B

O valor da razao 2B ¢ igual a:
BC
@5
3

b) 5 d)

fak

(¥,
rlw W]

3. (Unesp) Afigurarepresentaduasraias de uma pista deatletismo
plana. Fabio (F) e André (A) vao apostar uma corrida nessa pista,

cada um correndo em uma das raias. Fabio largard a distancia
FB da linha de partida para que seu percurso total, de F até
a chegada em C', tenha o mesmo comprimento do que o
percurso total de André, queird de Aaté D',

linha de

A raia de André
linha de
partida >
B E raia de Fabio
Considere os dados:
= ABCDe A'B'C'D’ s3o retangulos, O percurso de Aaté D=
gy we w & éigual 150 m.
» B' A’ eF estaoalinhados. =t
FB=12m.

* (,DeEestaoalinhados.

o A'De B'Csao arcos de circunferéncia de centro E.

Sabendoque AB=10m, BC=98m, ED=30m, ED'=34m
e o=72°, calcule o comprimento da pistade Aaté D' g,
em seguida, calcule a distancia FB. Adote nos célculos
finais =3

4. (UPE) Nafigura representada a seguir, 0 segmento DE divide
o trapézio ABCD em duas figuras de mesma &rea.

26 cm
p *+————F ¢

E
A ~ g

54 cm

Nessas condicdes, quanto mede o segmento AE ?
a)13cm
b)20cm
c)27cm
d)28cm

cm

5. (Uece) Os pontos médios dos lados de um tridngulo equi-
latero cuja medida da area é 93 m? sao ligados dividindo
o triangulo em quatro outros tridangulos equildteros con-
gruentes. A medida da altura de cada um destes triangulos
menores &:

Jﬁm.
b) 625 m.
c) Jﬁ,ﬁm_
d) /645 m.

Areas de figuras planas Capitulo 6 -



Vestibulares e Enem

Figuras: © DAE

(Enem) Uma crianga deseja criar triangulos utilizando palitos
de fosforo de mesmo comprimento. Cada tridngulo serd
construido com exatamente 17 palitos e pelo menos um
dos lados do tridngulo deve ter o comprimento de exata-
mente 6 palitos. Afigurailustra um tridgngulo construido com
essas caracteristicas.

A guantidade maxima de triangulos ndo congruentes dois
a dois que podem ser construidos é:

3_

b) 5.
c) 6.
d) 8
e) 10.

(Uepa) Um dos problemas enfrentado pelas empresas de
telefonia celular é disponibilizar sinal de qualidade aos
seus usudarios, fato que nos Ultimos tempos tem gerado
uma série de reclamacdes segundo o Procon. Visando
solucionar os problemas de infraestrutura e cobrir uma
regiao com sinal de qualidade, uma operadora instalou 3
antenas (A, A, e A)) situadas nos vértices de um tridngulo
equilatero cujo lado mede 8 km, conforme indicado na
figura abaixo. Nessas condigdes e considerando que cada
urma das antenas cobre uma area circular equivalente a
16 km? com sinal de qualidade, € correto afirmar que
0 usuario dessa operadora gue se encontrar:

A

A 8km A,

a) num dos lados do tridngulo nao tera sinal de qualidade.

b) dentro da érea delimitada pelo tridngulo sempre terd
um sinal de qualidade.

@ no centro do tridngulo ndo terd sinal de qualidade.

d) a4 km de um dos vértices do tridngulo nao terd um
sinal de qualidade.

e) num dos vértices do tridngulo nao terd sinal de qualidade.

(Unesp) Os poligonos ABC e DEFG estdo desenhadosem
uma malha formada por quadrados. Suas dreas s3o iguais a
S, e 5, respectivamente, conforme indica a figura.

w
o

Sabendo que os vértices dos dois poligonos estdo exata-
mente sobre pontos de cruzamento das linhas da malha, é
correto afirmar gue SS’—" éigual a:

5,25. I
b) 4,75.
¢} 5,00.
d) 5,50.
e) 5,75.

(Uerj) Uma chapa de ago com a forma de um setor circular
possuiraio R e perimetro 3R, conforme ilustra aimagem.

A &rea do setor equivale a:

a) R?

2
b &
4

2
*id
2



10.

11.

12.

13.

(UEMG) Nurn gramado retangular, com dimensdes de 15 m
por 6m, é fixado um esguicho gue consegue molhar uma
area circular com alcance de um raio de 3 m. Fixando-se
esse esguicho em mais de um ponto, com a finalidade
de molhar a maior regido possivel, sem se ultrapassar
os limites do gramado retangular e sem permitir que a
mesma parte da grama seja molhada duas vezes, ficara
ainda uma drea do gramado sem ser molhada.

E

Repina Valeriva/Shutter stoc k.co

O tamanho aproximado da drea que ficard sem ser molhada

corresponde a:
(Dsymm{

d) 42,70m*.

a) 5,22m’.
b) 8,56m>.

(Enem) Uma pessoa possui um espago retangular de lados
11,5 m e 14 m no quintal de sua casa e pretende fazer um
pomar doméstico de macgas. Ao pesquisar sobre o plantio
dessa fruta, descobriu gque as mudas de maga devern ser
plantadas em covas com uma Unica muda e com espaca-
mento minimo de 3 metros entre elas e as laterais do terre-
no. Ela sabe que conseguira plantar um ndmero maior de
mudas em seu pomar se dispuser as covas em filas alinhadas
paralelamente ao lado de maior extensao.

O ndmero maximo de mudas que essa pessoa poderad
plantar no espago disponivel é:

a4 @)3

b) 8. d) 12.

e) 20.

{UPF-RS) No quadrado ABCD de lado x, representado na figu-
ra a sequir, 0s pontos Re § s3o pontos médios dos lados AB

e B_C, respectivamente, e O é o encontro das duas diagonais.
Arazao entre a drea do quadrado pequeno (pintado) e a drea
do quadrado ABCD &

R
A £ B
9 i
D c é
1 1 1 1 1
a) — b) — ) — — e) —
16 12 10 @8 ) 4

(PUC-RJ) A medida da &rea, em cm, de um quadrado que
pode ser inscrito em um circulo de raio iguala 5cm é:

a) 20 g 25
(s

b) 2542 d) 5042

14.

(UFSC) Duas cidades, marcadas no desenho abaixo como
A e B, estdao nas margens retilineas e opostas de um rio,
cuja largura é constante e igual a 2,5km, e a distancias
de 25km e de 5km, respectivamente, de cada uma
das suas margens. Deseja-se construir uma estrada de A
até B que, por razbes de economia de orcamento, deve
cruzar o rio por uma ponte de comprimento minimo, ou
seja, perpendicular s margens do rio. As regides em cada
lado do rio e até as cidades sao planas e disponiveis para
a obra da estrada. Uma possivel planta de tal estrada estd
esbocada na figura abaixo em linha pontilhada:

12 k. B

m=3

(&

15.

K

Considere gue, na figura, o segmento HD é paralelo a AC
e adistancia HK'=18km.

Calcule a que distancia, em quilémetros, devera estar a
cabeceira da ponte na margem do lado da cidade B (ou
seja, 0 ponto D) do ponto K, de modo que o percurso total
da cidade A até a cidade B tenha comprimento minimo.

(Enem) O dono de um sitio pretende colocar uma haste
de sustentacdo para melhor firmar dois postes de
comprimentos iguais a 6 m e 4 m. A figura representa
a situacao real na qual os postes sao descritos pelos
segmentos AC e BD ea haste é representada pelo EF, todos
perpendiculares ao solo, que é indicado pelo segmento
de reta AB.Os segmentos AD e BC representam cabos
de ago que serdo instalados.
D
c
= 6
4
A F L.
Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?
a) Im
b) 2m
(924m
d) 3m

e) 2d6m

Areas de figuras planas Capitulo 6 -
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16. (Enem) A cerdmica constitui-se em um artefato bastante

17.

presente na histdria da humanidade. Uma de suas varias
propriedades € a retragao (contragao), que consiste naevapo-
ragao da dgua existente em um conjunto ou bloco cerdmico
quando submetido a uma determinada temperatura elevada.
Essa elevacao de temperatura, que ocorre durante o processo
de cozimento, causa uma redugio de até 20% nas dimensodes
lineares de uma peca.

Disponivel em: <www.arqg.ufsc.br>.
Acesso em: 3 mar. 2012.

Suponha gue urmna peca, quando moldada em argila, possuia
uma base retangular cujos lados mediam 30 cm e 15 cm.
Apds o cozimento, esses lados foram reduzidos em 20%.
Em relacao a area original, a drea da base dessa peca, apds
o cozimento, ficou reduzida em

a) 4%.

d) 64%.
e) 96%.
(Enem) Para decorar a fachada de um edificio, um arguiteto
projetou a colocagao de vitrais compostos de quadrados de
lado medindo 1 m, conforme a figura a seguir.
B
D

Nessa figura, os pontos A, B, C e D sdo pontos médios
dos lados do quadrado e os segmentos AP e QC medem
1/4 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar
um vitral, sao usados dois tipos de materiais: um para a
parte sombreada da figura, que custa RS 30,00 o m?, e
outro para a parte mais clara (regides ABPDA e BCDQB),
que custa R$ 50,00 o m?,
De acordo com esses dados, qual € o custo dos materiais
usados na fabricacdo de um vitral?
a) R§ 22,50

(b)Rs 3500
c) R$ 40,00
d) R$ 42,50
e) R$ 45,00

19.

(UFRGS) As circunferéncias do desenho abaixo foram cons-
truidas de maneira que seus centros estao sobre aretare que
uma intercepta o centro da outra. Os vértices do quadrilitero
ABCD estao na interse¢do das circunferéncias comaretare
nos pontos de intersecao das circunferéncias.

D

Se o raio de cada circunferéncia é 2, a drea do quadrilatero
ABCD é

a) ﬂ
2

b) 34/3.

(9 6.

d) 83.
&) 123,

(Uece) Considere o retangulo XYZW no qual as medidas
dos lados XY e YZ sao respectivamente 5 m e 3 m. Sejam M
o ponto médio do lado XY, N o ponto médio do lado ZW, P
e Q respectivamente a intersecdo dos segmentos WM e NY
com a diagonal XZ. A medida da 4rea do quadrilatero convexo
MYPQ, ern m? é

a) 4,75.
b) 4,50
c) 4,25

(d)375

NpEsaro N

Desafio (Obmep 2014) Na figura abaixo ABCD e EFGC
sao quadrados de dreas R e S, respectivamente. Qual
¢ a drea da regido cinza?

o
O ¢------ A
@

Figuras: & DAE



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Orientagoes e respostas no Manual do Professor.

O holandés Maurits Cornelis Escher estava certa
vez em um passeio por antigos castelos, quando se
encantou pelos mosaicos ali presentes. Tendo estu-
dado arquitetura, desde entao passou a estudar e re-
presentar de forma artistica a magia dos mosaicos e
as ilusdes que podem ser criadas ao se representarem
figuras tridimensionais no plano.

Um de seus quadros mais famosos (Répteis,
1943) esta representado ao lado.

Nele, o artista representa o prépric caderno
onde um mosaico feito de lagartos parece ganhar
vida, com os animais caminhando sobre a mesa e
voltando ao caderno. A propria mesa possui objetos
repletos de significado, dentre os quais figura um es-
quadro e um dodecaedro regular.

2016 The M.C. Esc her Com pany-The Netherlands, All rights reserved

Analisa nd(_} 0 quadro com atengao e DOSSI\{el e Quadro Répteis, de Maurits Cornelis Escher. Litogravura.
tar que cada animal ocupa o espaco de um hexagono 1943 385 mm x 334 mm.

regular como podemos perceber no detalhe a seguir:

.
Repare que, na figura da esquerda, a area azul é ‘ ' ‘
\

idéntica a drea vermelha, completando o hexagono.

Com base nessa observacao, faca as atividades a seguir. r ~

e = = 7= Resolva os exercicios no caderno.
Questdes e investigacoes

1. Se o caderno de Escher possui folhas de tama- @ Beblewr
nho A4 (aproximadamente 21 cm x 29 cm) e foi (30 cm)
o ti
cober)to na largura por exatamente 3 hexagonos = e
e meio (como na figura abaixo), qual é a drea
ocupada por cada lagarto? o patio (12 m)

O painel circular de diametro AB foi pintado sobre
a projecao, ficando ao final com aproximadamen-
te 40 lagartos desenhados.

a) Utilizando semelhanca de triangulos, determine
o didmetro AB do painel circular em centimetros.

b) Calcule a &rea do painel, utilizandon=3.

. ¢) Sabendo gue o painel foi preenchido com 40 la-
2. Um professor de arte resolveu montar um painel gartos, calcule a rea de cada lagarto.

com seus alunos, em uma parede do patio, pin-

- : d) Calcule o lado do hexdgono ocupado por cada
tando em um muro um circulo preenchido com ) = 9 PACREEE S

; : : lagarto.
esse mosaico. Para isso, montou uma Imagemem
negativo, reproduzindo esse mosaico diversas 3. Utilizando dois tipos de poligonos regulares, crie
vezes em uma folha e projetando—a a partir de um padréo e preencha uma folha de tamanho

um slide, da seguinte maneira: A4.

Areas de figuras planas Capitulo 6 -
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A natureza tem sido a
grande fonte de pesquisas.
A compreensao dos
fenomenos da natureza,
como a formacdo de

um tornado, € objeto

de incansaveis buscas.
Identificar as variaveis
envolvidas e estabelecer
relaces entre elas € a
tarefa de um pesquisador.

Nesta unidade, o estudo de
funcbes aborda, aléem do
conceito, o estudo de suas
representacoes algébricas
e graficas. Destague para

a funcdo afim e a funcéo
quadratica.

Os tornados se formam a partir de

uma mudanca na dire¢do e velocidade
do vento. Alguns sdo formados por
"supercélulas” e provocam os piores
tornados. Na imagem, um exemplo desse
tipo em Rapid City, Dakota do Sul, EUA.
Foto de 2015.

Marko Korosec/Barcroft USA/Getty Images
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RELACAO DE DEPENDENCIA
ENTRE GRANDEZAS

Para uma viagem vérios cuidados precisam ser tomados em relagdo ao carro. Rodovia SC - 163, Santa Catarina. Foto de 2015.

Ao planejar uma viagem de carro, varios
cuidados devem ser considerados em relagcéo
a manutencao do veiculo, como verificacao
dos freios, calibragem dos pneus, checagem
do oleo etc. Um motorista cuidadoso também
se preocupa com o consumo de combustivel.
Vocé sabia que o consumo de um automovel
andando a 100 km/h pode ser até 20% maior
do que se estivesse a 80 km/h?

Nesse sentido, podemos afirmar que o
consumo de um automovel depende, entre ou-
tros fatores, da velocidade com gue o motorista
dirige. Quando afirmamos isso, estamos, de cer-
ta forma, relacionando duas grandezas: consu-
mo e velocidade. Ao relacionar duas grandezas
em que uma depende da outra, estamos em-
pregando um dos conceitas mais importantes
da Matematica: o conceito de funcao.

Conceito de funcao

Ao estudarmos um fendmeno fisico, uma
das questdes gue podem ser analisadas é como
as varidveis desse fendbmeno estdo relaciona-
das. Entra em cena o conceito de fungao, que
pode auxiliar na obtencao da relacao existente

- Unidade 3 Funcées

entre as variaveis envolvidas, permitindo me-
lhor compreenséo do fendmeno estudado.

Agora, por meio de alguns exemplos, vamos
observar as primeiras nogoes a respeito de funcao.

1.Area de um quadrado e medida do
lado do quadrado

Figura: & DAE

4

Na unidade anterior, retomamaos o célculo
da drea de um quadrado. Na tabela abaixo, rela-
cionamos algumas medidas do lado a medida
que correspondente a sua area. Observe.

Medidadolado emcr)  Area (emcm?)
2 | 4
25 | 6,25
\ V7 7
36 12,06
4 | 16,81
15 225
20 400




@
5
=
2
z
£
3

Resalva os exercicios no caderno.

Questoes e reflexoes

1. Do que depende o célculo da drea de um
quadrado?

2. Se a medida do lado do quadrado é repre-
sentada por €, e a drea dele € representada
por S, gual é a relacao matemadtica entre
essas medidas?

Respostas no Manual do Professor. /

No exemplo, a drea do quadrado é obtida
em funcao da medida do lado desse quadrado.
Assim, conforme a tabela estabelece, para cada
valor que fornecemos como medida do ladg,
hd em correspondéncia um Unico valor para a
medida da area.

2. Distancia percorrida e tempo

Rodovia Ferndo Dias, no sentido SP/MG. Foto de 2016.

Considere que um carro se movimen-
ta com velocidade constante de 80 km/h. A
tabela a seqguir relaciona alguns valores das
distancias percorridas com os tempos corres-
pondentes.

1 80
52 120

2 160
25 200

Resalva os exercicios no caderno.

Questoes e reflexoes

1. Qual serd a distancia percorrida pelo carro
apos 3 horas?

2. Quanto tempo o automaovel levarad para
percorrer a distancia de 400 km?

3. Se a distancia percorrida em quilémetros
pelo carro for representada por d e o tempo
em horas por f, qual é a relagao entre essas

duas varidveis?
Respostas no Manual do Professor. /

Neste exemplo, a distancia percorrida pelo
carro depende do intervalo de tempo. Em outras
palavras, dizemos que a distancia percorrida é
funcao do tempo.

Observacoes:

1. No primeiro exemplo apresentado, vocé deve
ter concluido que podemos expressar a area
S de um guadrado em funcao da medida ¢
de seu lado por meio da seguinte relaco:

S=¢
Essa relacdo é conhecida como lei de forma-
cao da funcao que relaciona S com €.

2. No seqgundo exemplo, a distancia (d) percor-
rida por um carro a velocidade constante de
80km/hdependedotempo (1), istoé dizemos
gue d é uma funcao de t. A lei de formacao
da funcao que vocé deve ter encontrado €

d-1=80

3. Existem situacoes em que nao podemos ob-
ter a lei de formacéao da funcao. Para exempli-
ficar, considere que a tabela a sequir indique
a temperatura (em °C) de um local ao longo
de algumas horas de uma manha.

135|167 22 [225] 23 |252

A partir dessa tabela nao podemos esta-
belecer uma férmula (lei de formacao) que rela-
cione a temperatura em fungdo do horério.

Relacdo de dependéncia entre grandezas Capitulo 7




EXPLORANDO v o :
Orientagoes e respostas no Manual do Professor.

Vamos explorar um g
pouco mais a relagao de ‘;
dependéncia entre duas
grandezas considerando
o preco estipulado por
um posto na venda de
gasolina comum, confor-
me ilustracéo ao lado.

1. Utilizando uma planilha eletrénica, com um colega,
construauma planilha. Ela deverd conter quatro colunas
(A,B,CeD)enovelinhas. Na primeira linha da coluna A,
escreva ‘nimeros de litros) e na coluna C,"valor total a
pagar” Na coluna A, insira os valores que estao nas célu-
las da sequnda até a nona linha (A2 até A9), conforme a
seguir. Cada valor devera ser multiplicado por 3,58, que
€ o prego, em reais, do litro de gasolina comum.

Numero de litros Valor total a pagar

2. Como o preco do litro de gasolina comum que
utilizaremos & R$ 3,58, vocé podera obter os valores
correspondentes da coluna G, utilizando na planilha
uma férmula. Deve-se multiplicar o valor em litros,
por RS 3,58. Logo, na célula C2, insira "=A2*3,58" (isto
6,0 nimero que esta na célula A2 é multiplicado por
3,58, e * representa a multiplicacac). Observe a seguir.

Numero de litros

Valor total a pagar
il =A2*358 |

3. Agora, pressione enter na célula C2 e aparecers o valor
3,58 (correspondente 4 multiplicacao de 1 por RS 3,58).

Numero de litros

Valor total a pagar
1 | 358

4. Para obter os valores correspondentes as outras
quantidades de litros de gasolina comum, selecione
acélula C2 e pressione o comando Control C. A seqguir,
‘com o mouse, selecione as células C3 até C9.

- Unidade 3 Funcoes

Valor total a pagar

Numero de litros

o

:]14

§|
4
- B
1|
7
8
o

5. Agora, pressione o comando enter g, na coluna C,
aparecerdo os totais a pagar pelos litros correspon-
dentes de gasolina comum.

Numero de litros Valor total a pagar

1 358

2 716

1074

12 4296
14 5012
15 537
20 716
25 895

6. Pesquise para saber o valor do combustivel etanol
e faca 0 mesmo processo, utilizando as mesmas
quantidades de litros.

7. Qual é aférmula que permite relacionar o valor total
a ser pago em funcao do litro de gasolina? E do litro
de etanol?



Funcao e conjuntos

Vimos anteriormente a dependéncia entre
duas grandezas representada algebricamente (pela
lei de formacao da funcao) e também por meio de
tabelas. Podemos também representar essa depen-
déncia usando diagramas para relacionar elementos
de conjuntos. Vamos considerar alguns exemplos:

No diagrama a sequir, observe gque os elemen-
tos do conjunto A estao relacionados com elemen-
tos do conjunto B. A relacao é a sequinte: o elemento
do conjunto A esta relacionado com o seu quadrado
no conjunto B.

Figuras: & DAE
4
-
.

Observando atentamente o diagrama apresen-
tado, vemos que:

b todos os elementos do conjunto A estao rela-
cionados a um elemento do conjunto B;

P cada elemento do conjunto A corresponde a
um Unico elemento do conjunto B.

Assim, nesse exemplo, temos uma funcéo de A
em B, isto & uma funcao que associa elementos do
conjunto A com elementos do conjunto B.

Se indicarmos cada elemento de A como x, e
cada elemento do conjunto B ao qual A se relaciona
como y, teremos:

0 0
-1 1 Lei de formacao
que relaciona y em
: 4 funcao de x.
3 9
4 16

Representando essa funcdo por f, e observando
que ela relaciona elementos de A com elementos de
B, tem-se . A — B (lé-se: funcao f que vai de A em
B): isso significa “funcao f que associa elementos do
conjunto A com elementos do conjunto B”

Exemplos:

» No diagrama a sequir, relacionamos os ele-
mentos de A = {1, 2, 3} com elementos de
B={—1,1,2,3, 5}da seguinte maneira: cada
elemento de A esta associado com seu do-

broem B.
A B
PN T,
4 h\ ’/' \\
4 \ \
'IIII \IIII |Illl ’ _1 "ll
| | .- |
[ T ‘-\‘; ) |
I |
| 2 | >
\ |
| ,I \ I.’
\ 3 | =3 |
1" |I|| \ Jllnl
\ / \ &8 .
\ / \ /
\ S X, ¥
\ = o

Como existem elementos de A que nio tém
seu dobro em B, neste caso, nao temos uma funcao
relacionando esses conjuntos.

» No diagrama a seguir, relacionamos os ele-
mentosde A ={8,9, 10, 11, 12} com elemen-
tos de B = {0, 1, 2, 3, 4} da seguinte maneira:
cada elemento de A esta associado ao resto
da divisao dele por 4 que estd em B.

Note que nesse exemplo temos uma fungdo
f. A — B, pois todos os elementos de A tém corres-
pondente em B e, além disso, cada elemento de A
corresponde a um Unico elemento de B.

» No diagrama a seguir, relacionamos os ele-

Relacdo de dependéncia entre grandezas Capitulo 7 -



mentos de A = {2, 5} com elementos de
B =1{4,6,8, 12, 15} da seguinte maneira: cada
elemento de A esta associado com seus mul-
tiplos que pertencem ao conjunto B.

A B

Figuras: © DAE

Nesse exemplo, ndo temos uma funcdo de A
em B. Note que existe um elemento no conjunto A
gue corresponde a quatro elementos do conjunto B.
Para ser funcado f: A — B, cada elemento de A deve
estar relacionado com um tnico elemento de B.

Apos considerarmos esses exemplos, dizemos que:

A notagado f A — B é utilizada quando quere-
mos representar que a funcao f associa elementos x
de A com elementos v de B conforme indicado no
diagrarma a seguir.

A B
x* LY
Observacées:

1. Uma funcao f. A — B, conforme diagrama
acima, "“transforma” o elemento x € A em
um elemento y € B. Essa transformacao

- Unidade 3 Funcoes

é representada por y = f(x), que pode ser
lida por“y é uma funcdo de x"ou "y é f de
x" Nesse caso, x € denominada variavel in-
dependente, e y denominada variavel de-
pendente de x.

2. Numa fungac f: A — B, o conjunto A cha-
ma-se dominio da funcéo, e o conjunto
B, contradominio da funcao. Para cada
X € A, seu elemento correspondentey € B
chama-se imagem de x pela funcao f. Ao
conjunto formado por todos os valores de
v obtidos dé-se o nome de conjunto ima-
gem da funcéo.

3. Representamos por D(f) o conjunto dominio
da funcao f, por CD(f) o conjunto contrado-
minio da funcéo f, e por Im(f) o conjunto
imagem da funcao.

Quando queremos especificar para quais valo-
res da varidvel independente x a funcao esta definida,
é necessario indicar o dominio da fungao. Além disso,
também se pode esclarecer sobre o contradominio
da funcéo. Observe no exempilo.

Seja a funcéo £ N — N, definida pela féormula
(lei de formacao) y = fix) = x? + 1. A tabela a seguir
indica como, atribuindo valores naturais para a varia-
vel x, obtemos valores para a varidvel natural y.

B ¢ y=fx)=x* +1

0 y=f)=0+1=1

1 y=f)=17+1=2

2 y=f=22 +1=5
3 y=f)=3+1=10
4 y=f)=2 +1=17
10 y=fx) =10 +1=101
16 y=fl) =16 +1=257

Conforme a lei de formacao apresentada, a fun-
¢ao "transforma” todo numero x que esta no seu do-
minio em outro ndmero de seu contradominio (& o
quadrado adicionado da unidade).



calcular x2 somar x2 com 1

x=16

OBSERVAGAO:

transformado. O esquema ao lado sugere isso.

Exercicios resolvidos

Quando dizemos que uma fungao “transforma’, € como se tivéssemos
uma magquina que, conforme o exemplo anterior, fosse programada
para “elevar qualguer nimero x ao quadrado e adicionar uma unidade
ao resultado”. A lei de formacéo dessa funcio informa como o x é

Adllson Secco

1. Lembrando que a altura h de um tridngulo equildtero

delado f,éigualah = £Y3 responda:
2

a) Qual € a altura de um tridngulo equildtero cujo
lado mede 5 cm?

b) Qual é a altura de um tridngulo equildtero cujo
lado mede 10 cm?

c) Qual é a altura de um triangulo equilatero cujo
lado mede 243 cm?

d) Qual é a varidvel dependente e independente na

relagégo h = t—\ﬁ.?
2
a) h=£=>h= ﬁ cm
P 2

b) h= %:@ h=5V3 cm

ch= ?::h= 2‘5"@ =h=3cm
2

d) Observe que h depende do valor de . Assim,héa
varidvel dependente e € é a varidvel independente.

2. SendoA={—1;,0;11eB={—2-1;0;1; 2; 3; 4}, ve-
rifique se cada caso a sequir representa uma funcao
f: A — B. Em caso afirmativo, determine o dominio, o
contradominio e a imagem de f.

a) i) =x+1 o) i) =x2+1
b) fix) =2x—1 d) fix) =4

a) Sim, pois ha um correspondente em B para cada
elemento de A:

f(-1)=—-1+1=0(0€B)
f0O)=0+1=1(1€B8B)
fll)=1+1=2(2€8B)

Dify={—1;0,1LCD(f) = {—2,—1;0;1; 2; 3; 4} e
Im(f)= {0; 1; 2}

b) Nao, pois ndao ha um correspondente em B para
cada elemento de A:

fl-1)=2(—1)—1=-3(-3€B8)
fl0)=2-0—-1=—-1(—1€8)
f1)=2-1-1=1(1E8)

) Sim, pois ha um correspondente em B para cada
elemento de A:

fl=1)=(=1+1=2(2€B)
fO)=0+1=1(1EB8B)
f)=17+1=2(2€B8B)

D({f)y=1{—-1;0;1}
CD(f) ={—2;—1;0;1; 2;3; 4}
Im(f) ={1; 2}

d) Sim, pois hd um correspondente em B para cada
elemento de A:

f(—1)=4(4€B8)

f(0) =4(4 =B)

fl1)=4(4=8B)

D(f) ={—1;0; 1}, CD(f) = {—2; —1;0; 1; 2; 3; 4}
e Ilm(f) = {4}

3. Sejaf:R— Rdefinida por f(x) = x + 3m, sendom uma
constante real. Sabendo que f(—2) = 4, determine:

a) O valorde m.
b) f{5).
) O valor de x tal que fix) = 12.

a) Como f(—2) = 4, temos:
fi—2)=—-2+4+3m

4=-—-2+3Im

6=3m=m=2
b)fixx=x+6

f5Y=5+6=11
Afix)=x+6

12=x+6=x=6
4. Considere uma funcao real definida por f(x) =
49—y’

=X
a) Inicialmente podemos simplificar a lei de forma-

sendo x = 7. Obtenha o valor de f(71).

¢ao dessa funcao observando gue o numerador
¢ a diferenca de dois quadrados:

fn= 49— x°
=X

s =TERT8) e vy
(7—x)

b) Substituindo x por 71 temos:
flx)=7+x
f(71)=7+71=f(71)=78

Relacdo de dependéncia entre grandezas Capitulo 7




Exercicios propostos o

Resolva os exercicios no caderno.

(n—3)

n
1. Lembrando que a férmula estabelece uma

relacao entre o nimero de diagonais d de um poligono
convexo em fun¢ao do nimero n de lados (ou vértices)
desse poligono, responda as questoes a seguir.

a) Quantas diagonais tem um poligono em que o
nuimero de lados & 47 2

b) Quantas diagonais tem um poligono em gue o
ndmero de lados & 107 35

¢} Na férmula apresentada, a cada numero de lados
do poligono corresponde um Unico numero de
diagonais? Sim.

d) Nesse exemplo de fungdo, qual é a varidvel depen-
dente? E qual é a independente?

2. A tabela abaixo indica o valor V pago conforme a
guantidade x de litros de gasolina.

u&m] 1 3

_ 15 | 25 | 40
Valorll 235 | 705

32,25 | 5875 | 94,00

a) Cada quantidade de litros de gasolina correspon-
de com um Unico valor em reais a ser pago? Sim.

b) Qual é a grandeza dependente? V (valor a ser pago).

¢} Qual é a férmula matemdtica que fornece o valorV
a ser pago por x litros de gasolina? vV = 2,35 -«

d) Qual é o valor pago por 20 L de gasolina? A% 4700

e) Quantos litros de gasolina foram comprados con-
siderando que o valor pago foi R$ 84,607 6 litros.

3. Observe na tabela a seguir a medida do lado € de um
guadrado e seu perimetro p, isto &, o perimetro do
guadrado em funcao da medida de seu lado.

—_—

Ladolem) N 1 |25| V5 [65]8 | 11|18

Perimetro(cm) | 4 | 10| 4V5 |26 |32 |44 72

a) Cada medida do lado do quadrado corresponde
com um unico valor do perimetro? Sim.

b) Qual é a varidavel dependente? E qual é a indepen-
dente? A varidvel dependente é p (perimetro) e a
" independente é € (medida do lado).
¢} Qual é a lei de formacao dessa funcdo? o =4 - {

d) Se a medida do lado do quadrado for 4,2 cm, qual
é a medida de seu perimetro? 16,8 cm

e} Qual é a medida do lado de um quadrado consi-
derando gue seu perimetro & 75 cm? 15,75 cm

4. Abaixo estao representados diagramas que relacionam
elementos do conjunto A com elementos do conjunto
B. Indique, em seu caderno, quais desses diagramas
representam fungdes de Aem B.

Efuncao.

Mao é fungan.

d) A

Nao e fungao. B

Figuras: & DAE

E funcao.

5. Considere A=1{2:3:4;5}eB=1{0;1;3;4:5;6;7}. Elabore
um diagrama para representar a seguinte relagao entre
os elementos desses dois conjuntos: cada elemento de
A deve ser associado ao seu sucessor no conjunto B.
Apos, responda:

a) Cada elemento de A esta relacionado com algum
elemento de B? Sim.

b) Essa correspondéncia é unica, isto &, cada elemento
de A estd associado a um Unico elemento em B? Sim.

c) Essa correspondéncia representa uma funcao? Sim.
6. Ainda considerando os conjuntos A = {2 3;4;5e

- Unidade 3 Funcées




s dependeraa das leis de

Figuras: @ DAE

10.

B =1{0;1;3,4;5,6;7} eumnacomespondénciaentre AeBdada

pory = x + 2,sendo x € Ae y € B, elabore um diagrama

para representar essa correspondéncia. Apds, responda:

a) Qual é o elemento de B que esta associado ao ele-
mento 3 do conjunta A7 5

b) O elemento 7 de B esta relacionado a qual ele-
mento do conjunto A? 5

¢} Essa correspondéncia representa uma funcao
f: A — B? Sim.

Considere afuncaof: A — Bdada a partir do diagrama

a sequir.

Obtenha: Respostas no Manual do Professor.

a) D(f. d) aimagem de 2.
b) CD(f). e) o valor no dominio da funcao,
c) Im(f). considerando que a imagem é 25.

Para f: R — R, obtenha a formula matemética de modo
gue cada numero x tenha o y que corresponde:

a) aoseutriplo.y=r(x)=3.x

b) asuametade.y =1(x) = {-

c) ao seu quadrado diminuf_dn dedy=rflx=x—4
d) aoseucuboaumentadoem 1.y =1{x) =+ + 1

e) 3 sua raizcdbica.y = () = V¥

Considere a “‘méquina de transformar” que foi "progra-
mada”pela férmula

y=fx) = V';,sendoﬁRJr-aIR

X

v

s

y:ﬂx}:&

v

¥
a) Qual é alei de formacao da funcao? y = f{x) = \x
b) Qual é o dominio dessa funcao? DI =
¢) Qual é o contradominio dessa fungao? CO(N = |
d) Determineaimagem parax =10 (utilize umacalcu-
ladora).f(10) = Vx = 3,1622776 {com 7 casas decimais)
e) Obtenha f(9) + f(16) + f(25). 12
f} Obtenha f(2) + A(8) + f{18) escrevendo o resultado
num sé radical. 6v2 = V72

Agora é com vocé. Invente uma "maquina de transfor-
mar" para cada item a seguir.

11.

12.

13.

14.

a) A maguina deve usar, no minimo, duas operagoes.
b) A médquina deve calcular poténcias de base 4.

Um fabricante vende determinado produto por R 25,00
aunidade. Se o custo total de producao tem uma parte
fixa de R$ 400,00 mais um custo varidvel de R$ 8,00 por
unidade, responda:

Lembrete: Lucro = (Valor de Venda) — (Custo)

a) Qual é o custo para produzir 100 unidades desse
produto? R% 1.200,00.

b) Qual é o lucro ao produzir e vender 100 unidades
desse produto? Qual serd o lucro em porcenta-
gem? Aproximadamente 108,33%

c) Qual é a férmula que expressa o lucro L em fungao
do nudmero n de unidades produzidas e vendidas?

L= fin) = n- 1700 — 400,00 (L em real

d) Se forem ;(:)r)oduz'ldas e VEHSTA)G(S ﬂidﬁflcigdes. ha-

vera lucro ou preéulzo? E sie f}arem 23 unidades?

f(22) = =36,00 (prejuizo) e f{23) = =900 [prejuiza)
Qual & o lucro na produgaoc e na venda de 1000 uni-

dades? Qual serd o lucro, em porcentagem, neste
caso? f{1 000) = 16600. Aproximadamente, 197,62%.

—

e

Considere a dircunferéncia e o circulo a seguir; ambos tém
as medidas dos raios indicadas por r (em centimetros).

a) Qual é a férmula matemdtica que permite calcular
o comprimento C da circunferéncia em funcdo da
medida rde seuraio? C =2 -m -1

b) Se o comprimento da circunferéncia é igual a
24 mem, qual é a medida de seu raio? 12 cm

) Seoraio da circunferéncia éigual a 3 cm, qual é a me-
dida de seu comprimento? 6mcm

d) Qual é a férmula matematica que permite calcular
a drea § do circulo em fun¢do da medida r de seu
raic? S=m-r?

e) Se a drea do circulo é 2mem?, qual é a medida de
seu raio? V2 em

f) Se a medida do raio é 3,4 cm, qual € a medida da
area, considerando que == 3,147

Aproximadamente 36,30 cm’.

Uma fungao £ A — B édefinida pela férmulay = fix) =

=[x — 3)(x — 4){x — 5). Considerando que A = {0; 1;2; 3;

4:5:6} e B é o conjunto dos nimeros reais, determine:

a) fi3).13) =0 c) f5). f5) =0

b) fi4).fi4) =0 d) Im(f).
Im{f) = {=60; =24: =& 0; 6}
Seja R — R definida por fix) = —2x + k,sendo kuma

constante real. Sabendo que fi4) = —1, determine:
a) ovalordek k=7

b) R10Q).f10) = =13

c) ovalordextalquefi) =0 »=135

Relacdo de dependéncia entre grandezas Capitulo 7 -




CAPITULO

INTRODUCAO A
GEOMETRIA ANALITICA

Os veiculos de comunicacao, principalmente revistas e jornais, evidenciam dados por meio de
gréficos em suas reportagens. Observe o grafico publicado no jornal Folha de S.Paulo.

2,191
Menor valor
2,361 do ano
|
|
|
|
|
| =
|.I.I.I.I.I.I.|.| L FTTRITRRTH 1] LT L Al i1 LLLETTIEL ] LLLLTLLS2E T L ""'."'
30.dez. 10.abr, 24.jun 16. 2.jan.
2013 2014 dez 2015
Fonte: lbovespa

DOLAR EM ALTA H
No primeiro pregdo do ano, moeda volta a subir 2736 £
EmR$ Maior valor 2693

Em nove anos

Nesse gréfico, é possivel perceber duas
grandezas: o valor do ddlar, em reais, e o tempo,
que varia de 30 de dezembro de 2013 a 2 de
janeiro de 2015. Nele podemos fazer diversas ob-
servagoes da nossa moeda em relagao ao dolar.

Em gréficos estatisticos também pode-
mos estudar o comportamento de funcaes di-
versas. Entretanto, precisamos antes conhecer
o chamado sistema de coordenadas cartesia-
nas. E o que faremos neste capitulo.

Sistema de coordenadas
cartesianas

Vamos introduzir aqui algumas ideias ba-
sicas a respeito de Geometria Analitica, que se-
rao Uteis na construcao do grafico de funcoes.
Inicialmente, vamos considerar a construgao de
um sistema de coordenadas cartesianas.

A partir de dois eixos perpendiculares
orientados Ox e Oy, que tém a mesma origem O,

- Unidade 3 Funcoes

construimos no plano o sistema de coordena-
das cartesiano, como ilustrado a seguir.

v &
————————» eixo das ordenadas

Figura: @ DAE

O l
origem eixo das abscissas
Esses dois eixos coordenados dividem o
plano cartesiano em quatro regidoes denomina-
das quadrantes. Os quadrantes sao indicados
conforme a sequir.



y &

22 quadrante 12 quadrante

3¢ quadrante 42 quadrante

Ao estudarmos o conjunto dos ndmeros
reais, associamos a cada um deles um ponto na
reta numeérica e, recipracamente, a cada ponto
da reta relacionamos um numero real.

Considere duas retas numeéricas (uma
vertical e uma horizontal) construidas nos dois
eixos cartesianos.

YA
4__
- .
e o P(3;2)
e e e
a4
24
Fato
44

Utilizando esse sistema, podemos asso-
ciar a cada ponto do plano cartesiano um par
ordenado de ndmeros reais que permitird lo-
caliza-lo em relacao aos eixos. O primeiro valor
serd a abscissa do ponto (valor de x), e 0 segun-
do valor serd a ordenada do ponto (valor de y).
A esse par de valores denominamos coordena-
das do ponto.

Figuras: & DAE

Como exemplo, observe na figura que o
ponto P pode ser localizado pelo seqguinte par
de valores: P(3, 2). Esse par de valores é chama-
do par ordenado.

QObservacao:
Para um ponto P(g, b) convencionamos que:

Sea>0eb>0,entdao P éum ponto do
12 quadrante;

Sea<0eb>0 entao P éum ponto do
22 quadrante;

Sea<<0eb <0 entao P é um ponto do
3¢ quadrante;

Sea>0eb <0 entao P éum ponto do
42 quadrante.

Assim, um ponto que esteja sobre um
dos eixos ou nos dois eixos simultaneamente
(origem do sistema) nao pertencera a qualquer
um dos quadrantes.

Exemplos:

Observe alguns pontos localizados no
plano cartesiano a seguir e suas corresponden-
tes coordenadas. O quadriculado representado
auxilia na localizacdo desses pontos.

X

+# MW R o WD

Y

A
B
G 071 2 3 456 71 4§
7654321 [0 E
2
1 3
| D
. -4
| 54
_5.
— 7
-8

Introducéo a Geometria Analitica Capitulo 8 -



A origem estéd representada pelo ponto O(0, 0) Resolva os exercicios

e 0s demais pontos sao: Questdes e reflexdes hasisicen

» A(6,4) - ponto pertencente ao 12 quadrante 1. Na relagdo que estabelece a distancia entre dois
pontos, interessa a ordem das abscissas e das
ordenadas para o calculo da distancia?

P B(—3, 3) - ponto pertencente ao 22 quadrante

b ((—6, —4) - ponto pertencente ao 32 quadrante 2. Sendo Ax = x, — x, e Ay = y, — ¥, como vocé
3 ?
b D(5, —3) - ponto pertencente ao 42 quadrante Expressaa felacao diP,. P Y
Respostas no Manual do Professor. Wy
¥ E(3,0) - ponto pertencente ao eixo das abscissas
» F(0,6) - ponto pertencente ao eixo das ordenadas Exemplos:

b G(—5, 0) — ponto pertencente ao eixo das » Vamos calcular a distancia entre os pontos
abscissas A4, 3) e B(—2, 7) situados no plano cartesia-

. no, utilizando a férmula vista anteriormente.
» H(0, —5) — ponto pertencente ao eixo das

ordenadas d (P, P)= foz ==

d(AB)=V(—2—4)2+(7—3)7?

Distdncia entre dois pontos
P d(AB =V36+16=d(AB) = V52

Uma aplicagao simples e importante ao estu-

darmos esse sistema de coordenadas estd na deter- Portanto, a distancia entre os dois pontos é

minacao da distancia entre dois pontos quaisquer do V52uc

plano cartesiano a partir de suas coordenadas. » Vamos estabelecer as condicdes para que o
Considere dois pontos P, (x,, y,) e P, (x,, y,) re- ponto P(a, b) seja equidistante dos pontos

presentados no plano cartesiano. A(1,1) e B(—3,6).

Como o ponto P deve estar a mesma distancia
de A e B, temos:

"3 PR —— ‘ d(PA) =d(PB)

Via=12+b—-1P=V@+3?+ (b— 67

diP,P)

Froa

(@—1P2+b-—12=@+32+b-6)

@?—2a+1+b—-2b+1=a>+6a+9
+b—12b+ 36

2o
|
\
|

|

]

|

|

|

!

)

i

|

|

|

|

|

i

|

i

|

|

|

i

|

|

|

|

]

|

|

i

|

1

|
(=]

Figura: & DAE

' > —2a+1—-2b+1=6a+9—12b+ 36

—8a+10b—43=0
Observando o triangulo P,QP, representado ante-
riormente, e aplicando o teorema de Pitagoras, temos: Portanto, a relacao —8a + 100 — 43 = 0 esta-
belece a condicao procurada.
d(P, PR =(x,— X} + (s, — 1 ey

1”2

d(Pv Pz} = '\/(Xz - Xr)z + (yz - yIF

OBSERVACAO:

Aqui, vimos apenas algumas ideias iniciais de Geometria
Analitica. A correspondéncia biunivoca entre par
ordenado e ponto (a todo par ordenado corresponde um
ponto no plano, e a todo ponto do plano corresponde
um par ordenado) permite-nos expressar conceitos
propriedades geométricas algebricamente. Da mesma
forma, podemos também interpretar geometricamente
relagdes algébricas.

- Unidade 3 Funcoes



Exercicios resolvidos

1. Represente no plano cartesiano os seguintes pon-

tos: A(6; 2), B(—3; 5), C(—7; —2), D(3; —2}, E(3; 5),

F(—6;5), G(0; —5) e H(1; 0). Em seguida, identifique

em qual quadrante esta cada um dos pontos.

th
Figuras: @ DAE

W s

Os pontos A e E pertencem ao primeiro quadrante;
os pontos B e F pertencem ao segundo quadrante;

M

o ponto C pertence ao terceiro quadrante; e o

ponto D pertence ao quarto quadrante.

=]
I

2. Represente no plano cartesiano os seguintes pontos

5

(=1}

1 3 21 |0

S
G

n
o

A(=2; —3), B(-1; 5), C(6; 1) e D(5; —7). Em seguida,

trace 0s segmentos de reta AB, BC, CD eDA.
a) Qual é o poligono ABCD? =

b) Qual é a drea do poligono ABCD?

a) Temos que:
AB=V[-2 — (—1)*+ [-3 — 5P = V65 = AB= V65 u.c.

BC =V[6 — (— 1)+ [1 — 5 = V65 = BC = V65 u.c.

D =V[6 — 5+ [1 — (—7) = V65 = CD = V65 u.c.

DA =V[—2— 5P+ [-3— (—7)F = V65 = DA=\VB5 u..
Portanto, o poligono ABCD &€ um losango.
b) Temos que:

AC=V[-2—6+[-3—1]'=V80=4V5=
=AC=4V5uc

st

BD =V[5— (~1)F+[-7 — 5P = ViB0=6\5=
=BD=6V5uc
4V5.6\5

Assim, S, = =60=5,, ,=60ua.
2

=

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Responda as seguintes questoes.
. _ Respostas no Manual do Professor.
a) Qual é a localizagao de um ponto no plano carte-

siano considerando que sua abscissa é zero?

b) Qual é a localizagao de um ponto no plano carte-
siano considerando que sua ordenada é zera?

¢} Qual é a condigdo para que o ponto A(x; y) per-
tenca ao primeiro quadrante? E ao segundo
quadrante?

d) Qual € a condigao para gue o ponto B(m; n)
pertenca ao terceiro quadrante? E ao quarto
quadrante?

2. Considere que dois pares ordenados sao iguais quando
tém a mesma abscissa e a mesma ordenada. Sendo

assim, obtenha os valores de m e n para que os pares

ordenados (m — 5;n) e (10; —2 + m) sejam iguais.
=15en=13
3. Represente num plano cartesiano os pontos A(2; 7) e

B(7; 3) e determine a distancia entre eles.
; Ipnsta no Manual do Professor. e .
4. Utilizando a relagao apresentada na atividade anterior

(calculo da distancia de dois pontos no plano cartesia-
no a partir de suas coordenadas), obtenha:

a) a distancia entre os pontos P(1; 10) e a origem do
sistema de coordenadas cartesianas. V101 u.c.

b) a distancia entre os pontos P(1; 10) e Q(1; 2). 8 uc

<) a distancia entre os pontos P(1; 10) e S(8; 10). 7 uc.

d) adistancia entre os pontos P(1;10) e T(4;8).\ 1= uc. / ’

m
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5. No plano cartesiano abaixo estd representado um qua-
drilatero cujos lados sdo paralelos aos eixos coordenados.

Figuras: @ DAE

a) Escreva as coordenadas dos vértices desse qua-
drildtero. A(—3;5),B(5; 5), C(—3; —3),D (5, —=3)

b) Obtenha as medidas dos lados desse quadrilatero.

Buc,
c) CaIcL:JL?Ie as medidas das diagonais AD e BC desse
quadrilatero. AD = BC =8V2 uc.

d) Determine a drea da regido limitada por esse
quadrilatero. 64 ua

6. Represente num planocartesianoum tridngulo com vér-
tices nos pontos A(=2; =3), B(Q; 7) e C(5; 2). Apos isso:
a) obtenha a medida do lado AB. Respostas no Manual
b) obtenha a medida do lado AC. i
<) obtenha a medida do lado BC.
d) classifigue o tridngulo que vocé obteve.

7. Sendo o ponto A(m; 5),comme R.

a) Quais os valores de m para gue o ponto A pertenga
ao primeiro quadrante? E para que ele pertenca ao

segundo quadrante? .f\ e 1fquadrante se m > 0.
X auadrantese m << 0
b) SeopontoB(2;5)éo0 5|mérr|co de Aem relat;ao ao

eixo das ordenadas, qual o valorde m? m =

Graficos de funcoes no plano
cartesiano

Utilizaremos o plano cartesiano para estudar
o comportamento grafico de uma funcao. Obser-
vando que em uma funcao genérica temos y = f(x),
isto €, 0 y depende do valor de x, o gréfico da cor-
respondente funcdo poderd ser construido atri-
buindo-se valores para a varidvel independente x
e obtendo-se os valores da varidvel dependente y.
Dessa forma, a partir da lei de formacao, podemos
ter uma boa ideia do comportamento grafico de
uma fungao. Para organizar melhor o procedimento
de elaboracdo do gréfico, é importante ohservar-
mos algumas etapas.

b Elaboramos uma tabela formada por valores
de x e de y. Os valores de x devem ser atribui-
dos convenientemente conforme o dominio
da funcéo, e os valores de y devem ser calcu-
lados conforme a lei de formacao da fungao

y = flx).

X y=f(x)

b Associamos a cada par ordenado (ag; b) um
ponto no plano cartesiano.

- Unidade 3 Funcoes
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No plano cartesiano, devemnos localizar umaquan-
tidade suficiente de pontos até que seja possivel obter
m "esboco”adequado do gréfico da funcao correspon-
dente. Os pontos do gréfico devem ser “ligados conve-
nientemente”’ (conforme exemplo na pagina a seguir),
observando o dominio da funcao (valores da variavel x).

Ao atribuirmos alguns valores para x, devemaos
ter em mente que existem outros valores do dominio
da funcao que nao foram atribuidos. Assim, esses pon-
tos devem ser ligados de acordo com a tendéncia que
eles indicam. Observe os exemplos a seguir.

Vamos esbocar no plano cartesiano o gréafico
da funcédo £ N — R definida pela lei de formacao
y = fix) = —2x. Observe que o dominio da funcao é
o conjunto dos numeros naturais. Assim, sO poderao
ser atribuidos valores naturais a variavel independen-
te x. Ja a varidvel dependente y, conforme o contra-
dominio, & ndumero real.



x y=flg=—2x
y=f0)=—-2-0=0—A(0,0

1 y=f)=-2-1=-2-B(,-2)

3 y=f2)=-2-2=-4-C2 -4

3 y=f@=-2-3=—-6-DG -6

A y=f4)=-—2-4=—-8E@4 —8)

Localizamos esses pontos no plano cartesiano.

A
A

Y

=, § BEER

pmmmmmmmmmm=] py
()

G m i ————————————————

m

Comeo o dominio dessa funcao é o conjunto dos
numeros naturais, o grafico sera formado pelos pontos
A, B,C, D, Ee outros pontos isolados, mas estardo alinha-
dos com aqueles que ja foram desenhados, conforme
forem atribuidos outros valores para x.

Exemplo:

Vamos esbocar o gréfico da funcao f: Z — R,
segundo a lei de formacédo y = flx) = —2x. Nesse
caso, note que o dominio é formado pelo conjunto
dos numeros inteiros.

Atribuimos valores inteiros para x e obtemos
suas imagens em correspondéncia. Veja.

x y=flx)=—2x

0 y=fl0)=—-2-0=0—=A0,0

1 y=fl)=-2-1=-2-B(1,-2)
2 y=f2)=-2-2=-4-C(2,—4
3 y=f3)=—2-3=—6-D(3,—6)
4 y=f#)=-2-4=—-8-E@ —8
-1 y=f-1)=-2-(-)=2-F(-12

- y=fl—2)=—2-(-)=4-G(24)
-3 y=f=3)=—2+(-3)=6—>H(-3,6)
—4 y=f—4)=—2-(—4 =8—I(—4,8)

Localizamos os pontos correspondentes no
plano cartesiano.

AY

\J

Figuras: @ DAE

2=

c

Como a lei de formacéo é a mesma do exemplo
anterior, e como todo nimero natural é inteiro, foram
acrescentados os pontos do segundo quadrante. As-
sim, o grafico é formado pelos pontos A, B, C, D, E, F,
G, H, | e tantos outros pontos que se desejar abter,
considerando gque x seja um numero inteiro.

Exemplo:

\Vamos agora obter o gréficodafuncaof:R — R
de acordo com a mesma lei de formacao dos exem-
plos anteriores, isto é, y = fix) = —2x.

Mesmo que o dominio seja o conjunto dos
numeros reais, por uma questao de comodidade,
pode-se atribuir os mesmos numeros inteiros do
exemplo anterior, obtendo assim os pontos A, B, C,
D, E F G, He l Porém, agora esses pontos devem
ser ligados, pois o dominio é o conjunto dos nu-
meros reais.

Introducéo a Geometria Analitica Capitulo 8 -



y
1 x y=fix)=x*—4
____________ 8
h 0 y=fl)=0—4=—4
[ ]
n
1 =fl)=1"—-4=-3
R k.
P -1 y=f)=(1P—-4=-3
] i
e 1 2 y=f2)=2-4=0
[ 1 1
] I ]
b Aty =2 y=f-2)=(-2—4=0
1 )
n ] 1 1
i £ oo 1 3 =f3)=3—-4=5
R EL ' TN B i
4 3 2 WEF Tx -3 y=f-3=(-3r—-4=5
s 52
aloA8 % g
L gl Localizamos os pontos correspondentes no
1
! " E E plano cartesiano e os ligamos convenientemente.
N . & v
£ )
i v D |
]
i 5
. g E H
E
| : :
] ]
L] ]
I ]
] ]
I ]
i i
L] ]
Observe gue os pontos foram ligados observan- i i
I I
do a tendéncia de suas posicoes: o grafico resultou em 6y == fatlP o
uma reta. Veremos mais adiante para quais funcées o E E x
gréfico é uma reta. i E
i i
E importante notar que, além dos pontos ob- ¢=2le=s
tidos, devemos considerar a existéncia de infinitos -4
outros pontos cujas coordenadas (x, y) sao nume-
ros reais.
Resolva os exercicios
Respostas no Manual do Professor. i y
1. Emf:R— R, definida pory = flx) = —2x,0 ponto
de coordenadas (—V/3, 2V73) pertence ao grafico
dessa funcao? 15
2. Nessa mesma funcao, triplicando-se o valor da
varidvel independente x, o que ocorre com o valor
da varidvel dependente y?
d
Exemplos: _: A
X
Vamos esbocar o gréafico da funcao £ R — R,
cuja lei de formacao é y = f(x) = x*— 4. Inicialmente,
serao atribuidos valores a variavel independente x e g
obtidos valores em correspondéncia para a variavel s
dependente y, conforme tabela a sequir: il é-‘a
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Conforme esbocado, a curva resultante é o gra-
fico da funcéo e caracteriza-se como uma parabola.
Veremos mais adiante para quais fungoes o gréfico
resultara em uma parabola.

Vamaos agora considerar algumas observagoes
importantes sobre graficos.

Com base no gréfico construido no plano car-
tesiano, é possivel determinar o conjunto dominio e
também o conjunto imagem da funcao correspon-
dente. O dominio podera ser obtido a partir da proje-
¢ao do gréfico sobre o eixo das abscissas, e 0 conjun-
to imagem, pela projecao do gréfico sobre o eixo das
ordenadas. Essas projecoes devem ser perpendicula-
res aos eixos, como sugere o exemplo a seguir.

Y &

imagem

R R N e L e

KIM
x y

2.

dominio

Note que, nesse exemplo, a curva corresponden-
te ao grafico da funcao € limitada em suas extremida-
des por dois pontes. Assim, tanto o conjunto dominio
como o conjunto imagem sao apenas intervalos reais
limitados. Quando nao colocamos qualguer ponto para
limitar a curva, significa que ela continua indefinida-
mente, como ocorre no grafico a sequir.

7

L

Nesse caso temos:

Dominio da funcao: D(f) = R

Imagem da funcao: Im(f) = R

Aspectos importantes em
graficos e funcoes

No jornal Folha de S.Paulo, e uma reportagem

sobre a variacao percentual das vagas em escritorios na
cidade de Sao Paulo, foi apresentado o gréfico a sequir.

4
HAVAGAS 3
Taxa de ociosidade em escritorios de alto P
padrao na cidade de Sao Paulo, em % 2373 E
s |8
21,2
20,3
19,1 19,3 19,3
14,4 145
10
12tri 22tri 3%t 4%t 12tri 2%tri  3%tri  4%ftri
| |
2013 2014

Fonte: Folha de 5.Poulo, 2 mar. 2015, p. B2.

Observando esse gréfico, dividido em trimestres de
2013 a 2014, podemos extrair as seguintes informacoes:

¥ Do 42 trimestre de 2013 até o 12 trimestre de
2014, pode-se afirmar que o percentual de
ociosidade dos escritérios de alto padrao na
cidade de Sao Paulo permaneceu constante.

» Houve um decrescimento desse percentual
do 22 para o 32 trimestre de 2014.

¥ Do 22 para o 32 trimestre de 2013 e do 32 para
0 42 trimestre e 2014, constata-se um cresci-

mento na taxa de ociosidade dos escritérios
de alto padrao.

Crescimento de uma funcao

No exemplo anterior, sobre a taxa de ociosidade
no escritorios de alto padrao na cidade de Sao Paulo,
o percentual de ocupacao e a analise de crescimen-
to ou decrescimento foram demonstrados por um

gréfico estatistico de segmentos. Porém, esses dados

também podem ser demonstrados por gréaficos de
funcoes. Observe os exemplos a seguir.
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» Considere uma funcao real cujo gréfico no

plano cartesiano esta representado a seguir.

y &

L 4

Observando o gréfico, constatamos gue, guanto
maior o valor de x em seu dominio, maior seré o valor de
yem correspondéncia. De forma equivalente, podemos
dizer que quanto menor o valor de x em seu dominio,
menor o valor de y em correspondéndia. Quando isso

ocorre, dizemos que a fungao é crescente.

» Considere uma funcao real definida conforme
o gréfico a seguir.

L

e

fix,)

flx)

Neste caso, quanto maior for o valor de x em
seu dominio, menor sera o valor de y em correspon-
déncia. Ou, de forma equivalente, guanto menor for
o valor de x em seu dominio, maior serd o valor de
y em correspondéncia. Dizemos que tal funcao é

decrescente.

- Unidade 3 Funcoes

Graficos: & DAE

» Considere a funcéo real cujo gréfico esta re-
presentado no plano cartesiano a seguir.

L

\J

Por mais que o valor de x varie no dominio da
funcao, a imagem permanece constante. Dizemos
que essa funcdo é constante.

Exemplo:

Considere o gréficodafuncéof.[—8,8] = [—2,7]
esbocado a seguir.

Y &

() ST
T B P AT T

>
ﬁs ’
N L L T T

Analisando esse gréfico, temos:

» Para —8 = x= —2, quanto maior o x, maior o
y em correspondéncia (dizemos que a fungao
€ crescente no intervalo).

» Para —2 < x =< 6, o valor de y é sempre igual
a 7 (dizemos que a funcao é constante no
intervalo).

» Para 6 = x = 8, quanto maior 0 X, menor o y
em correspondéncia (dizemas que a fungao é
decrescente no intervalo).



Quando analisamos gréficos de fungoes, tam- e
bém é importante verificar para quais valores de x a 4
funcédo tem imagem positiva, imagem negativa ou -
imagem igual a zero (estudo do sinal de uma fun- W
¢ao). Por exemplo, considerando o gréfico da funcao \ 7 N 7

real f a seguir, temos: \ / X
=y \z 7

\J

v A L 8 /

2

’ I ‘ | N Nos dois graficos o eixo das ordenadas repre-
JJ,V‘ 6 Cx senta um eixo de simetria: valores de x opostos tém
a mesma imagem (observe as linhas tracejadas, por
exemplo). Nesses casos, as fungdes correspondentes
sao denominadas fungdes pares.

b A funcao se anula para dois valores de x
x=1;x=6);

» Afuncao é positiva para todos os valores de x
taisque 1 <x < 6; Exemplo:

» A funcao é negativa para tados os valores de & |

xtaisquex < 1oux> 6.

Simetrias

Ao analisar o comportamento grafico, pode-
mos encontrar determinadas fungdes cujos graficos

Y] P -

no plano cartesiano chamam a atengao pela simetria 21 0 x
que apresentam. Observe os exemplos. i s

:

1

]
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Nos dais gréficos ha uma simetria em relacao a
origem do sistema de coordenadas cartesianas. Ob-
serve que elementos opostos do dominio da fungao
possuem imagens opostas (note as linhas tracejadas,
por exemplo). Nesses casos, as fungoes correspon-
dentes sdo ditas fungdes impares.

Exercicios resolvidos

Observacoes:

1. Existem fungbes que nao apresentam ne-
nhuma das simetrias mencionadas. Nesses
casos, dizemos que essas fungoes nao sao
nem pares e nem impares.

2. Para verificar algebricamente se uma funcao
€ par, basta verificar se f{—x) = f(x), isto &,
substituindo x na lei de formacéao por —x, a
lei de formagao permanece igual.

3. Para verificar algebricamente se uma funcao
¢ impar, basta observar se f{—x) = —f(x), isto
€, substituindo x na lei de formacao por —x, a
lei de formacao muda apenas de sinal.

1. O gréfico a seguir representa a funcdo g: R — R definida por
glx) = ke + tx, com k e t constantes. Determine o valor de g(5).

Pelo gréfico temos g(1) = 2 e g(2) = 0.

Assim,

2=k-(1*+1t-1 2=k+1
0=k-(2¢+t-2 —|o=4k+2t =

= k= —2et=4.Temosqueglx) = —2’ +4x.
Assim, g(5) = —2- (57 +4- 5= —30.

2. Observe o grafico da funcdo £ R — R
a) Qual é o dominio de f7
b) Qual é aimagem de f7?
) Para quais valores de x tem-se fix) = 07
d) Para quais valores tem-se f(x) = 07
e) Para quais valores tem-se f(x) < 07
f) Para quais valores de x a funcao é crescente?
g) Para quais valores de x a funcdo é decrescente?
a) Dif) = [—6;4(
b) Im(f) = [—7; 8[

Ay

Y

¢) fl—5) = f(—1) = fi3) = 0, ou seja, para xiguala —5, —1
ou 3.

dfix)>0para—5<x<—lou3<x<4.
e)flx) <Opara—6<x<-50u—1<x<3.
f) fix) écrescentepara —6 <x<—3oul<x<4.

g) fix) é decrescente para —3 < x < 1.

Y

Graficos: @ DAE
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3. Classifigue quanto a paridade cada uma das seguintes fungdes representadas no plano cartesiano.

a) b)
Ay
4.
3.
T 7] . d
H 14 i
i | -
[ 5 i o . - g
4 3 2 1 0 1 2 3 4 x -4 -2 2 4 x £
a

a) Observando que o gréfico da fungao € simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas, classificamos tal fungao como
par. Note que, para qualquer x no dominio da funcao, tem-se f(—x) = f(x).

b) O grafico da funcao apresenta uma simetria em relagdo a origem do sistema de coordenadas cartesianas. Sendo
assim, podemos classificar essa funcao como fungao impar. Além disso, note que para todo x no dominio tem-se

fi=x) = — flx).

Exercicios propostos
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)} fix) >0parax<2ouparax>9.V
d) fécrescente parax > 55.V
e) fédecrescente parax <55.V
f) fx)=
g) i) <O0para2<x< 9.V
h) fo)=3,7.v
i) O conjunto imagem dessa fungao é

Imif) =lyeERy=—-311LV

10. Construg, em seu caderng, o gréfico da funcao definida
por y = 2x — 4, com dominio nos reais. Em seguida,

identifique se & uma funcao crescente ou decrescente.
Resposta no Manual do Professor.
11. Responda as questoes sobre a fungao £ R — R definida

por fix) = 2 — 5x + 3.
a) Para quais valores de x temos f(x) =

0 para dois valores de x.

(%]

D2y =Toux==
5

b} Qual é o valor da funcao parax = a Ty= %

12. O gréfico da funcao f a seguir admite o eixo y como eixo
de simetria. Se vocé desenhasse o grafico em uma folha
de papel, e a dobrasse sobre o eixo y, as duas metades do
gréfico iriam se sobrepor. Quando isso ocorre, tal funcao

é denominada funcao par.

L

Y

=== ==

a) Pelo gréfico, qual é o conjunto imagem dessa fun-
¢ao? Imif) = [=6; +==[
b} Qual é aimagem de 5 nessa funcao? E do seu simétri-

€o, —57 f(=5) = fi5) = 4
¢) Qualéaimagem de —1 nessa funcao? E do seu simé-
trico 12 = =f1) = =

d} Quais valores de x tém imagem igual a zero nessa
fungdo? —=3e3

13. Existem fungées em que elementos opostos no dominio
da fungdo tém imagens opostas. Quando isso ocorre, a
funcao recebe a denominacdo funcao impar. Observe o
gréfico a seguir de uma funcao f.

14.

N--_--_-
xy

1)
]
1
1
-

a) Pelo gréfico, é correto afirmar que elementos opos-
tos no dominio da fungao tém imagens opostas? Sirm.

b) A funcao correspondente é uma funcao impar? Sim.

c) gelo gréfco determine o valor de f(2) e de f(—2).
d) Pelo g g}raf”co oﬁ;tenha o valor de f(10) + f(—10).

10) + f

&) éu{%l éo confunto imagem dessa fungao?
Im

Mo plano cartesiano abaixo, estdo representados os gréfi-

cos deduas fungoes: £ R — Re g: R — R. Note que esses

dois gréficos se interceptam em dois pontos situados no

eixo das abscissas.

a
¥

g

a) Determine os valores de x para os quais essas duas
fungdes sdo iguais.x =0ex =3

b) Bcreva 05 valores de x para os quais tem-se fix) = 0.

c) i’ara quals valc:res dextem-sefix) <0?0<xv=2

d) Determine os valores de x que tornam a funcao g po-
sitiva.0<x <2

&) Determine os valores de x que tornam a funcao g ne-
gativa.x<Ooux>8

f) Paraquais valores de x tem-se f(x) < g(x)? E fix) > g(x)?
fix) <g(se0<x<B/f(x) >gl{x)sex<0oux>8
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HISTORIA DA MATEMATICA

René Descartes
(1596-1650).

1. Representacao do plano-xy com representacoes de retas e funcoes.

Agora, vamos conhecer um pouco mais o surgimento da Geometria Analitica e sua
grande contribuicao para o desenvolvimento da chamada Matematica moderna.

A geometria, como ciéncia dedutiva, foi criada pelos gregos. Mas, somente no século
XVII, a Algebra estaria razoavelmente aparelhada para uma fusao criativa com a Geometria.

Qcorre, porém, que o fato de haver condicoes para uma descoberta nao exclui o toque de
genialidade de alguém. E, no caso da Geometria Analftica, fruto dessa fusao, o mérito nao foi de
uma so pessoa. Dois franceses, René Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665), curiosa-
mente ambos graduados em Direito, nenhum deles matematico profissional, séo os responsaveis
por esse grande avanco cientffico. O primeiro movido basicamente por seu grande amor a Mate-
matica e o segundo, por razoes filosdficas. E, diga-se de passagem, nao trabalharam juntos: a Geo-
metria Analitica @ um dos muitos casos, em Ciéncia, de descobertas simultaneas e independentes.

A Geometria Analitica, também denominada Geometria de Coordenadas e Geometria Car-
tesiana, se baseia nos estudos da Geometria por meio da utilizacio da Algebra. Por mérito, as coor-
denadas cartesianas deviam denominar-se coordenadas fermatianas. Cartesius € a forma latinizada
de Descartes (René). Sua obra Discours de la méthode (3. apéndice, La géométrie), publicada em
1637, se limitou a apresentar as ideias fundamentais sobre a resolucao de problemas com utiliza-
cao da Algebra. Porém, é curioso observar que o sistema hoje denominado cartesiano nao tem
amparo historico, pois a obra de Descartes nada contém sobre eixos perpendiculares, coordena-
das de um ponto e nemmesmo equacao de uma reta. No entanto, ele “mantém um lugar seguro
na sucessao candnica dos altos sacerdotes do pensamento em virtude de témpera racional de sua
mente e sua sucessao na unidade do conhecimento. Ele fez soar o gongo e a civilizacao ocidental
tem vibrado desde entdo com o espirito cartesiano de ceticismo e de indagacéo que ele tornou de
aceitacac comum entre pessoas educadas’ (George Simmaons). Segundo ainda este proeminente
autor, La géométrie "foi pouco lida entdo e menos lida hoje, e berm merecidamente”.

2. Representacao do plano-xy com a

Av inscricac dos vetores unitarios i e j.
2,00 A’
1,5¢
Retay=3x-5
1,0
Retay={—lhx—l E
3703 48l ' ¥ 4
—~ o
. ; . . Al -
2 5 2 3 4 5 i 8
~1 X E
- o (5}
05 T P2-1) == =
""-\-\_\_\_\_\_ x
—1,0— H-HMH
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Ao aplicar a Algebra a8 Geometria, Descartes criou principios matematicos que seriam
uma traducdo das operacdes algébricas em linguagem geomeétrica, capazes de analisar as
propriedades do ponto, da reta e da circunferéncia, determinando distancias entre eles,
localizacdo e pontos de coordenadas. O pensador francés acreditava que o novo método
era uma forma mais clara e organizada de resolver os problemas de natureza geomeétrica.



Pierre de Fermat, em 1629, através do seu trabalho de restauracao de obras, se propos
a reconstruir Lugares planos, de Apolonio, e obteve um subproduto desse esforco. E nao ha
como resistir & tentacdo de expor um tépico lendério da Matematica: o Ultimo Teorema de
Fermat. Em 1633, estudando um exemplar da Aritmética de Diofanto (séc. lll d.C), Fermat
deparou-se com o teorema: a equacao x” + y" = z" nao admite solucao para X, ¥, Z inteiros e
positivos, guando o expoente n for inteiro, positivo e maior gue 2. No livro de Diofanto, Fermat
anotou: "Encontrei uma demonstracao verdadeiramente admirdvel para este teorema, mas
a margem € muito peguena para desenvolvé-la" Ha quem duvide gue Fermat tenha dito a
verdade. Porém, além de integro, moralmente idoneo, habil na teoria dos nimeros, lembra-
mos gque Fermat jamais cometeu um engano ou disparate matematico. Em 1636 descobriu o
principio fundamental da Geometria Analitica. Enquanto Descartes partia de um lugar geo-
métrico e entao encontrava sua equacao, Fermat partia de uma equacao e entao estudava
o lugar correspondente. Sao esses os dois aspectos reciprocos do principio fundamental da
Geometria Analitica.

Também é devido a Fermat a descoberta das curvas x™y" = g, y" = ax™e r" = af, que
ainda hoje sao conhecidas como hipérboles, parabolas e espirais de Pascal.

Tendo como base os estudos da Geometria Analitica, a Matematica passou a ser con-
siderada uma disciplina moderna, com capacidade de explicar e demonstrar condicoes re-
lacionadas ao espaco. Por meio da Geometria Analitica, & possivel dar uma interpretacao
geométrica a equacoes com duas, trés ou mais varidveis.

A Geometria Analitica também é muito utilizada na Fisica e na engenharia, e é o fun-
damento das areas mais modernas da Geometria, como a Geometria Algébrica, Diferencial,

Discreta e Computacional.

Cabe @ Geometria Analitica o estudo de temas da Matematica, como espaco vetorial;
definicao do plano; problemas de distancia; estudo da reta; estudo da circunferéncia; o pro-
duto escalar para obter o dngulo entre dois vetores; o produto vetorial para obter um vetor
perpendicular a dois vetores conhecidos (e também o seu volume espacial); problemas de
interseccao; estudo das conicas (elipse, hipérbole e parabola); estudo analitico do ponto.

A Geometria Analitica, como é hoje, pouco se assemelha as contribuicGes deixadas
por Descartes e Fermat. Inclusive sua marca mais caracteristica, um par de eixos ortogonais,
nao usada por nenhum deles. Mas, cada um a seu modo, eles sabiam que a ideia central era
associar equacoes a curvas e superficies.

A histdria a respeito do Ultimo teorema de Fermat é muito interessante. Assim, caso
queira compreendé-la com mais detalhes, leia o livro O dltimo teorema de Fermat, de Simon

Singh, publicado pela Editora Record.

'QU ESTOES Resolva os exercicios no caderno.
De acordo com o texto, responda as questdes a seqguir.
1. A quem é atribuida a descoberta da Geometria Analitica?

2.Com as operacoes algébricas em linguagem geométrica, c que Descartes e Fermat foram
capazes de analisar?

3. A que temas da Matemaética podemos atribuir a Geometria Analitica?

"o,

miblioteca By,

N‘L-.Dru\fmgvs"One g,w

Pierre de Fermat
(1601-1665).
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CAPITULO

9

Considere a seguinte situacao: uma pes-
soa pegou o taxi para ir ao trabalho. No trajeto
todo, o veiculo nao parou. Ao entrar no taxi, o
motorista ligou o taximetro, que estava mar-
cando inicialmente R$ 4,50 (correspondente &
bandeirada). O taximetro indica uma cobranca
de R$ 2,80 por quilébmetro percorrido. Como
foram percorridos 9 quildmetros, essa pessoa
teve de pagar R$ 29,70.

Armando Paiva/Fotoarena

Foto de 2014, no Rio de Janeiro, R.

Observe como podemos calcular o valor
total pago:

Valor a pagar = (valor da bandeirada) + (nu-
mero de quildmetros) X (valor por quildmetro)

Valor a pagar = 4,50 + 9 X 2,80

Valor a pagar = 29,70

Considerando a mesma situagao e supondo
que o valor a ser pago (V) dependa da quantida-

de x de quilémetros percorridos, poderiamaos
escrever:

V= flx)
V =450 + 2,80x

A férmula mostrada representa a lei de
formacao de uma funcao. Essa funcao é de-
nominada funcao afim, que pode ser defini-
da deste modo:

- Unidade 3 Funcées

} FUNGCAO AFIM

Uma funcéo f: R — R é chamada fungao

afim quando existem dois nimeros reais

aebtalquey = ax + bparatodox €ER.
Exemplos:

b f{x):7x+9—>‘zi;

P f)=x—10—> =1
B b=—10
a=1
» — 19
flx) = x = —
a=4
P X)) =4x—
) b=20
a=20
3 = —
fx) 9— _—
a=210

» = +
flx) =340+ 2,10x— b = 340

Retornando a situacao inicial, podemos
calcular o valor a ser pago pela corrida em fun-
cao da quantidade de quildmetros percorridos,
substituindo x pelo total de quildmetros per-
corridos, isto &:

= fix) = 4,50 + 2,80x
V(9) = f(9)
V(9) = f(9) = 29,70

=450+ 280-9

Note ainda que, quando o passageiro en-
trou no taxi, 0 motorista mexeu no taximetro,
indicando o valor inicial a ser pago, ou seja, ©
carro ainda nao havia se deslocado. Esse valor
inicial, correspondente a bandeirada, poderia
ser calculado substituindo x por zero na lei de
formacao da funcao:

V() = f(x)
V(0) = f0)
V(0) = f(0) = 4,50

=450 + 2,80x
=450+ 280-0



Observacoes:

1. Quandouma funcaoafimf R — R, de-
finida por fix) = ax + b, é tal que a # 0,
ela & denominada também funcao
polinomial do 12 grau.

2. Alei de formacao de uma funcao afim
pode ser determinada quando conhe-
cemos dois de seus valores distintos.
(x,, flx,) e (x,, fix.)).

Taxa de variacao
da funcao afim

Vimos que podemos obter a lei de forma-
cao de uma funcdo afim daforma fix) = ax + b
a partir de dois de seus valores.

Vamos agora generalizar esse procedimen-
to, considerando que y, = flx,) e y, = f(x,), com
X,# X,. Assim, temos as seguintes igualdades:

y,=fx)=ax,+0b
y,=flx)=ax,+ b

Subtraindo as duas equacoes membro a
membro (vamos fazer a sequnda menos a pri-
meira), obtemos:

y,— y,=ax, +b— (ax, + b)
Y, — ¥, = ax, — ax,
¥, = ¥, = abg—x)

Y= ¥
L8

a=

Substituindo o valor de a em uma das duas
equacoes iniciais (vamos substituir na primeira
equacao), podemos determinar o valor de b

y,=ax,+b
Y.— ¥
,V‘:[_z_l'—)'xl—’_b
XX

y, b =(y,—y) - x,+ bl,—x)

X}!y'l _X1y2:X1y2_le1 + b(xl_xl)

XY —X )= b(xz_xl)
_5hHT%)
B %=X

Considerando o valor obtido para o coefi-
ciente de x (valor de g), note que o numerador
da fracao é a diferenca entre os valores de y, en-
guanto o denominador € a diferenca entre os
correspondentes valores de x, ou seja:

¥ — Y, variacao de y

a= =—
XX, variacao de x

Na fungao afim f(x) = ax + b, o nimero real
aédenommadomdevaﬁaﬁotoum
de crescimento) da funcao. Seu valor pode
ser calculado por:

X, — X

sendo x,#x,.

E importante observar que a taxa de
variagado é constante para cada funcao afim.
Essa taxa de crescimento, como veremos mais
adiante, esta ligada ao estudo do crescimento
da funcao afim.

Exemplo:

Na funcdo afim £ R — [, definida por
flx) = 9x — 17, a taxa de crescimento da fun-
cao @ 9. Para compreender um pouco mais
essa taxa de crescimento, observe o que
acontece quando atribuimos valores naturais
e consecutivos para a variavel x:

Funcéo afim Capitulo 9 -



Valordex | Calculodasimagens | Valoresdey

0 f@=9-0—17=—-17 =17

1 f=9-1-17=-8 —8

2 fA)=9-2—-17=1 1

3 f3)=9-3—-17=10 10

4 f)=9-4—17=19 19

5 f6)=9-5—-17=28 28

} }
Valores de x Valores de y
aumentando aumentando
delem1 de9em?9

Considerando que a taxa de crescimento é o quo-
ciente entre a variacao de y e a variacao de x, temos:

1) -f0) A2)-A1) A3)-A2)
AT Bl =™
fl4) - f(3) A5) - fi4)

&z S5

No exemplo, a sequéncia obtida pelos valores
das imagens (isto &, —17, —8,1,10, 19, 28, ..) é deno-
minada progressao aritmética de razao 9, conforme
estudaremos adiante.

O grafico de uma func¢do afim

Vimos, anteriormente, que em uma fungao afim
f: R — R, definida por flx) = ax + b, o nimero real a
¢ denominado taxa de crescimento da funcao (ou
taxa de variagao da funcao). Seu valor pode ser de-
terminado por:

Lo Th flx) — fix)

Xy Ky K

sendo b O

Ao construir o grafico de uma funcao afim
f: R — R no plano cartesiano, teremos uma reta. Mas
como podemos garantir que esse grafico serd de
fato uma reta? Vejamos inicialmente trés exemplos
de gréficos de funcdes afim, obtidos atribuindo-se
valores a variavel independente x.

- Unidade 3 Funcoes

Exemplos:
1. Vamos esbocar o gréfico dafuncao R - R,
definida pory = f(x) = 4x —7.

Atribuimos alguns valores para a variavel inde-
pendente x e obtemos 0s correspondentes valores
para a variavel dependente y.

X y=flx)=4x-7

0 | y=fO=4-0-7=—7

1 | y=fy=4-1-7==3

2 | y=f@=4-2-7=1

Grafico: © DAE

=34

1

Note que os quatro pontos obtidos estao ali-
nhados. Como o dominio € o conjunto dos ndmeros
reais, ligamos esses pontos obtendo o grafico. Pelo
gréfico obtido € possivel constatar que, aumentando
os valores de x, os valores de y em correspondéncia
aumentam também: a funcao é crescente.

2_Vamos esbogar, no plano cartesiano, o grafico
dafuncao:

f:R — R, definida por y = flx) =—x + 4.

Atribuimos alguns valores para a variavel inde-
pendente x e obtemos os correspondentes valores
para a variavel dependente y.



5 | y=fx)=—x+4 Novamente os pontos encontrados estao alinha-
-2 | y=f-2=—-2+4=6 dos. Como o dominio é o conjunto dos nimeros reais,
| y=fich=—(N+4=5 o gréfico é obtido ligando esses pontos. Note que aqui
0 y=f0)=—0+4=4 a funcao é constante, pois, variando os valores de x, as
1 y=fl)=—1+4=3 imagens 5ao sempre as mesmas, isto &, y = 4.

>, y= fi)=—2+4+4=2 Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor. )
Y A 1. Em cada um dos trés exemplos anteriores, qual é
a taxa de crescimento da fun¢ao?

2. Quandoumafungao afim é crescente? Decrescente?
Constante?

Poderiamos continuar construindo gréaficos
de vérias fungdes - R — R da forma fix) = ax + b.
Acabarfamos verificando que seus graficos seriam
sempre retas. Mas, sem canstruir esses graficos, po-
i demas garantir que os pontos obtidos estao sempre
i x alinhados, respondendo & questao que fizemos an-
teriormente.

Y e e

Também aqui os pontos estao alinhados. Sendo o
dominio da funcao o conjunto dos ndmeros reais, cons-
truimos o grafico ligando esses pontos. Nesse exemnplo, a
funcao € decrescente, pois, aumentando os valores de x,
os valores em correspondéncia de y estao diminuindo.

Garantimos que o grafico serd uma reta pro-
vando gue trés pontos quaisquer pertencentes ao
gréafico de uma funcao afim estao alinhados. No gra-
fico a seguir indicamos trés pontos pertencentes ao

gréafico da funcao afim f{x) = ax + b.
3.Vamos esbocar, no plano cartesiano, o

gréfico da funcao £ R — R, definida por v A
y=1g=4
Atribuimos alguns valores para a variavel inde- P
3
pendente x e obtemos os correspondentes valores fig) fommmmmmmmmccmcaas .
para a variavel dependente y. E
P i
x | y=fg=4 P ] E— s :
-2 | y=ft-2=4 3 i '
H P ; :
0 y=fl0)=4 i o) beaee = i 1
H i ' '
3 y=f3)=4 & ; : ' -
5 y=f5)=4 x X x x

Assim, temos

4y
fix) =ax, + b
4 fix) =ax,+ b
fix)=ax,+ b

Considerando a taxa de variacao, sao verdadeiras
as igualdades a seguir:

o) — ) flx) — flx) 3 fix,) — fix,)

XZ_XI XE_XI XS_XE

Funcéo afim Capitulo 9 -
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As variacoes de y e de x (em valor absoluto)
podem ser interpretadas no plano cartesiano como
medidas dos catetos de tridngulos retangulos,
como representado a seguir nos dois graficos.

Y A

flx)
flxz) - flx:)
flx,)
— .
vV &
fixs)
ﬂxs:' = ﬂ.xsl
3
@
E flx:) r .
3 E X=X, i
X X3 ;

Se provarmos gue os angulos a e 8 indicados
nessas figuras sao iguais, entéo os trés pontos P, P,
e P, estarao alinhados. Note que os dois triangulos
retangulos tém dois lados correspondentes com
medidas proporcionais e, em comum, um angu-
lo reto. Pela semelhan¢a de triangulos, conforme
estudado na unidade anterior, dois triangulos sao
semelhantes se possuem um angulo em comum
congruente formado por dois lados com medidas
proporcionais. Assim, esses dois triangulos sao se-
melhantes. Logo, os angulos internos, dois a dois,
sao congruentes. Concluimos que a = 8 e que, por-
tanto, os trés pontos estao alinhados.

- Unidade 3 Funcoes

B B T

ﬂxz}‘ ““““

// ul Xz ’-(a X

Dissemos anteriormente que a lei de formacao
de uma funcao afim pode ser determinada quando
conhecemos dois de seus valores (x,, f{x,)) e (x,, fix).
Sabendo que o grafico é uma reta, basta conhecer
dois de seus pontos para chegarmos a seu grafico.

Crescimento de uma
funcao afim

E possivel observar o crescimento ou decresci-
mento de uma funcao afim conhecendo apenas a lei
de formacao da funcdo. Assim, em uma funcao afim
f:R— R, definida porfix) = ax + be considerando que
a # 0 (quando a # 0, a funcao é constante), temos:
N

Sea >0, entao a fungio é crescente.

Para provar que essas afirmacgoes sao verdadeiras,
considere os dois casos para a taxa de crescimento da
funcao afim que passa pelos pontos (x,, fix,)) e (x,, fix)):

12caso.a>=0

flx)) — flx,) fix) — fix)
Comog=—"—1temos ——————— >
X, T X X, T X

0.

O numerador e o denominador dessa fracdo
devem ter o mesmo sinal (vamos considerar apenas
0 caso em que 0s dois 5ao positivos):

fix) — fix) >0ex, — x, >0

Isto é:

fix,) > fix,) e x, > x,

Como essa expressao equivale a dizer que
x, < x,e f(x) < f(x) e considerando que, em uma
fracao crescente, se x, < x,, entao f(x,) < f(x,), con-
cluimos que a funcgéo fé crescente.



2%caso:a <0
fix)) — fix,) fix,) — fix,)
Comog=—"""temos —<0.
XX 5%

Dessa forma, o numerador e o denominador
dessa fracao devem ter sinais contrarios (vamos con-
siderar apenas 0 caso em que o numerador é negativo
e 0 denominador é positivo):

flx) — fix) <0ex, — x,>0

Isto é&:

flx) < fix,) ex,> x,

Como essa expressao equivale a dizer que x, < x,
e fix,) > fix)) e considerando que, em uma fracao de-
crescente, se x, < x,, entao f{x,) > flx,), concluimos que
a funcao f é decrescente.

Observacao:

Esses dois casos estao ilustrados nos graficos
a seguir.

flx) #
2 !
o fix,) : !
P
/ 1 L] :
/ x X x
12 caso:
T ) — fix)
a>0istog,—=>=>0
X, T X

Fung¢éo crescente

|
fix)) f=====- i
ﬂxz] """"" 1: ______
% m N -
2¢ caso:
o ) — fix)
a<<(istog —<0
XX

Funcio decrescente

Exemplos:

A funcao definida nos reais por fix) = 2x + 3 é
crescente, pois a = 2 (g > Q).

A funcao definida nos reais por fix) = —2x + 7
é decrescente, poisa = —2 (a < 0).

Conhecendo, entao, o sinal da taxa de variacao
de uma funcao afim, podemos agora dizer se afuncao
é crescente ou decrescente (quando a taxa € igual a
zero, a funcdo é constante). Observe nos exemplos

a seguir o que ocorre quando duas ou mais fungoes
afins tiverem a mesma taxa de crescimento:

1. Em um mesmo plano cartesiano estao repre-
sentados os graficos das funcoes reaisf,g e h,
definidas respectivamente por:

f) =3x,g(x) =3x—4ehx) =3x+4

Y A

xy

-4

Como as fungdes tém a mesma taxa de cresci-
mento (a = 3), os graficos obtidos sdo retas paralelas.

2. Em um mesmo plano cartesiano estao re-
presentados os graficos das fungoes reais f, g
e h, definidas respectivamente por:
fix) = —xglx)= —x+5ehx) = —x—4
v A

h A g

¥
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Como as fungées t8m a mesma taxa de cresci-
mento (@ = —1), os graficos obtidos sdo retas paralelas.

Nos dois exemplos vimos que, quando duas ou
mais funcdes reais afins tém o mesmo coeficiente de
x (taxa de crescimento), os gréficos sao retas paralelas.
Ora, esse paralelismo entre as retas corresponden-
tes pode ser verificado considerando duas funcoes
fR>Reg R— R definidasporfix) = ax + be
glx) = ax + ¢, respectivamente. Como essas fungoes
t&m a mesma taxa de crescimento, podemos esbogar
seus graficos a seguir:

glx;)

Graficos: © DAE

glx;)

;)

fix;)

/|

OBSERVACAO:

No estudo de Geometria Analitica, ainda no Ensino Médio,
veremos que a taxa de crescimento de uma funcao afim
também é chamada de coeficiente angular da reta. Assim,
duas retas no plano cartesiano com o mesmo coeficiente
angular sao retas paralelas ou coincidentes.

Para provar que essas duas retas sao paralelas, basta
mostrar que os angulos indicados a e 8 sao congruentes.

Temos, por hipétese, que as taxas de crescimento
dessas funcdes sao iguais. Assim, podemos escrever:

_ flx,) — flx;) _9k) — gt

XZ—XI )(4—X3

g a

(catetos dos triangulos sao proporcionais.)

Como os dois tridngulos destaca-
dos tém os catetos correspondentes com
medidas proporcionais e, em comum, um
angulo reto, os dois tridngulos sao seme-
Ihantes. Assim, os angulos internos, dois a
dois, sao congruentes, isto € tém a mesma
medida. Concluimos, entao, que a = 8, isto
&, as duas retas sao paralelas.

/ X 7 X

Exercicios resolvidos

x ¥

1. Obtenhaoexpressaodafungao afim f R— R, sabendo
quef2) =3efl—2)= —5.
Os pontos (2; 3) e (—2; —5) pertencem a funcéo f.
Como fé do tipo y = ax + b, temos:

[3=2a+b [b=3—2a{l] - igualando

| 5=—2046" |b=20—5m) Mem,
temos:

3 —2a=2a— 5= a =2 Substituindoa = 2em (l)
ou (Il), encontramos b = —1.

Portanto, f{x) = 2x — 1.

2. Considere a funcdo g: R — R, definida por

gix) = (k + 4)x — 4, com k € R . Quais sdo as condicdes
que k deve satisfazer para gue:
a) g(x) seja uma fungao crescente.

b) glx) seja uma funcao decrescente.

) glx) seja uma funcao constante.

a) Para que g(x) seja crescente, k + 4 > 0, ou seja,
k= —4.

b) Para que g(x) seja decrescente, k + 4 < 0, ou seja,
k< —4.

c) Para que g(x) seja constante, k + 4 = 0, ou seja,
k=—4.

y A
3. Sejaafuncioh:R— R, /
3

definida por
h(x) = 3x + 3k sendo k X
um numero real.
Construa o grafico de h
sabendo que o ponto
(3; 0) pertence a h.

Como (3; 0) pertence a h,
temos:
0=3:-3+3k=k=—-3.
Assim, hix) = 3x — 9.

- Unidade 3 Funcoes



Exercicios propostos

1k

Resolva os exercicios no caderno.

Em cada caso a seguir, identifigue as funcoes que sao
afins, isto &, fungoes da forma fix) = ax + b. Depois,
escreva os valores correspondentes de a e b

a) flx)=2x— (x+ 1) (x — 1) Nao & funcao afim.

b) flx) = 9x—45 Efuncaoafim(a=9eb = —45).

c) flx)=10Efuncioafim{@=0eb=10).

d) fld=x—x+2)(x—DEfuncioafima=0eb=4)
e) flx) = xEfuncaoafim(@=1eb=0).

f) flx) =0Efuncaoafim@=0eb=0)

Resolva os seguintes sistemas de equacoes:

3a—b=-6

a) a=2eb=12
4da+b=20
x—y=7

b) 5 x=5ey=3
2x+y=13
2a—3b=—-10

c) a=leb=4
a+ 5b=21

Escreva a fungao afim y = f(x) = ax + b, considerando
guef(@=11ef(0)=—3.fy=7c=3

Em relacdo & funcao afim da atividade anterior, responda:
a) Para qual valor de x a fungao se anula? « = é

2hfy--

Obtenha a lei de formacao de uma funcao afim consi-
derando que f(1)=1 e f(-1) = 9. Em seqguida responda:

b) Qual o valor correspondente a f

a) Qual o zero dessa fungao, isto &, para qual valor de
xaimagem é zero? «x = —

4
b) Qual o valor de f(-10) + £ (10)? 10

Identifique a taxa de crescimento de cada uma das
funcoes:

a) fiy=7x—17 d) fix)= —20
b) fix) =—8x+ 2 -2 e) fi)=9+x1
¢ fix)=100 ) )= —x-=1

Escreva os elementos da sequéncia numérica corres-

pondente a (f(0); f(1); f(2); f(3); f(4); f(5); ..) sendo que

a funcao festa definida por f(x) = —3x + 10. Depois,

responda: Respostas no Manual do Professor.

a) Engquanto os valores de x, nessa sequéncia, estao
aumentando de 1 em 1, o que acontece em cor-
respondéncia com suas imagens?

b) Qual é o valor de i) — O, g OO —FO),
10 10—9

Considere a funcao afim definida por f(x) = 10x — 5.
Respostas no Manual do Professar,
a) Escreva a sequéncia numérica correspondente a

(F(4); £(7); F(10); F(13); F(16); ..).

10.

1.

12.

13.

b) Explique o padrao numeérico observado nessa se-
quéncia obtida.

c) Calcule os valores de;: Respostas no Manual do Professor,

f7) — fi4) F10) — £(7) F(13) — £(10)
I=4 ° 0—7 ° 13—
f(16) — £(13)
16— 13

Na vitrine de uma loja de roupas estava escrito: “Todos
os produtos com desconto de 15%" Determine o valor
gue deve ser pago ao se comprar uma pega de roupa
gue custava, sem desconto:

a) R$ 230,00 R% 195,50
b) R$ 150,00 RS 12750
Ainda em relagdo a questdo anterior, obtenha a lei
de formacao da funcao V = f(x), sendo V, valor a ser

pago por urna peca cujo valor era de x reais e sofre um
descontade 15%.V = f{x) = 085 - x

c) R% 300,00 k% 255,00
d) RE87,00Rs 7395

Um vendedor de produtos eletronicos recebe mensal-

mente um saldrio fixo de R$ 500,00 e um adicional de

2% do total das vendas efetuadas no més.

a) Qual é o saldrio desse vendedor no més de maio
se o total de vendas foi R$ 6.600,007 R 632,00

b) Quanto esse vendedor receberd se conseguir ven-
der um total de RS 15.000,00 em um més? {5 200,00

¢) Obtenha a lei de formagao da fungao y = f(x) sendo
gue y representa o salério e s o total de vendas efe-

tuadas em um més.
y'= f{x) = 500,00 + 0,02 - x (x & yem reais)
Assinale as afirmagoes que sao verdadeiras em relagao

a atividade anterior:

a) Duplicando o total de vendas num més, o saldrio
do vendedor também duplica. £

b) A taxa de crescimento da funcao é 0,02. v

c) Aumentando 100 reais no total de vendas, seu sa-
lario aumentara 2 reais.

d) Aumentando 1000 reais no total de vendas, seu
salario aumentard 20 reais. V

Nodesenho a seguir estd representado um quadrado de
lado medindo x cm. Escreva a lei de formacao da fungao
y = fx) que fornece o perimetro desse guadrado em

funcao da medida de seu lado. Em seguida, responda:
y=fx)=4-x

xem

Flgura: & DAE
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} a) Nessa fungao, duplicando a medida do lado do
quadrado, o que ocorre com a medida de seu
perimetro? Também é duplicado.

b) Triplicando a medida do lado do quadrado, triplica-
-se também a medida do perimetro? Sim.

¢} Qual é a medidado lado de um quadrado conside-
rando que seu perimetro € 44V 2 cm? x = 11VZ cm

14. Ocustototal C,em reais, para a produgao de x unidades
de um componente eletrdnico & dado pela fungdo
C(x) = 36x + 9000.
a) Qual é o custo correspondente a producao de
2000 unidades desse produto? R%81.000,00

b) Considerando que o custo foi de R$ 27.000,00,

quantas unidades foram produzidas?
500 unidades.
15. Observando apenas a lei de formacao das funcoes
afins abaixo, indique se sao crescentes, decrescentes ou

constantes:

b) glx) =9+ 2x Crescente.  e) n(x)=02x+3
Crescente.
¢} h(x) = 9x Crescente. f) pb)=—4+ 2x

Crescente.

a) fix) = 9 — 2x Decrescente.  d) m(x) = 10 Constante.

16. Construa o grafico de cada fungdo a seguir, sabendo

minio € o conjunto num reais.
Re?#o%gg r('?o Malmua I?jc-% gf‘esgmd ke i
a) f)=—3x+1 c hy=x+4

b) glx)=3x—2 d) mix) = —x+5

17. Observando os gréficos construidos na atividade ante-
rior, responda:

a) Quais funcoes satisfazem a afirmacao: "Aumentan-
do-se o valor de x no dominio da funcao, aumenta-se
tarpbém ovalor daimagem y em correspondéncia™?

b) Quans funcoes satisfazem a afirmacao: "Aumentan-
do-se o valor de x no dominio da fungdo, diminui-se
o valor da imagem y em comespondéncia’? [ & 111

18. Construa, num mesmo plano cartesiano, os graficos das
funcoes f, g e h com dominio no conjunto dos niimeros
reais e cujas leis de formagao sao: f(x) = —2x +5.gx) =

= —2xehlx) = —2x — 4. De| | res
® Resposta r1o W anual do Professor.

a) Os gréficos obtidos sao retas paralelas?

b) Quais sao as coordenadas dos pontos em que
os graficos dessas fungdes intersectam o eixo
das ordenadas?

Sinal de uma funcao afim e
inequacoes do 1° grau

0 estudo do sinal de uma funcao afim pode ser
feito por meio da andlise do comportamento gréfico.
Vimos que uma fungao afim definida com dominio no
conjunto dos numeros reais tem como gréfico uma
reta. Essa reta podera representar uma fungéao crescen-
te, decrescente ou constante. Para saber se a imagem
da funcao é positiva, negativa ou igual a zero, basta
considerar o gréfico. Assim, por exemplo, temos:

y A

ol |

7

Graficos: © DAE

/

a > 0 (funcao crescente)

x=x=flx)=
x>x,=fx)>0

x<x,=fx)<0
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a < 0 (funcéo decrescente)
x=x=fl)=

x>x =) <0
x<x,=fx)>0

Sendo a funcao afim constante, temos as se-
guintes possibilidades:

ya

{0; b) f

=¥

a = 0 (funcdo constante)
b>0f(x) >0paratodoxE R



v A

(0; b) f

o
o
X

A reta é o proprio eixo x

a = 0 (funcao constante)
b=0,f(x) =0paratodox € R

s

(0; b)

a = 0 (funcio constante)
b<0,fix) <Oparatodox € R

Considerando que a # 0 em uma funcao
afim, para estudar o sinal da funcéo, determina-
mos inicialmente o zero da funcao, isto é, o valor
de x que anula a funcao. Depois esbocamos, no
plano cartesiano, o grafico a partir do sinal do coe-
ficiente de x (@ > 0, a funcao é crescente, e a < 0,
a funcao € decrescente).

Exemplos:
1. Vamos estudar o sinal da funcao F R — R,
definida por f(x) = 3x — 8.
b Determinamos o zero da funcao:
fg=0 g
IX—B8=0=x= 3

b Como a = 0(a = 3),afuncao é crescente.
Assim, um esboco do gréafico é:

v

= ¥

flx) < 0

Pelo gréfico temos:

fixy=0parax=
fix) > 0 para x>

fix) <Oparax <

w oo w|mww|ow

OBSERVACAO:

A figura a seguir representa um esquema que evidencia o
estudo do sinal da funcao de uma forma mais
simplificada. Tanto o sinal de mais como o sinal de menos
indicam o sinal da funcdo. Dessa forma, para o estudo do
sinal da fungdo, ndo sera necessario construir o grafico,
mas apenas do esquema.

k‘r
Graficos: @ DAE

(£1]-1

2.Vamos estudar o sinal da funcéo - R — R,
definida por flx) = —2x —9.

» Determinamos o zero da funcao:
fix) =0
9
—2X—9=0=x=——

» Comoa < 0(a= —2),afuncéo é decres-
cente. Assim, um esboco do gréfico é:

Funcéo afim Capitulo 9 -
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---------------- -~ fix) =0
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Graficos: © DAE

fix) <0 —-----

Pelo gréfico temos:

fix)=O0parax = —

fix) > O0parax < —

fix) < Oparax> —

oo oo a| o

Sugerimos que vocé faca apenas o esquema a
seqguir para o estudo do sinal da funcao:

xy

No Ensinc Fundamental, vocé resolveu ine-
quacdes do 12 grau, isto &, inequacdes da forma
ax+b<0,ax+b>0ax+b=0ax+ b=0.
Uma inequacdo do 12 grau dessa forma pode ser
resolvida por meio do estudo do sinal da corres-
pondente funcao afim (embora possa ser resolvido
isolando x). Vamos exemplificar!

1. Vamos resolver a inequacao 3x + 10 > 0 no
conjunto dos numeraos reais.

P 12 maneira: isolando a incégnita x:

- Unidade 3 Funcoes

3x+10>0

3x>-10
10
W
3

» 22 maneira: pelo estudo do sinal da fun-
cdo f(x) = 3x + 10, considerando apenas
os valores de x que verificam a condigao
flx) >0

f(x) > 0 parax > i

Assim, podemos dizer que o conjunto solu-
cao S dessa inequacao é

i

10
XER/'X}—;‘

2. Vamos resolver a inequacac —5x + 20 < 0
no conjunto dos numeros reais.

» 12 maneira: isolando a incognita x:
—5x+ 20=0
—5x= —20
S5x= 20
x=4
» 22 maneira: pelo estudo do sinal da funcao

filx) = —5x + 20, considerando os valores
de x que satisfazem a condicao fix) =< 0

&~
=¥

flx) = Oparax =4
flx) < Oparax>4
l
Logo, fix) = 0
para x = 4.



A partir de algumas instrucoes e de um
computador, vocé podera utilizar um aplicati-
VO interessante para a construgao de graficos:
o Winplot. Esse aplicativo foi criado por Richard
Parris, da Phillips ExeterAcademy, traduzido para
0 portugués e pode ser encontrado no site:

<www?2.mat.ufrgs.br/fedumatec/softwares/
soft_funcoes.php>. Acesso em: 26 fev. 2016.

Leia atentamente o texto a seguir para sa-
ber como utilizar o aplicativo na construcao de
graficos. O endereco acima esta ligado a Univer-
sidade Federal do Rio Grande do Sul, constituin-
do um site seguro para que vocé passa efetuar o
download. Observe algumas instrucoes:

P Apds acessar o endereco mencionado,
procure na pagina inicial o icone abaixo
para fazer aimportagao do aplicativo para
seu computador, clicando em download
e em seguida "Executar”.

b Instalado o aplicativo, vocé devera abrir o
programa: aparecera uma tela de cor ver-
de. Serd necessério clicar com o mouse
em “Janela” (canto superior a esquerda) e,
depois, em “2-dim”"

H Winplot = | = =

Janela Ajuda |

Figuras: & DAE

EXPLORANDO Orientagdes e respostas no Manual do Professor.

P Aparecera em seu visor a tela indicada

abaixo. Ela é formada por dois eixos per-
pendiculares (eixo x e eixo y). Agora vocé
esta pronto para construir o grafico de al-
gumas funcoes. A seguir, vamos orientar
a construcao do gréfico da fungao afim,
definida pory = fix) = —2x + 4.

5 amnsrul o =

Cligue na aba “Equacac”e selecione a opcao
“Explicita’ No primeiro quadro, vocé devera
apagar a funcao gue estiver escrita e digitar
*—2x + 4" Escolha a cor do gréfico e a seguir
cligue em "ok’ Na tela, aparecera o gréfico
abaixo. Clicando em “Equacao’; vocé podera
ainda deixar registrada a funcao que define
o gréfico: para a aplicacao ter efeito, serd ne-
cessario clicar ainda em “Fechar”

Observe que podemos construir varios
graficos em um mesmo sistema. A seguir,
por exemplo, esta representado o gréafi-
co das funcoes fix) = =x + 3 (em azul) e
g(x) = x + 3 (em vermelho). Para tanto,
clicamos em "Equacao’, “Explicita’, digita-

Funcéo afim Capitulo 9 -

Resolva os exercicios no caderno.
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mos “=x + 3", escolhemos a cor azul, clica- Sugerimos que vocé utilize essa ferramenta
mos novamente em “Equacao’, digitamos para ampliar o conhecimento sobre o estudo de
“x + 3"e escolhemos a cor vermelha. uma funcéo afim:

1. Construa graficos de funcoes da forma
fix) = ax + b. Mostre os graficos cons-
truidos para a sua turma.

2.Construa, em um mesmo siste-
. ma de eixos, os graficos das fungoes
] fx) =2x + 3,g(x) = 2xe h(x) = 2x — 3.Em
seguida, responda: O que vocé percebeu
de semelhanca entre esses graficos?

i Observacao:

Veremos neste volume outras funcdes,
como fungdes quadraticas, fungoes exponen-

» Explore um pouco mais clicando em*Ver

e depois em “Grade”. Vocé observard que ciais e fungoes logaritmicas. Sempre que desejar,
é possivel colocar uma malha retangular explore essa ferramenta para a construcao dos
ou pontilhada no gréfico construido. graficos dessas fungoes.
ApliCﬂgﬁES de fungﬁo afim Uma forma de obter a relacédo matematica en-

tre essas duas escalas € observar que as variagoes en-
tre as temperaturas formam uma propor¢ao, como
indicado no esquema a seguir:

Existem diversas aplicacoes importantes rela-
cionadas as funcoes afins. Vamos considerar algumas
a seguir. Leia atentamente cada uma delas e procure

°C iz
discutir com seus colegas esses exemplos.
ACT i i e e i ¥
Escalas de temperatura
Para medir as temperaturas, utilizamos a escala 100f---=--mmmmmmmm e e 212
Celsius (eC). Outra escala utilizada, por exemplo, nos o
Estados Unidos, é a Fahrenheit (°F). O gréfico abaixo i Y
: = 212-32
relaciona essas duas escalas. e
(°F) 4
212 Of-mmmmmmmmme o 32

y—32 x—0
212—32 100—-0

é g
g 180 100
° ?7 y=32 x
0 100 {,"a 9 5

9
y=?x+32

- Unidade 3 Funcées



Respostas no Manual do Professor. Bosilua D% Bxattiting

Questdes e reflexdes no cadermo.

1. Umatemperatura de 0° na escala Celsius correspon-
de a qual temperatura na escala Fahrenheit?

2. Uma temperatura de 100° na escala Celsius corres-
ponde a qual temperatura na escala Fahrenheit?

3. E possivel ocorrer uma temperatura com o mesmo
valor numérico nas duas escalas? /

Movimento uniforme

O movimento de um ponto material sobre um
eixo & chamado movimento uniforme quando esse
ponto se desloca sempre num mesmo sentido, per-
correndo espacos iguais em tempos iguais. A posicao
do ponto nesse eixo em fungao do tempo € dada por
uma funcao afim, isto &, s = f(t) = v - t + S, Nessa lei
de formacao, v representa a velocidade constante e
S, @ posicao inicial desse ponto, isto &, 5, = f{0).

O gréfico a sequir representa a posicao s de um

ponto material, dada em funcao do tempo t. Vamos
obter a lei de formacao dessa fungao.

sim)
&

45 |Fmm=mmmma ===

25

15

Grafico: © DAE
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» Se os pontos do grafico estao alinhados, a fun-
¢ao correspondente édaformas=v-t + S5

P Substituindo as coordenadas de dois desses
pontos na férmula acima, podemos determi-
nar os valoresdeves,

015) = 15=v-0+5,=5,= 15
(1,25) = 25=v-1+ 15=v=10

Portanto, a lei de formacéao dessa funcao que
expressa o espaco em funcao do tempo € dada por:

s=10-t+15

Respostas no Manual do Professor. Racohs o oraia

Questoes e reflexoes no caderno.

1. Qual é a velocidade desse ponto material?

2. Em quanto tempo esse ponto material atinge o
deslocamento de 95 quildmetros?

3. Descubra, na disciplina de Fisica, outro exemplo de
funcao afim.

Juro simples

Vamos considerar gue vocé emprestou
R% 4.000,00 para um amigo. Ficou combinado que ele
pagaria juro de 2% ao més sobre o capital empresta-
do. Caso vocé queira calcular o montante (dinheiro
emprestado mais os juros) em fungao da quantidade
de meses, poderé confeccionar a seguinte tabela:

1 80 4000 + 80

2 2-80 4000 + 2 - 80
3 3-80 4000+ 3-80
4 4-80 4000 + 4 - 80
5 580 4000 +5- 80
n n-80 4000 +n - 80

Pelos dados obtidos na tabela, se representarmos
0s juros por J e o montante por M, teremos aqui dois
exemplos de funcao afim:

J=fn)=80-n

eM=1fln)=80-n+ 4000

Funcéo afim Capitulo 9 -



Respostas no Manual do Professar. Bt T L et ieiie

Questoes e reflexoes no cademo,

1. Duplicando o tempo em meses, 0 que 0corre com
05 juros?

2. Aoduplicar o tempo, também duplica o montante?

Funcoes custo, receita e lucro

Em situacoes de comércio, muitas vezes pode-
mos utilizar funcao afim para representar o custo, a
receita e o lucro. Considere o seguinte exemplo:

(FGV-SP) Os gréficos abaixo representam as fun-
coes receita mensal R(x) e custo mensal C(x) de um
produto fabricado por uma empresa, em que x é a
quantidade produzida e vendida. Qual o lucro obtido

ao se produzir e vender 1350 unidades por més?
Quantidade

25000

Rix)
20000

Cix)

15000

10000

5000 /

Receita e custo

0 500 1000 1500 2000

a) 1740
b) 1750
d 1760

d) 1770
e) 1780

Conforme informacées do gréfico, vamos obter
a lei de formacao das duas fungoes.

Exercicios resolvidos

Receita:

R=ax+b

0=a-0+5b

15000 =a-1000+ b
a=15eb=0=R = 15x

Custo:

C=x+d

5000=c-0+d

15000 =c-1000+ d
c=10ed=5000=C(x) =10x+ 5000

A funcao lucro L(x) € também uma funcao afim
correspondente a:
LO) = Ri) — CX)
L(x) = 15x — (10x + 5000)
L(x) = 5x — 5000

Como precisamos calcular o lucro na fabrica-
cao e na venda de 1 350 unidades, basta substituir
na fungao L(x):

L(1350) =5-1350 — 5000

L(1350) = 1750

Portanto, o lucro sera de R$ 1.750,00.

Observacoes:

1. Uma funcdo afim £ R — R, definida por
fix) = ax,com a # 0, é dita funcao linear. Em
uma funcao linear, o gréfico passa pela ori-
gem.

2.Uma fungdo linear £ R, — R, definida por
fix) = ax, com a > 0, pode relacionar grande-

zas diretamente propaorcionais:

¥
y=ox=—=a-as grandezas y e x sao

diretamente proporcionais, e g é a constante

de proporcionalidade.

1. Dada a fungdo g: R — R, definida por glx) =-2x + 6,
determine os valores de x para os quais:

a)gl) =0
b)glx) <0
clglx)=0
Afuncao g é decrescente, pois seu coeficiente angu-

lar (taxa de crescimento) é negativo (—2). Essa fun-
cao cruza o eixo das abcissas em:

0=—-2x+6=2x=6=x=3.
Analisando o dispositivo pratico:

Figuras: © DAE

*

podemos concluir que:
a)glx) > 0parax <3
b) g{x) <O parax >3

clglx) =0parax=3

- Unidade 3 Funcoes



2. Jodo pretende comprar um jogo que custa R$ 340,00, a) Temos:
porém so tem guardados R$ 80,00. Para juntar o res- _ base-altura _20h _ : -
tante, Jodoird guardar R$ 30,00 por més da sua mesada = 5 Ciaeca S - s =100
até juntar o dinheiro necessario. com Aemcm? e hem cm.

22.}“ Qo b) Observe que h s6 pode assumir valores reais po-
sitivos (h nao pode ser zero, pois nao teriamos
L1 ]s]] TR S . triangulo).
)
i |
180 '
.................... . H
: : A
160 : i
4 s . : ' 28
] : :
120 ' : E
...... & ' i c 26
] ' H '
110 : E : ]
S T
wp i p “
A
60 ; E ; : 2
S T B
of 14
I 20
20 : ] H '
] ] 1 )
H i i '
[v] i ] 1 ] S
0 1 2 3 4 o 18
a) Obtenha a fungao Q(x) que relaciona a guantia
guardada Q em fungao do ndmero x de meses. 16
b) Desenhe o gréfico de Q(x).
c) ApoOs quantos meses, no minimo, Jodo tera o di- 14
nheiro para comprar o jogo?
a) Sendo Q a quantidade guardada e x o nimero de
meses, temos: 12
Q(x) = B0 + 30x, com Q em reais e x em meses. /
b) Observe gue x sé pode assumir nimeros naturais,
entao seu gréfico sera formado apenas por pontos. 10
¢) Para saber em quantos meses Joao precisa juntar
dinheiro, podemos calcular: 340 = 80 + 30x= "
= 30x = 260 = x = 8,67. Como x 56 pode assu-
mir valores naturais, Jodo so tera o dinheiro ne-
cessario para comprar o jogo a partir do 92 més 6
em que comegou a guardar. De fato, observe que
no 8° més Jodo terd: Q(8) = 80+ 30-8 = 320 =
= R$ 320,00, enquanto no 9 més ele tera: 4
Q(9) =80 + 30 - 9 = 350 = R$ 350,00.

3. Considere um triangulo cuja base mede 20 cm e a é
altura h cm. * g
a) Obtenha a funcao Alh) gue relaciona a drea A do -

triangulo em funcao da altura h. 0 Al
b) Desenhe o gréfico de A(h). o A 2 g 4
c) Se a drea desse triangulo & igual a 47 cm?, qual é

sua altura? c)Temos: 47 = 10h=h = 4,7 cm.

Funcéo afim Capitulo 9 -



Exercicios propostos
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10.

Grafleos: € DAE

11.

a) Calcule £(20), considerando gue T = 3,14.

f(Z0) = 12586,
b) Nessa fun¢ao, o que fix) representa?
O comprimento da circunferéncia
¢) Triplicando o valor de x, 0 que ocorre com o valor de

)7 Também triplica.
d) As grandezas fix) e x, relacionadas nessa funcao,
sao diretamente proporcionais? Sim.

Ldcia trabalha em uma concessiondria de automéveis
que langou uma promogao: 3% de desconto nos va-
lores de todas as pecas para veiculos vendidas a vista.
Escreva uma formula gque permita calcular o prego P
apos o desconto, em fungao do valor V de cada peca

antes do desconto.
P(V) =087 -V
Mateus emprestou a quantia de R$ 7.500,00 para seu

irmao. Combinaram gue Mateus receberia 0,8% de
juros por més sobre a quantia emprestada.

a) Obtenha os juros correspondentes a 1 més de em-
préstimo. R 60,00

b) Calcule o montante ao final de 4 meses de em-
préstimo. A% 7.740,00

¢) Calcule os juros apds 8 meses de empréstimo.
R$ 480,00
d) Obtenha a funcao que relaciona os juros J em fungao

da quantidade n de meses de empréstimo.
J(n) = 60 - n.(J em reais)
e) Obtenha a funcao que relaciona o montante M em

funcao da quantidade n de meses de empréstimo.
M(n) = 7500 + 60 - n (M em reais)
Considere que uma barra de ferro com uma temperatu-
ra igual a 45 °C foi resfriada até a temperatura de 10°C.
O gréfico abaixo representa a temperatura T (em graus

Celsius) em fun¢ao do tempo t (em minutos).

A TI(C)

10

t{min)

a) Obtenha a lei de formacao dessa funcao, isto € T(t).
I(f) =45 — 7 - t (t e minutos e T em graus Celsius),
b) Em guanto tempo, apds iniciar o resfriamento, a
ternperatura da barra serd de 24 °C?

I'=3 minutos.
c) Qual era a temperatura da barra 2,5 minutos apds
iniciar o resfriamento? T(2.5) = 275 °C

Um vendedor recebe mensalmente um saldrio compos-
to de duas partes: uma parte fixa, no valor de R$ 700,00,
e umna variavel, gue corresponde a uma comissao de 5%
do total de vendas que ele fez durante o més.

12.

13.

a) Obtenha a lei de formagao que representa o saldrio

yem funcao do total de vendas do més x.
y = 700,00 + 0,05 - x (x e y em reais)
b) Calcule o saldrio que esse vendedor receberd em um

més erm que o total de vendas foi R$ 43.000,00.

R% 2.850,00
Avelocidade de um corpo em fungao do tempo € dada
pelo grafico representado a seguir:

V (mis) &

18

0 6 t(s)

a) Sendo V a velocidade em metros por segundo e
I o tempo em segundos, obtenha a lei de forma-
cao de V(1).

Vi) = 18 — 3 - 1 {t em segundos e \/ em metros par segundo).
b) Obtenha a velocidade desse corpo notempo t = 0s.
VD)= 18m/s

¢} Qual a velocidade desse corpo em 25 segundos?
W(2,5) = 10,5 m/s

Duas grandezas x e y sao diretamente proporcionais
e sua relacao de dependéncia & dada por y = kx, na
qual k representa a constante de proporcionalidade.
Sabendo que para x = 0,5 temos y = 1, responda:
a) Qualéovalordek? =2

b) Se dobrarmos o valor de x, 0 que acontecera com y?

Se dobrarmos o valor de i, o valor de y também dobrara.

14.

15.

Em condigdes especiais, ao se realizar um teste com
um veiculo, foi possivel manter a velocidade do car-
ro constante de acordo com a funcao y = 36x, em
gue y representa a distancia percorrida em metros,
de acordo com o tempo x (em segundos). Com
base nessas informacoes, resolva os itens a seguir:
Respostas na Manual do Professor.

a) Calcule quantos metros o veiculo terd percorrido

em5s, 10se 1 min.

b) O que acontece com a distancia percorrida se do-
brarmos o tempo?

c) Nesse caso, podemos afirmar que a distancia e o
tempo gasto 3o proporcionais?
d) Caso o tempo gasto e a distancia percorrida

sejam proporcionais, determine a constante de
proporcionalidade.

Elabore urn problema como o apresentado no exercicio
11 desta secao. Trogue seu exercicio com algum colega
e resolva o dele.

orar umé
rem fungéo d

Funcéo afim Capitulo 9 -



CAPITULO

Vamos cansiderar a seguinte situacao:

COM ESSES 200 METROS DE CORDA VAMOS
MARCAR UMA SUPERFICIE RETANGULAR
QUE SERA O CANTEIRO DE HORTALICAS.

10} FUNGAO QUADRATICA

PRECISAMOS CONSEGUIR O RETANGULO
QUE TENHA A MAIOR AREA. MAS QUAIS
DEVEM SER AS MEDIDAS DOS LADOS
DESSE RETANGULO?

Esse &€ um problema interessante!

Considerando que o perimetro do re-
tangulo a ser construido corresponda aos
200 metros de corda, vamos determinar as me-
didas dos lados desse quadrilatero de tal forma
que a drea seja a maxima possivel. Como nao sa-
bemos quais sao as medidas dos lados desse re-
tangulo, vamos representa-las pelas letras x e y.
Assim, temos:

Figura: & DAE

X

Perimetro igual a 200 m

2x + 2y = 200
X+y=
y=100 — x

Como queremos obter o retangulo de
maior area possivel, vamos expressar a area §
desse retangulo:

S=x-y
S=x-(100 — %
S=100x—x*

- Unidade 3 Funcoes

Observe que, nesta Ultima expressao, te-
mos a area S em funcao da medida x de um dos
lados desse retangulo, isto é:

S=fx)=

Essa é uma funcdo quadratica. O estudo
desse tipo de funcao, de suas caracteristicas, de

— x4+ 100x

seu grafico, permitird provar que o retangulo de
maior drea possivel, conforme condicoes dadas,
€ um quadrado de lado medindo 50 metros.
Neste capitulo retornaremos a essa situacao.
Antes, precisamos retomar o estudo de egua-
coes do 22 grau.

Resolucao de equacoes
do 2° grau

No final do Ensino Fundamental é abor-
dada a resolucao de equacdes do 22 grau por
meio da férmula resolutiva conhecida por
formula de Bhaskara. Vamos agora relembrar
algumas ideias estudadas.

—
Todaequagandaﬁmnam“q-bw-rc -0
cama,b_ ﬁmems eais, sendo a # 0, é

Filipa Rocha



Sao exemplos de equacoes do 22 grau:

a=29
POC—Tx+1=0{b=—7
c=1
a=9
PO+ 7x+10=0{b=7
c=10
a=—1
» —X+x=0{b=
c=20
a=V3
»V3IE—-2V3=0—>{b=0
c=—-2V3

A formula resolutiva, isto &, a formula que
permite obter as solucdes da equacdo do 20
grau, pode ser deduzida transformando o pri-
meiro membro da equacdo em um trindbmio
quadrado perfeito. A seguir, por meio de trans-
formacoes que mantém verdadeira uma igual-
dade, mostramos como chegar a essa férmula:

at+bx+c=0

Dividimos os dois membros da igualdade
por a:
b C

X¥+—-x+-=0
a a

@ b?
Subtraimos — e acrescentamos —— ao0s
a 4a

dois membros:
b b? b
b=y —m—— =
a 4> 4a* a
Fatoramos o primeiro membro, que é um
trinémio quadrado perfeito:
b\2 b 4ac

) =5

Agora vamos isolar x no primeiro membro
da igualdade:
b b* — 4ac

Xt+—==%
2a 4q*

—b+ Vb — 4ac —b+ VA

X = =
2a 2a
Formula resolutiva

A expressao A = b? — 4ac é denominada
discriminante. Conforme o valor que assume,
existem trés possibilidades quanto as solucoes
da correspondente equacao:

P A >0 — a eguacao admite duas solu-
coes reais e distintas;

P A = 0 — a eguacao admite duas solu-
¢oes reais e iguais;

P A < 0 — a equagao ndo admite solu-
¢coes reais.

Exemplo:

Na equacdo x* — 6x + 12 = 0, temos:
A=b*—4ac
A=(—62—4-1-12
A=-12-5A<0

A equacao nao admite solugées reais.

Propriedades das raizes

Além da formula resolutiva, existem duas
relacGes importantes entre as solucoes de uma
equacao do 22 grau e os correspondentes coe-
ficientes. Vamos recorda-las!

Quando utilizamos a formula resolutiva
de uma equacao do 22 grau, as solugdes x, e
X,, quando existemn no conjunto dos numeros
reais, sao obtidas considerando-se os sinais de
+ede —,isto &

—b+VP—dac  —b-VP—dac
% 2a s 3 2a

Considerando que a expressac A = b2 — 4ac
€ nac negativa, podemos calcular a soma e o pro-
duto das solucdes reais:

Funcdo quadratica Capitulo 10 -



Soma das solugoes: tre as raizes e os coeficientes serdo verdadeiras
sy AT e o NPt mesmo quando as raizes Nao sao reais.
T 2a * 2a 2. A partir das propriedades das raizes, podemaos
SR BN — AaE escrever uma equacao do 22 grau como o pro-
X+ x = = duto de duas sentengas do 12 grau, isto &
—2b b ax*+bx+c=0
X +x= = BEEXi=——
Z2a a s g . .
Dividimos os dois membros da igualdade por a:
Produto das solugdes: b C
x,t—x+—=0
—b+Vb?—4ac\ [—b—Vb*— 4ac g a
Haw Ja ) 2a Observando as relagdes obtidas, podemos
fatorar a equacao:
b?—(b? — 4ac) s
X1'XzIT =0+ x) x+xx,=0
_ 4ac (& X=xx—xx+xx,=0
x1'Xz"'E=> x,'Xz=E
i xx, +x)—xx—x)=0
Observacoes:
1. No final do Ensino Médio estudaremos equacoes h—x) k—x)=0
gue nao admitem raizes reais. Essas relacoes en- I—y- Forma fatorada.

Exercicios resolvidos

1. Determine as solucdes da equacdo X’ —3x— 10=0.

Para a expressao x* — 3x — 10 = 0, os coeficientes a, b e c sdo 1, —3 e — 10, respectivamente.

Assim:
—b = VB2 — 4ac
r=—
2
) O VY, - B TR W
it (=3 V(—3P—4-1-( 1E.l}ﬂ

2-1
37
=S x=——=x=50ux=—2

Portanto, S = {—2; 5}.

2. Determine o valor de k na equacao x* + kx + 3 = 0, sabendo que essa equacao possui apenas
uma solucao real positiva.
A condicao para que haja apenas uma solucaoreal é que A = 0.
Para a expressao x? + kx + 3 = 0, os coeficientes g, b e c sao 1, ke 3, respectivamente. Assim:
A=b—4dac=0=kK —4-1-3= Kk =12= k= =2V3. Assim, as possibilidades s3o: x?
+2V3x+3=(x+ V3=00uxX’—2V3x+3==(x + V3)*= 0. Como a solucdo deve ser
positiva, temos k = —2V3, poisx* — 2V3x + 3= (x+ V3= 0=2x= V3.

3. Determine o valor de m na equacio 5x° — 26x+ m =0, sabendo que uma solucio dessa equacio
€ o inverso da outra.

& 1
Sendor, e r, as solugoes dessa equacao. Como uma € o inverso da outra, temos: r, = — Lembrando
r

2
que o produto das solugdes de uma equacao de 22 grau éigual a e gue, para a expressao 5x° —
a

. " : £ il m

26x + m = 0, os coeficientes g, be c sao 5, —26 e m, respectivamente, temos:r, -r, = e
T
2

m
:>‘|=?:> m=5.

- Unidade 3 Funcoes



Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Utilizando a férmula resolutiva de uma equacao do 22
grau, determine as soluges reais (caso existam) das
sequintes equagdes: Respostas no Manual do Professor.

a) X¥—6x+5=0 0 —3x—1=0

b) 3¢ —5x+2=0 g) x¥—25=0
) X¥—5x+2=0 hl 2+ 2V2x =0
d) ®+6x=0 i) ¥+6x+15=0

€) 32 —2V3x +kk=1 h) 162 +16x+ kk=4
f) ¥+ k4 25k==+10 i}xz—x+kk:1'
Q) b —12x+36k=1 ) +2V5x+kk=5

Na atividade anterior, substitua os valores de k obtidos,
iguale os trinémios a zero e resolva as equagdes a partir
dos dois casos de trindmios quadrados perfeitos.
Respostas no Manual do Professor.

&) BR—5x4+1=0 6. Considerando gue dois ndmeros reais, x € y, s3o tais
qguex « y = 0, responda:
2. Semresolver, mas analisando o valor do discriminante, a) Se x = 7, qual serd o valor de y? Se x = 7, entaoy = 0.
verifigue quais equagoes a seguir ndo possuem solu- b) Sey = 9, qual serd o valor de x? Se y = 9 entao x = 0.
¢oes reais, possuem duas solugdes reais e iguais ou o = i S e
ﬁgl{gétgg; Egﬁ?‘ai?lalf %%e?r gerlgggoz? distintas. ::} Sés xx:— Ut;eﬂ Ha%lﬁir%d% :?s?{ngleq{'%lqucr valor real.
ahdat : N _ ey = 0, qual serd o valor de 7
a) 2¢+6x+11=0 d) 9 —6x+1=0 Se y =0, entao x pode assumir qualquer valor real.
b) ®—9—5=0 el 01 +x+2=0 7. Fatore cada equacao a seguir e obtenha as solucoes:
) 4 +4x+1=0 ) 2+V3x+6=0 a) X+ &x=05={0; -6}
. | b) % — 16x=05=(0; 16}
3. Obtenha as solugdes das seguintes equagoes: 7
Resrgostas na Mafﬁ_&laio .ﬂrofes%orl e €) 5¥—7x=0 S= |Ui E]
AG=plet )= d) ¥+ V=0 s=[0;-\3
b){x+3)x—2)=0 8 A ) . ics e
O O — N2x+ 3 =0 . As equagdes a seguir possuem solucoes reais. Em
cada uma, sem resolver, vocé deverd obtera somaeo
d) 6= Va)x+V5) =0 produto das solugdes: Respostas no Manual do Professor
4, Em cadatrindmio a seguir, a letra k deverd ser substitui- al X —x—2= 0_ d) 7x' — XJ_D _
da por um nimero que complete o trindmio quadrado b) 4:‘2 =Gk==13 __0 e) 2x22+ V2 + 1__ 0
perfeito, ) ¥+ 12x+36=0 f) —x*+B—12=0
ernibratycici os dois Btios: 9. Calcule ovalordemna equa:;ac:-x“— X+m—5 =_C=,
de modo gue o produto das solugdes dessa equacio
- Quadrado de uma soma: (@ + b = a* + 2ab + b? sejaigual @ —8.m = 3
5 i R =t
Quieada de Lima difesace (2 =08 =gt = 2ab + 1 10. Determine o valor de k na equacgao 3x2 + kx + 4 = 0,
a) X =2 +kk= €) 9% —6x+ ki ]= ! sendo k um nlmero real positivo, de modo que uma
b) #+6x+ kk=9 d) +x+k .'\-=__1— das solugdes da equagao seja o triplo da outra. k = 8
o ;- = —
Funcao quadratica a=-2
» X)) =—22—6x— {b=—6
Ao iniciar este capitulo, apresentamos uma si- c=0
tuacao que resultou em uma funcao quadratica. Mas a=
o que é uma fungdo quadratica? Vejamos! P =x+12x— 13— (b=12
c=—13
Denomina-se fun¢do quadratica, ou funcao a=0,1
polinomial do 22 grau, qualquer funcédof: R > R » ) =01+ 100> {b=0
dada por uma lei da forma f(x) = ax* + bx + c,em c=100
que a, b e ¢ sdo nimeros reais, com a # 0. g =
P )= —x+x+V2o (b=1
Exemplos de fungées quadraticas: c=V2
=7 a=—I
b =7 —2+3> (b= 2 b A== 1b=0
=i c=0
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Vocé estudou em poligonos convexos (Unida-
de 2) uma férmula que permitia o célculo do nimero
de diagonais do poligono em funcao do nimero de
lados (ou numero de vértices) desse poligono. Uti-
lizando a notacao de funcao, essa relacdo pode ser
assim escrita:

d=fn)

=3
d(n)zu
3 _n2—3n
(n) = 7
d()—] , 3
n—2n Zn

Exemplo de funcdo quadratica: <+——
1
=—b=——ec=0
2 2

Exemplo:

Observando a funcao quadratica que fornece o
numero de diagonais de um poligono convexo em
funcao do numero de vértices, vamos obter o nu-

Vocé ja ouviu falar em razao aurea? Ela pode
ser assim definida:

Se a razao entre as medidas AC e CB for a
mesma que a razao entre as medidas AB e AC,
dizemos que o ponto C divide o segmento AB na
razao aurea:

A Cc B

Observando a definicao apresentada e a fi-
gura acima, temos:

AC=x
AB=x+41
CB=1

1. Utilizando essas medidas, obtenha a equagao
do 22 grau que verifica a sequinte proporgao:
AC _ AB

CB AC

- Unidade 3 Funcées

EXPLORANDO N—

i

flanual do Professor.

mero de diagonais de um héxagono convexo. Basta
substituir, na lei acima, n por 6:

1 3
d=fin)=—n*——n

2 2
1 3
— /K —"-5
2 2
d=fit)=18—-9=d=9

d=fi6) =

Figura: & DAE

.
il

OBSERVACAO:

Como uma funcao quadratica f(x) = ax’ + bx + ¢ é também
funcao polinomial do 22 grau, para determinar os “zeros" da
funcao (valores de x que anulam a funcao), basta resolver a

correspondente equacado do 22 grau, isto é:

at+bx+c=0

Resolva os exercicios no caderno.

2. Resolva a equacao obtida. A solugao positiva
representa o valor da razao aurea. Utilizando
uma calculadora, determine a razao aurea
com 5 casas decimais.

3. Existem algumas curiosidades a respeito da razao
aurea. Uma delas vocé podera descobrir com a
utilizagado de uma calculadora. A curiosidade € a
seguinte: sendo @ (escreve-se phi e pronuncia-se

fi) a razao durea, calcule e compare as casas dedi-
g > 1
mais dos nimeros correspondentes a ©, ©? e W

Qual a curiosidade?

4. Pesguise algumas curiosidades a respeito da
razao aurea e apresente-a a seus colegas. Caso
queira, recomendamos um livro interessantissi-
mo sobre esse ndmero intrigante: Razdo durea
— a histéria de fi, um ntmero surpreendente, de
Mario Livio, traducao de Marco Shinobu Matsu-
mura, Rio de Janeiro: Record, 2006.



Grafico de uma funcdo
quadratica

Também é possivel, para uma fungao quadratica,
abter o gréfico a partir da lei de formacao dessa funcao,
atribuindo valores 4 varidvel independente x e obtendo
valores carrespondentes para a variavel dependente y,
tal que y = f{x), como procedemos com outras fungoes.

Em um sistema cartesiano ortogonal, o gréfico
de uma funcdo quadratica é representado por uma
curva que recebe o nome de parabola. Observe a
seguir dois exemplos de como podemos chegar ao
esboco grafico de uma funcdo quadréticaf R - R,
atribuindo valores para x.

Exemplo:

Vamos considerar a fungdo quadrética f R — R,
definida por fix) = x* — 3x — 4. Observe na tabela
alguns valores reais atribuidos a x e 0s pontos cor-
respondentes no plano cartesiano. Ligando esses
pontos convenientemente, conforme suas posigoes,
obtemos um esbogo do grafico:

X y=x*—3x—4

-2 |y=(2-3--2)—-4=6
-1 |y=FFW-3-(-1)—-4=0
0 y=0-3:-0—4=-4

1 y=1P—3-1-4=-6

2 y=2-3-2-4=-6

3 y=3-3:3-4=-4

4 y=4-3-4-4=0

5 y=5-3:5—-4=6

Graficos: & DAE

Vamos considerar a fungdo quadrdtica F R — R,
definida por flx) = — x + 3x + 4. Observe na tabela
alguns valores reais atribuidos a x e os pontos cor-
respondentes no plano cartesiano. Ligando esses
pontos convenientemente, conforme suas posicoes,
obtemos um esboco do gréfico:

X y=—x'+3x+4

-2 |y=—(2¥+3-(2)+4=-6
-1 |y=—(1F+3-(-1)+4=0
0 y=0+3-0+4=4

1 y=1P+3-1+4=6

2 y=—2+3-2+4=6

3 y=—3+3-3+4=4

4 y=—4+3-4+4=0

5 y=-5+3:5+4=—-6

Nos exemplos apresentados, é importante gue
vocé observe que atribuimaos valores inteiros a variavel
X por uma questao de comodidade em relacao aos cal-
culos. Como o dominio considerado é o conjunto dos
reais, ligamos os pontos adequadamente e obtemos
a parabola. Contudo, vamos verificar a seguir que uma
parabola é uma curva construida num plano cartesiano
em que 0s pontos satisfazem a uma condigao especifica.
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Veja a seguir algumas ideias para a obtencao » Qutros pontos podem ser assim encontrados.
da parébola. Para tanto, continuamos a desenhar outras

b Consideramos um ponto F (foco) e uma reta retas paralelas a diretriz d e circunferéncias

d (diretriz): ZOI"I"I IjaIOS Iguals as distancias dessas retas a
iretriz.

Foco (F)
L ]

Diretriz (d)

» O ponto médio do segmento FQ (segmento
perpendicular a reta diretriz) € o ponto V, de-
nominado de vértice da parabola que quere-
mos construir,

v Se continuassemos desenhando outras retas
paralelas e outras circunferéncias, como fizemos
anteriormente, encontrariamos mais pontos, como
pode ser observado na figura acima. Ligando esses
pontos, obteriamos a parabola.

= 1n|-_:-|------o-------- M
=

Observacoes:

1. A reta que passa pelos pontos correspon-
dentes ao vértice e ao foco representa o eixo
de simetria da parabola.

b Desenhamos, entdo, uma reta r paralela a di-
retriz d, a uma distancia k (observe a figura a
seguir); com o auxilio de um compasso, ten-

do a ponta-seca no foco F e abertura em K, 2. Se areta diretriz (como no desenho anterior)
obtemos mais dois pontos que pertencerao estiver abaixo do foco, a pardbola tera con-
a parabola. cavidade voltada para cima, como exempli-

ficado a seguir:

@] b"--l----o--------- -
a
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3. Se areta diretriz estiver acima do foco, a pa-
rabola tera concavidade voltada para baixo,
como exemplificado a seguir:

4. No Volume 3 desta Colecao, no estudo de
conicas, mostraremos que a parabola tam-
bém podera ter concavidade voltada para a
direita ou para esquerda. Aqui, no estudo de
fungoes, interessam-nos apenas as concavi-
dades para cima ou para baixo.

No estudo de parabola para representar o gréfi-
co de uma funcao quadrética, vamos necessitar ape-
nas fazer esbocos. Assim, o conhecimento das coor-
denadas de alguns pontos e da concavidade (se €
voltada para baixo ou para cima) sera suficiente para
elaborar um esboco no planc cartesiano. Faremos
isso a partir da lei de formacao da funcao quadratica.

Intersecao com o eixo
das ordenadas

Podemos determinar as coordenadas do ponto
em gue a parabola intersecta o eixo das ordenadas.
Para tanto, basta lembrar que qualquer ponto do
eixo y terd abscissa igual a zero. Assim, para a funcao
guadrética definida no conjunto dos nldmeros reais
por fix) = ax? + bx + ¢, temos:

x=0=2y=f0)=a-0*+b-0+c=2y=c

O ponto precurado tem coordenadas (0, o),
conforme indicado nas duas parabolas a sequir:

10; c)

Vi

Grificos: © DAE

10; <}

¥

Exemplo:

Vamos obter as coordenadas do panto em que
a parabola correspondente a funcao f: R — R, defi-
nida por fix) = —3x* + 9x — 7, intersecta o eixo das
ordenadas:

x=0=y=f0)=-3-?+9:-0—-7T=y=—7

Assim, o ponto tera coordenadas (0, —7).

Intersecdo com o eixo
das abscissas

Vimos anteriormente que o valor de x que anu-
la a funcao é chamado de zero da funcao. Quando
ha dois valores reais e distintos, temos os zeros da
funcao quadratica. Para obter esses pontos, devernos
igualar a funcao correspondente a zero, ou seja:

f)=0=ad+bx+c=0

Pelo valor do discriminante A = b? — 4ac, vi-
mos que existem trés possibilidades quanto as raizes.
Pensando na intersecao da parabola correspondente
com o eixo das abscissas e conforme sua concavida-
de é voltada para cima ou para baixo, temos seis ca-
sas, ilustrados na proxima pagina:
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Vértice da parabola 2

O ponto extremo do gréfico de uma fun-
cao real quadrética é denominado vértice da
parabola. Mas como podemos obter as coorde-
nadas desse ponto? fix,— K) = fix, + K

Sabemos que o eixo de simetria passa pelo
vértice. Assim, vamos considerar dois pontos da
parabola que sao simétricos: A e B, representados
no gréfico ao lado. As abscissas desses dois pon-

e

tos sdo x, — ke x, + k sendo k > 0. Como suas

ordenadas sao iguais, podemos obter a abscissa
do vértice:

fle,— K) = fix, + K

alx,— K+ blx, — K + c = alx, + Kk’ + blx + k) + ¢

ale — 2x k +k) + bx, — bk = a ( + 2x k +k') + bx, + bk
ax2— 2ax k + ak’ + bx, — bk = ax’+ 2ax k +ak® + bx + bk

—4ax k = 2bk
b
AT Ta

x ¥

Figuras: € DAE



Para determinar a ordenada, basta obter a ima-
gem da abscissa do vértice, isto é:

y,= fix)
b
y“gf(_ 2a
b i b
yv—a(—g +b[—z+c
b? b?
WEA g T e T
b?— 2b*+ 4ac
=T
— b*+ 4ac
ST g

Determinacao da
concavidade da parabola

Como ja vimos, o gréfico de uma fungao qua-
drética é uma parabola. A concavidade da parabola
poderé ser voltada para cima ou para baixo. A partir
do sinal de a (coeficiente de x* na lei de formagao
da funcdo quadratica), podemos determinar qual
serd a concavidade:

YA

a=0

Concavidade para cima

-
S

=¥

L )

/

l

Concavidade para baixo

a=0

xy

Figuras: & DAE

Vamos analisar um pouco mais a concavidade.
Observe, nas duas parabolas esbocadas a sequir, que o
y,, dependendo da concavidade, representa o menor
valor assumido pela funcado (menor valor de y), ou o
maior valor assumido pela fungao (maior valor de ).
Considerando que a funcao € definida para todo x real
por fix) = ax* + bx + ¢, vamos acrescentar uma uni-
dade a abscissa do vértice, isto & x + 1. Dessa forma,
obtemos um ponto a direita da abscissa do vértice.

¥4

3

fix, + 1)

Y.
Menor valor de y

S
Maior valor de y &

fix, + 1)

x¥

Funcéo quadrética

=V

conors <G



Vamos substituir o x na funcao quadrética por
x,+ 1
foc, + 1) =alx, + 1P+ blx, + 1)+ ¢

)
fi, + 1) =ab+ 2x + 1)+ bx +b+c
fix +1)=ax+ 2ax, +a+ bx, +b+c
fix, + 1) =axc+bx +c+2ax +a+b

b
d Temos y, = fix) = ¥+ bx, + cex,=———
b 2a
+ 1) =y + 20—+
fix,+ 1) =y,+ 2a|———|+a+b

fix,+1)=y+a

Exercicios resolvidos

A partir desse resultado, temos duas possibili-

dades:

»a>0=2fix+1)>y,

Oy, é o menor valor da fungao, e a concavida-

de da parabola é voltada para cima.

»a<0=flx,+ 1)<y,

Oy, € o maior valor da funcéo, e a concavidade

da parabola & voltada para baixo.

1. Determine o valor de m na fungao
flx) = (m + 2)x* — 4x + 2, de modo que:
a) flx) ndo seja uma funcdo quadratica.

b) o gréfico de f{x) seja uma pardbola com concavida-
de voltada para baixo.

¢} fix) passe pelo ponto (2; 6).

a) A funcao fix) ndo serd uma funcao quadratica se
o coeficiente que multiplica x* for igual a zero,
ousejam+2=0=>m=—2.

b) Para que f(x) tenha um grafico de parabola com
concavidade voltada para baixo, é preciso que
m+2<0=m<-—2

c) Se (2; 6) pertence a fx), entdo:
6=mM+2)-2—4.242=3=m4+2=m=1
2. Considere a funcdo g: R — R, definida por glx) =
=)= D=8
a) Afuncao g(x) & uma fungado quadratica?

b) O gréfico de g(x) representa uma pardbola com
concavidade voltada para baixo ou para cima?

c) Quais os zeros de g(x)?

d) Em que ponto o gréfico de g intersecta o eixo das
ordenadas?

e) Quais as coordenadas do vértice da parabola cor-
respondente a g{x)?

a) Sim. Observe que a funcao g(x) é do tipo
y=ax*+ bx + ¢, coma # 0.

b) Para cima, pois o coeficiente de x* € positivo.

¢} Para g(x) = x* — 2x — 8, temos
a=1b=—-2ec=—8. Assim:

—b = Vb — dac

X

2
_E — ..-'_ - = g | 3=
i (2 V(=2F—4-1-{ 8)=2_6=>
23 2
=x=4oux= -2

Portanto, g(x) intersecta o eixo das abcissas em
—2e4.
d) g(0) = 0*— 2 -0 — 8 = —8. Assim, g(x) intersec-

ta o eixo das ordenadas no ponto (0, —8).

b (—2) b* — 4ac
gx =——=x =———=lgy =— ——=
v v 2_1 v 4a
| T o il
RS . .
. 41

=—9

Observe que o y, tambem pode ser calculado
como:
y,=gkx)=y =g(1)=1—-2:-1-8=-9,
Portanto, V(1; —9).

Em uma cartolina de 80 cm por 100¢m deseja-se recor-

tar um quadrado de lado cuja medida em centimetros
é representada por x. Obtenha:

a) A expressao que representa em centimetros qua-
drados a drea da cartolina que ficarg;

b) Determine a drea da cartolina que restara quando
o lado do quadrado for 40 cm.

a) Representando por A a area da cartolina que
restard, temos:

A=A —A=A

‘cartalina ‘quadrado
A=80-100— x*= A=8000 — x*
b) Substituindo x por 40, obtemos:
A=8000 — x*

A=8000— 40°= A=6400cm’

- Unidade 3 Funcoes




Exercicios propostos

15

Resolva os exercicios no caderno.

Verifigue se as seguintes fungdes, definidas no con-
junto dos ndmeros reais, sdo quadraticas. Caso sejam,
identifique os coeficientes g, be c.

a) fix) = (5x — 4)x Efuncio quadrdtica [a = 5b = —4¢c=0).
b) gl = (x — 4)(x + 4) :fuﬂ?a{}iu':dra(lcfj
b=0,c=-—16).
c) h() = {x — 3)(x — 2) — x® Nao & funcao quadratica,
d) mbd = B3x— V2) Bx+ V2) + 9

Ef funcao quadratica (@ =9,b=9;c = —2).

1
e) pl) = (2}(——)
17 I:fum,do_wadmhfa

3 G 4, deter-

g=4b==2c=

Dada a funcao quadratica fix) =

mine:

a) RO) oy = — o AVE) VS =—9+5V5

b) A—2i-2)= - d) fim —1)
fim=—N=—-mM+7m-—10

Considere a funcao quadratica definida no conjunto
dos ndmeros reais por flx) = 4x* + 4x + 1. Entao:

a) obtenha a imagem de zero nesta funcgao, isto &, f0).
b) cgetermmextal quefi) = 0.5 —[ Tl

Em cada fungao quadraticaa seguir,com dominio no con-
junto dos numeros reais, obtenha os zeros, caso existam:

a) fi)=>2+4x5=10, -4
b) ix)= —x*+ 255 ={-5;5}
c) fX)=x—165=1{4 -4

d)fixy= —x*+4x —35=[1;3}
elf=2¢+x+75=1]
f) flx)= —9 + 6x —

3
Sobre a funcao £ R — R, definida por fix) =
— 5x + 3, determine:
q
1;x —]

¢) as coordenadas do vértice da parabola que corres-

ponde ao gréfico da funcio. v = E i
Identifique os coeficientes a, be € nas fungdes a sequir:
Respostas no Manual do Professor

a) =3¢+ 2x—1 difto=32+x+5
b) )= —x* + 4x elfx)=52—x+2
c) id=2¢+4x+6

g=|1
s=p

0.5=

a) para quais valores de x temos fix) =
b) aimagem parax =0.f(0)= 3

De acordo com a funcao quadrética cuja lei de forma-
gao éy = —x* + 4x, calcule:

a) {—=1)f=1)==5 d) 1)1y =3
b) RO) fio) =0 e} fi3) 3y =
¢ iAf)=4

Determine as raizes da funcdo £ R — R, definida por
flx) = ={-22
Se o numero de diagonais de um poligono convexo

n-(n—3)

é dado por d = , qual o poligono que

possui 35 diagonais? Decagono (n = 10).

Graficos: © DAE

10. Considere a fun¢do quadrética definida no conjunto dos

11.

12.

13.

numeros reais pela lei de format;ac fix) =

— + 4x.
spostas no Manual do Professo
? El%ten a as coordenadas do ponto em que a

pardbola correspondente intercepta o eixo das
ordenadas.

b) Determine os pontos em gue a parabola intercepta
0 eixo das abscissas.

c) Obtenha as coordenadas do vértice da pardbola
correspondente.

d) Esboce a pardbola no plano cartesiano ortogonal.

A funcdo quadratica definida no conjunto dos nimeros
reais por flx) = x* tem seu gréfico representado a seguir.

xV

|
]
|
e
(=]
=
[

Determine as coordenadas dos pontos A, B, Ce D
indicados no grafico. Respostas no Manual do Professor.

Em cada funcdo quadréitica a seguir, determine as

coordenadas do vértice V da pardbola correspondente:
Rts;_xostus no Manual do Pr ufe;:.o

) f)=—x +4x+7 ) fx)=101x+ 10
b} fx) =22+ 4x—1 e} fiy= —3 + 6x+9
o f=—x+x—1 fl f=x+7x+6

O gréfico abaixo é da fun¢ao quadrética definida por
fix) = ax*+ bx + ¢

y &

\

(0; ¢}

Y
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14.

15.

16.

17.

I—=
mix)
=
i)
=
glx)

V—
fGx)

Indigue as afirmacdes verdadeiras.
a) A concavidade da pardbola é voltada para cima. v

b) O valor correspondente ao y, representa o maior
valor de y na fungao. -

¢} O termo independente de x na fungao, isto & c é
um numero positivo. V

d) 9 valor do discriminante A = b? — 4ac é negativo.

&) Nao existe valor real de x tal que fix) < 0.V

Veja se é possivel elaborar um esboco do grafico de

uma funcao quadratica £ R — R conforme as carac-
teristicas abaixo: Mao existe grafico de uma Funqao

quadratica com essas caracteristicas.
=0y, representa o menor valor de y na fungéo;

= a fungao possui dois “zeros” diferentes, um positivo e
outro negativo;

= 0 grafico intercepta o eixo das ordenadas em um
ponto acima do eixo das abscissas.

Em cada funcdo quadréticay = flx) a sequir, obtenha as
coordenadas do vértice da correspondente parabola:

a) y=(x— 2P + 6V(Z6) o) y=4x—3PVE0
2
b) y= —2(x— 1 — d}y=3{x+l]——
i
5

V(1: =18)
Apresentamos a seguir quatro fungdes quadraticas
definidas com o dominio no conjunto dos reais:

flx) = x* gl) =
h(x) = 3% mix) = 4x
Responda:

a) Essas fungdes tém, como gréficos, pardbolas com
concavidade voltada para cima ou para baixo?

Para c
b) Essas i:narabolas passam pela origern do sistema de

coordenadas cartesianas? Sim.
¢} Qual é maior: {2), g(2), h(2) ou m(2)? m(2)
d) Qual é maior: f{V5), g(V5), h(V5) ou m(V5) m(\5)

e) Quais as coordenadas dos vértices das pardbolas
correspondentes?
Tadas as parabolas tém vértices no ponto (0; 0).
Apds realizar a atividade anterior, Carlos resolveu es-
bogar esses gréficos no plano cartesiano. dentificou
as parabolas com os algarismos romanos. Relacione
esses graficos com as fungdes correspondentes.

v 1 AY

x ¥

18. Esboce, num mesmo plane cartesiano, os graficos das
fungoes quadraticas com dominio no conjunto dos
nlimeros reais, definidas por fix) = »% glx) =+ 1 e
hix) = ¥’— 1. Depois, responda:

a) Quais as coordenadas do vértice de cada uma das
pardbolas?

b) Essas parébolas tém o vértice pertencente ao eixo y?
c) Qual é o maior valor: f{k), glk) ou h(k), sendo k um
nuimero real qualquer?

Sugestao: utilize a ferramenta Winplot para esbogar
esses graficos. Respostas no Manual do Professor.

19. Na figura a seguir, as medidas dos lados do retangulo
estao indicadas, em centimetros, em funcao de x (x = 0).

X

X
a) Obtenha a expresséo que representa a area A(x)

desse reté’mg2
Al = —x*+20x sendox em cm e A em crm?.
b) Escreva o intervalo correspondente aos possiveis

valores reais para x. 0 < x < 20

) Determine a area, em cm?’, desse retdngulo para
x =15, A5} =75 em cnv’)

d) Determine, caso exista, outro valor de x, diferente

de 5, para o qual esse retangulo tem a mesma drea
queparax=5.x=15

20. Osdois quadrilateros a sequir tém suas medidas indi-
cadas em fungao de x.

Figuras: & DAE

X

a) Obtenha as dreas desses quadrilteros em fungao
dex A, = x* (drea do primeiro guadrilatero) e
A, = x* — § (drea do segundo quadnlatemj
b) lustifique a seguinte afirmacao: a area do quadrado
& maior que a drea do retangulo.

Sim, porque ¥* > x* — 9 para tado valor de x.

Funcoes




Aplicacoes relacionadas
a funcdo quadratica

Sabendo calcular as coordenadas do vértice de
uma parabola obtida a partir da lei de formacao de
uma fungdo quadratica, é possivel resolver aplica-
coes diversas. Antes, é importante gue vocé analise
um pouco mais o grafico dessa fungao, observando
o significado da ordenada do vértice, conforme a
concavidade da parabola.

» Quando a concavidade é voltada para cima,
oy, representa o menor valor da imagem da
funcao. Esse valor é chamado de minimo da
funcao.

=Y

\‘I/
1

1

1

O

¥, € o minimo

da funcao

Observe que o conjunto imagem dessa funcao,
conforme destacado noeixoy, é Im(f) ={y E Ry =y }.

» Quando a concavidade € voltada para baixo,
o y, representa o maior valor da imagem da
fungao. Esse valor é chamado de maximo
da funcao.

y, € o maximo

da funcao

B pmmmmm e ——————

x ¥

Graficos: @ DAE
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Neste caso, o conjunto imagem dessa fungao,
conforme destacado no eixo y, é
Im()={y ERy <y}

Agora vamos considerar algumas aplicagoes.

Problemas de area

Vamos retornar ao problema apresentado no ini-
cio do capitulo. Queriamos determinar as medidas do
lado do retangulo de drea maxima com o perimetro
de 200 metros.

Conforme vimos:

2x + 2y = 200
x+y =100
y=100—x

Expressando a drea S do retangulo em fungao de x:

S=xy
S=x(100 —x)
S=1flx) =—x+ 100x

A fungao obtida é uma funcao quadrética. No
plano cartesiano, o gréfico correspondente é forma-
do por pontos pertencentes a uma parabola com a
concavidade voltada para cima, conforme esbogo
a seguir:

Funcdo quadratica Capitulo 10 -



S (area)

=y

0 X 100

Para calcular o valor de x que torna a érea
maxima, basta determinar a abscissa do vertice da
parabola:

v Za
100
X=——"7"—"=x =50
W p (_” W
Se a medida de um lado do retangulo € 50 m,
a outra medida y pode ser calculada substituindo na
primeira equagac:
y=100—x
y=100—-50=y =50
Portanto, o retangulo procurado tem lados
com medidas iguais a 50 metros, isto &, o retangulo

de drea maxima e perimetro constante resultou em
um quadrado.

Resolva os exercicios
Respostas no Manual do Professor.
1. Na situagao apresentada, qual o significado do
valor correspondente a ordenada do vértice?

2. Comovocé calcularia a drea maxima do retdngulo?

3. Nafuncdo obtida S = flx) = —x* + 100x, qual ©
dominio?

" 4

Movimento uniformemente variado
Na Fisica, a expressao que relaciona o espaco

em fungao do tempo € dada por: S =S, + V1 + % £,

sendo a a aceleragao, S o espaco, V,, a velocidade inicial

e totempo.

Considere gque um mével em MUV (movimen-
to uniformemente variado) tenha o deslocamento

- Unidade 3 Funcoes

em funcao do tempo dado por S = 2¢* — 18t + 36,
sendo S em metros e ¢ em segundos. Vamos de-
terminar o momento em que esse maovel muda de
sentido.

Como a parabola correspondente ao gréfico
dessa funcao tem a concavidade voltada para cima,
esse movel muda de sentido quando a fungado muda
0 crescimento, isto & no tempo correspondente a
abscissa do vértice. Nesse momento, ocorre uma in-
versao no sentido do movimento.

b
="
—18
= _E:rv=4'5

Portanto, apds 4,5 segundos o movel muda seu
sentido de deslocamento.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes P8 Cateme:
Respostas no Manual do Professor.
1. Nasituagdo apresentada, indique a aceleragdo do

maovel.

2. Qual o espaco inicial e a velocidade inicial desse
mavel?

3. Verifigue outro exemplo de aplicacdo na Fisica
que utiliza func¢ae quadratica e apresente-o para
seus colegas.

7

Lancamento parabdlico

Considere que um projétil é lancado do solo,
como sugere a figura, descrevendo uma trajeto-
ria em forma de pardbola modelada pela funcao
y = —0,05x% + 1,5x, sendo x e y dados em metros.
Sabendo gue y representa a altura desse projétil,
e x o deslocamento horizontal a partir do lanca-
mento, vamos obter a altura maxima atingida e o
alcance maximo.

Ay

Graficos: ©DAE

x ¥




Como a concavidade é voltada para baixo, a
funcado quadrética tem ponto de maximo no vérti-
ce V(x, y ). A ordenada do vértice representa a altura
maxima atingida pelo projétil, e a abscissa do vértice
representa a metade do alcance.

b 15 15
=T e T 200 o1 "
A 152— 4+ (—0,05): 0
N T aa T T 4-(—009) -
2,25
= =115

0,2

Portanto, temos:

A altura maxima € 11, 25 me o alcance € 30 m
(o dobro da abscissa do vértice, pois x = 0 represen-
ta 0 ponto inicial do projétil). Observe que o alcance
também poderia ser obtido conhecendo as raizes da
correspondente equacao do 22 grau.

Forma fatorada
e forma canodnica

Vimos que a funcao quadrética é apresentada na
forma flx) = ax? + bx + ¢, dita forma polinomial. Mas
ela pode ser representada também de outras duas
maneiras: a forma fatorada e a forma canoénica.

Forma fatorada

Vamos inicialmente considerar a funcao defini-
da por flx) = x* — éx + 5, cujo esboco do gréfico no
plano cartesiano estd representado a seguir:

Ay

=

Note que os "zeros" dessa funcao sao os pontos
de abscissas 1 e 5. A lei de formacao dessa funcao
pode ser fatorada a partir de suas raizes, isto é:

) =x2+6x+5

)=x—x—5x+5

) =x(x—1) —5x—1)
flx) =0 — 1)x—5)

Esse procedimento pode ser adotado para qual-
guer funcao quadrética quando conhecemaos suas raizes
reais. Assim, de modo geral, podemos dizer que:

10 =ae + bx + c,suaforma fatoradaé

Vamos provar esse resultadao!
» Considerando inicialmente que a equacao
ax’ + bx + ¢ = 0 admita as raizes reais x, e

X, temos:
b C
X +x,=——ex  -x,=—
1 2 a 1 2 a

» Fatorando a expressao correspondente a lej
de formacao da funcao:

flx)=ax’ + bx+ ¢

b g
fix) =alx® + 27X + y
f) = alx® — (x, + x)x + x, x)|
fix) = a — xx, — 06, + x, x|
) = axtx — x) — x,(x — x,)]

fix) = alx — x,)x — x)
\—n- Forma fatorada da funcao quadratica

A forma fatorada pode, por exemplo, ser utilizada
guando queremos obter a lei de formacdo da funcgao
quadrética e conhecemos os "zeros” da funcao e tam-
bém algum outro ponto, como exemplificado a seguir.

Vamos obter a lei de formacao da funcao qua-
drética correspondente ao gréfico abaixo.

Graficos: @ DAE
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Como conhecemos os “zeros”da funcéo, utiliza-
mos a forma fatorada:

Funcdo quadratica Capitulo 10 -



fix) = alc — x,)(x — x,)
fix) = alx + 1)x — 4)
Observando que o ponto (0, 2) pertence a para-

bola, temos f{0) = 2. Substituindo na lei de formacao
da funcao, vamos determinar o valor de a:

fl0)=a(0 + 1)(0 — 4)

2=a-1(—4)
1
a=——
2

Assim, a lei de formacao da fungao é

1
fix) = —3(x+ Nix —4).

Forma canonica

A forma fatorada nos permite escrever a lei de
formacao da funcao quadratica a partir de suas raizes,
mas existe uma maneira de expressar essa mesma
funcao em funcao das coordenadas do vértice. E a
forma candnica.

Assim como fizemos anteriormente com a forma
fatorada, varmos considerar a funcao guadratica definida
no conjunto dos numeras reais por fix) = x* — 6x + 5.
Ao determinar as coordenadas do vértice, temos:

b —6
Xx=——=———=3
v 2a 2.1
y,=fx)=f3)=3—6-3+5=—4

Voltando a lei de formacéo dessa funcéo e ob-
servando o procedimento de completar um trind-
mio quadrado perfeito, podemaos escrever:

f)=x"—6x+5
f)=x—2-x-3+9—9+5
) =« —3y—4
Forma candnica:
f)=akx—x)+y, =<

Exercicios resolvidos

Vamos demonstrar esse resultado!

A funcdo quadritica £ R — R, definida por
flx) = ax? + bx + ¢, pode ser escrita da seguinte forma:

b C
ﬂx)za(xz+gx+

a

A expressao entre parénteses pode ser transfor-
mada de tal forma a se obter um trindbmio quadrado
perfeito, isto é:

&8 B B «
= 2+2- — t Y —} —
fed a(x 20 4@ 4" a

by —b'+4ac
ﬁ*’“f’["*z)*T]

b \2 —(b? + 4ac)
ft)()"‘ﬂ()("‘z +G'T]

b \2 A
fm“f’(”z ¥ —z]

Considerando as relacdes obtidas para o cél-
culo das coordenadas do vértice da parabola corres-
pondente, concluimos que:

f) =alx —x P +y,

Esta ultima relacao, conhecida com farmula
candnica da fungao quadratica, permite a vocé, par
comparagao, obter as coordenadas do vértice de
uma parabola que representa no planc cartesiano
a funcao.

comprimento por 10 cm de largura.

destacada do quadrildtero em funcgao de x.

) A varidvel x pode assumir qualquer valor?
d) Construa o gréfico da funcao f{x).

area maxima?

1. Afigura ao lado representa um retdngulo com 20 cm de

a) Determine uma expressao S = f{x) para calcular a area

b) A expressdo S = fix) € uma fungdo quadratica? Por qué?

e) Qual valor de x maximiza a drea S = f{x)? Qual é essa

2x

Figura: & DAE
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a) A area destacada pode ser calculada subtrain-
do, da area do retangulo, as dreas A, e A, dos
triangulos.

2x

Assim:
(10 —x) 20
2

=200 — x*— 100+ 10x = —x+ 10x + 100

s=ﬁx]=20-10—'2"2'x}—

b) Sim, porque S = fix) = —x? + 10x + 100 & do tipo
y=ax+bx+c

¢) Nao. Observe que, como x e 2x representam medi-
das no retangulo, temos algumas restricoes:
x>0

x<10=0<x<<10
2x <20

Observe que excluimos o zero, pois, conforme o
enunciado, devemos ter um quadrilatero.

d)

120
110
100
90—
80T
70—
60T
501

301
201

10 —t

Graficos: @ DAE
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e) O valor de x que maximiza a area é o x,ea area
maxima corresponde ao y_ . Assim:

e e =X =t =5 - =N =
'] —2a W 2 ( -” y\l ag
102 — 4(—1) 100
=>yu=——-——4{ ) = 125.
4(-1)

Observe que oy, também pode ser calculado comoy, =
fix)=y,=fl5)=—5+10-5+ 100 = 125.

Portanto, x = 5cm
S=fi5)=125cm’
2. Na plano a seguir esta representado o gréfico da

funcao f: R — R, cujo vértice é e um de seus

2;2
2

Zeros é 5,

Y=

a) Qual o outro zero da fungao 17
b) Qual a forma fatorada de 7
c) Qual a forma candnica de 7

d) Em qual valor fintersecta o eixo das ordenadas?

a) O eixo de simetria da parabola é x = 2. Sendo X,

x+5
o outro zero def,temos:——lz—= I=x=—1

b) fix) = alx —x:}[x = Xz:l = flx) = alx + 1)}{x — 5).
(9 9
Comolz; E) e f,temos:5= a2+ 1)2—-5=
NP
. =
Assim: flx) = —%[x + 1)(x — 5)

afx)=alx+x)P+y= —% x— 2P+ %
d) A funcdo intersecta o eixo das ordenadas quando
x=0.

WS | gl
Assim: f{0) 2(0-1—1)(0 5) >
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Exercicios propostos

15

Resolva os exercicios no caderno.

Escreva o conjunto imagem de cada uma das seguintes
funcoes quadréticas definidas no conjunto dos ndme-

ros reais. Respostas no Manual do Professor.
a) fix)=x> + 4x difx)=x*+5
b) )= —x* elfi)=2x+6x—8
o f=—4—16x+1 fl=x+5x+6

Em relagao as fungdes quadréticas da atividade anterior,
indique qual o valor maximo ou minimo gque cada
funcdo assume. Respostas no Manual do Professor.

Observe, na figura a seguir, as medidas (em metros)
dos lados de um retangulo e faca o que se pede.

100-2x

E
=
&

(2x)

a) Obtenha o perimetro do retangulo.
Respostas no Manual do Professor.

b) Escreva a expressao que representa a drea S desse
retangulo em fungao de x.

¢) Qual a medida da area desse retangulo guando
x=107

d) Para gual valor de x o retangulo terd 900 m* de

area? Quais as dimensdes desse retangulo?

e) Para que valor de x a drea desse retangulo é méxi-

ma? Qual é essa drea?

Considere todos os retangulos em que os perimetros

s3o iguais a 80 m e responda:

a) Se dois dos lados de um desses retdngulos me-
dem 10 m, quais as medidas dos outros dois lados
desse retangulo e de sua drea?

Os D'JHCIS |dd05 do retangulo medem 30 m, e sua area mrda 300 m”.

b) Quais as medidas dos lados do retangulo de &rea

maxima? Qual é essa area maxima?

Os lados do retngulo medem 20 m e 20 m, e sua area mede 400 m'.
5. O custo, em reais, para produzir x unidades de um de-

terminado produto é dado por: C = fix) = x* — 30x +

+ 5000. Determine:
a) o custo Eara produzir 10 unidades desse produto.

RE 4
b) a quanndade de unidades que devem ser produzi-
das para gerar um custo minimo. 15 unidades.

¢) o custo minimo. R% 4.775.00

Uma parede de tijolos serd usada como um dos lados
de um galinheiro retangular, usando-se para os outros
lados 400 metros de tela de arame. Obtenha as dimen-

soes do galinheiro para que a sua drea seja maxima.
100 m pot 200m.

O lucro de uma empresa é dado, em reais, pela fungio:
L = fix) = —400 (x — 20)(x — 4), em que x representa
a quantidade de pecas produzidas.

10.

11.

12.

a) Determine os valores de x para que o lucro seja
igual a R$ 19.200,00. 8 ou 16 pecas.

b) Determine a quantidade x para que o lucro seja
maximo. Qual é esse lucro?
x = 12 f(12) = 25.600 reais.

Resolva os dois problemas a seguir:

a) Quais as dimensoes
do retangulo ao lado,
de perimetro 20 cm,
de tal maneira que
sua drea seja a maxi- -
ma possivel? 5 m por 5 m.

b) O retdngulo ao lado
tem perimetro 16 cm.
Vocé deverdobter suas
medidas para que a
area do tridngulo pin- *f"
tado seja a maxima
possivel. 4 m por 4 m.

Escreva, na forma fatorada, a lei de formagao da fungao
quadratica fi) = + 11x + 10. fix) =+ 1) - (x + 10)

Ha uma relacao entre os “zeros"de uma fungao quadra-
tica e a abscissa do vértice: a abscissa do vértice pode
ser calculada como média aritmética dos “zeros”dessa

b 1

fungao,istoéx =———=—-
Ja 2 al 2
Utilize esse resultado para obter as coordenadas dos
vértices das correspondentes parabolas definidas por:
a) !IX) —2£¥— 10)(x — 14) d]ﬂX} 5{x+6)(x+ 4)
Vs =
bme (x 3V3k+V3) & f= —3(x Hx+2)
VIV3: —12) V(1: 27)

o) f)=30+ 1)x—1)

= f) ﬂx}—f{x+2}(x——
Vig; =3) b 121

Uma bola élancada para cIma esua altura h,em metros,
em funcio dotempot, & dadaporh =fl)—F + 6t + 8.
Obtenha:

a) aaltura dessa bola noinstante t = 0.5 m

A J

b) o instante t = 0 em que a bola atinge a altura
8metros.1 =65

c o mstante em que essa bola atinge a altura maxima.

d) a altura maxima que essa bola pode alcancar. 17 m
Em uma industria, sabe-se que o custo C, em reais, para
produzir x unidades de certo produto, conforme certas
condicdes, é dado pela fungio C = fix) = x* — 160x +

+ 6600. Nessas condicoes:

a) gual é o custo para produzir 10 unidades? R% 5.100,00
b} qual é o custo para produzir 100 unidades? % 600,00

) determine a quantidade de unidades produzidas
para que o custo seja 0 minimo possivel. 80 unidades.

d) qual é o custo minimo? % 200,00

- Unidade 3 Funcées




Sinal da funcao e inequacoes

Vamos analisar o sinal de uma funcao quadra-
tica . R — R definida por fix) = ax* + bx + ¢, isto
¢, vamos determinar os valores reais de x para os
quais:

flx) = 0 = f(x) se anulg;
flx) > 0 — f(x) é positiva;
f(x) < 0 — f(x) € negativa.

Observando o valor assumido pelo discrimi-
nante A = b> — 4acdaequacdo (ax*+ bx + c=0)e
a concavidade da parabola correspondente, temos
as seguintes possibilidades:

b 12 possibilidade:a >0e A >0

A parabola tem a concavidade voltada para
cima e intersecta o eixo das abscissas em dois pon-
tos distintos. Conforme esquema abaixo, temos:

x ¥

x‘\__/ a

flx) = Oparax = x, ou x = x,
flx) > 0 para x < x, ou x > x,
flx) < Oparax, <x<x,

b 22 possibilidade:a <0e A >0

A parabola tem a concavidade voltada para
baixo e intersecta o eixo das abscissas em dois pon-
tos distintos. Conforme esquema abaixo, temos:

4
X X,

=¥

fix) = 0 parax = x, ou x = x,
flx) > O parax, < x <x,

fix) < Oparax <x, oux>x,

¥ 32 possibilidade:a>0e A =0

A pardbola tem a concavidade voltada para
cima e tangencia o eixo das abscissas em um ponto.
Conforme esquema abaixo, temos:

\ /
-
X, =X, x

flx) = 0 parax = x, = x,

fix) > 0 para x # x,
f(x) < 0 para nenhum valor real de x.

» 42 possibilidade:a <0eA =0

A pardbola tem a concavidade voltada para
baixo e tangencia o eixo das abscissas em um pon-
to. Conforme esquema abaixo, temos:

X, = X, _
/ \x

fix) =0 parax = x, = x,

f(x) > 0 para nenhum valor real de x.

fix) < 0 para x # x,
» 52possibilidade:a>0e A <0
A parabola tem a concavidade voltada para

cima e nao intersecta o eixo das abscissas. Conforme
esquema abaixo, temos:

x Yy

Funcéo quadrética

Figu ras: & DAE
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flx) = 0 para nenhum valor real de x.
flx) = 0 para qualquer x real.

flx) < 0 para nenhum valor real de x.

b 62 possibilidade:a <0e A <0

A pardbola tem a concavidade voltada para baixo
e nao intersecta o eixo das abscissas. Conforme es-
guema abaixo, temos:

x ¥

flx) = 0 para nenhum valor real de x.
flx) = 0 para nenhum valor real de x.

flx) < 0 para qualquer x real.

OBSERVACAO:

0 procedimento para o estudo do sinal de uma funcao
quadratica consiste em: verificar a concavidade da
correspondente parabola; obter o valor do discriminante A
da equacao do 22 grau correspondente e suas raizes reais; e
atribuir os sinais da funcao a partir do esquema pratico,
conforme exemplos a sequir.

Exemplos:

1. Vamos estudar o sinal da funcao quadratica
real definida por fix) = x> + 9.

a = 1 = 0 (Concavidade voltada para cima.)

A=02—4-1-9= —36 <0 (Nao admite
"zeros' reais.)

Assim, temos:

x ¥

Sinal da funcao f{x) > 0 para todo x real.

- Unidade 3 Funcoes

2. Considere a funcdo real definida por
glx) = —4 — 4x — 1.Vamos estudar o sinal dessa
funcao.

a = —4 < 0 (Concavidade voltada para baixo.)

A= (—4)— 4 (—4) - (—1) = 0 (Admite raizes
reais e iguais.)

Resclvendo a equacao:

—4x2—4x —1=0

1
47 4+ 4x—1 = O=:x=—3
Assim, temos:

N =

xVY

Sinal da fungao:

1
glx) =0 parax = -3

1
glx) <Qparax # —E

O estudo do sinal de uma fungao quadrética
permite-nos resolver inequactes do 22 grau na in-
cognita x. Essas inequacgdes sao desigualdades que
podem ser escritas na forma:

at+bx+c>0a+bx+c=0,

a+bx+c<Qouax’+bx+c=<0

O procedimento pode ser observado nos exem-
plos a sequir.

1. Vamos resolver a inequacao x* — 4x + 3= 0.

Essa inequacao é resolvida pelo estudo do si-
nal da funcac quadratica fix) = x* — 4x + 3, porém
considerando que desejamos os valores de x para
os quais fix) = 0.

a = 1= 0 (Concavidade voltada para cima.)

A=(—42—4-1-3=4> 0 (Duas raizes
reais e distintas.)



Resolvemos a equacao:

R—ax+3=0=>""

Elaboramos o esquema e analisamos os sinais:

Observando o esquema, temos:

S={xER/x<1oux= 3 i 3 x
2.Vamos resolver a inequacao —x*+ x* + 2 = 0.

Essa inequacao é resolvida pelo estudo do sinal

da funcao quadratica flx) — x> + x + 2, porém

considerando que desejamos os valores de x
para os quais flx) > 0.

a = —1 < 0 (Concavidade voltada para baixo.)
A=12—4-(—1)2 =9 >0 (Duas raizes reais e distintas.)
Resolvemos a equacao:

x=2
Je=ie=]

Elaboramos o esquema e analisamos os sinais:
+
Observando o esquema, temos: -1 2

S=kel/ —-1<x<2}

X—x—2=0=

¥ x

3. Vamos resolver a inequacao

—x2+5x—10< 0.

Essa inequacao é resolvida pelo estudo do si-
nal da funcao quadrética fix) = —x? + 5x — 10,
porém considerando gue desejamos os valores
de x para os quais f{x) < 0.

a = —1 < 0 (Concavidade voltada para baixo.)
A=5—4-(-1)-(—10)=—15<0
(Nao admite raizes reais.)

Elaboramos o esquema e analisamaos os sinais:

'

Observando o esquema, para todos os valores
reais de x a inequacao é verificada, ou seja, S = R.

Figuras: © DAE
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EXPLORANDO ;
OrientacGes e respostas no Manual do Professor.

Agora gue ja estudamos uma fungao quadrética, sinal da fungao quadra-
tica e também a resolucao de inequagdes do 22 grau, podemos ampliar nosso
conhecimento explorando um pouco mais algumas ideias.

1. No estudo de funcéo afim utilizamos o Winplot para construir alguns graficos.
Observaremos agora que também podemos empregar esse recurso para ob-
ter os gréficos das fungdes quadréticas. Antes, porém, é importante que voce
conheca um pouco mais sobre esse aplicativo. Para tanto, vamos construir o
grafico da fungao quadratica definida no conjunto dos reais por fix) = x> — 4x.

+ Apds clicarmos em “Equagdo” — "Explicita”, digitamos “xx—4x" para representarmos
“x? = 4x". Na tela do computador aparecera o gréfico, conforme ilustracdo a seguir.
Note que, tanto no eixo x como no eixo y, temos indicados os numeros inteiros de
—4 até 4, embora ele permita ir de =5 até 5.

w
g 3 = @ &
§ s 4 semncme
" Arquive  Equecio Wer Mouse Um Dos Anim  Outros
] — i
E cantos A
= || |esquerdo [ 500000
| direito |5,00000 o
| inferior w
superior  [4 57661 E
centro (% AT
thoriz - [0.00000 S S— —
| vert 0.00000 -4 =3 =2 -1 1 2 3
| espessura [10.00000 it
aplicar | fechar 21
A r =51
il

\.

« Caso gueiramos ajustar a tela evidenciando mais pontos, podemos
clicar em “ver”. Na tela aparecera o quadro acima e a esquerda.
Clicando em "cantos” podemos, por exemplo, digitar “=—10" para
“esquerdo”, "10” para “direito”, *—10" para “inferior” e “10" para
“superior”. Clicando em “aplicar”, aparecerd o seguinte gréfico.

- . B 2 = B 8 |
| Arquivo  Equagic Ve Mouse Um  Dow  Anim - Outros
3

¥y

9
esquerdo [10.00000 :
deeto (1000000 i
infeior  [-10.00000 s
supetior [1000000 ;

centro

e 1| ]| NI, SR U
veil 0.00000 | s ssvsaskidrmse24s
espessura | 2000000 -2t
- =
aplicar fechar i
\ o -f
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Exercicios resolvidos

1. Considere a funcdo g: R — R, definida por Temos:A=m’—4-m-1=m—4m.
glx) = @ + mx + m, sendo m urn numero real. De- a) Para que a parabola correspondente a g(x) inter-
termine os valores de m, de modo que a pardbola secte o eixo das abcissas duas vezes, devemos ter
correspondente a fungao glx): duas solucdes diferentes para glx) = 0, ou seja,
a) intersecte o eixo das abcissas duas vezes. A>0.Assim:m’ —4m >0
b) tangencie o eixo das abcissas. Analisando o gréfico de y = m* — 4m = m(m — 4),

observamos quem’ —4m >0 param < Ooum > 4.
b) Para que a pardbola correspondente a g(x) tan-
L 4 gencie o eixo das abcissas, devemnos ter apenas um

valor para g(x) = 0, ou seja, A = 0.

Assim:m’ —4m==0=m=00oum=4.

) Para que a pardbola correspondente a g(x) nao
+ * intersecte o eixo das abcissas, ndo devemos ter
solugbes para glx) = 0, ou seja, A < 0. Assim:
m —4m<0

n \/4 | |
Analisando o grafico de y = m?* — 4m = m(m — 4),

observamos quem’ —4m < Opara0<m < 4. | 4

4

Funcdo quadrética Capitulo 10 -

€) naointersecte o eixo das abcissas.
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- Unidade 3 Funcoes

2. ResolvaemRainequacio2x+4<xX —4<—x+2

Resolver a inequacdo 2x + 4 < x* — 4 Ay
< —x + 2 é a mesma coisa que resol- P
ver o sistema de inequacoes

x+A4<x2—4 -2+ 2x+8<0(l)
=
19— 4 —x+2 *+x—6<0()

h—+2x+8<0 + g
L

¥ +2x+8=0=sx=—2oux=4. g
=

Analisando o graficodey = —x* + 2x -2 4

+ B, temos: 5

que podemos representar como e -

() © © >

-2 4 x
{)]
P+x—6<0

¥+ x— 6 =0=>x= —3 oux = 2. Analisando o gréfico de y = x* + x — 6, temos:

Ay

) -

6

Como queremos os valores de x para os quais y < 0, temos:

() o O -
3 2 £

Como os valores de x devem satisfazer as duas inequacdes, temos de obter a intersecao
desses intervalos, isto &:

Assim:S=xeER—-3<x< -2}

n T - >

T o2 A -
"—— o "

3 2 x

(i O >
a3 2 x




Exercicios propostos

1. Estude o sinal de cada fungdo quadrética abaixo no a) 2%+ x>0 d ¥—13x+36>0
conjunto dos ndmeros reais. Respostas no Manual do Profesor. b) -2 +9=0 e 2 +x=x—10
a) fi)=x'+9x+8 d) f)=x"+ 10x — 25 ) =24+ 2x—5=0 fl (x—4r>16—28
b) fx)=—x*+8 e) iy=x+x
0 fod=—3¢— 2x+4 f) fg=—2¢+3x—8 5. Sabe-sequeafungdo quadratica ﬁ‘x}= 2x2+x+_mtem
como grafico uma pardbola que intercepta o eixo das
2. Considere a fungdo f: R — R, conforme gréfico repre- abscissas em dois pontos distintos. Quais sio os valores

sentado abaixo: possiveis param? . |
E

A
4 6. Seja a funcdo quadrética f: R — R, definida por
fix) = —x + kx — 8, sendo k um nimero real. Nessas
condices, determine k, sabendo que a parabola cor-

respondente ao graficode f.
7 a) intersecta o eixo das abcissas duas vezes.

Grafleo: © DAE
\"\

= k<=—4Vlouk>4Vv2 = =
X b) tangenciaoeixodasabcissas.k = — 4VZouk=4V2
) ndointersectaceixadasabcissas. — 4V <k <4V2
7. Resolva cada item a seguir no conjunto dos nimeros
a) Obtenha os valores de x para os quais fix) = 0. reais. Respostas no Manual do Professor.
fi)=0=x=—-loux=7
b) Determine x tal que f(x) < 0. ¥~ 2x—3=0 gy —36=0
) <=0=x<-loux>7 =Xt == 1) ¥x—35=0
c) Obtenha os valores de x tais que fix) = 0. ’
fi=>0=—1<x=<7 X*—8x+12>0 e)g<x2{5x
3. Determine os valores reais de x na funcao definida por Rl Ax+A4<0
fix) = —42 + x — 8 para os quais fix) > 0.
Nao existern valores de x para os quais f{x) > 0. [y =D
4, Resolva as seguintes inequagoes do 22grau no conjunto i X flx=x>3x—2
dos nimeros reais:  Respostas no Manual do Professor. x¥—16>0

Algumas conclusoes

Procure responder ou mesmo pensar a respeito de cao afim passe pela origem do sistema de coor-
possiveis respostas para algumas questoes envolvendo o denadas cartesianas?
estudo de fungdes observado nesta unidade. Caso sinta

: i 6. Qual o grafico, no plano cartesiano, de uma fun-
alguma dificuldade em obter respostas, sugerimos reto-

: R ¢ao quadratica com dominio real?
mar os conceitos principais.

1. Como vocé define uma funcio? 7. Quais as possibilidades quanto a intersecdo de

uma parabola com o eixo das ordenadas?

2. Em uma funcdo da forma y = flx), qual é a varia-

vel dependente? €4 independente? 8. E possivel que em uma funcdo quadratica defini-

da por f{x) = ax* + bx + ¢ tenha-se flx) < 0 para
3. Em uma fungao afim da forma y = flx) = ax + b, todo o valor real de x?

o que significa taxa de crescimento? .
9. Como obter as coordenadas do vértice de uma

4. Se o dominio da fungao afim é real, o que se pode parabola?

afirmar a respeito do grafico correspondente? , . , )
10. Explique como é possivel resolver uma inequa-

5. Qual a condigao para que o grafico de uma fun- ¢cdodo 22 grau.

Funcdo quadratica Capitulo 10 -



Vestibulares e Enem

1. (Enem) No Brasil ha varias operadoras e planos de telefonia

celular. Uma pessoa recebeu 5 propostas (A, B,C, De E) de
planos telefénicos. O valor mensal de cada plano estd em
fungdo do tempo mensal das chamadas, conforme o gréfico.

Valor mensal (em reais)

S - . - {E——

A

0 10 20 30 40 50 60

Tempo mensal (em minutos)

Essa pessoa pretende gastar exatamente R 30,00 por més
com telefone.

Dos plancs telefénicos apresentados, qual € o mais vantajoso,
em tempo de chamada, para o gasto previsto para essa
pessoa?

a) A @)]e e E

b) B d) D

. (Uepa) Segundo a Organizacao das Nacoes Unidas (ONU), a
populacdo da Terra atingiu a marca de 7.2 bilhdes de habi-
tantes em 2013, dados publicados no estudo "Perspectivas
de Populacdo Mundial” De acordo com as projecdes de
crescimento demogréfico, seremos 8,1bilhdes de habitantes
em 2025 e 96 bilhdes de habitantes em 2050. Supondo que,
a partir de 2025, a populagao mundial crescerd linearmente,
a expressao que representard o total de habitantes (H), em
bilhdes de pessoas, em funcao do nimero de anos (A) &

@H=0,060-A+8,1 dH=0036-A+ 81
b) H=0036-A+72 e)H=0060-A+7.2
c) H=0060-A+96

. (PUC-MG) Afuncaolinear R(t) = at + bexpressa o rendimen-
to R em milhares de reais, de certa aplicagao. O tempo f é
contadoem meses, R(1) = —1e R(2) = 1. Nessas condigdes,
o rendimento obtido nessa aplicacao, em quatro meses, &

a) R$3.500,00 (c))R$ 5.000,00
b) R$4.500,00 d) R$ 5.500,00

. (UFSM-RS) Uma pesquisa do Ministério da Salide revelou um
aumento significativo no ndmero de obesos no Brasil. Esse
aumento est relacionado principalmente com o sedenta-
rismo e a mudanca de habitos alimentares dos brasileiros. A

Grafico: © DAE

pesquisa divulgada em 2013 aponta que 17% da populagao
estd obesa. Esse ndmero era de 11% em 2006, quando os
dados comegaram a ser coletados pelo Ministério da Salde.

Disponivel em: <www.brasil.gov.br/saude/2013/08/
obesidade-atinge-mais-da-metade-dapopulacao- brasi-
leira-aponta-estudo>. Acesso em: 10 set. 2014.

Suponha gue o percentual de obesos no Brasil pode ser
expresso por uma fungao afim do tempo t em anos, com
t = 0 correspondente a 2006, t = 1 correspondente a 2007
e assim por diante.

A expressao gue relaciona o percentual de obesos Y e o
tempo t, no periodo de 2006 a 2013, é:

44
Y=—t——t
a) 3
7 77
b)Y=—t——
) &
c) Y=t+11
6
Y=—t+11
@v=7

e) Y=it+'ll
4

. (UEL-PR) ViajeBermn & uma empresa de aluguel de veiculos

de passeio que cobra uma tarifa didria de R$ 160,00 mais
RE 1,50 por quildmetro percorrido, em carros de categoria
A. AluCar é uma outra empresa que cobra uma tarifa didria
de R 146,00 mais RE 2,00 por quilémetro percorrido, para a
mesma categoriadecarros.Respostas no Manual do Professor.
a) Represente graficamente, em um mesmo plano car-
tesiano, as fungdes que determinam as tarifas didrias
cobradas pelas duas empresas de carros da categoria
A que percorrem, no maximo, 70 quildmetros.
b) Determine a quantidade de quilémetros percorridos
para a qual o valor cobrado é o mesmo. Justifique sua
resposta apresentando os calculos realizados.

. (PUC-PR) Considere as fungdes f(x) = x* + 1 e

g(x) = —x + 3. A distdncia entre o ponto A(4,6) e o ponto
deintersecao das funges f(x) e g(x) no primeiro quadrante,
em u.c. (unidades de comprimento), &:

a) V37uc @ Suc e) 2V13uc.
b) V10uc d) 12uc

. (UEG-GO) O conjunto imagem da fungao real

y = —2x* + 3x — 4 s3o os valores reais de y tal que:

a) y>2875 )y <2875
b) y > —2875 d) y<—2875

(UPE) Se escrevermos a fun¢do quadrdtica f(x) = 2¢ —x + 3
naformafi) =a-x—mP+novalordea+m+né
igual a:

19 33

ki d S,
a) 4 ) 3

27 25
L Lo

41
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10.

11

12.

(UFSM-RS) A dgua é essencial para a vida e esta presente
na constituicdo de todos os alimentos. Em regides com
escassez de agua, € comum a utilizagao de cisternas paraa
captacao e armazenamento da dgua dachuva. Ao esvaziar
um tanque contendo agua da chuva, a expressao

Vi) = —1—1:2 +3
43200

representa o volume (em m?) de dgua presente no tanque
no instante ¢ (em minutos).

Qual & o tempo, em horas, necesséario para que o tangue
seja esvaziado?
a) 360

b) 180

) 120
@)s

(UFRGS-RS) Dadas as funcdes f e g, definidas respecti-
vamente por fix) = x> —4x + 3eg¥) = —x* —4x — 3
e representadas no mesmo sistema de coordenadas
cartesianas, a distancia entre seus vértices é:

e) 3

a) 4 o Vs €)2vs
b) 5 d) V1o

(Enem) A parte interior de uma taga foi gerada pela rota-
¢do de uma pardbola em torno de um eixo z, conforme
mostra a figura.

Eixo de rotacao (2)
A

y [eml)

Adilson Secco

v x (erm)

Afuncdo real gue expressa a pardbola, no plano cartesiano
3
dafigura, é dada pela leif(x) = Ex‘ —6x+ CondeCéa

medida da altura do liquido contido na taga, em centime-
tros. Sabe-se que o pontoV, na figura, representa o vértice
da pardbola, localizado sobre o eixo x. Nessas condigdes,
a altura do liguido contido na taga, em centimetros, é:

a) 1 4 €)6

b) 2 d) 5

(Uerj) Observe a funcao f definida por: f(x) = x* — 2kx
+ 29, para x e R. Se f(x) = 4, para todo nimero real x, 0
valor minimo da fungao f é 4. Assim, o valor positivo do
parametro k é:

@)s

b) 6

c) 10
d) 15

13.

14.

(Unifesp) A concentragao C, em partes por milhao (ppm),
de certo medicamento na corrente sanguinea apds t
horas da sua ingestdo é dada pela fun¢io polinomial
C(t) = —0,05t2 + 2t + 25. Nessa fungao, considera-se
t =0 oinstante em que o paciente ingere a primeira dose
do medicamento.

Alvaro € um paciente que estd sendo tratado com esse
medicamento e tomou a primeira dose 4s 11 horas da
manha de uma segunda-feira.

a) A gue horas a concentragdo do medicamento na
corrente sanguinea de Alvaro atingiré 40 ppm pela
primeira vez? 21h da sequnda-feira.

b) Se o médico deseja prescrever a segunda dose quan-
do a concentracdo do medicamento na corrente
sanguinea de Alvaro atingir seu maximo valor, para
que dia da semana e horério ele devera prescrever a
segunda dose? 7h da terca-feira.

(PUC-RJ) Sejam as funcoesf(x) = x* —6xeg(x) = 2x — 12
O produto dos valores inteiros de x que satisfazem a
desigualdade f(x) < gx) &

a) 8

b) 12

c)

d) 72

e) 120

N N

- (Unicamp-5P) Sejara reta de equacao cartesiana x + 2y =

= 4.Para cada nlimeroreal t tal que 0 < t < 4, considere
o triangulo T de vértices em (0, 0), (¢, 0) e no ponto P de
abscissa x = t pertencente 3 reta r, como mostra a figura
abaixo. Respostas no Manual do Professor.

Ay

¥ =

S

X+2y=4

a) Para0 <t < 4, encontre a expressdo para a funcao
A(t), definida pela drea do trigngulo T, e esboce o
seu gréfico.

b) Seja k um nimero real ndo nulo e considere a
funcao glx) = k/x, definida para todo nimero real
x ndo nulo. Determine o valor de k para o qual o
gréfico da funcdo g tem somente um ponto em
comum com aretar.



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

- Unidade 3 Fungoes

Modelagem matematica

A modelagem é a drea da matematica que, a partir do estudo de variaveis,
procura encontrar um modelo que preveja o comportamento dessas varidveis em
situacOes diversas. Assim, ao analisar os resultados de uma coleta de dados, € possi-
vel encontrar um padrao que possa ser descrito de forma geral como uma funcéo.
A partir dessa fungao e de seu gréfico, & possivel elaborar um modelo que sirva de
previsao para outros dados, além dagueles coletados no experimento.

Desse modo, a partir de experiéncias ou mesmo de premissas cientificas ante-
riores, & possivel criar uma descricdo matematica dos padroes observados gerando,
na maior parte das vezes, um grafico chamado de modelo matemético dessa relagao
de varidveis.

Segundo a professora Maria Salett Biembengut, doutora em modelagem mate-
matica (1999), "a criacdo de modelos para interpretar os fendmenos naturais e sociais
é inerente ao ser humano. A prapria nogao de modelo esta presente em guase todas
as areas: Arte, Moda, Arquitetura, Historia, Economia, Literatura, Matematica. Alias, a
histéria da Ciéncia é testemunha disso”

Veja a seguir um exemplo de situacdo na qual a modelagem é aplicada na re-
solucao de determinada questao.

Exemplo:
Para medir a vazao de uma torneira, foi feita a sequinte experiéncia: abriu-se

essa torneira sobre um tanque com dimensoes conhecidas, a fim de medir o volume
de dgua no tanque de acordo com o tempo em que a torneira ficou aberta.

Para isso, o tanque foi marcado com sensores a cada 10 cm ao longo de sua
altura e um crondmetro gue marcava o tempo foi ligado a esse tanque, programado
para que enviasse ao computador a marcagao do tempo cada vez que a dgua atingia
um dos sensores.

Com esses dados, o computador montou o seguinte gréfico relacionando os
minutos e os segundos em que a dgua atingiu cada sensor:

3m
o 10 cm = 12 sensor

Adilson Secco
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Altura da dgua (em metros)

3

28
26

24

2.2

2

18

26:40
16 zsﬂfs_:!

14 15:10

1.2

1 &

0.8 09:00

0.6 mﬂ .

* oY

02 4

a

E possivel observar que os pontos do gréfico sugerem uma reta média cuja inclina-
cdo indica a regularidade da vazao da torneira. Tragcando a reta média, gera-se o madelo
dessa vazao. Abaixo, temos o grafico dessa reta relacionando a altura da dgua em deci-
metros com o tempo em segundos (as unidades foram recalculadas para facilitar o uso

do modelo):

Altura da agua (em decimetros)
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&S . =
- —
i 2 P
E D“’ | Pl PRSP PR WU R 0 L G T 0t o SR IV S 'Ch L W B I (0 £ 100 A 5 o o A C iy B | PO EPErEraraE | e |
o 200 400 600 B0O 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000
Questoes e investigacoes
Com base nesse modelo e lembrando que 1 3. Qual a vazao da torneira em litros/segundo?
litro equivale a 1 dm?, respnda: _ B .
i . Qual a equagdo que relaciona o volume de dgua
1. Quala capacidade total (em litros) do tanque? liberado por essa torneira com o tempo que ela
Quanto tempo (em segundos) a torneira permanece aberta?
; - 7 -
demorou para encher o tanque? 5. Qual a funcio que gera a reta dada no modelo
2. Qual era o volume de 4gua no tanque quan- acima?
do ela atingiu a altura de 6 dm? Quanto tem- 6. Que relagdo ha entre as suas respostas dadas nos
po a dgua demorou para atingir essa altura, itens 4 e 57

de acordo com a reta média?

Fungao quadratica Capitulo 10 -



UNIDADE

Na busca pela compreenséao do
Universo, o calculo de disténcias
inacessiveis pelo ser humano
fez nascer teorias e areas do
conhecimento. Astronomia e
Trigonometria sdo importantes
ramos criados nesse sentido.

UniqueLight!Shutterstock.com

Nesta unidade, retomames o
estudo do tridngulo retangulo
e ampliamos o conhecimento
com as chamadas leis do seno
e do cosseno para tridngulos
quaisquer.

A imagem representa o
olhar da humanidade pela
busca de informagdes que

auxiliam na compreenséo
do Universo.

TRIGONOMETRIA NO
TRIANGULO
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CAPITULO

Moradia com telhado pouco inclinado na zona rural de
Cavalcante, em Goids. Foto de 2015.

Observe que esses dois telhados tém
inclinacoes diferentes. E comum encontrar-
mos telhados mais inclinados em lugares com
temperaturas médias muito baixas, principal-
mente em regides onde costuma nevar. Essa
inclinacao acentuada evita o acimulo de neve
no telhado.

o
WD
g|E
3|
©
O
=i S
AJ afastamento R 2
- >

1m
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Jodo Prudente/Pulsar Imagens

TRIGONOMETRIA NO
TRIANGULO RETANGULO

G. Evangelista/Opgao Brasll Imagen s

=8 ek e i
Casa na regido de Gramado (RS), apresenta o telhado
mais inclinado. Foto de 2012,

Os profissionais que trabalham na cons-
trugcao de um telhado compreendem bem a
ideia de inclinacao. Assim, quando dizem que
a inclinacao € de 100%, por exemplo, eles que-
rem dizer que, a cada 1 metro de afastamento,
o telhado eleva-se também 1 metro. Observe
a representagao anterior.

Resolva os
exercicios no

)\ Questdes e reflexdes Cadern.

1. Qual é a medida do angulo formado pelo
telhado e pelo teto de uma casa quando
ainclinacao do telhado é de 100%?7

2. Qual € a regido do Brasil onde € comum
encontrar telhados com maior inclinagao?

10 Frotessor.

lespostas no Manua

Veremos, neste capitulo, que a ideia de
inclinacao esta relacionada ao estudo de ra-
zoes trigonométricas em um triangulo retan-
gulo. Leia na pagina a seguir um texto sobre a
origem da Trigonometria e discuta-o com o0s
colegas e o professor.



Na imagem abaixo, vemos um astro-
labio, instrumento inventado por Hiparco,
astrbnomo e matematico grego que viveu
no século Il a.C. Com o auxilio desse instru-
mento, é possivel obter medidas referentes &
posicao de um astro acima do horizonte. Na
época das Grandes Navegacoes, as rotas ma-
ritimas eram estabelecidas utilizando-se um
astroldbio (evidentemente mais moderno),
uma vez que os navegadores se orientavam
pelas estrelas. A Trigonometria, assim, esta de
certa forma ligada a Astronomia.

Por volta de 140 a.C., destacou-se na Universi-
dade (de Alexandria) um grande astronomo e
gedmetra, de nome Hiparco. Nascido em Niceia
(180a.C.-125 a.C)), Hiparco é considerado o
criador da Trigonometria. Muitos também o
consideram o maior astronomo da Antiguidade,
tendo realizado varias de suas observacoes na
ilha de Rodes, onde se encontrava o Colosso
de Rodes, uma das Sete Maravilhas do Mundo
Antigo. Hiparco foi a primeira pessoa de que

Colegaa Particular/The Bridgeman Art Library/Keystora Brasil

HISTORIA DA MATEMATICA

se tem noticia a propor que os pontos sobre
a superficie da Terra fossem determinados
através de suas latitudes e longitudes, tendo
desenvolvido um método para fazé-lo, tomando
as estrelas fixas como referéncia. Ele deixou
para a posteridade um catalogo minucioso de
850 estrelas e, como seus trabalhos exigissem
medicoes de angulos e distancias sobre uma
esfera, desenvolveu os primeiros estudos da
chamada Trigonometria Esférica. Foi no tempo
de Hiparco que os gregos passaram a adotar
a convencio babilénica de dividir o circulo
em 360°. Nesta época houve, também, muito
intercambio cientifico entre os babilonios
seléucidas e os egipcios ptolemaicos, e é por
isso que varios trabalhos matemiticos de Al-
exandria utilizaram o sistema sexagesimal.
Hiparco notabilizou-se, também, por haver
construido uma tabela de cordas de suces-
sivos arcos de circunferéncia, precursora das
modernas tabuas trigonomeétricas.

Fonte: GARBL, Gilberto G. A rainha das ciéncias: um passeio

histérico pelo maravilhoso mundo da Matematica. Sao
Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2006. p. 113.

Astrolabio drabe
do sécula Xl

Hiparco de Niceia
(180 aC-120aC)e
no observatdrio, em
Alexandria.
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Se pesquisarmas em um dicionario o significado de Trigonometria, ve- ;
remos que se trata do ramo da Matemética que estuda e estabelece métodos
para a resolugao de triangulos” ou que estuda fungdes trigonométricas.

P QUESTOES

Nas questoes a seguir ha exemplos de situacoes gue exigem >
conhecimento trigonométrico. Reflita a respeita dessas situagoes \37»

e responda as questoes.

“F Tan| B

o0 = 2

- je=ip

- = | 5

o LI =

X = r’“"_‘: 2
F LLIL jmm
i Ll -
T ajmnjns)
3 CLICT ICLICL
onnnion|asjns)
i |mnan e an)
COICCICRICTIETH
CRICEICEICTIELH
EOFIF 1)

65m

1. Observe o desenho abaixo. Como podemos obter a me-

dida da altura desse edificio?

2. Como sao calculadas as distancias entre os planetas?

O et TIRJPIOHtia, R icNios Nt Uklade
permite resolver nao apenas problemas como os
apresentados anteriormente, mas, de modo geral,
aqueles ligados ao calculo de distancias inacessiveis.
Além disso, por meio do estudo da Trigonometria,
sera possivel ampliar nossa compreensao sobre os

Seno, cosseno e tangente

Vocé provavelmente iniciou no Ensino Funda-
mental o estudo de razdes trigonométricas em um
triangulo retangulo. Agora, vamos desenvolver esse
estudo. As chamadas razoes trigonomeétricas que ve-
remos agui sao 0 seno, 0 cosseno e a tangente de um
angulo agudo em um triangulo retangulo.

C

Figuras: © DAE

A B

O triangulo ABC, representado anteriormente,
é retangulo em B. Os angulos agudos (medidas me-
nores gue 90°) com vértices nos pontos A e C tém
medidas indicadas por a e B. Para cada um dos dois
angulos agudos do tridangulo retangulo, veremos as
razbes trigonométricas seno, cosseno e tangente.
Elas estao relacionadas a semelhanca de triangulos.

Considere, conforme a figura a seguir, os trian-
gulos retangulos construidos a partir de um angulo
agudo de medida o

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo

A B, B, B, B, B

Esses triangulos obtidos sao semelhantes dois
a dois, pois sao tridngulos retdngulos e tém o angulo
o em comum. Como a soma das medidas dos trés
angulos internos é 180° o terceiro angulo também
& comum entre eles (primeiro caso de semelhanca).
Assim, podemos escrever as seguintes proporgoes:
BC, _BG _BG _BC,

— — =...= k1 (constante)
AB AB AB AB

1 2 3 4
BG . BG B _BC,
AC, AC, AC, AC

1 2 3 4

AB, AB, AB, _ AB,

... =k, (constante)

... =k, (constante)

AC AC.  AC. AC

1 2 3 4
Note que as razoes k,, k,e k, sao constantes para
o mesmo angulo ¢, independentemente do triangu-
lo considerado. Dizemos entao que:

¥ k,:€arazdo entre as medidas do cateto opos-
to e do cateto adjacente ao angulo o;

» k€ arazao entre as medidas do cateto opos-
to ao angulo o e da hipotenusa;

» k€ arazdo entre as medidas do cateto adja-
cente ao angulo « e da hipotenusa.

Essas razdes sao ditas trigonométricas para o angulo
agudo o no triangulo retangulo e sao assim denominadas:

k: € atangente do angulo agudo o;



k,: € o seno do angulo agudo a;

k,: € o cosseno do angulo agudo oL

Assim, temos:

Exemplos:

1. Considere uma rampa de acesso ao estacio-
namento de um edificio comercial, conforme a ilus-
tracao a sequir.

afastamento

» Observando o angulo agudo o, que indica a
inclinagdo dessa rampa, temos as razoes tri-

gonométricas:
altura
[g =
afastamento
altura
sengt = ——
percurso
afastamento
cosoe=———
pEercurso

Resolva os exercicios

= = d
Questdes e reflexdes il

Respostas no Manual do Professor.
Emn relacdo ao exemplo da rampa, responda:

1. Aumentando a medida do angulo eee mantendo o
percurso do automdével, o que ocorre com a altura
e 0 afastamento?

2. Aumentando a medida do angulo o e mantendo
o percurse do automdvel, o que ocorre com as
razdes trigonométricas tangente, seno e cosseno
desse novo angulo?

Adilson Secco

2.Vamos calcular as razdes trigonométricas dos
angulos agudos em um triangulo retdngulo a partir das
medidas de seus lados, conforme a figura a seguir.

AP s

10 cm

» Considerando o angulo o, temos que:

t = fem = E'=:»t =0,75
9% ="gcm ~ 8 9%="b
seno = LU =sena =06
o 10cm 10 enao £
8cm 8
COS&—W‘*K:&COSG“OE

» Considerando o angulo B, temos que:

8cm 8

8cm 8
sen§3~m—ﬁ=>senﬁ-0,8

6cm 6
cosﬁ-m-—ﬁ:msﬂ-&ﬁ
Observacao:

Os valores de seno, cosseno e tangente de-
pendem apenas da medida do angulo considerado.
Isso pode ser justificado pela anélise dos seguintes
triangulos retangulos semelhantes (os angulos agu-
dos ae B sao congruentes):

Figuras: @ DAE

3]

b

Assim, observando as proporgées entre as
medidas dos lados desses tridngulos, temos que:

Trigonometria no tridangulo retangulo Capitulo 11 -



a m . .

4 B = = 0 que eguivale a dizer que
tga=1tgp;
a m . :

b = = ?, 0 que equivale a dizer que
sen a = sen fB;
b n . .

» - = F 0 que equivale a dizer que

cos o = cos B.

Dessa forma, podemos dizer que as razées tri-
gonomeétricas seno, cosseno e tangente dependem
da medida do angulo, independentemente de qual
dos dais tridngulos consideramos.

J/'
OBSERVACAO:
Veremos a seguir como podemos chegar as razdes
trigonométricas para determinados angulos. Ainda neste
capitulo, vamos ver como obter razdes trigonométricas
para outros angulos.

Razoes trigonomeétricas
de dngulos de medidas
30°, 45° e 60°

As razbes trigonométricas seno, cosseno e tan-
gente dos angulos de medidas 30°, 45° e 60° podem
ser determinadas utilizando-se o tearema de Pitagoras
para um triangulo retangulo. Devido a grande ocor-
réncia desses angulos, eles sdo denominados angu-
los notaveis. \'amos obter as razdes trigonométricas
usando um guadrado e um triangulo equilatero.

» Angulo de medida 45°

Figuras: © DAE

Tl 45°

€

A diagonal de um quadrado divide o angulo
interno reto em dois angulos de medida 45°, confor-
me indicado na figura. Aplicando o teorema de Pita-
goras, podemos expressar a medida da diagonal em
funcao da medida do lado:

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo

=2+
F=2-C=d=€-\3

Assim, observando as razbes trigonométricas seng,
cosseno e tangente do angulo de medida 45°, temos:

1-V2 /2

sen45°:L_2L=_7,=:-sen45°:£
62 V2 V2.2

- =

- W, (L R L O

— — — =

tg45°=%=)tg 45° =1

» Angulo de medida 30°

—
£

2

A altura de um triangulo equilatero divide o
triangulo em dois tridangulos retdngulos congruentes
com angulos agudos de medidas 30° e 60°, confor-
me indicado na figura anterior. Utilizando o teorema
de Pitagoras no triangulo retangulo colorido, pode-
mos obter a medida da altura h em funcao da medi-
da do lado do tridngulo:

2
£2=h?+(£]
2
gz_g_zzhz
4
h2=3'—€2=;h:£—\€
4 2

Assim, observando as razbes trigonomeétricas seno,
cosseno e tangente do angulo de medida 30° temos:

€
1
sen30°:i=£vl=>sen3{)°=—
£ 3 2
VAVE]
cosBO"zL: AL -]—=:~c0530":£
£ 2 ¢ 2



‘M|m

£ 2 1 V3
tg 300 = = = . =
g &3 2 o3 3 V3
|
:thOGZvTB

Resolva os exercicios

Questdes e reflexdes 0 ERERO:

Respostas no Manual do Professor.
Considere o mesmo tridngulo equildtero utilizado
para o célculo do seno, do cosseno e da tangente de
307 e mostre que:

sen 60° = V3

, COS 60°I1—etgt50°= V3.
2

o

Unindo esses valores obtidos aos valores cor-
respondentes para o angulo de 60°, temos o seguin-
te quadro-resumo de tais razdes trigonométricas
para os angulos notaveis:

son 1 N2 V3
2 2 2
pe
- V3 V2 1
9 2 2
tg ke 1 V3
3

Algumas situacdes que envolvem o calculo de dis-
tancias podem ser resolvidas por meic do conhecimento
das razoes trigonométricas desses angulos notaveis.

Exemplos:

1. Uma escada apoiada em um muro forma em
uma das extremidades um angulo de 30° com o solo.
Considerando que o comprimento dessa escada é 8 m,
determine a altura do muro, sabendo que a outra ex-
tremidade da escada estd no ponto mais alto desse
muro, conforme sugere o desenho a seguir.

Figuras: @ DAE

Considerando que o triangulo representado é
retangulo (o muro forma um dngulo reto com o solo),
temos:

h
sen 30° = —
gam

1 _ h
2 8m
h=4m

2. Na disciplina de Fisica, existem grandezas
que sao representadas por vetores. Os vetores sao
segmentos orientados, isto €, ttm modulo (compri-
mento), direcao e sentido (representado pela ponta
de uma seta). Assim, por exemplo, uma forca F de
maodulo 10 (F = 10 N) é aplicada em um corpo con-
forme a figura a seguir.

F\'JE'__ F

60°

. o

»

A direcao dessa forca estd indicada pelo dngulo
de medida 60° em relacao a horizontal. Vamos de-
compor essa forca em duas (uma componente hori-
zontal e uma componente vertical). Podemos obter
0s modulos dessas duas componentes utilizando as
razoes trigonométricas para o angulo de 60°.

¥ Calculo da componente vertical (vetor Fy cor-
responde ao cateto oposto ao angulo de medida 60°):

F
¢ NG |
sen 60 F

VE_ Fy o
EETT =:»Fy—5V§N

» Calculo da componente horizontal:

F
cos 60° = X
F

1—: x =—
> 10N=:.F" 5N
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Essas duas componentes, quando aplicadas simul-
taneamente no corpo, ttm o mesmo efeito que a forca F
Uma das unidades de medida de forca € o newton (N).

|| Calculadora
Exibir Editar Ajuda

Figura: @DAE

QObservacao:

Caso vocé necessite calcular as razoes trigonomé-
tricas seno, cosseno e tangente de um angulo qualquer, -
utilize uma calculadora que tenha essa funcao. Calcu-
ladoras como essa estao disponiveis em aplicativos de
celulares ou mesmo em computadores. Em algumas
delas é preciso ajustar a unidade de medida para graus.

LY

| dms | |:oi!| |

Em certas calculadoras, digitamos primeiro a
medida do &ngulo e depois apertamos as teclas cor-
respondentes as razoes trigonométricas desejadas.
Observe na ilustracao ao lado as teclas destacadas.

medida em graus

EXPLORANDO Orientacoes e respostas
no Manual do Professor. Resolva os exercicios no caderno.

Utilize uma calculadora que tenha as fungdes seno, cosseno e tangente para resolver as
questoes a sequir.

1. Osangulos de medidas 70° e 20° sao ditos complementares (a soma de suas medidas é
igual 2 90°). Na calculadora, obtenha os valores de seno de 70°e cosseno de 20° e, depois,
compare os valores obtidos. O que vocé observou? E se vocé calculasse o cosseno de
70° e o seno de 20°, o que poderia afirmar sobre esses valores?

2. Escolha outros dois angulos agudos cujas medidas somem 90° e compare o valor do
seno de um deles com o do cosseno do outro. Escreva uma conclusao sobre angulos
agudos complementares e as razdes seno e cosseno de suas medidas.

3. Fagauma tabela conforme o modelo abaixo. Nela, indigue cinco medidas de angulos
em graus a serem colocadas na coluna indicada por x. Com o auxilio da calculadora,
preencha as outras colunas, indicando os valores com aproximacao de cinco casas
decimais.

| =
Y

A 77

Qual serd o resultado aproximado, para um mesmo arco, se efetuarmos (sen xi* + (cos x*?

4. Escolha alguns pares de angulos A e B que sejam suplementares, isto é com medidas
cuja soma seja igual a 180° (A + B = 180°). Com o auxilio de uma calculadora, encontre
os valores de sen A e sen B. A seguir, calcule cos A e cos B. O que é possivel concluir
sobre essas medidas? Escreva suas conclusdes e apresente-as para os colegas.

Observacao:

A Ultima questao, na qual solicitamos que vocé trabalhasse com medidas de
angulos que somam 180°, consiste em uma situacao exploratéria. Ampliare-
mos esse estudo nesta unidade e também no Volume 2 desta colecao, quan-
do serad abordada a Trigonometria em uma circunferéncia trigonométrica.

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo



Exercicios resolvidos

1. Notridngulo retdngulo ABC da figura a seguir, AC mede
20cm e sen o = 0,6. Determine sen B.

(6
B
g
L]
=2 . B
A B £
Temos que
sen o = i::» 06= i:: BC=12cm.
AC 20

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC, te-

mos:AC = AB? + BC = 20° = AR’ + 122 =
AB? = 256 = AB = 16 cm

Logo,sen =%=osen[5=%=0,8.

2. Observe otridangulo ABC a seguir. Considerando os da-
dos apresentados, determine o perimetro do triangulo.

B

A C

Tomando o ponto M sobre AC de modo que o seg-
mento MB seja perpendicular a AC, temos que,

g] w

A
no tridgngulo ABM:

5en30°-ME=>l=m=>MB= Tue
AB 2 2

cos30° = AM=:£=m=)AM =V3u
AB 2 2

No triangulo BCM:

MB 1
tg45°=m=>'l=ﬁ=>MC='lu,e

MC V2 1 =
C0545°=E:57=E=>3C=\’2u.

Logo, o perimetro de ABC é

2+V2+V3+1=(V2+V3 +3)u.

. Nafigura a seguir, MNPQ & um trapézio isosceles, MN =

=NPMQ = 2-PQe o perimetro de MNPQéigual a 10cm.

N

Determine as medidas dos angulos internos desse
trapézio.

Tomando os pontos A e B sobre MQ de modo que
os segmentos NA e PB sejam perpendiculares a MQ,
MN = x e MA = BQ = y (MA = BQ porque o trapézio
& isosceles), temos que,

i 2x

como o perimetro de MNPQ é igual a 10cm,

5x=10=x=2cm.Logo, 2y +2=4=y=1cm.

o AM =
Assim, cos NMA= — = cos NMA = l Como
MN 2

" . - AM
NMA é agudo, NMA = 60° e sen NMA = m =

i 1 F =
= sen NMA = =, Como NMA é agudo, NMA = 30°.
Logo, considerando que o trapézio MNPQ é isdsceles,

NMA = PQB = 60°, e sabendo que ANPB & retangulo,
MNP = NPQ = 120°.

Trigonometria no triangulo retangulo  Capitulo 11 -




Exercicios propostos Respostas no Manual do Professar.
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HISTORIA DA MATEMATICA

DRSS Vocé ja deve ter se perguntado qual é a origem dos termos seno, cosseno
@
e tangente.

’m,
20 ',
iy, 1 oy

A histéria da Matematica pode nos dar essas respostas. Ao fazermos

uma pesquisa, constatamos que esses termos faram elaborados nao por

um matematico apenas, mas por muitos, que trabalharam no desenvol-
vimento universal desses conceitos.

Leia o texto a seguir.

Os conceitos de seno e cosseno foram originados pelos problemas
relativos a Astronomia, enquanto o conceito de tangente, ao que parece,
surgiu da necessidade de calcular alturas e distancias.

O nome seno vem do latim sinus, que significa ‘seio’, ‘volta’, ‘curva’, ‘cavidade’.

Francesco
Bonaventura Muitas pessoas acreditam que este nome se deve ao fato de o grafico da funcao
Cavalieri correspondente ser bastante sinuoso. Mas, na verdade, sinus € a traducio latina
(1598-1647).

da palavra arabe jaib, que significa dobra, bolso ou prega de uma vestimenta,
e nao tem nada a ver com o conceito matematico de seno. Trata-se de uma
traducao defeituosa que dura até hoje. Quando os autores europeus traduzi-
ram as palavras matematicas arabes para o latim, eles traduziram jaib como a
palavra sinus. Em particular, o termo sinus rectus arcus rapidamente encorajou
0 uso universal de seno.

Por sua vez, o cosseno seguiu um curso semelhante no que diz respeito ao
desenvolvimento da notagdo. Viete usou o termo sinus residude para o cosseno;
Gunter, em 1620, sugeriu co-sinus. A notacio Si.2 foi usada por Cavalieri,
s co arc por Oughtred e S por Wallis. A palavra cosseno surgiu apenas no
século XVII, como o seno do complemento de um angulo.

O nome tangente vem do latim tangens, “o que toca”, do ver-

bo tangere, “tocar”, do termo indo-europeu tag, “tocar, manusear”. A
THOMAE FINKII

Flenfpurgenfis palavra tangente no sentido geométrico foi usada pela primeira vez
OB et Lamxatin pelo matematico dinamarqués Thomas Fincke, em 1583. Tangente ¢
rars parer u Seuntom St a linha que toca noutra linha qualquer apenas num ponto, sem a

cortar. A tangente ¢ conhecida também como a antiga fungao som-
bra, que envolvia ideias associadas a sombras projetadas por uma
vara colocada na horizontal. A variacdo na elevagao do Sol causava
uma variagao no angulo que os raios solares formavam com a vara
e, portanto, modificava o tamanho da sombra.

Vienna University Library, Viena

PER FEBASTIANF N
HEMREEPETAL :

De acordo com o texto, indique o significado dos termos:

- seno;
« COSSeNo;
Capa do livio Geometrige
rotundi fibri Xlil, de Thomas Fincke » tangente.

(15611656).
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TRIGONOMETRIA EM UM
TRIANGULO QUALQUER

No capitulo anterior, estudamos as razées
trigonométricas no triangulo retangulo. Certos
problemas, parém, envolvem triangulos que nao
sao retangulos. Um exemplo é o célculo de dis-
tancias inacessiveis, Como na situacao a seguir.

(UNICAMP SP) A agua utilizada na casa de
um sitio é captada e bombeada do rio para uma
caixa-d'agua a 50 m de distancia. A casa esta a 80
m de distancia da caixa-d'agua, e 0 dngulo forma-
do pelas direcoes caixa-d'dgua — bomba e caixa-
-d'dgua - casa é de 6(°. Se a ideia € bombear agua
do mesmo ponto de captacao até a casa, quantos
metros de encanamento s30 necessarios?

Vamos representar essa situagao por meio
da seguinte figura:

bomba

casa
50 m

>

caixa-d'agua

Como nao sabemos se o triangulo é re-
tangulo, adotaremos um procedimento para
determinar a medida desconhecida de um dos
lados do triangulo, indicada na figura por x.

Essa medida poderd ser encontrada por
meio de duas relacoes importantes referentes
ao estudo de tridngulos:

» Leidos senos.
» Lei dos cossenos.

Antes de abordarmos essas duas leis, é
preciso mencionar dois resultados que podem
ser obtidos por meio de calculadora e utilizados
em algumas situagoes:

CAPITULO

Dados dois angulos suplementares, isto &,
arcos tais que a. + P = 180° tem-se que:

B

» sena =sen

(Angulos suplementares t8m senos de
mesmo valor)

b coso.=-cos

(Angulos suplementares tém cossenos de
valores opostos.)

Lei dos senos

Vamaos considerar o triangulo ABC a se-
guir. Faremos aqui uma demonstracao da lei
dos senos apenas para um triangulo acutangu-
lo (de &ngulos agudos). Deixamos para vocé a
demonstracao para um triangulo obtusangulo
(aguele que tem um angulo de medida maior
gue 90°).

Figuras: & DAE

Tracamos inicialmente as alturas relativas
aos lados AC e BC, conforme indicado na figura.

» No triangulo ACD, retdngulo em D (AD

é a altura em relacao ac lado BC), temos:

senC:A—szbAD=b-senE
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» No triangulo ABD, retangulo em D (AD € a al-

tura em relacao ao lado BC), temos:

sen B=20D w AD = ¢ senB

c
Comparando esses dois resultados, obtemos a
seguinte relacao:
b-sen C=c-senB
b c

= —(l)
sen B senC

» No triangulo BCE, retangulo em E (BE é a altu-

ra em relacao ao lado AC), temos:

. BE
sen C=?=>BE=G-sen &

» No triangulo BAE, reténgulo em E (BE é a altu-

ra em relacdo ao lado AC), temos:

BE
senA=T=>BE=C-senA

Comparando esses dois Ultimos resultados, ob-
temos a seguinte relacao:

a-sen C=c-senA
a c

ek senc
Pelas relagdes (1) e (Il), concluimos que:
a b _ ¢
senA  senB  senC

Observacao:

A lei dos senos relaciona as medidas dos lados
de um tridangulo com os senos dos angulos opostos
a esses lados. Pode-se provar (ndo o faremaos aqui)
gue a constante de proporcionalidade na corres-
pondente propor¢ao € igual ao dobro da medida
do raio da circunferéncia que circunscreve esse
triangulo, isto é:

a b E

— = —1 o —4 2R
senA  senB senC

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo

Exemplo:

Vamos obter a medida x do lado do tridngulo
representado a seguir.

8cm X

300 45°

Figuras: & DAE

v

Considerando os dngulos dados e as medidas
dos lados opostos, podemos usar a lei dos se-
nos para determinar x:

X _ 8cm
sen30°  sen 450

x _ 8am
V2
2 2
8-V2
X=——" m=x=4V2cm
V2-V2

Utilizando a calculadora, podemos dizer que
essa medida é aproximadamente 5,66 cm.

OBSERVACAO:

Compare esse exemplo com a questao 2 dos Exercicios
Resolvidos do capitulo anterior. Perceba que, utilizando a
lei dos senos, a resolucao de problemas como esse &
menos trabalhosa, ou seja, os célculos sao facilitados.

Lei dos cossenos

Vamos considerar inicialmente um tridngulo
ABC, conforme a figura a sequir, e por meio dele veri-
ficar a chamada lei dos cossenos. Abordaremos aqui
apenas o triangulo acutangulo, deixando que vocé
verifique, posteriormente, como se dé a lei dos cos-
senos em um triangulo obtusangulo.



B Observacao:

A demonstracao anterior foi feita para o dngulo
A.Também poderiamos obter essa relacéo para o an-
gulo B e para o dngulo C.

a h c
" Para exemplificar, vamos retomar a situacao
E apresentada no inicio do capitulo, obtendo a distan-
@ <
H {7 cia entre a casa e a bomba:
c b - bomba
» Tracamos a altura h, que divide o triangulo
X
acutangulo em dois triangulos retangulos
(BHC e AHB).
casa
» No tridngulo AHB, temos duas relagoes: RRm
AH
cosA=—=AH=c-cosA(l) 80 m
C
Q=W + AH'=> AH? = & — (I} >
caixa-d'agua

b Substituindo (1) em (Il), vem:
» Pela lei dos cossenos, temos:

(c-cosAp=c— h? a’*= b+ 2 — 2bc- cosA

W =c—c-cos’A(lll x2 =502+ 80> — 2-50- 80 - cos60°
» Considerando agora o tridangulo BHC, temas a x? = 2500 + 6400 — 8000 - L
seguinte relacdo métrica:

XX =4900=x=70
a* =+ CH Portanto, a distdncia da bomba até a casa é de
a’ = h*+ (b—AH)? (IV) 70 metros.

b Substituindo (1) em (IV), obtemos:
@=h+(b-—ccosA)

Exemplo:

Hé& uma aplicacdo importante da lei dos cosse-
@=h+ b —2bc-cosA+ -cos? A (V) nos na Fisica: o calculo do médulo da resultante de

b Finalmente, substituindo (Il em (V), vem: duas forgas aplicadas em um corpo, formando um

angulo de medida o, como sugere a figura a seguir.
@ = - -cos?A+ b2— 2bc- cos A +

+-cost A F

a>=b>+ 2 —2bc-cos A

P
L

F

2

A resultante R é uma forga que substitui as
aplicaces das forcas F, e F,. A chamada "regra do
paralelogramo” é utilizada na Fisica para indicar a
posicao que a resultante ocupara (diagonal do pa-
ralelogramo). Temos entdo o seguinte esquema:
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Considerando o triangulo destacado, cujos la-

dos sao os modulos das forcas dadas, e aplicando a

lei dos cossenos, temos que:

Exercicios resolvidos

Figuras: & DAE

R?= FZ +F2 — 2F F, cos(180° — &)

1 cos(180° — o) = —cos a

R*=F +F, — 2F F, - (—cosa)

Ri="F +F +2FF toba

Essa relacao matematica permite calcular o mo-
dulo da resultante R, conhecendo os médulos das for-
casF, eF, e amedida do d4ngulo entre essas duas forgas.
E preciso ter cuidado ao utilizar essa relacio — apesar de
ter sido obtida por meio da lei dos cossenos, ha uma
diferenca de sinal, pois o &ngulo que utilizamos & o su-
plementar do angulo interno do tridgngulo apresentado.

1. Determine o valor de x no triangulo ABC.

A

X 120° N\ X

B 10 em C

O triangulo ABC é isosceles de base BC. Assim,
os angulos ABC e ACB sio congruentes. Sendo
ABC =ACB = o, temos que:

200 + 120° = 180° = o = 30°
Aplicando a lei dos senos, temos que:

AB BC X 10 10
T e B e T et
sen30”  sen120° b /3 V3
10V3 s
= cm - 2
3

2. Emum paralelogramo MNPQ, sabe-se que MN = PQ =
=4cm, NP = MQ = 6 cm e NMQ= 60°, Determine as
medidas das diagonais de MNPQ.

Como os angulos opostos de um paralelogramo
sao congruentes e os angulos consecutivos sao su-
plementares, de acordo com o enunciado podemos
montar a seguinte figura:

N 6 cm P

60°
120°
4 cm

600 120°

M Q
Aplicando a lei dos cossenos duas vezes, temos que:
(MP)? = (MN)? + (NP)* — 2-MN - NP - cos 120°

(MP)? = 4% + 6* — 2-4-6»{—%] =76

MP = V76 = 2V19 cm

(NQ)* = (MN)* + (MQ)* — 2 - MN - MQ - cos 60°
(NQ}Z=42+62—2-4~6~%=ZS
NQ = V28

NQ=2V7cm

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. No triangulo a seguir, obtenha as medidas x e .
x=au
Y= Viu

2V3

X
Respostas no Manual do Professor.

2. Em um tridqngulo ABC, dois de seus lados, que tém
medidas 8 cm e 8V3 cm, formam um angulo de 30°.

a) Obtenha a medida do terceiro lado. & cm

b) %tgtenhaasmedidasdosdois angulos desconhecidos;
30°e 120°
3. Osangulos A e C de um triangulo ABC medem, res-
pectivamente, 45% e 15° Sabendo que BC = 20 cm,
determine a medida do lado AC. 10VE cm

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo



4. Considere o paralelogramo ABCD representado
a seguir.

D 7cm

a) Quais sao as medidas dos angulos internos desse
I:,ara|{:_.|(._:,gr‘.:“.\],m; Dois angulos internos medem 120°e
os outros dois medem &0°.

b) Obtenha a medida da diagonal BD. 5D = V83cm
c¢) Obtenha a medida da diagonal AC. AC =\37em

: ; : o 3

5. Considere a figura a sequir. Determine a razao — em
v

gue x e y representam as medidas dos lados opostos,

respectivamente, aos angulos 45° e 600, V5
q

45° 60

6. Duas forcas de intensidade 4 N e 6 N s3o aplicadas num
mesmo corpo, formando um angulo de 602, conforme
afigura a sequir.  2\/78 N

Y

6N

Determine o modulo da resultante.

7. Como a lei dos senos e a lei dos cossenos valem para
quaisquer triangulos, aplique cada uma delas no
triangulo retangulo a seguir para obter as medidas dos
lados desconhecidos. Utilizando uma calculadora, vocé
podera obter os valores de seno e cosseno de 90°.

A x=4cm

y=4V3iem

Figuras: & DAE

8 cm

10.

11.

L

13,

14.

Calcule o raio de uma circunferéncia circunscrita em
um triangulo ABC, sabendo que AB = 10cm e o dngulo
oposto ao lado AB mede 30° 10cm

Em um tridngulo ABC, os lados medem 15 ¢m,
15V3 em e 30 cm. Calcule as medidas dos angulos
internos desse triangulo. 30° 60° e 90°

Em um hexagono regular ABCDEF de lado 6 cm, calcule
a distancia entre os vértices Be D.BD = 6V3 cm

Observe o trapézio isdsceles a seguir.
B 4 cm C
o
4 cm
A 10 cm D

Calcule o valor de cos o, cos o =— —
4

Aestrela de Davi é formada por dois tridngulos equila-
teros sobrepostos, de modo gue seus centros estejam
coincidindo.

Sabendo que olado de cada triangulo equilatero mede
3 cm, calcule o raio da circunferéncia circunscrita a
estrela de Davi. V3 cm

Em um triangulo isésceles, os lados congruentes medem
5 cm e o angulo do vértice mede 45°, Calcule a medida
da base desse tridngulo. 52 - V2 cm

Observe o triangulo ABC a seguir. B = 45°

5V2em

30

8
10 cm

Sabendo que B € um angulo agudo, calcule a medida
desse dngulo.
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TEXTOS DA MATEMATICA

Agora, vamos conhecer um pouco mais sobre
a historia da Trigonometria. Além de Hiparco,
outros matematicos contribuiram para o de-
senvolvimento dessa area da Matematica. Leia
O texto a seguir.

A origem da trigonometria € incerta. Entre-
tanto, pode-se dizer que o inicio do desenvolvi-
mento da trigonometria se deu principalmente
devido aos problemas gerados pela Astronomia,
Agrimensura e Navegacoes, por volta do sécu-
lo IV ou V a.C., com os egipcios e babildnios.
E possivel encontrar problemas envolvendo a co-
tangente no Papiro Rhind, e também uma notavel
tabua de secantes na tabula cuneiforme babiléni-
ca Plimpton 322.

A palavra trigonometria significa “medida
das partes de um tridngulo”. Nio se sabe ao certo
se 0 conceito da medida de angulo surgiu com os
gregos ou se eles, por contato com a civilizagao
babilénica, adotaram suas fracoes sexagesimais.
Mas os gregos fizeram um estudo sistematico das
relacdes entre angulos ou arcos numa circunferéncia
e 0s comprimentos de suas cordas.
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Papiro de Rhind, em escrita hlerdtica de cerca de 1650 a.C.
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O astrénomo e matematico Hiparco de Niceia,
(180 a 125 a.C.), ganhou o direito de ser chamado

“0 pai da Trigonometria” pois, na segunda metade
do século II a.C., fez um tratado em doze livros em
que se ocupou da construcao do que deve ter sido
a primeira tabela trigonométrica, incluindo uma
tabua de cordas. Evidentemente, Hiparco fez esses
cilculos para usa-los em seus estudos de Astrono-
mia. Hiparco foi uma figura de transicao entre a
Astronomia babilonica e a obra de Ptolomeu. As
principais contribui¢ées a Astronomia atribuidas a
Hiparco se constituiram na organizacao de dados
empiricos derivados dos babilonios, bem como na
elaboracao de um catalogo estrelar, melhoramentos
em constantes astrondmicas importantes, como:
duracdo do més e do ano, o tamanho da Lua, o
angulo de inclinacio da ecliptica e, finalmente, a
descoberta da precessao dos equinécios.

A Trigonometria era entdo baseada no estudo
da relacdo entre um arco arbitririo e sua corda.
Hiparco escreve a respeito do calculo de compri-
mentos das cordas. Apesar de a corda de um arco
ndo ser o seno, uma vez conhecido o valor do seu
comprimento, pode-se calcular o seno da metade
do arco, pois a metade do comprimento da corda
dividido pelo comprimento do raio do circulo é
justamente esse valor, ou seja, para um circulo de
Taio unitario, o comprimento da corda subtendida

por um angulo x € 2 - sen (%) , conforme a figura:

A AOB= x
OB=r
AB
w S
3 2r
®
s 0{—
B



Outro matematico grego, Menelau de Alexan-
dria, por volta de 100 d.C., produziu um tratado
sobre cordas num circulo, em seis livros, porém
varios deles se perderam. Felizmente, o seu tra-
tado Sphaerica, em trés livros, se preservou numa
versdo arabe e € o trabalho mais antigo conhecido
sobre Trigonometria esférica.

No livro L, estabelece uma base tedrica para
estudo dos triangulos esféricos, assim como Eucli-
des fez para os triangulos planos, como teoremas
usuais de congruéncia e teoremas sobre triangulos
isosceles, entre outros. Além disso, o livro contém
um teorema que ndo possui um analogo eucli-
diano: dois triangulos esféricos sao congruentes
quando os dngulos correspondentes sdo iguais
(Menelau nao fazia distinc¢do entre triangulos
esféricos congruentes e simétricos). Estabelece-se
também o fato de que a soma dos angulos de um
triangulo esférico ¢ maior que 180°. O livro II
contém teoremas de interesse da Astronomia. No
livro III desenvolve-se a trigonometria esférica
através da proposicao conhecida como teorema de
Menelau: se uma transversal intercepta os lados
BC, CA, AB de um triangulo ABC nos pontos L,
M, N, respectivamente, entao:

e

Analogamente, na Trigonometria esférica, em

CM
MA

vez de uma transversal temos um circulo maximo
transversal interceptando os lados BC, CA, AB de
um triangulo esférico ABC, respectivamente nos
pontos L, M, N, e a conclusdo correspondente ¢é:

sen AN
sen NB

sen BL
sen LC

Entretanto, a mais influente e significativa

sen CM
sen MA

=-1

obra trigonométrica da antiguidade foi a Synta-
xis mathematica, escrita por Ptolomen de Ale-
xandria, que contém 13 livros. Esse tratado ¢
famoso por sua compacidade e elegancia, e para

distingui-lo de outros foi associado a ele o super-
lativo magiste, ou “o maior”. Mais tarde na Arabia
o chamaram de Almajesto, e a partir de entao a
obra ¢ conhecida por esse nome. Mostrando a
mesma influéncia babilénica apresentada por Hi-

parco, Ptolomeu dividiu a circunferéncia em 360

377

partes e o didmetro em 120 partes. Usou il

como aproximacgdo para o nimero . Embora

nio fizesse uso dos termos seno e cosseno, mas
das cordas, utilizou o que pode ser considerado
o prentincio da conhecida relacdo fundamental
sen® x + cos? x = 1. Semelhantemente, em termos
de cordas, Ptolomeu conhecia as propriedades que,
em linguagem atual, sao:
sen(x +y) =senx ' cosy + seny * cosx
sen(x—y) =senx-cosy—seny - cosx
cos(x +y) =cosx-cosy-seny - senx
cos(x—y) =cosx-cosy +seny - senx

a b c

senA  senB  senC

De posse do equivalente dessas formulas,
Ptolomeu construiu uma tabela de cordas de uma
circunferéncia, para angulos que variam de meio em
meio grau, entre 0° e 180°. Calculou comprimentos
de cordas, inscrevendo poligonos regulares de 3, 4,
3, 6 e 10 lados num circulo. Isso he possibilitou en-
contrar a corda subtendida por angulos de 36°, 60°,
72°,90° e 120°. Descobriu entdo um método para
encontrar a corda subtendida pela metade do arco de
uma corda conhecida. Esse fato que, em nossa sim-

o - [1—cosa
bologia, € 0 mesmo que sen (E) =N"5

juntamente com interpolacdo, permitiu-lhe calcular
cordas com um bom grau de precisao. Posteriormente,
surgiu a necessidade de uma nova unidade de medida
para os angulos. Foi quando surgiu o radiano,
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denominado radian, pois os estudiosos discutiam uma
“expressio” do angulo em termos de p, que primeiramente
foi chamada “p-medida”, “circular” ou “medida arcual”.
Nenhum autor explica por que fizeram uso dessa unidade,
mas o seu uso simplificou varias formulas matematicas
e fisicas. Durante seis séculos, o Almajesto representou a
mais importante fonte de consulta para os astronomos de
todo o mundo. Porém no século VIII € que os cientistas
voltariam a sua atencao para as obras trigonométricas
de um povo que sempre surpreendera o mundo com
sua Matematica original e criativa: os hindus.

A mais antiga tabua de senos foi descoberta na
India, onde essas tibuas sem duvida se originaram.
Seus inventores, desconhecidos, conheciam as ideias
matematicas gregas e babilonias transmitidas como
subprodutos de um florescente comércio romano com
o sul da India, via Mar Vermelho e Oceano Indico.
O Surya Siddhanta, cujo significado é “Sistemas de
Astronomia”, era um conjunto de textos matematicos e
regras enigmaticas de Asironomia, redigido em versos,
em sanscrito, com poucas explicacoes e nenhuma
prova. Foi composto no século IV ou V d.C., mas a
versao que resta foi revista tantas vezes que € dificil
dizer que partes estao em sua forma original.

O primeiro aparecimento real do seno
de um angulo se deu no trabalho dos hindus.
Aryabhata, por volta do ano 500, elaborou tabelas

Aplicacoes de trigonometria
em tridngulos

Nos Ultimos capitulos, vimaos tridngulos retangu-
los e tridngulos quaisquer. No estudo do triangulo re-
tangulo, observamos as razdes trigonomeétricas seno,
Cosseno e tangente. Ja em triangulos quaisquer, duas
leis foram estudadas: lei dos senos e lei dos cossenos.

Embora ja tenham sido apresentados alguns
exemplos de aplicacdes da Trigonometria em trian-
gulos, veremos a seguir situagdes em que a utiliza-
¢do tanto das razdes trigonométricas no tridngulo
retangulo como das leis do seno e do cosseno em
triangulos quaisquer sao importantes. Observe que
nesses casos usamos medidas genéricas.

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo

envolvendo metade de cordas que agora realmente sao
tabelas de senos e usou jiva no lugar de seno. Essa
mesma tabela foi reproduzida no trabalho de Brahma-
gupta, em 628, e um método detalhado para construir
uma tabela de senos para qualquer angulo foi dado
por Bhaskara em 1150. Durante algum tempo, os
matematicos arabes oscilaram entre o Almajesto e a
Trigonometria de jiva, de origem hindu. O conflito
chegou ao final quando, entre 850 e 929, 0 matema-
tico arabe Al-Battani adotou a Trigonometria hindu,
introduzindo uma preciosa inovagao — o circulo de
raio unitario —, surgindo o termo funcao seno.

[...]

O século XVIII viu as funcées trigonométricas
de uma variavel complexa sendo estudadas. Johann
Bernoulli achou a relacio entre sen'z e log z em
1702. De Moivre publicou seu famoso teorema
(cosx ti-senx)"=cosnx +i-sennxem 1722,
enquanto Euler, em 1748, forneceu a férmula
e* =cosx + i-senx.

Disponivel em:
<http:ffecalculo ifusp br/historia/historia_trigonometria.hitm.
Acesso em: 5 fev. 2016. (adaptado.)

De acordo com o texto, responda:

1. Quais foram as contribuicées a Astronomia que
Hiparco deixou para a humanidade?

2. Quem é o autor da obra mais influente e signifi-
cativa da Trigonometria antiga?

3. Onde foi descoberta a mais antiga tdbua dos senos?

Calculo da altura de uma montanha

Queremos encontrar a altura da montanha
correspondente, conforme esquema acima, ao

comprimento AB.

Adilson Secco



Um procedimento para o calculo dessa altura
seria a determinacao das medidas dos angulos 6, e
0, e também da medida da distancia PQ.

» Considerando o triangulo PAB, temos:

AB
tg(0,) = PO +0B 0
¥ Considerando o triangulo QAB, temos:
AB AB
t =— B=——— 1
9(0) = o =QB = ) ()
» Substituindo (Il) em (I), vem:
tg(®)= ABAB
Q+
tg ()
AB
tg(0)=
PQ-tg(8) + AB
t9 (6,
AB-1g (0)
tg(0)= -

~ PQ-tg(6) + AB
PQ-tg(6,)-tg(8) + AB-tg () = AB-tg (8.
PQ-1tg(8,)-tg(6)=AB-tg(0,) — AB-tg(8)
PQ-tg(8,)-tg(8,) = AB-[tg (8,) — tg (8,)]

_ PQ-tg(8)-19(0)
1g(6,)—1tg (0,

Resolva os exercicios

b Questoes e reflexoes BECAGETD:

1. Em relacdo ao célculo da altura de uma monta-
nha, explique como se pode obter a medida dos
angulos 91 e 92_ Respostas no Manual do Professor.

2. De acorde com a relacao obtida, quantas medi-
das sao necessérias para calcular a altura de urna
montanha?

3. Calcule a altura da montanha, considerando que
PQ=100me osangulos B, e 8, medem 32°e 35°,
respectivamente.

Vi

Célculo do raio da Terra

Um procedimento de célculo da medida R do
raio da Terra ja era conhecido pelos gregos antigos.
No esquema a sequir, C representa o centro da Terra
considerada aproximadamente esférica, h indica a al-

tura conhecida de alguma construgao (note que essa
altura, proporcionalmente ao tamanho da Terra, esta
bastante exagerada no esquema) e a indica a medida
do dngulo que a linha vertical da construcao no pon-

to P forma com a linha do horizonte (PQ).

P
: ’ L{" ) §
H P
4 H i 2
g i
5 ¥
E ¢ .
% & J
Observando o triangulo retangulo PCQ e conside-
rando a razao trigonométrica seno, temos:
QC
sen (o) = —
PC
R
sen (o) = ——
h+R
h-sen(e)+R-sen(a) =R
h-sen(o)=R—R-senia)
h - sen (a)
h-sen(a) = R*[l —sen(a)]::»R— N
Forca de tracao
g
a8
£
2

Considere que uma barcaca esta sendo puxada
por dois rebacadores, como sugere a figura acima.
Sabendo que a resultante das forcas exercidas pelos
rebocadores € uma forca R (em newtons) dirigida ao
longo do eixo da barcaca e, além disso, conhecendo-
-se 0s angulos de medidas 8, e @, precisamos deter-
minar os médulos das forcas de tracdo em cada um
dos cabos (forcas F, e F)).

Trigonometria em um triangulo qualquer Capitulo 12 -



P Inicialmente, utilizando o diagrama de forcas
aplicadas no mesmo ponto, temos:

b Como a soma das medidas dos angulos inter-
nosdotrianguloéiguala180°,0angulooposto
aresultante nessetrianguloteramedidaigual a
180° - (B, + 8,). Assim, conforme a lei dos se-
nos, podemas escrever gue os madulos:

Fa Fs R

sen (6,) " sen 0, N sen[180° —(8, + 6,)|

Troque ideias com seu professor de Fisica
sobre a decomposicao de forcas e também
sobre o calculo de resultantes.

Calculo da drea de um triangulo

Vimaos, na Unidade 2, que podemos calcular a drea
de um triangulo conhecendo as medidas de seus trés la-
dos (formula de Heron). Da mesma forma, podemos cal-
cular a drea de um tridngulo conhecendo a medida de um
lado e a da altura relativa a esse lado. Vamos conhecer ago-
ra duas outras maneiras de obter a drea de um triangulo.

Cc

Figuras: & DAE

A {3 H B

Primeira maneira: conhecendo as medidas de

dois lados (na figura, b e ¢) e a medida do angulo en-
tre eles (angulo A).

» Tracamos a altura CH relativa a um dos lados
conhecidos, formando o triangulo retangulo AHC em
H. Considerando a razao trigonométrica seno para o
angulo conhecido nesse tridngulo retangulo, temos:

CH
sen(A)=—
(A) =

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo

sen (A) = %-l =CH=>b-sen(A) ()

¥ Comoaarea de um triangulo é a metade do pro-
duto da medida da base pela medida da altura, temos:

1
S = 5" (base) - (altura)
1
S=—-+AB-CH
2
()
1
S=E-c-b-sen(A)
Segunda maneira: &
observe agora que po-
demos calcular a area de i
um triangulo conhecen-
do as medidas de seus c\
trés lados (sem utilizara A 8

férmula de Heron) e do
raio da circunferéncia
que o circunscreve.

¥ Pela lei dos senos, temos que (o didmetro é a
constante de proporcionalidade):

a b C

= = =5 R
sen(A)  sen(B) sen(Q ‘

» Considerando nessa lei a igualdade entre a primei-
ra fracao e o didmetro da circunferéncia, temos:

a
sen (A)

a
= 7R Al =—— (]
= sen (A) R (1)

» Substituindo (1) na férmula anterior (primeira
maneira), obtemos:

S:]—-c-b-sen(ﬁ\)
2
1 a

S =— e
g 8% %
a-b-c

g =
4R

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Resposta no Manual do Professor
Qual das duas maneiras apresentadas de calculara
area de um triangulo & mais pratica em situacoes
reais? Explique e converse com os colegas.




Exercicios resolvidos

1. Um poste faz uma sombra de comprimento igual a catuba (A) & de 190 km. Calcule a distancia entre as cida-
4 m, conforme mostra a figura a sequir. des de Presidente Prudente e Aracatuba, sabendo que

PBA=35°
Utilizando a lei dos cossenos, temos que:
(APY* = (PB)’ + (AB)’-2-PB-AB- cos 35°
(AP)* = 240° + 190*-2-240- 190 - cos 35°
Com o auxilio de uma calculadora cientifica, obtemos:
(APY* =93700-74700

- AP =V19000= 138 km

- . 3. Doais cabosestdo presos a extremidade de uma estatua

e fixados no chao, conforme a figura a seguir.

llustragh es: Adilson Secco

Sabendo que a = 60° calcule a altura do poste.

5 3 di i i 7
Sendo h a altura do poste, temes que: Qual é a distancia do cabo que liga os pontos A e C7

(Utilize V6 = 2,4)
1g60°= = Vi= P o h = 4VEm
4 4

A altura do poste é 4V 3m.

2. O mapa do estado de Sao Paulo estd representado a

sequir.
H
<
g MS "
Presidente
Prudente
P
Sl i 2 Pela lei dos senos, temos que:
PR
ﬂ+[ AC AB AC 3
= - m = — — —_——
H sen 120 sen 45 V3 V2
a 10 2 2
e — 100 ki - -
Fante: IBGE. Atlas Geogrdfico Escolar. Rio de Janeiro, 2012, p. 174. - - 3V3 3ve6
o . =SAC-V2=3VIsAC=""=2"=36m
A distncia entre as cidades de Presidente Prudente (P) e V2 2

Bauru (B) & de 240 km, e entre as cidades de Bauru e Ara-

Exercicios propostos Resolva os exercicios no caderno.

1. Determine a medida de x no tridngulo ao lado, sabendo @@@@%
que:x=8135m S %%%%gg
sen 370 = 0,602 %%%%
e | S
e Y Bajan nalan an
tg 37° = 0,759 %%m%%

P COICTIET N PILT]
on e Baas/an
ety (O OO
N3 O >
Respostas no Manual do Professor. ' 65 m
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2. Na figura a seguir, os dois cabos tém uma das ex-
tremidades presa no poste e outra presa no chao,
apresentando as medidas indicadas. Obtenha uma
aproximacao para a distancia d entre os pontos A e B
utilizando a lei dos senos e/ou a lei dos cossenos, com
o auxilio de uma calculadora. ¢ =10319 m

Figuras: © DAE

cabo b: 85 m cabo a: 65 m

poste

42° 52¢

I d |

3. Uma mao francesa é uma estrutura triangular de ma-
deira ou ferro destinada a sustentar beirais de telhado,
caixas-d'agua, prateleiras etc. Deseja-se construir uma
mao francesa no formato de um triangulo retangulo
com angulos agudos medindo 30° e 60°. Se o cateto
oposto ao maior angulo agudo desse tridangulo mede
5 m, quais sao as medidas dos outros lados desse

triangulo? 5\3  10V3
== e ———r

4. Alberto, Bruno e Carlos estio montando alguns jogos
para a festa junina da escola. Para um desses jogos, &
necessario cercar uma regido triangular conforme a
figura a seguir.

A C

Determine a medida do segmento AC. 16 m

5. Uma escada é composta por
duas partes de 2 m que for-
mam um angulo de 30° entre
elas na parte superior.

Qual é a distancia aproximada
entre as duas partes da esca-
da na parte inferior? (Utilize

V3=175)
Aproximadamente 1 m.

6. Um guindaste de 15 m de comprimento (BC = 15 m)
vai icar um objeto ao ponto mais alto. O angulo
formado pelo guindaste com o plano do chao é de
60° (ABC = 60°. O guindaste esta sob um caminhao
a2 m de distancia do chio (AB & paralelo ao plano do
chao e a distancia de AB ao chao é de 2 m).

Jiggo-thakop/Shutterstock.com

llustragoes: Adilson Secco

Qual & a altura maxima a que o guindaste consegue

; : [15v3 |
icar o objeto? ‘ +3

m

[

Um objeto sofre o efeito de duas forcas, F, e F,, per-
pendiculares entre si. O vetor resultante dessas forcas
€ mostrado a seguir.

Fy = 15V3NeF, = 15N F
A

Calcule 0 mddulo das forcas F, e F,.

Para confeccionar um “telefone de barbante”, sao
necessarios dois copos de papel e um pedaco de
barbante. Deve-se fazer um pegueno orificio no
centro da parte inferior de cada um dos copos e,
com o pedaco de barbante inextensivel, amarrar as
extremidades passando por cada orificio. Depois,
deve-se dar nés para gue o barbante nao saia pelo
orificio quando o fio for esticado. Quando as duas
pessoas, cada uma com um copo, se distanciam de
modo gue o barbante fique esticado, é possivel uma
ouvir o que a outra diz ne copo.

Trés amigos, Rafaela, Paulo e Daniel estao brincando de
“telefone de barbante” Os trés estao no patio da escola,
dispostos conforme a figura a seguir.

P

Segundo os dados da figura, qual € a distancia entre

Rafaela e Paulo? (Utilize V2 = 14)
Aproximadamente 7 m.

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo




9. Uma forga de intensidade 500 N, que forma com a
vertical um angulo 8, esta sendo aplicada para arrancar
uma estaca fincada no chao.

Sabendo gue é necessdria uma forga vertical de
intensidade minima 250 N para arrancar a estaca, qual
deve ser o maior valor do angulo 8 para que a forga de
500 N arranque a estaca? g = ap°

10. Na figura a seguir, um gancho esta submetido a duas
forcas de intensidades 10N e 15 N.

llustragdes: Adilson Secco

Determine a intensidade (médulo) da forca resultante.
SVION

11.

12,

Um carro estd sob o efeito de duas forcas, F, e F, com
uma resultante de intensidade 200 N.

_ F, = 1064 N
F F,= 1362 N
Fr=200N

Considerando os dados da figura, determine a inten-
sidade (médulo) das forgas F, e F, aproximadamente.
(Utilize sen 110° = 0,94 e sen 40° = 0,64.)

Rafael e Brune estao a 200 mde distancia um do outro
e ambos observam um balao no céu. Rafael vé o balao
sob um angulo de 50° em relagao a linha do horizonte.
Bruno, por sua vez, vé o balao sob um angulo de 70°
em relagdo a linha do horizonte,

Utilizando sen 70° = 0,94, sen 50°=0,77e V3 = 1 7
determine, aproximadamente:

a) adistancia entre Rafael e o baldo. 2212 m

b) a distéancia entre Bruno e o balao. 1812 m

Reflita sobre as questdes a seguir, que envolvem
0 estudo de triangulos realizado nesta unidade. Depois,
procure responder a elas. Caso sinta dificuldade, sugerimos
retomar os conceitos principais.

1. Como se pode definir a razio trigonométrica seno
para um angulo agudo em um tridngulo retangulo?

2. Para determinar um dngulo agudo em um triangu-
lo retangulo, que medidas dos lados desse triangu-
lo s30 necessarias?

3.Qual razao trigonométrica corresponde ac quo-
ciente entre as medidas de dois catetos de um
tridngulo retangulo?

4, 0 seno de 45° é representado por urmn ndmero real.
Esse nidimero é racional ou irracional?

5.Qual destas razbes trigonométricas & maior:
sen 30°% cos 30° ou tg 30°7

Algumas conclusoes

6. Como se enuncia a lei dos senos para um tridngulo
qualguer?

7. E alei dos cossenos?

8. Se as medidas de dois lados de um tridngulo e a
medida do angulo formado por esses dois lados
sao conhecidas, como se deve calcular a medida
do terceiro lado desse triangulo?

9. Em um triangulo sao fornecidas as medidas de dois
angulos e de um dos trés lados. Como é possivel
obter a medida do outro angulo e as medidas dos
outros dois lados?

b Apds responder as questdes, converse com os
colegas e verifique se vocés apresentaram res-
postas iguais. Em seguida, listem as dificuldades
gue encontraram e os assuntos que devemn ser
retomados.
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Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

1. (Uepa-2014)

Num dos trabalhos escritos no comeco do seculoV d.C. na
India, encontramos uma tabela"meias-cordas’, representada
na figura abaixo. Essas"meias-cordas”representarm os nossos
atuais senos. Os indianos pensavam na meia-corda como o
real segmento em um circulo com raio particular, como, por
exemplo, ocorre no livro Almagest de Claudius Ptolomeu
(85-165), que utilizou um circulo de raio 60.

Texto adaptado do livro A Matemdtico atraves dos tempos,
Editora Edgard Blicher, 2008.

Meia-corda

Metade da corda do
i0 dobro do angulo

Utilizando o mesmo raio considerado por Ptolomeu, o valor
da meia-corda indicado na figura para um angulo @ = 45°¢&;

@)30V2. o 15V2. o V2
2 4
b) 15V2. a9 V2
2

. (UEMG-2014) Em uma de suas viagens para o exterior, Luis
Alves e Guiomar observaram um monumento de arquitetura
asidtica. Guiomar, interessada em aplicar seus conhecimen-
tos matematicos, colocou um teodolito distante 1,20 m da
obra e obteve um angulo de 60°, conforme mostra a figura:

Adilsan Secco

Sabendo-se que a altura do teodolito corresponde a
130 ¢m, a altura do monumento, em metros, € aproxima-
damente:

a) 686. <) 524.

b) 6,10. 334,

. (Uerj-2016) O raio de uma roda-gigante de centro C mede

CA = CB = 10 m. Do centro C ao plano horizontal do
chao ha uma distancia de 11m. Os pontos A e B, situados
no mesmo plano vertical, ACB, pertencem a circunferéncia

dessa roda e distam, respectivamente, 16 m e 3,95 m do
plano do chao. Observe o esquemna e a tabela:

plano horizontal

Figuras: @ DAE

15° 0,259
30° ‘ | 0,500
45° 0,707
60° 0,866

A medida, em graus, mais préxima do menor angulo ACB
corresponde a:

a) 45, @ 75.

b) 60, d) 105.

4. (Unifor-CE — 2014) Uma rampa retangular medindo

10 m? faz um angulo de 25° em relagao ao piso horizontal.
Exatamente embaixo dessa rampa foi delimitada uma area
retangular A para um jardim, conforme figura.

Considerando gue cos 25° = 0,9, a drea A tem aproxima-
damente:

a) 3mi
b) 4 m2.
) 6mi

d) 8 m.

9m1.



5. (Enem —2013) As torres Puerta de Europa sao duas torres
inclinadas uma contra a outra, construidas numa avenida de
Madri, na Espanha. A inclinacdo das torres é de 15° com a
vertical e elas tém, cada uma, uma altura de 114 m (a altura
& indicada na figura como o segmento AB). Estas torres sao
um bom exemplo de um prisma obliquo de base quadrada
e uma delas pode ser observada na imagem.

baldovina/S hutterstock.com

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangente de
15° e duas casas decimais nas operagoes, descobre-se que
a area da base desse prédio ocupa na avenida um espaco:

a) menor que 100 m2

b) entre 100 m? e 300 m2.
¢) entre 300 m* e 500 m2.
d) entre 500 m* e 700 m2.
maior que 700 m2.

. (Unifor-CE—2014) Uma pessoaestda 80V3 mdeum prédio
e vé o topo do prédio sob um angulo de 30°, como mostra
a figura abaixo.

1,60 m

Adilson Secco

80V3m

Se 0 aparelho gque mede o dngulo estd a 1,6 m de distancia
do solo, entao podemos afirmar que a altura do prédio em
metros é:

a) 80,2 ¢) 820. e) 832
(LN d) 825.

7. (Uneb-BA —2014) A tirolesa é uma técnica utilizada para o

transporte de carga de um ponto a outro. Nessa técnica, a
carga é presa a uma roldana que desliza por um cabo, cujas
extremidades geralmente estao em alturas diferentes. A
tirolesa também & utilizada como pratica esportiva, sen-
do considerada um esporte radical. Em certo ecopargue,
aproveitando a geografia do local, a estrutura para a préatica
da tirolesa foi montada de maneira que as alturas das extre-
midades do cabo por onde os participantes deslizam estao
a cerca de 52 m e 8 m, cada uma, em relacao ao nivel do
solo, e 0 angulo de descida formado com a vertical € de 80°.
Nessas condicoes, considerando-se o cabo esticado e que
tg 10° = 0,176, pode-se afirmar que a distancia horizontal
percorrida, em metros, ao final do percurso, é aproximada-
mente igual a:

(a) 250. ) 254 e) 258.
b) 252. d) 256.

8. (Unifor-CE—2014) Sobre urmarampa de 3 m de comprimen-

to e inclinagdo de 30° com a horizontal, devem-se construir

degraus de altura 30 cm.

Figuras: & DAE

Quantos degraus devem ser construldos?
al 4 c 6 e) 8

®)s d) 7

9. (UPE-2015) Num tridngulo retangulo, temos que tg x = 3.

Se x € um dos angulos agudos desse tridangulo, qual o valor
de cos x?

V2 V10

) L y 20

) ] a0 o]
) G 4
10 4

10. (Enem—2011) Para determinar a distancia de um barco até

a praia, um navegante utilizou o seguinte procedimento: a
partir de um ponto A, mediu o dngulo visual a fazendo mira
em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo
sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que fosse
possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um
angulo visual 2ec. A figura ilustra essa situacao:

trajetoria
do barco
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11.

12.

Vestibulares e Enem

Suponha que o navegante tenha medido o angulo
o = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou gue o barco
havia percorrido a distancia AB = 2000 m. Com base
nesses dados e mantendo a mesma trajetoria, a menor
distancia do barco até o ponto fixo P seré:

a) 1000 m.
(6))1000 V3 m.
c) 2000 E m.

3
d) 2000 m.
e) 2000V3 m.
(UFPR - 2014) Dois navios deixam um porto ao
mesmo tempo. O primeiro viaja a uma velocidade
de 16 km/h em um curso de 45° em relacao ao norte, no
sentido horério. O segundo viaja a uma velocidade de
6 km/h emum cursode 105°em relacdo ao norte, também
no sentido horério. Apds uma hora de viagem, a que dis-
tancia se encontrarao separados 0s navios, supondo que
eles tenham mantido o mesmo curso e velocidade desde
que deixaram o porto?
a) 10 km.
(6)) 14 km.
o) 15 km.
d) 17 km.
e) 22 km.
(UFG-GO - 2014) Um navio, que possui 20 m de altura

sobre a dgua, passa por um canal e, em certo momento,
0 capitdo da embarcagao avista uma ponte plana sobre o
canal, a qual ele desconhece as dimensdes e tem de deci-
dir se 0 navio pode passar sob a ponte. Para isso, ele inicia
uma série de célculos e medigoes. A primeira constatagao
que ele faz é a de que, a uma certa distancia, d, da projecao
da base da ponte, a inclinagao do segmento que une a
parte retilinea inferior da ponte e o ponto mais avangado
do navio, que estd a 4 m de altura sobre a dgua, é de 7°.
Percorridos 102 m em linha reta em direcao a ponte, ele
volta a medir a inclinagao, obtendo um angulo de 10°% e
verifica gue a distancia entre a parte retilinea inferior da
ponte e o ponto mais avancado do navio € de 100 m,
como ilustra a figura a sequir.

Diante do exposto, admitindo que a superficie do rio é
plana, determine a altura da ponte e conclua se esta é
suficiente para que o navio passe sob ela.
(Dados:tg (7°) = 0,12 e cos10° = 0,98)

h=24m

0 navio, portanto, passa sob a ponte.

llustragoes: Adilson Secco

13. (Unifor-CE — 2014) Os pneus de uma bicicleta tém raio R e
seus centros distam 3R. Além disso, a reta t passa por Pe é
tangente 2 circunferéncia do pneu, formando um angulo a
com a reta s que liga os dois centros.

Figura: & DAE

€)

14. (Unesp-SP — 2015) A figura representa a vista superior do
tampo plano e horizontal de uma mesa de bilhar retangular
ABCD, com cacapas em A, B, C e D. O ponto P, localizado
em AB, representa a posi¢ao de uma bola de bilhar, sendo
PB=15mePA=12m. Apds uma tacada na bola, ela se
desloca em linha reta, colidindo com BC no ponto T, sendo a
medida do angulo PTB igual a 60°. Apés essa colis3o, a bola

seqgue, em trajetdria reta, diretamente até a cacapa D.

- D

Largura
do tampo
da mesa

; 1.5m /

Nas condi¢oes descritas e adotando V3=173,a largura do
tampo da mesa, em metros, é proxima de:



242.

b) 2,08.
c 2,728
d) 2,00.
e} 2,56.

15. (Mack-SP —2015)

Na figura acima, as circunferéncias A e \,sao tangentes no
ponto C e tangentes a reta r nos pontos E e F, respectivamen-
te. Os centros O, e O, das circunferéncias pertencem & reta
5. Sabe-se que r e s se interceptam no ponto A, formando
um angulo de 30°.

Se AE mede 2V3 cm, entdo os raios das circunferéncias k1 =
A, medem, respectivamente:

a) ViemeVisem.
b) Vieme2em.
@Zcmeécm.
d) 2cmedcm.

e) 2V3cme4cm.
16. (Unicamp-SP — 2014) Considere um hexagono, como o

exibido na figura abaixo, com cinco lados com comprimento
de 1 cm e um lado com comprimento de x cm.

a) Encontre o valorde x.x =\V5em

b) Mostre que a medida do angulo a é inferior a 150°.
o <45° +45° + 30° + 30°= a < 150°
17. (UFRGS-RS—2014) Na figura abaixo, o retangulo ABCD tem

lados que medem 6e 9.

A B
: 2
N
g
6
J o
D = <] > C
Se adreado paralelogramo sombreado € 6, 0 cosseno de aé:
a) 3
2 i
5 =
2
b) =
3 e) 8
9
3
c) e

\pesario §

(Udesc — 2015) Observe a figura.

B 10

Sabendo gue os segmentos BC e DE sao paralelos, que
o ponto | é incentro do triangulo ARC e que o angulo
BIC é igual a 105°, entao o segmento AC mede:

a) 5V2.
by 10V2
3

q 20V2.

@10v2
o) 20V2
3
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Desde o ano 2000 a legislacao brasileira vem desen-
volvendo normas a serem sequidas por qualguer
estabelecimento de atendimento ao publico no que
diz respeito a acessibilidade ao portador de deficién-
cia ou com mobilidade reduzida.

A ABNT (Associacao Brasileira de Normas Técnicas)
é o orgao responsavel por calcular, medir e divulgar
os valores e padrées que um projeto de arquitetura
urbana deve contemplar para ser classificado como
acessivel.

Entre essas normas, destaca-se a que se refere a dreas
de circulacao, que devem ter superficie reqular, firme,
estavel e antiderrapante sob qualquer condigao cli-
maética. Essas dreas também devem apresentar faixa
de circulagao de largura minima de 1,20 m, livre de
barreiras ou obstaculos, de modo a permitir o deslo-
camento em linha reta e manobras de rotagao com
ou sem deslocamento.

Determina-se também que qualguer faixa de circu-
lacao (como as calcadas) deve ter inclinacao minima
de 1% para o escoamento da agua e maxima de 2%
para o conforto do usuério. Caso o piso tenha incli-
nacao entre 2% e 3%, deve haver areas de descanso
fora do fluxo de circulacéo a cada 60 m, dimensiona-
das de modo que permitam a manobra de cadeiras

Resolva os exercicios
no caderno.

Por recomendacao da prefeitura, a calcada
serd ampliada e reformada e a entrada da
garagem e o muro da casa serao refeitos.

O planejamento prevé o recuo da casa, man-
tendo-se o muro a uma alturade 15cmda
horizontal e a borda da calcada com altura
de 10 cm, garantindo inclinacao suficiente
para o escoamento da chuva. Veja a ilus-
tracao ao lado.

- Unidade 4 Trigonometria no triangulo

lustragoes: Dawidson Franga

EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

de rodas. Para inclinagées entre 3% e 5%, as areas de
descanso devem ser dispostas a cada 30 m. Pisos com
mais de 5% de inclinacao sao considerados rampas.

As rampas devem ter no maximo 8,33% de inclinacao
e largura minima de 1,20 m. Rampas curvas também
devem ter inclinacao maxima de 8,33% e raio mini-
mo de 3 m, no perimetro interno a curva. Sabendo
dessas especificacoes, resolva as atividades a seguir.

Adilson Secco

. S
e
[ LI

a) Para obter essas medidas de modo que a inclinagao
da reta AB seja a permitida pela ABNT, o realizador do
projeto deve calcular a distancia que a casa deve terem
relacdo & rua, determinando a largura a ser ocupada
pela calcada. Considerando que a inclinacao serd cal-
culada pela tangente do angulo B da figura, de quanto
deve ser o afastamento CD para garantir que a inclina-
€30 maxima cla reta AB seja a permitida pela ABNT em
um passeio sem drea de descanso?

b) Uma vez calculado o recuo, o projetista desenhou a
rampa de inclinacao CA:



llustragdes:

Adilson Secco
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rm e

1“’ D
4 |
C
B W o
‘IDcr‘l“-lI-—’////,—‘ ]15;‘:“1
e afastamento D

Qual é a porcentagem de inclinacéo dessa
rampa? Sabendo essa porcentagem, qual € a
redida do dngulo ACD? (Use uma calculadora
cientifica ou uma tabela trigonométrica)

c) Aoreceber o projeto, o proprietario da casa per-
cebeu que, embora a inclinagao da rampa esti-
vesse dentro dos padroes da ABNT, ela impedi-
ria a circulacao acessivel na calcada, formando
um degrau. Assim, recomendou gue a rampa
fosse refeita, deixando espaco para a circulacao.
O projetista deu entdo duas opcoes ao proprie-
tario, de acordo com os desenhos abaixo:

A
Novarampa B ,-//,
A
8 L
Opgdo1 10cm| 10cm ]15“’”
"t 13m D
A

B = ———tao
Opgio 2 ‘|ocm1 Mmm ]150m
T 1,6m U

Os novos projetos estao de acordo com a
ABNT? Caso nao estejam, como podem ser
corrigidos? (Dica: calcule x usando semelhan-
¢a de triangulos no triangulo ABE)

2. Afim de construir uma maquete onde uma
rampa circular dé acesso ao sequndo piso de
uma construcao, um estudante desenhou e
recortou uma corea circular como a da figura
abaixo.

John Dorado/Dream stime.com

Em seu desenho, o raio interno OA foi feito com
15 cm e o externo OB com 25 cm, deixando o
segmento AB com 10 ¢m.

Procurando sequir as normas da ABNT, o estudante
determinou que a escala da maguete seriade 1:20, de
modo que o raio de 15 cm representaria 3 m da rea-
lidade e a largura de 10 cm representaria 2 m, respei-
tando assim @ minima curvatura e a minima largura
de circulacdo permitidas. Em seguida, recortou alinha
AB para montar uma rampa como a da figura a seguir.

Para que tudo esteja dentro dos padroes, o estudan-
te decidiu manter a inclinacdo em 8%:

elevacao
: = 8%

comprimento da rampa

Uma vez determinada a altura do segundo piso, ele
montou a estrutura da maquete de acordo com a
seguinte vista lateral:

elevacao

Com base nesses dados, determine algumas medi-
das da estrutura real representada por essa mague-
te, com base na escala 1:20.

a) Sabendo que o comprimento da rampa é
medido de acordo com o raio médio da coroa
(distancia entre o centro O e o ponto médio
de AB), determine o valor aproximado desse
comprimento, em metros, utilizando T = 3.

b) Considerando a inclinacao de 8%, calcule a
elevacao do segundo piso em metros.

c) Sabendo que as duas vigas tém a mesma
medida, e sendo B o menar angulo formado
por elas, utilize a tabela abaixo para calcular o
comprimento de cada viga e a distancia hori-
zontal entre as extremidades de suas bases.

Angulo Seno Cosseno Tangente

B =
056 0,28 342
73,7° ! ! ’

Trigonometria em um triangulo qualquer Capitulo 12 -



UNIDADE FUNCOES EXPONENCIAIS

As descobertas de sitios
arqueologicos contribuem para
contar a nossa historia. Para
descobrir a idade de um fossil,
por exemplo, determina-se

a guantidade de is6topo de
carbono-14 residual.

Andre Dib/Pulsar Imagens

O estudo da fungao
exponencial e da funcao
logaritmica esta presente
nesta unidade. Inumeras
sdo as aplicagbes desse
conhecimento.

Ruinas da Igreja no Sitio
Arqueoldgico de Sdo Miguel
Arcanjo — construcdo de 1735,
Sdo Miguel das Missdes — RS.
Foto de 2015.
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Existem situagdes envolvendo determina-
dos fendmenos em que ¢ frequente se falar
em crescimento exponencial. Um exemplo
desse tipo de crescimento é o do nimero de
microrganismos em uma cultura numa situa-
caoideal de proliferacao. Podemaos também dizer
gue a quantidade de virus tende a aumentar
exponencialmente.

Um crescimento exponencial, sob cer-
tas condicbes, pode ser descrito de maneira
aproximada por meio de uma funcéao expo-
nencial. Nesta unidade, vamos abordar esse
tipo de funcdo. Antes, é importante fazermos
uma retomada do assunto potencia¢ao, desen-
volvido nos anos finais do Ensino Fundamental.

Potenciacao

Vimos na Unidade 1 que o campo numeérico
teve diversas ampliacoes, passando do conjunto
dos numeras naturais até o conjunto dos nime-
ros reais. Para que possamaos retomar o estudo de
potenciagao, vamos considerar poténcias com
expoentes naturais, expoentes inteiros negativos,
expoentes racionais e expoentes reais.

Uma ferramenta extremamente Util ao
abordar a potenciacao é a calculadora. Ela au-
xilia ndo apenas na verificacdo de resultados,
como também permite observar regularidades

- Unidade 5 Funcoes exponencials

} POTENCIACAO NOS REAIS

numeéricas. A ilustracao a seguir representa uma
calculadora cientffica.

[ [] Calculadora el W
Edbir Editar  Ajuda \§
o 12
| ic
| @ Graus () Radianas ) Gndns| ME Hm | M35 H M- | _M. 1
el o f=fa )=

[ome | mn [ am [ | [0 ][ 7 ][ 8 ][ 9 ][0 ][
fome o] [ a2 |[ 2] (@ |5 | 6 ][ ] 2]
(o) o m el 3 )L 2 I3 ol
(e[| [ea] [ 207 0 [ [+ ]| =

_—

Sugerimos que vocé utilize a calculadora
ao longo desse nosso estudo.

Poténcia de expoente natural

Uma das primeiras ideias relacionadas a
potenciacao esta ligada a multiplicacao de fa-
tores iguais. Assim, temos:

Dados um ndmero real a e um niimero
‘natural n, com n = 2, denomina-se poténcia
de base a e expoente n o nimero a”, que é o
produto de n fatores iguais ao nimero a.
a"=a 2 :m: a
Como n é um ndmero natural, temos dois
Casos especiais:
¢ Quandon = 1,definimosa' = g, poisnao
temos produto com um fator apenas.
e Quandon = 0esendoa # 0, definimos
a’=1.
Exemplos:
Observe a sequir algumas poténcias:

o (3P=(=3)(3) (3 (3 ()=—243
[ =lel e s

o (—18PF=(—18)(—18)(—18)=—-5832
o (2 =(2)- W)= T = E =2



Note que utilizamos neste Ultimo exemplo
um resultado estudado no Ensino Fundamental,
isto &, elevando ao quadrado o nimero irracional

2, obtivemos 2 como poténcia. Caso queira, &
possivel, por aproximacao racional, conferir esse
resultado. Uma possibilidade para essa aproxima-
¢ao é considerar 2 = 1,41.Elevando esse nime-
roao quadrado, chegamos a 1,9881.

Resolva os
exercicios no

Questoes e reflexdes caderno,

Respostas no Manual do Professar.
1. Fazendo ﬁ =141 eelevando ao quadrado,
obtemos como resultado 1,9881. A diferenca
do resultado real 2 € mais ou menos que 19%?

2. Quandouma base é negativa e o expoente
& um ndmero natural diferente de zero,
o que podemos afirmar sobre o sinal da
poténcia resultante?

A partir da definicdo de poténcia de expo-
nente natural, observe o que acontece quando
multiplicamos duas poténcias de mesma base:

PP=(-7-7-7-N-(7-7-7-7-7-7)
75.76=77-7-77-7+7-7-7-7-7
7=
Jo o PG

Temos aqui a chamada propriedade fun-
damental da potenciacao:

feﬁlﬂﬁohulﬁ,mw;a" =gn+n -

Isso quer dizer que repetimos a base e
adicionamos os expoentes na multiplicacao de
poténcias de mesma base. Embora tenhamos
mencionado apenas duas poténcias de mesma
base, esse resultado continua sendo valido para
um numero qualquer de fatores.

Exemplos:
o 102104 1B =102*4+2=10"

e 52.52.52.52.02, 52— C2+2+2+2+2+2 — G2
Observacoes:

1. Esse Ultimo exemplo também poderia ser
calculado de outra maneira:
52.50.52.52.52. 52 =52.52. 52. 52. §2. 52 = (526

& fatores iguals

2. Comparando esse resultado com o que
foi apresentado anteriormente, podemos con-
cluir que:

(52)6 —_ 52‘6 _ 512
Esse resultado é chamado de poténcia

de poténcia e corresponde também a uma
propriedade que mencionaremos a seguir.

Poténcia de expoente
inteiro negativo
Vamos retornar a propriedade fundamental
da potenciacio e a definicio de poténcia com ex-
poente natural. Definimos, paraa # 0,quea® =
Essa definicdo leva em consideracio a
propriedade fundamental, ou seja, observe o
que ocorre quando substituimos m por zero:

Gﬂ -a= aﬂ+n

at-a"=a"

Para que esse Ultimo resultado ocorra, de-
vemos tera® = 1.

A ampliagdo para poténcia com expoente
inteiro negativo pode ser feita considerando tam-
bém a propriedade fundamental, sendo a® = 0:

a=1

G—H+ﬂ:‘|

Exemplos:
1 1
. 7—3 A S—

73 343

Potenciacéo nos reais Capitulo 13 -
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Nesse ultimo exemplo, dizemos que a™', para
a# 0,éoinversodea.

Além da propriedade fundamental, outras
propriedades também podem ser obtidas e utilizadas
quando calculamos poténcias com expoentes inteiros.
Indicamos tais propriedades no quadro a seguir.

g Na divisdo de poténcias de mesma
am =g = F(a # () | base nao nula, repetimos a base e
subtraimos os expoentes.

Na potenciacao de um produto,
elevamos cada fator desse produto
ao expoente do produto.

fa-Byr=a-b"

Na potencia¢do de um quociente,
elevamos cada termo desse
quociente a0 expoente do
quociente.

Na poténcia de poténcia, repetimos

=g .
@) a base e multiplicamos os expoentes.

Poténcia de expoente racional

Vamos agora retomar a definicao de raiz ené-
sima aritmética estudada no final do Ensino Fun-
damental.

Observacao:

Nessa definicao consideramos que a é um nu-
mero real ndo negativo. Porém, podemos considerar
a um numero real qualquer, desde que seja observado
cada um dos casos:

e Senforparea=0,entao Ya é o nimero b,

comb=0talqued”=a.

e Se nfor parea < 0,entao Ya nao existira no

conjunto dos numeraos reais.

¢ Se n for impar, entdo Ya é o nimero b, tal

queb"=a.

- Unidade 5 Funcodes exponenciais

Ao ampliar a ideia de potenciagao para expoen-
tes racionais, devemos fazer de tal forma que a pro-
priedade fundamental continue vélida. Vamos partir
de um exemplo numérico:

Fo=afl
1 1
7=75+5
1 1
Fr= R

1
Por essa ultima igualdade, 72 € um numero
positivo que, elevado ao quadrado, resulta em 7,

1 1 1
pois 72 - 7 = (7?) . Por outro lado, conforme a defi-
ni¢ao de raiz quadrada aritmética, temos (7 Vil 7
Dessa forma, podemos escrever que:

1
72=(7
Exemplo:
Considerando a propriedade fundamental e
utilizando o que vocé estudou sobre raizes de outros

indices diferentes de 2, temos:
1 1

1 1 1 1 13

e 5=5! =5§+§+§= 55. SE.SEE[SS]
1

Assim, 5% € um numero gue elevado ao cubo

resulta em 5. Dessa forma, podemos considerar que:

1 i
e 53 =13/5, pois [53] = (/5) =5
e =
A T | 11 17
=2§.25.2§ .2§ .25=[25]
1
Assim, 25 € um numero gue elevado a 5 resulta

1 R R
+-S-+§+§

em 2. Dessa forma, podemos considerar que:

1 1
2 = 2, pois (25) = ®zP=2
E claro que apenas alguns exemplos nio sao
suficientes para provar gue se pode proceder sempre
assim com expoentes racionais. Esses exemplos foram
apresentados para indicar que, a partir dessa ideia, foi
possivel chegar a ampliacao de poténcias, agora com

" 1 ;
expoente racional da forma i sendo n um numero

natural diferente de zero. Assim, temos:

Agora vamos considerar outros exemplos com
expoentes racionais escritos na forma fracionaria em
que o numerador é diferente de 1.



| s
.
ta | 2

E 2z
Assim, 5% = [52] e, portanto, a raiz quadrada
3

aritmética de 5 é igual a 52, ou seja:

2 3
Assim, 72 = [73] e, portantg, a raiz clbica arit-
2

mética de 72 é igual a 7, ou seja:

Embora nao facamos aqui uma demonstracao,
os exemplos sugerem a sequinte definicao:

Poténcia de expoente real

Lembrando que a uniao entre o conjunto dos
numeros racionais e o dos numeros irracionais resulta
no conjunto dos NUMeros reais, precisamaos agora tratar
das poténcias com expoentes irracionais. Mesmo que
tenhamos em maos uma calculadora, o calculo com o
expoente irracional ndo é imediato. Veremos aqui ape-
nas uma nogao, utilizando para tanto aproximacoes
que podem ser verificadas com a calculadora. Suge-
rimos que vocé acompanhe com uma calculadora,
conforme o exemplo a seguir.

Exemplo:
Vamos obter aproximagoes para o resultado da
poténcia 3%

* Como o expoente & um numero irracional,
utilizamos aproximacoes racionais para o nu-
mero + 3. Essas aproximagoes nos permitirao
chegar também a uma aproximacao para a
poténcia 38 Os valores da tabela a seguir
foram obtidos por meio de uma calculadora.
Fizemos aproximagdes por falta e aproxima-
¢Oes por excesso.

Aproximacoes por falta | Aproximagoes por excesso

NE] 3% 3 3%
1,700 64730078 1,750 6,8385212
1,710 6,5445132 1,745 6,8010597
1,720 6,6168084 1,742 6,7786815
1,725 6,6532549 1,740 6,7638035
1,730 6,6899022 1,735 67267514
1,731 6,6972559 1,734 6,7193655
1,732 6,7046176 1,733 6,7118774
173205 | 67049859 | 1,73206 6,7050596
1732051 | 67049933 | 1732059 | 67050522
1732052 | 67050006 | 1732058 | 67050448
1732053 | 67050080 | 1732057 | 67050375
1732054 | 6,7050154 | 1732056 | 6,7050301

Observe que, ao realizarmos aproximagoes ra-
cionais dos expoentes para o valor de /3, a poténcia
3B e aproxima do valor 6,705 (utilizando apenas 3

casas decimais).

Temos, assim, a ideia de ampliacao de poténcias
com expoentes irracionais. Nessa ampliacao, as pro-
priedades apresentadas continuam sendo validas.
Apenas para exemplificar, observe o que acontece
quando efetuamos poténcia de poténcia com ex-
poentes irracionais.

Exemplo:

3
Vamos obter o valor de [}'ﬁ]‘r:

¢ Utilizando uma aproximacao com uma calcu-
ladora, temos:

[7 Ji]ﬁ = [71 ;m)mzm

(?Jijﬁ ~ [7)131205013- 1,7320508
3
(7 ﬁji o= 729999999

(7"5]‘6 =73 =343

¢ Se considerarmos esse resultado e levarmos
em conta gque as poténcias com expoente ir-
racional devem gozar também das mesmas

Potenciacdo nos reais Capitulo 13 -



propriedades gue as poténcias com expoente

inteiro, podemos considerar que:

(W3 .
7 J3 | =7 Y33

W
77 =72=343

Chegamos assim as poténcias com expoentes
reais. Nosso interesse nessa retomada é a preparacao
para o estudo de funcoes exponenciais.

Observacoes:

1. Sendo a = 0 e x um numero real, @* nem
sempre estara definido em IR.

Exemplo: 0~* ndo é definido em IR.

2. Sendo a < 0 e x um ndmero real, ¢ nem
sempre estara definido em IR.

Exemplo: {—9}j = /=9 nao é definido em IR.

Notacao cientifica
Ao estudar os conjuntos numeéricos na Unidade 1,
conduzimos uma atividade exploratoria em plani-

lha eletronica envolvendo a notacao cientifica. Nela
mencionamos o exemplo a seqguir.

= I e —
(=]

Categora: = =

3

Numero na notacao:
cientifica:
9,65 - 10

Exercicios resolvidos

Agora que ja abordamos potenciacao de
expoentes reais, vamos observar um pouco mais
a utilizacdo dessa importante notacao quando da
representacao de numeros muito grandes ou de
numeros muito peguenocs. Nas disciplinas de Fisica
e Quimica, principalmente, a utilizacdo da notacao
cientifica é fundamental.
N

Um nudmero escrito na forma k - 10* estd na notacao
cientifica se:

« k é um nimero real tal que 1 = k< 10.

« X & um numero inteiro.

Exemplo:

A velocidade da luz no vacuo é de aproximada-
mente 300 000 000 metros por segundo. Na notacao
cientifica, temos:

300000000 m/s = 3,0 - 108 m/s

Lemos: a velocidade da luz no véacuo €3 vezes
10 elevado a 8 metros por sequndo”

Vocé pode pesquisar nas disciplinas de Fisica e
Quimica constantes importantes e, em seu caderno,
escrevé-las na notacao cientifica.

1. Simplifique a expressao A= 27°—(+3)".

A=27*—(\3) =(3)

ascreva o resultado em notacao cientifica.

4. Calcule o valor de 425 - 1072 + 247 - 10 — 179 e
apresente o resultado em notacao cientifica.

- Unidade 5 Funcoes exponenciais
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Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Compare os valores de A e Bindicados a sequire, apos,
marque no caderno as afirmativas corretas:

=(—127 B=—12%
a) Os dois resultados sdo iguais. A = B

b) Os dois resultados sao diferentes, sendo A menor
doqueB A=E

(o] Nas duas expressdes, —12 esta elevado ao quadrado.

d) A expressao A apresenta como resultado 144 e B,
—144. Certa,

e) Aéum numero real positivo e B € um ndmero real
negativo. Certa.

2. Observe a tabela e responda:

e
3 =3125 Eles s3o iguais.
50.55=31275 Parque, no produto
de poténcias de
A e
505 3125 mesma base,
52.53=3125 $0Mamaos 0s
53,62 3998 expoentes e
conservamaos a base.
55.50=3125

O que podemos notar nos resultados apresentados em
cada linha? Por que isso acontece?

3. Observe o que acontece com a divisao e responda:

= 343 Eles sao iguais. Isso

acontece porque, na

73 = 79=343 divisao de poténcias de
mesma base, subtraimos

H=7=343 :
0s expoentes e

73 = 72=343 conservamaes a base.

7¢=73=343

==t =343

O qgue podemos notar nos resultados apresentados
em cada linha? Explique por gue isso acontece.

4. Calcule o valor de m, sabendo que
0,00001 - 1000 - (0,01)?

m= 0,001 *m = 0,001

5. Qual é o valor de (0,2)* + (0,4%)? 0,0236

6. Na notacio cientifica, cada nimero é representado na
forma a - 10", sendo n um ndmero inteiro e @ um nu-
mero real em médulo, tal que 1 = |a| < 10. Represente
cada um dos seguintes niimeros na notagao cientfica:

7. Escrevaos rad|ca|s naforma de poténcia com expoente
fracionério: Resposta no Manual do Professor.

101

a) 0,0000000042 _d) 321,03 3.2103 - 107
4.2 = 1072
b) —2 381 000 000 E}I 82 000 000 000 &,2 -
=2,381 - 10
c) 0,00000036 f} —0,000749 —749 - 10~
36-107

8. Observe a sequéncia de poténcias de base dez re-
presentadas na forma fracionaria e também na forma
decimal: Resposta no Manual do Professor.

1 1

10" = — =0, 1074 = = 0,0001
10 10000
1 1

102 = —= 0,01 0~ = ———— = 0,00001
100 100000

SN
10 = s = G001

a) E possivel estabelecer uma relacio entre o expoen-
te e o nimero de casas decimais na representacao
decimal do ndmero? E entre o expoente e a quan-
tidade de zeros do denominador da representagao
fraciondria? Explique.

b) Sem fazer os célculos, represente o nimero 107"
nas formas fraciondria e decimal.

9. Aplicando as propriedades das poténcias, reduza as

Respostas no Manual
expressoes a uma so poténcia.
piE > Pe do Professor.
a) 72«7

C} Snfl P 5n—2
3 7
b) (%) d) 3

10. Utilizando as propriedades de poténcia de mesma
LT
base, simplifique a expressao S i
11. Utilizando as propriedades de poténcia, calcule:
a) 102 = 10" 100 d) M;
107 1000
2= 3
b) 0,008 107 -10°
0,27 ® S6-10° 1000
QoL

Determine o ;alor de Jsfz_nq@— 3/8_2+JZ 3

Certo tipo de aplicagdo rende juros de 1% ao més. Con-
sidere gue foram aplicados 15 mil reais e que a férmula
M = x (1,01)y nos da o valor de M, que representa o
total aplicado ja corrigido. Sabendo que x representa
o valor aplicado e y o periodo de aplicacao em meses,

calcule, com o auxilio de uma calculadora, M em:
Aproximando as casas de milésimos de reais, temos:
a) 10 meses. RS 16.569,33 c) 3 anos. RS 2146153

b) 1 ano e meio. RS 1794221 d) 45 dias. RS 15.225,56

12.
13.

14. Osnumerosaseguir estdo escritos na forma de notagao
cientifica. Escreva-os em seu caderno usando a forma

de representacao usual, sem omitir zeros.

a) 34-107° e) 7-107 i) 8-10*
b) 1,8-107" £33 =104 i 214101
0 52-107 g) 137 - 10°

d) 1.9-10°" h) 45 -10°¢ Respostas no Manual

do Professor.
Observando atentamente, podemos perceber que 0s

nlmeros a sequir ainda ndo estao escritos na forma
a- 10", pois ndo satisfazem a condicao 1 < |a] < 10.
Reescreva-os de medo gue estejam em notacao cien-
tifica. Nao se esqueca de que para isso vocé utilizara

15.

a) N7 o Un e) 2 as propriedades de poténcia. —67 - 10F
b) 2 a) 45 f) V3 a) 342-10°342-10°%c) 46107 46-1¢° e) —62-10°
b) —17-10:* d) 154 - 1077 f) 84-10™"
i [ 1,54 < 107 B4 107"
8.a)5im.O e indica o nimero de s decimais que existirao na representacao

naminador

Potenciacéo nos reais Capitulo 13 -




TEXTOS DA MATEMATICA

Orientagtes e respostas no Manual do Professor.

A ideia de poténcia é muito antiga e desde tempos
remotos suas aplicagoes facilitaram a vida humana,
auxiliando e tornando possiveis muitas represen-
tacoes matematicas, solucionando problemas de
elevado grau de complexidade.

“...A utilizacao da palavra ‘poténcia’, no contexto
da matematica, € atribuida a Hipocrates de Quio (470
a.C.), autor que escreveu o primeiro livro de geome-
tria elementar do qual, provavelmente, os Elementos
de Euclides recolheram uma importante inspiragao.
Hipocrates designou o quadrado de um segmento pela
palavra dynamis, que significa precisamente poténcia.
Existem motivos para se crer que a generalizacio do
uso da palavra poténcia resulte do fato dos Pitagori-
cos terem enunciado o resultado da proposicao 147
dos Elementos de Euclides sob a forma: “a poténcia total
dos lados de um triangulo retangulo é a mesma que
a da hipotenusa™. Portanto, o significado original de
“poténcia” era poténcia de expoente dois, somente
passadas algumas décadas se conceberam poténcias
de expoente superior (Ball, 1960)".

Mas foi com Arquimedes de Siracusa (287-
212 a.C.), o maior matematico da Antiguidade e
um dos maiores de todos os tempos, que as poten-
ciacoes tiveram seus calculos mais significativos.
Arquimedes foi grande tanto na Matematica quanto
na Fisica, e tinha grande habilidade na engenharia
e na construcao de sofisticados mecanismos.

Arquimedes, no seu livro O contador de graos
de areia, pretendia determinar o numero de graos de
areia necessarios para encher o universo solar, o que
para ele consistia numa estera tendo a Terra como
centro e a sua distancia ao Sol como raio. Obteve a
soluciio 10°" que niio podia ser esctita na numeragio
utilizada na altura (alfabética), uma vez que apenas
permitia escrever numeros até 10 000 (uma miriade).

“... Arquimedes criou entao um novo sistema:
considerou os numeros de 1 a 10% ou seja, até uma
miriade de miriade, que se podiam escrever na
numeracao grega como sendo de primeira ordem;
depois, os numeros de 10® até 10'°, como sendo de
segunda ordem, em que a unidade é 10°, e assim,
sucessivamente (Boyer, 1989)".

Arquimedes utilizou, entdo, uma regra equiva-
lente a propriedade da multiplicacao de poténcias
com a mesma base: 10°! =
= [P =108~ 1P~ 108~ 107~ 108~ LOR.

- Unidade 5 Funcoes exponencials

Com seus célculos, o matematico grego
contribuiu para a elaboracao da potenciacao e
formulou algumas leis e propriedades das po-
téncias. Assim ele criou uma tabela, em que colo-
cava duas séries de nimeros, como se vé abaixo:
H ¢ IO e N il ol 1 ol [ 2 (- 9 10

24 |8 |16 32 64|18 25 5121024

Os numeros da série de cima (superior) sao
os expoentes, e os da série de baixo (inferior) sdo os
resultados da poténcia de 2 elevado ao expoente
correspondente. Quando o nimero de cimaé 5, o
de baixo é o resultado de 27, isto &, 32.

A partir dessa tabela, Arquimedes enunciou a
seguinte lei:

» Sequeremos multiplicar dois numeros quaisquer, da
série inferior, adicionamos os niimeros correspon-
dentes da série superior e procuramaos o NUMero
correspondente a esta soma na série inferior.

» Qu seja: para multiplicar o nimero 4 por 32, por
exemplo, basta tomar os expoentes correspon-
dentes (2 e 5), somar (7), e procurar o resultado
correspondente (128).

Texto adaptado de: <http//ubmatematica blogspot.com.br/2015/04/
uma-breve-historia-sobre-a-potenciacac-matematica
-e-faciLhiml>. Acesso em: 5 fev. 2016.

BOYER, Carl B. Histdnia da Matemdtica. Sdo Paulo: Edgar Blucher,
OLIVEIRA, H.; PONTE, J. P Marcos histdricos no deseanmenE?;
conceito de poténcia. Educacio & Matematica, 52, 29-34. (1999).

Em outras tabuas antigas encontraram-se ta-

belas contendo as poténcias sucessivas de um dado
numero. Elas eram utilizadas para resolver certos pro-

blemas de astronomia e de operacoes comerciais.

' QUESTOES Resolva os exercicios no caderno.
De acordo com o texto, responda:

1. O que o matemdtico Arquimedes pretendia deter-
minar em seu livro O contador de grdos de areia?

2. Onde podemos encontrar uma das primeiras refe-
réncias a operacao de potenciacao?

3. Qual lei Arguimedes enunciou a partir da seguinte
tabela?

E1‘23456?8910

E 2 ‘ 4| 8 |16 32 6412825 512 1024



FUNCAO EXPONENCIAL

Observe a ilustracdo. Na disciplina de Fisica,
essa figura representa a associacao de roldanas, cha-
mada talha exponencial. Sua finalidade maior & facili-
tar o levantamento de pesos.

Qual a forca F que devemos aplicar para poder-
mos suspender uma carga, por exemplo, de 1600 kfg
conforme indicada?

Adilsan Secco

1600 kgf

Nesse tipo de aplicacdao é passivel expressar F
como uma funcdo de n, sendo n o nimero de rolda-
nas moveis. Tal fungao é da forma:

F(n)=k-a"
sendo a e k nameros reais.

Voltaremos a essa situacao. Antes, precisamaos de-
finir e compreender o que é uma fungdo exponencial.

Funcao exponencial

Denomina-se funcdo exponencial qualquer
fungéo f: R — IR* dada por uma lei da forma
f(x) = a*, em que a é um numero real dado,
sendoa>0ea # 1.

Exemplos:

Conforme a definicdo acima, sdo exemplos de
funcoes exponenciais:

CAPITULO

: f(x)=(~ﬁ)x

Conforme a definicdo apresentada, nido sao
exemplos de funcoes exponenciais:

- flx) = 1* = a base é igual a 1. (Teremos uma
funcao constante.)

- fix) = (—0,3)* — a base é negativa.
- fix) = 0 — a base é igual a zero.

Algumas vezes nos deparamos com fungoes
que precisam ser colocadas na forma f(x)=a* para
melhor caracteriza-las. Isso ocorre principalmente
quando precisamos examinar seus comportamen-
tos quanto ao crescimento, ou mesmo esbogar seus
gréaficos. Assim, por exemplo, considere a funcao de-
finida por f(x)=7". Numa rapida olhada, podemos
dizer que a base ¢ 7. Contudo, ndo temos af a forma
f(x)=a". Observando as propriedades da potencia-
cao, podemos reescrever essa funcdo da seguinte

maneira:
fla)=7""
flx)= 1

7

: - N ]
Assim, temos a funcdo exponencial cuja base é >

OBSERVACAO:

Funcées f: IR — IR¥ cujas leis de formacéao apresentam a
variavel x no expoente de alguma poténcia com base
positiva e diferente de um, por exemplo,

flx)=4-3", flx)=7- [%). ef(x)=9-7"-2,

serao, em nosso estudo, tratadas como fungoes
exponenciais por causa das semelhancas graficas que
apresentam com as func¢oes exponenciais.

Funcao exponencial Capitulo 14 -



Grafico de uma fungdo exponencial

O gréfico de uma fungao exponencial pode ser
obtido atribuindo-se valores a varidvel x e obtendo-se
valores em correspondéncia para a variavel y. Observe
os dois exemplos a seguir.

Vamos construir o grafico da fungao exponencial
f: IR — IR* definida por y=f(x)=2".

1
= 6
1
_3 g
5 .
r 1
2
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16

Grafico: ©DAE
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Nessa funcao, a partir da tabela ou do gréfico, é
possivel constatar que a funcio é crescente, isto
é, quanto maior o valor da varidvel independente x,
maior sera o valor da variavel dependente y.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes ne Cadernn.

Respostas no Manual do Professor.
Considere a funcdo y=f(x)=2" esbocada ante-
riormente e responda:

1. Para quais valores de x temos f(x)=8?Ef(x)= %?

2. Existe algum valor de x real tal que f(x)=07E

f(x)=-17
/

Exemplo:

Vamos construir o grafico da funcao exponencial

f:IR— IR? definida pory:f(x)z[%]

- Conforme tabela a seguir, consideramos al-
guns valores reais de x e calculamos os corres-
pondentes valores para y. Depois, conforme a
tabela, localizamos os pontos correspondentes
e esbogamos o gréfico da fungao.

-4 16
-3 8
-2 4
-1 2
0 1
1 1
2
1
2 P
4
3 &
8
A 1
16




Grafico: DDAE
-

Nessa funcao, a partir da tabela ou do gréfico, é
possivel constatar que a funcdo é decrescente, isto
é, quanto maior o valor da varidvel independente x,
menor sera o valor da varidvel dependente y.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.

1
Considere a funcdo y =f{x}=[—]‘esbo{;ada ante-
riormente e responda: 2

1. Para quais valores de x temos f(x)=167
1
e flx)=—1
16

2. Existe algum valor de x real tal que f(x)=07?

eflx)=-17
7

Numa funcao exponencial f: IR — IR* definida
por y=f(x)=a", coma>0ea#]1, temos:

Além do conhecimento a respeito do gréfico,
do dominio, da imagem e do crescimento de uma

funcao exponencial, ha uma caracteristica funda-
mental que também devemos saber. Para expli-
car essa caracteristica, vamos considerar a funcao
f(x)=4" (poderia ser outra funcdo exponencial)
atribuindo acréscimos iguais para os valores de x,
conforme tabela:

0 y=4"=1
3 Y= =4043=40.4
6 ),=46=43+3=4}_43
e} y=49=4ﬁ+3=46,43
12 y=42=49+31=49. 43
15 },=415=411+3=412_43
T
Acréscimos
iguais
para x.

Nesse exemplo, os valores de x, considerados
em ordem crescente, sofreram acréscimos iguais
(cada valor é 3 unidades maior que o imediatamente
anterior). Note que os valores de y, em correspon-
déncia, também em ordem crescente, foram multi-
plicados pela mesma constante (cada y é 4° vezeso
valor imediatamente anterior).

Esse é um resultado valido para as fungoes
exponenciais. Se considerarmos uma funcao expo-
nencial genérica, definida por y=f(x)=a*, atribuin-
do-se acréscimos iguais para x (acréscimos de k uni-
dades, por exemplo), constatamos que os valores de
y (suas imagens) ficam multiplicadas por @ Vejamos:

f(x,)=a™

fx,+k)=a""*=a*.a" > f(x +k=Ff(x,) a*

fx,+2k)=a""* =a*-a™* = f(x,+2k)=f(x

a

f(x,+3K)=a*"* =a*-a* - f(x,+3k)=Ff(x,)-a*

)-a*

Equacoes e inequacoes
exponenciais

Vimos anteriormente que, ao esbogarmos
o gréfico de uma funcdo exponencial f:R— R,
definida por f(x)=a”, existem duas possibilidades

Funcéo exponencial Capitulo 14 -



quanto ao crescimento: funcao crescente ou fungao
decrescente. Note que, se isso ocorre, podemos di-
zer que valores diferentes da varidvel independente x
possuem imagens diferentes, ou, em outras palavras,
cada valor de y na funcao exponencial € imagem de
um so valor de x. Fungdes que tém essas caracteristi-
cas sao conhecidas como funcdes injetoras.

Qutra maneira de observar que uma funcao é
injetora é dizendo que imagens iguais sé ocorre para
valores de x iguais.

Observando essa ideia aplicada na funcdo ex-
ponencial f(x)=a", vem que:

f(x1)=f(x2)= =gl =%

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor.
1. A funcdo f(x)=3x+4 definida no conjunto dos
numeros reais é injetora?

2. Eafuncio £ R — IR definida por f(x)=x* é
injetora?

Numa funcdo que nao € injetora, constata-se
gue existem imagens iguais para valores diferentes
de x. O gréfico a sequir representa uma fungdo que
nao € injetora.

A

Grafico: B DAE

Note que alinha tracejada corta o gréfico de
g(x) em 4 pontos distintos. Esses pontos tém a mesma
imagem, porém valores diferentes de x.

| o

4 Q\JF
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O fato de dizer que a funcao exponencial é inje-
tora permite-nos resolver certas equages exponen-
ciais conforme exemplificamos a sequir.

1.Vamos resolver a seguinte equacao expo-
nencial: 4>~ =512

- Transformamos a equacdo apresentada
numa igualdade contendo poténcias de
mesma base nos dois membros. No caso,
podemos expressar na base 2:

431 =512
(z) =2
26):—2 - 2‘9
Hx—2=9

Eu\r=l1=:>)<'=D
6

Portanto, S= {u}
6

2.Vamos resolver a seguinte equacao expo-
nencial: 3 —4-3*+3=0

- Observando que 32“:(3“)2, a equacao ex-
ponencial dada poderéd ser resolvida por
meio da resolugcdc de uma equacao do 22
grau, fazendo uma troca de incognitas:

37 —4.3"+3=0
3" =y
=3
y2—4y+3=0={y
y=1
- Desfazendo a troca de incognitas, vem:
=3 F=3=x=]
ou
F=1=F=3V=x=0

Portanto, S ={1, 0}

Ao esbogarmos o gréfico de uma fungao expo-
nencial f: IR — IR* definida por f(x)=a" (a>0e az)),
vimos que existem duas possibilidades quanto ao
crescimento:



a > 1 — funcio crescente.

0 < a < 1 — funcéo decrescente.

Vamos observar melhor isso considerando as
duas possibilidades graficamente.

« a>1

Pelo gréfico, podemos dizer que: quanto maior
o valor de y, maior o valor de x (ou, de forma equiva-
lente, quanto menor o valor de y menor o valor de x).
Em simbolos: a9 < a® = x, < x,

(O sentido da desigualdade se mantém.)

Y y=a*
I

a™

Grafico: DDAE

« OD<ax<1

Pelo grafico, podemos dizer gue: quanto maior
o valor de y, menor o valor de x (ou, de forma equiva-
lente, quanto menor o valor de y maior o valor de x).
Em simbolos:

at=av=x <X,

(O sentido da desigualdade se inverte))

Grafico: ®DAE

A partir dessas duas observacdes podemos re-

solver certas inequagdes exponenciais, como exem-
plificado a seguir.

1. Vamos determinar todos os valores de x para
os quais a funcao f definida por f(x)=4"tem
imagem inferior a 128.

+ Como a imagem deve ser menor que 128,
escrevemas:

4" <128

(ZE}X £

<
(Basemaior que1.)

2x <7

7
xX<—

Portanto, S :{x €IR ;X(Z}
2

2.Vamos resolver a seguinte inequacgao expo-

2ty
nencial: l < i
2 32

+ Deixando bases iguais nos dois membros da
desigualdade, temos:

)

(BaseentreDe 1)
x'—4x=5

X —4x-520

»  Como resultou numa inequacao do 22 grau,
localizamos as raizes 5 e =1 no eixo das abs-
cissas e estudamos o sinal resultante, des-
tacando os valores que tornam o resultado
positivo ou igual a zero.

Grafico; ©DAE

+-
+

A Mg B ]

Portanto, S={xe R/x<-1ou x25}.
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Exercicios resolvidos

1. Considere a fungao exponencial f{x}:(m—g],sendc
m um ndmero real. Para quais valores de m a funcao f

é crescente? E decrescente?

Para que f seja crescente, temos gue ter

5 7 -
m-—>1=>m-—,commegLR.

2 2
Para que f seja decrescente, temos que ter

5 5o : i
U{fT?—E{‘ ; somando - astrés partes da inequacao,

£

5 7 e
temos: —<m<— ,comimE kK.
) p)

2. Determine o conjunto solucao das equacgoes expo-
nenciais:

gl’
81
b) 4*—-17-2" =-16

a) 3.27% =

: 3 34 2% . i
a}3-27“=8?__,_ =3.(3*) = 5)

2x

w9
=3 = =¥ =3

= ox+1=10x S dx=1=2x=—

.t

B4 —17-2=—16=2(2)—-17- 24+ 16=0=>
=@’ —17-2+16=0

Chamando 2¥ de k, temos:

K—17k+16=0 k=louk=16

Como 2¥ = k, temos:

k=1=22=1=2=""=y=0

k=l6=2=l6==2y=4

Assim, S = {0; 4}

xx
1 oy
3. Resolva,em R, a inequagdo (Z) <1677,

iy i

[I] <162 =m0 P < (-4

=W gl Ay (6=

= —2+4+16<0=—x+2x+8<0

As solugdes da equagdo —x* + 2x+8=0s30 —2e4.

Fazendo a andlisede sinaldey = —x* + 2x + &

Grafico: ©DDAE

|

Como queremos y < D, entdoS={xeR/x<-20u
X >4},

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Considere a fungdo f:R— R definida por f(x) = &
Responda:

a) Essafuncao é crescente ou decrescente?

78} Crescente.
for b) Sim.
c) fi-4)- R4 =1

b) E correto afirmar que f{2) - f{3) =
¢) Qual ovalor de fi—4) - f4)?

2. Agora considere a fungdo f:R— R, definida por
f(x) =[%] Responda:

a) Essafuncao é crescente?

a) Nao.

b) A=3)>1(3)
c) Sim.

b) Qual o maior valor: f3) ou {—3)?

¢) E correto afirmar que fi-3)-f3) =17

3. Na fungao exponencial definida no conjunto dos
nimeros reais por f{x) = 10% construa a sequéncia
correspondente aos valores de f{i—4); f{—2); fl0); f(2); (4).
Depois, responda: Respostas no Manual do Professor.

a) Ha um padrao numérico para a sequéncia formada
pelos valores de x. Qual é esse padrio?

b) Qual o padrao numérico formado pelos correspon-
dentes valores de f(—4); fi-2); fl0); f2); fl4)?

4. Em uma folha quadriculada, construa um esbogo
dos gréficos das seguintes funces reais: flx) =2+ 1 e
glx) = 2*+ 2. Depois, indigue o conjunto imagem de
cada uma dessas funcoes. Resposta no Manual do Professor.

5. Construa, numa folha quadriculada, o gréfico da funcao
f: R — R definida por f (x}=[%] Depois, responda:

a) Essafuncao é crescente ou decrescente?

b) Qual o conjunto imagem dessa fungao?

¢) Qual o resultado de fg\‘@ f(—ﬁ} ?
Respostas no Manual do Professor.
6. Considere a fungao exponencial definida no conjunto

dos nimeros reais por fix) = 7=, 1espostas no Manual
do Professor.

- Unidade 5 Funcoes exponencials




a)Escreva como poténcia de base 7 os valores corres-
pondentes a f(1; f4); A7); f10); {13); f16).

b)Escreva também os seguintes guocientes como po-
téncia de base 7:

f(4). 1(2). f(10). f(13). f(16)
)" f(2) F(7) F(10)" F(13)

7. Na funcdo exponencial definida no conjunto dos nu-

Grafico: DDAE

10.

11.

meros reais por fix) = 5%, se fla) = k, expresse em funcao
de ko valorde fla+3). flo+3)=125k

Seja a funcao f : R — R definida por f{x) = 2x. Se ké um
numero real positivo, verifique a validade da sentenca
Rk+1)— k) =RK). Respostasno Manual do Professor.
O gréfico a seguir & de uma funcao da forma y = fix) =
= g b". Considerando que os pontos {0; 2) e (1; 6) per-
tencem ao gréfico, determine:

-3-2-10 1 2 3 4

a)osvaloresdeageb. o=
b) o valor de f-2). (- 2)

%
clem func;ao dek, o valor de flk + 1) — f{k).

fik + 1) = f{k) =
Ind%qlf:e emKseu cadernc: quais afirmacoes sdo verda-

deiras e quais s3o falsas.
l)Se2x=16,entdox=4.

v

1) Se 4x = 16, entao x = 4. Iy £
_ = Iy v

) Se 3x =81, entao x=4. V) F
1 - ViV

V) Se (5] =16, entdox =4 VI E

1
V}Se[f] 32 ,entaox =5,

1 1 5
Vi) Se [2]'— 2 , entao x = -5.

Determine o conjunto solugao de cada equagao expo-
nencial a sequir:
a) i _gr=2 a) S ={3}
b) ¥t +§-2=126 bS=0
G EE e
d) 5=1{2}

d) 7t +7-2=8

12,

13.

14.

15.

16.

Sem resolver, indigue se as equacdes exponenciais
apresentam ou ndo solucdes no conjunto dos ndmeros
reais. Justifique. Respostas no Manual do Professor.

a) X=-8
b) 4=0

Observando que a*= (29’ paraa >0 ea = 1, resolva
cada uma das equagdes exponenciais a seguir.

a) 2% 9.2 +8=0 2)S=[0;3}
b)S =4}
b) 5% —625-5=0
Q5=(2
€ 3-6-3=27 d)S=10; 1)
d) 4m=3.2m—2 e)S=1{1:2}
f)5={1;2}

e) 9-12-37+27=0
f) 257+ 125=30-5"

Considere as seguintes afirmagoes sobre fungées expo-

nenciais definidas no conjunto dos ndmeros reais por
— = 4% fungao crescente: afirmacdes 1 e 3
= =g~ 5 2

y="f1 Funcao decrescente: afirmacoes 2 e 4.

Afirmagao 1: Quanto maior o valor da varidvel x, maior
serd o valor de y.

Afirmacao 2: Quanto maior o valor da varidvel x, menor
serd o valor de y.

Afirmacao 3: Quanto menor o valor da varidvel x, menor
serd o valor de y.

Afirmagao 4: Quanto menor o valor da varidvel x, maior
serd o valor de y.

Responda:

Qual das afirmagdes corresponde a uma funcao cres-
cente? E a uma funcao decrescente?

Analise as afirmagdes sobre inequagdes exponenciais:

v

N 2>2=x>3 -
[ +

1 1
Mil=l=z==x<2
}(2 4

yF<F=x>3 MWV
V)V 1 1
1y 5 <h=3 x<] VIV V) § > 5 = x<d

Indigue quais sao as verdadeiras e quais as falsas.

Determine todos valores reais de x para os quais as
desigualdades a seguir sdo verdadeiras.
a) (5F-2=1 Respostas no Manual do

: Gty '| Professor.
b) (—) =
3 81

CJ {0,8)‘11_‘ > (0' 8)3:(1-3

4y

d) @ >a”(a>1)

x4y

e) a" ¥ >a”(0<a<l)
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Aplicacoes relacionadas
a funcoes exponenciais

O gréfico de uma funcéo exponencial, guando
a base é maior que 1, tem um crescimento acen-
tuado. O interesse maior de abordarmos esse estu-
do é a possibilidade de interpretar melhor certos
fendmenos nos quais os comportamentos das va-
riaveis envolvidas podem ser descritos, pelo menos
de forma aproximada, por fungdes exponenciais.
Além das aplicacbes em Fisica, Quimica e Biologia,
as funcoes exponenciais também aparecem dentro
da propria Matemética, especificamente, em Mate-
matica Financeira e também no comportamento de
sequéncias numericas.

Apresentamos, a seguir, algumas situacoes que
representam aplicacoes de funcoes exponenciais. E im-
portante gue vocé analise cada uma dessas aplicacoes
e discuta com seus colegas.

12 situagao - As roldanas
No desenho ao

lado, estao representadas
duas roldanas moveis e
uma roldana fixa (situacao
apresentada no inicio do
capitulo). Para levantar o
peso de 1600 kgf, deve-se
aplicar uma forca F que
dependera do ndmero n
de roldanas madveis, con-
forme a seguinte lei de
formacao:

,1 ]
()

- Como sabemos o numero de roldanas mao-
veis e também o peso, entdo podemos cal-
cular o valor da forca F necessaria:

.’ 2
F(2)=1 600{—]
2

F(2)=1 600-
4

F(2)=400

Portanto, seria necessario aplicar uma forca de
400 kgf para levantar o peso de 1600 kgf.

- Unidade 5 Funcoes exponencials
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Ainda sobre essa mesma situacao, poderiamaos
fazer a seguinte pergunta: Quantas roldanas maveis
seriam necessarias para levantar os mesmos 1600 kgf
com uma forca de apenas 50 kgf?

+ Como sabemos agora qual € a forca que
deve ser aplicada, precisamos calcular o nu-
mero n de roldanas maoveis. Assim, recaimos
numa equacao exponencial:

] n
F(n)—P{EJ
50:1600{1Jn

2
i_(l]n
1600 \2
5-e)
A3
-
31 \a

Portanto, serao necessarias 5 roldanas maveis,
na situacao apresentada, para levantar um peso de
1600 kgf com uma forca de 50 kgf.

22 situagé@o — Nimero de bactérias

Na Biologia existe
o interesse de se estudar
o numero de bactérias
de determinada cultu-
ra. Sabe-se que o cres-
cimento das bactérias
&, geralmente, descrito
por meio de uma fun-
Cao que contém a varia-
vel tempa no expoente.

Colbnia de bactérias smegmatis,

ampliada 13000 vezes.
llustracao sem escala;
cores-fantasia.

Considere que, num laboratério, um bidlogo
constate que o numero N de bactérias de uma cul-
tura, t horas apds o inicio de um experimento, possa
ser descrito por meio da funcao

N(f) = 1200 - 204

Algumas perguntas poderiam aqui ser feitas para
compreender o crescimento desse numero de bactérias:

a) Qual o nimero de bactérias existente quando
0 experimento iniciou?

Steve/Gschmaissne/SPLALating tock



b) Apds 5 horas do inicio desse experimento,
se nada for feito, qual o nimero total de
bactérias existente?

¢) Mantendo-se as mesmas condicGes, em guan-
to tempo, apos o inicio do experimento, o
numero de bactérias sera 192007

- Para saber a quantidade inicial de bactérias,
basta substituir na fungao a variavel t por zero:

N(0) = 1200 - 2040

N(0) = 1200 - 20 = N(0) = 1200

A quantidade inicial de bactérias & 1 200.
- Substituindo a varidvel t por 5, vem:

N(5) = 1200 - 2°4*3

N(5) = 1200 - 2> = N(5) = 4800

A quantidade de bactérias, ap6s 5 horas do inicio
do estudo, & 4800.

= Substituindo o numero de bactérias por
19200, recaimos numa equacaoc exponencial:

19200 =1200- 2%
19200 _ S

1200

-[6 220.4-1'

24 :20,4-:

4= et t t=10
10
Em 10 horas, a quantidade de bactérias sera igual

a 19200.

32 situagdo - Radioatividade

Na Quimica, hd uma importante aplicacao re-
lacionada a funcdo exponencial: a radioatividade. E
comum se falar, por
exemplo, em tem-
po de meia-vida
de uma substancia
radioativa, isto é, o
tempo necessario
para gue a metade
da quantidade de
material radioativo

Merthuz/Shutterstock.com

se desintegre. Sabe-se que esse tempo € constante
para cada radioisotopo (um isétopao radioativo). Veja-
maos um exemplao:

(Unicamp-SP) O decaimento radioativo do es-
troncio 90 é descrito pela fungao P(f) = P, - 27", em
que t & um instante de tempo, medido em anos, b
é uma constante real e P, é a concentragao inicial
de estrdncio 90, ou seja, a concentragao no instante
t = 0. Se a concentragao de estroncio 90 cai pela me-
tade em 29 anos, isto &, se a meia-vida do estroncio
90 é de 29 anos, determine o valor da constante b.

Conhecemos o tempo de meia-vida t = 29.
Substituindo na lei de formacao da funcao e
considerando gue a quantidade de substancia
sera a metade da inicial, temos:

P(29)=P,-27*

F;_ﬂ: Po b2
91 _y=b'®

opeedh b=l
29

Assim, determinamos o valor da constante b.

Note que podemos chegar ao valor de b obser-
vando se o tempo de meia-vida é igual a 29 anos, en-
tao a funcdo que fornece a quantidade de substancia
em funcado do tempo devera ser:

r

.
P(t)=F, [E]B (Substituindo t por 29, obtemaos

1
—P

5 0.)

Reescrevendo essa funcao, temos:

[

P(O)=P,(27)®

B[~

P()=P,-2

T b=i
29

%)=

P(1)=P,-2

Vocé podera pesquisar nas disciplinas de Fisica,
Quimica e Biologia aplicacdes de funcbes exponen-
ciais. Anote-as em seu caderno e apresente-as aos
colegas.

Funcao exponencial Capitulo 14 -



Exercicios resolvidos

1. Aespessurade uma folha é de 0,08 mm. Ao dobrar essa
folha, a medida M das folhas juntas passa a ser0,16 mm.
Ao dobrar novamente, a medida M das folhas juntas
passa a ser 0,32 mm.

a) Qual serd a espessura M das folhas juntas apés a
terceira dobra?

b) Qual serd a espessura M das folhas juntas apés a
quarta dobra?

<) Suponha gue seja possivel dobrar essa folha inde-
finidamente. Dessa forma, qual a expressao que
relaciona a espessura M das folhas juntas apds a
n-ésima dobra?

a) Como a medida M vai dobrando a cada dobra das fo-
Ihas, temos, apos a terceira dobra, M=0,32 - 2=064 mm.

b) Apds a quarta dobra, temos M =064 -2 = 1,28 mm.

c) Observe a tabela:

M (medida das folhas juntas | n (ndimero de
em mm) dobras)

0,08 0
016=008-2 1
032=016-2=(008-2)-2= 2

=008.-2%

064=032-2=(008-29-2= |3

=008-2°

M=008-2" n

Assim, M(n)=0,08 - 2", com M ermn milimetros.

2. Apds a aplicagdo de um inseticida em uma lavoura, a
quantidade de pragas diminui sequndo a expressao
N(t) = Na- 2% emque Nn- representa a quantidade inicial
de pragas na lavoura, N(t) a quantidade de pragas na
lavoura apds t horas, e k uma constante real. Sabe-se
que metade da populagdo inicial de pragas é dizimada
logo apos a quarta hora. Apds 20 horas da aplicagao
do inseticida, qual a porcentagem de pragas ainda
existentes na lavoura?

Como logo apés a quarta hora a populagao inicial de
pragas se reduz a metade, temos:
N N

N(4)=—2 N,-2"=-=2 %=
(4)=2 N2t =

il

Assim a expressao ficaN () =N, -2
Apds 20 horas, temos:
0

N(20)=N, 2 =N =le

=0,03125-N,

Lad
P

Logo, apds 20 h da aplicagdo do inseticida, ha 3,125%
da quantidade inicial de pragas na lavoura.

3. Ocrescimento de uma cultura de bactérias obedece a
t

relacgoN (f) =N, - 23, em que N representa o niimero de
bactérias no instante ¢, medido em horas. Sabendo que
inicialmente havia 300 bactérias, determine o nimero
de bactérias depois de 12 horas.

Temos N =300 para t =0. Assim:
N(0)=N, 25 =300 N, =300
Depoisde 12 h_Oras, temos: -
N(12)= 300-2% =300-2° =4800 4800 bactérias
4, O tempo de meia-vida de uma substancia radioativa é
de9h.

a) Escreva uma expressao que representa a quanti-
dade dessa substancia em funcdo da guantidade
inicial e do tempo.

b) Se uma amostra dessa substancia tem inicialmente
640 g, quantos gramas restarao apos 36 horas?

a) Observe a tabela:

Q (quantidade da t (tempo em
substancia) horas)
Q, 0=0-9
1
Qn'E 9=1-9
1.4 1T
Qp——=0, = =2
03’3 0[2) 18=2-9
[Tl | o
*La) 2 e =3
Y
Qo'(i] t=n-9

b) Pela relacao encontrada anteriormente, temaos:
36

Q(36}=640-(1F=540-l=4o 40g
2 16

5. A produgdo anual de cadeiras numa fabrica aumenta
10% em relacdo ao ano anterior. No 12 ano de funcio-
namento, essa fabrica teve uma produgao de 10 000
cadeiras.
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a) Escreva uma expressdo gue representa a producdo anual dessa fabrica em fungdo do tempo
{,em anas.

b) Qual serd a producao anual dessa fabrica ao final de seu 5% ano de funcionamenta?

a) Observe a tabela:

P (produgao t {tempo de funcionamento
anual) da fabrica, em anos)

10000- 1,12 1=0+1

10000 1,1 2:=1 41

10000- 1,12 3=2+1

10000- 1,13 4=3+1

10000 - 1,1" t=n+1

Comon=t-1, temos:

P(r)=10000-1,1*-",

b) Temos:

P(5)=10000- 1.15-"= 14641 = 14641 cadeiras.

6. Considere que a funcdo N(t) = 640 - (1 — 27959 modela o numero de unidades N fabricadas por
dia de um detereminado funciondrio, apos t dias do inicio do processo de fabricagdo. Para um
determinado valor de t sabe-se que o nimero de pegas fabricadas foi 635. Determine o valor de t.

Resolucao:

- Na lei de formacao desta fungao substituimos N por 635. Assim, temos:
Nt =640-(1 — 2701

635=640-(1 — 272

635 =640 — 640 - 279"

640 2% '=5
2 0=
640
- 1
R
128
270t =7

05t=7=t=14

S Resolva os exercicios no caderno.
Exercicios propostos

1. Numa cultura de bactérias existem, inicialmente, 20 000 bactérias presentes e a quantidade
N, apds t minutos, & dada pela funcao N(t) = 20000 - 3% Entao:

a) qual a quantidade de bactérias nessa cultura apés 10 minutos? a) 14 580 000

b) em quanto tempo o nimero de bactérias é o triplo da quantidade inicial?
t=minutosou 1 mine40s.
2. Considere que determinada substancia radioativa nao desintegrada Q(f) seja, aproximada-

mente, dada pela relacdo Q(f) = Q(0) - 2-%% sendo t o tempo em minutos e Q(0) = 2000 a
quantidade inicial dessa substancia. 2)625  b)t=12 minutos.

a) Obtenha a quantidade de substancia radioativa nao desintegrada apds 10 minutos.

b) Em guanto tempo a quantidade de substancia ndo desintegrada € igual a l da guan- ’
tidade inicial? 64
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8. Ondmerode bactérias em um meio duplica de hora em hora. Considerando que inicialmente
existem 8 bactérias, determine:

Steve Gschmeiss ner/SPL/Latinstock

. llustracao sem escala;
cores-fantasia.

a) o numero de bactérias ao final de 2 horas.
32 bactérias:

b) o nimero de bactérias ao final de 6 horas.
512 bactérias.
¢) o numero de bactérias ao final de t horas.
2" B bactérias, :
9. Elabore um problema como o da atividade 3 sobre uma divida que tenha um acréscimo, por

conta de juros compostos, de 3% ao més. Resposta pessoal.

10. (Uerj) Umimovel perde 36% do valor de venda a cada dois anos. O valor V(t) desse imdvel
em t anos pode ser obtido por meio da férmula a seguir, na qual V, corresponde ao seu
valor atual.

Vi =V, (0,64)2

Admitindo que o valor de venda atual do imével seja igual a 50 mil reais, calcule seu valor
de venda daqui a trés anos. {5 25 600,00

11. (UFMG) Pretende-se diluir 800 ml de acido contidos em um recipiente. Para tanto, inicialmente,
substituem-se a ml do &cido por a ml de dgua. Essa nova solucao & homogeneizada e, com elg,
repete-se 0 mesmo procedimento, usando-se o mesmo volume a. Esse procedimento € repetido
certo niimero de vezes, até se conseguiir a diluicio desejada.

a) Considerando que o procedimento é repetido cinco vezes e gue, na solugao final
obtida, restam 25 ml de acido, determine a quantidade da solucao a que foi substi-
tuida por 4gua em cada uma das cinco etapas. 400 mil

b) Considerando essa solucao com 25 ml de acido, determine quanto se deve substituir

dela por dgua pura para se obter uma nova solugao com 20 ml de &cido. 160 ml
12. (UFPR)Um grupo de cientistas decidiu utilizar o seguinte modelo logistico, bastante conhe-
cido por matematicos e bilogos, para estimar o niimero de passaros, P(t), de determinada

espécie numa drea de protecao ambIentaI:P(r]=%,
o momento em que o estudo foi iniciado. Respostas no Manual do Professor

sendo t o tempoem anose t=0

a) Em quanto tempo a populacao chegara a 400 individuos?

b) A medida que o tempo t aumenta, o nlimero de passaros dessa espécie se aproxima de
qual valor? Justifique sua resposta.

13. (UFPE) Em uma aula de Biologia, os alunos devem observar uma cultura de
bactérias por um intervalo de tempo e informar o quociente entre a popula-
cao final e a populacao inicial. Anténio observa a cultura de bactérias por 10
minutos e informa um valor Q. Iniciando a observacdo no mesmo instante que
Anténio, Beatriz deve dar sua informacao apds 1 hora, mas, sabendo que a populacio de
bactérias obedece a equagao P(t)=P, -¢", Beatriz deduz que encontraré uma poténcia do
valor informado por Anténio. Qual € o expoente dessa poténcia? & /
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CAPITULO

15

Logaritmos

Apos o estudo de funcoes exponenciais,
precisamos desenvolver outra nocao também
importante: a nogac de logaritmo. A partir dela,
estudaremos, no proximo capitulo, fungoes lo-
garitmicas. Inicialmente, vamos compreender o
que e logaritmo.

Johnnychaos/Shutterstock.com

Logaritmo é uma palavra grega: logos +
arithmos.

Logos significa razao e arithmos, numero.

Ao observar atentamente uma calcula-
dora, vocé encontra duas teclas relacionadas a
logaritmo, como ilustrado acima. Uma dessas
teclas, conforme veremos ainda neste capitulo,
refere-se ao chamado “logaritmo na base dez”
(tecla: log). Veremos que apertar essa tecla € o
mesmo que calcular o logaritmo na base 10 do
ndmero que estava antes no visor. Além dissg,
esse numera nada mais € do que um expoente.

Para compreendermos inicialmente issg,
vamos considerar no plano cartesiano um es-
boco do gréfico da funcdo exponencial de base
10, ou seja, flx) = 10~

- Unidade 5 Funcbes exponencials
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Observacdo: os dois
eixos ndo estdo na
mesma escala.

Grafico: © DAE

Embora tenhamos apenas um esbocgo,
esse gréfico indica que, para cada ndmero real
positivo no eixo y, podemos associar outro valar
x tal que

y=10"
Mas como poderemos determinar o valor
de x, dado o valor de y? Se tivermos poténcias

de 10 para y, os valores de x serdo evidentes,
conforme a seguir:

. 1=10°
0,000001 =107 10=10
0,00001 =105 100 =107
0,0001 =10 1000= 103
0,001 =107 10000 =10*
001=107 100000 = 10°
01=10"

1000000 =10°

E se precisarmos calcular os valores de x
para os valores de y, por exemplo, inteiros entre
duas poténcias sucessivas de base 107 Quais se-
rao os expoentes da base 10, por exemplo, para
gue as poténcias a sequir sejam verificadas?

5=
9= 107

4=10"
8=107

%=1
7=107

2=10"
6=10"



Uma resposta provisoria para essas per-
guntas é que esses expoentes poderao ser ob-
tidos a partir do estudo de logaritmos.

Logaritmo de um numero
real positivo

Considere a seguinte questao: a gue numero
devemos elevar 5 para obtermos como resultado
6257 Sendo x 0 NUMEro que procuramos, temaos a
seguinte equacao exponencial, cuja solucao é 4:

5" =625
5% =5*
xX=4

Esse expoente 4 € denominado logaritmo
de 625 na base 5, e pode ser representado por

log. 625=4

Desse modo, podemos dizer que as se-
guintes expressoes sao equivalentes:

log,625=4 <> 5* =625

Além disso, a pergunta inicial poderia ser
substituida por: qual o logaritmo de 625 na base 57

Vamos a definicao de logaritmol

E importante que vocé observe a equi-
valéncia entre as duas formas: a logaritmica e
a exponencial. Nessas duas formas, ha denomi-
nacoes para os termos:

expoente logaritmando
a“=b — poténcia log,b = ¢ — logaritmo
base i

Exemplo:

1. Observe as equivaléncias entre a forma expo-
nencial e a logaritmica:

» log,343=3 & 732143
e log,128=72"=128

1 1
s log. | —|=25%=—
95(25] 25
1 1
. Iog3ﬁ=5@32=\@

e log,1=09=1
« log,, 0001 =-3 ¢ 103=0001

OBSERVACAO:

Quando a base do logaritmo for igual a 10,
convenciona-se omiti-la. Assim, escrever log0,001 é
o mesmo que log, 0,001.

2. Utilizando a equivaléncia com a forma ex-
ponendal e o conhedmento de equagdes exponen-
clais, vamos calcular o valor da seguinte expressao:

E =log,1024 + l0g,, 216

= (alculamos cada logaritmo separadamente:

* log,1024 = x

4* = 1024
{22)‘ = 7"
92 _ 510

2x=10=x=5
» log,216 =y
36Y = 216
) =
67 =6
2y=3=y=15
= Voltando a expressao inicial:

E =log,1024 + log,, 216
F=5+15
F=65
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3. Considerando que log, 5729 = m, vamos

determinar o valor de m.

» Considerando a definicdo apresentada de
logaritmo, vem:

log, 5 729 =m
(343)" = 729

[3‘-3]3] =3°
3 m

32 =3°

3m

—=6=m=4
" OBSERVACAO:

Num logaritmo, tanto o logaritmando quanto a base
devem ser nimeros reais e positivos. Além disso, a base
devera ser diferente de 1. Sdo as chamadas condigdes de
existéncia de um logaritmo.

Exemplos:

1. Vamos obter os valores de x para os quais
log,_,7 exista no conjunto dos nimeros reais.

» Note que o logaritmando (7) ja € um nume-
ro positivo.

- Base positiva: x —2>0= x > 2
- Base diferentede 1: x =2 # 1= x # 3

Como as condicoes devem ser verificadas si-
multaneamente, podemos utilizar a intersecao de in-
tervalos numeéricos para obter todos os valores de x:

2

X>=2
3

x#3
2 3

n

Portanto, esse logaritmo existird para todo nu-
meroreal xtalquex > 2ex # 3

2. Vamos obter todos os valores de x para os
quais exista Icag(m’2 - 4):}

- A base é 10, portanto, positiva e diferente de 1.

+ Logaritmando: x* — 4x > 0
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Essa inequacao pode ser resolvida observando
o estudo do sinal de uma funcao quadrética, ou seja:

X' =4x =0

x =20
x(x—4)=0=>{x_4

Figuras: ©DAE

+ +
0o N_ - _~ 4
Portanto, esse logaritmao existird para todo nu-
mero real x tal que x < O ou x > 4.

Consequéncias da definicdo de
logaritmo

Ao calcular um logaritmo, estamos calculando
um expoente. Logaritmo & expoente. Alguns resulta-
dos no célculo de logaritmo sao imediatos. Sao as cha-
madas consequéncias da defini¢do de logaritmo.
Consideradas as restricoes quanto a existéncia, temos:

12 consequéncia: log 1 =0
Pela definicao, temos: log 1 =0, poisa®= 1.
23 consequéncia: log a =1
Pela definicao, temos: log a=1, poisa' =a.
32 consequéncia: log a"=n
Pela definicao, temos: log a" = n, pois a" =a".
43 consequéncia (N > 0): a9 = N
Pela definicdo, temos: log N =x = a*=N.
Nessa ultima igualdade, substituimos x por log N,
istoé:a*=N= g =N.
52 consequéncia:
(M>0eN >0):logM=logN&M=N
Uma justificativa da 52 consequéncia pode ser obtida
a partir da definicao de logaritmo e utilizando a igualdade
de poténcias de mesma base (fungdo exponendial injetora):
« (Considerando cada um dos logaritmos:
Selog M=xea*=M ()
Selog,N=y&a'=N (Il
« Se, por hipétese, M = N, entao, igualando (I)
e (II), vern:
at =] a\"
x=y &> log M=log N



+ Se, porhipétese, log, M=log, N  entao, temos:

X=Yy
ag=ad<M=N

Observacao:
Essa 5% consequéncia pode ser interpreta-
da da seguinte maneira: dois logaritmos na
mesma base sao iguais se, e somente se,
seus logaritmandos sao iguais.

Exemplo:

Vamos calcular, utilizando a 42 consequéncia, 0
valor da expressdo y, considerando que y = 25°%°,

- Conforme propriedade de potenciacao, pode-
MOS reescrever a expressao y:

y-=25%2
y = ()™
y = ()

« Observando nessa ultima expressao a 4@
consequéncia da definicao de logaritmos,
temos:

y = ()
yo= Py O

Exemplo:
Vamos resolver a sequinte equacao relacio-
nada a logaritmo: log, (x*—6x)=log,7

= Inicialmente, vamos estabelecer a condigao
de existéncia de logaritmo:

X =6x>0

» Resolvendo essa inequacao (omitimos a re-
solugao), vem:

x<0oux>6
= Como os logaritmos sao iguais e suas bases
sao iguais, temos, pela 52 consequéncia da
definicao de logaritmo, que seus logaritman-
dos também sao iguais, isto é:

X —6x=7
xz-éx-7:(1c>{ B ;

Como esses dois valores verificam a condicao
de existéncia, o conjunto solugdo da equagao
éS={7,-1}

Propriedades operatorias

Na historia da Matemadtica, a origem dos logarit-
mos teve como principal motivo facilitar calculos extre-
mamente trabalhosos. Assim, par exemplo, uma multipli-
cacdo podia ser transformada numa adicao, uma divisao
numa subtracao e uma potendiacao numa multiplicacao.
Atualmente a utilizacao de calculadoras ou de aplicativos
correspondentes facilitararn muito os calculos.

Apresentamos, a seguir, as propriedades ope-
ratorias de logaritmos. Note que, antes de enunciar
cada uma dessas propriedades, utilizamos um exem-
plo com o objetivo de auxiliar na compreensao delas.

Logaritmo do produto
Vamos obter o valor de log, 6561 e observar a
relagdo com os valoreslog, 27 =3 elog, 243=5

* Como 6561 = 38 temos:
log, 6561 =log, 3°=8
» A partir desse resultado, podemos escrever:
log, 6561 =8
log, 6561 =3+5
log, 6561 = log, 27 + log, 243

» Comoonumero 6561 € o produto dos nime-
ros 27 e 243, entao essa expressao € igual a:

log, (27 - 243) =log, 27 + log, 243
l |

O logaritmo de um
produto € igual &
soma dos logaritmos.

Esse resultado nao é apenas uma coinci-
déncia numérica. Ele representa a seguinte
propriedade:

Para os nimeros reais M>0, N>0,a>0 e a1,

log, (M-N)=log,M+log,N

Essa propriedade pode ser assim interpretada:
o logaritmo de um produto € transformado na soma
de logaritmos.

Demonstragao:

» Vamos considerar que:

log,(M-N)=r, log,M=x elog,N=y (|)
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= Pela definicdo de logaritmos essas trés igual-
dades podem ser escritas como:
a=M-N,ad=Mea’"=N ()

» Observando a propriedade fundamental da

potenciacao, a igualdade de poténcias de
mesma base e os resultados (1) e (Il), temos:

a" =M-N

a'=a"-a

a=a 7

r=X+y

log, (M-N)=log, M+log, N

OBSERVACAO:

Fizemos a demonstracao para o produto de dois nimeros
reais positivos M e N. Essa propriedade também é valida
quando o numero de fatores positivos for superior a dois.

Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual do Professor,

Utilize a propriedade de produto e descubra como

expressar

Ioga(M«M‘ M»___-M] em fungdo de log, M, sendo
ARG AT

10 vezes

M positivo, a positivo e a diferente de um.

Logaritmo do quociente
Vamos obter o valor de log, 243 e observar a re-
lagao com os valores log, 27 =3 e log, 6561 =8

= Como 243 = 3%, temos:
log, 243 =log, 3*=5
« A partir desse resultado, podemos escrever:
log,243=5
log,243=8-3
log, 243 =log, 6561 - log, 27

= (Como onumero 243 é o quociente dos nume-
ros 6561 e 27, entdo essa expressao é igual a:
6561

log, (T)z log, 6561 - log, 27

Também esse resultado nao é apenas uma
coincidéncia numérica. Ele representa a se-
guinte propriedade:

- Unidade 5 Funcodes exponenciais

Essa propriedade pode ser assim interpretada:
o logaritmo de um quociente é transformado na di-
ferenga de logaritmos.

Demonstracao:

= Vamaos considerar que:

loga(%):r’ log,M=x elog,N=y ()

« Pela definicdo de logaritmo, essas trés igual-
dades podem ser escritas como:

a’:E. a*=Med=N ()
N
» Observando uma propriedade da potencia-
cao, a igualdade de poténcias de mesma
base e os resultados () e (1), temos:

a":M
N
afza_x
a.\"
a=a
r=x=y

1099(%):|090M-Ioga N
Resolva os exercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

Respostas no Manual da Professor.
Utilize a propriedade do quociente e descubra
como expressar

1
log, [ﬁ] em fungdo de log, M, sendo M positivo,

a positivo e a diferente de um.

4

« Logaritmo da poténcia

Note o que acontece quando utilizamos a
propriedade do logaritmo do produto para
expressar log, 5*

log, 5% =log,| 5-5-5-5

4 veres

log, 5% =log, 5+log, 5+log, 5+log, 5

4 VEREs

log, 5% =4-log,5

Também esse resultado naoc € apenas uma
coincidéncia numérica. Ele representa a seguinte
propriedade:



a) log 60

Sendo k um niimero real qualquer, para os nime- 10g60 = log(2 - 3 - 10)

ros reais M>0, a>0e a#1, temos:

log, M* =k-log, M

Essa propriedade pode ser assim interpretada: o lo-

garitmo de uma poténcia é transformado num produto.

Exemplo:

Como o auxilio de uma calculadora, vocé

chegou aos seguintes logaritmos: log2=0,301 e

log 3=0,477. A partir desses valores, vamos calcular,

apenas utilizando as propriedades operatdrias, 0s se-
guintes logaritmos:

Utilize uma calculadora ou algum aplicativo
que tenha a calculadora cientifica. Nessa calcula-
dora, localize a tecla que tenha o chamado logarit-
mo decimal, isto &, logaritmo na base 10.

1.Verifique inicialmente se, na calculadora que
vocé tem, primeiro precisamos digitar o nu-

log 60 = log2 +log3 + log10
log60 = 0,301+ 0,477 + 1 = log60 = 1,778
b) log 125

log 125 = log 5*
log125 = 3 - log5

log125 = 3 - Iog(?)

log125 = 3 - (log10 — log2)

log125 = 3-(1-0,301) = log125 = 2,097

EXPLORANDO Orientacdes e respostas no Manual do Professor.

célculo imediatamente anterior. Quantas vezes
vocé teve que apertar a lecla“log”até que no visor
da calculadora aparecesse a mensagem “erro"?

3. Observe que qualquer nimero real positivo sem-
pre esta compreendido entre duas poténcias intei-
ras e consecutivas de base 10. Exemplificando:

mero e depois apertar a tecla "log’, ou primei-
ro apertamos a tecla “log” e depois digitamos
o numero para calcular o logaritmo do nime-
ro correspondente.

« Ondmero0,2—10"<02<10°

» Ondmero0,03 - 102 <003 < 10"
« Onimero5—10°<5< 10

» Onuimero344 — 10' <344 < 10

= Ondmero 455 — 10° <455 < 103

O nlimero 6503 - 103 < 6503 < 10*

Entre guais poténcias consecutivas de base
10 estd o nimero 999 999 999, cujo logaritmo
vocé calculou anteriormente?

2. Nessa calculadora vocé ird calcular inicialmente
o logaritmo decimal do nimero 999 999 999.
A seguir, devera calcular o logaritmo decimal g
do numero que resultou no primeiro célculo e
prosseguir dessa forma, sempre calculando o
logaritmo decimal do nimero que resultou no

Exercicios resolvidos

1. Calcule o valor dos logaritmos: ! !

o - —— =3 F _]“
a) log, 64 c) log,, 33 log, ¥3=x=3"=27"=3"=3 _>3x_§_>
]
b) log, 42 d) log, 0,00032 = x=rc
5 E) 3log, 5+ag,2 ;

d) log, 0,00032=x =

32 2
5 = :5'::-[—] =5"=
a)log,64=x=64=8" =8'=8"=x=2 100000 10

! 5
- — (4% =(5" =5"=x=-5
b} |UL_}]4\‘I'2:}:':}4\."2 :[g] = ( )

I T s B T iy g) FmBha? ey Sy 5 5. 0=y =2 10=ux 3

R 5
5
£
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2. Sendo.xum numero real, determine o conjunto solugao
da equagdo
log, (2-x)~2log, (x+4)=0
Primeiro vamos analisar a condicdo de existéncia.
Para isso, temos:

k2
EE: [ i1 [ =-4<x<?

X+4>0 x>—=4

Utilizando as propriedades de logaritmos, temos:
log, (2—x)—2log, (x+4)=0
log, (2_ x)_bgz (x £ 4)2 =0
i i) )
5 (xray (x+4)

2—X={-’(+4) =}2—K=X +8x+16

¥ 49x+14=0=3x=—Toux=—2

Como -7 néo faz parte da condicio de existéncia, —2
€ a Unica solugao.
S={-2}
3. Sendolog 2=0,301 e log 3=0477, calcule o valor de
9-72
log V6
J9.72

e

8 &
log3* -2° - log(2-3)2 =log33 +log2* —%109(2*3)=

=gloa33+3logz—%(iogz+log3)s

[n.e]

;0,4?7+ 3-0,301 —%{0,301 +0,477)=

3

Yo-72
Portanto, log W =1,786.

Resolva a equacao |ngx1 - (Iogzx)? =0.
Primeiro vamos analisar a condicao de existéncia.
Para isso, temos:
CE: x>0
Utilizando as propriedades de logaritmos, temos:

log , x*—(log, x)’ =0

2log, x—(log ,x)(log ,x)=0
log,x=0 4=  x=1
~log,x)=0=>_ou = ou = ou

=2 g=2?  x=4

log ,x(2—
s={14}
Considerando que log,, 5= 0,7 , calcule o valor aproxi-
mado da expresso £ =(log,, 5)° +10g,, 5°

Observe inicialmente que (log,, 5)° #log,, 5% Assim,
o valor da expressao é:

E= (’0&5 5}2 +log, 5

2
E=(log,,5) +2-log,,5
E=(0,7)*+2-0,7
E=0,49+1,4=F=1,89

Exercicios propostos

- Unidade 5 Funcodes exponenciais




10. Verifique para quais valores de x as expressoes a seguir

representam um ndmero real.
Respostas no Manual do Professor.

a) log, (~4x + 8) c)log,, ,,6¢-59

b) log, (3x+21) d)log, _,3
11. Em cada equacdo a seguir, determine x:
a) log, (3x + 2) = log, (x + 26) P
b} S ={(3; 4}
b) log, (x+ 12) =log, (8x - )
) S=1{3}

c) log,, (10x— 15) = log,, (8x — x°)

12. Utilizando propriedades de potenciagio e considerando
as consequéncias da definicao de logaritmos, determine
o valor de cada expressao a sequir.

aA=8
a} A=53hg;2 . B—ﬂ

&)
b] B= 34—|0935 5
13. Com a calculadora, cbtenha os valores dos seguintes

logaritmos na base 10. Anote os resultados e depois

responda as questoes proPostas.
Respostas no Manual do Professor,

+log,, 2 - log,, 2 000
-log,, 20 -log,, 20 000
- log,, 200 - log,, 200 000

a) Comparando os valores obtidos desses logaritmos,
o0 que nao alterou de umn para outro?

b) E o que alterou?
14. Dadoslog 250,301,b93§0,4771 elog 7=0845, calcule:

Respostas no Manual do Professor.

a)logs &) log 0,0001
b) log 8 f)log 14
c)log12 g)log 15
d) log 72 h)log 1,2
15. Determine o valor das expressoes:
a) log8 +log,12,5 - log 4 a2

b) log 100 + log 50 + log 10 + log 2 B3

16. Supondo satisfeitas as condicoes de existéncia, use as
propriedades operatorias para determinar x.
log x = log (m + 1) - log (m + 8) +4-log m -2 -log n
Resposta no Manual do Professor.

17. Sendo A, Be Cnimeros reais positivos, analise as afirma-

coes, indicando, em seu caderno, quais sao verdadeiras.
) log(A-B)=log A + logB v

1) logC* = 3logC v

1) logA + logB + logC = log(A-B-CQ) v

V) %IOQB=bgB’ F, pois % log B = log B3

V) logvA-B= %(hjg A+logB) v

V) log A~logC =Iog(gJ v

18. Considerando quelog,a-log b=5,determine o resul-
tado da divisaode a por b. 32

Mudanca de base e equacoes
exponenciais

Mesmo que possamos utilizar uma calculadora,
teremos algumas dificuldades na resolucdo de determi-
nadas equacoes exponenciais. Apenas para exemplificar,
com o auxilio de uma calculadora, experimente descobrir
qual é o valor de x na equacao exponencial:

2'=91
Observando que 28 < 91 < 27, podemos dizer
queb<x <.

Considerando a definicdo de logaritmo, pode-
mos escrever a seguinte equivaléncia:

2" =91 & log,91=x

Assim, a solucado dessa equacao exponencial
corresponde ao logaritmo de 91 na base 2. Mas a cal-
culadora nao fornece logaritmo na base 2 para que
possamas calcular. Observando melhor a calculado-
ra, encontramos duas teclas para calcular logaritmos:

log - logaritimo na base 10

&n ————  logaritimo na base &, sendo e = 2,718

Sobre a base 10 j& falamos anteriormente. O lo-
garitmo na base e também & conhecido como sis-
tema de logaritmos neperianos. Essa denominacao
estéd relacionada a John Napier, por seus trabalhos
com logaritmos que, de certa maneira, envolviam o
numero e (ver texto mais adiante).

Respostas no Manual
[:j} Q_‘LlEStDES e reflexdes do Professor

Considere uma funcao definida por f(x)= (! + l) :
X

Utilize uma calculadora para determinar as imagens
dessa fungdo quando atribuimos a x valores cada vez
maiores. Qual sua conclusao?

/

Voltemos & equacao exponencial!
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Teremos, de alguma forma, que recair numa dessas
duas bases (base 10 ou base neperiana) para resolver a
equacao exponendial apresentada. Em outras palavras, de-
vemos efetuar uma mudanca de base. Uma ideia & utilizar
as propriedades operatorias estudadas até aqui, isto &

2¥ =91
(aplicamos logaritmo na base 10)

X -log2* = log91
(logaritmo da poténcia)

X -log2 = log91
- log91
log?

Considerando esse resultado e sabendo que
x=log, 91, podemos escrever a sequinte igualdade:

_ log91
B log2

Essa igualdade evidencia como podemos efe-
tuar uma mudanca de base: o logaritmo estava na
base 2 e, por meio de mudanca de base, foi expresso
na base 10. Assim, utilizando a calculadora, agora po-
demos determinar o valor solicitado, ou seja:

log, 91

2 =91
x = log,91
|
x:O!;mEE:xzﬁ,SOB
log2 0,301

EXPLORANDO

Orientacoes e respostas no Manual do Professor

1. Utilizando a base 10 numa calculadora,
calcule e anote o valor de log17 com aproxima-
cao de 8 casas decimais. Verifigue se vocé obteve
o valor 1,23044892.

2. Agora vocé vai efetuar o caminho inverso, isto
é, vai descobrir qual € o nimero positivo cujo logarit-
mo decimal & 1,23044892. Nesse caso, precisara utilizar
a segunda funcao da tecla®log’, que é a tecla"10™

Numa calculadora, aperte a tecla “shift” (que
nos da acesso a segunda funcao de cada tecla). Em
alguns modelos de calculadora, ela aparece com
a denominacao 2nD"

- Unidade 5 Funcoes exponencials

Vamos demonstrar agora que podemos fazer
uma mudanga de base, conforme propriedade a seguir:
e

Para os nimeros reais N>0, >0, b>0,a#1e b#1,
temos:

lngN=§ogab

Demonstracao:

- Queremos mudar log, N para a base a. Assim,
considerando a definicdo de logaritmo e a 5% conse-
quéncia dessa definicao, temos:

log,N=x

b*=N

log,b* =log, N

- Conforme a propriedade do logaritmo da po-
téncia, podemos isolar x:
x-log, b=log,N
_log,N
log,b
Exemplo:
Observe como podemos efetuarmudancga de base:
3= log, 3 :Iog23

- lo
o log, 4 2

base 2

— mudanca para a

Vamos explorar um pouco mais o uso da calculadora!

Aperte a tecla “log” (como vocé apertou
antes “shift’, estara usando a funcao 10%). No visor
aparecera o nimero 10.

Digite entao o numero 1,23044892 (corres-
ponde ao expoente da base 10) e aperte a tecla"="
No visor da calculadora aparecerd como resultado
o nimero 16,99999995, que arredondando nos da
o valor 17.

Assim, vocé obteve 17, que corresponde ao
numero cujo logaritmo decimal € 1,23044892.

3. Quando calculamos o logaritmo decimal
de um numero real positivo x, determinamos ©



Exercicios resolvidos

1. Selog2=030elog 3 =048, calcule:

a) loge 15 b) log, 45
P lc,9515=log15=|c>g|[3-5}=|o<_:,3+!og5=
log5  log5 logs
-4093+|og [g _log3+log10—log2
B log10—log2

Iog(%
_log3+logl0-log2 _0,48+1-0,30
" log10—log2 1-0,30
118 118 59
07 70 35
b}logs45=]°945=Iog(32'5}='°931+'°95=
logé log(2:3) log2+log3

10
_2log3+logs_ 299 3*'096)
" log2+log3 ~ log2+log3

_ 2log3+log10-log2 2.0,48+1-0,30

log2+1og3 0,30+0,48
_166 _166_83
T0,78 78 39

2. Calcule o valor do produto log 2 - log,25 - log 81.

log, 2-log, 25-log, 81=

_log2 log5 log3' _log2 2log5 4log3
log3 log2® log5 2bg3 3log2 log5s

Selog2=aelog 3 =b,expresse log,, 2043 em funcio

deaeb.
1
log| 2*-5-3°
1092043 _ °g[ ]_

g Ml 3= log72 ~ log(22-3})

1 10),1
_log2* +log5+log3? _ 2Iog2+log( ] ]+ 2f093_

log2® +log3’

3log2+ 2log3

2logz+ioglﬂ—logz+%log3 2~a+1—a+%.b
- = Gugabf

3log2+ 2log3
2a+2+b

2 —
T 3.a+2-6  3a+2b

_(2a+2+ b)( 1 ]_2a+2+b
) 3a+2b 6a+4b

1
a+l+—-b
= 2 .

Exercicios propostos

P—




4. Responda:selog, 2= 030 qual o valor de log, 107

4 Aproximadamente — = —

5. Avalie, quanto a verandade cada afirmacao abaixo:
1) }ogf *=log,7 Y
hE
1) {IOQABU' (|°g31 3}*1

RY
1 1 1
I + t =log,, 30
) log,10 log,10 log, 10 e
6. Sabendoquelog, 2=aelog, 3 =b,expresse log,, 25
em funciodeaeb, 2 — 44
a+ 3b
7. (Unicamp-SP) Para certo modelo de computadores
produzidos por uma empresa, 0 percentual dos pro-
cessadores gue apresentam falhas apos T anos de uso
€ dado pela seguinte funcao: 2) 20 anos,

P(T)=100(1 —2%"7) b)c=-0019

a) Em guanto tempo 75% dos processadores de um
lote desse modelo de computadores terdo apre-
sentado falhas?

b) Os novos computadores dessa empresa vém com
um processador menos suscetivel a falhas. Para o
modelo mais recente, embora o percentual de pro-
cessadores gue apresentam falhas também seja
dadoporumafuncaonaforma Q(T) = 100(1 - 2‘T},
o percentual de processadores defeituosos apos

10 anos de uso equivale a .l do valor observado,
nesse mesmo periodo, para o modelo antigo (ou
seja, o valor obtido empregando-se a funcao P(T)
acima). Determine, nesse caso, o valor da constante
¢ Se necessario, utilize log,(7) = 2,81.

(UFPR) Suponha que o tempo t (em minutos) necessario
para ferver dguz em um forno de micro-ondas seja dado
pela funcéo t{n) = a- n® sendo a e b constantese n o
numero de copos de égua que se deseja aquecer.

Numero de copos | Tempo de aquecimento

1 | 1 minuto e 30 segundos
2 : 2 minutos

a) Com base nos dados da tabela ao lado, determine
osvaloresdeaeb.a=15eb=05

Sugestdo: uselog 2=030elog 3=0,45.

b) Qual é o tempo necessario para se ferverem 4 co-
pos de dgua nesse forno de micro-ondas?
b) 3 minutos.
(Ufscar-SP) Um forno elétrico estava em pleno funcio-
namento quando ocorreu uma falha de energia elétrica,
que durou algumas horas. A partir do instante em que
ocorreu afalha, a temperatura no interior do forno pade
ser expressa pela funcdo: ) Moinstante da falha: 401 *Ce
308 1 hora: 202 °C.
T =2t +400x2-t,
b) 4 horase 20 min u&'. .
com tem horas, t =0, e a temperatura emgrau elsius.

a) Determine as temperaturas do forno no instante
em gue ocorreu a falha de energia elétrica e uma
hora depois.

b) Quando a energia elétrica voltou, a temperatura no
interior do forno era de 40 graus. Determine por
quanto tempo houve falta de energia elétrica. (Use
a aproximacao log25 =23)

HISTORIA DA MATEMATICA

Orientagoes e respostas no Manual do Professor.

Este texto evidencia o contexto histdrico do sur-
gimento dos logaritmos. Flaborado pelo professor Flon
Lages Lima, fornece os nomes de personagens que
contribuiram na criacdo dos logaritmos, como tam-
bém, justificativas para tanto. Procure ler com atencao,
pois o texto aborda as propriedades operatdrias de lo-
garitmos. Sao essas propriedades que, podemos dizer
assim, justificam o surgimento dos logaritmaos.

No fim do século XVI, o desenvolvimento da
astronomia e da navegacio exigia longos e labo-
riosos cdlculos aritméticos. Um auxilio precioso
jé fora obtido com a recente invencio das fracoes
decimais, embora ainda nao suficientemente di-
fundidas. Mesmo assim, achar um método que
permitisse efetuar com presteza multiplicacoes,

- Unidade 5 Funcoes exponencials

divisoes, potenciagoes e extracoes de raizes era, nos
anos proximos de 1600, um problema fundamental.

Segundo o grau de dificuldade, as operagoes arit-
méticas podem ser classificadas em 3 grupos: adicio
e subtracio formam as operacdes de 1*- espécie;
multiplicacio e divisdo sio de 2°- espécie, enquanto
que potenciagao e radiciacio constituem as operacoes
de 3°- espécie. Procurava-se entao um processo
que permitisse reduzir cada operagio de 2*- ou
3% espécie a uma de espécie inferior e, portanto,
mais simples.

Acontece com frequéncia que uma grande desco-
berta cientifica ¢ feita simultaneamente por duas
ou mais pessoas trabalhando independentemente.
Nao se trata de simples coincidéncia: tal descoberta




corresponde a solucao de um problema importante,
do qual muitos se vinham ocupando.

Assim aconteceu com os logaritmos. Jost Buirgi (1552-
1632), suico, fabricante de instrumentos astrondmicos,
matematico e inventor, e John Napier (1550-1617), um
nobre escocés, tedlogo e matematico, cada um deles
desconhecendo inteiramente o outro, publicaram as
primeiras tabuas de logaritmos. As tabuas de Napier
foram publicadas em 1614 e as de Burgi em 1620. A
influéncia de Napier no desenvolvimento dos logarit-
mos foi muito maior do que a de Burgi, devido a suas
publicacoes e seu relacionamento com professores
Universitarios.

Uma tabua de logaritmos consiste essencialmente de
duas colunas de nimeros. A cada niimero da coluna
a esquerda corresponde um numero a sua direita,
chamado o seu logaritmo. Para multiplicar dois mimeros,
basta somar seus logaritmos; o resultado ¢ o logaritmo
do produto. Para achar o produto, basta ler na tabua,
da direita para a esquerda, qual mimero tem aquele
logaritmo. Semelhantemente, para dividir dois ntimeros
basta subtrair os logaritmos. Para elevar um niimero a
uma poténcia basta multiplicar o logaritmo do numero
pelo expoente. Finalmente, para extrair a raiz n-ésima
de um numero, basta dividir o logaritmo do nimero
pelo indice da raiz. Na terminologia matematica de hoje,
uma correspondéncia como essa — estabelecida por
meio de uma tabua de logaritmos — é o que se chama
de funcio. Convém notar, porém, que a invencio dos
logaritmos foi anterior a mtrodugao do conceito de fun-
cao na Matematica. A utilidade original dos logaritmos
resulta, portanto, da seguinte observacio: o trabalho
de elaborar uma tabua de logaritmos, por mais longo
e cansativo que seja, € um s6. Depois de executado,
ninguém precisa mais, digamos, efetuar multiplicacoes,
adicoes bastam.

' Qu ESTOES Resolva os exercicios no caderno.

De acordo com o texto, responda:

Logo depois do aparecimento da primeira tabua de
logaritmos de Napier, o matematico inglés Henry
Briggs (1561-1630), professor da Universidade de
Londres, e depois de Oxford, elaborou juntamente
com Napier uma nova tabua, de mais facil utilizacio,
contendo os chamados logaritmos decimais, ou
logaritmos ordinarios, que tiram proveito do fato
de usarmos um sistema de numeracao decimal.

Durante os quase 4 séculos que sucederam a descoberta
dos logaritmos, sua utilidade revelou-se decisiva na
ciéncia e na tecnologia. Ja Kepler, por volta de 1620,
atestava seu reconhecimento pela nova descoberta
que, segundo ele, “aumentava vastamente o poder
computacional do astronomo”, O proprio Napier, um
tanto imodestamente, reconhecendo o valor de sua
descoberta, deu s tdbuas o titulo Mirifici logarithmo-
rum canonis descriptio, que significa “Uma descricao
da maravilhosa regra dos logaritmos”.

Recentemente, com a utilizacao cada vez mais di-
vulgada das calculadoras, as tabuas de logaritmos
perderam muito do seu interesse como instrumento
de calculo, 0 mesmo acontecendo com outras tabelas
matematicas. Mas o estudo dos logaritmos ainda
€ e continuara a ser de central importancia. Com
efeito, embora eles tenham sido inventados como
acessorio para facilitar operagoes aritméticas, o de-
senvolvimento da Matematica e das ciéncias em geral
veio mostrar que diversas leis matematicas e varios
fenomenos fisicos, quimicos, biologicos e econdmicos
sao estreitamente relacionados com os logaritmos.
Assim sendo, os logaritmos, que no principio eram
importantes apenas por causa das tabuas, mostraram
ter apreciavel valor intrinseco.

LIMA, Elon Lages. Logaritmos. 2. ed. Rio de Janeire: SBM, 1996. p. 1-3.

(Colecdo do Professor de Matemadtica).

1. As operacoes aritméticas, devido ao grau de dificuldade, sdo classificadas em 3 grupos. Quais sdo esses grupos?

2. Apds quase 4 séculos da descoberta dos logaritmos, em que areas do conhecimento foi decisiva sua utilidade?

3. Qual a colaboracao que Henry Briggs juntamente com John Napier deram para as definicbes dos logaritmos?

Logaritmo Capitulo 15 -
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} FUNCAO LOGARITMICA

Em setembro de 2015, o Chile sofreu um terremoto gue causou inimeros estragos em diversas

cidades chilenas.
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Ceoquimbo, uma das dreas afetadas pelo terremoto que
atingiu 8,3 de magnitude na escala Richter. Foto de 2015.

Terremoto no Chile

0 terremoto de 8,3 graus foi o mais forte do ano em todo 0 mundo

Afetados © Alerta amarelo de terremoto
%1.000.000
Residéncias sem luz b ¥ i

@ 100.000 lld »
Mortos g

Cecilia Rezende Gustavo lzus/AFP

IRRRRRRRRRR PN

@ Réplicas (17/09 até as 11h de Brasilia)

EPICENTRO
19:54h m Lo Serena
de 16/09
sTongoy
. COQUIMBO
. ® ‘..
® &  ejilapel SAN JUAN
L ' 3
. i g
] ,
. OCEAND
L N PACIFICO
VALPARAISOD
o 20han L] 500 km
Fonte: USGS, Centro Sismaldgica Nocional, ONEMI AFP

Mapa com a localizac8o do sismo principal no Chile.

Conforme indicado no mapa, esse terremo-
to teve o epicentro no Oceano Pacifico a alguns
quilémetros da cidade de Valparaiso. O tremor
carrespondeu a 84 pontos na escala Richter.

Mas o que € escala Richter?

- Unidade 5 Funcbes exponencials
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Detritos destroem casas em Coquimbo, Chile.
Foto de 2015.
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Beno Gutenberg
(1889-1960).

Charles Francis Richter
(1900-1985).

Em 1935, Charles Francis Richter e Beno Gu-
tenberg desenvolveram uma escala para medir
a magnitude de um terremoto. Utilizaram como
referéncia as ondas sismicas que se propagam a
partir dolocal de origem do tremor provocado no
subsolo pelo movimento de placas tectdnicas.

A escala ficou conhecida como escala Richter.
Ela & uma medida logaritmica que possui pontua-
¢ao de 0 a 9,5 graus de magnitude. E interessante
observar que cada grau na escala de magnitude
corresponde a uma diferenca na ordem de 30 ve-
zes na energia liberada. Mas como podemos saber
que é 30 vezes e nao outra quantidade?

Essa é uma das aplicagdes de logaritmos
que veremos ao final do capitulo.



Funcoes inversas e funcoes
compostas

Vimos, nesta unidade, fungdes exponen-
ciais, logaritmos e suas propriedades. Ampliare-
mos agora nosso estudo, abordando as chama-
das fungdes logaritmicas. Veremos que a funcao
logaritmica esta ligada a funcao exponencial,
sendo que uma € a funcao inversa da outra na
mesma base.

A partir da compreensao do que € uma
funcao inversa, justificaremos que a funcao loga-
ritmica é a inversa da funcao exponencial. Vamos
utilizar um exemplo da geometria plana para dar
uma ideia do que vem a ser funcao inversa.

Podemos associar ac hexagono regular
convexo, por exemplo, comao representado na
figura, duas funcoes:

« Perimetro P em funcao da medida do
lado 7 (fungaof):

P=f(£)=6-1.

Nessa funcéo, para cada valor real posi-
tivo para a medida do lado ¢, associa-
mos o valor do perimetro.

« Medida do lado ¢ em funcio do peri-
metro P (funcéo g):

P
f:g(P):g
Nessa funcao, para cada valor real posi-

tivo do perimetro, associamos um valor
da medida do lado do hexagono.

Figuras: & DAE

Utilizando o diagrama de Venn, vamos
considerar alguns valores associados a essas
funcoes, sendo o conjunto A formado por valo-
res de medidas do lado do hexdagono, e o con-
junto B, pelos correspondentes perimetros:.

fA+BegB-A

Note que, para cada elemento do conjun-
to A, hd um s6 elemento em correspondéncia
no conjunto B. Todos os elementos do con-
junto B estao relacionados com elementos no
conjunto A. Observando essas duas fungoes,
podemoas afirmar que:

» Funcéof:

. D(f)Z{\E, 23,69} - conjunto do-
minio de f.

. |m(f)={6ﬁ, 12,18, 36, 54} - conjunto
imagem de f.

= Valores diferentes no dominio A tém ima-
gens diferentes no contradominio B.

« Todos os elementos do contradominio
B séao imagens de algum elemento do
dominio A.

* Funcaog:

- D(g}z{ﬁxﬁ, 12,18, 36, 54} - conjunto
dominio de g.

. |m(g]={\f§, 2,3, 6,9} - conjunto ima-
gemdeg.

= Valores diferentes no dominio B tém ima-
gens diferentes no contradominio A.

Funcao logaritmica Capitulo 16 -



» Todos os elementos do contradominio A sao
imagens de algum elemento do dominio B.

Em situagcdes como no exemplo apresentado,
dizemos gue as duas funcdes sao bijetivas. Além
disso, observe que Im(f) = D(g) e D(f) = Im(g). Sendo
assim, podemos dizer que uma funcao € inversa da

outra, isto é:

Agora, precisamos saber como obter a lei de
formacao da inversa de uma funcao bijetiva. Obser-
ve o diagrama a seguir, que representa uma fungao
bijetiva f: A— B e sua inversa, que representaremos
porfT:B—A.

.

-
______
--------
..................

gly) = x ou f'{y) = x

Pelo diagrama, temos que parax € Ae ye B:

gly)=glf(x))=x
e

f(gy)=fx)=y

Vamos utilizar o exemplo das fungoes associa-
das ao hexagono, em gue a funcao bijetiva f admite
como inversa a funcao bijetiva g. Assim, para guais
valoresde f e AeP e B, temos:

Q(P)=g(f(f))=g(6f)=66_f=g

P P

Existe um procedimento que permite obter a
lei de formagao da inversa de uma fungao bijetiva
dada, isto &, uma funcao invertivel.

- Unidade 5 Funcodes exponenciais

Flgura: & DAE

Exemplos:

« Vamos obter a lei de formacao da funcao bije-
tiva f:R— R definida por f(x)=3x-7:

y=3x-7

(trocamos as variaveis)
x=3y-7

(isolamos y)

x+7=3y

x+7 -1 X+
T:y =f (;rf):T

Observe que, no exemplo anterior, as funcoes
f(x)=3x-7 e :‘““(){};:"Bi7 sa0 inversas en-

tre si. Vamos verificar o que ocorre guando
substituimos x numa dessas fungoes pela lei
de formacao de sua inversa:

« Na funcéo f vamos substituir x por f~'(x):

f(x)=3x=7
fir' ) =3-F(x)-7
X+7

f(f"(x}}:B-(T)—7 = f(f~(x)=x

« Nafuncao ™' vamos substituir x por f(x):

. =x+7
(x) =

f(x)+7

()=

3x=7+7

f(f(x)= =P =x

Observacoes:

1. De modo geral, podemos dizer que a fun¢do
g:B— A é ainversada funcao f: A— B quando
se tem: g(f(x))=x para qualquer xe A

e f(g(x))=x para qualquer x € B



2. No estudo de fungoes, a funcao g(f(x)), tam-
bém representada por (g f)(x), é chamada
de funcao g composta com a funcéo f.

Exemplo:

Dadas as funcoes reais f e g definidas por

f(x)=4x—1e g(x)=x"-3, vamos obter:

a) afuncdo composta(f g)(x).
b) afuncdo composta (g f)(x).

C) os valores numéricos correspondentes a

(f 9@e (g NW2).

a) Substituimos x, na funcao f, pela lei de for-

macao da funcéo g:

flx)=4x=1
flg(x))=4-g(x)-1

flg(x)=4-(x*=3)=1= f(g(x))=4x* =13

b) Substituimos x, na funcao g, pela lei de for-

macao da funcao f.

glx)=x>-3
glf(x)=(f(x)*-3
glf(x)=(4x-1>-3= g(f(x))=16x"—8x -2

c) Pode-se substituir x por 2 na funcdo com-
posta (f g)(x) e substituir x por J2 nafun-
cao composta (g f)(x). Outra possibilidade,
conforme mostramos a sequir, é:

(f g)(2)=f(g(2))

(f Q)2=F(2"-3)

(f g)2)=f(1

(f 9)(2=41-1=(f g)(2)=3
(901)(v2)=4(f(2))

=

)=ofovz-1)
(v2)=(42- 1) -3

)=32-8J2+1-3=

(gof)(v2)=30-842

Figura: @ DAE

Funcdo logaritmica

Considerando a funcao exponencial f: —
definida por f(x)=a", sendo a um numero real posi-
tivo e diferente de 1, estaremos diante de uma fun-

cao bijetiva, pois na funcdo exponencial temos:
« a>1— fécrescente.
+ O<a<l— fédecrescente.

e Im(f)=

minio da funcdo é imagem de algum x no

. — cada elemento do contrado-

dominio da funcao

. flx,)

ocorrem para valores iguais de x.

=f(x,)= x,= X, = imagens iguais s6

Pelo que vimos anteriormente, a funcao ex-
ponencial, se é bijetiva, admite inversa. Para obter a
lei de formacao da inversa, vamos utilizar o procedi-

mento ja mencionado:

y=a
(trocamos as variaveis)
Xx=a
(isolamos y)
=log x=> f-'(x) = log_x

A inversa da funcao exponencial € a funcao

logaritmica:
R R

f: fungao exponencial
g: funcao logaritmica
g=

Dado um niimero real a>0 e a#1, denomina-se
afungia f: v—  definida por f(x]-—lvog,x
como fungéo logaritmica na base a.

Essa funcao logaritmica associa cada numero

real positivo ao seu logaritmao na base a.

Funcao logaritmica Capitulo 16 -



Exemplo:

Sao fungoes logaritmicas:

« f(x)=logx — funcéo logaritmica de base 10.
 f(x)=log,x = funcao logaritmica de base 2.
« f(x)=log,; x = fungao logaritmica de base 0,3.

Resolva os exercicios
Questdes e reflexées no caderno.
Respostas no Manual do Professor.

1. Qual a funcioinversa da funcio f:R - R, defi-
nida por f(x)=6"7

2. Qual a funcdo inversa da funcio f:R, 5 R
definida por f(x)=log, x?

Gradfico de uma funcdo
logaritmica

Para obtermos o grafico de uma funcdo loga-
ritmica, o procedimento € o mesmo adotado em
outras fungdes: atribuimos valores a varidvel inde-
pendente x no dominio da fungao e conseguimos os
correspondentes valores para a varidvel dependente
y. A partir daf localizamos os pontos no plano carte-
siano e os ligamos convenientemente para termos
um esbogo do gréfico. A seguir, exemplificamos.

Exemplo:

Vamos esbocar, no plano cartesiano, o gréfico
dafuncao f: R, - R definida por f(x)=log, x

« Atribuindo valores para x e obtendo suas
imagens:

- Unidade 5 Funcodes exponenciais

Graficos: © DAE

Note que essa fungdo é crescente, assim
como também é crescente sua inversa expo-
nencial na mesma base.

Exemplo:

Vamos esbocar, no plano cartesiano, o gréfico
dafuncéo f: R, =R definida por f(x)=log, x .

- i 2
+ Atribuindo valores para x e obtendo suas
imagens:

EECEEEEEEES 3--)

flx) =log 7 x

Observe agora que essa fungao é decrescen-
te, assim como sua inversa exponencial na
mesma base.

Embora tenhamos apresentado apenas dois
exemplos de graficos de funcoes logarit-
micas, de modo geral podemos dizer que
0 comportamento gréfico de uma funcao
f:R, - R definida por f(x)=log, x tem as
seguintes caracteristicas:

. D(f)=R, — conjunto dominio da funcio.
* Im(f)=R — conjunto imagem da funcao.
» (rescimento:

Se a>1,afuncao é crescente.

Se 0<a<]1,afuncao é decrescente.

Assim como ocorre com a funcdo expo-
nencial, o crescimento da funcéo logarit-
mica pode ser observado pelo conheci-
mento do valor da base. Além disso, como
essas funcdes numa mesma base séo in-
versas entre si, ha uma relacdo importante
entre seus gréficos:



Exercicios resolvidos

1.

baseza=1

—» bissetriz

Vi—/ /,..

1

\J
®

—= y=logx

base:0<a<1

- bissetriz

/
\J
=

y =logx

Gréaficos: © DAE

Os gréficos das funcoes logaritmicas e expo-
nenciais, numa mesma base, sdo simétricos em
relacdo a bissetriz dos quadrantes impares. Essa ca-
racteristica ocorre sempre que esbocamos o gréfico
de uma funcao e de sua inversa num mesmao plano
cartesiano. Vocé pode observar isso no procedimen-
to que descrevemos para obter a inversa de uma
funcao dada: trocamos as varidveis. Dessa forma, se
o ponto (3, 8) pertencer ao grafico de uma fungao
bijetiva f, 0 ponto de coordenadas (8, 3) faré parte do
gréfico de sua inversa f~'. Como ilustrado a seguir, é
imediato que esses pontos estao situados & mesma
distancia da bissetriz dos quadrantes impares.

(58]
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Na figura a seguir estao representados os graficos das

funcoes fe g. Sabe-se que

IR o o
Y
k4

\

fix)=log_ (kx)equegéainversadef.
a) Determine as constantes ke m.
b) Determine a lei de formacao de g(x).

¢) Determine o dominio e aimagem de fe g.

d) Caleule fig(s)) e g(fi4)).
a) Os pontos (1; 1) e (2; 2) pertencem a fe g. Assim,
f()=1=log_(k-)=1=m'=k=m=k ()

f(2)=2=>log,, (k-2)=2=m" =2k = m"—2k=0(Il)

Substituindo () ern (Il), temos:
B m=0
m'=2m=0=m(m-2)=0=210u
im=2
Como a base de um logaritmo s6 pode ser um nume-
ro positivo e diferente de 1, entdo m =2 e, assim, k= 2.

b) Como g é a funcao inversa de f, temos:
.

’ 2 i
y=log,(2x)=2x=2" :->)c=?=2H

_x-1

Logo, g(x)=2

¢) Funcao £

Dominio: R* e Imagem: R
Funcdo g:

Dominio: R e Imagem: R
d) Calculando f(g(5)):

g(5)=2""=2"=16=f(16)=log, (2-16) =log, 32=5
Calculando g(f4)):
f(4)=log,(2-4)=log,8=3=g(3)=2""=2"=4
Assim:

f(g(5))=5eg(f(4))=4

Funcao logaritmica Capitulo 16 -



Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

Considere que f é a funcao inversa da funcao g.

Se g(2) = 10, obtenha: a)f10)=2

afio  bfgey V9=

Obtenha a lei de formacao da inversa de cada funcao

bijetora a seguir: Respostas no Manual do Professor,

a)f=3x-10 ) f=9-2x e)fix)=27+5

b) ) =» d) f) = Vx  ffa=Yx
parax =0

A funcao real definida por f(x) = 1 admite a fungdo

g como fungao inversa. Entao:
Respostas no Manual do Professor.
a) obtenha a lei de formacao dessa fungao g.

b) calcule f(-4) e g(f(-4)).

c) obtenha a lei de formacao da funcdo composta
flgk).

d) obtenha a lei de formacdo da funcdo composta
g(f(x).

Considere uma funcao real definida por f(x) =3x—4.Em
relacao a essa fungao, obtenha: 44

= {x) =
a) a lei de formacao da inversa. b) £=1 (f{10)) = 10

b) o valor correspondente a f (f(10)). o) ri~1 (f110) = 26
) o valor correspondente a f(f*! (f(10)).

Elabore a lei de formagao de uma fungdo afim e, depois:
Resposta pessoal.

a) escreva a lei de formacao de sua inversa.

b) represente, num mesmo plano cartesiano, os grafi-
cos dessas duas fungoes.

) responda: esses graficos sdo simétricos em relacio
a bissetriz dos quadrantes impares?

Considere que a funcdo f: R, —» R estd definida por
() =log, x. Entdo: Respastas no Manual do Professor.

a) calcule os valores de f(1); f(5); f(25); f(125) e f(625).

b) obtenhaosvaloresde f[l]; f[i]; f(i} f[L]
5 25 125 625

) para quais valores de x, nessa funcdo, temos f(x) < 07

10.

) para quais valores de x, nessa funcao, temos f(x) > 07
e) para quais valores de x temos f(x) = 07

Considere a funcio exponencial f:R— R} definida
por glx) = 5* e faca o que se pede.

Respostas no Manual do Professor.

a) Calcule os valores de g(0); g(1); a(2); a(3); g(4).

b) Obtenha os valores de gi(-1); g(-2); g(=3); e g(-4).
) Para quais valores de x, nessa funcao, temos glx) < 0?
d) Para quais valores de x, nessa funcao, temos gfx) > 02
) Existe algum valor de x para o qual g{x) = 0?

Apos resolver as duas atividades anteriores, faca o que
se pEdE. Respostas no Manual do Professor.

a) Comparando as respostas das duas atividades, es-
creva o que vocé concluiu.

b) Obtenha a lei de formacdo da funcao inversa da
funcéo f: R, —» R definida por f(x) = log . x.

¢) Sendo g a fungdo inversa obtida, calcule os se-
guintes valores: g(f(1)); g(f(s)); g(f(25)); a(f(125)) e
g(f(625)).

d) Ainda considerando que g é a funcdo inversa
da fungao f dada, obtenha os seguintes valores:
flg(-1)); flg(=2)); flg(=3) e flg(-4).

Sendo f:R— R’ definida por f(x) = 10% obtenha:

a) a lei de formacao da funcao inversa de f, isto &, .

b) Itado de f(f~! A0 =100
o resultado de f(f-"(x)). B 160 = x

Na fungdo f: R — R definida por f(x) = log x, consi-

dere que f(2) = 0,301. A partir desse valor, calcule:

a) f(20)
b) f(200)
c) f(2000)
d) (20 000)

Respostas no Manual do Professor.

e) f(2-109, sendo k um ndmero inteiro.

Equacoes e inequacoes
logaritmicas

Vocé ja estudou anteriormente o procedimento

para a resolucao de equacgdes exponenciais. Veremos
agora a resolucdo de equacdes envolvendo logarit-

MOos.

Ao resolver essas equacdes, devemos lembrar-

-nos das condicoes de existéncia de um logaritmo:

- Unidade 5 Funcoes exponencials

N=>0
log,N <1a>0
azl

Na resolucao de equacdes logaritmicas, além

da definicao de logaritmo, das propriedades opera-
torias, algumas vezes precisaremos também efetuar



mudanca de base. Apresentamos alguns exemplos
de equacgoes e suas resolucoes. Procure analisar cada
um dos exemplos a seguir.
1. Resolva a equagéo log,(x—4)=1.
« Condicao de existéncia do logaritmo:
X=4>0=x>4
« Conforme definicao de logaritmo, temos:
logg(x—4)=1

x—4=5"=x=9
Como x = 9 satisfaz a condicao de existéncia

do logaritmo, temos que S ={9}.

« Qutra maneira de resolver essa equacao é
utilizar uma consequéncia da definicao de
logaritmos:

log,(x—4)=1
log.(x—4)=log; 5
X=4=5=x=0
2.0btenha o conjunto solucao da equacao
log,(4x—3)=2.

= (Condicoes de existéncia:

Base:x>0ex#1

Logaritmando: 4x=3>0=> x> 3

= Pela definicao de logaritmo:

log,(4x—=3)=2
x’=4x-3

x'—4x+3=0=x=lou x=3

Como as condigcdes de existéncia nao sao ve-
rificadas para x = 1, temos que S={3}.
3. Determine todos os valores de x que verifi-

cam a equacao log, x+log,(2x)=log,18.
« Condicoes de existéncia:

Logaritmandos: x> 0e 2x >0 = x>0

= Utilizando a propriedade do logaritmo do
produto, reduzimos o primeiro membro da
equacao a apenas um logaritmo. A seguir,
pela consequéncia da definicao de logarit-

mo, eliminamos os logaritmos:

log, x+log,(2x)=log,18
log,[x-(2x)]=log, 18
2x*=18
x*=9 x=3oux=-3
Observando que x = -3 nao satisfaz a condi-
cao de existéncia, temos S ={3}.
4. Resolva a seguinte equacao:
(Iogx)z—S-Iogx—ﬁzo !
= (Condicao de existéncia:
x>0

= A equacao apresentada € redutivel a uma
equacao do 22 grau, basta fazer logx=m

(Iogx)z—S-Iogxr6=0
logx=m
m’=5m-6=0=>m=6 oum=-1
= Voltando a expressao logx=m e utilizando
a definicdo de logaritmo, obtemos:
logx=6=x=10°
ou

logx==1=>x=10"

Como esses dois valores verificam a condi-
¢ao de existéncia, temos S={10°,10"'} .
5.0btenha o conjunto solucdo da equacdo
log, x+log, x+log, x =22
« Condicao de existéncia dos trés logaritmos:
x>0

= (Como os trés logaritmos estao em bases que
sao poténcias de 2, vamos deixa-los na base 2:

log, x+log, x+logy x =22
log, x +|ogzx -
log,4 log,8

Iog2x+|og;x -

log, x+

log, x+

1.1

log, x- [1+—+—|=22
Jd, [ 573

64342

=22

log, x-

log, x =12
x=2"= x=4096

Como esse valor satisfaz a condicao de exis-
téncia, temos que S = {4096}
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Inequacodes logaritmicas

Ao abordarmos a construcdo do gréfico de
uma funcéo logaritmica f: R, = R definida generi-
camente por f(x)=a", verificamos que existem duas
possibilidades quanto ao crescimentor:

a > 1 — funcao crescente;

0 <a< 1 — funcao decrescente.

Uma analise do comportamento grafico de tais
funcées permite obtermos um procedimento para a

resolucao de inequacdes logaritmicas. Vamos anali-
sar, entao, essas duas possibilidades graficamente:

» Considerando o esboco gréfico de uma fun-
¢do logaritmica crescente (a>1), temos:

o
o

y=logx

logx, T============--=

v
]
u
E
i
Iog_x, e :
:
]
i

Pelo gréfico:

log, x,<log, x, = x,<Xx,

S

W

(O sentido da desigualdade € mantido.)
Note gue eliminamos os logaritmos e com-
paramos apenas os logaritmandos.

» Considerando o esboco grafico de uma fungao
logaritmica decrescente (0<a<1),temos:

Y
A

P .1

Yog J=rmmes

A

Joﬂ'xz 1T T y =log x

Pelo gréfico:
log, X, >log, x, = x,<x,
(O sentido da desigualdade € invertido.)

Note gque eliminamos os logaritmos e com-
paramos apenas os logaritmandos.

- Unidade 5 Funcoes exponencials

Graflcos: @ DAE

A partir da anélise de gréficos de fungoes
logaritmicas (como fizemos anteriormente),
podemos resclver inequacoes logaritmicas.
Na resolucao de tais inequacoes, entretanto,
devemos considerar as condicbes de exis-
téncia dos correspondentes logaritmos.

Vamos exemplificar!

1. Determine todos os valores reais de x que ve-
rificam log, (x*-9)>2

» (Condicao de existéncia:
x¥=-9>0
{omitimos a resolugao da inequacao do 22 grau)
x=30ux>3

= Deixamos logaritmos nos dois membros da
desigualdade:
log, (x*~9)>2
log, (x*~9)>log, 4

» Observando que a base & maior que 1, o

sentido da desigualdade é mantido quando
eliminamos os logaritmaos, isto &

x'—9>4
x?=13>0
(omitimos a resolucao da inequacao do 2° grau)
x<=/13 0u x> «f1~3_
» Como os valores obtidos devem verificar a

condicdo inicial de existéncia do logaritmo,
fazemos a intersecao conforme figura a seguir:

-3 3
N
BB

n s

Portanto, S={xe R/x<—/13 oux:-wfﬁ}
2. Obtenha o conjunto solucao da inequacao
log,,(3—9x)<log,,(x+3).
« Iniciamos verificando as condicdes de exis-
téncia dos dois logaritmos:
3-9x>0=x< %

e
X+3>0=x>-3



= Como os logaritmos estao numa mesma
base maior que zero e menor que 1, elimina-
maos esses logaritmos e invertemos o sentido
da desigualdade:

log,,(3—9x)<log, ,(x+3)
3—-9x=x+3

—10x=0=x<0

= Como os valores obtidos devem verificar as
condicdes de existéncia dos logaritmos, fa-
zemos a intersecao conforme figura a seguir:

-3

Jml_.

0

n +
-3 0

/-3<x<0}.

Portanto, S :{x IS

Aplicacoes de logaritmos

Apos termos estudado o conceito de logaritmo
e verificado que uma funcado logaritmica € a funcao
inversa de uma funcao exponencial bijetiva de mes-
ma base, vamos observar algumas das aplicacdes
desse estudo. Por meio de algumas situagoes, vamos
destacar aplicacbes de logaritmos. Observe cada
exemplo e, caso seja necessario, pesquise um pouco
mais a respeito.

12 situacao — Resolucado de equacgdes
exponenciais

Graficos: @ DAE

Considere que vocé construiu o grafico da fun-
cao exponencial definida por f(x)=2" atribuindo
valores para x conforme representado ao lado. Pelo
grafico, quando a imagem dessa funcao é igual a
6, sabemos que x serd um numero real entre 2 e 3.
Como podemos determinar esse valor?

« Note que, para responder a essa pergunta,
temos gue resolver a seguinte equacao ex-
ponencial:

=86

+ Aplicamos logaritmo nos dois membros des-
sa igualdade (consequéncia da definicao de
logaritmo). Como a calculadora nos fornece
base 10 e base e, o logaritmo pode ser em
qualquer uma dessas bases:

2" =6
log2* =log6
x+-log2=log6

(calculadora: 3 casas decimais)
x-0,301=0,778= x=2,585

22 situacao — Matematica Financeira
No volume 2 desta colecao veremos que a for-
mula M(f)=C -(1+J]r fornece o montante M (capital +
juro) de um capital C aplicado a taxa de i (porcenta-
gem correspondente a i/100) na modalidade de juros
compostos ao longo de t periodos de aplicacao. Uti-
lizando essa formula, considere que vocé depositou
RS 20.000,00 numa aplicacdo que promete render
1% ao més na modalidade juros compostos. Apos
quanto tempo de aplicacao, esse capital vai duplicar?

= Narelacao apresentada, temos que C =20 000,
i = 0,01 e, como o0 montante correspondera
ao dobro do capital, verificamos a seguinte
equacao exponencial:

M(D)=C-(1+i)

40000 =20000 - (140,01)"
40000 =107

20000

2=1,0F

« Aplicando logaritmo neperiano aos dois la-
dos da igualdade, e utilizando uma calcula-
dora, temos:
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2=1,07

In(2)=In(1,07)'
In(2)=1t-In(1,01)

(calculadora: 8 casas decimais)

0,69314718 =t-0,00995033 =t =69,66072281

Portanto, o capital duplicara em aproxima-
damente 70 meses.

Respostas no Manual

} Questdes e reflexdes do Professor.

1. Na 12 situacao aplicamos logaritmo decimal para
resolver a equacao. Aplique logaritmo neperiano
e compare os resultados. Qual a conclusao?

2. Na2zsituacdo aplicamos logaritmo neperiano para
resolver a equacao. Apligue logaritmo decimal e

compare os resultados. Qual a conclusao?

32 situagao — Escala Richter

A escala Richter corresponde ao logaritmo da
medida da amplitude das ondas sismicas a 100 km
do epicentro. A intensidade | de um terremoto & um
numero que varia de l=0a | =95 para o maior ter-
remoto conhecido. Essa intensidade pode ser obtida
pela formula:

3 10 Eo

em que E é a energia liberada em quilowatt-
hora e E,=7-10" kWh. Ao iniciar este capitulo
comentamos:

“E interessante observar que cada grau na escala
de magnitude corresponde a uma diferenca na ordem
de 30 vezes na energia liberada. Mas como podemos
saber que € 30 vezes e nao outra quantidade?”

« \amos, inicialmente, isolar o valor de E na
equacao acima:

2 E
I=§'|Ogm E

- Unidade 5 Funcoes exponencials

+ Consideremos agora que a intensidade sofra
um aumento de 1 ponto. Sendo E, a energia
liberada, temos:

30+1)

E,=E,-10

HH
F,=E,-107 2

L
E,=E,-10% -10?
E,=E-310° =E, =E-31,62

Portanto, pademos dizer que o aumento de 1
ponto na intensidade significa que a energia
liberada é aproximadamente 31 vezes a ener-
gia liberada anterior, isto € uma diferenca de
aproximadamente 30 vezes em relacao & outra.

42 situagdo — Equacao da velocidade
numa reagao

Ao iniciar uma reacao quimica, a concentracao
de um reagente € [R], . Durante a reagao, a concen-
tracao de R diminui com o tempo, de acordo com a
chamada equacao da velocidade, dada por:

[Rl,=R], - e*

Nessa equacao, [R], é a concentragao de rea-
gente R no tempo  depois que a reagao comegou,
e k é a constante de velocidade. Em situagoes como
essa € preciso, por exemplo, obter o valor do tempo t.

» \Vamos isolar inicialmente a expressao que

contém a exponencial e™:

[R],=[R], - e

R,
[Rl,

+ Como a base da expressao exponencial é o

e

numero e, vamos aplicar logaritmo membro
a membro nessa base:

IRl _
[R],
In % In(e”“)
[,
[R],

—kt

In —kt-In(e)



In(e)=log,e=1

R
L L s i=—Luin

[R], k

—
X
—

L &

R

s
_—

0

52 situagdo — Nivel sonoro

A menor intensidade sonora audivel (limiar
de audibilidade) possui intensidade |, =10™ W/m”
A relacao entre as intensidades sonoras permite
calcular o nivel sonoro do ambiente que é dado
em decibel. Como os valores dessas intensidades
S30 Muito pequenos ou muito grandes, utiliza-se
no célculo a seguinte relacéo:

NS=1 O-iog[ '—]
IU

sendo NS o nivel sonoro, | a intensidade do som con-
siderado e/ou limiar de audibilidade.

No quadro a seguir, apresentamos algumas si-
tuagoes reais com o nivel sonoro aproximado.

Exercicios resolvidos

Siléncio 0dB

Aspirador B0 dB
absoluto de po
Interior de uma 10dB Interior de 90dB
igreja fabrica téxtil
Conversacao 20dB Buzina de 100dB
em voz baixa caminhao
Respiracao 30dB Britadeira M0 dB
ofegante
Bairro 40dB Conjunto 120 dB
residencial de rock
a noite
Automével 50dB | Trovao 130 dB
bem regulado
Conversacao 60 dB Decolagem 140 dB
em voz normal de aviao
Interior de um 70dB Aterrissagem | 150 dB
restaurante deaviaoajato

Disponivel em: <http:/fosfundamentosdafisica.blogspot.com.br/2010/06/
intensidade-sonora.html>. Acesso em: 4 jan. 2016.

Vocé pode pesquisar outras aplicagdes envolven-
do logaritmo nas disciplinas de Fisica e Quimica. Apos,
apresente o resultado da pesquisa para seus colegas.

1. Determine o conjunto solugao da equacéo
log, (2x+4) - log, (x-1)=1.
Determinando a condicdo de existéncia:

CE: 2x+4>0 x=—2 alaEi
x—1>0 x>

Colocando todos os logaritmos na base 2:
log, (2x+4)—log, (x—)=1=
- log, (2x+4)

log, 4
_, log, (2x+4)

—log, (x=1)=1=

—log, (x=1)=1

Multiplicando cada parte por 2:
log, (2x+4)—2log, (x—1)=2=>
=log, (2x+4)-log, (x—1}2 =2

Eliminando o logaritmor:

2x+4 2x+4 5
0g, s T
(x=1) (x=1)
= 2x+4=4(x" —2x+1)= 4x* ~10x=0

I

Resolvendo a equacgao:
5
4x —10x=0=x=00u x=5

Como x = 0 ndo satisfaz a condicao de existéncia da
equacao, temos:

5
{2
2
2. Resolva ainequacdo log, x+log, (2x+3)<log, 2 .
3 3 7

Determinando a condicao de existéncia:

x =0

x>0

=5 3 =x>0
{2x+3>0 x>—5

Simplificando a inequacao:

log, x+log, (2x+3)<log, 2=
2 3 3
=log, x(2x+3)<log, 2=>2x" +3x—250
2 2

Resolvendo a inequacdo resultante:

2% +3x=2>0=x< —20U x>
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Como x > 0 pela condicao de existéncia, temos:

S={xe R|x>l}
2

3. Juros compostos s3o os juros que, obtidos ao final de
cada periodo t, sdo somados ao capital, gerando um
novo capital, que serd aplicado no préximo periodo.
Como o capital vai sendo alterado a cada periodo, a
aplicacdo é denominada juros compostos. A férmula
utilizada nos juros compostos é a seguinte:

M=C, (1 +i), em que:

M: montante (valor obtido apds a aplicagao)
C,;: capital inicial

& tempo de aplicacao

i: taxa (deve estar em porcentagem: i% = i/100)

a) Encontre uma fun¢ao que fornece o tempo na rela-
¢ao de juros compostos.

b) Determine o tempa minimo necessério para que
uma aplicacao dobre de valor a uma taxa de 5% ao
més. (Utilize uma calculadora cientifica para obter o
valor aproximado.)

a) Ternos de isolar a variavel t na expressao de juros
compostos. Assim:

AT M AT M
M=C,(1+i) :>C—=(1+r) :>JOQ;4.{C—]=

o a

Logo, t =log M
A0 = e )

]

b} Temos que M =2C, e i=0,05. Entao:

2C,
t =10G 005 T =t =100, 2

[}

Com o auxilio de uma calculadora cientifica, obternos

t = 14,2, Assim, 580 necessarios no minimo 15 meses
para que a aplicagao dobre de valor.

Qual &€ otempo necessario para que um capital inicial em-
pregado a taxa de 2% ao més de juros compostos dobre
de valor? (Dados: log 1,02 = 00086 ; log 2 = 0,3010)
Sendo C o capital aplicado, pela relagao de juros com-
postos, temos:

2C, =C(1+0,02) = 2=1,02'

Pela definicac de logaritmos, temos:
log2 _0,3010 _

=102 = r=l0g,, 2= = =
P log1,02 0,0086

530 necessarios 35 meses para que o capital inicial do-
bre de valor.

Pedro acaba de comprar um terreno em uma regiao
com valorizacdo de 12% ao ano. Calcule o tempo
necessario para que o valor do terreno quadriplique.
(Dados:log 2=0,30elog 7 = 0,84)

Sendo P, o valor inicial do terreno, pela relagao de juros
compaostos, temos:

4P, =P, (140,12) = 4=112"

Pela definicao de logaritmos, temos:

4 2
IR = i T e
= leogl12 | 112
09—
100
- 2log2 = 2log2 -
log(7-2*)—log100  log7+4log2—2log10 ~
2-0,30

T0,84+4-030-2

S30 necessdrios 15 anos para que o valor do terreno
quadruplique.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios no caderno.

1. Obtenha o conjunto solucao em cada equacao logarit-
rnica abaixo:

a) |og][4){— 8) =g )5 = [66}

b) log,(9x + ) =log,19 bIS=12

C)log,6-9 =log,16  V°=5 “
)8 — ===y

d) log, ¢+ 2x)=0

2. LUhilizando as propriedades operatérias e a mudanca de
base, resolva a equagao logaritmica:

5 N="71
log, 0,25-log, v2 =

3. Naigualdade a seguir, vocé deverd determinar o valor
de x. Utilize as propriedades operatérias para reduzir

cada um dos membros dessa igualdade a apenas um
logaritmo: x=2025

log,(2x) —log,5 = 4log,3 + log, 10

Em cada equacdo logaritmica abaixo vocé precisard,
inicialmente, fazer uma mudanga de base para reduzir
a uma so base. Apds, obtenha os correspondentes
conjuntos solugoes:

a) log,x~loggx=1 :iillzé}]

b) log,x +logx= 2 , . [32‘
i

€) log ;5 x—2log, x =;.—Iog, (3x) 3

Determine o conjunto solucdo da equagao:

(log,y)’~ 2log,y -~8=0 = {%] 625
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13. Naescala Richter, a intensidade | do terremoto pode ser calculada a partir da energia liberada E,

conforme a relagao matemética:
2 E EN:
l==dogl =] e=[ £
3 °g[Ec.] =g

Essa mesma relacdo pode ser apresentada por | = logP em que P indica quantas vezes a am-
plitude da onda sismica do terremoto foi maior, em comparacao com a onda de referéncia
correspondente a uma situagao normal. Apenas para exemplificar, dizer que a intensidade de
um terremoto na escala Richter foi maior que a de outro terremoto em 3 unidades significa que
fol 10° vezes maior que a intensidade desse outro terremoto.

Comparando as duas relagdes apresentadas para a intensidade | de um terremoto, obtenha P em
funcaode EedeE,

14. O grau de acidez de uma solucdo quimica é indicado por uma grandeza chamada pH (potencial
de hidrogénio). O pH indica a concentragao de ions de hidrogénio (H*) na solucdo. Ele pode ser
determinado pela seguinte funcao: pH = f(H*) = -leg[H*], em que [H ] representa a concentracao

de ions de hidrogénio por litro da substancia em mol/litro. Conforme o pH da substancia, temos:

7 (dgua pura) Neutra
Maior que 7 Basica
Menor que 7 Acida

a) A concentracdo de fons de hidrogénio examinada numa amostra de dgua que foi extraida de um
riacho é de 10~*mols por litro. Calcule o pH dessa concentragdo e verifique a que tipo de solugao
corresponde. a) pH =4 (solucao acida)

b) O pH de uma amestra de dgua que foi extraida de um rio perto de uma grande cidade ¢ de
4,699. Determine a concentracao de fons de hidrogénio dessa amostra. b) H= 10-**mal/litro

Algumas conclusoes

6. Qual é a condicdo para que uma funcao logaritmica
daforma f(x)=log, x seja crescente? E decrescente?

Procure responder ou mesmo pensar sobre pos-
siveis respostas a algumas questdes envolvendo po-
tenciacao, funcdo exponencial, equagbes exponenciais,

i : ik 7. Enuncie as trés propriedades operatorias de loga-
logaritmos e fungbes logaritmicas, tépicos que foram de-

ritmos.
senvolvidos nesta unidade. Caso sinta alguma dificulda-
8. Explique como vocé podera obter a solucdo da

de em obter respostas, sugerimos retomar os conceitos
equacgao exponencial 3" =10.

principais:
9.5¢ num mesmo plano cartesiano vocé esbo-

1. Qual é a propriedade fundamental da potenciagao? i
car os graficos das fungbes f:R— R, defini-

. - . 2
2. Qual numero é maior: (3'*)" ou 300’3
3. Numa fungio exponencial, f(x)=a", quais 530 0s

possiveis valores para a base? E para x?

4. Numa fun¢ao logaritmica, f(x)=log,x, quais séo
0s possiveis valores para a base? E para x7

5. Qual a condicao para que uma funcao exponen-
cial da forma f(x)=a" seja crescente? E decres-
cente?

- Unidade 5 Funcoes exponencials

tas as

da por f(x)=3", e g:R.—R, definida por
g(x)=log, x , qual simetria pode ser constatada?
O que essas duas fungdes sao entre si?

10. £ possivel que nimeros positivos distintos tenham
logaritmos decimais iguais? Justifigue.

Troque ideias com seus colegas a respeito das respos-
questdes acima. Depois liste as dificuldades encontra-

das e os assuntos gue devem ser retomados.



1.

Vestibulares e Enem

Resolva os exercicios no caderno.

(UEL-PR) A mitose € urma divisdo celular, na qual uma célula
duplica o seu conteddo, dividindo-se em duas, ditas célu-
las-filhas. Cada uma destas células-filhas se divide, dando
origem a outras duas, totalizando quatro células-filhas e,
assim, 0 processo continua se repetindo sucessivamente.

Assinale a alternativa que corresponde, corretamente, a
funcao que representa o processo da mitose.

a) i Z - N, dada por f(x) =

b) f: Z — N, dada por f(x) = 2*
(C)f: N* — N, dada por () =

d)f:R_— R, dada por f(x) =

e) . R, — R, dada por f(x) = 2¢

(Uerj) Admita que a ordem de grandeza de uma medida x
[ uma poténc:a de base 10, com expoente n inteiro, para

10" 2=<x<10" 2 . Considere que um terremoto tenha libe-
rado uma energia E, em joules, cujo valor numérico é tal
gue log,,E=15,3. A ordem de grandeza de E, em joules,
equivale a:

a) 10 c) 10"
B0 8 107

(UFSM-RS) Quando um elemento radicativo, como o
Césio 137, entra em contato com o meio ambiente, pode
afetar o solo, 0s rios, as plantas e as pessoas. A radiagao nao
torna o solo infértil, porém tudo que nele crescer estara
contaminado. A expressao Q(t)=0Q,e™" representa a
quantidade, em gramas, de dtomos radioativos de Césio 137
presentes no instante t, em dias, onde Q, € a quantidade
inicial. O tempo, em dias, para que a guantidade de Césio

137 seja a metade da quantidade inicial é igual a:
UseIn2=0,69

a) 60. d) s.
(b)) 30. e) 3.
cJ 15.
(PUC-R)) Se log, x=—3, entdo ¥x+x* vale:
a) 3 ’ d) 50
b) 6 (e) 66
c) 28

(Unesp-SP) No artigo "Desmatamento na Amazdnia Brasi-
leira: com que intensidade vem ocorrendo?’, o pesquisador
Philip M. Fearnside, do INPA, sugere como modelo mate-
matico para o célculo da drea de desmatamento a funco
D(t)=D(0)-e*", em que D{t) representa a drea de desma-
tamento no instante ¢, sendo t medido em anos desde o
instante inicial, D(0) a drea de desmatamento no instante
inicial t=0, e k a taxa média anual de desmatamento da
regiao. Admitindo que tal modelo seja representativo da

realidade, que a taxa média anual de desmatamento (k) da
Amazdnia seja 0,6% e usando a aproximagao n2=0,69,
o ndmero de anos necessarios para que a area de desmata-
mento da Amazdnia dobre seu valor, a partir de um instante
inicial prefixado, é aproximadamente:

a) 51. c) 15. e) 1.

(b)n1s. d) 151.

(PUC-PR) O numero de bactérias N em um meio de cultura
que cresce exponencialmente pode ser determinado pela
equagao N = N,e* em que N, € a guantidade inicial, isto &,
N, =N(0) e k éa constante de proporcionalidade. Se inicial-
mente havia 5000 bactérias na cultura e 8000 bactérias 10
minutos depois, quanto tempo serd necessario para que o
numero de bactérias se torne duas vezes maior que oinicial?

(Dados: In2=0,69;In5=1,61e t varia em horas)
a) 11 minutos e 25 segundos.

b) 11 minutose 15 segundos.

@. 15 minutos.

Adilson Secco

d) 25 minutos.
e) 25 minutose 30 segundos.

(Enem) A Agéncia Espacial Norte Americana (NASA) informou
que o asteroide YU 55 cruzou o espaco entre a Terra e a Lua
no més de novembro de 2011. A ilustracdo a seguir sugere
que o asteroide percorreu sua trajetdria no mesmo plano que
contém a drbita descrita pela Lua em torno da Terra. Na figura,
estdindicada a proximidade do asteroide emrelacéo a Terra, ou
seja, a menor distancia gue ele passou da superficie terrestre.

O asteroide se aproximara o suficiente
para que cientistas possam observar
detalhes de sua superficie

daTemra
325 mil kmn

Asteroide YU 55
Tamanho: 400 m
de didmetro, ;
equivalente ao [ J Passager:8de
tamanho de um £ S rovernbro as 21h28
porta-avides J (horario de Brasilia)

Asteroide YU 55 {8

Disponivel em: hitp://noticias terra.com.br {adaptado).

Com base nessas informacdes, a menor distancia que o
asteroide YU 55 passou da superficie daTerra é igual a:

a) 325 x 102km (d))3,25 x 105km
b) 3,25 X 10*km e) 325 x 10°km
¢) 325 x 10* km

Funcao logaritmica Capitulo 16 -



10.

11.

Vestibulares e Enem

(UPE) Os bidlogos observaram que, em condigdes ideais, o
numero de bactérias Q(t) em uma cultura cresce exponen-
cialmente com o tempo ', de acordo comalei Q(t)=Q, - ",
sendo k>0 uma constante que depende da natureza das
bactérias; o ndmero irracional e vale aproximadamente
2,718 e Q, é a quantidade inicial de bactérias.

Se uma cultura tem inicialmente 6000 bactérias e, 20 minu-
tos depois, aumentou para 12000, quantas bactérias estarao
presentes depois de 1 hora?

a) 1,8x10* d) 3,6x10*
b) 2,4x10° 4,8><ICI“
c) 3,0x10*

(FGV-5P) Se B é afracdoirredutivel que € solucdo da equa-
n

¢ao exponencial 9 —9""' =1944, entdo, m—n éigual a

a) 2 (d)s.
b) 3. e) 6.
c) 4

{Unesp-SP) O célculo aproximado da érea da superficie exter-
na de uma pessoa pode ser necessario para a determinacao
da dosagem de algumas medicagoes. A drea A (em cm?) da
superficie externa de uma crianga pode ser estimada por
meio do seu“pesa’P (em kg) e da sua altura H (em cm) com
a seguinte férmula, que envolve logaritmos na base 10:
logA=0,425logP+0,725logH+1,84

(Delafield Du Bois e Eugene Du Bois.
A formula to estimate the approximate surface
area if height and weight be known, 1916. Adaptado.)

Rafael, uma crian¢a com 1m de altura e 16 kg de "peso’, pre-
cisa tomar uma medicagao cuja dose adequada é de 1mg
para cada 100 cm? de drea externa corporal. Determine a
dose adequada dessa medicagao para Rafael.

Adote nos seus célculos log2 = 0,30 e a tabela a seguir.

63,1 mg
X 10
33 1995
34 2512
35 3162
36 3981
37 5012
38 6310
39 7943

(UPF-RS) Sendo log, x=2, log,x=3 e log.x=5, o valor
de log,, x é

a) 30 30
) ﬁ
b} 31 ]
E] 5
31
C] 5

12,

13.

14.

(Insper-SP) Analisando o comportamento das vendas de
determinado produto em diferentes cidades, durante um
ano, um economista estimou que a quantidade vendida
desse produto em um més (Q), em milhares de unidades,
depende do seu preco (P), emreais, de acordo com arelacao
Q=1+4-(0,8)".

No entanto, em Economia, € mais usual, nesse tipo de rela-
o, escrever o preco P em funcao da quantidade Q. Dessa
forma, isolando a varidvel P na relacao fornecida acima, o
economista obteve

P=|cag,.}B ’%

b) P=log,s (%J

b’ . Q_]
c) P=0,5-98 R
Q-1
=0
d)P =

o) P=o.5+ogm[9 ]

-1
4

(Enem) Em setembro de 1987, Goiania foi palco do maior
acidente radioativo ocorrido no Brasil, quando uma amostra
de césio-137, removida de um aparelho de radioterapia
abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte
da populacdo. A meia-vida de um material radioativo é o
tempo necessério para que a massa desse material se reduza
ametade. A meia-vida do césio-137 é 30 anos e a quantidade
restante de massa de um material radioativo, apds t anos, é
calculada pela expressao M{t)=A-(2,7)", onde A é a massa
inicial e k é uma constante negativa.

Considere 0,3 como aproximacao para log,, 2.

Qual o ternpo necessario, em anos, para que uma quantidade
de massa do césio-137 se reduza a 10% da quantidade inicial?

a)27
b) 36
c) 50
d) 54

(e)100

(Udesc) Considere a fungao f(x)=log,(x+3)". Aguantidade
de ndmeros inteiros que pertencem ac conjunto solugao da
inequacao 4 flx) < 2x + 105 é igual a:

a)8

b)12

c)21

d) 19

(e



15. (Uece) O maior valor de k para o qual a desigualdade
log, x+log, 2>k se verifica para todo ndmero real x maior
do que um &

a) 15 C) 25.

(b)20. d) 30.

16. (PUCRI) Seja f(x)=4"-6-2"+8.

a) Calcule f(0). Respostas no Manual do Professor.

b) Encontre todos os valores reais de x para os quais
f(x)=168.

c) Encontre todos os valores reais de x para os quais
f(x)<0.

17. (FGV-SP) Um investidor aplicou certa quantia, em reais, a
taxa de juro composto de 1% ao més. Neste problema,
desprezando qualquer tipo de corregao monetdria devido

ainflagdo, responda as perguntas a seguir. 3! RS 200.000,00
b) E= 11,2 meses
a) Neste investimento, apds 2 meses, seria possivel resga-

tar o valor aplicado com lucro de RS 4.020,00. Calcule o
valor inicialmente aplicado.

b) No investimento indicado, & possivel resgatar um mon-
tante de 4 vezes o capital inicialmente aplicadoem 139,3
meses. Caso o célculo fosse feito adotando-se log2 =
0,301 e log202 = 2,305 qgue sao logaritmos com apenas
3 casas decimais de aproximagao, seria obtido um valor
aproximado de t anos. Chamando de E=1-139,3 ao
erro cometido no calculo devido ao uso de apenas 3 ca-
sas decimais de aproximacao nos logaritmos indicados,
calcule E.

18. (Uerj) Ao digitar corretamente a expressao log,,(—2) em
uma calculadora, o retorno obtido no visor corresponde a
uma mensagem de erro, uma vez que esse logaritmo nao é
um ndmero real. S={xe R |0=<x<0,1}
Determine todos os valores reais de x para que o valor da
expressao log,,(log,, logg,(x)) seja um ndmero real.

19. (UCS-RS) Uma escada de 15 m, encostada em uma parede,
fica estdvel quando a distancia do chéo ao seutopo é 5 m
maior que a distdncia da parede & base da escada. Nessa
posicao, qual & em metros, aproximadamente, a altura que
a escada alcanga na parede, considerando gue as bases da
escada e da parede estdo no mesmo nivel? Use para o célculo
a aproximacgdo log,,,17=2.

a) 7.80
b) 8,24

c) 10,00

(d)1280

e) 13,40
20. (UFRGS-RS) Se 10" =20", atribuindo 0,3 para log2, entao o

X
valorde — é:

a)os3
b)os
c) o7
d)1

(e)13

21. (FUVEST-SP) Use as propriedades do logaritmo para simpli-
ficar a expressao

5= ! + ! + !
2-log, 2016  5-log, 2016 10-log, 2016

OvalordeSé

=1
—

O
f
Nl= s b=

a)
—

0.
=
| —

@15
10
22. (FGV-SP) A soma dos montantes de n depdsitos anuais, de

valor R cada um, feitos nos anos 1, 2, 3, ., n a juros compostos
e a taxa anual i, calculados na data n, é dada pela férmula:

S=R[[1+.-'?"—'I]
I

Se forem feitos depdsitos anuais de RS 20 000,00 & taxa
anual de 20%, o numero n de depdsitos para que a soma
dos montantes seja RS 148 832,00 &

a) log1,48832
log1,2
log3,48832
log1,2
log0,48832
log1,2
log4,48832
log1,2

|ogz. 48832

log,2

(IME-RJ) Resolver o sistema de equagoes

5={(2; 2}
J;_J;=i°93%

27248 =5.4Y

b)

d)
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EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

ansformando produtos
em somas

No passado, antes das calculadoras eletrénicas,
muitos resultados eram encontrados em tabelas. E o
caso da propria tabuada e das tabelas trigonométri-
cas que vocé ja conhece e que foram muito utiliza-
das para resolver calculos complicados sem o uso de
aparelhos eletrénicos.

Multiplicagoes e divisbes que fazemaos até hoje
sem dificuldade seriam praticamente impossiveis de
serem realizadas se nao soubéssemos os resultados
da tabuada. Algumas multiplicacbes, entretanto,
continuaram sendo um empecilho para o célcu-
lo sem calculadora, como por exemplo, 0,087156 x
0,999391.

Uma forma que era amplamente utilizada para
esse tipo de cdlculo era o uso das tabelas trigonomé-
tricas e de algumas regras de transformacao de pro-
duto em soma. Para esse caso, seria feito o seguinte:

Formula: senfa) . cos (b) = [sen (a+ b) + sen (a - bjl:2

Olhando para a tabela, temos:

0,087156 x 0,999391 =sen (5°) . cos (2°)

Aplicando a férmula, temos:

[sen (59 + 29) +sen (5° - 29)]:2 = [sen (7°) + sen (3%)):2

Desse modo, transformou-se a multiplicagdo em uma

adicao:

0,087156 x 0,999391 = (0,121869 + 0,99863) : 2
=0,1742053 : 2=10,08710265

0° 0 1

1° 0,017452 0999848
2° 0034899 0,999391

3? 0,052336 0,99863

4° 0,069756 0997564
5® 0,087156 0996195
6° 0,104528 0994522
7° 0,121869 0992546

Esse método ficou conhecido como prostafé-
rese e foi amplamente utilizado em célculos de na-
vegacao e astronomia. Embora facilitasse os célculos,

ele ndo era ainda ideal, uma vez que nem todos os
resultados constavam das tabelas e o tempo para
realizar tais transformacoes era ainda dispendioso.

Ainda na época das Grandes Navegagoes, em
1550, nasceu John Napier, matematico escocés. Em
1614 Napier publicou Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (Uma descricao do maravilhoso canon de
logaritmos), obra em que desenvolveu um novo mé-
todo para simplificagdo de multiplicagoes.

Baseado nas conhecidas propriedades de po-
téncias, Napier propunha uma nova maneira de
transformar multiplicagbes em somas. A descricdo de
seu meétodo consistia em utilizar uma tabela conten-
do todas as poténcias de um determinado nimero e
assim utilizar as propriedades para simplificar os cal-
culos. Veja o exemplo:

Formula: 72.7° = 78
Tabela:

g = U I 343 2401 16807

Célculo:
49 .343 = 7277 = 7%= 7= 16807

Observe nesse exemplo que, em vez de calcular
49 - 343, foi preciso apenas somar 2 com 3 e usar a
tabela para encontrar o resultado. Note também que
os numeros na linha de baixo sao as poténcias que
resultam guando elevamos a base 7 a cada um dos
expoentes da linha de cima.

Veja que usando essa tabela (dada apenas para
valores inteiros do expoente x), nao € possivel calcu-
lar nenhuma multiplicagao de nimeros que nao es-
tejam na linha de baixo.

O trabalho de Napier consistiu entdo em esco-
Iher uma base conveniente e calcular qual expoente
aplicado nessa base resulta em cada um dos nime-
ros que se deseja multiplicar. Napier deu a esses ex-
poentes o nome de logaritmos.

Observe agora uma parte da tabela completa
de logaritmos para a base 10:



0000 0414 0792 1139 1461 1761 2041 2304 2553 2788
3010 3222 3424 3617 3802 3979 4150 4314 4472 4624
4771 4914 5051 5185 5315 5441 5563 5682 5798 5911

6021 6128 6232 6335 6435 6532 6628 6721 6812 6902
6990 7076 7160 7243 7324 7404 7482 7559 7634 7709
7782 7853 7924 7993 8062 8129 8195 8261 8325 8388
8451 8513 8573 8633 8692 8751 8808 8865 8921 8976
5031 9085 9138 9191 5242 9294 9345 9395 9445 9404
9542 9590 9638 9685 9731 9777 9823 9868 9912 9956
10 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11 0414 0453 0452 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755
12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106
13 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 1461 1452 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732
15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014
16 2041 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279
17 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529
18 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765
19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989
20 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201

21 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404
22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598
23 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784
24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962
25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298
27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456
28 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
29 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757

L= - - T - L - L L

Nessa tabela, a caracteristica € a parte inteira - Para o 11,5 encontramos 1 como parie in-
do logaritmo e a parte decimal € encontrada na ta- teira e, olhando na linha 11, coluna 5, encontramos
bela. Assim, podemos calcular o produto 1,8 - 11,5 0607 como parte decimal.
utilizando logaritmos: Logo:

- Para o 1,8 encontramos 0 como parte inteira e, 1,8-11,5 =100 1 ()18607 — | (2553+10607) (313160
olhando na linha 1, coluna 8, encontramos 2553 como Observando a tabela, temos 1,3160 = log 20,7.
parte decimal. Entdo, 18-11,5=207.

Questoes e investigacoes
1. Multiplique 1,8 11,5 e verifique o resultado 3. Utilizando a tabela e o que vocé sabe sobre pro-
dado no exemplo. priedades de poténcias, encontre um valor apro-

2. Utilizando esse método e a tabela acima, ximado para 1,4%. Em seguida, verifique em uma

calcule 3,5-4.4. calculadora cientifica se seu resultado esta correto.
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UNIDADE SEQUENCIAS NUMERICAS

Cada um dos planetas do
Sistema Solar tem um periodo
de translagdo em torno do Sol.
Assim, por exemplo, Jupiter, o
maior planeta desse sistema,
a cada 11 anos e 315 dias
completa sua translagao em
torno do Sol.

Nesta unidade, estudaremos
duas sequéncias importantes:
progressdo aritmética e
progressdo geométrica. Essas
seguéncias numericas estao,
muitas vezes, relacionadas a
padrbes numeéricos.

cigdemfShutterstock.com

Representagdo das drbitas dos

planeta






} SEQUENCIAS

Figura 1 |

Figura 4

Figura 5

A
A
A

Figura 3

Observe atentamente a sequéncia acima,
formada por tridngulos equilateros.

A formacdo dessa sequéncia pode ser
descrita assim:

¥ Construir um triangulo equilatero.

» Construir internamente no triangulo
construido, a partir de seus pontos mé-
dios, um novo triangulo equilatero, eli-
minando o triangulo central.

» Repetir indefinidamente os dois proce-
dimentos anteriores para os triangulos
restantes.

E dessa forma que construimos o chama-
do triangulo de Sierpinski. Trata-se de uma
figura geométrica obtida por meio de um pro-
cesso recursivo. Representa uma das formas
elementares da chamada geometria fractal
por apresentar algumas propriedades interes-
santes, entre as quais destaca-se a de ser au-
tossemelhante, isto &, por uma de suas partes
ser idéntica ao todo.

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

Utilizando a sequéncia de triangulos cons-
truidos e observando, por exemplo, a quantida-
de de triangulos brancos e pretos, podemos
construir a seguinte tabela:

|Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4 Fig.5 Fig.6

tridngulos| 0 1 | 4 | 13 | 40 | M

tidngulos| 1 | 3 | 9 | 27 | 81 | M

' " == derno.
_ Questoes e reflexdes Sl

1. Qualéaquantidade de triangulos pretos na
ée figura da sequéncia?

2. Sem construir afigura 7, vocé poderia infor-
mar a quantidade de triangulos pretos que
ela terd, mantendo-se 0 mesmo padrao de
construgao? Explique.

Neste capitulo abordaremos aspectos ge-
rais a respeito de sequéncias numeéricas.

Figuras: & DAE

Resolva os exercicios



Sequéncias numéricas

Janeiro Fevereiro Marco Abril
Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab  Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab  Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab  Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
P S 1 | I B T (VT 128

5 6 7 8 8 100 H
12 13 14 15 16 17 18
192021 22232425
26 27 28 19 30 AN

Maio
Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sah
s
3 45 6 7 8 9
011 1243 1 1516
1718 19 2021 22 23
24 25 726 271 8 9 %

3
Setembro
Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
1 203 45

B ¢ 8 9901 17
13 14 15 16 17 18 19
2020 22234 5H7B
2717219 3

23 4 5 b7 8
910 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22
23K 5BX%ATBA

8 910 11 12 13 14
16 16 17 18 19 20 21
22 2324 2526 77 28
29 30 AN

Junho Julho
Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab ~ Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
1 2 3 4 5 & 1 2 3 4

7 B 910 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20
s W B ) L T
2829 3

Outubro

5 6 7 B 910Mn
12 13 14 15 16 17 18
1892021 22232425
2627 2829 30 3

Novemhbro

Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab  Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab

=z 3
4 5 36 8 910
11 12 10 13 15 16 17
18 19 17 20 22 23 24
2522477 937

12 3 4 5 5 7
B 810 11 12 13 4
15 16 17 18 19 20 2
2273245526778
29 30

6 7 8B 910N
12 13 14 15 16 17 18
W2N 2080825
26 27 8 29 3

Agosto

Dom Seq Ter Qua Qui Sex Sab
1

2 345 6 74

910 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22

BHDHBTBAN

30 A

Dezembro

Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab

1.2 3 45
8 7 8B 931011 12
13 14 15 16 17 18 19
200 2232425755
27 2829 307

A ideia de sequéncia ou sucessao pode
ser observada em diversas situagdes. Assim,
por exemplo, em relacdo ao tempo, pode-
mos identificar a sucessao dos meses de um
ano, a sucessao dos dias de um més e a dos
dias de uma semana, como no calendario do
ano 2020.

Os anos em que sao realizadas as Co-
pas do Mundo de futebol e os anos em que
sao realizadas as Olimpiadas sao também
exemplos curiosos a respeito de sequéncias.
Tanto as Copas quanto as Olimpiadas sao
realizadas de 4 em 4 anos. Isso representa

um padrao numeérico. Se a ultima Olimpiada
ocorreu no ano 2016, a proxima sera realiza-
da em 2020.

Sao exemplos de sequéncias:

» Os sete dias de uma semana formam
uma sequéncia, sendo cada um de-
les um de seus termos. Essa sequéncia
pode ser representada por:

(domingo,
guarta-feira,
sabado)

segunda-feira,
quinta-feira,

terca-feira,
sexta-feira,

Sequéncias Capitulo 17 -
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» A sequéncia dos nimeros naturais impares
possui infinitos termos e € representada por:

(1:3,5.7,9,11,13,15,17,...)

|—>Sequéncia
infinita
b A sequéncia dos dias do més de fevereiro de
2020 possui 29 termos e é representada por:
(1,2,3,4,5,6,.. 28,29

L Sequéncia

finita

Nos exemplos apresentados de sequéncias ha
certa ordem nos elementos, isto &, nos termos. Assim,
se considerarmos a sequéncia formada pelos nomes
dos dias da semana, teremos:

12termo domingo
22termo segunda-feira
3= termo terca-feira
42 termo quarta-feira
52 termo quinta-feira
6% termo sexta-feira
72 termo sabado

H& uma notacdo especial para representar 0s
termos de uma sequéncia. Nela, utilizamos em geral a
letra a com um indice numérico. Assim, por exemplo,
ainda sobre a sucessao dos dias da semana, temos:

a, — domingo

a, — segunda-feira
a, — terca-feira
a, — quarta-feira
a, — quinta-feira
a, — sexta-feira

a, — sabado

Note que o indice indica a posicao do termo na
sequéncia. Caso queiramos representar uma sequén-
cia qualquer de termos numeéricos, escrevemos:

(‘31- 8y 858,85 3y - 8y -)

Nessa notagdo, a, € o termo genérico de or-
dem n — isto é, um termo que ocupa a enésima po-
sicao —, a, representa o 12 termo, @, 0 28 termo, e
assim por diante.

- Unidade 6 Sequéncias numeéricas

Observacgao:

Em uma sequéncia numeérica, o contradominio
€ 0 conjunto dos numeros reais. Veja:

Figura: & DAE

No diagrama esta representada uma sequéncia
infinita. Assim, todos os elementos do dominio esta-
riam relacionados com algum elemento do contra-
dominio.

Exemplo:

Na sequéncia formada pelos 10 primeiros nu-
meros inteiros positivos multiplos de 3, temos:

(3,.6,9,12,15,18, 21, 24, 27, 30)

Ry a, =18
a,=6 a, =21
a,=9 a,=24
a, =12 a, =27
a, =15 a,, =30



Determinacdo de uma sequéncia

Algumas sequéncias podem ser definidas por
meio de férmulas, isto & por uma lei de formacao ou
um termo geral. A lei de formacao permite obter cada
termo conhecendo-se a posicao que ele ocupa na se-
guéncia correspondente.

Exemplo:

Vamos considerar a sequéncia formada pelos
multiplos naturais do numero 7 na tabela:

12 termo: a, Oou7-0
22 termo: a, Jou7-1
32 termo: a, l4ou?-2
42 termo: a, 2lou7-3
52 termo: a, 28ou? -4
62 termo: a, 350u7-5
n-ésimo termo: a, 7-n=1)

» Na dltima linha dessa tabela esta indicado o
enésimo termo em fungao de n, ou seja, o ter-
mo geral ou a lei de formacao da sequéncia.
Atribuindo-se valores a n, podemos obter os
termos dessa sequéncia:
a,=fln)=7-n—1)
n=1—a =f1)=7-01—-1=0
n=2-a=f)=7-2—-1)=7

n=3—a,=f3)=7-B-1)=14

nzZO—)am:f(ZO):%(zD—1):133

Exemplo:
Vamos escrever a sequéncia numérica definida por:
a, =10

a,=a _,—2paraneN*n=2

=1

» Como conhecemos o primeiro termo, pode-
mos obter a partir dele os demais, fazendo:

n:2—)azza]—2:lo—2=8
n:3—)a3:a2—2:8—2=6
=433 =8,—21=6=2=4

n:5—)35=a4—2=4—2:2

Portanto, temos a sequéncia (10, 8, 6,4, 2, ..).
Observacoes:

1. Nesse exemplo foi utilizada uma maneira di-
ferente de expressar uma sequéncia, conhe-
cida como férmula de recorréncia. Note que
a férmula de recorréncia, nesse exemplo, é
formada por duas regras: a primeira identifica
o primeiro termo da sequéncia e a segunda
permite calcular cada termo com base no
termo anterior.

2. Qutra maneira de determinar uma sequéncia
€ caracterizando-a por meio de uma proprie-
dade de seus termos. Considere o exemplo
a seguir.

Vamos obter uma sequéncia conforme a se-
guinte propriedade: sequéncia crescente formada
por nimeros naturais que sao primos.

» A propriedade dada indica que os termos se-
rao nimeros primaos, isto &, nimeros naturais
que apresentam apenas dois divisores natu-
rais (o propric numero e a unidade). Vamos es-
crever 0s 10 primeiros termas dessa sequéncia:

(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, )

L Sequéncia
dos numeros
naturais
primos

Ja na época dos pitagaricos a disposicao dos
numeros de acordo com certas regularidades des-
pertava a aten¢do. Sequéncias muitas vezes intrigan-
tes levavam as pessoas a se debrugarem sobre elas,
na tentativa de desvendar enigmas e curiosidades.
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Exemplos:
1. Os ndmeros triangulares

Vamos considerar a sequéncia (1, 3, 6, 10, 15,
21, ), dita sequéncia dos nimeros triangulares devi-
do a forma geomeétrica que € possivel associar a cada
um de seus termos.

-]
o U
] o0 909
o 20 900 0900
] U 900 Q0000 000900 -
1 3 6 10 15

Essa sequéncia é formada segundo um padrao
numérico cuja férmula de recorréncia é dada por:

g,
— *
a,=a _,+tnparanEN*n=2
Respostas no Manual do Professor Resolva os exercicios

= = no caderno.
Ql.lEStOES e reflexoes

1. Explique com suas palavras como é formada a
sequéncia dos numeros triangulares.

2. Qual é o 62 termo dessa sequéncia? E o 72 termo?

2. Os numeros quadrados

Vamos considerar a sequéncia (1, 4, 9, 16, 25,
36, ..), dita sequéncia dos nimeros guadrados (sao
os numeros naturais quadrados perfeitos) devido a
forma geométrica que é possivel associar a cada um
de seus termos.

2909090909

29000 2990009

292009 290000 0Q0Q009Q

200 29000 202000 200000

0 200 29000 2929000 200000

[+ o0 200 2000 0000 200000
1 4 a 16 25 36

Ha uma curiosidade interessante relacionada
aos quadrados perfeitos e aos ndmeros impares.
Podemos obter os quadrados perfeitos por meio da
somas de nimeros impares:

1=12

143=2

1+3+5=3?

- Unidade 6 Sequéncias numeéricas

Figuras: @ DAE

1+3+5+7=4
14+3+54+7+9=5
1+345+7+9+11=6

Observacao:

Outra curiosidade ¢ a relacao entre o quadrado
de somas de numeros naturais e a soma de cubos de
numeros naturais:

‘| 2 = ‘|3

AO+22=13+2

(1 +243P= P42+ 3

I+2434+42=13+2B+3+4

(1 +2+3+445P=13+2+3P+48+5

A sequéncia de Fibonacci

VVamos considerar a sequéncia formada por nu-
meros naturais, conforme a férmula de recorréncia:
1 = ]
2 = ]

a,,=a +a

W

n e fN*

n+ 1’

» Como conhecemos os dois primeiros ter-
mos, cada termo, a partir do terceiro, € igual
a soma dos dois termos imediatamente ante-
riores. Assim, temos:

aazal+a1:l+1=2
a,=a,ta,=1+2=3
aszaj+a4=2+3=5
a6=a4+a5=3+5=8
a?:a5+a6=5+8:13

Respostas no Manual
do Professor. =
RESOIVE 05 eXercicios

Questoes e reflexoes no caderno.

1. Escreva os trés proximos ndmeros da sequéncia de
Fibonacci.

2. Pesquise sobre a contribuicdo de Fibonacci a res-
peito do sistema de numeragao decimal. Que obra
ele escreveu?




Exercicios resolvidos

1.

Considere que a_ = 4n — 1 € o termo geral de uma

sequéncia de nimeros reais, comn € N*.

a) Calcule o 32 e 0 62 termos dessa sequéncia.

b) Qual é a posicao do termo igual a 437

c) Calcule a,- 3,

d) Verifique se 1257 é termo dessa sequéncia.

a) Como os termos dessa sequéncia satisfazem a re-
lagdoa =4n — 1, temos que:
a,=4-3-1=11ea,=4-6-1=23

bla =43=4n—1=43=4n=44 .n=11

ca,—a=4-12-1—(4.5-1)=47-19=28.

d) a=1257=4n—-1=1257=4n= 1258 =

= n = 314,5. Como n nao & um numero natural,
1257 nao € um dos termos dessa sequéncia.

No guadro abaixo, considere alguns termos de uma
sequéncia numérica:

a,=9 |[a=16|a =25

a) Quais s3o os proximos quatro termos dessa se-
quéncia?

b) Escreva uma expressao correspondente ao termo
geral dessa sequéncia em funcao de um nimero
natural n diferente de zero.

a) Observe que a sequéncia é formada pelos quadra-
dos perfeitos de n, com n € [, Assim,
a,=36,a,=49,a, =64ea, = 81.

b)a, = n*(n € ¥,

Escreva a sequéncia formada pelos cinco numeros

primos maiores gue 70 e menores que 90.

A sequéncia & (71,73,79, 83, 89).

Escreva o termo geral da sequéncia formada por:

i ?‘ E’ _l_é‘ﬁ ‘Er Ep
Observe que a sequéncia pode ser reescrita como:

Td ZF 84F 4479 HEA S+

(] ¥ ' ' " ¥ =

‘!2 2) 32 42 5A 62
n+1
e 7 ave
+
Assim,a_ = sl ,n E RN¥*,
nJ

Exercicio proposto

1.

£

Resolva os exercicios no caderno.

Escreva, em seu caderno, a sucessao dada pelo termo

gerala =3 ,comn €{1,2,3,4,5}
a=3a,=63a=9%a=123=15
A partir dos termos gerais definidos nos itens abaixo,

escreva, em seu caderno, 0s quatro primeiros termos
de cada sequéncia, considerando n € N*.

ala, =2n+1 3579 ca=3-2"
(36 12;24)
b)a. =3n—1 &58M) dla =2n—1
(1;717:31)

Determine o quarto termo da sequéncia dada por
=—3+5ncomn€ N*a =17

in—1

O termo geral de uma sequéncia é dado pora_ = (%)
Encontre a posicao kdo termo a, = 0,25, k=3
Considere uma fungao f: N* — R definida por
f(x) = 4x — 11. Respostas no Manual do Professor.

a) Construa a sequéncia numérica formada pelos se-
quintes valores: f(1); f(2); f(3); f(4); f(5); ...

b) Explique como essa sequéncia & formada.

¢} Represente no plano cartesiano o gréfico dessa
fungao.

Considere uma fungdo f: N* — R definida por

f{x) = —7x + 1.Respostas no Manual do Professar.

a) Construa a sequéncia numeérica formada pelos se-
guintes valores: f(1); f(2); f(3); f(4); f(5); ...

b) Expligue como essa sequéncia é formada.

c) Represente no plano cartesiano o gréfico dessa
funcao.

Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia definida

pora,=2- 3" considerando que n € N*,
a,=5%a = 162;a =486

6a,=
5 ébtenha 3 sequéncm numérica formada pelos va-

lores de f(1); f(2); f(4); f(8); f(16); .., considerando que
fle) = logx. (0;1.2:3,4, )

. A figura a seguir representa uma sequéncia de qua-

drados construidos a partir do menor deles, cuja me-
dida do lado é 1 cm. Observe que cada quadrado,
exceto o menor, tem como medida do lado a diagonal
de outro quadrado.

1ecm

Grafico: ©0AE
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a) Escreva os seis termos da sequéncia formada pelas
medidas dos lados desses quadrados, do menor
para o maior. (1;222 2 4,4 2)

b) Construa a seguéncia correspondente as dreas
dos seis quadrados, sabendo gue o primeiro ter-
mo dessa sequéncia € a area do quadrado de lado
1em.

(1; 2 4:8; 16;32)

10. Considere um triangulo equildtero de lado medindo
L em. Ligando-se os pontos médios de seus lados,
obtém-se um novo tri-
angulo equilatero. No-
vamente, ligando-se os
pontos médios desse
dltimo triangulo, chega-
-se a outro tridngulo, e
assim sucessivamente,
como sugere a figuraao

E Figuras: ©OAE

lado.  Resposta no Manual do Professor.

Escreva a sequéncia decrescente formada pelas medi-
das dos quatro primeiros
triangulos eqguilateros
assim construidos.

11. Paraqueasfigurasaolado
formem uma sequéncia,
quantos cubos devem
ser acrescentados para
formar a proxima figura?
O décimo termo serd
formado por quantos
cubos? -
Devernos acrescentar 5 cubos L [
para formar a proxima figura.

1117

12. Elabore um problema similar ao da atividade 10, po-
rém com um quadrado, como sugere a figura abaixo.
Resposta pessoal.

13. Escreva otermo geral da sequéncia formada por 1%1?

11 ) -
I' E-, ... Resposta no Manual do Professor,

14. Escreva os quatro primeiros termos da sequéncia cujo
termo geral &: (34, 2, 1)

n+

a, =8
a 1=an-%.comnEN*

llustracao sem
A décima figura tera 50 cubos. escala; cores-
-fantasia.
Orientacoes e respostas no Manual do Professor.
- -
HISTORIA DA MATEMATICA

Vamos destacar agora um pouco sobre a
historia e o surgimento das sequéncias e séries,
assim como as contribuicoes dos matematicos
que estudaram e desenvolveram algumas pro-
priedades e aplicacdes de sequéncias.

Zenao de Eléa (490-425 a.C) escreveu um
livio com 40 paradoxos relativos ao continuo e
ao infinito. Pelo menos quatro dos paradoxos
influenciaram o desenvolvimento da Matemati-
ca para explicar os fendmenos relevantes. Infe-
lizmente, o livro ndo sobreviveu até os tempos
modernos, assim conhecemos estes paradoxos
a partir de outras fontes. Os paradoxos de Zenao

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

sobre o movimento desconcertaram matema-
ticos por séculos. No final, eles reduzem a soma
de um numero infinito de termos positivos a um
numero finito, o qual é a esséncia da convergén-
cia de uma série infinita de nimeros. Varios ma-
tematicos contribuiram para o entendimento das
propriedades de sequéncias e séries.

Zendo nao foi o Unico matematico da An-
tiguidade a trabalhar com sequéncias. Diversos
matemdticos da Grecia antiga usaram seu meéto-
do de exaustao (um argumento sequencial) para
medir areas de figuras e regides. Usando sua téc-
nica refinada de raciocinio, chamada de "método’,




Arguimedes (287-212 a.C) alcancou varios resulta-
dos importantes envolvendo dreas e volumes de
figuras e solidos. Na verdade, ele construiu diversos
exemplos e tentou explicar como somas infinitas
poderiam ter resultados finitos. Entre seus resulta-
dos, consta que a drea sob um arco parabdlico é
sempre dois tercos da base vezes a altura. Seu tra-
balho nao foi tao completo ou rigoroso como o da-
gueles matematicos que vieram depois e desenvol-
veram sequéncias e séries, como Newton e Leibniz,
mas foi tao impressionante quanto. Embora Arqui-
medes tenha sido obstruido pela falta de precisao
e notacao eficiente, foi capaz de descobrir muitos
dos elementos da analise moderna de sequéncias
e séries.

O proximo contribuinte importante para esta
area da Matematica foi Fibonacci (1170-1240).

No limiar do século XIII, despontou a figura de
Leonardo Fibonacci (“Leonardo filho de Bonaccio”,
c. 1175-1250), o matematico mais talentoso da
Idade Média. Também conhecido como Leonardo
de Pisa (ou Leonardo Pisano), Leonardo nasceu
em Pisa, centro comercial importante, onde seu
pai era ligado aos negdcios mercantis.

Muitas das grandes cidades comerciais italia-
nas daqueles tempos mantinham entrepostos em
varias partes do mundo mediterraneo. Esse foi o
caminho que levou Leonardo a receber parte de
sua educacdo em Bejaia, norte da Africa, onde seu
pai fora desempenhar uma funcao alfandegaria.

As atividades do pai logo despertaram no
garoto um interesse pela aritmética, que se ca-
nalizou, posteriormente, para extensas viagens
ao Egito, a Sicilia, a Grécia e a Siria, onde pode
entrar em contato direto com os procedimentos
matematicos orientais e 4rabes. Inteiramente
convencido da superioridade pratica dos mé-
todos indo-arabicos de cdlculo, Fibonacci, em
1202, logo depois de retornar a sua terra natal,
publicou sua famosa obra intitulada Liber abaci.

Conhecemos esse trabalho através de uma
segunda versdo surgida em 1228. O trabalho
se ocupa de aritmética e algebra elementares
e, embora seja em esséncia uma pesquisa in-
dependente, mostra a influéncia das algebras

rafang Bj
s cular S ancy,
otV ey
CD

de al-Khwiarizmi

e Abt Kamil. O

livro ilustra com
profusio e defen-

de com energia a
notacio indo-ara-
bica, muito se deven-
do a ele pela introducao

Leonardo Fibonacci
(M707-12407).

desses numerais na Europa.

EVES, Howard. Introducdo a histdria da matemdtica. 2. ed.

Campinas: Ed. da Unicamp, 1997

p-292-293.

Leonardo Fibonacci descobriu uma se-

guéncia de inteiros na qual cada nimero é igual

a soma dos dois antecessores (1,1,2,3,5,8,..), in-

troduzindo-a em termos de modelagem de uma

populacao reprodutiva de coelhos. Essa sequén-

cia tem muitas propriedades curiosas e interes-

santes, e continua sendo aplicada em varias reas
da Matemadtica moderna e da ciéncia.

Durante o mesmo periodo, astrénomos chi-
neses desenvolveram técnicas numéricas para
analisar resultados experimentais. Nos séculos Xl
e XIV, matematicos chineses usaram a ideia de di-
ferencas finitas para analisar tendéncias em seus
dados. Hoje, métodos como os deles sao usados
para entender o comportamento a longo prazo
e 0s limites de sequéncias infinitas. Esse trabalho
inicial na Asia levou a mais investigacao e anlise
de vdrias progressoes e séries, mas teve pouca in-
fluéncia sobre os matematicos europeus.

Fontes: EVES, Howard. Introdugdo @ histéria da matemdtica. 2. ed.

Campinas: Ed. da Unicamp, 1997. p. 292-293; <www.mat.ufmg.br/
calculoll/h1sese html>. Acesso em: 5 fev. 2016,

'QUEST(-)ES Resolva os exercicios no caderno.
De acordo com o texto, responda:

1. Quais foram os matematicos citados no texto
que estudaram e desenvolveram algumas pro-
priedades e aplicacoes de sequéncias?

2. Qual descoberta de Leonardo Fibonacdi ainda
é utilizada nos dias atuais?

3. Quais foram os outros povos que nos séculos
Xlll e XIV desenvalveram técnicas numéricas?
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CAPITULO

18

O quadro abaixo mostra o planejamento
feito para o faturamento de uma pequena em-
presa nos seis primeiros meses do ano. Nesse
planejamento, de um més para o seguinte,
considerou-se sempre um mesmao aumento no
planejamento.

Janeiro RE 144000
Fevereiro R$ 1520,00
Marco R$ 1600,00
Abril R% 1680,00
Maio RE 1760,00
Junho R% 1840,00
Resolva os
- exercicios
9?"? Respostas no Manual do Professor
4

Considerando que a previsao de crescimen-
to do faturamento se mantenha ao longo
dos proximos seis meses, responda:

Qual é o valor previsto para o faturamento
no més de julho? E no més de agosto?

&

Nessa previsao de faturamento € possivel
observar que a sequéncia formada pelos nu-
meros correspondentes tem uma regularidade:
cada termo a partir do segundo é o anterior
acrescido de uma constante. Esse tipo de se-
quéncia é definido como progressao aritmética.

=\
Progressao aritmética é toda sequéncia
numérica na qual cada termo, a partir do se-
'gundo, é igual ao termo anterior adicionado
auma constante. Essa constante é chamada
de razdo da progressao.

Uma progressao aritmética também pode
der conceituada da seguinte maneira: sequén-
cia numeérica na qual a diferenca entre cada ter-
mo - a partir do segundo - e o termo anterior

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

} PROGRESSAO ARITMETICA

€ constante. Representamos a constante pela
letra r (razao da progressao aritmética)
r=a,—a =a,—a,=a —a~=

L e W
n n—1

Sao exemplos de progressoes
aritméticas (PA.):

» (10,15, 20,25, 30, 35,40,45, ..)

E uma progressao aritmética infinita de ra-
zao r = 5. Temos aqui um exemplo de progres-
sdo aritmética crescente.

7V2,4V2,V2, —2V2, —5V2, —8V2)

E uma progressao aritmética finita de ra-
zdor=—3V2.Temos aqui um exemplo de pro-
gressao aritmética decrescente.

» (7,7,7,7.7,.)

E uma progressao aritmética infinita de ra-
zao r = 0. Temos aqui um exemplo de progres-
sao aritmeética constante.

» (01,23,4,56,.)

A sequéncia formada pelos nimeros na-
turais € um exemplo de progressao aritmética
derazdoiguala 1.

fpm{iStockph oto.com




Respostas no Manual do Professor.
Questoes e reflexoes

1. Apilhadelatas ilustrada na pagina anterior
foi construida com base em um padrio
numérico na quantidade de latas. Qual é
esse padrao?

2. Asequéncia formada pelos nimeros natu-
rais pares € uma PA.? E a sequéncia formada
pelos nimeros naturais impares?

/

De modo geral, representamos uma pro-

gressao aritmética por:

(@8,08,8,,0, Bupa,w)

Observagoes:
1. De acordo com a razao r, podemaos

classificar as progressées aritmeéticas da seguin-

te maneira:

P Se r = 0, a progressao aritmética é

crescente.

P Se r << 0, a progressao aritmética é de-
crescente.
P Se r = 0, a progressao aritmética é

constante.

2. Quando consideramaos trés termos con-
secutivos em progressao aritmética, o termo do
meio é a média aritmética dos outros dois. Essa é
uma propriedade que pode ser obtida por meio
da definicao de PA. Considere, por exemplo, a

progressao aritmeética (.., a, b, ¢, ..).

» Como um termo menos o seu antece-

dente resulta na razac da sequéncia,

femaos:
b—a=c=b
2b=a+c=:»b=i2tc—

Termo geral de uma
progressdo aritmeética

Numa progressao aritmética, quando co-
nhecemos o primeiro termo e a razao, podemos
obter o segundo termo. A partir do sequndo, adi-
cionando a razao, chegamos ao terceiro termo.
Tendo o terceiro e acrescentando a razao, obte-
mMos 0 quarto termo, e assim sucessivamente. Esse
procedimento permite chegar em qualquer ter-
mo que desejarmos, porém é muito trabalhoso.
Ha uma relagao matematica que permite calcular
qualquer termo de uma progressao aritmética co-
nhecendo-se apenas o primeiro termo e a razao.
Essa relacao é chamada formula do termo geral
da PA.Varmos obté-la da sequinte maneira:

a,=a,+r

B =P, =g, hE g

d,=a, Fr=g Farhr=a 3

o =gk r =g Rartr=a 4

s W o s A ol St B g

Observando que o coeficiente da razdo, nos
casos particulares acima, € uma unidade inferior
ao indice do termo considerado, podemos dizer
que, de mado geral:

2

Nessa relacao, temos:
» a, — termo geral
P a — primeiro termo

P N — numero de termos (ou ordem do
termo)

P r — razao da progressao aritmética

Exemplos:

1. Vamos obter o 1002 termo da progres-

sao aritmética (—7, —3,1,5,9, ..).

P Temos o primeiro termoiguala —7 eara-
zao da PA. igual a 4. Assim, substituindo n
por 100 na férmula do termo geral, vem:
0 = 4, T 99r

100

a. = 7+99-4=:~am:389

oo
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2. Vamos determinar o nlmero de termos da
progressao aritmeética (25, 30, 35, 40, 45, .., 285).

» Como conhecemos o primeiro termo, a razao
e o Ultimo termo, utilizamos a férmula do ter-
mo geral para obter a quantidade de termos:
a=a+Mn-=1)-r
285=25+(n—1)-5
285=25+5n—5
265=5n=n=>53
Portanto, sao 53 termos nessa sequéncia.

Observacao:

Mencionamos anteriormente a propriedade
de que, quando temos trés termos consecutivos em
progressao aritmetica, o termo do meio é a média
aritmética dos outros dois termos. Além dessa pro-
priedade, temos a seguinte;

b A soma de dois termos equidistantes dos ex-
tremos € igual 4 soma dos termos extremos.

Essa propriedade pode ser assim justificada:

Considere a progressao aritmética finita de n
termos, em que os termos a_ e a, sejam eq uidistantes
dos extremos,ouseja, p—1=n—q

0,838, By By o B

n—2' an—1'an)
Utilizando a férmula do termo geral, vamos ex-
pressara_ ea
apza]+(p—1]-r
a,=a,+@—1-r
Adicionando membro a membro essas igual-
dades, vem:
a ta =a +(p="T-r+g =lg= 17
ap+aq=a1+al+[(p—1)+(q—1)]-r
ap+aq=a1+al+[p—1+q—1]-r
3

p—1=n—q
ap+aq:al+al+[n—q+q—1]-r

a,ta,=a +a+Mh—-1)-r
ap+aq:al+an
Exemplo:

A soma de trés nimeros reais € 24, e o produto
deles & 440. Vamos determinar esses numeros.

b Existe um artificio interessante para representar
trés ndmeros desconhecidos em progressao
aritmética: (x — r, %, x + r). Assim, conforme as
informacoes, temos:

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

Soma dos trés nimeros:
X—r+x+x+r=24

3x =24

x=28

Produto dos trés numeros:
(8—r-8-(8+r1 =440

64 —r2 =155

=3-(5811)
=—-3—-(11,8,5)

Portanto, os numerossao 5,8e 11.

—

r=9—

.

Funcoes e progressdo aritmética

Ha uma relacao direta entre uma progressao arit-
mética e uma funcao afim. Para observar melhor essa
relacao, vamos considerar, por exemplo, a progressao
aritmeética (=5, —2,1,4,7,10, ..). Essa sequéncia & uma
funcéo f de dominio N*, formado pelos indices que
indicam a ordem de seus termos, cama ilustrado no
diagrama a seguir.

g
p—

Representando essa funcao no plano cartesiano,
temos um conjunto formado por pontos:

i
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Note que, embora os pontos estejam alinhados,
o gréfico ndo é uma reta, mas um conjunto de pon-
tos alinhados. Isso se deve ao fato de o dominio ser
formado por valores de x que pertencem aos naturais
diferentes de zero. Utilizando a férmula do termo ge-
ral da progressao aritmética, podemaos obter o termo
de ordem n em funcao de n, cuja funcao € uma fun-
cao afim com dominio em N¥, isto é:

(—5,—2,1,4,7,10,.)
a-=a -+ ="T1)-r

a=-5+n—1)-3

a,=3n—8=a =fn)=3n—8 Funcdo
afim com
dominio
em & N¥,

Observacao:

A taxa de crescimento da funcao afim, com do-
minio em N*, representa a razdo da progressao arit-
mética. Assim, guando em algum fenémeno se diz
que o crescimento é em progressao aritmética, sig-
nifica que esse crescimento é linear (gréfico formado
por pontos alinhados).

Exemplo:

Vamos considerar a funcao afim definida no con-
junto dos reais por f(x) = — 4x + 5 e obter a sequéncia
formada por:

(f(1), f(2), f(3), f(4), ..)

P Substituindo x na lei de formacao da funcao
por valores em N*, temos:

fl)=—4-1+5=1

fQ)=—4-2+5= -3
f3)=—4-3+5=-7
fl4) = —4-4+5=—11

Asequénciaobtidaé (1, —3, —7, —11, ..),0u seja,
uma progressao aritmética de razao 4.

Interpolacdo aritmética

Numa progressdo aritmeética finita (a,, a, a,, .. a ),
0s termos a, e a_sao chamados termos extremos, en-
guanto todos os demais sdo chamados meios. Uma si-

tuagao interessante associada a progressao aritmética

¢ aquela em que fornecemos os dois termos extremos
da seguéncia e desejamos inserir meios entre eles, de
modo a obter uma progressao aritmeética. Temos ai
um problema de interpolacao aritmética.

Exemplo:

Vamos inserir oito meios aritméticos entre —2
e 133. Para isso, devemos obter a razao da progressao
aritmética formada por dez termos:

¥ Pela férmula do termo geral, temos:
a,=a+Mn—=1)-r
a8,=a, +0r
133=—2+09r
135=9=r=15
Assim, a progressao aritmética é (—2, 13, 28, 43,
58,73,88, 103,118, 133).
Exemplo:

Vamos considerar que entre duas circunferén-
cias concéntricas de diametros 1 cm e 13 cm vocé
tenha de desenhar cinco outras circunferéncias, de
tal forma que os didmetros dessas circunferéncias
formem uma progressao aritmética, como sugere o
desenho abaixo.

Adllsan Secco

13 cm
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Respostas no Mar | do Professor =
espostas no Manual do Professo REsoiua 0k BAETEIEIne

no caderno.

N

Questoes e reflexdes

1. Seosdiametros estiverem em progressao aritme-
tica, qual serd a razdo dessa sequéncia?

2. Quais sao as medidas dos didmetros?

Juro simples

Nadin3d/Shutterstock.com

Vocé ja ouviu falar em juros simples?

Considere, por exemplo, a seguinte situacao:
Marta emprestou a quantia de R$ 2500,00 de uma
amiga. Foi combinado que ndo haveria pressa em
quitar a divida, mas a cada més sem pagamento se-
riam cobrados juros de 2% sobre a quantia empres-
tada. Supondo que Marta nao pague essa divida ao

longo de 6 meses, vamos elaborar uma tabela indi-
cando més a més sua divida total.

» Como 2% de R$ 2500,00 é igual a R$ 50,00,

temos:
12 50,00 2550,00
20 50,00 260000
30 50,00 2650,00
42 50,00 2700,00
50 50,00 2750,00
68 50,00 2800,00

Note que a divida aumenta em progressao arit-
mética de razaec 50. Quando os juros sao cobrados na
modalidade juros simples, o célculo & feito somente
sobre o capital inicial (no nosso exemplo, o dinheiro
emprestado).

Veremos no proximo volume desta colecao que,
além desse tipo de modalidade, existe também a de
juros compostos.

EXPLORANDO Orienta¢des e respostas no Manual do Professor

O grafico de colunas a seguir foi elaborado em uma planilha eletrdnica com os dados correspondentes &

situacdo apresentada anteriormente.

1. Considere a mesma divida de R$ 2500,00 ao longo
de 6 meses, mas a juros simples de 1,5% ao més.
Elabore uma tabela e também um gréfico de colunas
(utilizando uma planilha eletrénica) com os valores,
més a més, dessa divida, considerando que ndo houve
pagamentos.

2. Agorg, elabore uma tabela, mas calculando a divida
més a més da seguinte maneira: a divida de um més
corresponde a divida do més anterior com o acrésci-
mo de 1,5% sobre o saldo devedor.

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

Divida a juros simples

1°més | 22més | 3més | 4°més | Bmés | 62mds  Meses

Valores em reais
4

28501
28001
2750
2700
2650
26001
25501
25001
24501

2400+

Grafico: @ DAE




Exercicios resolvidos

1.

Considere uma PA. em gque o primeiro termo é —4ea
razao é 3.

a) Caleule o valor do 122 termo dessa PA.

b) O narmero 83 ocupa qual posicao nessa PA?

a) Com a, = —4er=3,temos que:
a=a:+h—1r=a;=—4+{12-1)-3=
=—4+33=29

Portanto, o 122 termo dessa PA. & 29,

b) Sendo a_= 83, temos que:
a=a,+hh-—1)r=8=—4+nh-1:3=
=83=—4+3n—3=90=3n=>n=30
Portanto, 83 é o 30® termo dessa PA.

Em uma PA, o sétimotermo é -21, e o décimo guarto

termo € —42. Determine o primeiro termo dessa PA.

Sendo a,, a,, a, .. essa PA, temos que:

a,=a +(14=7)-r=>—R2=-21+7-r.r=-3

Conhecendo a razac e mais um termo, consegui-

mos calculara

a,=a +6-r=-21=a +’c’=<{—3}:.a1 =—3

Quantos nimeros multiplos de 6 existern entre 71 e 2007

Temos que encontrar o primeiro e o Gltimo muiltiplo
de 6 entre 71 e 200. Observe que 60 € multiplo de 6
e, assim, 66 e 72 também sao multiplos de 6. Temos
também que 180 é multiplo de 6 (180 = 60 - 3) e,

assim, 186, 192 e 198 também sao multiplos de 6.
Logo, temos a PA. de razao 6: (72, 78, ... 192, 198).
Sendoa, =72, r=6ea_ = 198 temos que:
an=a1:—{n— N'r=2198=724+MN—-1)"'6=
=198=72+6n—6 = 132=6n=n=22

Portanto, existem 22 multiplos de 6 entre 71 e 200.

Interpole 7 meios aritméticos entre —27 e 61 e escreva
©s5a sequéncia.

Essa PA. tem nove termos, sendo a, = —27 ea, = 61.
Assim:
3,=a,+(9—-1) r=61=-27+8r=r=11

Logo, a sequéncia é (—27, —16, —5, 6, 17, 28, 39,
50, 61).

. Observe esta sequéncia: (—14, —9, —4, 1,6, 11,16, ...

a) Escreva a lei de formagao de uma funcdo afim f(n),
com n € N¥ para a sequéncia dada.

b) Qual é a taxa de crescimento da funcao 7

a) Temos que a, =—l4er= 5. Assim:
an=al+(n—1}Ar::-an=—14+{n—1}‘5:>
=a =5n—19
Logo, a lei de formacao da funcao é f(n) = 5n — 19,
n & f¥*,

b) A taxa de crescimento da funcdo é de 5 unidades.

Exercicios propostos

i

Resolva os exercicios no caderno.

Obtenha os cinco primeiros termos de uma PA,, dados:
a)a,=6r=2 (246810
b)a =6r=—1 (65432

¢l a. =15,r=-—3 (27,2421;18 15)

Determine a razao de cada uma das progressoes arit-
meéticas; em sequida, classifique-as como crescente,
decrescente ou constante.

a) (3;6;,912;15; ). r=3, Crescente
b) (—100; —90; —80; —70;..) r= 10, Crescente
c) (24;20;16;12;8;..) r= —4 Decrescente

d) (gx+ 3Ix+6,x+9x+12.) =3 Crescente

123 5) :
e e
AR 4 I P rescente

f) (V2 V2 VZ V2 ) r =0, Constante

e)

Determine o valor de a para que (23, 3a — 1,5a + 1)
seja uma PA. decrescente. a = —3

11 g
Qual é a razao da PA. (6. BL 5 5 4, ]? Esta PA.é
crescente ou decrescente? 1= —~—I-—_ A PA. édecrescente.

2
. Os poligonos a seguir estao dispostos de forma a evi-

denciar a progressao aritmética do nimero de lados.
Quantos lados terd o préximo poligono? 15 lados.

AOOO

Ao atrasarmos o pagamento de impostos, a multa é
cobrada em relacdo ao nimero de dias atrasados. Sobre
certo imposto incide multa de 12 reais no primeiro diae,
nos dias subsequentes, o valor cobrado no dia anterior
acrescido de 5 reais. Assim, no primeiro dia a multa é
de 12 reais; no segundo dia, 17 reais; e no terceiro dia,

22 reais. De quanto serd a multa no décimo dia?
57 reais.

Figura: © DAE
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7. Elabore: Respostas pessoais.
a) uma sequéncia numerica que nao seja progressao
aritmética.
b

uma sequéncia numérica que seja uma progres-
sao aritmética crescente formada por cinco ter-
mes, de tal maneira que a soma dos termos seja
igual a zero.

¢} um problema gue relacione progressao aritmeética
com medidas dos angulos internos de um poligo-
no CoNvexo.

8. Considere que uma sequéncia numérica tem o termo
geral dado pora, =(n+ 1)’ — (n — 1), paratodon €
M* Responda:

a) Essasequéncia & uma progressao aritmética? Sim.

b) Qual é o maior nlimero com dois algarismos que &
um termo dessa sequéncia? 94

¢} Todos os mltiplos naturais de 2 sao termos dessa
sequéncia? MNao.

d) Essa sequéncia admite 988 como um de seus ter-
mos? Sim.

9. Escrevaosdez primeiros termos de uma PA. cujo termo
geraléa =13 —3neneEN"

gmwu-J—s—a —11: =14: =17)
eotermo geraldeumaPA.éa, = 2n + ,comn =1,

qual é 0 15% termo? a, = 31

11. Considere a PA. (100, 93, 86,..). Qual é a posicdo do
termo de valor 237 12

10.

12. SeemumaPA derazaor =80 17%termoé 79, calcule

o primeiro termo dessa progressao.
= —49

13. Numa PA,a, +a, = 54.Calculea, a, = 27

14. Determine o nimero de termos daPA. (4, 7,10;..; 136).
45
15. Na PA.de razéor = —7, com a, = 100, o termo 37

ocupa qual posicao? 10

16. Em uma PA, temos a, = 42 e 3, = 33. Determine a
raziodessaPA.ea,.r=—3ea = 57

17. Dos numeros compreendidos entre 100 e 1000, quan-
tos sao mltiplos de 67 150

18.

19.

20.

21.

22,

23.
24,

25,

26.

Ermn uma PA.com 18 termos, o primeiro € —20e o dltimo
€48 Determine o décimo termo. a, = 16

Em um retangulo de perimetro igual a 14 cm, as me-
didas dos lados e da diagonal formam, nessa ordem,
uma progressao aritmética.

a) Determine a medida dos lados e da diagonal des-
se retdngulo, Lados: 3 cm e 4 cm. Diagonal: 5 em.
b) Obtenha a razdo dessa progressao aritmética.
I em
Um estacionamento cobra, para veiculos de passeio,
R¥ 4,50 pela primeira hora. A partir da segunda hora,
cujo valor & R$ 3,50, até a oitava hora, cujo valor é
R$ 1,10, os precos caem em progressao aritmetica.
Quanto pagara uma pessoa que deixar seu carro es-
tacionado por um periodo de 6 horas? RS 18,00

Em um desfile comemorative de Sete de setembre foi
organizado um grupo de motogueiros, dispostos em 6
filas, de modo a formar um tridngulo. Na primeira fila
havia apenas uma moto, na segunda fila duas motos, e
assim por diante, constituindo uma progressao aritme-
tica. Qual é o nimero total de motos que participaram
do desfile? 21 motos.

Um atleta corre 20 km na primeira hora de prova. Nas
demais horas, seu ritmo segue em progressao aritme-
tica de razao —4 km. Nesse ritmo, em quantas horas
ele completard os 56 km da prova? 4 horas.

Interpole sete meios aritméticos entre 1 e 25,
r=3=(1;4; 7, 10; 13; 16; 19; 22, 24)

Os lados de um triangulo retangulo tém suas medidas
(em cm) e progressao aritmética de razdo r = 3,

conforme a figura a seguir.

a) Determine o va- |~
lordex. 12¢em ~

x=r S~

b) Obtenha as me-
didas dos lados T
desse tridngulo. 0!

9cm, 12eme 15¢m X
Elabore um problema que relacione uma fungao afim
com progressao aritmética. Resposta pessoal

Elabore um problema que relacione juros simples com
progressao aritmética. Resposta pessoal.

os numeros de 1 a 100. Quase que imediatamente

Soma dos termos

Leia o texto a seguir.

Carl foi uma das mais notaveis criancas prodi-
gio, dessas que aparecem de raro em raro. Diz-se
que com a idade de trés anos detectou um erro
aritmeético no borrador de seu pai. Ha uma histéria
segundo a qual o professor de Carl na escola publica,
quando ele tinha dez anos de idade, teria passado

a classe, para manté-la ocupada, a tarefa de somar

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

Carl colocou sua lousa sobre a escrivaninha do
irritado professor. Quando as lousas foram final-
mente viradas, o professor surpreso verificou que
Carl tinha sido o tinico a acertar a resposta correta,
5050, mas sem fazé-la acompanhar de nenhum
calculo. Carl havia mentalmente calculado a soma
da progressao aritmétical +2 +3 + ... + 98 +
+ 99 + 100, observando que 100 + 1 = 101,99 +
+ 2 =101, 98 + 3 = 101, e assim por diante, com



os cinquenta pares possiveis dessa maneira, sendo
a soma portanto 50 + 101 = 5050. Mais tarde,
quando adulto, Gauss
costumava jactar-se de
ter aprendido a contar
antes de aprender a falar.

Carl Friedrich
Gauss (1777-1855)

Eves, Howard. Introducdo & historia da Matemdtica. Tradugao:
Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004. p. 519.

Carl, notexto, € o primeiro nome de Carl Friedrich
Gauss, personagem marcante pelas contribuigoes
dadas a Matematica e a Fisica. O procedimento ufi-
lizado por Carl, conforme o texto, para o calculo da
soma dos numeros naturais de 1 a 100 pode ser utili-
zado para explicar como obter a soma dos termos de
qualquer progressao aritmética, pois representa uma
propriedade vista anteriormente:
9

Em qualquer progressao aritmética finita, os
termos equidistantes dos extremos tém a mesma
soma que a dos termos extremos.

Utilizando essa propriedade, vamos agora con-
siderar a soma dos n primeiros termos de uma pro-
gressao aritmética finita e obter uma férmula para o
calculo dessa soma:

b Escrevemos a soma dos n termos de duas

maneiras diferentes:

S=ata tat.ta . ta . ta

Sn =a+a _,+a _,+.+a+a+a (I
P Adicionando membroa membro (I) e (Il), vem:

2' 5n = l"‘31_'_ an}+ {az + an—1) + (83 + an—z) +

+.+ {an—2 sz 33) + E’a'n—1 + az} + {an+ a1)

b Considerando que as adigOes entre parénteses

tm a mesma soma dos extremos, escrevemos:
2:5 =(,+a)+(@+a)+@+a)t.+
+(@,+a)+(@+a)+@+a)

n pares a direita da igualdade,

2¢5 =fa+aj)-n
a,+a

Sn = (_l_ﬂ.) “n

2

The Pushkin State Museum
of Fine Arts, Moscou

A soma dos n primeiros termos de uma
progressao aritmética finita pode ser calculada

a, +ﬂﬂ

pela relacao: S, = —>5 |"mnemquenéo

nuamero de termos, a, € o primeiro termo, ea_é o
ultimo termo dessa sequéncia.

Exemplos:

1. Vamos calcular a soma dos 100 primeiros nd-
meros naturais impares.

¥ A sequéncia é formada pelos sequintes niime-
ros: (1, 3, 5, .., a,,). Assim, precisamos calcular
inicialmente o centésimo termo:

a=a-+Mnh—1)-r
3= a9
3y =1+99-2=a,,=199

¥ Substituindo na férmula da soma:

S :['at+an]‘
n
_ fa; Fa) .
Sn—[%] 100
1+ 199
m:[f]-mo:;sm:mooo

2. Considere que a soma dos n termos
de uma progressac aritmética seja dada por
S, = n’ + 4n. Vamos obter, de duas maneiras diferen-
tes, 0 102 termo dessa sequéncdia.

¥ Primeiro modo: calculamos o primeiro termo, a
razao e, depois, 0 102 termo:

n=1-5S5=17+4-1

a|:5
N=2:3%= 2442
a|+a2:12

5+a2=12=>a2=7
r=a,—a,=l—50=2
am:a1+9r
am:5+9+2:>am:23

¥ Segundo modo: o 102 termo é igual a soma
dos 10 primeiros termos menos a soma dos 9
primeiros termos:
3= 50— 5
a,=(10>+4-10)—(9*+4-9)
2,=140—117=a,,=23
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Exercicios resolvidos

1.

Calcule a soma dos termos da PA. (—23; —19; .; 121).

Sendo r a razao da PA., temos que:
—23+r=—19=r=4
Sendoa_ = 121, temos que:
a=a+h-1)r=121=-23+n—-1)-4=
=4n=148=n=37

Logo,

@, +an —23+
e T Cal g =( 23 121}37_:1813
n 2 37 2
Portanto, a soma dos termos da PA. (—23;

€1813.

—19:_.;121)

Determine a soma dos multiplos de 3 que estao entre
1000 e 2000.

Por inspecao, verificamos que o primeiro e o tltimo
multiplo de 3 no intervalo considerado sao, respec-
tivamente, 1002 e 1998.

Assim, a PA. € (1002; 1005; ..;

Sendoa =

1998)

1998, temos que:

a=a+m—1 r=198=1002+(n—1)-3
=3n==999=n=333

Logo,

g = latajn 5, = (1002 + 1998)333 _
n 2 2

= S,,,=499500

Portanto, a soma dos muiltiplos de 3 que estao entre
1000 e 2000 € 499500.

Exercicios propostos

1.

Resolva os exercicios no caderno.

Qual é o nimero de termos que deve tera PA (—12;
—9; —6; —3; ..) para que a soma de todos os termos
seja igual a zero? 9 termos.

ConsidereaPA. (4,9, 14, 19,..). Calcule a soma dos trinta
primeiros termaos. 2255

A soma dos 30 primeiros termos de uma PA. é igual a

1{4%@ eﬁa = 26 Obtenha essa sequéncia.
Em uma PA a soma dos termos é igual a 480; a razao,

r = 2; e 0 primeiro termo & 5. Determine a . a =43

O perimetro de um tridngulo retangulo é igual a 24 cm.
As medidas dos lados desse tridngulo estdo em PA. Se
a hipotenusa mede 10 cm, quais sao as medidas dos
catetos? 6 cme 8cm

Considere a soma de todos os nimeros impares
positivos formados por dois algarismos. Se dessa
soma subtrairmos a soma de todos os ndmeros pares
positivos também formados por dois algarismos, que
resultado obteremos? 45

Aletragrega 2 (18-se: sigma) & usada para indicar 0 so-

matério de uma sequéncia. A expressao?:'. Jirepresenta
o somatdrio dos termos de uma sequéncia, 0s quais s30
abtides multiplicando 3 por i, comivariandode 1 até 10.

a) Escreva os termos dessa sequénma
3,6,9, 12,15, 18, 21, 24, 77, 30)
b) Qual seré o resultado obtide ao somarmaos todos

os termos dessa sequéncia? 165

As medidas, em graus, dos angulos internos de um
triangulo formam uma progressao aritmética. Se o
menor desses angulos mede 407, qual devera ser a
medida dos outros dois &ngulos? 602 80°

Distribuindo-se bolinhas conforme mostra a figura
a seguir, formamos uma sequéncia, de modo que

em cada termo sao acrescentadas duas bolinhas. Ao
chegarmos ao 132 termo, qual serd o total de bolinhas
utilizadas em toda a sequéncia? 416 bolinhas.

Q00000000000000000000 — 12termo

0000000000000000000000 —=2termo

10.

1tk

12.

Vdrias agendas, com 2,5 cm de espessura cada uma,
serao empilhadas sobre uma prateleira, dispostas
da seguinte forma: na primeira pilha seré colocada
uma agenda e, nas seguintes, acrescenta-se uma
agenda a cada nova pilha. Qual devera ser a altu-
ra, em centimetros, da soma das nove primeiras
pilhas? 1125em

Adilson Secco

Caleule o valor de k na equagao a seguir, considerando
gue o primeiro membro € uma PA.

2Z7+21+ 15+ .+ k=—600.k=—

Elabore dois problemas relacionados a progressao aritmé-

tica, conforme sugestdo a seguir. Respostas pessoas.

a) Primeiro problema: relacionando as medidas
dos angulos internos de um guadrilatero com
uma progressao aritmeética.

b} Segundo problema: observando uma situacao em
gue a soma dos 9 primeiros termos de uma pro-
gressao aritmética seja igual a zero.
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PROGRESSAO GEOMETRICA

No capitulo anterior, apresentamos uma
situacdo em que Marta fez um empréstimo de
R% 2500,00, na modalidade juros simples. E se
fossem cobrados dela juros sobre juros, isto &,
juros compostos?

Vamos retomar a tabela em que o célculo foi
feito, considerando sempre juros fixos de R$ 50,00,
para depois considerarmos juros Compostos.

1@ 50,00 2550,00
x 50,00 2600,00
3e 50,00 2650,00
42 50,00 2700,00
52 50,00 2750,00
62 50,00 2800,00

Considerando que queremos agora calcular
0s juros sempre sobre o saldo devedor, més a més,
vamos calcular o juro de 2%, isto é:

» 1emés: 2500 + 0,02 - 2500 =
= 2500 + 50 = 2550

b 22 més: 2550 + 0,02 - 2550 =
= 2550 + 51 = 2601

b 32més: 2601 + 0,02 - 2601 =
= 2601 + 52,02 = 2653,02

b 42 més: 2653,02 + 0,02 - 2653,02 =
= 2653,02 + 53,06 = 2706,08

b 52 més: 2 706,08 + 0,02 - 2 706,08 =
= 2706,08 + 54,12 = 2760,20

b 62 més: 2760,20 + 0,02 - 2760,20 =
= 2760,20 + 55,20 = 2815,40

Organizando essas informagées em uma
tabela, temos:

la 50,00 2550,00
P 51,00 2601,00
3 52,02 2653,02
48 53,06 2706,08
5e 54,12 2760,20
6@ 55,20 281540

Observando as duas tabelas anteriores, po-
demaos dizer que a divida cresce em progressao
aritmética quando a modalidade é juros simples.

E na modalidade juros compostos, como é
o crescimento?

- - Respostas no Manual
Questoes e reflexoes S S

Utilize uma calculadora, se necessario, e
procure discutir com os colegas as respostas
para as questdes a seqguir.

1. De guantos por cento é o aumento da
divida, més a més, na modalidade juros
compostos?

2. Dividindo o valor da divida em um més
pelo valor da divida no més imediatamente
anterior, qual é o resultado obtido?

Vg

Nosso objetivo aqui nao é o estudo de Ma-
temaética financeira, pois faremos isso no proximo
livro. Entretanto, ja & possivel diferenciar juros sim-
ples de juros compostos. Uma forma é dizerque o
saldo devedor (ou credor, conforme o caso), tam-
bém chamado montante, cresce em progressao
aritmeética quando a modalidade é juros simples.
Ja quando a modalidade é juros compostos, o sal-
do cresce em progressao geometrica.

Progressao geomeétrica Capitulo 19 -
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tenﬁ-o,'a ;ﬁrﬁr do segumio. éigualaotenna
anterior multiplicadni por uma constante.
Essa enns%tanteé chamada de razio da

Qutra maneira de conceituar uma progressao
geométrica (representada também por PG.) é a se-
guinte: sequéncia de ndmeros na qual o quociente
entre cada termo, a partir do sequndo, e o termo an-
terior & constante. Representamos a constante pela

letra g (razdo da progressao geomeétrica).

(8 e B B By o A )
q:i:i:i:m_ i

a a a

' 2 H
Exemplo:

Sao exemplos de progressac geométrica (PG.):
b (10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, ..)

E uma progressao geométrica infinita de

razao 2 (g = 2). Note que essa PG. é crescente.

(7V2,14,14V/2, 28, 28V2)

E uma progressio geométrica finita de
razao \/E(q =V2). Aqui temos uma PG. crescente.

» (8,82828,8,8,.)

E uma progressao geométrica infinita de razio
1 (g = 1). Nesse exempilo, a PG. é dita constante ou
estaciondria. Essa sequéncia é simultaneamente
uma progressac geomeétrica e uma progressao arit-
meética (r = 0).

T 1 1
’ et -
(4F 2! ]! 2! 4! 8! "‘)
E uma progressao geométrica infinita de razao
1 1 -
= (q = ;}. Nesse exemplo, a PG. é dita decrescente.

2
b (—4,8 —16,32, —64,128,.)

E uma progressao geométrica infinita de razao
—2 (g = —2). Nesse exemplo, a PG. é dita oscilante.

Observacgoes:

1. Quanto ao crescimento de uma progressao
geométrica, portanto, temos as seguintes possibili-
dades: crescente, decrescente, estacionaria (constan-
te) ou oscilante.

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

2. Quando consideramos trés termos consecu-
tivos em progressao geomeétrica, o termo do meio
é, em modulo, a média geométrica dos outros dois.
Essa € uma propriedade que pode ser obtida a partir
da definicao de PG. Considere, por exemplo, a pro-
gressao geométrica (., a, b, ¢, ...

» Como um termo dividido pelo seu anteceden-
te resulta na razao da sequéncia, temos:

L: I
a b
b’=a-c
Vbl=Va-c
d

V2 = Ixl
Ibl=Va-c

Termo geral de uma

progressao geométrica

Numa progressao geomeétrica, assim como em
progressao aritmética, quando conhecemaos o pri-
meiro termo e a razao, pedemos obter o segundo
termo. A partir do segundo, multiplicando-o pela
razao, chegamos ao terceiro termo. Tendo o tercei-
ro, multiplicando-o também pela razado, obtemaos
0 guarto termo, e assim sucessivamente. Imagine
agora que queiramos determinar o centésimo termo
da PG. (1, —3,9, —27, 81; ..). Claro que podemos ob-
ter o centésimo termo por construgdo, um a um. Po-
rém, esse processo sera muito trabalhoso. Ha uma re-
lacdo matematica que permite obter qualquer termo
da PG. conhecendo-se apenas o primeiro termo e a
razdo. Essa relacdo é chamada de férmula do termo
geral da PG. Vamos obté-la:

az = aI ’ q
;o=@ 9 -q=23-¢
=g =rg)-a=a-g

asza‘.-q:(a1.q3}.q:a]-q4

Observando que o expoente da razao, Nos casos
particulares acima, € uma unidade inferior ao indice do
termo considerado, podemos dizer que, de modo geral:



Nessa relacao, temos:

» a, — termo geral
» a — primeiro termo
b n — nlmero de termos (ou ordem do termo)

P q — razao da progressao geométrica

Exemplo:

Vamos determinar o 10° termo da progressao
geométrica (—1, 2, —4, ..).

» ComoarazaodaPG.éiguala —2,010°termo é:
3,=2-¢
a,= (=1 (-2
a,=(=1- (=512 =a, =512
Interpolacdo geométrica

Numaprogressaogeométricafinita(a, a,a,,...a),
os termos a, e a_ sao chamados termos extremos, en-
quanto todos os demais sdo chamados meios. Assim,
COMO OCOolTe COMm a progressao aritmética, também
podemos considerar uma situagao em que fornece-
mos os dois termos extremos da sequéncia e deseja-
mos inserir entre eles meios, de modo a obter uma
progressao geomeétrica. Temos ai um problema de
interpolacao geomeétrica.

Exemplo:

Vamos inserir cinco meios geométricos entre 3
e 192. Para isso, devemos obter a razdo da progressao
geomeétrica formada por sete termos:
3, - === =192
b Pela formula do termo geral, temos:

a,=a -q""
a,=a ¢
192=13-¢¢

64="-qf
q=xVe4= i::

Assim, existem duas possibilidades para a razéo
da progresséo: 2 ou —2.

Juros compostos

vinnstock/Shutterstock.com

No comeco do capitulo abordamos os juros
compostos. Na situacao apresentada, construimos a
tabela a sequir, referente aos juros de 2% cobrados so-
bre um valor de R$ 2500,00:

1@ 50,00 2550,00
22 51,00 2601,00
3e 52,02 2653,02
42 53,06 2706,08
aa 54,12 2760,20
6a 55,20 281540
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A sequéncia formada pelos montantes (Ultima Respostas no Manual do Professor.

coluna) € uma progressao geométrica de razao 1,02. Questoes e reflexoes

Note que cada termo é 102% do termo anterior, ou
seja, 2% a mais que o anterior:

Utilize uma calculadora para responder a seguinte
questao:

» Comecando com o valor R$ 2 500,00, a divida Aumentar mensalmente um valor em 2% é o mesmo

Exercicios resolvidos

1.

a, = 2500-1,02
a, = 2500-1,02 - 1,02 = 2500 - 1,02

: P 7
nos meses seguintes, com o acréscimo de 2% que aumentar qual percentual em T ano?

na modalidade de juros compostos, &

OBSERVACAO:

a, = 2500 - 1,02 - 1,02 -1,02 = 2500 - 1,02 Multiplicar um nimero por 1,02 equivale a aumentar esse

nuamero em 2%.

Numa PG, o quarto termo é —24, e o sétimo termo € —192. Determine o segundo termo dessa PG.
Sendo a, = —24 e a,= —192, podemos escrever a, como:
a,=a-q*=a=a- ¢
Assim:
= . 3 o =i . 53 3 — =
a,=a - qg=-"192=-24-g=2qg=8=q9=2
Logo:
— R _ -l = o - 2 = —
a8,=a,q ‘=3 =a, - qg=>-"24=a- -rX==a=-">6
Partanto, o segundo termo dessa PG. é igual a —6.
Considere a sequéncia (2; x; 27). Determine o valor de x para que essa sequéncia seja uma progressao geométrica.
Temos que:

27 =
X =54 x=+3V6

2 X

Assim, a progressdao geométrica pode ser

(2:3V627) de. razio 22 ou (2; —3V/5,27) de razio
3V6

2

O produto de trés termos em PG. & 1728, e a soma desses trés termos € 42. Sabendo que é uma PG. crescente, escreva os
trés termos dessa PG.

. " i X .
Sendo x o termo central e g a razao dessa progressao, podemos escrevé-la como [—, x, xq) . Assim,
q

X x-xq=1728=x*=1728 = x =12.
q
Como a soma desses termos é 42, temos que:

1 o 12+12q=42=12+ 129+ 12g°=42q =
q

:>2q‘—5q+2=ﬂ:>q=20uq=—;-[Néo

convém, pois a progressao é crescente.)
Portanto, a PG. é (6; 12; 24).
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Exercicios propostos

11.b) (100, 50, 25

1. Asequéncia (6, —12,24, —48,96, —192) é uma PG.de
seis termos. Qual é a razdo g? o =—

2. Deacordo com a sequéncia, cada guadrado tem como
medida do lado o dobro da medida do lado doquadrado

anterior, e o lado do primeiro quadrado mede 1 cm.
Respostas no Manual do Professor.

i

a) A sequéncia das medidas dos lados forma uma PG.
O que podemos dizer em relacao a sequéncia dos
perimetros dos quadrados?

b) Como podemos representar o termo geral da se-
quéncia das medidas dos lados dos quadrados?

¢} Como podemos representar o termo geral da se-
quéncia dos perimetros?

d) Escreva os oito primeiros termos de cada sequéncia.

3. Classifique cada PG. como crescente, decrescente,
constante ou oscilante e, em seguida, determine sua
razao: Respostas no Manual do Professar

a) (3,6,12,24,48, )

b) (~100,-50,-25, ..)

c) (5,-10, 20,40, 80, ..)
d) (3,3:3.3.3..]

e) (5, 15,45,135,.) 4 Hex—:,le tacaPG.éc
Sex=—,

escente.

f) (900,450,225, .) entao a PG é constante

1
4. Sex=3oux=?asequéncia(5.2x+4.6x+2]

formara uma PG. Classifique as progressoes nos dois
€asos.

5. Ostermos de uma PG. 530 x, ¥, 2, nessa ordem. Temos

X-y-z=64ex+y+z=—6 Determine os valores
dexyez g=—33(-24-8 q=———(-84,-2)

6. Verifigue se é progressao geométrica a sequéncia cujo
termo geral &

a)a =2-3 ,paran € N* Sim

10.

11.

12.

13:

14.

15.

16.

b)a =2+3 ,paran EN* Nao
c) a =3-n%paran €N* Nao

Elabore uma progressdo geométrica decrescente
em gue todos 0s seus termos sejam numeros reais
negativos. Resposta pessoal.

Invente um problema com guatro ndmeros nao intei-
ros formando uma progressao geométrica.
Resposta pessoal.
1
Em uma PG. finita, de razdo g = 5:0 primeiro termo

€ 512 Determine o /2 termo dessa PG. 2

Para que os nlimeros 2x; 6x — 4; 5x + 6 formem, nessa
ordem, uma PG, qual devera ser o valor de x7

Xx=20oux=
Escreva uma progressao geomeétrica:

i

a) de ® quUAtro termos, em que 2, =—3eq=2
12, =24)
b) de cmuco termos emguea, = 100eqg=05.

c) dequatro termos,em guea,= 10%eq= 10%
(162,107, 10, 109

Numa progressio geométrica decrescente, o 42termo

éigual a 64, e 0 termo é 2. Entao:

a) obtenha a razao dessa progressao geomeétrica. =

b) determine o primeiro termo. 512
c) calcule o sétimo termo. &

Em cada progressao geométrica a seguir, determine o
termo geral a,;:

a) (7,49 .)a =7
BYillid-.) s —4o!
9065 Ja~———
d) (V33.)e = (V3

Considere que o termo geral de uma progressao geo-
métrica seja dado pora, = —2 - 3"~ ', sendo n um
nimero natural maior que zero. Assim, responda;
a) Qual é o primeiro termo dessa sequéncia? —2

b) Qual é o valor da razdo dessa progressao geo-
metrica? 3

) Qual é o quinto termo dessa sequéncia? —162

Escreva os seis primeiros termos de uma PG, sabendo

quea, +a,=4ea +a =108 (1 ]jofﬂ__al

Ay

Assim como em progressdes arit métlcas, em progres-
s0es geométricas também existern problemas de
interpolacao. Entre 4 e 4096 devem ser inseridos 9
meios geomneétricos. Determine:

a) arazao dessa progressao geometrica. 2 ou =2

b) os termos inseridos.
8, 16,32, 64, 128,256,512, 1024, 2048 ou
—8, 16, =32, 64, —128, “5(: —512, 1024, —2048.
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Funcoes e progressdo geométrica

Ha uma relacao direta entre uma progressao
geomeétrica e uma fungdo exponencial. Para obser-
var melhor essa relacao, vamos considerar, por exem-
plo, a progressao geométrica (1, 2, 4, 8, 16, ..). Essa
sequéncia ¢ uma funcao f de dominio N* formada
pelos indices que indicam a ordem de seus termaos,
como ilustrado no diagrama a seqguir.

Representando essa funcao no plano cartesia-
no, temos um conjunto formado por pontos:

y A
s e ek
{71 E
& 1
! |
= |
: E
- ]
1a] ]
[}
| B e :
| !
i 11-- !
-8-7-6-5-4-3-2-1 | 1 2 3456 7 8 | x
1
- 2
|

Note que esses pontos estao posicionados de
acordo com uma curva exponencial. Utilizando a
férmula do termo geral da progressao geométrica,
podemos obter o termo de ordem n em funcao de
n, e essa funcéo é do tipo exponencial com dominio
em € N*, isto é:

(1,2,4,8,16,.)
an = al . qn—1
d =i vl
an:£= a = f(n) =1 .9n Funcao
2 exponencial
com dominio
em RN*,

- Unidade 6 Sequéncias numéricas

Exemplo:
VVamos considerar a funcao exponencial defini-

da no conjunto dos reais por f(x) = (%]I, e obter a
sequéncia formada por (f(1), f(2), f(3), f(4), ...)

» Substituindo x na lei de formacéo da funcéo
por valores em N¥, temos:

-] -4
{2
==L

(5) 125

. 1 1 1 1
A sequéndia obtidaé|— — — — | ou
9 [ 5 257125 625’ }

. 5 =% a1
seja, UMa progressao geométrica de razao g

Observacoes:

1. Uma funcéo exponencial “transforma”valores
reais de x que estao em progressao aritmética em va-
lores, na mesma ordem, em progressac gecmetrica:

(%, %, X, ... = PA (razdor)

| S
flx)=ax
fix)=a2=a9*"=a%.a"
fx)=a*—

f{x3)=a“3=a“1+1':a""az'=a”"(ar}2

(flx), f(x), f(x,), ..) = PG. (razdo q = &)

2. Uma funcao logaritmica “transforma” valores
reais positivos de x que estao em progressao geome-
trica em valores, na mesma ordem, em progressao
aritmética:

(X, X, %3, ) = PG. (razdo q)
f(x,) = log x,
fix) =log x, = log,(x,.q) =
=logx, + lo
f{X} — IOQa X —> ga 1 gaq
f(x) =log x, = log_(x,.q?) =

=logx, + 2log g

(f(x), ), f(x), ..) = PA.(razdo r = log_ q)



Exemplos: » Como as diferencas sao iguais, temos que
1. Vamos mostrar que se 0s nimeros positivos (log a, _Iog b, log ¢) forma uma progressao
(a, b, ¢) estdo em progressao geométrica, nessa or- aritmetica.
dem, os seus logaritmaos decimais formam na mesma 2. Seja a progressao geométrica (1, 4, 16, 64,
ordem uma progressao aritmética. 256, ..) e a funcdo real definida por f(x) = log, x. Va-
» Conforme definicao de progressdo geométri- mos determinar as imagens dessa sequéncia segun-
ca, podemos escrever: do a funcao dada, ou seja:
(a b, PG. K1) =log,1=0
b_c f(4) =log,4=2
a b f(16) = log, 16 = 4
» Aplicando logaritmo decimal aos dois mem- = o
p 9 _ o f(64) = log, 64 = 6
bros e observando a propriedade operatoria
) ) f(256) = log, 256 = 8
do logaritmo do quociente, vemn: 2
log bl log £)
a b Considerando as imagens nessa ordem, temaos
logb—loga=logc—logb uma progressao aritmética de razao igual a 2.

Exercicios resolvidos

1. Um galpao foi alugado por um periodo de 5 anos. A taxa de rezjuste anual & de 10%. Sabendo que o valor inicial do aluguel
& de R% 1000,00, determine:
a) uma funcao A(x) que relacione o valor do aluguel com o ano x, sendo x =1 para o valor do primeiro ano do aluguel.

b) o valor do aluguel no quinto ano.

Os valores do aluguel formam uma P.G. de razdo 1,1: (1000; 1100; ...}

a) Pela relacdo de termo geral da PG, temos que:a, =a, - "~ '=a = 1000-1,1"""
Assim, afuncaoé A{x) = 1000- 1,1,

b) A(5) =1000-1,1°""'=1000-1,1*= 1461,1

Portanto, o valor do aluguel no quinto ano serd R$ 1461,10.

2. Aprodugio de camisetas em uma fabrica cresce a uma taxa de 20% a cada ano. Se no ano 2000 a producao dessa fabrica
era de 3000 camisetas, determine:

a) uma funcao T(c) que fornega o tempo de acordo com a quantidade de camisetas produzidas naquele ano. Considere
T = 0 paraoano 2000.

b} o0 ano em que foram produzidas 5 184 camisetas.
a} A quantidade de camisetas produzidas a partir do ano 2000 forma uma PG. de razao 1,2: (3000; 3600; ...).

Sendo c a quantidade de camisetas fabricadas no ano T, temos que:c = 3000 1,2"= e A 127

Aplicando a definicao de logaritmos, temos que:

2 c
=12=log |- _|=T
3000 iz ‘ 3000 ]
L. [

Portanto, a funcao éT(c) = log, . |——

. 92 | 3000 )

i (5184

b) Queremos saber T(5 184). Assim, T(5184) = logu|ﬁ‘ = log,,1.728

Sendo log, ,1,728 = k, temos pela definicao de logaritmos que: 1,2* = 1,728. Por inspecao, chegamosa k = 3.

Portanto, a fabrica produziu 5 184 camisetas no ano de 2003.
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Exercicios propostos

1. A producao de uma industria de autopecas, nos trés 8. Considere a sequéncia (1; 3; 9; 27; ..) e a funcao loga-
primeiros meses do ano, forma uma PG. Se a produ- ritmica definida por f(x) =log x. Obtenha a sequéncia
¢ao, em janeiro, foi de 150 mil pegas e, em marco, de formada pelos valores de (f(1); f(3); f(9); f(27); .). Em
181500 pegas, qual foi a producio referente ao més seguida, responda:
de fevereiro? 165 mil pecas. a) Qual é 082 termodasequéncia (1;3;9;27; )7 ¥

2 Umaempresa gue estampa camisetas produziu um total b) Qual é o 88 termo da sequéncia (f(1); f(3); f(9); f27); .02 7
de 400 camisetas no més de marco. Produzindo a metade _ .
do més anterior a mais, a cada més, qual & o primeiro més 9. Uma populagdo de bactérias é atualmente dada
em que a producao ultrapassara 2 000 camisetas? Julho. por A, (chamada populacio inicial). Sabe-se que o

k i crescimento dessa populacao é de 10% no intervalo

3. Na tabela a seguir, apresentamos a produgdo de uma de 1 minuto. Indique a populacao de bactérias em
empresa ao longo de alguns anos: fungao da populagao inicial apés o intervalo:

- R AT a) de 1 minuto. A+ 1,1 c) de 3 minutos. A, - (11F

! i Producho fom uniac b) de 2 minutos. A, - (1,1)? d) de n minutos. A, - (11)]

| 2007 \ 15000

2008 18000 10, Bespondiy , -

a) Multiplicar um nimero por 1,10 significa aumentar
2009 21600 esse nlimero em quanto por cento? 10%
2010 25920 b) Multiplicar um ntimero por 0,90 significa diminuir
20M 31104 esse numero em quanto por cento? 10%

a) Qual éo percentual de aumento da produgéo de 11. Aquantiade R$ 80000,00 foi aplicada numa msﬁtuicéo
2007 3 20087 E de 2008 a 20097 F de 2009 a 20107 financeira a taxa fixa de 9% ao ano na modalidade de
Ede 2010320117 juros compostos. Respostas no Manual do Professor,

b) Qual é a razao entre as unidades produzidas em a) Com o auxilio da calculadora, determine os mon-
2008 e 2007, nessa ordem? E entre 2009 e 20087 E tantes dessa aplicagdo ap6s cada um dos cinco
entre 2010 e 20097 E entre 2011 e 20107 1.2 primeiros anos.

¢} A sequéncia formada pelas unidades produzidas, b) A sequéncia formada pelos montantes, do primei-
na ordem apresentada na tabela, € uma progressao ro ao quinto ano de aplicacdo, € uma progressao
geométrica? Qual é a razao? Sim, a razdo éigual a 1.2, geométrica? Qual é a razao?

4. Para transportar sua mudanga, Luis contratou uma 12. Considere afuncio real definida por f(x) = 200 - (1,03)".
empresa especializada em desmontar moveis. Ela co- Determine a sequéncia formada pelos valores de f(1);
bra seus servicos da seguinte forma: uma taxa fixa de £(2): f(3); ..

R$ 250,00 eum Valor por hora de trabalho, A primeira a) Essa Se,qué.nc'la ,é prﬂgresséo aritmética ou geo_.

hora custa R$ 120,00, e as demais, 80% da hora anterior. métrica? Progressic geométrica.

Quanto ele pagaré pelo servio se a empresa levar 4 b) Qual é a razio? 1,03

horas para executa-lo? /5 604,24

o 13. Em uma pesguisa em um municipio, chegou-se a

5. Suponha que um alpinista, ao escalar uma montanha, conclusio de que a cesta basica de alimentos diminuiu
suba 100 metros na prTmEira hora de escalada_ DEpO?S de preco aproximadamente 0'5% ao més durante 08
disso, a cada hora, ele consegue apenas a metade d‘f seis primeiros meses do ano. Considerando que esse
que escalou na hora anterior. Quanto tempo ele levara preco era, inicialmente, igual a R% 250,00, determine:
para completar um total de 187,5 metros? 4 horas. Redpostas no Manual do Professor.

a) o valor da cesta basica nos seis primeiros meses

6. Suponhaque o prego de um automavel se desvalorize, daguele ano.
em média, 5% ao ano nos seus trés primeiros anos de b) se a sequéncia formada por esses valores é uma pro-
uso. Se esse automaével, novo, custou R$ 50000,00, gressao geométrica ou aritmética e qual é a razio.
determine seu prego apds:

a) 1anode uso. R 4750000 ¢) 3 anos de uso. 14. Seja afuncao logaritmica definida por fix) = log xe a

b) 2anosde uso.R$4512500 R$ 4286875 sequéncia (10%; 10% 105 10% 10%, ).

Respostas no Manual do Professor. _ i _

7. Considere a sequéncia (1; 3; 5; 7; ) e a funcio expo- a) Essa sequéncia € uma progressao aritmeética ou
nencial definida por f(x) = 2*. Obtenha a sequéncia geométrica? Qual é a razao?
formada pelos valores de (f(1); f(3); f(5); f(7); ..). Em b) Determine os termos da sequéncia (f(10"): f{10%;
sequida, responda: f(105): f(107: f(109); ).

a) Qual €0 10 termo da sequéncia (1;3;5; 7;..)7 19 ¢) A sequéncia obtida no item b é uma progressio

b) Qual é o 102 termo da sequéndia (f(1); f(3); f(5); f(7); )22 aritmética ou geométrica? Qual é a razao?

3. a) O percentual de aumento de um ano para o ano seguinte foi constante e igual a 20%.

- Unidade 6 Sequéncias numéricas



Soma dos termos

Agora vamos conhecer uma lenda muito curio-
sa a respeito da criacao do jogo de xadrez.

Conta-se que um raja da India antiga esta-
va muito entediado com os jogos que havia em
seu reino. Observava que, em todos eles, acabava
prevalecendo a sorte, e ndo a inteligéncia do jo-
gador. Queria um jogo novo, que, acima de tudo,
enaltecesse a pericia e a habilidade do jogador. Foi
entao que solicitou a um sdbio de sua corte que in-
ventasse um jogo que tivesse como caracteristica
principal a valorizacac de qualidades mais nobres
gue a sorte.

Algum tempo depois, 0 sabio se apresentou
ao raja dizendo que havia inventado um jogo con-
forme o soberano tinha solicitado. Tratava-se de
um tabuleiro diferente, todo quadriculado, forma-
do por 64 quadrados de mesmo tamanho e por
pecas diferentes: bispos (inicialmente eram car-
ros indianos), cavalos, torres (inicialmente eram
elefantes), pedes (inicialmente eram os soldados
indianos), um rei e uma rainha. O tema escolhido
para © jogo era a guerra, pois, para o sabio, con-
forme este explicou ao soberano, era exatamente
ali gue mais pesava a sabedoria, entre tantas ou-
tras habilidades.

O raja, logo apods a apresentacao do jogo
pelo sabio, ficou encantado. A admiracao foi tanta
gue disse ao sabio para escolher o que quisesse
como recompensa. O sabio, entretanto, recusava
gualquer prémio, pois nao existia para ele maior
recompensa do que ter criado o jogo. Mas a in-
sisténcia do raja fez com que o sibio acabasse
concordando e fazendo uma solicitacao estranhis-
sima: "Como recompensa, desejo 1 grédo de trigo
para a primeira casa do tabuleiro, 2 graos de trigo
para a segunda casa, 4 graos de trigo para a tercei-
ra casa, 8 graos de trigo para a quarta casa, e assim
por diante, até a Ultima casa do tabuleiro”

O raja considerou que tal pedido era muito
modesto e até tentou persuadir o sabio, orientan-
do-o a pedir recompensa mais valiosa. Contudo, o
sabio insistiu no pedido dizendo que nao desejava
nada mais do que aquilo. Intrigado, o raja ordenou
gue dessem um saco de trigo para o sabio, julgan-

do estar nao apenas dando o que este lhe soli-
citara, como também muito mais graos de trigo.
O sabio insistiu que desejava exatamente a quan-
tidade que havia solicitado, nem um grado a mais
nem a menos.

Novamente o raja estranhou tal solicitacao,
mas a alegria era tanta pelo novo jogo que re-
solveu chamar alguém versado na arte de contar
e calcular. Incumbiu o calculista de obter exata-
mente a quantidade de graos de trigo solicitada
pelo sabio.

Ap6s indmeros calculos, o raja foi informado
que a quantidade solicitada pelo sabio era extrema-
mente absurda. A conclusado era de que nem todo
o trigo produzido na India ou no mundo seria sufi-
ciente. O calculista chegou 4 seguinte quantidade:

18 446 744 073 709 551 615 graos de trigo.

Sem saber o que fazer, o raja chamou 3 sua
presenca o sabio criador do jogo de xadrez. O sabio
disse ao soberano que ja sabia do resultado e tam-
bém da impossibilidade de juntar aquela quanti-
dade de graos. Além disso, informou ao raja que a
quantidade daria para cobrir toda a superficie da
ndia com uma camada bem espessa. Tratava-se,
apenas, de uma brincadeira com os numeros, pois
essa era uma de suas paixoes.

Texto elaborado pelo autor

lenda & numérica: a

A curiosidade dessa
qguantidade de graos de trigo que foi solicitada é
astrondmica. Mas como podemos chegar a essa
quantidade?

Inicialmente, observe que a sequéncia for-
mada pelas quantidades nas casas do tabuleiro
& urma progressao geométrica de 64 termos e de
razao 2:

Progressao geomeétrica Capitulo 19 -
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5 =2 a =2

642 2 a, =29

Para gque possamas obter a quantidade total,
precisaremos calcular a soma dos termos dessa se-
quéncia, isto é:

0421422434244+ 4+2%  Somados
s termosde
uma PG.

Assim como ocorreu Com a progressao aritmeé-
tica, também temos uma relacao que permite calcu-
lar a soma S, dos n termos de uma progressao geo-
métrica finita, conforme mostramos a seguir:

S.=a +a+ata+.+a va . Fa
» Multiplicamos a igualdade anterior, mem-

bro a membro, pela razdo da progressao
geomeétrica:

S om=a gt cgbaqbe gt ot
+a _,-q+a_,-q+a-q
S,;’9=a,+a,+a +tat..+a +at+aq
» Observandoquea, +a,+a,+a, +..
+an—‘l+an=sn_a1
S.-q=35 —a +tar-q
Sn.q_sn= an.q_al

S .(q—]):an-q—a’=)5n=m

n q—1

Assim, temos:

- Unidade 6 Sequéncias numeéricas

Observacao:

No caso de a razdo da progressdo geométrica
ser diferente de 1, podemos também obter a soma de
seus n termos conhecendo-se o nimero de termos,
a razao e o primeiro termo, substituindo na féarmula

anteriora pora,-q"~"

e
n q—]

S = 3-q"'g—g

n q_‘l

5 =a,-q“—a‘=)SI =a]-{q“—1)
n q_‘l n q_‘]
Exemplo:

Vamos calcular a quantidade de graos de trigo cor-
respondente a lenda da criacdo do jogo de xadrez

el L s L e
» Como sao 64 termos, utilizamos a relacao an-
terior substituindo n por 64:

¢ = %93

n q—'[

& 3,0 —3,

64 q—]
2 ey

=TI

See = 2%—1

» Apenas para ter ideia dessa quantidade, pode-
mos fazer uma aproximacgao, considerando que
2'0== 103 Assim, vamos estimar o valor de 25

264 = 4. 2%
2%=16- (2'9°
2%=16- (103
264=16- 10"

2% =16 - 1000000000000000000
2% = 16000000000 000000000



Limite da soma

Vamos considerar uma situagao que relaciona
medidas de segmentos com progressao geomeétrica:

Um segmento de comprimento L é dividido
em frés partes iguais. Retira-se a parte central, e os
dois segmentos restantes sao também divididos em
trés partes iguais. Retiram-se novamente as partes
centrais. Os quatro segmentos restantes sdo dividi-
dos também emn trés partes iguais e, novamente, sao
retiradas as partes centrais. Se esse processo conti-
nuar indefinidamente (conforme sugere a figura a
seguir), pergunta-se: Qual serd a tendéncia da soma
dos comprimentos dos segmentos retirados?

L

w|r—

Vamos observar a sequéncia dos comprimentos
dos segmentos que foram retirados:

» Apds a 12divisao —)%

2L
» Apbsa 22divisdo — 5

4L
P Apos a 32 divisdo — >

. o 8L

b Apos a 42 divisao — 31

A sequéncia € uma progressao geométrica infi-

nita de razao q = 3 Queremos calcular a tendéncia
da soma dos infinitos termos dessa sequéncia:

Ao AE o B

Lo ==t =2

Note gue, nessa situagao, podemos dizer que
quando o numero de termos n tende ao infinito, o
termo a_tende a zero. Com base nessa ideia, pode-
mos descobrir para que valor tendera a soma.

Retornando a relagao matematica que fornece
a soma dos termos de uma progressao geométrica
finita, e considerando que o Ultimo termo a_tende
a ser zero, podemos obter intuitivamente a“tendén-
cia 5 da soma dos termos” substituindo a_ por zero
(ele tende a ficar tao proximo de zero que pode ser
desprezado).

De modo geral, temos que:

Observacoes:

1. O procedimento adotado para chegar a rela-
caoS = ]—a_l— é intuitivo. Rigorosamente, essa rela-
¢ao € obtida por meio da teoria dos limites, que ndo

& aqui abordada. Entretanto, pode ser assim descrita:

S = lim [m)
a,=0l g-—1

(Lemos: limite de EnL:aL guando a, tende a zero.)
q —

2.Nas progressdes geométricas em que
0 < Igl < 1, constata-se que a soma dos n primeiros
termos tern um limite finito quando n tende ao infinito.

Exemplos:

1. Vamos obter agora a tendéncia da soma dos
comprimentos dos segmentos que foram retirados na
situagdo apresentada anteriormente.

» Queremos obter S, sendo:

L, 2L , 4L b6 8L

» Utilizando a relacdo que permite calcular o
limite da soma, temos:

i a1
S=rs
L
3
5= —5
3
S=— 2o 5=L

Assim, podemos dizer que a tendéncia € a soma
ser o comprimento do préprio segmento, isto €, L.
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2. Utilizando o limite da soma dos termos de uma
progressao geomeétrica, vamos obter a fracdo da gera-
triz da dizima periddica 0,2323232323..

b Vamos expressar essa dizima periadica por meio

de uma soma:
x = 0,2323232323..
x = 0,23 + 0,0023 + 0,000023 +
+ 0,00000023 + 0,0000000023 +...

23 23 23 23

X=700 " 7000 " 7000000 T 700000000 T
23

* 10000 000000 LA

b Asomaindicada € dos termos de uma progres-
sao geométrica. Como sao infinitos termos e o
termo de ordem n tende a zero, podemos uti-
lizar o limite da soma:
x=5

x:

1—q

Exercicios resolvidos

'~ 700

_»B 10 23
*Tl00 99 *T 99
H& um procedimento mais simples para obter a
fracdo geratriz de uma dizima periddica.
x = 0,2323232323.. 0
d
(Multiplicamos os dois lados da igualdade por 100)
100x = 2323232323..  (Il)
d
(Como as igualdades | e Il tém a mesma parte deci-
mal, subtraimos uma da outra, membro a membro)

100x — x = 23,23232323.. — 0,23232323...

23
99x—23=x—99

alg"—1 8 __
I )=953=73(2 1= 765
" q—1 2-1

alg"—1) 3
L g1 3—1
3. Calcule o limite da soma dos infinitos termos da PG.:
_5 15 45
FETTRW 30T
13
-8 3
Temos que: q = =—
e 4
Logo, 3
3
S=—2 _s=—2 - 10
1—q 1= 3
4

4. Obtenha a fragio geratriz da dizima 0,898989...

Assim,
S=_d 5= 089 _ 089 89
1—q 1 —0,01 0,99 99

1. Calcule a soma dos 8 primeiros termos de uma PG. cuja razdo é 2 e o primeiro termo é 3.

2. Asoma dos n primeiros termos de uma PG. cuja razdo € 3 e o primeiro termo é —2 é igual a —242. Qual é o valor de n?

=243=3"=n=>5

Observe que 0,898989... = 0,89 + 0,0089 + 0,00008% + ..=089+089-10—2 +089-10— 4+ ...
A dizima 0,898989... pode ser escrita como uma soma infinita de uma PG. de razdo 107 e primeiro termo igual a 0,89.

- Unidade 6 Sequéncias numeéricas



Exercicios propostos

1.

10.

Uma empresa foi contratada para escavar um pogo com
8 metros de profundidade. O primeiro metro escavado
custa R% 100,00 e, a cada metro gque 0 pogo avanca, o
preco dobra em relagao ao preco do metro anterior.
Qual serd o valor gue a empresa receberd ao concluir
o trabalho? R% 2550000

O vazamento de uma mangueira fez com que fossem des-
perdicados 2 litros de 4gua em um tnico dia. Suponha que
oorificio por onde ocorreu o vazamento fosse aumentando,
de modoque no segundo dia vazassem 4 litros, no terceiro
dia, 8 litros, & assim por diante. Nessas condicoes, quantos
litros de dgua teriam sido perdidos em 12 dias? & 190 litos.

Em relacdo a progressao geométrica (3; 9; 27; .. ; 37,
responda:

a) Quantos sao seus termaos? 9 termo.
b) Qual é a soma dos termos? 22573

Na progressao geométrica (2; 8; 32; .; 2 048), determine:
a) onumero de termos dessa sequéncia. 6
b) asorna de todos os termos dessa sequéncia. 2730

Calcule o valor de x na igualdade: x + 2x + 4x + ..
+ 128x = 765.x =3

Quantos termos devemos considerar na progressao
geométrica (12; 24; 48; ) para que a soma de todos
os termos seja igual a 7567 &

Considere gue o termo geral da progressio geomeétrica

éa =a, -q — |equeasomadosntermos é dada
por:
a
S = % Respostas no Manual do Professor.
—q

a) Obtenha a soma dos n termos em fungao do primei-
ro termo, da razdo e do ndmero de termos.

b) Se a_ = 0, qual é a expressao que fornece a soma
dos n termos da progressao geomeétrica?

Em uma poténcia de base 2, seus divisores naturais sao
também poténcias de base 2. Observe o exemplo no
guadro a sequir:

Os divisores naturais de 25 isto é, do nimero 32,
sao: 1; 2;4; 8; 16; 32 (poténcias de base 2).

a) Determine a sequéncia formada pelos divisores
29 770

naturaisde 2. (1,2, 2, 2°, ., 2°,
b) Obtenha a soma dos dwlsores naturais de 2227 — |

Conforme a atividade anterior, encontre a expressac que
forneceasomadetodos os divisores naturaisde 27,27+ 1 — 1

|dentifique quais das progressdes geométricas abaixo
sao decrescentes: s, ¢, d, e

1
)(31393

b) (V2:2:2V2:4; )
w e et et et il
d) (1;0,1;0,01; 0,001; .)

3. 3 .'I. ] -
,73 ; '7__3 A

f) (—4; 8 —16;32; —64, )

11. Dassequénciasgue vocé identificou como decrescentes
no exercicio anterior, quais t&m o termo de ordem n

tendendoazero? 4 d e

12. Calcule o limite da soma dos infinitos termos de cada
progressao geométrica a seguir.

a) [ . 1.13

3 9 27 |2
b}(164,1,__; 35
4 |3

€) (0.2:0,02; 0,002; 0,0002;.) —

13. Naigualdadeaseguir, vocé deverd obterovalor dex, consi-
derando que sao infinitas as parcelas no segundo membro

daigualdade:x =625+ 125+ 25+5+1+ .2 125
4

14. Utilizando progressao geométrica, obtenha a fracao
geratriz de cada dizima periédica indicada a seguir.

a) x=077777..—

b) x = 012121213, 2 ;
5
) x= 0,35353535.._2
99
d) x = 041414141, 41
Q9

15. Considere um trianguloequildtero de lado medindo 20
cm. Unindo os pontos médios de seus lados, obtemos
um segundo tridngulo equilatero. Unindo os pontos
médios dos lados desse novo tridngulo equilatero, obte-
mos outro tridangulo equilatero. Esse processo continua
indefinidamente, como sugere a figura a sequir.

a) Determine a sequéncia formada pelas medidas dos la-
dos desses triangulos. Qual € a soma dos termos dessa

progressao geomeétrica infi nlrta (Ilmn:e da 50"1%)?
g — Cm
b} Determine a sequénaa formada peLias medlldas

dos perimetros desses triangulos. Qual é a soma
dos termos dessa progressao geométrica infinita
(limite da soma)?  (60; 30; 15;..); Soma = 120.cm.
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Vestibulares e Enem

4.

6.

7.

(Uerj) Admita a seguinte sequéncia numérica para o
nimero natural n:
_ 1
A= ?F_-a"=a"_l +3
Sendo 2 = n = 10, os dez elementos dessa sequéncia,

18
em C]UE&] —;eam—?, 5d0:;

110 19 28 37 5 5 5 5 82

— e ey g ey T ey Gy Dy ——

33 F 3 3

A média aritmética dos guatro Gltimos elementos da
sequéncia é igual a:

, 28 o 219
12 4
137 657

®5- d) =3

(Uece) Os nimeros reais positivos x, y e z sao tais que
log x, log v, log z formam, nesta ordem, uma progressao
aritmética. Nestas condi¢oes, podemos concluir acerta-
damente que entre 0s nUmeros X, ¥ e Z existe a relacao:
a) 2y=x+z ) Z=xy
b) y=x+z d y=xz
(PUC-RJ) Os numeros a, = 5% =G, a,=x+l4ea =
= 6x — 3 estaoem PA.

A soma dos 3 numeros é igual a:
a) 48 o 72

(b) 54 d) 125

(Enem) Um ciclista participarad de uma competicdo e
treinard alguns dias da seguinte maneira: no primeiro
dia, pedalara 60 km; no segundo dia, a mesma distancia
do primeiro mais r km; no terceiro dia, a mesma distancia
do segundo mais r km e, assim, sucessivamente, sempre
pedalando a mesma distancia do dia anterior mais r km.
No dltimo dia, ele deverd percorrer 180 km, completando
o treinamento com um total de 1560 km.

A distancia r que o ciclista devera pedalar a mais a cada
dia, em km, &:

e) 130

a) 3 @) 10 e) 20
b) 7 d) 13

(PUC-RJ) A soma dos nimeros inteiros compreendidos
entre 100 e 400, que possuem o algarismo das unidades
igual a4, &

a) 1200 7470
b) 2560

c) 4980
d) 6420

(Unicamp-5P) Se (o, a, .., @, ) € uma progressao aritme-
tica (PA) cuja soma dos termos € 78, entao a,, € igual a:
6 c) 8

b) 7 d) 9

(UPE) Uma campanha entre microempresas, para ajudar
o Hospital do Cancer, arrecadou R 16.500,00. A primeira

8.

'

10.

microempresa, a menor entre elas, doou a quantia de
R$350,00; a segunda doou R$ 50,00 a mais que a primeira,
e cada uma das microempresas seguintes doou R$ 50,00 a
mais que a anterior. Quantas microempresas participaram

dessa campanha?

a)s 15 e) 35

b) 11 (d)20

(Uerj)

PEANUTS “H4 10 quilimetros a maike da A6 B co
quo da B 215 C, o 10 quilfitnghoe 2 maie
deBatéCdoquade Cati D.Se AfRan
290 quitimelros de ditineis da D, qust

|62 detines ania o cidade A g 9 tidida B

Adegiado de lecsblog. blags potcom.

Na situacao apresentada nos quadrinhos, as distancias,
em quilémetros, d,;, d,_ed_ formam, nesta ordem, uma
progressao aritmética. O vigésimo termo dessa progres-
sdo corresponde a:

@) -50

b) —40

c —30
d) —20

(PUC-PR) Um consumidor, ao adquirir um automdvel,
assumiu um empréstimo no valor total de R% 42.000,00
(j& somados juros e encargos). Esse valor foi pago em 20
parcelas, formando uma progressao aritmética decres-
cente. Dado que na segunda prestacao foi pago o valor
de R% 3800,00, a razdo desta progressao aritmética é

a) —300
(b) —200

c) —150
d) —100
e) —350
(UFRGS-RS) Para fazer a aposta minima na Mega Sena,

uma pessoa deve escolher 6 numeros diferentes em um
cartao de apostas que contém os numeros de 1a60. Uma
pessoa escolheu os ndmeros de sua aposta, formando
uma progressao geomeétrica de razao inteira.

Com esse critério, é correto afirmar gue:
@ essa pessoa apostou no numero 1.
b) arazdoda PG. é maior do que 3.
c) essa pessoa apostou no nimero 60.
d) arazaodaPG.é3.
€] essa pessoa apostou somente em numeros impares.



11. (Enem) Uma maneira muito Util de se criar belas figuras
decorativas utilizando a matematica é pelo processo de
autossemelhanga, uma forma de se criar fractais. Infor-
malmente, dizemos que uma figura € autossemelhante
se partes dessa figura sdo semelhantes a figura vista como
um todo. Um exemplo classico € o Carpete de Sierpinski,
criado por um processo recursivo, descrito a seguir:

P Passo 1: Considere um quadrado dividido em nove
guadrados idénticos (Figura 1). Inicia-se o processo
removendo o quadrado central, restando 8 quadrados
pretos (Figura 2).

P Passo 2: Repete-se o processo com cada um dos qua-
drados restantes, ou seja, divide-se cada um deles em 9
guadrados idénticos e remove-se o quadrado central de
cada um, restando apenas os quadrados pretos (Figura 3).

b Passo 3: Repete-se o passo 2.

Figura 1 Figura 2

Admita que esse processo seja executado 3 vezes, ou seja,
divide-se cada um dos quadrados pretos da Figura3em 9
quadrados idénticos e rermove-se o quadrado central de
cada um deles. O nimero de quadrados pretos restantes
nesse momento &:
a) 64

(®) 512

c) 568
d) 576

e) 648

12. (UEL-PR) Leia o texto a seguir.

Van Gogh (1853-1890) vendeu um tnico quadro em vida
a seu irmao, por 400 francos. Nas palavras do artista: "Nao
posso evitar os fatos de que meus quadros nao sejam
venddveis. Mas vird o tempo em gue as pessoas verao
que eles valem mais gue o preco das tintas”.

(Disponivel em: <www.naturale.med.br/artes/4_Van_
Gogh.pdf>. Acesso em: 2 out. 2013))

13.

14.

A mercantilizagdo da cultura impulsionou o mercado de
artes nos grandes centros urbanos. Hoje, o quadro Jardim
das Flores, deVan Gogh, é avaliado em aproximadamente
84 milhoes de ddlares. Supondo que hd 61 anos essa
obra custasse 84 dolares e que sua valorizagao até 2013
tenha ocorrido segundo uma PG, assinale a alternativa
que apresenta, corretamente, o valor dessa obraem 2033,
considerando gue sua valorizagao continue conforme a
mesma PG.

a) 1,68 - 10°ddlares.
(b) 840 - 10°délares.

c) 84,00 - 107 ddlares.

d) 168,00 « 10°ddlares.

e) 420,00 - 107 ddlares.

(PUC-MG) Depaois de percorrer um comprimento de arco
de 7 m, uma crianca deixa de empurrar o balango em que
estd brincando e aguarda até o balango parar completa-
mente. Se o atrito diminui a velocidade do balango de
modo que o comprimento de arco percorrido seja sempre
igual a 80% do anterior, a distancia total percorrida pela
crianca, até que o balanco pare completamente, € dada

pelaexpressafoD=7+080-7 + 080-(080-7) + ..

Considerando-se que o segundo membro dessa igualdade
€ a soma dos termos de uma progressao geométrica, é
correto estimar que o valor de D, ern metros, € igual a:

a) 28 c) 42

(b) 35 d) 49

(UFRGS-RS) Considere o padrao de constru¢ao represen-
tado pelo desenho abaixo.

O disco A tem raio medindo 1. O disco B é tangente
ao disco A no ponto P e passa pelo centro do disco A
O disco C é tangente ao disco B no ponto P e passa pelo
centro do disco B. O disco D é tangente ao disco C no
ponto P e passa pelo centro do disco C. O processo de
construcao dos discos é repetido infinitamente.
Considerando a sucessao infinita de discos, a soma das
dreas dos discos &

R 2a o bl
a) 4 c) —3 \@—3
™
b d)m
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Vestibulares e Enem

15. (UFG-GO)Devido as condi¢des geogréficas de uma cida-

de, umn motorista, em seu veiculo, desloca-se pelas ruas
somente nas direcoes norte-sul e leste-oeste, alternando
o deslocamento entre essas diregoes. Cada um desses
deslocamentos foi medido em intervalos iguais de tempo,
nas duas direces e com o mesmo nimero de medicdes
em ambas, obtendo-se os seguintes dados:

P direcdo norte-sul:x, = 1km,x, = 3kme x, =5 km;

b direcdo leste-oeste:y, = 1km,y, =2kme y, =4km.
Sabendo que o motorista inicia seu deslocamento na
direcdo norte-sul, que este padrao de deslocamento
manteve-se a0 longo de todo o percurso e que a soma das
distancias percorridas no sentido norte-sul foi de 36 km,
determine a soma dos deslocamentos do motarista, em
km, no sentido leste-oeste. 63 km

16. (Unesp) Para cada n natural, seja o nimero

kn=l\/3 -\/3-\‘3-(...)-\@'— I\/z-\/z -‘Vz-(___}-\/il

nvezes

n vezes
Sen — +, para gue valor se aproxima K ? |

17. (UPM-SP) Se os nimeros 3, A e B, nessa ordem, estdo em

progressao aritmética crescente e os ndimeros 3, A — 6
e B, nessa ordern, estdo em progressao geomeétrica, entao
ovalorde A &

a) 12

®) 15

c) 18
d) 21

e) 24

18. (Fuvest-5P) Dadas as sequéncias a_ = n? + 4n + 4,

n+1
b
valores inteiros positivos de n, considere as seguintes
afirmacoes:

b, =2"c =a, —aed = definidas para

l. 3, & uma progressao geometrica;
II. b, é uma progressao geomeétrica;

\pEsio N

19.

20.

lll. ¢ & uma progressao aritmetica;
IV.d_ € uma progressao geomeétrica.

Sao verdadeiras apenas:

a) Lilell o lell @) el
b) Lllelv. df llelv.
(UEM-PR) Sejam (a,a,a,..) e (b,b,b,..), coma b ER,

respectivamente, uma progressao aritmética (PA)euma
progressao geométrica (PG) infinitas. Nessas condigoes,
assinale o que for correto. 01 + 16 = 17

, entdo a razao da

1
01)Sea1+al+a3=39a1-a2=?

1
PA & —
2
02)Seb, =learaziodaPG.é —1,esen E N, entdoa
soma dos n primeiros termos dessa PG. é zero.

04) Se todos os g, forem positivos, entdo a PA. é crescente.

08) Se a razdo da PG. for negativa, entao a PG. é decres-
cente.

16)Sea4= 16 - lD"ea,z=32- 10“,1!_‘n'cé¢::am1 = 21-105

(UFG-GO) Candidatos inscritos ao vestibularda UFG/2014-1
leram o livro O cortico, com 182 paginas, de uma deter-
minada edicao, iniciando-se na pagina 1. Considere que
dois desses candidatos leram o livro do seguinte modo:
o primeiro leu duas paginas no primeiro dia e, em cada
um dos dias sequintes, leu mais duas paginas do que
no dia anterior, enguanto o segundo leu uma péagina
no primeiro dia e, em cada um dos dias seguintes, leu o
dobro do nimero de péaginas do dia anterior.

Admitindo-se que os dois candidatos comegaram a ler
o livro no mesmo dia e que o primeiro acabou a leitura
no dia 26 de outubro, determine em qual dia o segundo
candidato acabou de ler o livro. 21 de outubro.

Dado: log,183 = 76.

(IME-RJ) Em uma progressao aritmética crescente, a soma de trés termos consecutivos € S, e a soma de seus quadrados € S,

1
Sabe-se que os dois maiores desses trés termos s3o raizes da equagao x® — S x + (52 = -2—] = 0. Arazao desta PA é

a}'g

Ve
6



EXPLORANDO HABILIDADES E COMPETENCIAS

Orientagoes e respostas no Manual do Professor

A teoria populacional malthusiana foi a principal
contribuicdo do economista inglés Thomas Robert
Malthus para a sociedade. Malthus & até hoje conside-
rado o precursor da demografia, que € a ciéncia que es-
tuda o desenvolvimento quantitativo das populacoes.

Anil YanikfiStockphoto.com

Thomas Malthus nasceu em 14 de fevereiro
de 1766 na Inglaterra e se formou no colégio em
1784. Tornou-se pastor em 1797 e, em 1798, publi-
cou seu primeiro ensaio chamado Um ensaio sobre
o principio de populacdo.

Neste livro e no livro sequinte (Uma pesquisa
sobre a causa do presente alto preco dos alimentos),
Malthus desenvolveu sua teoria a partir de dados
obtidos acerca do crescimento populacional hu-
mano no planeta.

Malthus notou que desde 1650 até sua épo-
ca a populacao da Terra tinha praticamente do-
brado. Sua teoria defendia que, devido & Revolu-
cao Industrial e as melhorias trazidas por ela ao
saneamento e ao tratamento de doencas, haveria
uma tendéncia de gue a populacdo aumentasse
cada vez mais num periodo menor de tempo, do-
brando a cada 25 anos, crescendo em progressao
geomeétrica.

Thomas Malthus
(1766-1834).

Esse tipo de crescimento se assemelha ao que €
considerado "praga bioldgica’ situacdo em que uma popu-
lacdo tem alta taxa de natalidade e baixa taxa de mortalida-
de, nao sendo controlada nem por doencas nem por pre-
dadores. Em geral, esse tipo de crescimento populacional
descontrolado continua até que a populacdo seja limitada
pela escassez de alimentos, que gera morte por competi-
cdo entre seres da mesma espécie ou pela propria fome.

Malthus defendia a ideia de que esse seria o fu-
turo da humanidade, ja que a producao de alimentos
sO poderia crescer em progressao aritmética, sendo
limitada pelo fato de que o territério destinado a agro-
pecuaria nao se reproduz.

O grande economista inglés publicou outros
livros até seu falecimento, em 23 de dezembro de
1834, quando ainda defendia a ideia de que a sobre-
vivéncia da humanidade dependia do controle de
natalidade e que as misérias sociais eram causadas
exatamente pelo excedente populacional.
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Suas ideias foram refutadas com dados, ja que 1650 500 milhées
o crescimento da populagdo se mostrou varidvel e
& A ; 1850 1 bilhao
sujeito a inimeros fatores. Entretanto, suas teorias fo-
ram retomadas ap6s a Sequnda Guerra Mundial, por 1950 2,5 bilhdes
volta de 1950. 1960 3 bilhdes
Veja abaixo uma tabela com uma aproximacao do 1975 4 bilhées
crescimento populacional da humanidade no planeta. 1090 5.3 bilhdes
2000 6 bilhdes
2012 7 bilhdes

= = = = Resolva os exercicios no caderno.
Questoes e Investigacoes

1. Segundo a teoria de Malthus, se a populacao crescesse em PG. a cada 25 anos, a partir do 1 bilhao
i de pessoas existentes em 1850, qual seria a populacdo mundial no ano 19007

2. Apds 1950, com o fim da Segunda Guerra Mundial, surgiu a teoria neomalthusiana. Suponha
que, com o intuito de estudar o crescimento populacional a cada 5 anos e sustentando a ideia
de que a populacao, a partir de 1950, realmente comecaria a dobrar a cada 25 anos, tenha sido

construida a tabela abaixo.
25 5
bilhdes bilhdes
al az aa aa as as a‘l a..
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 2020

Com base nos dados ja colocados, determine a razao da PG. e a populacao esperada para 2020.

3. Segundo a teoria de Malthus, se em 1850 a populacao produzisse alimento suficiente para se
manter, essa produgao continuaria sendo suficiente nos préximos 25 anos, mas ja seria escassa
50 anos depois. Considerando essa afirmacao, responda as questoes a seguir.

a) Considere que a producéo total de alimentos em 1850 tenha sido de x toneladas e que toda
essa produgao tenha sido consumida. Sabendo que a populacao teria dobrado em 25 anos
e o alimento teria sido exatamente na quantidade suficiente, quantas toneladas de alimento
(em funcao de x) teriam sido produzidas em 18757

b) Se o aumento da producdo aumenta em PA. a cada 25 anos, de acordo com a resposta do item
anterior, determine os 5 primeiro termos dessa PA. em funcao de x.

¢) Seguindo esse raciocinio, a producao do ano 2000 seria suficiente para alimentar que porcen-
tagem da populacao?

4. Pesguise sobre quais fatos e periodos histéricos influenciaram o crescimento populacional e
agricola, invalidando a teoria de Malthus.

- Unidade 6 Sequéncias numeéricas
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Leituras complementares

Ao longo desta Colecao, vocé encontra alguns textos que selecionamos e que versam sobre
conteudos de Matematica, sobre o desenvolvimento da propria Matematica e, também, sobre a
vida de importantes personagens, que oferecem valiosas contribuicoes para esse universo. Caso
vocé queira ampliar um pouco esse contato por meio dos textos relacionados a esses temas, suge-
rimos algumas referéncias elaboradas numa linguagem semelhante, algumas vezes, aos romances.
Sao textos que contém informacoes e curiosidades diversas relacionadas a histéria da Matematica.
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APRESENTACAO

Procuramos neste manual ndo apenas abordar nossas concepcées a
respeito do ensino e aprendizagem da disciplina de Matematica, mas também
dar subsidios para auxiliar o professor na utilizagdo dos trés livios como um
instrumento importante em sala de aula. Pensamos em fornecer, além das
ideias gerais sobre os contetidos e seus objetivos, contribuices a respeito da
necessidade de reflexao sobre 0s assuntos que fazem parte do Ensino Médio.
Essas reflexdes também levam em conta a avaliacao e seu impartante papel
dentro do processo como um todo. Sabemos, como professores, da urgéncia
de adotar cada vez mais uma atitude reflexiva sobre nosso trabalho em sala
de aula. Essa postura permite conduzir o aluno a uma formacao matematica
desejavel nesse estagio da escolarizacao.

Um livro didatico pode, por exemplo, incluir momentos que permitam
a utilizacao de calculadoras e recursos no computador, mas é necessario que
tanto a escola guanto o docente invistam tempo e se organizem para que
isso seja possivel. O cotidiano de um professor de Ensino Médio exige, entre
outras coisas, estar “antenado’ ndo apenas aos contelidos que devem ser
trabalhados mas também com a realidade dos alunos. O mundo dos ado-
lescentes é cercado pela midia e pelas tecnologias, que, para eles, o tornam
muito mais “vivo”. Se para nés, em algumas ocasides, arrastar um mouse pode
representar um grande avanco, para nossos alunos ja é algo trivial. Aos poucos,
aquela cena de um professor com um livro em uma das maos e um toco de
giz na outra deve sofrer transformagoes. Nao que o livro ou o giz devam ser
abandonados, mas o personagem que os segura precisa realmente buscar
formas de envolver os alunos, de convencé-los da necessidade de ter uma
boa formacdo matemadtica para, entre outras coisas, compreender melhor
esse espetacular mundo das tecnologias.

Esperamos dar alguma contribuicdo a vocé, professor. Propomos talvez
mais perguntas do que respostas, por entendermos que, por meio das interroga-
cOes, somos levados a reflexdes e a novas duvidas decorrentes dessas reflexdes.
Respostas serdo dadas, outras questées serdo levantadas. E o processo que nos
move. £ a forma como podemos evoluir. Esperamos que a leitura deste manual
possa, de alguma forma, contribuir. Bom trabalho!
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1. 0 Ensino Medio - diretrizes

A Educacéo Basica, formada pela Educacao Infantil, pelo Ensino Fundamental e pelo Ensino Médio, esta
fundamentada na Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo Nacional. O conhecimento dessas diretrizes é desejavel
e necessario a todos aqueles que, de alguma maneira, atuam na Educacdo Basica. Apontaremos a seguir, resu-
midamente, algumas dessas ideias norteadoras e comentarios para motivar sua discussao.

Finalidades do Ensino Médio
Para o Ensino Médio, etapa final da Educacao Bésica, apontam-se as sequintes finalidades:

[ — a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental, pos-
sibilitando o prosseguimento de estudos;

[1 — a preparagio basica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar aprendendo, de modo
a ser capaz de se adaptar com [lexibilidade a novas condicées de ocupacao ou aperfeicoamento posteriores;

I - 0 aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacéo ética e o desenvolvimento
da autonomia intelectual e do pensamento critico;

[V —a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnologicos dos processos produtivos, relacionando
a teoria com a pritica, no ensino de cada disciplina.

BRASIL. Ministério da Educacao. Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB). Lei n. 9.394, de 20 dez. 1996. Brasilia, DF, p. 169.
Disponivel em: <hup/fwwwplanalio.govbr/ccivil_03/leis1 9394 hims. Acesso em: 14 abr. 2016.

Comentario

Ao ingressar no Ensino Médio, o aluno j& adquiriu diversos conhecimentos sobre nimeros, tratamento
da informacéo, Geometria e Algebra. Assim, as retomadas sao naturalmente feitas visando ao aprofunda-
mento e a consolidacao desse aprendizado. O trabalho, por exemplo, no campo numérico exigird do aluno
uma boa compreensao do nimero real (racional ou irracional) para que possa ser feita uma ampliacdo com
os nimeros complexos.

O estudo de situacées do cotidiano auxilia na compreensao da relacao entre teoria e pratica. Assim, o
trabalho com medidas, Geometria e tratamento da informacao pode ser direcionado nesse sentido. Além
disso, 0 uso da calculadora e do computador possibilita que o aluno explore ferramentas para desenvolver
conhecimentos em Matematica.

Desafios do Ensino Médio

Aidentidade e a diversificacdo no Ensino Médio sdo citadas na Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacio-
nal como desafios a serem enfrentados:

Um dos principais desafios da educacido consiste no estabelecimento do significado do Ensino
Médio, que, em sua representacao social e realidade, ainda nao respondeu aos objetivos que possam
superar a visao dualista de que é mera passagem para a Educacdo Superior ou para a insercao na
vida econdmico-produtiva. Esta superacao significa uma formacéo integral que cumpra as multiplas
finalidades da Educacdo Basica e, em especial, do Ensino Médio, completando a escolaridade comum
necessaria a todos os cidaddos. Busca-se uma escola que nao se limite ao interesse imediato, pragma-
tico e utilitario, mas, sim, uma formacao com base unitaria, viabilizando a apropriacao do conheci-
mento e desenvolvimento de métodos que permitam a organizacdo do pensamento e das [ormas de
compreensio das relacdes sociais e produtivas, que articule trabalho, ciéncia, tecnologia e cultura na
perspectiva da emancipacao humana.

LDB, p. 170.



Comentario

Quando nés, professores, somos questionados pelos alunos “Para que serve estudar Geometria de
Posicdo?" (ou outro contetido), ndo podemaos dar a resposta pragmatica “Cai no vestibular” O estudo desse
tema, por exemplo, transcende em muito esse objetivo. O contato do aluno com o conhecimento do mé-
todo axiomatico permite ampliar seu poder de argumentacao diante de situacdes nao necessariamente
referentes a Matemética. Diversas profissdes, como a de advogado, exigem argumentacoes irrefutdveis e
sem falhas.

Do mesmo modo, conhecer Matematica Financeira e Estatistica permite nao apenas resolver proble-
mas colocados na forma de exercicios na disciplina de Matematica. A tomada de decisdes em diversas pro-
fissdes exige a analise profunda de informacdes estatisticas e de projecdes financeiras que normalmente
sdo apresentadas por meio de gréficos. Mesmo na vida particular, essa tomada de decisdes pode afetar o
bolso das pessoas: a compra parcelada de um carro, por exemplo. Quais 530 0s juros embutidos?

Avaliacdo no Ensino Médio

Trés sdo as dimensdes basicas de avaliacdo conforme as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a
Educacao Basica: avaliacdo da aprendizagem, avaliacao institucional interna e externa e avaliacdo de redes
de Educacdo Bésica. Observe a seguir cada uma dessas dimensdes.

A avaliacao da aprendizagem, que conforme a LDB pode ser adotada com vistas a promocao, ace-
leracao de estudos e classificacao, deve ser desenvolvida pela escola refletindo a proposta expressa em
seu projeto politico-pedagogico. Importante observar que a avaliacdo da aprendizagem deve assumir
carater educativo, viabilizando ao estudante a condicao de analisar seu percurso e, ao professor e a
escola, identificar dificuldades e potencialidades individuais e coletivas.

A avaliacdo institucional interna é realizada a partir da proposta pedagégica da escola, assim como
do seu plano de trabalho, que devem ser avaliados sistematicamente, de maneira que a instituicao
possa analisar seus avancos e localizar aspectos que merecem reorientacio.

A avaliacao de redes de ensino é responsabilidade do Estado, seja realizada pela Uniao, seja pelos
demais entes lederados. Em ambito nacional, no Ensino Médio, ela esta contemplada no Sistema de
Avaliacdo da Educacao Basica (SAEB), que informa sobre os resultados de aprendizagem estruturados
no campo da Lingua Portuguesa e da Matematica, lembrando-se o Indice de Desenvolvimento da
Educacido Basica (IDEB), que mede a qualidade de cada escola e rede, com base no desempenho do
estudante em avaliacdes do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Anisio Teixeira (INEP) e em
taxas de aprovagio.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a Educacdo Basica. Brasilia, DE, 4 maio 2011.
Disponivel em: <htrp:/fportal. mec.govbr/docman/abril.. /15548-d-c-n-educacao-basica-nova-pdf>.
Acesso em: 15 abr. 2016,

Comentario

Temos nesse contexto o Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), que, desde seu surgimento, vem pas-
sando por transformacées gradativas e assumindo funcdes diferentes que visam a democratizacio do ensino.
Atualmente, por exemplo, a pontuacio obtida no Enem pode ser utilizada como forma de ingresso em institui-
coes de Ensino Superior das seguintes formas:

» Pelo sistema de selecdo unificada (Sisu) como fase Unica;
» Como primeira fase no processo de ingresso;
» Compondo com o vestibular tradicional o processo de ingresso;

* Para ocupacéo de vagas remanescentes do vestibular.
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As mudancas estabelecidas a partir de 2009 no Enem estao também relacionadas a vérios fatores.
Um deles é a necessidade de reformulagao do curriculo do Ensino Médio (observando-se a Base Comum
Nacional Curricular). Outro é proporcionar uma melhor qualidade no Ensino Médio brasileiro, pois esse
exame avalia o desenvolvimento de certas competéncias e habilidades dos alunos ndo de forma isolada,
mas de forma conjunta.

0 Exame Nacional do Ensino Médio

O Enem é composto de uma redacdo e de 180 questdes e é realizado em dois dias. Essas questdes estdo
divididas em guatro dreas do conhecimento (45 questdes para cada area):

» Linguagens, Codigos e suas Tecnologias;

» Matemética e suas Tecnolagias;

-

Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias;
= (Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.

As questdes sao elaboradas como base na Matriz de Referéncia (difundida pelo MEC), em que séo
descritas as competéncias e habilidades desejaveis para um aluno no fim do Ensino Médio. Elas estao fun-
damentadas em cinco eixos cognitivos comuns as quatro areas do conhecimento:

I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das linguagens
matematica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

I1. Compreender fenomenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias areas do conhecimento para
a compreensdo de fendmenos naturais, de processos historico-geograficos, da producao tecnologica e das
manifestacoes artisticas.

111. Enfrentar situacoes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e informacaes
representados de diferentes formas, para tomar decisoes e enfrentar situacdes-problema.

IV. Construir argumentacdo (CA): relacionar informacoes, representadas em diferentes formas, e conhe-
cimentos disponiveis em situacdes concretas, para construir argumentacio consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para elaboracao de
propostas de intervencao solidaria na realidade, respeitando os valores humanos e considerando a diver-
sidade sociocultural.

BRASIL. Ministério da Educacao. Matriz de Referéncia do ENEM 2009. Disponivel em: <http:/portal mec govbr/dmdocuments/
matriz_referencia_novoenems, Acesso em: 15 abr. 2016.

Comentario

A teoria dos conjuntos, por exemplo, é uma parte dos assuntos abordados no Ensino Médio em que a lin-
guagem matematica se faz presente. A simbologia empregada na Matematica representa uma simplificacdo na
escrita, mas ¢ dotada de significados importantes. Quando escrevemos y = f(x), por exemplo, estamaos indican-
do que a varidvel y depende da varidvel x, ou, conforme o contexto, que a grandeza representada por y é uma
funcédo da grandeza representada por x.

E desejavel que o aluno, ao enfrentar uma situacao-problema, compreenda inicialmente o que é proposto
e, a seguir, tenha o habito de elaborar mentalmente um plano para buscar uma solucdo. Essas sao apenas duas
etapas importantes na resolucdo de problemas gue levam o aluno a enfrentar situacdes novas, além de tornar
as aulas muito mais motivadoras.



A formacdo do professor

SaoinUmeras as preocupacoes em relacdo a formacao do professor. Existern problemas crénicos e reco-
nhecidos naformacao desse profissional que acabam refletindo em seu desempenho em sala de aula. Nesse
sentido,muitasescolastomaminiciativas promovendodiscussdes,criandogruposdeestudoseatéincentivan-
do professores a ingressar em cursos de formacao continuada promovidos em suas comunidades. Conforme
as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais para a Educacao Basica, "¢ necessario repensar a formacao dos
professores para que possam enfrentar as novas e diversificadas tarefas que |hes sao confiadas na sala de
aula e além dela"

Essas preocupacdes ja faziam parte do projeto de lei que propunha o Il Plano Nacional de Educacéo,
para o decénio 2011-2020. Nele sdo previstos, entre suas diretrizes, a valorizacdo do professor, incluindo
também o fortalecimento da formacao inicial e continuada dos docentes. Sobre essa valorizacao, desta-
cam-se as seguintes metas:

* Meta 15: Garantir, em regime de colaboracio entre a Unido, os Estados, o Distrito Federal e os
Municipios, que todos os professores da Educacao Basica possuam formacio especifica de nivel superior,
obtida em curso de licenciatura na drea de conhecimento em que atuam.

* Meta 16: Formar 50% dos professores da Educacdo Béasica em nivel de pos-graduacao lato e stricto
sensu, garantir a todos formacao continuada em sua drea de atuacao.

* Meta 17: Valorizar o magistério publico da Educacao Basica a fim de aproximar o rendimento médio
do profissional do magistério com mais de onze anos de escolaridade do rendimento médio dos demais
profissionais com escolaridade equivalente.

* Meta 18: Assegurar, no prazo de dois anos, a existéncia de planos de carreira para os profissionais
do magistério em todos os sistemas de ensino.
BRASILIA. Ministério da Educagio. Plano Nacional de Educacio 2011-2020. Disponivel em:<htip://portal. mec.govbr/

index_php?option=com_docmané&view=downloadé&zalias=7116-pl-pne-2011-2020&Ttemid=30192>.
Acesso em: 16 abr. 2016

Comentario

Sabemos que a escola carrega enormes preocupacoes ligadas a reformulacdes e atualizacées. Exa-
tamente neste ponto é que compreendemos se encontrar uma das oportunidades de contribuir para a
formacdo continuada dos professores. Como existem essas preocupacoes quanto as constantes e necessa-
rias atualizacdes, o docente, fazendo parte do chamado “projeto educativo da escold’, naturalmente acaba
se envolvendo com diversas questoes ligadas ao seu papel: discussoes sobre problemas de aprendiza-
gem, comportamentos, elaboracdo de programas de cursos, de projetos diversos implantados pela escola,
entre outras.

Além da formacéo continua do professor realizada na propria escola, hé outras possibilidades. Entre
elas, destacamos a formacao realizada presencialmente em faculdades e universidades e agquela efetuada
por meio da educacao a distancia. Esta ultima, em crescimento em nosso pais, exige supartes de comu-
nicacao, como acesso a internet e as plataformas utilizadas para os cursos. O procedimento desse tipo
de formacao baseia-se geralmente na articulacao entre as atividades a distancia (videoconferéncias) e as
atividades presenciais.

No que diz respeito a questao social, cada vez mais o professor tem de conviver com os interesses de
alunos e pais no dia a dia da escola e saber administra-los. Se considerarmos o ponto de vista da escola,
é exigida do professor a participacao ativa ndo apenas nas definicées dos rumos politicos e pedagdgicos
da instituicdo como também no gerenciamento de projetos de trabalho. Olhando pelo lado pessoal, o
professor é continuamente solicitado a participar de discussdes coletivas com seus colegas, além de preo-

Manual do Professor




cupar-se com aquelas tarefas didrias que sua profissao exige. Desse modo, a escola é para o professor fonte
primordial de questdes para pesquisa.

Assim, cada vez mais o docente pode encontrar condicdes para obter o aprofundamento tedrico ne-
cessario para enfrentar e resolver as questdes encontradas no dmbito escolar. Tanto as instituicoes de
formacdo presencial ou a distancia quanto a midia social vém oferecendo oportunidades de participacdo
em grupos de estudos na drea de Educacdo Matematica.

Procure, em sua cidade, centros, geralmente ligados as universidades, que promovem cursos de pos-
-graduacao e encontros para debater a educacdo. Além disso, existem revistas e boletins de Educacéo
Matematica que podem ser assinados pela propria escola. No fim deste manual, sugerimos algumas refe-
réncias sobre formacao docente.

2. A area de Matematica no Ensino Médio

Quiais sao os principais objetivos da Matematica na Educacao Basica? E os objetivos da Matematica no
Ensino Médio? Essas perguntas exigem urma profunda reflexdo sobre o que entendemos ser a Matematica,
nosso objeto de estudo.

Reflexoes sobre a Matematica
O que é Matematica? Como ensina-la? O que ensinar?

Keith Devlin, professor do Departamento de Matemética da Universidade Stanford, é conhecido no Brasil
por seus livros interessantes sobre o tema. Entre eles, dois se destacam: O gene da Matemdtica € O instinto mate-
madtico. Neste Ultimo, encontramaos uma reflexao interessante em um de seus capitulas, cujo titulo é O que é
Matematica?. Reproduzimos parte dessa reflexdo a seguir.

Os nameros surgiram logo que nossos antepassados reconheceram que conjuntos de, por exemplo,
trés bois, trés lancas e trés mulheres tinham algo em comum: o carater triplice. O padrao em questao é de
numerosidade, isto ¢, tamanho de um conjunto. Os nimeros propriamente ditos sao objetos inventados
para descrever esses padroes: o nimero 1 descreve o padrao da unidade, 2 descreve a duplicidade, e assim
por diante.

Uma vez que vocé tem numeros, pode ver padroes entre esses niimeros, por exemplo, 2 +3 =5, e
assim surge a Aritmética. Padroes de forma, importantes na designacao de quem possui tal ou qual pedaco
de terra ou na construcio de edificios, deram origem a Geometria, uma palavra que deriva da expressao
grega para “medicdo terrestre”. Quando combina padroes de forma com padroes de nimeros, vocé obtém
a Trigonometria.

No século XVII, Isaac Newton, na Inglaterra, e Gottlried Leibniz, na Alemanha, inventaram de forma inde-
pendente o calculo diferencial e integral, o estudo dos padrées de movimento continuo e suas variacoes. Antes
do calculo, a Matematica se restringia essencialmente a padrdes estaticos: contagem, medicdo e descricdo de
forma. Com a introducdo de técnicas para lidar com movimentos e variacdes, os matematicos puderam estudar
o deslocamento dos planetas e de corpos em queda livre na Terra, o funcionamento de maquinas, o fluxo de
liquidos, a expansao de gases, forcas fisicas como o magnetismo e a eletricidade, o voo, o crescimento das plantas
¢ animais, a disseminacao de epidemias, a lutuacao dos lucros, e assim por diante.

Aproximadamente na mesma época em que Newton e Leibniz estavam inventando o célculo, os mate-
maticos franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662) trocaram uma série de cartas
nas quais desenvolveram os fundamentos da area da Matematica conhecida como teoria da probabilidade,
que estuda padroes que surgem quando vocé repete um evento aleatério muitas vezes, como o lancamento



de moedas ou dados. (O trabalho deles era totalmente motivado pelo desejo de seus ricos protetores de
melhorar o desempenho nas mesas de apostas europeias.)

A atual tecnologia computacional surgiu do estudo dos padroes do pensamento logico, a area da Ma-
tematica conhecida com logica formal.
DEVLIN, Keith. O instinto matematico. Traducdo de Michelle Dysman. Rio de Janeiro: Record, 2009. p. 36-37.

Compreendemos, assim como esse autor, que a Matemdtica trata de padrdes. Também a Matematica
gue ensinamos nas escolas esté repleta de padrdes e, além disso, intimamente relacionada a outros temas.
Essa € uma visdo do que podemos considerar como sendo a Matematica.

Morris Kline é o autor do livro (em espanhol) Matemditicas para los estudiantes de humanidades (Matematica
para os estudantes de humanidades). O primeiro capitulo dessa obra tem um titulo, no minimo, intrigante:
“Por que estudar Matematicas?". Nao vamos aqui discutir o plural por ele empregado ao referir-se a “mate-
maticas’, mas observar uma interessante reflexdo que ele promove sobre sua importancia. Em determinada
parte desse capitulo, Kline afirma:

O tema tem muitas facetas ou, como alguém diria, tantas cabecas como a hidra mitolégica. E
possivel considerar as matematicas como linguagem, como classe particular de estrutura logica, como
corpo de conhecimentos sobre o nimero e 0 espaco, como série de métodos para extrair conclusoes,
com a esséncia do nosso conhecimento do mundo [isico ou como mera atividade intelectual divertida.
Mas seria muito dificil descrever com exatidao cada um desses aspectos em poucas palavras.

KLINE, Morris. Matemdticas para los estudiantes de humanidades. Fondo de Cultura Econémica de Espana, 1992, p. 13. (Tradugio nossa.}

Um pouco mais adiante no texto de Kline, ha algumas ideias que podemos utilizar como ponto de partida
para refletir sabre a importancia da Matematica:

Dessas reflexdes se chega a conclusao de que os sentidos, a medicio e a experimentacio, para nio
considerar sendo trés formas diferentes de adquirir conhecimento, sdo insuficientes em muitas situacoes.
A razdo é essencial. O advogado, o médico, o cientista e o engenheiro se valem da razio todos os dias
para chegar a conhecimentos que de outra maneira seriam inacessiveis ou que somente seriam obtidos a
custo em excesso elevado e enorme gasto de energia. As matematicas, mais que nenhuma outra atividade
humana, dependem do raciocinio para produzir conhecimentos.

KLINE. p. 13.

Ao citarmos dois autores relacionados as pesquisas e a histéria dessa ciéncia, pretendemos evidenciar
a grande dificuldade em definirmos Matemética ou em delinearmos essa disciplina no Ensino Médio. Se
concordamos que a Matemética trabalha com padroes, também aceitamos que a partir desses padroes é
essencial o entendimento e o estabelecimento das correspondentes relacdes, papel fundamental na ela-
boracao do conhecimento matematico.

Apenas como exercicio mental, sugerimos que vocé, caro professor, defina segundo seu ponto de vista
o que é Matematica. Registre essa definicdo no inicio de um periodo letiva. No inicio do préximo periodo
letivo, faca 0 mesmo e compare essas definicoes. E bem provavel que sejam distintas, pois os estudos
transformam nosso conhecimento e nossas concepgoes.

Objetivos da Matemadtica na Educacdo Basica

Em 2015, um documento resultante de um profundo estudo de especialistas foi apresentado a socieda-
de para uma etapa de discussoes: a Base Nacional Comum Curricular. E a base para a renovacao e também o
aprimoramento da Educacdo Basica como um todo.

Na drea de Matematica para a Educacao Basica, destaca-se seu papel fundamental e a forma como
seu conhecimento deve ser considerado:
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A Matematica assume um papel fundamental para o pleno acesso dos sujeitos a cidadania. Em
uma sociedade cada vez mais baseada no desenvolvimento tecnolégico, os conhecimentos matematicos
tornam-se imprescindiveis para as diversas acdes humanas, das mais simples as mais complexas, tais
como compreensdo de dados em graficos, realizacdo de estimativas e percepcao do espaco que nos
cerca, entre outras.

O desenvolvimento desta area do conhecimento, a Matematica, foi e continua sendo por meio das
relacdes que o homem estabelece com a sociedade em que vive. O conhecimento matematico € fruto
da busca, pelo ser humano, de respostas a problemas que a sociedade lhe apresenta em suas praticas
sociais. A Matematica nao ¢, e nio pode ser vista pela escola, como um aglomerado de conceitos antigos
e definitivos a serem transmitidos ao/a estudante. Ao contrario, no processo escolar, é sempre funda-
mental que ele/a seja provado/a a construir e a atribuir significado aos conhecimentos matematicos.

Dessa forma, a Matematica pode ser vista como uma fonte de modelos para os fenémenos que nos
cercam. Esses modelos compreendem nao somente os conceitos, mas as relacoes entre eles, procedi-
mentos e representacoes de diversas ordens.

BRASIL. Ministério da Educacao. Base Nacional Comum Curricular. (Proposta preliminar para consulta publica). Brasilia, DE,

16 set. 2015. p. 127. Disponivel em: <htip://basenacionalcomum. mec_gov.br/documentos/BNCC-APRESENTACAQ pdf-.
Acesso em: 14 abr. 2016.

Um pouco mais adiante, nesse mesmo documento, aponta-se a apropriacao do conhecimento ma-
tematico como condicdo fundamental para que o alunc da Educacdo Basica possa atingir plenamente a
cidadania. Para tanto, é necessério o desenvolvimento de uma forma de raciocinar. A partir dai sdo apon-
tados os seguintes objetivos gerais da drea de Matematica para a Educacao Basica:

s Estabelecer conexaes entre os eixos da Matematica e entre esta e outras areas do saber.

* Resolver problemas, criando estratégias proprias para sua resolucio, desenvolvendo imaginacio e
criatividade.

* Raciocinar, fazer abstracoes com base em situacoes concretas, generalizar, organizar e representar.
* Comunicar-se, utilizando as diversas formas de linguagens empregadas em Matematica.

e Utilizar a argumentacao matematica apoiada em virios tipos de raciocinio.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 129.

Objetivos da Matematica no Ensino Médio

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (ainda em estudo), temos preocupagdes bem
atuais com essa fase da Educacao Basica:

O Ensino Médio caracteriza-se como a tltima etapa da Educacdo Basica. Nao ¢ uma etapa isolada e
independente das anteriores, mas, sim, uma etapa complementar, que deve oferecer condices ao estudante
para ampliar e consolidar as aprendizagens do Ensino Fundamental e desenvolver novas capacidades de
interpretar e refletir sobre diferentes contextos. Para isso, no ambito da escola, é necessario rever e redi-
mensionar o curriculo, de modo que a Matematica ao ser apresentada ao estudante evidencie sua relevancia
social e cultural e seu papel no desenvolvimento histérico da ciéncia.

Base Nacional Comum Curricular, 2015, p. 149.
Em nossa sociedade, temos uma diversidade de situacoes em que o conhecimento matemético é neces-

sério: como um importante instrumento para lidar com situacées cotidianas; como apoio a outras areas do
conhecimento; como uma maneira de conduzir o desenvolvimento de habilidades do pensamento.



Durante os trés anos que compreendem o Ensino Médio, a Matematica representa uma parte do co-
nhecimento humano extremamente importante ndo apenas para ler e interpretar nossa realidade mas
também para ampliar e construir uma visdao de mundo. Nao podemos nos esquecer de que estamos for-
mando alunos que se encontram em processo de escolha profissional.

Além do caréter instrumental, a Matemdtica que é abordada nessa importante etapa da escolarizacdo
coloca-se como uma ciéncia com caracteristicas proprias e linguagem especifica. Entretanto, tem uma
funcao de integrar outras areas do conhecimento, como as demais Ciéncias da natureza. Nesse sentido,
devemos ter como preocupacao a utilizacdo de contextos diversos quando da abordagem de conteldos
dessa disciplina.

A Matemaitica do Ensino Médio deve priorizar conceitos e procedimentos que possibilitem o
estabelecimento de conexdes tanto entre diversas ideias matemaiticas, como com outras areas do
conhecimento, atentando para suas aplicacoes sociais. O estudo das [uncoes, por exemplo, deve
priorizar aspectos relacionados a variacao entre grandezas, permitindo que o/a estudante desenvolva
eletivamente o pensamento [uncional, em substituicio as habilidades relativas a simples manutencao
simbolico-algébrica, normalmente privilegiada pela escola.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 150.

Ao aprenderem a Matemdtica contextualizada e integrada, sempre que possivel, com outras dreas do
conhecimento ou até mesmo com questdes do cotidiano, os alunos desenvolvem habilidades essenciais
para a estruturacdo do pensamento, que os auxiliam cada vez mais na busca pela compreensao e inter-
pretacao de situacdes diversas. Desenvolvem também o habito de argumentar e a capacidade de analisar
e tomar decises.

Compreendemos a necessidade do saber matematico na formacao de habilidades de pensamento
e como instrumento essencial em outras dreas do conhecimento. Acreditamos ainda que a formacéo do
jovem pode ocorrer levando em conta a dimenséo historica do proprio conhecimento matematico, além,
é claro, dos contextos necessarios para aprender Matematica.

Com o acesso cotidiano relativamente facil as tecnologias diversas, espera-se que a disciplina de Ma-
tematica, o professor e o aluno sejam inseridos em tais importantes recursos:

O trabalho com a Matematica no Ensino Médio pode ser enriquecido por meio de propostas
pautadas no uso de recursos tecnologicos como instrumentos que visem auxiliar na aprendizagem
e na realizacdo de projetos, sem anular o esforco da atividade compreensiva. Ha diversos softwares
disponiveis na Internet que se aplicam ao estudo das construgoes geomeétricas ou das [uncoes. Ha,
ainda, planilhas eletronicas que auxiliam na organizacio de dados e na elaboracio de tabelas e gralicos.

Para tanto, é necessario que a escola possibilite aos/as estudantes o acesso, de modo ético e res-
ponsavel, a softwares e sites de pesquisa. A producio rapida e excessiva de informacdes na sociedade
atual requer um eficiente pensamento analitico para compreender pesquisas de opinido, indices eco-
némicos, doencas, problemas ambientais, entre outros.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 150-151.

Resumindo o que abordamos até aqui sobre o Ensino Médio, precisamos construir uma Matematica
em sala de aula que proporcione a nossos alunos uma visdo dela como uma ferramenta util para resolver
problemas diversos de sua vida cotidiana e, na mesma medida, uma visdo da Matemética como uma cién-
cia logicamente estruturada.

Sendo assim, apresentamos 0s objetivos gerais da drea de Matemética no Ensino Médio extraidos da
Base Nacional Comum Curricular:
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+ Aplicar conhecimentos matematicos em situacoes diversas, na compreensao das demais ciéncias,
de modo a consolidar uma formacao cientifica geral;

* Expressar-se oral, escrita e graficamente, valorizando a precisao da linguagem, na comunicacao
de ideias e na argumentacdo matematica;

* Compreender a Matematica como ciéncia, com sua linguagem propria e estrutura logico-dedutiva;

« Estabelecer relacdes entre conceitos matematicos de um mesmo campo e entre os diferentes eixos
(Geometria, Grandezas e Medidas, Estatistica e Probabilidade, Numeros e Operagdes, Algebra e Fungées),
bem como entre a Matemadtica e outras areas do conhecimento;

« Desenvolver a autoestima e a perseveranca na busca de solugoes, trabalhando coletivamente, respei-
tando o modo de pensar dos/as colegas e aprendendo com eles/as;

* Analisar criticamente os usos da Matematica em diferentes praticas sociais e fendmenos naturais,
para atuar e intervir na sociedade;

* Recorrer as lecnologias digitais para descrever e representar matematicamente situacoes e fenémenos
da realidade, em especial aqueles relacionados ao mundo do trabalho.

Base Nacional Comum Curricular, 2015. p. 151-152.

Note que a Base Nacional Comum Curricular ja indica como eixos para a Matemética no Ensino Médio:
Geometria; Grandezas e Medidas; Estatistica e Probabilidade; Numeros e Operacdes; Algebra e Funcoes.

O Enem e a Matematica

Apresentamos a seguir as sete competéncias e as 30 habilidades elencadas na Matriz de Referéncia
para a prova de Matematica e suas Tecnologias. Embaora sejam habilidades diferentes (H1 até H30), pode-
mos encontrar em guestdes e situacdes diversas mais de uma habilidade envolvida. Citamos, apds cada
competéncia, um exemplo de questdo do préprio Enem, com resolucio e comentdrios.

Competéncia de drea 1 - Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacées dos nimeros e operagdes —
naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.
H3 - Resolver situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de argumentos sobre afirmacoes
quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervengdo na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizacdo e a movimentacao de pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua repre-
sentacao no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.



H8 - Resolver situagao-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de argumentos propostos como
solugdo de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir nocoes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e
a solucdo de problemas do cotidiano.

H10 - |dentificar relacdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nocéo de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.
H12 - Resolver situagao-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medicao na construcao de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geométricos relacionados a
grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 — Construir nocdes de variacdo de grandezas para a compreensao da realidade e
a solugao de problemas do cotidiano.

H15 - |dentificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situacio-problema envolvendo a variacdo de grandezas, direta ou inversamente propor-
cionais.

H17 - Analisar informacoes envolvendo a variacao de grandezas como recurso para a constru¢ao de argumentacao.
H18 - Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variacao de grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou téc-
nico-cientificas, usando representacdes algébricas.

H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacao entre grandezas.

H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relacoes entre grandezas.

H21 - Resolver situacdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de argumentacio.
H23 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de gréa-
ficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacao, interpolacdo e interpretacao.

H24 - Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréficos.

H26 - Analisar informacdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construcao de ar-
gumentos.
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Competéncia de area 7 - Compreender o carater aleatdrio e nao deterministico dos fenémenos
naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacdo de amostras e célculos
de probabilidade para interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

H27 -Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados expressos em uma
tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em gréficos.

H28 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.
H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcao de argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e proba-
bilidade.

Com a implantacao da Base Nacional Comum Curricular, & necessario que, como professores, tenha-
mos uma postura reflexiva permanente sobre os contelddos trabalhados, de tal forma que possamos as-
sociar e elencar as competéncias e habilidades que estdo sendo trabalhadas. Essa deve ser uma dindmica
presente em nossas aulas, para que também o aluno passe, de maneira clara e objetiva, a compreender
cada vez mais a Matriz de Referéncia do Enem.

3. Uma colecdo de livros de Matematica no Ensino Médio

Professor, agora que ja abordamos as principais referéncias nacionais sobre o Ensino Médio, vamos
procurar inserir nossa colecao de Matematica nesse importante estdgio da escolarizacdo. Observaremos a
seguir a estrutura desse material de apoio na formacao desses jovens ao longo dos trés anos.

De modo geral, a abordagem gue acreditamos ser adequada para o ensino da Matemética deve
considerar a necessidade de contextos, observando aplicagdes, sempre gue possivel. A apresentacdo pre-
matura de conceitos, por meio de uma estéril cadeia de definicdes e propriedades, nem sempre deve ser
o caminho percorrido. Entendemos que o raciocinio dedutivo deve ser trabalhado e valorizado, porém de
forma gradativa. E desejavel que demonstracoes sejam feitas sempre que auxiliem na construcio do co-
nhecimento matematico. Dependendo do conteldo, paedemos sugerir verificacGes empiricas de determi-
nadas propriedades ou demonstracdes (de natureza dedutiva) de outras propriedades, levando em conta
o nivel de interesse e de compreensdo dos alunos.

Resumindo, na metodolegia de ensino em que nos baseamas, o aluno deve ser participativo na cons-
tru¢do do conhecimento, resolvendo e discutindo situagdes propostas. Deve ser continuamente incenti-
vado a explorar determinados temas, a utilizar ferramentas como a calculadora e o computador em in-
vestigagoes que sdo conduzidas no desenvolvimento de alguns conteldos, sempre que isso for possivel.
Nao queremos, com isso, deixar de lado as chamadas sistematizacdes necessarias na consolidacao dos co-
nhecimentos adquiridos. Comao professores, devemos interferir construtivamente por meio de indagacoes
que instiguern os alunos. Se assim procedemos, também devemos saber escutar as conclusoes, suposicoes
e dificuldades que esses mesmos alunos ativos exponham.

Distribuicao dos contetidos

Os conteldos que tradicionalmente compdem o Ensino Médio estao divididos em trés volumes. Nesta
colecdo, cada volume, por sua vez, esta dividido em unidades subdivididas em capitulos. Nos quadros a seguir
ha a descricdo correspondente a essa distribuicio, conforme nossa escolha.



12 ANO
Capitulo 1 — Ndmeros reais
Capitulo 2 - Nogdes basicas de conjuntos
Capitulo 3 — Operagoes entre conjuntos

Capitulo 4 — Figuras geométricas planas
Capitulo 5 - Semelhanca de figuras planas
Capitulo 6 — Areas de figuras planas

Capitulo 7 — Relacao de dependéncia entre grandezas
Capitulo 8 - Introdugao & Geometria Analitica
Capitulo 9 - Fungao afim

Capitulo 10 - Func¢ao quadratica

Capitulo 11 - Trigonometria no tridngulo retangulo
Capitulo 12 - Trigonometria em um triangulo qualquer

Capitulo 13 — Potenciagao nos reais
Capitulo 14 - Fungao exponencial
Capitulo 15 - Logaritmos

Capitulo 16 — Funcao logaritmica

Capitulo 17 - Sequéncias
Capitulo 18 - Progressao aritmética
Capitulo 19 - Progressao geométrica

No Volume 1, a Unidade 2 representa uma retomada dos principais tépicos de Geometria Plana estuda-
dos no Ensino Fundamental. Escolhemos incluir tal assunto nesse volume, pois, no seguinte, além da chama-

da Geometria de Posicao, desenvolvernos topicos de Geometria Espacial.
22 ANO

Capitulo 1 — Proporcao e porcentagem

Capitulo 2 - Juros simples

Capitulo 3 — Juros compostos

Capitulo 4 — Trigonometria na circunferéncia
Capitulo 5 — Relagoes trigonométricas
Capitulo 6 — Transformagdes trigonométricas

Capitulo 7 — Matrizes e determinantes
Capitulo 8 - Sistemas de equacdes lineares

Capitulo 9 — Geometria Espacial de Posi¢ao
Capitulo 10 - Poliedros

Capitulo 11 — Prismas

Capitulo 12 - Piramides

Capitulo 13 - Principio fundamental da contagem
Capitulo 14 — Permutacoes
Capitulo 15 — Combinacdes e arranjos

Capitulo 16 - Bindmio de Newton

Capitulo 17 — Introdugdo a teoria das probabilidades
Capitulo 18 — Clculo de probabilidades

Capitulo 19 — Adicao e multiplicagdo de probabilidades
Capitulo 20 - Introdugdo & Estatistica

Capitulo 21 — Medidas de tendéncia central
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Tradicionalmente, o estudo da Geometria Espacial é desenvolvido apenas no Volume 2. Optamos,
porém, por deixar para o Volume 3 parte desse tema: cilindros, cones e esferas. Assim, esse importante
assunto da Matematica do Ensino Médio ndo é esgotado em apenas um ano.

Introduzimos também no Volume 2 o estudo da Estatistica até medidas de tendéncia central. Entretanto,
no inicio do Volume 3, fazemos uma retomada e ampliamos com as medidas de dispersao.

32 ANO
Capitulo 1 — Medidas de tendéncia central (retomada)
Capitulo 2 — Medidas de dispersao
Capitulo 3 - Probabilidades e Estatistica

Capitulo 4 — Coordenadas cartesianas
Capitulo 5 — A reta no plano cartesiano
Capitulo 6 — Distancia, area e angulo

Capitulo 7 — A circunferéncia no plano cartesiano

Capitulo 8 - Cilindros
Capitulo 9 — Cones
Capitulo 10 — Esferas

Capitulo 11 = O conjunto dos nimeros complexos
Capitulo 12 — Operagoes na forma algébrica
Capitulo 13 — Forma trigonométrica

Capitulo 14 — Operagdes na forma trigonométrica

Capitulo 15 — Polindémios
Capitulo 16 — Operagdes com polinémios
Capitulo 17 — Equagoes algébricas

Capitulo 18 - Teoremas e relagdes

Capitulo 19 - Elipse
Capitulo 20 - Hipérbole
Capitulo 21 — Parabola

Nao incluimos o estudo de limites e derivadas porque o consideramos adequado a etapa posterior ao En-
sino Médio. Sdo conhecimentos abordados na disciplina de Célculo Diferencial e Integral, presentes em alguns
cursos de graduacao, sendo por isso mais restrites ao Ensino Superior.

Estrutura das unidades em cada volume

Vimos que cada um dos trés volumes contém seis unidades, subdivididas em capitulos. Vamos descrever
agora como cada unidade estd estruturada, da abertura ao fechamento. Para facilitar, utilizamos algumas ilus-
tracoes retiradas dos volumes da colecao.

Desenvolvimento dos contetidos

De modo geral, podemos dizer que cada capitulo € iniciado com alguma situacdo-problema, um exem-
plo que desencadeia os conteldos. As situacdes apresentadas ou os exemplos dados referem-se a contextos
variados, que podemn se relacionar a prépria Matematica e seus conteddos, ao cotidiano ou até mesmo a
outra disciplina.




Para o desenvolvimento dos conteldos, utilizamos algumas se¢des que devem auxiliar o trabalho do pro-
fessor e dos alunos nesse sentido. Sao elas:

Questoes e reflexdes

E desejével que o aluno tenha uma postura reflexiva e participativa no desenvolvimento do contetido
trabalhado. Assim, uma forma de envolvé-lo é fazendo perguntas diversas, que podem, evidentemente, ser
ampliadas pelo professor. Algumas vezes, tais perguntas sdo colocadas ao longo da teoria para sondar o co-
nhecimento prévio do aluno, verificar sua compreensao e potencializar suas reflexées. Em outros momentos,
as perguntas propostas tém o carater de verificacdo imediata em meio a exemplos que foram desenvolvidos,
conduzindo o aluno a alguma resolucéo.

Com essas questoes esperamaos respostas que também devem ser analisadas pelo professor como sonda-
gem de aprendizagem, fornecendo indicios de compreensao ou de dlvidas, esperadas na construcao do co-
nhecimento. Embora tais respostas ou sugestdes de respostas estejam no Manual do Professor, elas objetivam
muito mais a opiniao e o envolvimento do aluno do que qualquer preocupacao com exatidao.

Exercicios resolvidos

Como os capitulos apresentam subdivisdes, propomos diversos exemplos e exercicios resolvidos. Os exemn-
plos estao distribuidos ao longo do capitulo e servem de apoio ao desenvolvimento do conteddo, articulando
a teoria com a resolucdo. Os exercicios resolvidos, por outro lado, constituem exemplos de como solucionar
problermnas matematicos que dizem respeito aquele conteldo, passo a passo.

Diante dos exercicios resolvidos e dos exemplos, sugerimos que o professor ora reproduza os passos da
resolucdo na lousa, ora promaova discussées, orientando o aluno a acompanhar no préprio livro as resolucdes.
Essa maneira de observar exemplos e exercicios resolvidos cria o hébito desejavel de ‘caminhar por si s&', de
refletir sobre como fazer e de buscar a compreensao de forma independente.

Exercicios propostos

A aprendizagem de conceitos matemdticos ocorre gquando os alunos conseguem estabelecer relagées
entre contelidos e sdo capazes de compreendé-los. Para que isso ocorra e haja seguranca ao fazer Mate-
matica, é necessaria a fixacao de certos procedimentos e a manipulacao das relaces estabelecidas. Esse é
um dos objetivos de tais exercicios. Eles devem ser encaminhados tao logo as explicagdes dos conteudos
correspondentes sejam dadas. De acordo com a escolha do professor, podem ser propostos para resolu-
cdo individual em sala de aula ou em duplas. E fundamental também que sejam devidamente corrigidos
na aula, como forma de verificacdo das ideias basicas desenvolvidas. E necessario observar as duvidas
levantadas pelos alunos, pois sdo elementos que permitem ao professor fazer, eventualmente, retomadas
necessdrias ou acrescentar mais exemplos e exercicios.

Como desejamos o desenvolvimento da autonomia dos alunos, sempre é recomendavel que exerci-
cios sejam selecionados como “tarefa” a ser executada fora da sala de aula. Indicamos, entéo, que a verifi-
cacéao de procedimentos e exercicios ocorra também entre os proprios alunos.

Por vezes, ha mais exercicios relativos a determinados assuntos. Isso ocorre pela caracteristica do tema,
gue pode ter uma guantidade maior de conceitos e procedimentos exigidos para sua compreensio e
desenvolvimento.

Geralmente, as Ultimas atividades exigem do aluno algo mais que uma simples fixacdo. Nao sdo ati-
vidades com grau elevado de complexidade, mas foram elaboradas procurando articulacdo com outros
assuntos j& estudados ou questionando os alunos de forma um pouco diferenciada em relacdo as primei-
ras atividades. O objetivo é propor situacoes diferentes para valorizar a busca de estratégias de resolucao.
Algumas vezes, os alunos deverao, por exemplo, elaborar enunciados com base em determinadas condicdes.
O intuito é conduzir o aluno a observar como é a estrutura do enunciado de uma situacao-problema e as
relacées entre seus dados.
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Observacao

Dificuldades sao esperadas e devem ser utilizadas para promover debates em sala de aula. A discussao
coletiva dessas atividades e sua resolucio, observando formas diferentes de procedimentos e impressdes dos
alunos sobre como pensaram, devem ser valorizadas e conduzidas pelo professor.

Exercicios de vestibulares e Enem

Os alunos do Ensino Médio tém diversas expectativas que precisam ser levadas em consideracdo em
sua formagdo. Uma delas € a legitima preocupacdo com o ingresso em uma universidade brasileira. Para
tanto, é necessario que, desde o 12ano desse estdgio da escolarizacao, eles tenham o habito de enfrentar
situacdes presentes em questdes de vestibular. Isso ndo quer dizer que a grande motivacao do ensino aqui
proposto seja o vestibular em si, e sim que essa é uma de suas finalidades.

No fim de cada unidade apresentamos uma diversidade de questdes retiradas de exames de vestibular
que envolvem os contetdos trabalhados. Geralmente ndo sac de imediata resolucao, por isso considera-
mos importante que algumas delas sejam resolvidas coletivamente em sala de aula. Qutras, a critério do
professor, podem ser encaminhadas ou sugeridas aos alunos como autoavaliacdo. Aquelas com grau de
complexidade maior na resolucdo podem ser utilizadas como componente da propria avaliacao (em forma
de trabalho em pequenos grupos). No fim do Manual do Professor, essas questdes estao resolvidas.

Como o Enem também é uma preocupacdo de nossos alunos, incluimos questées que ja fizeram parte

desse importante exame brasileiro. Elas aparecem em meio as de vestibular. Mencionamos no Manual do
Professor a habilidade (ou as habilidades) exigida na questao.

Sugerimos ao professor que, ao corrigir ou verificar coletivamente tais questdes, as habilidades corres-
pondentes sejam identificadas e comentadas para a turma toda. E um trabalho simples, mas fundamental
para a formacao e preparacao do aluno para o Enem: habitué-lo a observar as habilidades que estdo sendo
exigidas dele.

No fechamento da unidade também apresentamos sugestdes do trabalho com habilidades e compe-
téncias, além das questdes do Enem.

Todas as unidades trazem no fim uma questao desafiadora (a Ultima da unidade). Embora o caréter de
desafio possa ser considerado subjetivo de aluno para aluno, geralmente a questdo escolhida exige um
conhecimenta da parte tedrica com maior profundidade ou apresenta uma complexidade maior em sua
resolucdo.

O desafio pode ser ampliado pelo professor, caso queira, e em conformidade com a turma. Atual-
mente, com as facilidades de acesso as informacoes e sites especializados de busca, € possivel acessar néo
apenas outras questoes de vestibular e do proprio Enem mas também questdes das Olimpiadas Brasileiras
de Matematica (OBMs) e das Olimpiadas Brasileiras de Matematica da Escola Publica (OBMEPs).

Explorando

Em alguns momentos, ao longo da colecdo, propomos atividades com caracteristicas bern diferentes
dos Exercicios Propostos ou dos Exercicios de Vestibulares e Enem. No Explorando, as atividades objetivam,
entre outras coisas, como o proprio nome da secao indica, explorar determinado contelldo ou situagao.
Compreendemos que a formacao de nossos alunos no Ensino Médio precisa cada vez mais ser conduzida
no sentido de valorizar e potencializar o aspecto investigativo. Além disso, as ferramentas computacionais
e a calculadora representam meios presentes no cotidiano de nossos alunos que nao podem ficar distan-
tes da sala de aula.

O uso da calculadora, de instrumentos geométricos ou de ferramentas computacionais é sugerido em
algumas dessas atividades. Assim, é preciso que haja, caso tais atividades sejam desenvolvidas em sala de aula,
como sugerimos, uma prévia organizacao, solicitando que os alunos tragam os instrumentos necessarios ou
que a prépria escola os disponibilize.



Observacoes

1. A calculadora pode ser empregada como instrumento, além das atividades sugeridas nesta secao.
Por exernplo, existem exercicios em que o célculo numérico é apenas auxiliar. Nesses casos, 0 uso da
calculadora acaba liberando mais tempo para que o aluno possa refletir sobre o exercicio e os resultados
encontrados.

2. O computador faz parte do cotidiano do aluno. E um aliado importante a ser trazido para a sala
de aula ndo apenas pelo interesse do alunc mas também por seu emprego na construcao de gréficos, na
elaboracdo de tabelas e na construcao de planilhas. Nao sdo somente gréficos estatisticos, mas graficos de
funcées e gréficos de curvas diversas, como elipse, hipérbole e parabola.

3. Para a construcao de gréficos, sugerimos dois aplicativos importantes e de acesso gratuito: Winplot
e Geogebra.

Embaora o nimero de atividades do Explorando seja relativamente pequeno, elas podem ser amplia-
das pelo professor juntamente com as ideias criativas que os alunos apresentam quando estdo diante de
ferramentas computacionais, por exemplo. Uma investigacao matematica muitas vezes comeca com uma
simples pergunta que o professor faz a turma ou até mesmo com uma curiosidade observada por um
aluno. Nesse tipo de atividade, o envolvimento do aluno ocorre de forma imediata. Nosso papel, como
professores, é estimular a curiosidade para que o aspecto investigativo faca parte do aprendizado.

Textos na Matematica

Com base no livro Letramento no Brasil: habilidades matematicas, tivemnos a ideia de elaborar atividades
nesta colecao didatica que representassem um convite a leitura de textos. Compreendemos que a Mate-
matica ndo pode ser resumida, de modo tacanho, a busca de solucdes de questdes e de problemas. Como
atividade humana que €, precisa também ser compreendida por sua histdria, pela identificacao de perso-
nagens responsaveis por descobertas que a transformaram e pelas dificuldades encontradas nas buscas de
explicacoes convincentes para determinada teoria.

Ao realizarmos um trabalho com textos da historia da Matemaética estamos, de certa maneira, pro-
cedendo a uma contextualizacao sociocultural. Nosso objetivo é, entdo, compreender o conhecimento
cientifico como resultado de uma construcdo humana dentro de um processo histérico e social.

Apresentamos pelo menos um texto em cada unidade. Entretanto, conforme referéncias apresentadas
no fim deste manual, outros também podem ser analisados e encaminhados pelo professor para leitura e
andlise de seus alunos.

Os textos que envolvem personagens da historia da Matematica sdo geralmente muito bem aceitos e
comentados pelos alunos. E importante dizer-lhes que determinados personagens recebem inteiramente
o crédito de um feito, ao passo que outros que também deram contribuicoes permanecem no anonimato
ou desconhecidos. Sabemos também que alguns nao tiveram o merecimento devido, enquanto para ou-
tros o reconhecimento foi tardio.

Algumas dessas trajetdrias de vida e/ou de superacao sao exemplos importantes para o conhecimento
e a reflexdo de nossos alunos. Como ndo se emocionar com a precocidade de Gauss e com a producédo
Matematica intensa de Euler, apesar de sua cequeira? Como néo ficar triste diante do fim prematuro de
um potencial extraordindrio como o de Galois? Nossos alunos precisam também ver esse outro lado dessa
atividade que denominamos Matematica.

Os textos versam nao apenas sobre a histéria da Matemaética e de personagens mas também sobre a
histéria dos contetidos. Por vezes, utilizamos a forma textual para abordar explicacbes necessarias para a
compreensao de conteudos diversos.

No fim de alguns textos elencamos questdes ou sugestdes de atividades que podem ser utilizadas
para verificar a compreensao do texto ou para potencializar ampliaces a critério do professor e dos pré-
prios alunos.
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Observacao

Recomendamos, no fim do livro do aluno, algumas obras interessantissimas para leitura. Sao referéncias
que abordam a histéria da Matematica e algumas vezes de seus personagens, numa linguagem bem atraente.
Sugerimos que os alunos leiam pelo menos um desses livros ac longo do ane. Talvez até essa leitura possa fazer
parte de uma atividade de avaliacdo: por exemplo, depois de ler o livro, o aluno apresenta, de forma resumida,
as ideias principais contidas nele.

Algumas conclusdes

As unidades desta colecdo contém grandes temas subdivididos em outros. Esses temas sao desenvol-
vidos em sala de aula durante determinado tempo, ocupando, muitas vezes, semanas. Assim, é aceitavel
e esperado, por exemplo, que nossos alunos apresentem dificuldades em relagdo ao dominio do que foi
abordado. Mesmo que eles resolvam os exercicios propostos e participem ativamente das aulas, é natural
e necessario que facam retomadas e resumos dos principais conceitos e ideias trabalhadas na unidade.

Assim, como uma espécie de roteiro, propomos uma reflexao sobre o que foi desenvolvido na unidade
voltada ao conteldo. Tal reflexao é conduzida por meio de dez questdes que podem ser ampliadas pelo pro-
fessor. Ao procurar a resposta para cada uma dessas questdes, o aluno é remetido diretamente a verificacao da
aprendizagem. Nao é necessario gue ele apresente para a turma as respostas para tais questoes, pois estamos
diante de uma autoavaliacdo sobre o entendimento ou nao do objeto de estudo.

Sugerimos que esse cardter de autoavaliacdo seja motivado pelo professor e utilizado como uma reflexdo
sobre as ideias principais que compdem o assunto estudado. Essa pode também ser uma maneira de criar o
habito de fazer resumos e retomadas de conteldos.

Fechamento da unidade

Ja abordamos neste manual as competéncias e habilidades do Enem. Sugerimos um trabalho ao longo do
desenvolvimento dos contetdos visando & compreensdo das habilidades presentes na Matriz de Referéncia.
Propusemos também questdes nos Exercicios de Vestibulares e Enem que ja fizeram parte desse exame. Mas
podemaos ir um pouco além.

Como fechamento da unidade, a secao que aqui apresentamos cumpre com o objetivo de ampliar o tra-
balho visando ao Enem. E o desenvolvimento das habilidades sendo realizado em um contexto diferente. Pro-
pomos a leitura de um texto de cunho formativo relacionado as Ciéncias, podendo também estar ligado a arte,
modelagem matematica, inclusao social ou histéria da Matematica; enfim, procuramos diversificar. Depois da
leitura de cada um desses textos, alguns questionamentos sao sugeridos.

E importante que se compreenda que nao se trata de uma leitura complementar ou de uma atividade que
possa ser descartada. Ela esta estruturada com a finalidade de proporcionar aos alunos um trabalho um pouco
diferente em sua formacao. Sugerimos que tais atividades facam parte da avaliacao do aluno, como um compo-
nente de desenvolvimento de habilidades e de compreensédo de texto. Nesse sentido, o encaminhamento em
duplas ou trios seria o recomendado.

As respostas ou sugestoes de respostas as guestdes sdo apresentadas no Manual do Professor.

Componentes e personagens na construcdao do conhecimento

O livro didatico de Matemdtica é apenas um instrumento que apresenta os temas e fornece alguns pos-
siveis caminhos a serem seguidos para o desenvolvimento dos conteddos nele inseridos. A maneira como
ele é trabalhado dia a dia em sala de aula, como é manipulado pelo aluno em seus estudos e pelo professor
ao organizar seu trabalho e ao propor formas de avaliagdo sdo componentes decisivos para a construcao do
conhecimento. E uma verdadeira engrenagem que precisa ser montada para que funcione:



AVALIAGAO

N

PROFESSOR

Figura: & DAE

Assim, precisamos analisar coma relacionar esses componentes e personagens!

Professor, aluno e atitudes

Como este € um manual destinado ao professor, propomos algumas reflexdes para que a construcao do
conhecimento resulte numa aprendizagem significativa para o aluno. Entendemos que outros topicos pode-
riam aqui ser incorporados pelo docente durante sua atividade. O que temos a seguir € uma proposta para
analise e discussao.

¢ O livro didatico de Matematica é uma referéncia; entretanto, o papel do professor é fundamental.
Sua postura deve estar ligada a ideia de facilitador, orientador e incentivador da aprendizagem. Sempre que
possivel, ele deve instigar o aluno e valorizar sua autonomia. Ao aluno, cabe o papel ativo na construcio

do conhecimento.

Ao considerarmos que o papel do aluno deve ser ativo, certamente teremos uma exigéncia bem maior do
professor, que devera saber ouvir e discutir impressées vindas do aluno. Na sala de aula, é recomendavel que as
carteiras ndo estejam sempre distribuidas em filas. As discussoes devem colocar o aluno lado a lado, para que
ele aprenda a ouvir e a defender seus argumentos.

Manual do Professor

21




Nesta colecao, esses momentos podem ocorrer diante do que chamamos Questoes e reflexdes, apos a
leitura de um Texto na Matematica, com a verificacdo de respostas e procedimentos quando de Exercicios
propostos, na abertura e no fechamento da unidade e também no Explorando. Cabe ao professor, com sua
experiéncia, administrar o encaminhamento de tais atividades.

* Os conceitos matemdticos precisam, sempre que possivel, ser inicialmente trabalhados de forma
intuitiva, por meio de exemplos e boas questdes. Somente depois ¢ que serdo formalizados.

Quando abordamos as primeiras ideias de Geometria Analitica, nds, professores, podemos questionar os
alunos sobre o que é necessério saber para localizar um ponto na superficie terrestre. Apenas nesse questio-
namento acabamos envolvendo ndo apenas o aluno mas também outra drea do conhecimento: a Geografia.

Qutro exemplo seria o primeiro contato dos alunos com o tema fungdes. Podemos salicitar a eles que in-
formem a relacdo entre o nimero do calgado que utilizam e o tamanho dos seus pés. Estamos aqui diante do
conceito de funcdes.

* Vivenciar, sempre que possivel, alguns contetidos desenvolvidos.

Quando iniciamos o estudo de probabilidades, por exemplo, podemos levar para a sala de aula moedas,
dados, cartas de baralho, roletas, volantes de loteria esportiva, resultados da Mega-Sena e outros jogos conhe-
cidos, propondo questdes diversas.

Se 0 assunto é fungdo quadratica, podem-se levar para a sala de aula pedacos de barbante com 20 metros
de comprimento e solicitar que os alunos construam no chdo, utilizando esses fios, alguns retangulos com 20
metros de perimetro. Depois, pergunta-se a eles, por exemplo: Quais sao as medidas dos lados desses retan-
gulos e quais sdo suas respectivas areas? Em seguida, eles devern descobrir as medidas dos lados do retangulo
que apresenta a maior area possivel.

e Utilizar instrumentos tecnologicos, mesmo que para verificacao de resultados.

Independentemente do livro didatico, que ja sugere atividades nesse sentido, proponha outras com
a utilizacado de calculadoras. Quando o assunto estudado &, por exemplo, nimeros irracionais, podemos
pedir aos alunos que investiguem certas raizes quadradas com a calculadora, elevando os resultados ao
quadrado para verificarem entdo o que ocorre.

Se o assunto é Trigonometria, além dos exercicios e atividades propostos no livro devemos estimular os
alunos a sondar os valores das razdes trigopnométricas com o auxilio da calculadora.

Se o tema é Estatistica, podemos encaminhar atividades coletivas de construcdo de tabelas e gréfi-
cos, por exemplo, com o auxilio de planilhas eletrénicas. Nossos alunos estao inseridos numa sociedade
em gue o computador é de uso diario. Talvez tenham dificuldades para construir os gréaficos, dai o cara-
ter investigativo e o direcionamento para o trabalho em grupo, em que as trocas auxiliam na superacéo
das dificuldades esperadas.

* Propor leituras sobre a historia da Matematica, os personagens, 0s assuntos.

Em Textos na Matemdtica, propomos momentos de leitura. Mais uma vez, além desses textos, outros po-
dem ser selecionados e pesquisados pelo professor, que também pode solicitar que os proprios alunos pesqui-
sem a respeito. Se estiverem, por exemplo, trabalhando com Geometria Planga, eles podem pesquisar textos em
livros de histdria da Matematica sobre os ndmeros figurados ou sobre o método da exaustéo.

« Incentivar a curiosidade e o espirito de pesquisa dos alunos.

Boas questdes feitas por noés, professores, durante o desenvolvimento dos contetidos despertam
nos alunos a curiosidade. Se, por exemplo, estivermos abordando o plano cartesiano e citarmos Descar-
tes e Fermat, podemos solicitar que facam uma pesquisa sobre o Ultimo teorema de Fermat.



Outro exemplo: ao abordarmos a progressao geomeétrica, podemos questionar os alunos sobre fractais
e como obté-los. Uma simples pesquisa na internet serd suficiente para que eles deparem com imagens fan-
tasticas geradas por computador tendo como base a teoria dos fractais.

* Desaliar a capacidade resolutiva dos alunos.

Bons desafios geram boas e diferentes estratégias de resolucao. Muitas vezes, a forma como trabalha-
rmos em sala de aula, mesmo sem querer, estd viciada em procedimentos-padrio de resolucdo. Nao é raro
depararmos com raciocinios muitas vezes inimagindveis de nossos alunos. Como professores, ndo pode-
mos, independentemente dos contelidos estudados no livro didatico, deixar de lado desafios ludicos que
provoquemn positivamente os alunos, envolvendo-os cada vez mais. As sugestdes, dadas anteriormente
neste manual, de utilizar questdes da OBM e da OBMEP representam essa valorizacdo.

+ Estimular os alunos a observar o aspecto logico-dedutivo da Matematica.

No Ensino Médio, é necessario que enfatizemos em nossas aulas, sempre que possivel, que as “ver-
dades” matematicas necessitam de demonstracoes. Isso ndo precisa ficar restrito 8 Geometria, como
tradicionalmente ocorre.

Assim, no estudo das equacbes algébricas, por exemplo, a demonstracdo do teorema das raizes imaginarias,
acompanhando o gue o livro propde e discutindo rapidamente as passagens, deve merecer atencao dos alunos.

No estudo de logaritmaos, as propriedades operatadrias podem e devem ser justificadas passo a passo por
meio das propriedades conhecidas de potenciacéo.

« A Matematica e a cidadania devem caminhar juntas.

Entendemos que o ambiente da sala de aula deve ser concebido como uma comunidade ativa. Cada
aluno carrega uma historia de vida, algumas vezes feita de dificuldades e superacdes, outras totalmente
descompromissada e até alheia ao ambiente em construcao. Cada pessca tem suas proprias caracteristi-
cas. Somos diferentes fisicamente, temos gostos musicais diferentes, encaramos a vida de modo diferente,
nossas atitudes diante de uma situacdo que a vida nos impoe nao sao as mesmas. As pessoas tém expec-
tativas e sonhos que devem ser respeitados.

A Matemética representa uma ciéncia historicamente construida e necessita de um ambiente de sala
de aula adequado para que seja desenvolvida e auxilie a formacao do aluno como cidadao. Nesse sentido,
nossas aulas ndo podem estar ao largo dos acontecimentos e questdes sociais envolvendo aluno, escola
e comunidade como um todo.

As informacoes e noticias fazem parte do cotidiano e nos sao repassadas por meio de linguagens ma-
teméticas. Porcentagens, graficos e tabelas inundam a midia e precisam de conhecimentos matematicos
para uma analise critica, desejdvel em todo cidadao. A modelagem matematica, por exemplo, estd pre-
sente em diversas areas da atividade humana. A Matematica, portanto, precisa ser conduzida em nossas
aulas como um instrumento importante para a interpretacdao do mundo em sua diversidade de contextos.

Quando procuramos em nossas aulas propiciar a criacdo de estratégias diferentes diante da aborda-
gem de um assunto ou levamos o aluno a comprovar resultados, a justificar e a construir argumentos s6-
lidos, favorecendo sua criatividade e desenvolvendo um trabalho coletivo que respeite opinides diversas
das suas, estamos formando um cidadao critico.

Além desses procedimentos e atitudes que sugerimos acima - alguns dos quais possivelmente ja
presentes na rotina dos professores —, outros poderiam aqui ser elencados. Sao procedimentos que nao
exigem de nds, professores, grandes mudancas, mas alguns cuidados, algumas atitudes que certamente
trazem um maior envolvimento dos alunos, uma aula muito mais dindmica, em que eles sdo convidados a
fazer Matematica, em vez de simplesmente assistirem a alguém encenando Matematica.
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Professor, aluno e avaliacao

Durante muito tempo, a avaliacao dos alunos tinha a finalidade de medir seu desempenho. Por meic da
atribuicdo de notas, sua natureza era classificatdria. Nesse sentido, ela era utilizada para promover ou ndo o
aluno para a série seguinte. Atualmente entendemos que a avaliacdo nio pode ser reduzida a esse fim. E claro
gue essa maneira de pensar a avaliacdo esta ligada ao contexto histérico em que era empregada. Sendo assim,
vamos examinar diferentes ideias sobre a avaliacdo.

Usaremos como referéncia o livro Avaliacdo e Fducacdo Matemdtica, de Paulo Abrantes, para observar dife-
rentes concepcoes de avaliacao assumidas ao longo do tempo. Caso o professor gueira, no fim deste manual
recomendamos outras abras para o estudo do tema.

Avaliacao como medida

Considerando o ensino associado a transmisséo de conhecimentos (o professor falando e escrevendo
no quadro), a aprendizagem ¢ interpretada como a capacidade que o aluno possui de reproduzir o que lhe
foi passado. Temos ai uma concepgio de aprendizagem fortemente ligada 2 memorizacao. Nesse caso, a
énfase é no resultado, e diferentes formas de aprender nao sao levadas em consideracao. Essa perspectiva
de avaliacao, denominada avaliacao como medida, pressupoe que se pode medir e exprimir por meio de
uma nota a aprendizagem do aluno. Essa nota (medida), por sua vez, ¢ comparada & média das notas da
turma a qual o aluno pertence, classificando-o em relacao a sua turma.

A avaliacdo como medida ocorre apos certo numero de aulas ou certa quantidade de conteudos
desenvolvidos. Caso o aluno tenha uma nota baixa, a responsabilidade de modo geral recai sobre ele
mesmo. Imediatamente sao levantadas justificativas para tal desempenho: falta de interesse do aluno,
pouca capacidade de entendimento, dentre outras. Nessa perspectiva de avaliacao, a parcela de res-
ponsabilidade do professor praticamente nio ¢ considerada. Essa ¢ uma perspectiva danosa a formacao
dos alunos, pois a avaliacdo nio permite compreender o modo como o aluno entendeu determinado
contetido, o que inviabiliza ajustes no modo de ensinar.

ABRANTES, Paulo. Avaliacdo ¢ Educacdao Matemadtica. Rio de Janeiro: MEM/USU-Gepem, [19952]. p. 11-12.

(Reflexdes em Educacio Matematica).

Avaliacao como distancia

Associar a avaliacao a uma medida levou, a certa altura, a uma preocupacio com o rigor e a
objetividade. Procuravam-se instrumentos que medissem os conhecimentos dos alunos de um modo
“rigoroso” e independente da subjetividade da pessoa que decide, nomeadamente do professor.

[-.]

Uma das consequéncias, em termos de avaliacio, era deixar de considerar o modelo do professor
e tomar como referéncia um conjunto de objetivos previamente definidos. As questoes dos testes eram
preparadas com base em matrizes de objetivos-contetdos, isto ¢, tabelas de duas entradas nas quais uma
das dimensoes continha uma sequéncia dos topicos do programa e a outra se referia aos niveis do dominio
cognitivo da taxonomia de Bloom. O resultado da avaliacao passava a ser encarado como uma medida de
distincia entre a resposta do aluno e o objetivo.

ABRANTES, [1993?]. p. 12.

Essa forma de avaliar ficou conhecida como avaliagao por objetivos, que surgiu tendo como preo-
cupacao o rigor e a objetividade, ista é, procuravam-se instrumentos que medissem as conhecimentos
dos alunos mais rigorosamente, independentemente da subjetividade do professor. Com base na avalia-
cao por objetivos, duas novas formas de avaliacdo apareceram: avaliacdo de diagnéstico e avaliacao
formativa.

A avaliacdo de diagndstico (expressao usada por Paulo Abrantes) tinha como finalidade verificar se
o aluno tinha ou ndo os pré-requisitos necessdrios para aprender os préximos tépicos do programa.



Quanto a avaliacao formativa, ela ocorria durante o processo de ensino e aprendizagem e tinha como
meta detectar se os alunos estavam ou nao prontos para “atingir os objetivos” que tinham sido previa-
mente estabelecidos. Se o resultado apontasse que eles ndo estavam prontos, atividades de remediacéo
(recuperacao) lhes eram encaminhadas. Nessa forma de avaliar, curtos periodos de ensino eram seguidos
por momentos formais de avaliacao. Tanto a avaliacao formativa como a de diagndstico estao ligadas a
avaliacao como distancia.

Avaliacao como interpretacao

De acordo com uma nova visao de aprendizagem, ndo ¢ importante apenas a correcao ou incorre¢ao
das respostas do aluno numa dada prova de avaliacao mas também os processos que o levam a produ-
zir essas respostas. Mais do que controlar, a funcao do prolessor ¢ interpretar, identificar problemas,
gerar hipoteses explicativas. Mais do que medir o desvio em relagio a comportamentos previamente
determinados, importa compreender as razoes do erro. O erro € uma fonte de informacio essencial e
nio algo a ser tratado de um modo contabilistico ou que apenas se pretende evitar enquanto “com-
portamento observavel”. Se estamos doentes, nao ficamos satisfeitos com um tratamento imediato que
esconda os sintomas; queremos descobrir as causas da doenca.

ABRANTES, [19957]. p. 14.

Conforme a citagdo acima sugere, a avaliacdo como interpretagdo é continua, ocorrendo durante
o processo de ensino e aprendizagem, e tem uma estreita ligacdo com esse processo. A preocupacao
principal nessa perspectiva de avaliar ndo é a medida que indica a distancia em relacdo ao modelo
estabelecido pelo professor ou ditado por aqueles comportamentos previamente estabelecidos como
corretos ou esperados.

Acreditamos cada vez mais na avaliacdo como interpretacao, por considera-la muito mais que uma
simples medida. Por meio dela, podemos, como professares, obter indicios do desenvolvimento do
aluno na aquisicao e no dominio de conceitos e procedimentos matematicos. A avaliacao, desse modo,
nao pode se resumir a uma prova — uma so forma de avaliar. Aspectos como participacdo durante as
aulas, colaboracao nas atividades, comportamentos e posicionamentos nas atividades em grupo, quan-
do devidamente observados, podem fornecer fortes indicios sobre o real desenvolvimento dos alunos.
Acreditamos em uma avaliacdo em que o objetivo central esteja ligado a dimensao educativa.

Ndo é apenas o aluno que estad sendo avaliado. Mais que tudo isso, o ensino organizado por nos,
professores, também estd sendo avaliado. Resumindo, a forma de avaliacdo que concebemos inclui:

» momentos diferentes de avaliacao (ndo apenas uma prova);

» formas diversas de avaliar (individualmente, em grupo, coletivamente};

= varios instrumentos (provas dissertativas, testes, pesquisas, comentarios sobre leituras etc));
» autoavaliacdo do aluno (o que permite reconhecer possiveis dificuldades a serem sanadas);

= observacges continuas dos alunos no processo como um todo (atitudes, intervencoes orais, desen-
volvimento de pequenas tarefas etc);

= discussao com os alunos sobre as formas de avaliacao que serdo consideradas.

Discutir anteriormente com os alunos as formas de avaliacao reforca a participacao deles. Problemas
do cotidiano da sala de aula, como a indisciplina, também devem ser colocados para a turma nesse
momento como parte de um processo. As chamadas “regras do jogo" devem ser claras e cumpridas
pelas duas partes, sob pena de surgirem incoeréncias e um desenvolvimento do trabalho bem aquém
do desejével.
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Falamos acima da necessidade de autoavaliacdo. Naturalmente, é preciso que 0s alunos saibam fazé-la.
No fim de cada unidade da colecéo, sugerimos em Algumas conclusdes questoes que podem ser utilizadas
para verificar conceitos principais trabalhados. Além disso, propomos a seguir outras questdes relaciona-
das a esse tipo de avaliacao, e ndo apenas a assimilacdo de conteldos.

Em relacao as minhas atitudes
1. Nas atividades individuais gue foram propostas para eu realizar, como me situo?

( ) Realizei com empenho.
( ) Poderia ter me empenhado mais.
( ) Simplesmente ndo tomei conhecimenta.

( ) Outro:

2. Nas atividades em grupo que foram propostas, como foi meu comportamento?

( ) Participei ativamente.
( ) Poderia ter me envolvido mais.
( ) Em nada contribuf para a realizacdo da atividade.

( ) Qutro:

3. Quando em sala de aula, diante de uma duvida, de que maneira me classifico como aluno?

( ) Procuro questionar.
( ) Deixo para depois, pois acredito que naturalmente essa divida sera sanada.
( ) Omito-me, pois perguntar em sala de aula so atrapalha.

( ) Outro:

4, Quando em sala de aula um colega emite urmna opinido, de que modo me posiciono?

( ) Simplesmente me omito.
{ ) Acho que a opinido dele nao deve ser considerada.
( ) Procuro refletir sobre a opinido dele e, as vezes, emito a minha.

( ) Outro:

5. Emrelacio aquelas questdes mais dificeis que sdo propostas como forma de desafio, qual é meu compor-
tamento?

( ) Nao tenho a minima curiosidade de resolver.
( ) Gosto de buscar a solucdo, mesmae que nao consiga.

( ) Procuro identificar minhas dificuldades para eliminé-las, retomando contetido ja estudado ou soli-
citando ajuda do professor.

( ) Outro:

Observacao: Outras questdes podem ser elaboradas e acrescentadas tanto pelo professor quanto
pelos alunos. Fornecemos aqui apenas algumas sugestées.




Em relagao aos contetdos trabalhados
1. Quando o professor deu explicagdes, como me comportei?

( ) Nao prestei total atencao as explicagdes dadas.
( ) Poderia ter prestado rnais atencao e participado fazendo mais perguntas.

( ) Prestei muita atencao e participei emitindo opinides e fazendo perguntas pertinentes.

{ ) QOutro:
2. Sobre a dificuldade de compreensao dos contelidos, como os classifico?

( ) O contetdo é muito dificil.

( ) O conteudo é facil, mas tenho dificuldade em compreender.

( ) O conteudo é facil e ndo apresento dificuldade em compreender.

( ) Qutro:

3. Quais foram os exercicios em que nao apresentei dificuldades para resolver e fiz individualmente
sem nenhuma ajuda?

4. Quais foram os exercicios que resolvi com o auxilio de um colega ou outra pessoa?

5. De quais assuntos da unidade necessito fazer alguma retomada?

Observacao: Outras questées podem ser elencadas pelo professor e pelos alunos.

E claro que essa autoavaliacdo deve ser um instrumento muito bem discutido. Mencionamos ape-
nas algumas das possiveis questdes para compor esse processo. Outras podem se mostrar também
interessantes. Nao temos duvida em afirmar que os professores se encontram em melhor posicao para
verificar aprendizagens e julgar o progresso dos alunos quando contam com a contribuicdo destes
para a composicao do resultado final do processo de avaliacao.

Com essas consideracdes, queremos pontuar que existem diferentes formas de avaliar e que nao
podemos deixar de pensar e discutir a avaliacao.

No inicio desta discussdo sobre a avaliacao, apresentamos textos de Paulo Abrantes. Em seu estudo,
ele utilizou uma pesquisa realizada por um grupo de pesquisadores, traduzida para a lingua portuguesa
coma Noermas para a avaliacdo em Matemdtica escolar. Segundo o documento, pensar em mudangas na
avaliacdo nao deve excluir a necessidade de outras mudancas interligadas:

* Quanto aos contetdos. A mudanca deve seguir em direcdo a uma variedade rica de tdpicos ma-
temaéticos e situacoes problematicas.
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+ Quanto a aprendizagem. A mudanca a ser planejada deve caminhar em direcdo a problemas de inves-
tigacdo, deixando para tras a repeticao e a memorizacao.

+ Quanto ao ensino. A direcao desejada é aquela em gue o papel do professor deixa de ser o de simples
‘dizer" e passa a ser o de “questionar e ouvir”.

* Quanto a avaliacdo. A mudanca na visdo de avaliacdo deve se voltar a um sisterna baseado em evidéncias
provenientes de fontes multiplas, abandonando a confianca nos resultados de um teste Unico, e ao re-
conhecimento dos julgamentos profissionais dos professores, deixando para tras o uso exclusivo de evidén-
cias de origem externa.

Mencionamos esses topicos para que nossa perspectiva de avaliacdo contemple conteudos, apren-
dizagem e ensino. S&do necessarias profundas e frequentes discussdes a respeito de avaliacdo que nao
podem ficar restritas a um momento, a uma forma ou apenas ao conteudo.

4. Referéncias

Dividimos as referéncias em tépicos com o objetivo de facilitar possiveis e recomendaveis pesquisas.
Algumas destas obras poderiam pertencer a mais de um tdpico. Sao leituras que certamente remeterac o
professor a outras referéncias. Além disso, nos sites de busca podemos conhecer outras obras. Diversos sao
05 grupos em nosso pais pesquisando o ensino e a aprendizagem da Matemética. Teses de doutorado e
dissertacoes de mestrado também sdo encontradas facilmente.

Ainda que nosso trabalho como professor demande uma boa carga horéria semanal, precisamos cada
vez mais refletir sobre o que fazemos. Isso pode ser feito com a leitura critica do que outras pessoas estao
produzindo sobre avaliacdo em Matematica, histéria da Matemética e, de modo geral, ensinc e aprendiza-
gem da Matematica.

Boa leitural

Avaliacao
Embora neste manual ja tenhamos abordado o assunto, a avaliacdo emn Matemdtica precisa ser continuamente

discutida e estudada. Elencamos a sequir algumas referéncias, incluindo a obra de Abrantes citada anteriormente,
um trabalho interessantissimo que gerou varias pesquisas.

ABRANTES, Paulo. Avaliacdo e Educagdo Matemdtica. Rio de Janeiro: MEM/USU-Gepem, [19957]. (Reflexdes
em Educagdo Matematica). Disponivel em: <www.ime.usp.br/~iole/GEN5711/Avalia%E7%E30%20e%20Educa
Matem%E1tica%20Paulo%20Abrantes.pdf>. Acesso em: 16 fev. 2016.

BALLESTER, Margarida et al. Avaliacdo como apoio d aprendizagem. Porto Alegre: Artmed, 2003. (Ino-
vacao Pedagdqgica).

MORAES, Cesar Augusto do Prado. Avaliacdo em Matemdtica: pontos de vista dos sujeitos envolvidos na
Educacdo Basica. Jundiai/SP: Pacto Editorial, 2012.

PERRENOUD, P. et al. As competéncias para ensinar no século XXI: a formacédo de professores e o desa-
fio da avaliacdo. Sao Paulo: Artmed, 2002.

SANTOS, Vania Maria Pereira dos (Coord./Org.). Avaliacéo de aprendizagem e raciocinio em Matemdti-
ca: métodos alternativos — Projeto Fundao. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica (UFRJ), 1997.

VALENTE, Wagner Rodrigues (Org.). Avaliagdo em Matemdtica: histdria e perspectivas atuais. Campinas/SP:
Papirus, 2008.



Sugestao inicial: Avaliacdo em Matemadtica: histdria e perspectivas atuais

Sinopse extraida do livro:

O livro percorre o trajeto seguido pela avaliacdo escolar em Matematica no pais desde os tempos do
Brasil Império até os mais recentes exames promovidos por orgios oficiais.

Os resultados de pesquisas deste grupo de autores permitem ao leitor conhecer os processos e as
modificacées ao longo do tempo dos exames preparatorios — ritual de passagem que faz parte da histéria
de nosso ultimo século. A obra também faz uma reflexao sobre as praticas pedagogicas evidenciadas
pelas provas de admissao no ensino secundario, desde a época de sua instituicdo até sua extingdo na
década de 1970. Além disso, traz uma analise das concepcoes docentes a respeito desse tema — causa de
tanta controvérsia entre professores e alunos — e, finalmente, discute exames como Saeb, Enem, Provao
e Sinaes, apontando novas perspectivas para a avaliagao escolar em Matematica.

Formacao do professor

A formacao do professor passa, antes de qualquer coisa, por seu interesse em participar continuamen-
te de discussdes. Ela ndo pode ser resumida a leitura de uma ou outra obra, de um ou outro artigo. Precisa
ser discutida. Sabemos da dificuldade, muitas vezes, da participacao em encontros de discussido sobre
nossa profissao, sobre a Matematica escolar, seu ensino e aprendizagem. Por isso, uma motivacao para
ampliacées futuras de estudos pode estar nestas leituras:

ALMEIDA, Maria Isabel de. O sindicato comao instancia formadora dos professores: novas contribuicoes ao de-
senvolvimento profissional. Tese (Doutorado) - FE-USP. Sao Paulo, 1999.

CURY, Helena Noronha. Formacgdo de professores de Matemdtica: uma visdo multifacetada. Porto Ale-
gre: EDIPUCRS, 2001.

CURY, Helena Noronha; VIANNA, Carlos Roberto (Orgs.). Formacdo de professores de Matemdtica: refle-
x6es e propostas. Santa Cruz do Sul/RS: IPR, 2012,

FIORENTINI, Dario (Org.). Formacdo de professores de Matemdtica: explorando novas caminhos com
outros olhares. Campinas/SP: Mercado de Letras, 2003.

LIMA, Maria Socorro Lucena. A formacdo continua do professor nos caminhos e descaminhos do desen-
volvimento profissional. Tese (Doutorado) — FE-USP. Sao Paulo, 2001.

Sugestao inicial: Formacédo de professores de Matemdtica: explorando novos caminhos com
outros olhares

Sinopse extraida do livro:

Os educadores matematicos constituem um dos grupos profissionais que mais procuram se
aventurar por novos caminhos e com outros olhares em relacdo a formacdo do professor, aos seus
saberes e a sua pratica docente.

O leitor vera, nesta obra, que a tentativa de utilizar as tecnologias de informacao e comunicacio
na formacao de professores e no ensino de Matematica, em um ambiente de trabalho reflexivo e
investigativo, pode trazer mudancas profundas a formacio e a cultura docente.

As reflexoes e estudos deste livro, produzidos sob a concepcao da [ormacao docente como um
processo continuo, sempre inconcluso e mediado por praticas reflexivas e investigativas, trazem
subsidios teoricos e priticos a formacao inicial do professor de Matematica e ao desenvolvimento
de seu conhecimento profissional.
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Préxima sugestao: Formacdo de professores de Matemdtica: reflexdes e propostas

Sinopse extraida do livro:

Neste livro, docentes de cursos de formacao de professores de Matematica, de instituigdes publicas
e particulares, de varias regioes do Brasil, expoem suas praticas na docéncia e suas ideias sobre o que
pode ser [eito para modificar os curriculos de Licenciatura em Matematica. A diversidade de disci-
plinas e de metodologias abordadas pode contribuir para o aproflundamento dos debates que ja vém
sendo desenvolvidos, em documentos oficiais ou em f[éruns de licenciaturas, sobre as reformulacoes

curriculares nessa area.

Historia da Matematica

As obras abaixo listadas representam fontes de consulta. Nao ha necessidade de uma leitura ininter-
rupta. Assim, por exemplo, quando iniciamos determinado assunto, é interessante buscar nestas fontes
algumn texto que possa ser utilizado em sala de aula ndo apenas como apoio, mas também como forma de
levar o aluno & compreensdo da Matematica como uma ciéncia historicamente construida.

BOYER, Carl B. Histdria da Matemdtica. 2. ed. Tradugdo de Elza F. Gomide. Sdo Paulo: Edgard Bllcher/
Edusp, 1996.

COLECAQ Tépicos de Histdria da Matematica para Uso em Sala de Aula. Varios autores. Sao Paulo: Atual, 1993.

EVES, Howard. Introducdo a histdria da Matemdtica. Traducdo de Hygino H. Domingues. Campinas/SP:
Editora da Unicamp, 2004.

HOGBEN, Lancelot. Maravilhas da Matemdtica. Porto Alegre: Globo, 1958.

IFRAH, Georges. Histdria universal dos algarismos: a inteligéncia dos homens contada pelos nimeros e
pelo calculo. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 1997. Tomos 1 e 2.

Sugestao de consulta: Introducdo a histéria da Matemdtica

Sinopse extraida do livro:

Nesta obra classica, Howard Eves narra a historia da Matematica desde a Antiguidade até os
tempos modernos. Este livro é um verdadeiro curso de Matematica, detendo-se no exame de obras
importantes — sem se limitar as pequenas historias, notas biograficas e amenidades. Alguns capitulos
sdo introduzidos por panoramas culturais da época abordada. Uma das obras mais completas da area
da histéria da Matematica, pode ser utilizada por estudantes e professores tanto de Matematica quanto
de Historia ou Educacio.

Conhecimentos matematicos
CARACA, Bento de Jesus. Conceitos fundamentais de Matemdtica. Lisboa: Sa da Costa, 1951.

COLECAQ do Professor de Matemética. Varios autores. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matema-
tica (SBM), 2006. 12 volumes.

COURANT, Richard; ROBBINS, Herbert. O que é Matemdtica? Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna, 2000.
DIEUDONNE, Jean. A formacdo da Matemdtica contempordnea. Lisboa: Publicacées Dom Quixote, 1990.

HERSH, Reuben; DAVIS, Philip J. A experiéncia matemdtica. Traducao de Jodo Bosco Pitombeira. Rio de
Janeiro: Francisco Alves, 1986.

LIMA, Elon Lages et al. A Matemditica do Ensino Médio. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica (SBM),
2006. 3 volumes. (Colecao do Professor de Matematica).



Sugestao de estudos: A experiéncia matemdtica
Sinopse extraida do livro:
Em quatro milénios, uma grande quantidade de material, conhecido como Matematica, evoluiu

e tornou-se ligado, de varias maneiras, a nossa vida diaria. Qual ¢ a natureza da Matematica? Qual o

seu significado? Quais as suas preocupacoes? Qual a sua metodologia? Como ¢ criada e usada?

Bem significativamente, foram [eitas poucas tentativas por pesquisadores matematicos para escrever so-
bre sua ciéncia de uma maneira interessante e compreensivel pelo publico em geral. Reconhecendo que sua
propria fascinacao com o significado e objetivo da Matemitica é ainda mais forte do que sua fascinacao com a
producao real de Matematica, os autores oferecem uma viagem pessoal estimulante desta ciéncia e examinam
o complexo de fatores que determina sua estrutura e aplicagdes.

Observacao

Essa obra engloba conhecimentos matematicos, além de histéria e filosofia da Matematica.

Outras leituras sobre a Matematica

As indicacoes a seguir representam leituras intrigantes e curiosas sobre conteldos, emprego pratico
da Matematica e aspectos da histéria dessa ciéncia. A linguagem adotada pelos autores, algumas vezes,
segue a dos romances de ficcao. Alguns desses livros nao sao indicados apenas para nds, professores, mas
também para nossos alunaos.

ALDER, Ken. A medida de todas as coisas: a odisseia de sete anos e o erro encoberto que transforma-
ram o mundo. Rio de Janeiro: Objetiva, 2003.

ATALAY, Bulent. A Matemdtica e @ Mona Lisa: a confluéncia da arte com a ciéncia. Traducao de Méario
Vilela. Sdo Paulo: Mercuryo, 2007.

BARDI, Jason Sacrates. A guerra do cdlculo. Traducao de Aluizio Pestana da Costa. Rio de Janeiro:
Record, 2008.

BELLOS, Alex. Alex no Pais dos Nimeros: uma viagem ao mundo maravilhoso da Matematica. Tradu-
cédo de Berilo Vargas e Claudio Carina. Sdo Paulo: Companhia das Letras, 2011.

BENNETT, Deborah J. Aleatoriedade. Traducao de Waldéa Barcellos. Sdo Paulo: Martins Fontes, 2003.

BERLINSKI, David. O advento do algoritmo: a ideia que governa o mundo. Traducédo de Leila Ferreira
de Souza Mendes. Sdo Paulo: Globo, 2002.

BESSON, Jean-Louis (Org.). A ilusdo das estatisticas. Tradugdo de Emir Sader. Sao Paulo: Editora Unesp, 1995.
DEVLIN, Keith. O instinte matemdtico. Traducao de Michelle Dysman. Rio de Janeiro: Record, 2009.
. O gene da Matemdtica. Traducdo de Sergio Moraes Rego. Rio de Janeiro: Record, 2004.

DEWDNEY, A. K. 20 000 léguas matemditicas: um passeio pelo misterioso mundo dos nimeros. Tradu-
cao de Vera Ribeiro. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2000.

ELLENBERG, Jordan. O poder do pensamento matemdtico: a ciéncia de como néo estar errado. Tradugéo de
George Schlesinger. Rio de Janeiro: Zahar, 2015.

ENZENSBERGER, Hans Magnus. O diabo dos numeros. Traducao de Sérgio Tellaroli. Sao Paulo: Compa-
nhia das Letras, 1997.

GARBI, Gilberto G. O romance das equacgdes algébricas. Sdo Paulo: Makron Books, 1997.
GRANGER, Gilles Gaston. O irracional. Traducao de Alvaro Lorencini. Sdo Paulo: Editora Unesp, 2002.
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GUEDJ, Denis. O teorema do papagaio. Traducao de Eduardo Brandao. Sao Paulo: Companhia das Letras,
1999,

KAPLAN, Robert. O nada que existe: uma histdria natural do zero. Tradugao de Laura Neves. Rio de Ja-
neiro: Rocco, 2001.

LIVIO, Mario. Razdo durea: a histéria de fi, um namero surpreendente. Tradugao de Marco Shinobu Mat-
sumura. Rio de Janeiro: Recard, 2006.

MAOR, Eli. e: a hist6ria de um ndmero. Traducao de Jorge Calife. Rio de Janeiro: Record, 2003.
MLODINOW, Leonard. A janela de Euclides: a historia da Geometria — Das linhas paralelas ao hiperespa-
co. Traducao de Enézio de Almeida. Sao Paulo: Geracao Editorial, 2004,

SINGH, Simon. O dltimo teorema de Fermat: a historia do enigma que confundiu as maiores mentes do
mundo durante 358 anos. Traducdo de Jorge Luiz Calife. 2. ed. Rio de Janeiro: Record, 1998.

Sugestao inicial: O poder do pensamento matemdtico: a ciéncia de como nao estar errado

Sinopse extraida do livro:

“Quando sera que eu vou usar isso?” Essa ¢ a classica pergunta de nove entre dez alunos as voltas
com cilculos, formulas e equacoes. Para muitos, de fato, a Matematica que aprendemos na escola ¢ algo
totalmente abstrato, muito distante do mundo pratico e real. O matematico Jordan Ellenberg nos mostra,
porém, que a Matematica esta em todo lugar e se relaciona com questdes do nosso cotidiano. Munidos dos
instrumentos matematicos adequados, podemos saber o verdadeiro significado de informacées que antes
consideravamos inquestionaveis.

[...]

Com rigor e irreveréncia, Ellenberg aborda os mais variados assuntos para explicar de modo simples
e claro os conceitos mais complicados. Nada escapa desse amplo mosaico: o resultado das eleicoes presi-
denciais, o futuro da obesidade, a pintura renascentista italiana, o que o Facebook sabe (e o que ele nao
sabe) a seu respeito e até mesmo a existéncia de Deus.

Ensino e aprendizagem da Matemadtica

Acreditamos que estas referéncias também podem ser utilizadas para a formacdo do professor de
Matematica. Indicamos obras de pesquisadores preocupados com o ensino e a aprendizagem dessa dis-
ciplina, relacionadas & drea denominada Educacdo Matematica. Em cada um destes livros outras obras séo
indicadas sobre assuntos diversos voltados a essa drea de pesquisa

BICUDO, Maria Aparecida Viggiani (Org.). Pesquisa em Educacdo Matemdtica: concepcdes e perspecti-
vas. S&o Paulo: Editora Unesp, 1999,

BORBA, Marcelo de Carvalho; PENTEADO, Mirian Godoy. Informdtica e Educacdo Matemdtica. Belo Hori-
zonte: Auténtica, 2001. (Tendéncia em Educacao Matemaética).

BRITO, Mércia Regina Ferreira (Org.). Solucdo de problemas e Matemditica escolar. Campinas/SP: Alinea, 2006.

CHEVALLARD, Yves; BOSCH, Marianna; GASCON, Josep. Estudar Matemditicas: o elo perdido entre o en-
sino e a aprendizagem. Traducéo de Daisy Vaz de Moraes. Porto Alegre: Artmed, 2001.

D’AMBROSIO, Ubiratan. Da realidade a acdo: reflexdes sobre Educacdo Matematica. Sao Paulo: Sum-
mus/Campinas/SP: Unicamp, 1986.

FIORENTINI, Dario; MIORIM, Maria Angela (Orgs.). Por trds da porta, que Matemdtica acontece? Campi-
nas/SP: FE-Unicamp/Cempem, 2003.



FONSECA, Maria da Conceicao Ferreira Reis (Org.). Letramento no Brasil: habilidades matematicas. Sao
Paulo: Global, 2004.

FOSSA, John A. (Org.). Facetas do diamante: ensaios sobre Educacao Matemética e histéria da Matema-
tica. Rio Claro/SP: Editora da SBHMat, 2000.

GIARDINETTO, José R. Boettger. Matematica escolar e Matemdtica da vida cotidiana. Campinas/SP: Au-
tores Associados, 1999. (Polémicas do Nosso Tempao).

MATOS, José Manuel: SERRAZINA, Maria de Lurdes. Diddctica da Matemdtica. Lisboa: Universidade
Aberta, 1996.

POLYA, George. A arte de resolver problemas. Traducao de Heitor Lisboa de Aradjo. Rio de Janeiro: Inter-
ciéncia, 1995.

PONTE, Joao Pedro da; BROCARDO, Joana; OLIVEIRA, Hélia. Investigacdes matemdticas na sala de aula.
Belo Horizonte: Auténtica, 2003. (Tendéncias em Educacao Matematica).

Sugestao inicial: Investigacées matemadticas na sala de aula
Sinopse extraida do livro:

No Dicionario Aurélio, investigar significa: fazer diligéncias para achar, pesquisar, indagar, inquirir, exa-
minar com atencdo, esquadrinhar. E o que trata este livro, onde os autores, todos portugueses, abordam as
investigacdes matemdticas e sua importancia no ensino e no aprendizado de professores e alunos.

Diversos estudos em educacdo mostram que investigar constitui uma poderosa forma de cons-
truir conhecimento, e em numerosas experiéncias ja empreendidas com o trabalho investigativo os
alunos tém mostrado um grande entusiasmo pela Matematica. Desse modo, investigar nao representa
obrigatoriamente trabalhar com problemas dificeis. Significa, pelo contrario, trabalhar com questoes
que nos interpelam e que se apresentam no inicio de modo confuso, mas que procuramos clarificar
e estudar de modo organizado.

Sitesrecomendados

Indicamos a sequir alguns enderecos eletranicos que podem ser utilizados pelos professores em sua formacéo
continuada, no estudo da érea de Educacdo Matemaética, para verificar as pesquisas voltadas a histéria da Matema-
tica e as reflexdes sobre conteldos e procedimentos.

<www.mathema.com.br>: diversas sugestoes e reflexdes envolvendo o ensino da Matematica.
<www.obmep.org.br>: provas resolvidas da Olimpiada Brasileira de Matemndtica das Escolas Publicas.
<www.obm.org.br>: provas resolvidas da Olimpiada Brasileira de Matermatica.
<www.edumatec.mat.ufrgs.br>: atividades com uso de tecnologias de informatica.

<www.sbem.org.br>: acesso a grupos de trabalhos e pesquisas, e calendario sobre eventos da Sociedade
Brasileira de Educacido Matematica (Sbem).

<www.cabri.com: acesso a uma comunidade virtual sobre a utilizacdo do Cabri na Geometria.
<www.shembrasil.org.br>: acesso a Educacdo Matematica em Revista.
<www.rbhm.orgbr>: acesso a Revista Brasileira de Histdria da Matematica (RBHM).

<http://revistas.pucsp.br/femp>: acesso a Educacdo Matemdtica Pesquisa — Revista do Programa de Estudos
Pés-Graduados em Educacao Matematica da PUC-SP.

Acessos em: 19 mai. 2016.
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5. Uma reflexao sobre o ensino e a aprendizagem

O professor Ubiratan D'’Ambrosio é conhecido por sua intensa dedicacao as questdes voltadas ao en-
sino e a aprendizagem de Matematica. Alguns de seus artigos falam sobre a questao da formacdo do pro-

fessor. No artigo "Formacao de professores: o comentarista critico e o animador cultural” (procure acessar),
ele escreveu:

O professor do [uturo sera valorizado pela sua acao como animador cultural e comentarista critico.

O professor que vé sua missao como ensinador de um contetudo disciplinar tem seus dias contados
e rapidamente sera substituido por um video ou um CD-ROM ou alguma nova peca de tecnologia
ainda em desenvolvimento.

D'AMBROSIO, Ubiratan. Formacao de professores: o comentarista critico e 0 animador cultural.
Disponivel em: <https:/fsites google. com/site/etnomath/14>. Acesso em: 16 fev. 2016.

Nesse mesmo artigo, Ubiratan D'’Ambrosio faz uma extensa e importante reflexao sobre a formacao do
professor. Ja no inicio, podemos encontrar um pegueno texto escrito por Helen Buckley, que reproduzimos
como um ponto de partida para agueles que querem refletir mais sobre nossa profissao:

Era uma vez um menino bastante pequeno que contrastava com a escola bastante grande. Uma manha,
a professora disse:

— Hoje nos iremos fazer um desenho.

“Que bom!”, pensou o menininho. Ele gostava de desenhar ledes, tigres, galinhas, vacas, trens e barcos...
Pegou a sua caixa de lapis de cor e comecou a desenhar. A professora entio disse:

— Esperem, ainda ndo € hora de comecar! — Ela esperou até que todos estivessem prontos.

— Agora — disse a professora — nos iremos desenhar {lores.

E o menininho comecou a desenhar bonitas flores com seus lapis rosa, laranja e azul. A professora disse:

— Esperem! Vou mostrar como [azer. — E a flor era vermelha com caule verde. — Assim — disse a pro-
fessora — agora vocés podem comecar.

O menininho olhou para a flor da professora, entio olhou para a sua flor. Gostou mais da sua flor, mas
nio podia dizer isso... virou o papel e desenhou uma flor igual a da professora. Era vermelha com caule verde.

Num outro dia, quando o menininho estava em aula ao ar livre, a professora disse:
— Hoje nos iremos fazer alguma coisa com o barro.
“Que bom!”, pensou o menininho.

Ele gostava de trabalhar com barro. Podia fazer com ele todos os tipos de coisas: elefantes, camundon-
gos, carros e caminhoes. Comecou a juntar e amassar a sua bola de barro.

Entio, a professora disse:

— Esperem! Nio ¢ hora de comecar! — Ela esperou até que todos estivessem prontos. — Agora — disse
a professora — nos iremos fazer um prato.

“Que bom!”, pensou o menininho. Ele gostava de fazer pratos de todas as formas e tamanhos.
A professora disse:

— Esperem! Vou mostrar como se faz. Assim, agora vocés podem comecar.



E o prato era um prato fundo. O menininho olhou para o prato da professora, olhou para o préprio
prato e gostou mais do seu, mas ele nao podia dizer isso. Amassou seu barro numa grande bola novamente
e fez um prato fundo, igual ao da professora.

E muito cedo o menininho aprendeu a esperar e a olhar e a [azer as coisas exatamente como a pro-
fessora. E muito cedo ele nio fazia mais coisas por si proprio. Entdo aconteceu que o menininho teve que
mudar de escola. Essa escola era ainda maior que a primeira.

Um dia a professora disse:
— Hoje nos vamos fazer um desenho.

“Que bom!”, pensou o menininho e esperou que a professora dissesse o que fazer. Ela nao disse. Apenas
andava pela sala.

Entdo veio até o menininho e disse:

— Vocé nao quer desenhar?

- Sim, e 0 que € que nos vamos fazer?
— Eu ndo sei, até que voce o faca.

— Como eu posso fazé-lo?

— Da maneira que vocé gostar.

— E de que cor?

— Se todo mundo fizer o mesmo desenho e usar as mesmas cores, como eu posso saber o desenho de
cada um?

— Eu ndo sei... — E entdo, o menininho comecou a desenhar uma flor vermelha com caule verde...

InD’AMBROSIO, Ubiratan. Formagao de professores: o comentarista critico e o animador cultural.
Disponivel em: <https:fsites.google comisite/etnomath/1 4. Acesso em: 16 fev. 2016.

Boas reflexdes diante dessa atividade humana cuja grande finalidade é formar um cidadao com autonomia.

Suryara Bernard]
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MANUAL DO PROFESSOR -VOLUME 1

Abordaremos aqui os contetdos que compdem
o Volume 1 desta colecdo de Matematica para o
Ensino Médio, descrevendo como estao articula-
dos os capitulos na unidade, as secdes e tambem
como compreendemaos as possibilidades de enca-
minhamento de seus conteudos. Algumas vezes fa-
laremos dos objetivos a serem conguistados nessa
proposta, outras faremos observacdes de caréter
pratico, apontando sugestoes e alertando para cui-
dados a serem tomados quando de certos desen-
volvimentos tedricos.

As secOes que compdem os capitulos e que
exigem reflexées dos alunos, encaminhamentos de
atividades e até mesmo possiveis respostas sdo apre-
sentadas em cada capitulo. Deixamos para o final
deste Manual a resolucdo dos exercicios propostos e
também das questdes de vestibulares e ENEM.

UNIDADE 1 - NUMEROS E
CONJUNTOS

Compreender as ampliacdes do
campo numérico dos numeros
naturais até os numeros reais.

1. Ndmeros reais

Compreender a linguagem

na teoria dos conjuntos,
observando formas diferentes

de representacao; relacionar
elementos e conjuntos, conjuntos
e conjuntos.

2. Nogoes basicas de
conjuntos

Efetuar a unido, a intersecao
e adiferenca entre conjuntos;
compreender

3. Operacoes entre
conjuntos

Ao longo dos quatro dltimos anos do Ensino
Fundamental, os conjuntos numéricos sao estuda-
dos e suas ideias principais, sistematizadas. A com-
preensao e a utilizacdo dos nimeros naturais e dos
numeros inteiros geralmente nio representam difi-
culdades, mesmo assim, retomamos esses numeros
aqui. As dificuldades maiores em relacdo aos conjun-

tos numeéricos estdo associadas a identificacdo de
um numero como racional ou irracional. Dai a ideia
de trabalharmos aqui, principalmente, relacionando
numeros com medidas.

E importante compreender que 0s nimeros cum-
prem diversas funcdes, tais como contar, medir, ordenar
e identificar. Os dados numéricos estao presentes todos
os dias no noticidrio escrito ou falado e podem ser utili-
zados ao longo do estudo desta unidade.

CAPITULO 1 - NUMEROS REAIS

Os numeros reais resultam da reunido dos nu-
meros irracionais com os numeros racionais. O cam-
po numérico é abordado nos quatro anos finais do
Ensino Fundamental. Aqui, é necessario ndo apenas a
retomada, como também a compreensdo dessas am-
pliacdes. No inicio do capitulo, elaboramos um esque-
ma que permite ao aluno ter uma boa idéia dos cam-
pos numéricos. Quando, neste esquema, falamos de
numeros racionais, dizemos que existem agueles que
sdo racionais inteiros e aqueles que sao racionais fra-
cionarios (queremos com isso falar dos racionais que
ndo sdo inteiros). Da mesma forma, quando falamaos
dos inteiros, € preciso considerar que existem inteiros
que sao naturais e inteiros que nao sao naturais (sao
0s inteiros negativos).

Neste inicio de capitulo, é fundamental reto-
mar a reta numeérica, que passara a ser chamada
de reta real. A todo ponto da reta associamos um
ndmero real, e a todo numero real associamos um
ponto na reta. A ideia € conduzir o aluno para a com-
preensao de que os reais ‘completam” a reta numeri-
ca. Surge, entédo, o conceito de intervalos (abertos e
fechados). Essa notacao de intervalos precisa ser devi-
damente esclarecida.

Observacoes e sugestoes

* No inicio do capitulo, ao comentar sobre gran-
dezas discretas e continuas, solicite aos alunos
gue apresentem outros exemplos dessas gran-
dezas para verificar o entendimento.

= Sobre numeros naturais questione: Todo numero
natural admite sucessor?

* Uma sugestdo é comentar com os alunos que,
ainda no Ensino Médio, teremos uma nova am-



pliacdo do campo numérico, com a criacao dos
numeros complexos.

= Um cuidado é sobre a notacao de intervalo. As-
sim, por exemplo, a notacéo (1; 8) pade ser utili-
zada tanto para representar o par ordenado for-
mado pelos nimeros 1 & 8, como também para
indicar o intervalo real aberto de extremos 1 e 8.
E claro que o contexto em que essas representa-
cbes aparecem nos permite identificar adequa-
damente. Recomendamos, entretanto, que para
diferenciar urn do outro, a notacdo para interva-
lo real aberto seja substituida por colchetes “vol-
tado para fora’, isto é,11; 8[.

« Os numeros irracionais nao sao apenas os repre-
sentados por raizes quadradas de ndmeros po-
sitivos, mesmo porgue existem raizes quadradas
de numeros positivos que sdo racionais. Alerte
os alunos que a razdo entre o comprimento e o
diametro de uma mesma circunferéncia também
é um numero irracional. Além disso, deve-se ter
o cuidado quanto ao reconhecimento dos nime-
ros irracionais quando escritos na forma decimal.
Quando utilizamos uma calculadora para obter,
por exemplo, um numero decimal muito extenso,
ha uma limitacao da prépria calculadora com re-
lacdo & quantidade de casas decimais. Dizer que
esse numero tem infinitas casas decimais e nao
periddicas representa uma questao de fé para os
alunos. Dai a dificuldade de caracterizar um nu-
mero irracional pela representacao decimal.

Questoes e Reflexoes

Pagina 12
1. Sim.
2. Sim.

L 3
Pagina 12
Racionais diferentes de zero, racionais nao ne-

gativos, racionais positivos, racionais nao positivos e
racionais negativos, respectivamente.

Explorando

Pdgina 14
Iniciamos neste capitulo um trabalho com a
calculadora. Primeiramente sugerimos algumas

atividades simples que permitem conhecer esse
instrumento e algumas de suas funcdes. Para o en-

caminhamento desse momento, é importante que
os alunos tragam para a sala de aula calculadoras.
Propomos cinco atividades a serem desenvolvidas,
porém alertamos para a diversidade de calculadoras
existentes. Sendo assim, podem surgir algumas difi-
culdades em relacdo a uniformidade das respostas.

A sequir, alguns indicativos sobre respostas des-
sas atividades.

1. Resposta pessoal que depende da calculadora.

2. Resposta depende da calculadora. Exemplo: Para
V2, a calculadora de um celular apresentou o resul-
tado 1,414213562373095.

Outras atividades podem ser sugeridas para o

uso da calculadora, conforme os contetdos sdo tra-
balhados.

Pdgina 16

1. Para que os alunos respondam a questao, deverao
considerar o nimero pi () com mais casas deci-
mais, por exemplo, 3,14159265358... Assim, o nu-
mero mais proximo é 373-

2. a) Aproximadamente 3,141656; b) Aumentaria o
correspondente a 2w -1 m=2v - 0,001 km.

3. E correto. Oriente os alunos a construirem uma
tabela com os valores de \/n+1—_/n obtidos na
calculadora conforme a tabela fornecida.

Sugestao:

Os alunos poderiam explorar um pouco mais
nosso planeta em parceria com a disciplina de Geo-
grafia. Uma ideia seria pesquisar as trajetorias dos sa-
télites artificiais. Qual € a distancia deles em relacido
a superficie da Terra? Qual é a trajetdria deles? Para
dar uma volta completa em torno da Terra, conforme
suas trajetdrias, qual é a distancia que percorrem?

Histéria da Matematica

Pagina 17
Sugestao de encaminhamento: individual com
discussao das respostas correspondentes.

O texto aborda parte da histéria do numero . E
fundamental que os alunos observern as aproxima-
coes feitas por Arquimedes com rudimentares ins-
trumentos de medida.

A seguir, apresentamos algumas sugestdes de
respostas para as questoes propostas ao final do livro.

1. Um poligono é reqgular se tiver todos os seus
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lados e angulos iguais, entao:

Um poligono regular é inscrito em uma circun-
feréncia se cada vértice do poligono é um ponto da
circunferéncia e, neste caso, dizemos gue a circun-
feréncia é circunscrita ao poligono. Um poligono re-
gular é circunscrito a uma circunferéncia, se possui
seus lados tangentes a circunferéncia. Ao mesmo
tempo, dizemos que essa circunferéncia estd inscrita
no paligono.

2. Poligono de 12 lados: dodecagono; poligono
com 24 lados: icosakaitetrdgono; com 48 lados:
tetracontakaioctdgono; com 96 lados: eneaconta-
kaihexdgono.

Para se construir o nome de um poligono com
mais de 20 lados e menos de 100 lados, basta
combinar os prefixos e os sufixos a seguir:

triaconta-

50 tetraconta- 5 -penta- -gono

60 pentaconta- 6 -hexa-

70 hexaconta-

80 heptaconta-

a0 octaconta- 9 -enea-

3. Temos:
n, = 223/71 = 3,140845070 e n, = 22/7 =

1
= 3,142857143 (Utilizando uma calculadora com 10
digitos.)
4. Tanto , quanto =, até a segunda casa decimal, é
dado por 3,14.

5. Calculando a diferenca, temos:

-

n,-m,_3,142857143 - 3,140845070=0,002012073
Logo, a diferenca entre t, e &, € de 0,002012073.

Textos na Matemadtica

Pagina 23

Sugestdo de encaminhamento: em duplas, com
discussao coletiva das respostas correspondentes.

O texto apresentado é sobre a histéria da Mate-
matica, contendo o que seria a origem da Geometria
associada as necessidades de cunho pratico. A seguir,
de forma resumida, abordamos no texto alguns perio-
dos importantes da histdria dos ndmeros.

Sobre as questdes propostas apés o texto, te-
mos as seguintes indicacdes:

1. Uma pesquisa possivel poderia resultar nos se-
guintes numeros:

Simbolo i nosso
. descricao ,
egipcio ndmero
| bastao 1
n calcanhar 10

9 rolo de corda 100
X flor de l6tus 1000
74 dedo apontando 10000
L peixe 100000
w homem 1000000
Exemplo:

O numero 5068 para os egipcios seria escrito assim:

XXIXT T i, ou seja, 1000 + 1000 +
1000 + 1000 + 1000 + 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10 + 1+
1+ 1+ 1+ +1+ 1+ 1+ 1



2. A sociedade secreta dos pitagdricos. Segundo Pi-
tdgoras, dependendo da soma de seus fatores, um
numero poderia ser: perfeito, deficiente ou excessi-
vo, dando inicio ao famoso teorema de Pitdgoras
e, assim, aos numeros irracionais.

3. Os conjuntos numMericos que pertencem ao con-
junto dos nimeros reais sao: 0s naturais, os intei-
ros, Os racionais e os irracionais.

CAP{TULO 2- NOGOES BASICAS
DE CONJUNTOS

Os alunos ja possuem algumas nocdes sobre
conjuntos, por causa do trabalho feito anteriormen-
te com conjuntos numeéricos. As ideias de conjunto e
de elemento de um conjunto sdo facilmente aceitas
quando associadas a um grupo de pessoas e a uma
pessoa desse grupo, respectivamente. Entendemos
que as primeiras nocoes sobre conjuntos sao muito
abstratas e precisam estar apoiadas constantemente
em exemplos. Como sabemos, na Teoria dos conjun-
tos, trés nocdes sao consideradas primitivas (aceitas
sem definicao): conjunto; elemento; pertinéncia entre
elemento e conjunto. Costumamos associar a ideia
de conjunto matematico aquela usada na linguagem
comum - a de colecdo. No entanto, isso é apenas
uma aproximacao, pois, como sabemos, pelo senso
comum, nao ha significado para “‘conjunto vazio” (uma
colecao com nenhum elemento?!) ou “conjunto unitad-
rio" (uma colecdo de um Unico elemento?!).

Para facilitar a compreensao dessas nocoes ba-
sicas de conjunto, é importante utilizarmos repre-
sentacoes. Nesse sentido, o diagrama de Venn deve
constantemente ser empregado como forma de me-
lhor observar a relacdo entre elemento e conjunto.
Recomenda-se também a utilizacdo dos conjuntos
numericos como exermplos de conjuntos.

Iniciamos o capitulo propondo uma situacao in-
teressante relacionada a uma pesquisa, que deve ser
utilizada como motivadora para o desenvolvimento
do contetdo aqui estudado. Essa situagdo seré reto-
mada um pouco mais a frente, ainda dentro desta
unidade.

Abordamos entdo as nocdes de conjunto e ele-
mentos de um conjunto. A ideia de conjunto esta
ligada a de colecdo de objetos, e a ideia de elemen-
to estd ligada a de um componente dessa colecao.

Deve-se enfatizar que existem apenas duas possibi-
lidades de relacdes entre elemento e conjunto: ou
o elemento faz parte do conjunto (dizemos que ele
pertence ao conjunto) ou o elemento nao faz parte
do conjunte (ele ndo pertence ao conjunto).

Da mesma forma, existem duas possiveis rela-
coes entre dois conjuntos: ou todos os elementos
de um conjunto sao também elementos de um se-
gundo conjunto (dizemos que o primeiro é subconjun-
to do segundo), ou existe pelo menos um elermento
do primeiro conjunto que ndo pertence ao segundo
conjunto (neste caso, dizemos que o primeiro néo é
subconjunto do segundo).

Observacoes e sugestoes

« Ao iniciar o capitulo, incentive os alunos a
apresentarem estratégias para a resolucdo da
situacao inicial proposta sobre o niimero total
de pessoas entrevistadas.

* E preciso dar um pouco mais de tempo para que
os alunos assimilem a necessidade da utilizacdo
de simbolos como um procedimento que
facilita a representacao. Também é importante
que seja dado tempo suficiente aos alunos para
realizar os exercicios propostos.

« Abordamos neste capitulo algumas proprie-
dades referentes a inclusao. Dentre elas, esta
a de que o conjunto vazio é subconjunto de
gualquer outro conjunto. Fizemos uma justifi-
cativa baseada na demonstracao por reducao
ao absurdo: essa justificativa precisa ser com-
preendida pelos alunos, sendo assim, € ne-
cessario que o professor discuta a forma como
foi demonstrada.

= Por vezes, 0s conjuntos numéricos apare-
cem com 05 simbolos, como utilizados ante-
riormente. Em outras ocasides, as letras N, Z,
@, 1, e R representam, respectivamente, os
conjuntos dos numeros naturais, inteiros, ra-
cionais, irracionais e reais. Entendemos que
isso possa ser feito sem prejuizo algum. Cuida-
do: cada elemento do conjunto das partes do
conjunto dado é também um conjunto. Assim,
se A={1; 2}, temos que P(A) ={&; {1}; {2}; {1; 2}
Para o aluno, isso ndo parece assim tao simples.
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Entao & necessario reforcar, por exemplo, que @ <
Ae@eP(A),{TltcAe{lle PA)etc

» Utilizamos geralmente virgula para separar
elementos num conjunto. Por vezes é ne-
cessario utilizar ponto e virgula. Entendemos
que esse & um cuidado que evita confusdes
quando os elementos de um conjunto ndo
sdo numeros inteiros. Se, por exemplo, o©
conjunto B tem dois elementos 1,5 e 2, a re-
presentacao {1,5, 2} serd confusa. Assim, nesse
caso deve-se representar o conjunto por {1,5; 2}

Questoes e Reflexoes

Pdgina 28

1. Sim, a relacéo é verdadeira.

2. Uma resposta: a intersecdo entre o conjunto dos nu-
meros racionais e dos irracionais é vazia, ou pode-se
também dizer que um conjunto nao é subconjunto
do outro. Quanto aos reais e os irracionais, pode-se

dizer que o conjunto dos nimeros irracionais é sub-
conjunto do conjunto dos numeros reais.

Pdagina 29

A conclusao esperada é que, conforme premissas,
todo numero inteiro é real.

Pdgina 29

1.5im.

2.P(D)={@,{r}, {s},{t}, {u}, {r, s}, {r, 83, {r, u}, {s, 8}, {s, ub, Ir,ui},
{r,s, thir, s, ub {r, t, ul, {s, t, u}, D}

3.n(P(D))=2*= 16

Historia da matematica
Pagina 32

Sugestdo de encaminhamento: leitura coletiva
com discussoes coletivas das questdes propostas

O texto aborda as contribuicées importantes de
Georg Cantor para a teoria dos conjuntos e também
para a teoria dos numeros. Embora mencione conhe-
cimentos matematicos que nao sao imediatos, te-
mos aqui uma referéncia para situar particularmente
a teoria dos conjuntos na histéria da Matematica.

Sugestdes de respostas das atividades sugeridas:

1. Resposta possivel: Teoria dos conjuntos e teoria
do infinito.

2. Paradoxo ¢ o oposto do que alguém pensa ser
a verdade, ou o contrério a uma opiniao admitida
como valida. Um paradoxo consiste em uma ideia
incrivel, contraria do que se espera. Também pode
representar a auséncia de nexo ou ldgica.

Paradoxo vem do latim (paradoxum) e do grego

(paradoxos). O prefixo “para” quer dizer contréario a,

ou oposto de, e o sufixo "doxa” quer dizer opinido. O

paradoxo muitas vezes depende de uma suposicio

da linguagem falada, visual ou matemadtica, porque
modela a realidade descrita.

E, portanto, uma ideia légica, que transmite uma
mensagem que contradiz a sua estrutura. O paradoxo
expde palavras que, apesar de possuirem significados
diferentes, estao relacionadas no mesmo texto.

Exemplos: "Quanto mais damos, mais recebe-
mos"; "0 riso € uma coisa séria”; "0 melhar improviso
é aguele que é melhor preparado”.

CAPITULO 3 - OPERACOES ENTRE
CONJUNTOS

Sao trés as operacdes entre conjuntos que abor-
damos neste capitulo: a unido, a intersecao e a diferen-
calo complementar de um conjunto em relagdo a um
universo pode ser compreendido como diferenca entre
conjuntos). Iniciamos o capitulo com as trés operacoes
entre conjuntos e, ao final do capitulo, observamos o
numero de elementos da unido entre dois conjuntos.

Ao iniciar o capitulo, propomos algumas questdes
sobre os dois conjuntos A e B e outros quatro conjun-
tos que foram formados a partir destes. Sao questdes
elaboradas para que os alunos se envolvam no enten-
dimento das operacées entre 0os conjuntos. Em caso
de dificuldades (é normal, pois estamos iniciando o
assunto), essas questdes podem ser retomadas ao fi-
nal do capitulo. Apresentamos a seguir as respostas
dessas questoes:

» Todos os elementas do conjunte A sdo ele-
mentos do conjunto B? R: Nio.

» Existem elementos do conjunto A que sdo
também elementos do conjunto B? R: Sim.

» Os elementos do conjunto A sdo elementos do
conjunto C? R: Sim.

» Os elementos do conjunto B sdo elementos do
conjunto C? R: Sim.



» Quais elementos dos conjuntos A e B formam
o conjunto D? R: {1; 3; 6; §; 9; 10}

= Como os conjuntos C, D, E e F foram formados?
R: Essa pergunta acaba conduzindo a com-
preensao da unido, intersecao e diferenca de
conjuntos. C é a unido de A e B; D é aintersecdo
de A e B; E representa A — B; F representa B — A.

O encaminhamento que julgamos mais apro-
priado aqui é o de que cada uma dessas operacdes
entre conjuntos seja apresentada apods alguns exem-
plos de conjuntos. Além disso, a utilizacdo de diagra-
mas sempre auxilia o entendimento.

Observacoes e sugestoes

= E preciso dar énfase, quando da notacdo da unido
dos conjuntos Ae B istoé AUB={x/xeAoux
€ B}, ao conectivo “ou”. Na unido, ele ndo exclui
a possibilidade de o elemento pertencer tan-
to ao conjunto A quanto ao conjunto B. Uma
sugestao interessante seria propor uma ativi-
dade em parceria com a disciplina de Lingua
Portuguesa, para que os alunos pudessem am-
pliar um pouco mais as ideias e significados da
utilizacdo do "ou”

= Quando falamos da intersecao, isto é, AN B =
=[x/ x € A e x € B}, o conectivo “e" representa
simultaneidade.

= Ao abordar a diferenga entre conjuntos, isto &,
A-B={x/xeAexe Bl pode-se dizer ao
aluno que, se um elemento pertence a A - B,
isso significa que ele pertence “somente a A"
Assim, ficard mais evidente que ele nio pode
pertencer a B.

= Como sugestdo de outras atividades, encaminhe
os alunos a descobrir o que acontece quando,
dado um conjunto qualquer A, fazemos A U A,
A-AAUD ANA AN 3, A - D (respostas:
ADAADA).

= Depois de apresentar as propriedades de in-
tersecao e uniao, solicite que os alunos repre-
sentem (como no exemplo do livro) o diagra-
ma A (B n C) e, em seguida, representem o
diagrama correspondente a (AW B) n (A u Q)
para verificar que o resultado é o mesmo.

» As leis de Morgan sao usadas em Genética.
Uma ideia, como parte da avaliacdo, seria
propor um trabalho para ser apresentado, em
equipe, sobre as leis de Morgan aplicadas a
Genética. Agqui seria muito interessante o tra-
balho em parceria com a disciplina de Biologia.

» Um cuidado no encaminhamento desse capitu-
lo é o de estar sempre apoiado em modelos, em
exemplos numéricos e em diagramas. Nao pode-
mos conduzir um conteldo de forma excessiva-
mente abstrata.

Questoes e Reflexoes

Pagina 34

1. Sim.
2. Nao.

Pdgina 36

1. O aluno deveréd representar trés diagramas para
os conjuntos. Em cada diagrama deve localizar os
elementos correspondentes.

2.R

3. O conjunto dos numeros reais.

Pdgina 37

1. Nao. Solicite aos alunos que elaborem dois con-
juntos A e B para verificar um exemplo em que
A - B é diferente de B - A.

2. O resultado serd o conjunto A.

Pdgina 38

1. Os dois conjuntos sao iguais.

2. Os dois conjuntos sao iguais.

3.k

o proprio conjunto A.

Fechamento da unidade

Pdgina 47

Sugestao de encaminhamento: A leitura do texto

e a discussao das respostas para as Questoes e inves-
tigacbes podem ser feitas em duplas ou trios, para

refo

rcar a troca de informacdes entre os alunos.
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As respostas das questdes encaminhadas sao:

1. a) Total de alunos: 365 + 323 + 287 = 975.
50% de 975 = 487,5 — 487,5 alunos (devem
participar 488 alunos)

488 — 10 =478 — 478 alunos das outras turmas.
(E possivel utilizar essa questao para verificar
se todos compreenderam quando devemos
arredondar um numero para um inteiro pro-
ximo e quando é possivel utilizar o numero
decimal. Também é passivel retomar a possi-
bilidade de uso de dizimas periddicas e suas
aproximacoes para decimais exatos.)

b) Total de alunos: 365 + 323 + 287 =975
64% de 975 = 624 — 624 alunos inscritos
624 -311-305=8 — 8 alunos do 3.2 ano.

A escola nao terd cumprido o primeiro critério.

2. Segundo o censo escolar, temos 6770271 alunos
no Ensino Médio.90% de 6 770271=6093243,9 -
— 6093 243,9 alunos = 6,09 milhoes (E pertinente
dizer aos alunos que, se usassem o dado aproxi-
mado de 6,8 milhdes, chegariam em 6,12 milhdes,
gue nao é uma alternativa. Nesse caso, é preferivel
utilizar o dado absoluto porque aproximacoes fei-
tas sobre aproximacées propagam o erro, aumen-
tando-o consideravelmente))

UNIDADE 2 - TOPICOS DE
GEOMETRIA PLANA

Identificar e compreender proprie-

4. Figuras :
Eo e reas dades a respeito de angulos e de
;gjlanas congruéncia entre algumas figuras

planas.

Estabelecer condigOes para que dois
poligonos sejam semelhantes, iden-
tificando relagdes entre medidas.

5.Semelhanca de
figuras planas

6. Areas de figuras | Obter procedimentos para o célculo
planas de dreas de algumas figuras planas.

O assunto da presente unidade ndo representa,
normalmente, novidade para os alunos. Nos quatro
ultimos anos do Ensino Fundamental, é desenvolvido
o estudo de Geometria Plana. Entendemos que os
alunos sabem calcular, por exemplo, dreas das prin-
cipais figuras planas, que conhecem também algu-
mas das propriedades geométricas dessas figuras e
as ideias relacionadas as questbes de semelhanca
entre figuras.

Optamos abordar tais assuntos agqui nao objeti-
vando apenas uma retomada. Compreendemos que
a prépria maturidade do aluno em relacdo a conhe-
cimentos geometricos permitird melhor compreen-
sao neste estagio da escolarizagdo. Outro ponto que
utilizamos como justificativa desse assunto no pri-
meiro ano do Ensino Médio é o de preparé-lo em re-
lacdo ao estudo de Geometria no sequndo ano, em
que haverd uma ampliacao.

Nos trés capitulos existentes, tivemos a preocu-
pacao em conduzir justificativas matematicas para
as propriedades e relacdes dadas. A Geometria Pla-
na representa, em nossa opinido, um bom contexto
para convencer os alunos da necessidade de justi-
ficativas, de demonstracdes. E importante que nao
fiquemos aqui restritos as demonstragdes dedutivas,
mas que utilizemos também as verificacdes empiri-
cas (um exemplo é a soma das medidas dos angulos
internos de um triangulo).

CAPiTIJLO 4 — FIGURAS
GEOMETRICAS PLANAS

Paor meio de uma situacdo intrigante (um desa-
fio), iniciamos o capitulo. Neste ponto, € interessante
deixar os alunos, durante um curto espaco de tem-
po, solucionarem a questdo apresentada. E a motiva-
¢ao necessaria para o desenvolvimento do capitulo.

Apresentamos no desenvolvimento do assunto
algumas demonstracoes as quais sugerimos que se-
jam amplamente discutidas com os alunos. Entende-
mos que nao fazemos rigorosamente uma demons-
tracdo matematica (como aquela concebida por um
matemaético puro). Antes, preferimos acreditar que
fazemos uma demonstracao em outro nivel, o que,
para os alunos, pode ser interpretada como “justifi-
cativa” Isso nao significa que devemos ficar despreo-
cupados com certo grau de rigor. Como autores e



professores, devermos nos preocupar em nos fazer
compreender pelos alunos.

Apoés o texto sobre a histdria da Matematica,
algumas propriedades importantes a respeito de
angulos (dngulos opostos pelo vértice, angulos for-
mados por retas paralelas com reta transversal, soma
das medidas dos dngulos internos e externos de um
triangulo, angulos internos e externos de paligonos
convexos em geral), de nimero de diagonais de um
poligono e também retomamos congruéncia (de
segmentos, angulos e triangulos).

Sugerimos, apds a demonstracao feita para a
soma dos dngulos internos de um tridangulo, que algu-
mas perguntas sejam oralmente encaminhadas para a
turma a respeito da compreensao da demonstrago:

= O que foi utilizado para demanstrar essa pro-
priedade?

Resposta: Espera-se que os alunos apontem as
propriedades dos angulos formados por retas para-
lelas interceptando uma reta transversal.

= Além da reta r passando por B, existe outra reta
que também passa por B e é paralela a retas?

Resposta: Existe apenas uma reta paralela a reta s
passando por B. Esse é um resultado que sera explo-
rado no segundo livro desta colecdo por meio de um
postulado.

» Como vocé completaria a afirmacao: Se A, B
e C sdo medidas dos angulos internos de um
triangulo, entdo...

Resposta: Espera-se que os alunos falem que a
soma das medidas é igual a 180e.

Todos esses topicos foram desenvolvidos com
ilustracdes e justificativas. Além disso, ha uma boa
quantidade de exercicios propostos que permitem
fazer uma boa avaliacdo em relacdo ao entendimen-
to dos alunos. E importante que o professor reprodu-
za na lousa a demonstracdo sobre a soma das medi-
das dos angulos internos e externos de um poligono
convexo. A sua intervencao também ¢ fundamental
para a explicacdo da relacao que permite calcular a
quantidade de diagonais de um poligono convexo.

Observacoes e sugestoes

« E interessante que, quando ocorrer o enca-
minhamento sobre dngulos opostos pelo vér-

tice, os alunos facam desenhos, com régua, de
duas retas se intersectando e, com o auxilio de
transferidor, obtenham as medidas dos angu-
los correspondentes.

* Também no caso dos dngulos formados por
retas paralelas com reta transversal, a constru-
cdo geométrica elaborada pelos alunos per-
mite melhor compreensao do que sdo os an-
gulos correspondentes, dos dngulos alternos
internos, dos angulos alternos externos, dos
angulos colaterais internos e dos angulos co-
laterais externos.

» Com o auxilio de instrumentos geométricos,
os alunos podem verificar que as medidas dos
angulos internos opostos de um paralelogra-
mo sao iguais. Nesse sentido seria interessante
propor que eles construam, em duplas, um
paralelogramo e obtenham com o auxilio de
transferidor as medidas dos angulos internos.

= Sugerimos inicialmente uma demonstracao empiri-
ca de que a soma das medidas dos dngulos inter-
nos de um triangulo é igual a 180 graus. Somente
entdo se faz a demonstracdo algébrica. Também no
caso da soma das medidas dos angulos internos,
poder-se-ia adotar o mesmo procedimento.

* Um cuidado a ser tomado refere-se a confuséao
que existe normalmente entre um poligono
convexo e um poligono ndo convexo. Este é
um ponto que precisa ser devidamente es-
clarecido.

* Ao longo do capitulo, propomos diversos
exercicios. Alguns deles podem, a critério do
professor, ser utilizados como autoavaliacao.

Histéria da Matematica

Pdgina 51
Sugestao de encaminhamento: leitura coletiva,
com discussado coletiva das questées propostas.
Este é um texto da histdria da Matematica sobre
o contexto do surgimento das primeiras demonstra-
coes matematicas de que se tem noticia.
Respostas as questdes propostas
1. Pesquisa que deve ser feita em mapas. Sugerimaos

uma atividade envolvendo as disciplinas de Histé-
ria e Geografia.
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2. Essa € apenas uma curiosidade. Os chamados sete
sabios da Antiguidade sdo: Tales de Mileto, Perian-
dro de Corinto, Pitaco de Mitilene, Brias de Priene,
Cledbulo de Lindos, Solon de Atenas e Quilon de
Esparta.

3. Resposta pessoal. Aqui, sugerimos que os alunos
experimentem. Sendo assim, é importante que o
professor os motive para tanto.

Questoes e Reflexoes

Pagina 53
1. Sdo congruentes, isto é, tém a mesma medida.

2. Os colaterais internos sao suplementares. E os co-
laterais externos também sao suplementares.

Pagina 55
1. Sdo complementares, isto €, a soma das medidas
dos dngulos agudos é 909

2. Sdo angulos cujas medidas somam 909

Pagina 59
1. Sao 5 triangulos.

2. A soma das medidas dos angulos internos é
5 - 180° = 900°.

Pdgina 60
A medida é 360° + 4.

Pagina 61

1. Resposta pessoal. Espera-se que o aluno observe
que dividimos por 2 porque cada diagonal, na for-
ma como estd sendo considerada, é computada
duas vezes.

2. O numero de diagonais de um poligono de 7 vér-
; . 7+(7—3)
tices ¢ ———

¢ 8683 _
2

CAPITULO 5 - SEMELHANCA DE
FIGURAS PLANAS

Quando temos duas figuras planas semelhan-
tes? Essa pergunta pode ser utilizada para iniciar o
assunto semelhanga de poligonos. Uma resposta
informal pode ser dada para essa pergunta: Temos
duas figuras planas semelhantes quando uma figura
é copia reduzida (ou ampliada) da outra, sem que
haja deformacées. E claro que isso pode ser comen-

e de um poligono de 8 vértices

tado informalmente. Talvez o retangulo seja também
um bom ponto de partida. Construa dois retangulos,
como sugerimos no inicio do capitulo. Sobrepondo
os lados, como indicado no Livro do Aluno, é possi-
vel, pelas diagonais, constatar se os retangulos sao ou
nao semelhantes entre si. Mas precisaremos estabele-
cer as condicoes de semelhanca entre poligonos.

Para concluir a semelhanca entre poligonos, di-
vidimos o capitulo em trés partes. Na primeira parte,
abordamos o Teorema de Tales, cuja demonstracao
foi encaminhada e sugerimos que seja discutida
com a turma. Na segunda parte, falamos de seme-
lhanca entre triangulos (abordamos trés casos de
semelhanca de tridangulos). Somente na terceira par-
te é que estudamos semelhanca de poligonos: dois
poligonos sao semelhantes quando tém os lados
correspondentes proporcionais e todos os angulos
correspondentes congruentes.

Ao longo do desenvolvimento sobre semelhan-
ca de triangulos, existem dois exemplos resolvidos
que precisam da interferéncia do professor comen-
tando a resolucdo deles. No primeiro, o objetivo é
mostrar que a razao de proporcionalidade entre as
medidas dos lados de um triangulo é a mesma das
alturas dos tridngulos. No segundo exemplo, temos
um quadrado inscrito em um tridngulo. A medida do
lado desse quadrado pode ser obtida em funcao das
medidas da altura e do lado considerado como base

do triangulo.

Observacoes e sugestoes

= Assim como ocorreu no capitulo anterior, a
construcao de figuras geométricas por meio
de régua, transferidor e compasso permite
melhor campreensao dos canceitos de semel-
hanca entre tridngulos e entre poligonos de
modo geral.

» Um cuidado: no tridngulo, conforme o segun-
do caso de semelhanca, basta que as medidas
dos lados sejam proporcionais as medidas dos
lados de outro para que os triangulos sejam
considerados semelhantes. Isso ndo é sufi-
ciente em qualguer outro poligono.

» Uma atividade interessante que pode ser condu-
zida em equipe é a construcdo de um pentigono
convexo nao reqular, por exemplo, com o auxilio
de régua. Depois, a equipe devera construir outro
pentdgono, no mesmo desenho, de tal maneira
gue os lados tenham o dobro das medidas dos
lados do primeiro pentagono. Sugira que eles
pesquisem como isso pode ser feito apenas



utilizando instrumentos geamétricos: régua,
compasso e esquadros.

» Pode ser encaminhada uma atividade para verificacao
da semelhanca: solicite que os alunos desenhem
um retédngulo de lados medindo 10 cm e 8 cm.
Em sequida, deverao desenhar outro retangulo
semelhante cujos lados tenham medidas 20%
maior que os lados do retdngulo inicial. Pergunte:
qual a constante de proporcionalidade entre as
medidas dos lados do retdngulo maior e menor,
nesta ordem? A resposta é 1,2.

Explorando

Pdgina 64

Sugestao de encaminhamento: em duplas com
verificacao coletiva do resultado.

Embora existam dificuldades de se trabalhar
com instrumentos geométricos, acreditamos que os
alunos podem explorar tais instrumentos para com-
preender melhor a congruéncia entre triangulos.
Aqui serd necessario destinar um tempo maior para
que tais construcdes possam ser feitas. Sdo quatro
construgdes que abordam casos de congruéncia.

Respostas as questdes sugeridas:
1. Em cada construcdo sao fornecidos 3 elementos.

2. Resposta pessoal. Espera-se que os alunos veri-
figuem que os tridangulos construidos, em cada
uma das construcoes, sao congruentes.

Questoes e Reflexoes

Pagina 65

1. Considerando que esses numeros sao diferentes
de zero, temos uma proporcao representada pela
igualdade. Essa proporcao pode ser lida: a estd
para b assim como ¢ estd para d.

2. Resposta pessoal. Duas grandezas podem ser
consideradas diretamente proporcionais quando
0 quociente delas é constante. Qutra maneira é
levar os alunos a observar que, se uma delas du-
plica, a outra duplica, se uma delas triplica, a outra
também triplica, por exemplo.

Textos na Matematica

Pdgina 72

Sugestao de encaminhamento: individual com
correcdo coletiva das questdes propostas.

O texto trata da obtencdo do angulo reto, de-
vido as necessidades praticas. Aborda também um
importante artificio muito utilizado pelos primeiros
cartografos e agrimensores: a triangulacdo. Além disso,
outros temas importantes para a Geometria sdo aqui
mencionados.

Respostas para as questdes propostas:

1. Por meio de duas estacas cravadas na terra assi-
nalavam um segmento de reta. Em seguida, pren-
diam e esticavam cordas que funcionavam a ma-
neira de compassos: dois arcos de circunferéncia
se cortam e determinam dois pontos que, unidos,
seccionam perpendicularmente a outra reta, for-
mando os angulos retos.

2, Antes, Ahmes pensou em determinar a area de
um quadrado e calcular quantas vezes essa area
caberia na area do circulo. Que quadrado esco-
Iher? Um qualquer? Parecia razodvel tomar o que
tivesse como lado o proprio raio da figura. Assim
fez, e comprovou que o quadrado estava contido
no circulo mais de 3 vezes e menos de 4, ou, apro-
ximadamente, trés vezes e um sétimo (atualmen-
te dizemos 3,14 vezes). Concluiu entdo que, para
saber a drea de um circulo, basta calcular a drea de
um quadrado construido sobre o raio e multipli-
car a respectiva area por 3,14. Era a aproximacao
para o nimero i. Hoje, o simbolo & (pi) representa
esse numero irracional, j& determinado com uma
aproximacao de varias dezenas de casas decimais.
Seu nome s6 tem uns duzentos anos e foi tirado
da primeira silaba da palavra peripheria, significan-
do circunferéncia.

CAPIiTULO 6 - AREAS DE FIGURAS
PLANAS

Iniciamos o capitulo abordando uma questdo eco-
l6gica relacionada a preservacado da natureza. Atualmen-
te, existem programas de monitoramento via satélite
que permitem localizar grandes areas sendo devastadas.
Um trabalho em parceria com a disciplina de Geogra-
fia poderia tornar o inicio desse capitulo interessante. O
terna seria o Bioma Mata Atlantica. Talvez uma pesqui-
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sa possa ser conduzida com dados mais recentes sobre
as dreas ainda preservadas desse importante bioma. A
partir desses dados, é importante observar os valores das
areas preservadas ou das areas devastadas. Assim, pode-
riamos envolver os alunos no assunto calculo de éreas e
unidades utilizadas.

Acreditamos que uma boa maneira de iniciar o ca-
pitulo, apds o comentario sobre as questdes acima, seria
buscar uma compreensao do que vem a ser area de 1
metro quadrado, de 1 quildmetro quadrado. Como isso
pode ser feito? Bem, o metro quadrado pode ser dese-
nhado no chao da sala ou até mesmo no quadro. Quanto
ao quilémetro quadrado, fica um pouco mais complica-
do, porém, os alunos podem ser levados a observar a
distancia em linha reta de 1 km, e, a sequir, solicitar que
imaginem um quadrado com essa medida de lado.

Embora o objetivo maior deste capitulo seja cal-
cular a area de algumas figuras geométricas planas,
procuramos detalhar um pouco mais. E importante
que os alunos percebam que a drea do paralelogra-
mo é compreendida a partir da drea do retangulo, a
area do tridngulo a partir da area do paralelogramo,
a area do losango a partir da 4rea do retangulo, e a
drea do trapézio a partir da area do tridngulo.

A drea de um circulo exigira intuicdo. Menciona-
mos duas maneiras de se chegar a ela: na primeira,
considerando o circulo como dividido em setores
circulares iguais e, na sequnda, imaginamos um cir-
culo a partir de um poligono em que o namero de
lados aumenta cada vez mais. Nesse caso, sera im-
portante compreender como calculamos a area de
um poligono regular, apresentado antes do circulo.

Observacoes e sugestoes

= O entendimento do gue foi apresentado aqui
sobre a drea de um retangulo, de um losan-
go, de um paralelogramo e também de um
tridngulo pode ser ampliado se os alunos
construirem em cartolina, por exemplo, mo-
delos com essas formas com medidas previa-
mente estabelecidas. Por meio de recortes,
podemos, a partir de um paralelogramo, obter
um retangulo, um tridngulo etc.

» Sugestao de atividade: Considerando que
a area de um tridngulo pode ser calcula-
da pela metade do produto da medida da

base pela altura, determine a altura de um
triangulo equilatero a partir da férmula

2
que fornece sua area: S=%, sendo L a me-

Byl

dida de seu lado. Resposta: y

» Uma boa atividade a respeito de areas pode
ser a comparacao entre areas de florestas de-
vastadas e areas de municipios, ou mesmao es-
tados em que os alunos vivem. Nos noticiarios,
quando escutamos noticias sobre areas de-
vastadas, normalmentese utiliza a drea de um
campo de futebol como referéncia. Isso tam-
bém pode ser feito porque auxilia na com-
preensao da medida correspondente.

+ E necessaria a interferéncia do professor em
exercicios que solicitem a area de um setor
circular, ou mesmo de uma coroa circular. No
caso de setor circular, € importante a utilizacao
de proporcao. J4 no calculo de coroa circular,
o aluno devera perceber a diferenca entre as
dreas de dois circulos.

Questoes e reflexoes

Pdgina 74

1. Resposta pessoal. Os alunos podem fazer uma
pesguisa ou mesmo conversar com o professor de
Geografia para obter a definicdo de bioma.

2. As unidades de area presentes no texto: km?, hec-
tares (ha).

Pdagina 78

1. Resposta pessoal. Sugestdo de resposta: quadrila-
tero em que os lados opostos sdo paralelos.

2. Sim. Os lados opostos sao paralelos.
Pdgina 79

1. Resposta pessoal. Sugestdo de resposta: quadrildtero
em que os quatro lados sdo congruentes.

2. Sim. Observe que os lados opostos de um losango
sdo paralelos.



Fechamento da unidade

Pdgina 78
Sugestdao de encaminhamento:

Coletivamente com a turma; leitura e discussdo
utilizando as trés questdes do final do texto.

1. A linha vermelha tem 21 cm e passa por 7 apo-
temas dos hexagonos. Logo, cada apdtema h
tem 3 cm. O apdtema do hexdgono é dado por

h=a- \E, sendo a o lado do hexagono. Assim,
h 3 6 2

a=2-ﬁ=2-ﬁ=ﬁ=ﬁcm.

A area do hexdgono serd

A=5.az.ﬁ:@.(gﬁ}2.§=6.4.3.§=

4
=183 cm?

5,
a}S-12=30-x—>x=%=2—>x=2m=200cm

b)R=2%_ 100 5R=100cm. Area=n-R?=3-
1007 3 Area = 30000 cm?

30000 2

— Area=750cm

3

d)ComoA=6-a°- + temos:

V3

6-a- Y2 =750
4

c) Area =

6-a*-\3 =750-4
GZ_J§=30—m
6

500

a‘:ﬁﬂcm
3

3. Resposta pessoal.

UNIDADE 3 - FUNCOES

Identificar a dependéncia entre duas

7.Relagdo de -
i : grandezas a partir de dados apresenta-
dependéncia 2 :
dos e estabelecer relagoes matemati-
entre grandezas :
cas que expressem tal dependéncia.
Compreender que a todo ponto do
plano cartesiano podemos associar
8. Introducao um par ordenado e, reciprocamente,
a Geometria a cada par ordenado associamos um
Analitica ponto no plano; obter a distancia entre

dois pontos do plano cartesiano a
partir de suas coordenadas.

Esbocar o gréfico de uma fungao afim
a partir de sua lei de dependéncia e,
reciprocamenite, a partir do gréfico
de uma funcao afim, estabelecer sua
lei de dependéncia; compreender o
significado de taxa de crescimento de
uma fungao afim.

9. Fungao afim

Compreender que o grafico de uma
funcao quadrética real é representado
no plano cartesiano por meio de uma
pardbola; interpretar as coordenadas
do vértice de uma parabola, identifi-
cando-o como ponto de minimo ou
ponto de méximo da fungdo quadrati-
ca correspondente.

10. Funcao
quadratica

O conceito de fungao é fundamental para a com-
preensdo de variados fenémenos de nossa realidade,
gue sdo estudados em diferentes dreas como Fisica,
Biologia, Quimica, Economia etc. O trabalho inicial
com esse conceito é facilitado pela exploracdo de
conhecimentos e experiéncias que os alunos trazem
de seu dia a dia, no que se refere a situacdes em que
estdo envolvidas duas grandezas, nas quais os valo-
res assumidos por uma delas dependem dos valores
assumidos pela outra.

Iniciamos esta unidade observando que o consu-
mo de um automdvel depende, entre outras coisas,
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da sua velocidade. Ao “relacionar duas grandezas”em
que uma delas depende da outra, estamos utilizan-
do a ideia de funcdo. Na Biclogia, a intensidade da
fotassintese realizada por uma planta depende da
intensidade da luz a que ela é exposta. Aqui, caso se
utilize esse exemplo com os alunos, pode-se salici-
tar que na disciplina de Biologia o professor comen-
te como se da esse fendmeno, para que os alunos
compreendam melhor essa relacdo de dependéncia
entre a intensidade da fotossintese e a intensidade
da luz. O assunto funcdes deve estar sempre apoia-
do em exemplos simples para que os alunos tenham
uma aprendizagem significativa. Nesta unidade,
abordaremos parte do estudo de funcoes. Voltare-
mos ao estudo de funcdes na Unidade 5, quando
trabalharemos com funcdes exponenciais e também
funcées logaritmicas.

CAPiTULp 7- RELACAO DE
DEPENDENCIA ENTRE GRANDEZAS

Embora o presente capitulo nao seja extenso, julga-
mos necessario um cuidado no seu desenvolvimento. O
assunto funcao é fundamental no Ensino Médio pelas
articulacdes diversas que permitem ser estabelecidas. A
area de um guadrado depende da medida do lado do
quadrado: temos ai um tipo de funcao. Na Fisica, po-
demos estabelecer diversas aplicacoes de funcoes, por
exemplo, relacionando a velocidade em funcao do tem-
po, o deslocamento de um mdvel em relacdo ao tempo
etc. Na Quimica, a quantidade de massa de substancias
radioativas € uma funcao do tempo. Os exemplos sdo
muitos, porém, nem sempre para o aluno a compreen-
sdo do conceito de funcéo é evidente.

Iniciamos o assunto observando a ideia de fun-
cdo associada a dependéncia de grandezas. Dois
exemplos sdo dados (drea do quadradoe em funcao
da medida do lado do quadrado, e distancia percor-
rida por um automavel em funcdo do tempao). N6s os
utilizamos para abordar varidvel dependente e varia-
vel independente. Além disso, a partir deles também
trabalhamos com a lei de formacao de uma funcao
(lei de dependéncia entre as variaveis consideradas).

Procuramos, apds esse inicio, conduzir o aluno
a observar o conceito de funcédo a partir da relacao
entre elementos de dois conjuntos. Aqui, é impor-
tante observar o que significam dominio, imagem e

contradominio de uma funcao. Os exercicios propos-
tos neste capitulo precisam ser devidamente traba-
Ilhados para que se possa iniciar o proximo capitulo,
guando representaremaos graficamente uma funcao
no plano cartesiano.

Observacoes e sugestoes

» Uma dificuldade que se apresenta no estudo de
funcoes refere-se ao estabelecimento da lei de
formacao da funcao. Sendo assim, inicialmente
podem ser conduzidos, além dos exemplos
dados, exemplos estudados de Geometria Pla-
na. Apresentando a relacdo S = (n — 2) - 180¢,
temos que S representa a soma das medidas dos
angulos internos de um poligono em funcéo
do nimero n de lados desse poligono (outros
exemplos podem ser dados).

= Neste capitulo hda uma ilustracdo de uma
‘maquina de transformar” Ela deve ser ex-
plorada pelo professor com seus alunos para
compreender melhor o conceito de funcao.
A ideia é conduzir os alunos a observar que
uma funcao, conforme sua lei de dependéncia
entre as variaveis, “transforma”. Assim, os alu-
nos compreenderdao melhor como calcular a
imagem de um determinado valor dado a va-
riavel independente.

Questoes e reflexoes

Pdagina 93

1. Da medida do lado do quadrado.
Z.5=4%

Pdgina 93

1. 240 km

2. 5 horas

3.80=%=&d=80-t

Explorando

Pdgina 94

Sugestao de encaminhamento: em duplas com
o uso do computador.



Utilizando planilhas eletrénicas, sugerimos que a
turma explore o conceito de funcdo a partir de uma
situacao envolvendo o preco do litro de gasolinae a
quantidade de litros. Inicialmente sera necessario se-
guir passo a passo o exemplo apresentado no Livro
do Aluno. Depois, recomendamos que se proceda da
mesma forma, utilizando o combustivel etanol no lu-
gar de gasolina.

Ao final da atividade, os alunos deverao fornecer a
relacdo que estabelece o valor a ser pago em funcao
da quantidade de litros de gasolina e, também em
funcdo da quantidade de litros de etanol (basta multi-
plicar o valor do litro do combustivel correspondente
pela quantidade de litros, que pode ser representada
pela variavel x).

CAPITULO 8 - INTRODUGAO A
GEOMETRIA ANALITICA

Quando estudamos os nlimeros reais, associa-
mos a cada ponto da reta real um numero real e,
reciprocamente, a cada ndmero real associamos um
ponto. Agora, faremos algo andlogo no plano carte-
siano. A cada ponto do plano cartesiano associamos
um par ordenado, e a cada par ordenado, um ponto
no plano. Essa ideia nos leva a representacao gréfi-
ca de funcdes. Temos aqui a introducédo ao assunto
Geometria Analitica, que serd ampliado no Volume
3 desta colecao. Aqui, além do interesse de utilizar
o plano cartesiano para representacao de funcoes
(gréficos), também obtemos a formula que permi-
te calcular a distancia entre dois pontos quaisquer,
conhecidas suas coordenadas. Utilizaremos essa re-
lacdo também no Volume 2 desta colecéo quando
do estabelecimento da férmula para o cosseno da
diferenca de dois arcos, no estudo de Trigonometria.

Apoés essa introducao a Geometria Analitica,
chegamos a um ponto importante: a representacdo
grafica de uma funcéo a partir de sua lei de forma-
cdo. Apresentamos exemplos que precisam ser cui-
dadosamente explicados aos alunos. Inicialmente,
temos a mesma lei de formacdo da funcao, isto é,
v = flx) = =2x, definida com dominios diferentes: na-
turais, inteiros e reais. Isso permite ao aluno cbservar
que, quando o dominio é real, o gréafico da funcao
correspondente ao exemplo é uma reta, enquanto
que, nos outros, o grafico é uma sucessao de pontas
alinhados.

Apresentamos, entao, um exemplo de uma fun-
cao com dominio real definida por y=f(x) = x* — 4.
Aqui serad fundamental explicar para os alunos que,
por uma questao de facilidade, atribuimos valores
inteiros a variavel x. Localizamos os pontos corres-
pondentes no plano cartesiano. Como o dominio é
formado pelos numeros reais, devemos ligar esses
pontos convenientemente por uma ‘curva’ que siga
a tendéncia dos pontos ja localizados. Caso seja ne-
cessario, sempre podemos atribuir outros valores,
além daqueles que foram trabalhados.

Apos esse trabalho com a representacao grafica
de funcgdes, procuramos conduzir o conceito de cres-
cimento de uma funcgao. Uma fungao é considerada
crescente quando é crescente em todo o seu domi-
nio, e ndo apenas em parte dele. Analogamente, uma
funcao é dita decrescente quando é decrescente em
todo o seu dominio.

Observacoes e sugestoes

= Ao iniciar os capitulos, para que os alunos
compreendam a utilizacdo de coordenadas,
encaminhe trés questdes discussoes: 1) Como
podemos localizar um ponto na superficie da
Terra? 2) No plano cartesiano, qual é a condi-
cdo para que um ponto P(a, b) pertenca ao
eixo das abscissas? Qual a condicao para que
o ponto P(a, b) pertenca ao eixo das ordena-
das? Qutras perguntas podem ser encaminha-
das para envolver o aluno no assunto que esta
sendo desenvolvido.

» Um trabalho interessante no estudo da repre-
sentacao grafica de funcdes no plano cartesia-
no pode ser ampliado se conduzido em par-
ceria com as disciplinas de Fisica e Quimica,
observando alguns dos gréficos que sao uti-
lizados nessas disciplinas. Na Fisica, por exem-
plo, os gréaficos relacionados a movimentos
retilineos uniformes.

* Professor, é interessante comentar com os alu-
nos que, nos graficos estatisticos de segmen-
tos, presentes em jornais e revistas, os dados
se referem apenas as extremidades do seg-
mento. Assim, nada podemos afirmar sobre o
gue aconteceu entre esses dois dados. Quan-
do estamos diante de uma funcéo cujo gréfico
é, por exemplo, um segmento, todos os pon-
tos desse segmento fazem parte da funcéo.

Manual do Professor

49




Questoes e reflexoes
Pdgina 102

1. Nao.

2.d(P,, P) = /(A% + (A

Pdgina 106
1. Sim, pois f(—=~/3) = 2.3

2. Triplica também.

Histéria da matematica

Pdgina 114

Sugestdao de encaminhamento: leitura coletiva
com a discussao coletiva das respostas as questoes
propostas.

Este & um texto sobre o surgimento da Geome-
tria Analitica. A compreensdo das ideias presentes
no texto nao sao imediatas. Comente com os alunos
que, no Volume 3 desta colecao, ampliaremos o co-
nhecimento sobre Geometria Analitica.

Respostas as questdes:

1. E atribuida a dois matematicos franceses: René
Descartes e Pierre de Fermat.

2. Descartes foi capaz de analisar as propriedades
do ponte, da reta e da circunferéncia, determinan-
do distancias entre eles, localizacdo e pontos de
coordenadas.

Fermat fez a descoberta das curvas x™y"=q, y"=
=ax™e r"=ab que ainda hoje sdo conhecidas como
hipérbales, pardbolas e espirais de Pascal.

3.Podemos atribuir 0s seguintes temas:

Espaco vetorial; definicdo do plano; problemas de
distancia; estudo da reta; estudo da circunferéncia; o
produto escalar para obter o angulo entre dois veto-
res; 0 produto vetorial para obter um vetor perpen-
dicular a dois vetores conhecidos (e também o seu
volume espacial); problemas de interseccao; estudo
das conicas (elipse, hipérbole e pardbola); estudo ana-
litico do ponto.

CAPITULO 9 - FUNGAO AFIM

Este & um capitulo extenso e de importancia mui-
to grande. Diversos fenédmenos sao descritos por meio
de fungdes que, graficamente, séo representadas por
retas. Por causa dessa importancia, serd necessario des-
tinar um bom tempo para o encaminhamento.

Iniciamos com uma situacao sobre o valor a ser
pago pela corrida de um taxi em funcédo da quilo-
metragem percorrida. E por meio dessa situacao que
abordamos a denominada funcao afim, isto é, fun-
cado cuja lei de formacao é da forma y = fix) = ax + b,
em qgue a e b sao numeros reais. Neste inicio, é im-
portante observar que a lei de formacdo de uma
funcdo afim pode ser estabelecida a partir de dois
de seus valores, ja que precisamos apenas obter os
valoresde ae b.

Antes de abordarmos o comportamento gréfico
de uma funcao afim, optamos por trabalhar com o
conceito de taxa de variacdo. A partir dessa taxa de
variacdo, conduziremos a analise sobre o crescimen-
to da funcdo. Toda funcdo afim, em que o dominio
é o0 conjunto dos nuimeros reais, tem como grafico,
no plano cartesiano, uma reta. E importante que os
alunos construam alguns graficos a partir da lei de
formacao das funcdes, atribuindo valores a variavel
independente x. Eles constatardo que os graficos séo
retas, porém, € necessario que isso seja justificado
a partir da taxa de variacao de tais funcoes, como
conduzido no Livro do Aluno. Somente, entao, con-
cluimos os trés casos do comportamento gréfico da
funcéo afim (crescente, decrescente ou constante). A
partir do conhecimento sobre o crescimento ou de-
crescimento de uma funcao afim, procedemos com
o estudo de sinal da fungao correspondente,

O estudo do sinal da funcao afim, como encaminha-
mos neste capitulo, permite a compreensao da resolu-
¢ao de inequagdes do 1o grau com uma varidvel. Nesse
sentido, € importante gue os exemplos apresentados no
Livro do Aluno sejam discutidos com a turma para que
essa compreensao ocorra de fato.

Finalizamos o capitulo com alguns exemplos de
aplicacdes de funcio afim: escalas de temperatura,
movimento uniforme, juros simples, e ainda fungdes
custo, receita e lucro. Essas aplicagoes precisam ser
valorizadas em sala de aula para que os alunos pos-
sam, de forma significativa, compreender o assunto
funcao afim.



Observacoes e sugestoes

= Na situacao da corrida de téxi, no inicio do
capitulo, afirmamos que, durante o trajeto, o
téxi ndo parou. Na prética, sabemos que o va-
lor a ser pago por uma corrida ndo dependera
apenas da bandeirada e da quilometragem
percorrida. Existe a varidvel tempo, que aqui
nao foi considerada apenas para que tivésse-
mos uma variavel independente: a quilometra-
gem. E importante comentar isso com o aluno.

* Toda funcédo afim da forma y = f(x) = ax (a £0)
é conhecida como funcao linear. Esse tipo de
funcédo descreve grandezas diretamente pro-
porcionais. Uma sugestdo de atividade, fazen-
do parte da avaliacao, seria solicitar a eles que,
em duplas, pesquisem nas disciplinas de Fisi-
ca e Quimica exemplos de grandezas direta-
mente proporcionais.

» Solicite aos alunos que, em grupos, apds en-
cerrarem o capitulo, encontrem exemplos de
aplicacées de funcao afim. Tais exemplos po-
dem ser pesguisados e apresentados a tur-
ma. A critério do professor, podem compor a
avaliacao.

» Como investigacdo mais ampla, uma pes-
guisa que também pode ser encaminhada
é pedir aos alunos que construam, no plano
cartesiano, o grafico de uma funcao defini-
da pory=f(x) = L com x real e diferente de
zero. Qriente-os ax atribuir valores a varidvel
independente x. Na Fisica, existern exemplos
de aplicacdo desse tipo de fungdo (relaciona
grandezas inversamente proporcionais).

Questoes e Reflexoes
Pagina 119

1. No 12 exemplo, a taxa é igual a 4; no 22 exemplo,
ataxa é igual a -1; no 32 exemplo, a taxa é igual a
zero (funcdo constante).

2. Crescente, quando a taxa de crescimento € positi-
va. Decrescente, quando a taxa de crescimento é
negativa. Canstante, quando a taxa de crescimen-
to é igual a zero.

Pdgina 129
1.320F

2;: 2T2%F
3.5im.

Pdgina 129
1. 10 m/s
2.85

3. Resposta pessoal. Solicitar ao aluno que pesquise
na disciplina de Fisica. Um exemplo: espaco em
funcéo do tempo em um movimento com veloci-
dade constante.

Pdgina 129
1. Duplica.
2. Nao.

Explorando
Pdgina 130

Sugestao de encaminhamento: em pequenos gru-
pos com verificacao coletiva dos resultados obtidos.

Para explorar um pouco mais a construcao de
graficos no plano cartesiano, consideramos impor-
tante apresentar aos alunos, como procedemos
neste capitulo, a ferramenta Winplot. Essa é uma
ferramenta que pode ser obtida gratuitamente na
internet. Ela permite investigar a construcdo nio
apenas dos gréficos das funcdes estudadas neste
capitulo, mas de outras também. Sendo assim, julga-
mos apropriada a organizacao de diversas atividades
relacionadas, como sugerimos.

E importante que os alunos sigam, passo a pas-
so, as instrucoes de comao iniciar o trabalho com o
Winplot. A partir dai, por conta da prépria atracao
que eles sentem pela informética e suas ferramentas,
entendemos que irdo naturalmente explorar mais.
Nesse sentido € importante incentivar que tal explo-
racao seja direcionada para a construcao de gréficos.

Sugerimos, ao final, construcdes para que os
proprios alunos tirem suas conclusdes, por exemplo,
sobre o paralelismo entre retas, quando obtidas a
partir da lei de formacéo de fungdes afim em que as
taxas de crescimento sejam mantidas.
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CAPITULO 10 - FUNCAO
QUADRATICA

Alérm da funcdo afim, tambérn a funcdo quadrati-
ca deve ser valorizada pela quantidade de aplicacoes.
Nesse sentido, iniciamos o capitulo com um contexto
gue pode ser vivenciado pelos alunos. Uma estraté-
gia interessante é apresentar o problema e sugerir
que procurem a solucao. Certamente, fardo algumas
tentativas, sempre tendo em mente que o perimetro
deve ser igual a 200 m (ou semiperimetro igual a 100
m: x + y = 100). Por exemplo:

Lados

Area A=x-y| 900 | 1600 | 2400 | 2500 | 2475

Essa experiéncia leva os alunos a observar que,
como o semiperimetro é constante (igual a 100 m), po-
demos representar a medida de um dos lados em fun-
cao da medida do outro lado (por exemplo: y =100 - x).
Pensando agora na area do retangulo, teremos A=x -y
ou A =x- (100 - x), e aqui obtemos uma outra funcao:
o valor da érea em funcao da medida de um dos lados.
A partir desse ponto da discussao, cabera ao professor
informar que a relacdo representa uma funcao a qual
damos o nome quadratica. Voltaremos a essa situacao
um pouco mais adiante, neste mesmo capitulo.

Para que possamos desenvolver adequadamen-
te esse capitulo, sentimos a necessidade de retomar
alguns aspectos da resolucao de equacdes do 22
grau da forma ax? + bx + ¢ = 0, com a # 0. Conside-
ramos importante que os exercicios propostos aqui
em relacdo a resolucdo de equacdes do 22 grau se-
jam devidamente resolvidos pelos alunos.

Feita a retomada, definimos entdo funcdo qua-
dratica dando alguns exemplos para identificacdo
dos ceeficientes. Como exemplo, citamos a relacdo
estabelecida na Unidade 2 deste livro, que expres-
sa o0 numero de diagonais de um poligono convexo
em funcdo do numero de lados (ou vértices) desse
poligono.

Comentamos entido sobre os chamados “zeros”

da funcéo quadrética, isto é, os valores de x que anu-

lam tal funcao. Dai a importancia de termos retoma-
do anteriormente o assunto equacdes do 22 grau.
Seguem, entdo, algumas atividades que precisam
ser encaminhadas para resolucdo individual como
forma de verificacdo do que foi estudado até aqui.

Iniciamos o estudo dos gréaficos de funcdes qua-
dréticas por meio de exemplos, em que atribuimos
valores a varidvel independente x e obtemos valores
para y. A cada par ordenado fazemos corresponder
um ponto no planc. Com varios pontos localizados,
ligamos esses pontos por uma curva. Tal curva é de-
nominada pardbola. Embora o estudo detalhado a
respeito desse tipo de curva seja conduzido somen-
te no terceiro livro desta colecao (quando do estudo
das conicas), achamos adequado dar aqui também a
definicdo do que vem a ser uma parabola.

No presente capitulo, interessa considerar que a pa-
rdbola podera ter a concavidade voltada para cima (des-
sa forma, o vértice sera um ponto de minimo da funcao)
ou para baixo (neste caso, o vértice serd um ponto de
maximo da funcao). E fundamental enfatizar com os alu-
nos o procedimento de como podemaos obter as coor-
denadas do vértice da pardbola correspondente. Assim,
recomendamos que a demonstracao, no Livro do Aluno,
de como obter a abscissa do vértice da parabola seja dis-
cutida com a turma.

Além de algumas aplicacdes relacionadas a funcao
quadrética presentes no final do capitulo, também fize-
mos o estudo do sinal dessa funcao. Tal estudo permite
a compreensao do procedimento adotado para a reso-
lucao de inequagdes do 2.2 grau. Os exemplos apresen-
tados no Livro do Aluno precisam ser amplamente dis-
cutidos com a turma.

Observacoes e sugestoes

» Um cuidado a ser tomado: a equacio 2x* - 8x +
+ 6 =0 pode ser transformada em x* = 4x + 3 =0.
As duas equacdes apresentam o mesmao conjun-
to solucdo. Agora, quando estamos diante de
duas funcées quadréticas, esse procedimento
nao pode ser adotado, pois a funcao quadratica
definida por flx) = 2% - 8x + 6 é diferente da
funcdo quadratica f(x) = x? - 4x + 3. Essa dife-
renciacdo precisa ser observada pelos alunos,
algebricamente ou mesmo graficamente.



= Existem aplicacdes de funcdes quadraticas na
disciplina de Fisica. Algumas dessas aplica-
coes podem ser conduzidas em parceria com
a Matemnaética. Isso torna o estudo muito mais
significativo para o aluno. E o estabelecimento
de relacoes entre conteldos que precisa ser
valorizado. Como sugestédo, os professores de
Matemética e de Fisica podem conduzir algu-
mas atividades em parceria tendo aplicacoes
de fungdes quadraticas como objetivo.

Questoes e reflexoes

Pdgina 148
1. Representa a area maxima.
2. Calculando a ordenada do vértice correspondente.

3. O dominio é o intervalo aberto de extremos em
zero e 100.

Pdgina 148
1.4 m/s?

2. O espago inicial € 36 m, e a velocidade inicial é
-18 m/s.

3. Resposta pessoal. Solicitar ao aluno que pesquise
na disciplina de Fisica.

Explorando

Pagina 148

Sugestao de encaminhamento: em duplas com
discussao coletiva das respostas correspondentes.

A chamada razdo durea apresenta algumas rela-
¢des curiosas. Os alunos normalmente gostam des-
sas curiosidades, por isso inserimos neste capitulo
para que seja investigada por eles. Num primeiro
momento, deverdo chegar a razao aurea, conforme
encaminhado, por meio da resolucdo de urma equa-
céo do segundo grau. Promovemos, entao, para au-
xiliar nessa atividade exploratdria, trés tarefas cujos
indicativos de respostas sao:

1.32-x=-1=0
2. 1,61803...

3. A curiosidade € que as partes decimais desses nu-
meros sao iguais.

4. Resposta pessoal que depende da pesquisa. Consi-
deramos que essa pesquisa podera compor parte da
avaliacdo. E interessante motivar os alunos para tan-
to, pois sao inumeras as curiosidades relacionadas.

Pdgina 156

Sugestdo de encaminhamento: ern pequenos gru-
pos com verificacdo coletiva dos resultados obtidos

Assim como ocorreu com o estudo de funcao
afim, indicamos aqui uma atividade exploratéria en-
volvendo a construcao de gréficos de funcdes qua-
draticas. Para tal atividade, sugerimos que inicial-
mente se proceda, passo a passo, como indicado no
Livro do Aluno.

Séo duas atividades sugeridas, e a primeira esta
comentada passo a passo. A segunda representa um
momento em que o aluno deverd explorar a constru-
cao de dois graficos para poder responder as duas
perguntas que sao feitas, cujas respostas sao:

a) As duas funcdes ndo possuem o mesmo grafico.

b) Essas fungdes tém graficamente os mesmos “zeros’,
isto &, assumem os mesmos valores parax =1 e para
X=3.

Fechamento da unidade

Pdgina 162

Sugestao de encaminhamento:

Com a turma; leitura e discussao utilizando as
trés questées do final do texto.

Exemplo 1:
1.V =6m-1m-3m =18m®. Esse volume correspon-

de a capacidade de18000 litros; t = 50 minutos =
= 3000 segundos.

2.V=60dm-10dm-6 dm =3600dm?. Esse volume
corresponde a capacidade de 3 600 litros; t = 600
segundos.

3. Vazdo = 18000 litros/3000 segundos = 6 litros/
segundo.

4.V = 6t, sendo t em segundos e V em litros.
5. f(t) = 6t

6. A funcdo f(t) = 6t (resposta do item 5), quando
definida do intervalo 0 < t < 3000, corresponde
a relacao entre o volume e o tempo para a vazao
dessa torneira (resposta do itemn 4).
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UNIDADE 4 -
TRIGONOMETRIA
NO TRIANGULO

Utilizar as razdes trigonométricas

11. Trigonometria seno, cosseno e tangente de urn
no triangulo angulo agudo no tridangulo
retangulo retangulo para obter medidas

desconhecidas.

12. Trigonometria Utilizar a lei dos senos e a lei dos
em um tridngulo | cossenos para resolver situagoes
qualguer relacionadas a triangulos quaisquer.

Trigonometria normalmente é iniciada no ultimo
ano do Ensino Fundamental, com o estudo das rela-
¢Oes trigonométricas para angulos agudos de um
triangulo retangulo. Esse estudo as vezes se prolon-
ga até as relacdes trigonométricas para triangulos
quaisquer, com duas conhecidas “leis™ a dos senos e
a dos cossenos. Na presente unidade, retomaremaos
o estudo das chamadas razdes trigopnométricas seno,
cosseno e tangente de um angulo agudo num trian-
gulo retdngulo. Ampliaremos esse estudo com o ca-
pitulo seguinte, que aborda o tridngulo qualquer.

Assim, dedicaremos dois capitulos a esse estudo.

Deixamos para o Volume 2 desta colecdo a am-
pliacdo desse estudo, com a chamada Trigonometria
na circunferéncia trigonométrica.

CAPIiTULO 11 - TRIGONOMETRIA
NO TRIANGULO RETANGULO

Iniciamos este capitulo falando das inclinacées
existentes em telhados. Essa é uma curiosidade que
de alguma forma estd ligada ao estudo de triangu-
los. Como neste capitulo retomamos o estudo de
Trigonometria no triangulo retangulo, abordamos j&
nesse inicio as razdes trigonométricas seno, cosseno
e tangente de um angulo agudo num triangulo re-
tangulo.

Dividimos o capitulo em duas partes. Na primei-
ra, além de apresentarmos as trés razoes trigonomé-
tricas, fazemos um trabalho de resolucao de triangu-

los. Nesse sentido, € fundamental que os primeiros
exercicios sejam devidamente discutidos, como ve-
rificacdo de aprendizagem. Na segunda parte, am-
pliamos um pouco mais esse estudo, tendo como
preocupacdo maior o estabelecimento das trés ra-
zoes trigonométricas para os angulos 30°, 45° e 60°.
Sugerimos que, ao final dessa parte, os alunos fagam
um quadro dessas razoes trigonomeétricas, isto é:

Antes dos exercicios dessa sequnda parte, comen-
tamos a necessidade de utilizar a calculadora para cb-
ter ndo apenas as razoes trigonomeétricas para esses
angulos notaveis, como também para outros angulos.
N&o encaminhamos atividades que exigem calculadora
(nem sempre os alunos as tém), mas acreditamos que
seria importante que esse trabalho fosse realizado. Ai se-
ria necessario combinar com os alunos. Uma atividade
simples seria considerar que um angulo agudo de um
triangulo retadngulo tivesse medida 37° e a medida, por
exemplo, da hipotenusa fosse igual a 10 cm. Utilizando
as razoes trigonométricas estudadas (e com o auxilio da
calculadora), os alunos deveriam obter as medidas dos
dois catetos do triangulo.

Observacoes e sugestoes

= As raz0es trigonometricas seno, cosseno e tangente
para os angulos de medidas 30°, 45° e 60° devem
ser deduzidas pelos alunos, conforme sugerimos
no desenvolvimento do capitulo. Normalmente
elas sdo apresentadas como algo pronto, a ser
memorizadas. Acreditamos que elas podem ser
determinadas observando relacoes métricas em
triangulos retangulos.

* Encaminhamos no Livro do Aluno um exem-
plo de aplicacdo do estudo de Trigonometria
no tridangulo retdangulo na disciplina de Fisica,
quando da decomposicdo de uma forca em duas



componentes (uma horizontal e outra verti-
cal). Acreditamos que outros exemplos devam
ser encaminhados em parceria com a discipli-
na de Fisica.

» Em Questdes e Reflexdes uma investigacdo
pode ser conduzida com o auxilio de uma cal-
culadora: o que acontece com os valores do
seno de angulos agudos que véo aumentando
no intervalo aberto ]0°; 90°[? Sugerimos aos
alunos a utilizacao da calculadora para anotar
os valores de seno (e das demais razdes trigo-
nométricas) ao aumentar os valores dos angu-
los no intervalo considerado.

Questoes e Reflexoes

Pagina 166
1. 450

2. A regido onde as temperaturas geralmente sdo
menores no inverno: regiao Sul.

Pdgina 169
1. Aumenta a altura e diminui o afastamento.

2. As razbes seno e tangente aumentam, e a razao
cosseno diminui. Isso é valido para o angulo au-
mentando entre 0° e 90°.

Pdgina 171
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Historia da Matematica

Pagina 167
Sugestao de encaminhamento: leitura individual
com discussao coletiva das principais ideias presentes.

O texto aborda parte da histéria sobre o surgi-
mento da Trigonometria, particularmente relaciona-

do a astronomia. Além disso, tem-se aqui uma im-
portante contribuicdo do pensamento de Hiparco.
Nao propomos quaisquer questdes. O texto é utiliza-
do para iniciar o trabalho com Trigonometria.

Pagina 176

Sugestao de encaminhamento: leitura indivi-
dual, com discussao coletiva das perguntas pro-
postas.

O texto pode ser considerado continuacao do
anterior sobre o tema Trigonometria. A ideia é obser-
var os significados das razées trigonométricas seno,
cosseno e tangente.

Respostas:

1. O nome seno vem do latim sinus, que significa
“seia”, “volta”, "curva’, "cavidade”.

2. A palavra cosseno surgiu apenas no século XVII,
como o seno do complemento de um angulo.

3. O nome tangente vem do latim tangens, ‘o que
toca’, do verbo tangere, "tocar”.

Explorando

Pagina 172

A calculadora deverd ser utilizada como instru-
mento de investigacdo. Um cuidado ao encaminhar
essa atividade é solicitar aos alunos gue consigam cal-
culadoras cientificas (uma ideia seria utilizar as calcula-
doras que estao em aplicativos diversos, como os pro-
prios celulares ou computadores). Nessa investigacao,
propemos quatro questdes para direcionar os alunos a
exploracdo. As respostas esperadas sao:

1. A partir dos valores de seno e cosseno de dois an-
gulos complementares, os alunos perceberdo que
o seno de um deles é igual ao cosseno do outro.

2. Investigardo entdo outros valores, para que che-
guem a tal concluséo.

3. Neste ponto, a investigacao levara os alunos, pela
utilizacdo de uma calculadora e também pela
construcao de uma tabela, a concluirem uma rela-
céo trigonométrica que relaciona o seno e o cos-
seno de um mesmo angulo.

4. Analogamente a questdo anterior, 0s alunos per-
ceberdo que dois angulos suplementares pos-
suem o mesmo valor do seno e possuemn valores
opostos do cosseno.
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CAPITULO 12 - TRIGONOMETRIA
EM UM TRIANGULO QUALQUER

Esse assunto ficaria mais adequado ao final do
estudo da Trigonometria na circunferéncia (assunto
que deixamos para o Volume 2 desta colecao). Entre-
tanto, justificamos seu deslocamento para esta uni-
dade pela necessidade do célculo envolvendo seno
e cosseno de angulos entre 90° e 180°. Entendemos
que, agora, apds o que foi estudado no Capitulo 11,
0s alunos podem calcular tais razdes trigonométri-
cas. Para tanto, deverdo compreender as relacoes
existentes para seno e cosseno de arcos que sao
suplementares, uma vez que iremos trabalhar com
angulos obtusos em triangulos.

Iniciamos o capitulo descrevendo uma situacao
em que uma distancia podera ser obtida sem a me-
dicdo direta. Essa distancia representa a medida de
um lado de um triangulo que nao é retdngulo. Como
poderemos determinar tal medida? Apresentamos e
demonstramos entao dois tearemas: um, conhecido
como “lei dos senos’, e outro, como “lei dos cosse-
nos” Essas demonstracoes devem ser discutidas com
0s alunos, até porque sdo de compreensdo imediata.

Esse capitulo ndo é extenso; ao contrario, é bem
objetivo. Apés cada uma das demonstracdes, existe
um exemplo de sua utilizacdo. Chamamos a atencao
de que a lei dos senos esta relacionada com o raio
da circunferéncia a qual o tridngulo aparece inscrito.
Cormente com os alunos que todo tridngulo estd ins-
crito em alguma circunferéncia. Se conhecermos a
medida de um lado do tridngulo e do dngulo oposto
(ou seno do angulo oposto), poderemos determinar
o raio dessa circunferéncia.

Apds a lei dos cossenos, encaminhamos uma im-
portante aplicacao voltada a Fisica: ¢ o calculo do
modulo da resultante de duas forgas aplicadas num
mesmo ponto, conhecidos os modulos dessas forgas e
o angulo entre elas. Esse tipo de aplicacao j& foi feito
anteriormente neste livro, porém, quando o angulo
entre as duas forcas era reto. Aqui temos, portanto,
uma ampliacdo. Tanto a lei dos senos como a lei dos
cossenos sao aplicadas para quaisquer triangulos.
Sendo assim, é interessante comentar com os alu-
nos que poderiamos voltar ao capitulo anterior e re-
solver, com essas duas leis, situacdes que envolvem
triangulos retdngulos.

Outras aplicacdes envolvendo Trigonometria em
tridangulo qualquer sdo encaminhadas para discus-
sao ao final da unidade. Apresentamos tais aplica-
¢coes por meio de exemplos ndo numéricos. A ideia é
que os alunos valorizem o aspecto de generalizacao
dessas aplicacdes. Sao quatro situacdes que preci-
sam da interferéncia do professor, detalhando-as e
comentando-as com a turma.

Observacoes e sugestoes

= Encaminhe esta atividade a ser resolvida com
o auxilio de uma calculadora: Calcule e anote
0 seno e o cosseno do angulo de medida 44°.
A seguir, calcule o seno e o cosseno do angu-
lo suplementar de 44°. Apds comparar os re-
sultados, qual a conclusdo? Resposta possivel:
Para angulos suplementares, 0s senos sao
iguais e 0s cossenos sao opostos.

* Tanto a lei dos senos como a lei dos cossenos
permitem um bom trabalho em parceria com
a disciplina de Fisica. Acreditamos que aqui
possam ser planejados os contetdos para se-
rem apresentados simultaneamente, além de
possiveis formas de avaliacdo em conjunto.

+ Tradicionalmente, quando do trabalho em sala
de aula, os alunos questionam sobre em quais
situacoes devern empregar uma ou outra lei.
Entendemos que procurar dar uma resposta
para essas gquestoes é limitar o trabalho do
aluno ao emprego de férmulas, o que nao é
recomendavel.

= Para reforcar o comentario sobre o fato de que
a lei dos senos e a lei dos cossenos também
podem ser utilizadas em triangulos retangulos,
substitua em qualquer uma dessas leis um dos
angulos por 90°. Considerando que sen 90° =
1 e cos 90° =0, os alunos compreenderdo esse
comentario.

Questoes e Reflexoes
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1. Seria necessario utilizar, por exemplo, aparelhos
de topografia. O mais difundido é o teodolito.

2. Precisa da medida de dois angulos e da medida
de uma distancia.



3. Conforme relacao obtida e utilizando uma calculado-
ra, temos:

_PQ-19(6;)19(6,)
9(6,)-19(6))
_ 100-tg(32°)-rg(35°)

AB
rg(35° )—rg(32°)

ap 10006250700 o VIS i vprani
0,700—0,625 0,075
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A primeira maneira exige o conhecimento das
medidas de dois lados do tridngulo e a medida do
angulo entre esses dois lados. Assim, é mais pratica
que a segunda, que exige as medidas dos trés lados
e também a medida do raio da circunferéncia cir-
cunscrita ao triangulo.

Textos na Matematica

Pdgina 182 a 184

Sugestdao de encaminhamento: em pequenos
grupos com discussao coletiva

Embora o texto retome algumas ideias abordadas
em textos anteriores sobre Trigonometria (particular-
mente sobre o trabalho de Hiparco) e seu surgimento,
temos aqui uma profundidade maior. O texto nao é
imediato e contém algumas informacdes trigonomé-
tricas que nao sao do conhecimento do aluno. Entre-
tanto, a ideia é evidenciar sua evolucao ao longo do
tempo. No texto sdo encontradas algumas relacdes
trigonométricas que serdo vistas no Volume 2 desta
colecdo. Outros aspectos envolvendo Trigonometria
e, por exemplo, nimeros complexos (estudados ape-
nas no Volume 3) sdo aqui observados. A ideia é que
0s alunos observem que a Trigonometria ndo esta
apenas relacionada aos estudos de triangulos.

Respostas:

1. As principais contribuicoes a Astronomia, atribui-
das a Hiparco, foram a organizacdo de dados em-
piricos derivados dos babildnios, bem como a ela-
boracdo de um catalogo estrelar, melhoramentos
em constantes astrondmicas importantes, como:
duracédo do més e do ano, o tamanho da Lua, o
angulo de inclinacao da eclitica e, finalmente, a
descoberta da precessao dos equindcios.

2. A mais influente e significativa obra trigonomé-
trica da Antiguidade foi a Syntaxis mathematica,
obra escrita por Ptolomeu de Alexandria e que
contém 13 livros. Esse tratado é famoso por sua
compacidade e elegancia, e para distingui-lo de
outros foi associado a ele o superlativo "o maior”
(megiste, em grego). Mais tarde, na Arabia o cha-
maram de Almajesto, e a partir de entdo a obra é
conhecida por esse nome.

3. A mais antiga tdbua de senos foi descoberta na In-
dia, onde essas tabuas sem duvida se originaram.
Seus inventores, desconhecidos, conheciam as
ideias matemaéticas gregas e babilénias transmiti-
das como subprodutos de um florescente comér-
cio romano com o sul da India, via Mar Vermelho e
Oceano Indico. O Surya Siddhanta, cujo significa-
do é sistemas de Astronomia, era um conjunto de
textos matematicos e regras enigmadticas de As-
tronomia, redigido em versos, em sanscrito, com
poucas explicacdes e nenhuma prova. Fai escrito
no século IV ou V d.C, mas a versao que resta foi
revista tantas vezes que é dificil dizer quais partes
estdo em sua forma original.

Fechamento da unidade

Pdgina 194
Sugestao de encaminhamento:

Coletivamente com a turma: leitura e discussao
utilizando as trés questoes do final do texto.

1.
a) tgf = 2%
Elevacao/Afastamento = 0,02
(15— 10) — 0,02
D
(D=5:002=CD=250—>250cm=25m
b)
Inclinacio = % =0,06 = 6%
tg (ACD) = 0,06 = ACD = 4°
c)

OPCAQ 1:
%cm= 1.3m/25m—=x=26cm

(10 + 2,6)

= (0,096 = 5,6%
130

Inclinacao da rampa =
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Nessa opcao, a largura do passeio é de 2,5 m -
-1,3m =1,2 m e estd dentro das normas, mas a incli-
nacao da rampa é de 9,6%, e estd acima da permitida.

OPCAQ 2:

X em =1'6—m—e—>x=2,8cm

5 25m

Inclinacdo da rampa = e 0,08 = 8%

Nessa opcao, a inclinacdo da rampa é de 8% e
estd dentro das normas, mas a largura do passeio é
de 2,5m - 1,6 m = 0,9 m, e estd abaixo da permitida.

Como é preciso utilizar a inclinacdo da rampa da
opcéao 2, as Unicas solugdes possiveis seriam aumen-
tar o recuo em 30 cm, afastando o muro para alargar
0 passeio ou comecar a rampa mais para a frente,
ocupando parte do meio-fio, assim:

126

0,25 1,30 1,20

Nesse caso, a altura final da rampa seria 12,6 (e ndo
12,8), de moda que sua extensao pode ser 1,55 m, ndo
precisando de 1,6 m para ter 8% de inclinacao.

2,
a) Reiomédio=3m+1m=4m
Comprimento=2-t-R=2-3-4= 24 - 24m

b)2’:=U,08—>x=24-0,08—>x=1,92—)1,92:11

c) Afigura abaixo representa a situacao:

D E

1,92m

Figuras: © DAE
m

B2

3=
[==]

Note que BEC é angulo externo do tridangulo
isdsceles ABE. Logo, BEC mede o dobro do dngulo da
base desse triangulo.

Essa relacao permite vérias formas de resolucdo
usando relagdes trigonomeétricas e o teorema de Pi-
tdgoras. Aqui usaremos a lei dos cossenos no trian-
gulo BEC.

Note que CE=BE=AE=DE=x

Aplicando a lei dos cossenos:
1,922=x*+x"-2-x-xcos P
1,922 =2x* - 2x*-0,28

1,92% = 2x* - 0,56x*

1,922 = 1,442

2

32 = 1,92

144
x=11%2-=>x=1,6 — 1,6m

Cadavigamede2-1,6 m=32m

Aplicando Pitdgoras no triangulo ABC para des-
cobrir a base AB:

327=1922+y>
y? =322~ 1,922=10,24 - 3,6864 = 6,5536
y =256

(Note que a terna 1,92; 2,56; 3,20 é proporcional
a 3; 4; 5 com razao 0,64).

A distancia entre as bases das vigas é 2,56 m.

UNIDADE 5 - FUNCOES
EXPONENCIAIS

13. Potenciacdo | Retomar e ampliar a nocao de

nos reais potenciacdo utilizando expoentes
naturais, inteiros, racionais e irracionais;
compreender as propriedades de
potenciacao.
14. Funcao Compreender o comportamento gréfi-
exponencial | co de fungdes exponenciais utilizados

na descricdo de fendmenos; resolver
eqguacoes e inequacoes exponenciais.

15. Logaritmos Definir logaritmos, compreender e uti-
lizar as propriedades operatdrias com
logaritmos na mesma base e em bases

diferentes.

16. Funcao
logaritmica

Definir fun¢ao logaritmica a partir de
funcao exponencial e compreender o
comportamento gréafico dessas fungdes
utilizadas em aplicagoes diversas.




O estudo de funcdes permite, como foi dito an-
teriormente, relacionar campos diferentes da éarea
do conhecimento. Ao estudarmos funcées exponen-
ciais e também as chamadas fung¢des logaritmicas,
aplicacdes diversas aparecem. Desde a chamada in-
tensidade sonora até mesmo a relacdo entre a ener-
gia liberada de um terremoto e sua intensidade, na
conhecida escala Richter.

Para que possamos alcancar boa compreensao
assuntos, é necessario inicialmente retomar as pro-
priedades da potenciacao, normalmente estudadas
no final do Ensino Médio. Dai a importancia do pri-
meiro dos quatro capitulos em que essa unidade foi
dividida.

Pensando no estudo mais abrangente de fun-
coes, fizemos uma opcao em nao dedicar qualquer
capitulo focando em definicdes, como funcao injeto-
ra, funcao sobrejetora, funcao bijetora, composicao
de fungdes e também funcdes inversas. Entendemos
que isso até possa ser feito, quando da utilizacdo. E
o que ocorre, por exemplo, aqui, quando apresen-
tamos a fungao logaritmica como inversa da funcao
exponencial. Neste momento abordamaos apenas al-
guns desses conceitos.

CAPITULO 13 - POTENCIACAO
NOS REAIS

Mesmo gue possa ser considerado um capitulo
de retomada, o aprendizado de potenciacdo é im-
portante como “pré-requisito” para o estudo tanto de
exponenciais como de logaritmos. As propriedades
de potenciacao estudadas neste capitulo sao, em sua
maioria, acompanhadas de justificativas e de exem-
plos ilustrativos. Assim, por exemplo, desenvolvemos
esse assunto abordando expoentes naturais, depois
expoentes inteiros (apresentando algumas proprie-
dades), expoentes racionais e expoentes reais. Para
melhor compreensao, principalmente quando nos
deparamos com o0s expoentes irracionais, um traba-
lho com calculadora pode ser muito mais produtivo.
Nao é um trabalho extenso, sendo, basicamente, um
trabalho de verificacdo dos comentérios que sdo fei-
tos no livro.

No capitulo exercicios sugeridos que permitem
retomar. Acreditamos que a maioria deles possa ser
solicitada para resolucao individual, com posterior

correcao e discussao coletiva. Nao é recomenda-
vel passar para os proximos capitulos sem a devida
compreensdo das propriedades de potenciacao.

Observacoes e sugestoes

» Para que os alunos observem um pouco mais
sobre potenciacao, solicite a eles que obten-
ham os resultados das seguintes poténcias: 2
(29)%. A primeira é 256 e a segunda, 64.

* Um desafio pode ser proposto: Como saber,
sem a calculadora, dos resultados das se-
guintes poténcias, qual é maior: 2% ou 5. Em
seguida, comente que:

2700 = [2?}103 = 128100
5300 — {53}100 = 125100
Portanto, 27 > 53

« Algumas das atividades propostas neste capi-
tulo foram elaboradas para retomar o conceito
de notacdo cientifica. Mesmo que tal assunto
ja tenha sido estudado no Ensino Fundamen-
tal, entendemos que aqui ele é muito mais
aplicavel. Nas disciplinas de Fisica e Quimica,
a notagao cientifica é frequentemente utiliza-
da. Dai a importancia de chamar a atencao dos
alunos quanto ao cuidado em compreendé-la.

* Em parceria com as disciplinas de Fisica, Qui-
mica e Geografia, bons exemplos poderiam ser
dados a respeito da notacdo cientifica. Uma
forma interessante seria propor, como parte
de avaliacao, talvez em duplas, que os alunos
utilizassem exemplos de utilizacdo de notacao
cientifica nessas trés disciplinas. Em Geografia,
por exemplo, as distancias entre planetas re-
presentam um contexto curioso para o trabal-
ho com a notacao cientifica.

Questoes e reflexoes

Pagina 199

1. A diferenca é igual a 0,0119. Considerando que
0,02 representa 1% do valor real 2, a diferenca é
menor que 1%.

2. Serd positivo se o expoente for natural par, e ne-
gativo se o expoente for natural impar.

Manual do Professor

59



Textos na Matematica

Pdgina 204

Sugestao de encaminhamento: leitura em du-
plas e discussdo coletiva das questdes propostas

Embora o texto seja da historia da Matemdtica, o
que encontramos sao curiosidades interessantes envol-
vendo potenciacdo de numeros, passando, mais uma
vez, por este importante perscnagem: Arquimedes.

Respostas:

1. Arquimedes pretendia determinar o numero de
graos de areia necessarios para encher o Universo
solar, o que para ele consistia numa esfera tendo a
Terra como centro e a sua distancia ao Sol como raio.

2. Encontra-se num papiro egipcio que remonta ao
final do Impéria Médio (cerca de 2100 a 1580 a.C).
Ao ser ali apresentado o calculo do volume de uma
piramide quadrangular, é usado um par de pernas
como simbolo para o quadrado de um nimero
(Ball, 1960).

3. Arquimedes enunciou a seguinte lei:

= Se queremos multiplicar dois nimeros quais-
quer, da série inferior, adicionamos os nume-
ros correspondentes da série superior e procu-
ramos o numero correspondente a esta soma
na série inferior.

= Qu seja: para multiplicar o numero 4 por 32, por
exemplo, basta tomar os expoentes correspon-
dentes (2 e 5), somar (7), e procurar o resultado
correspondente (128).

CAPITULO 14 - FUNCAO
EXPONENCIAL

O gue significa crescimento exponencial? Essa é
uma pergunta que pode ser feita para iniciar o estudo
das funcdes exponenciais. HA um contexto interes-
sante e atual para iniciar o assunto: as chamadas
epidemias que de vez em quando assolam a huma-
nidade. Ora, o que caracteriza uma epidemia? Como
os responsaveis pela saude em lugares diversas po-
dem concluir que estdo diante de uma epidemia?
Uma resposta possivel seria o grande niumero de
casos, num pequeno intervalo de tempo. Pensando
em termos de fungdes, teriamos o nimero de casos

em funcao do tempo. Se o crescimento € acentuado,
por meio de uma funcdo exponencial poderiamos
ter uma forma de descrever tal fenémeno.

O capitulo pode ser dividido em quatro partes,
que nao demandardo muito tempo para seu encami-
nhamento. Na primeira parte, definimos o que é uma
funcdo exponencial e como € seu comportamento
grafico no plano cartesiano. Além de exemplos, cha-
mamos a atencdo para o que é dominio, conjunto
imagem, bem como para o tipo de crescimento de
uma funcdo exponencial. Nesta parte ha um comen-
tério sobre uma importante caracteristica de uma
funcao exponencial: “atribuindo-se acréscimos iguais
para x (acréscimos de k unidades, por exemplo),
constatamos que os valores de y (suas imagens) fi-
cam multiplicados por a*. Essa relagdo pode ser inter-
pretada (como faremos mais adiante, na Unidade 6)
da seguinte forma: uma funcdo exponencial transforma
valores da varidvel x que estao em progressao aritmeé-
tica em valores que estdo em progressao geomeétrica.

Na segunda parte do capitulo, abordamos as
chamadas equacdes exponenciais. E aqui que apre-
sentamos o conceito de fungdo injetora. Uma forma
de caracterizar funcao injetora é, em simbolos, dizer
que x# x,= f(x,) # f(x,). Outra forma, utilizando a
contrapositiva de uma afirmacao légica, conforme o
que foi observando no capitulo sobre Conjuntos na
Unidade 1 deste livro, seria, também em simbolos,
dizer que f(x,) = f(x,) = x, = x,. Com base na com-
preensdo de que uma funcao exponencial é injetora,
podemos resolver uma equacdo exponencial dei-
xando (quando possivel) bases iguais nos dois mem-
bros da igualdade e comparando os expoentes.

Utilizando comportamento grafico de fungdes
exponenciais, na terceira parte deste capitulo, tra-
balhamos com a resolucdo de inequacées exponen-
ciais. Aqui é preciso deixar claro para os alunos que,
numa funcao exponencial crescente, quanto maior
a imagem (valor de y), maior serd o valor de x em
correspondéncia. Ja na funcdo decrescente, quanto
maior a imagem, menor sera o valor de x.

O capitulo é finalizado evidenciando algumas inte-
ressantes aplicacdes nas disciplinas de Fisica e Quimica.
Entendemos que essas aplicacées podem ser amplia-
das, observando com os professores dessas duas disci-
plinas outros exemplos. E o caso da utilizacio de rolda-



nas, do célculo do nimero de bactérias, do estudo da
radioatividade. Em alguns exercicios propostos no final
do capitulo, também abordamos aplicacoes do estudo
de exponenciais em outras disciplinas.

Observacoes e sugestoes

» Proponha uma atividade de investigacao inte-
ressante. A partir de uma funcao exponencial,
que poderia ser a funcdo f(x) = 5% solicite aos
alunos que obtenham os valores das imagens
para f(0); £(2); f(4); f(6); f(8). Em sequida, per-
gunte de quanto em guanto estd aumentan-
do x e como estao aumentando suas imagens
correspondentes. Essa mesma investigacdo
poderd ser retomada apés o estudo de Se-
quéncias, na ultima unidade deste livro.

* A construcdo de gréficos de algumas funcdes
exponenciais em papel milimetrado poderia ser
uma forma de avaliar o assunto. O trabalho fi-
caria melhor em pequenos grupos. Tais graficos
também poderiam ser feitos no computador
com o auxilio da ferramenta Winplat, comenta-
da anteriormente neste livro.

= Apesar de encaminharmos vérias equacoes
exponenciais para a resolucdo, é importante
alertar os alunos que nem toda equacao ex-
ponencial podera ser resolvida somente com
os conhecimentos estudados neste capitulo.
Assim, para resolver a equacao 2* = 7, precisa-
remos compreender o que é logaritmo, assun-
to que sera abordado no Capitulo 15 a seguir.

Questoes e reflexoes

Pdgina 206

1.x=3:x=-3

2. Nio existe x pertencente aos reais tal que f(x) = 0.
Nao existe x pertencente aos reais tal que f(x) = -1.

Pdagina 207

l.x==4,x=4

2. Nio existe x pertencente aos reais tal que f(x) = 0.
Nao existe x pertencente aos reais tal que f(x) = -1

Pdgina 208
1. Sim.
2. Nao.

CAPITULO 15 - LOGARITMOS

Este capitulo é um pouco mais extenso que os
demais desta unidade. Exige um trabalho lento e cui-
dadoso. Para seu desenvolvimento, ele pode ser divi-
dido em trés partes. Na primeira parte, temos como
preocupacdo maior levar o aluno a compreender que
logaritmo € um expoente. Ja no inicio, apresentamos
um grafico da funcao exponencial, considerando o
dominio como sendo o conjunto dos nimeros reais.
A partir do gréafico, é possivel observar gue, para
cada valor real positivo de y, hd em correspondéncia
um unico valor real de x. Ora, esse valor real de x
corresponde ao expoente da base 10. O problema
é: como determinar esse expoente? Continuando no
exemplo apresentado, mencionamaos alguns valores
de y e seus correspondentes valores de x. Para outros
valores de y, representamos os expoentes na base
10 (valores de x em correspondéncia) por meio de
interrogagdes. Como chegar a esses valores? Esse é
um contexto interessante para definirmos o que é
logaritmo.

Ampliando um pouco mais a ideia de logaritmo,
observamos e justificamos cinco consequéncias ime-
diatas da definicdo apresentada de logaritmo, que
nao sao apresentadas para serem memarizadas e que,
embora sejam consequéncias da definicao, devem
ser devidamente observadas e discutidas. Chamamos
a atencao da justificativa dada para a 52 consequéncia.
Ela estd baseada no fato de que uma fungao exponen-
cial é injetora (o que levard, no capitulo seqguinte, a
uma analogia com a funcao logaritmica).

A segunda parte do capitulo é destinada as pro-
priedades operatorias. Neste ponto, procuramos le-
var o aluno a compreender que, respeitadas as con-
dicdes de existéncia de logaritmos, temos:

* 0 logaritmo de um produto pode ser transfor-
mado na soma de logaritmos;

» 0 logaritmo de um quociente pode ser trans-
formado na diferenca de logaritmos;

» 0 logaritmo de uma poténcia pode ser trans-
formado do expoente por um logaritmo.
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Essas propriedades sdo decorrentes das proprie-
dades de potenciacdo retomadas no inicio desta
unidade. Sugerimos gque as demonstracdes dessas
propriedades envolvendo logaritmos sejam discuti-
das com a turma.

A mudanca de base estd na terceira parte deste
capitulo. Aqui consideramos que a utilizacdo de uma
calculadora cientifica represente uma motivacdo para
a necessidade de mudanca de base. Comente com os
alunos que as calculadoras fornecem apenas logarit-
mos na base 10 e na base e (neperiana). Sendo assim,
qualguer logaritmo que nao esteja nessas bases, quan-
do do célculo, deveré ser mudado para uma delas.

Observacoes e sugestoes

* Quando da apresentacdo das trés proprie-
dades operatdrias de logaritmos, a calculado-
ra auxilia na compreensao. Assim, solicite aos
alunos que, com o auxilio da calculadora, cal-
culem os seguintes logaritmos: log24, logé6 e
log4. Depois, peca que adicionem esses dois
logaritrmos para comparar o resultado com
o valor do primeiro. Pode-se usar o mesmo
procedimento com as outras propriedades
operatorias.

» Uma atividade de investigacao pode ser enca-
minhada como parte da avaliacdo. Solicite aos
alunos, em grupos, que elabaorem um trabalho
de pesquisa a respeitodo nimeroe=2,718...e
do logaritmo nessa base.

Questoes e reflexoes

Pagina 222
log,M-M-M-_.-M =log M +log M+ ... + log, M=
10vvezes 10 vézes
=10log, M
Pdgina 222

log, ﬁ= log,-1log, M=0-2log, M =log, M

Pdgina 228

A medida que aumentamos o valor de x, a ima-
gem da funcdo aproxima-se cada vez mais do nu-
mero real 2,718. Esse nimero é uma aproximacao
do ndmero irracional representado pela letra e (base
neperiana de logaritmo).

Explorando

Pdgina 223

Sugestdo de encaminhamento: individual, com
discussao coletiva das questdes propostas.

Novamente a utilizacdo da calculadora é exigida
para a construcao do conhecimento. Nao poderiamos
deixar de explorar o conhecimento a respeito de loga-
ritmo pelo uso da calculadora. Assim,sugerimos trés ati-
vidades exploratdrias, cujos indicativos de resposta sao:

1. Resposta pessoal, que depende da calculadora
utilizada.

2. O aluno deverd digitar numa calculadora o namero
999 999 999. Depois, deverd apertar a tecla corres-
pondente ao logaritmo na base 10 sucessivamen-
te, até aparecer a mensagem erro. Solicite ao aluno
gue informe quantas vezes teve de apertar tal te-
cla. E importante ressaltar que, em algumas calcu-
ladoras, primeiro se aperta a tecla correspondente
ao logaritmo para somente entdo digitar o numero
cujo logaritmo vamos calcular. A resposta para essa
atividade serd 4. Lembre aos alunos gue nao defini-
mos logaritmo de um ndmero negativo.

3.Entre8e 9.

Pdgina 226

Sugestao de encaminhamento: em duplas, para
favorecer as trocas de informacoes.

Ainda utilizando a calculadora, propomos nova-
mente uma atividade exploratdria relacionada aos
logaritmos.

Inicialmente, os alunos encontrardo algumas
instrucoes sobre como proceder para o calculo com
a calculadora. Assim, poderdo resolver as duas pri-
meiras atividades sugeridas, conforme encaminha-
mento proposto no préprio livro.

Quanto as outras duas atividades sugeridas, te-
mos as seguintes respostas:

3. Utilizando no expoente cinco casas decimais:

1 2 = 101,0?9]8‘ 2 e 100,39]03‘ 14 s '[01‘146]3‘ ‘]0 = ‘] 09.??3'!5
e19.= 101277,

4. O ndmero inteiro mais proximo é 95.



Histéria da matematica

Pagina 228

Sugestdao de encaminhamento: leitura coletiva,
com discussdo coletiva das questdes propostas.

Elaborado pelo professor Elon Lages Lima, inse-
rimos aqui um texto sobre o contexto histérico da
criacdo dos logaritmos. A sua leitura permitird am-
pliar o conhecimento a respeito dos logaritmos. Em-
bora seja um texto que possa ser considerado mais
voltado ao contelido matematico em si, ¢ uma boa
oportunidade de levar aos alunos uma visdo de um
autor brasileiro sobre a histdria de tal tema.

Respostas:

1. Os grupos sao: adicdo e subtracao formam as ope-
racoes de 12 espécie; multiplicacdo e divisao sao
de 22 espécie, e potenciacao e radiciagdo consti-
tuem as operacoes de 32 espécie.

2. Sua utilidade revelou-se decisiva na ciéncia e na
tecnologia.

3. Eles elaboraram uma nova tadbua, de mais facil uti-
lizagao, contendo os chamados logaritmos deci-
mais, ou logaritmos ordinarios, que tiram proveito
do fato de usarmos um sistema de numeracao de-
cimal.

CAPIiTULO 16 - FUNGAO
LOGARITMICA

Este é um capitulo especial para que a aprendi-
zagem sobre logaritmos seja significativa. Algumas
aplicacdes sobre logaritmos sdo encaminhadas na
forma de exemplos no final do capitulo. Além disso,
para a formagdo matematica, temos aqui um mo-
mento importante em que estabelecemos a ideia de
funcéo inversa. Iniciamos o capitulo falando da esca-
la Richter, desenvolvida por Charles Francis Richter
e Beno Gutenberg para medir a magnitude de um
terremoto. Acreditamos que essa aplicacdo pode
motivar uma investigacao interessante a ser propos-
ta aos alunos (ver quadro "Observacoes e sugestdes”
a sequir).

Para a compreensao do que é func¢ao logaritmi-
ca, deixamos para esse momento o encaminhamen-
to de funcao inversa. Assim, nesse inicio de capitulo,
abordamos o conceito de funcéo inversa, por meio
de alguns exemplos.

Também comentamos aqui 0 que vem a ser a
composicdo de duas funcdes. A intencao é conduzir
0s alunos para a compreensao de que, quando faze-
mos a composicao de duas funcdes que sdo inversas
uma da outra, chegamos a identidade, isto é, f(f'(x))
= x e f'(f(x)) = x. Definimos a funcdo logaritmica
como sendo a funcao inversa da exponencial.

Para o trabalho com o gréfico de uma funcéo lo-
garitmica e também o crescimento, recomendamos
gue seja feita a analogia com o que ocorreu com a
funcdo exponencial anteriormente. Também é im-
portante que os alunos visualizem num mesmo pla-
no cartesiano o gréfico de uma funcdo logaritmica e
de sua inversa. Essa mesma recomendacao fazemos
para o estudo de equacdes e inequacdes lagaritmi-
cas. No caso de inequacdes logaritmicas, o encami-
nhamento das resolucdes deve estar apoiado nos
graficos das funcées logaritmicas correspondentes.

As aplicacées relacionadas a Fisica e a Quimica
podem ser ampliadas num trabalho em conjunto
com os professores dessas disciplinas. Sugerimos que
as cinco situacdes apresentadas no Livro do Aluno,
com a finalidade de evidenciar aplicacées de logarit-
mos, sejam amplamente discutidas com a turma.

Observacoes e sugestoes

» Uma grande preocupacdo é termos uma
aprendizagem significativa. Nas atividades 6
e 9 da pagina 192, falamos de escala Richter.
Uma investigacao, na forma de atividade em
grupo para compor uma avaliacao, seria solici-
tar aos alunos que fizessem um levantamento
dos quatro dltimos terremotos ocorridos no
mundo, observando em cada um deles a in-
tensidade na escala Richter, e calculassem as
diferencas entre as energias liberadas, utilizan-
do para isso a relacdo apresentada nas duas
atividades citadas anteriormente.

» Assim como ocorreu com funcdes exponen-
ciais, € importante gque os alunos construam,
em papel milimetrado, num mesmo plano
cartesiano, os graficos das funcdes f(x) = 2*e
g(x) = log x ou das fungées f(x) = 10" e glx) =
log, x. A critério do professor, essas constru-
¢cbes também podem ser feitas com o auxilio
da ferramenta Winplot.
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» Uma atividade de pesquisa: Descubra, na dis-
ciplina de Fisica, alguma aplicacao de logarit-
mos. O resultado da pesquisa deverd ser apre-

sentado aos demais colegas.

= Qutra atividade € solicitar que os alunos expli-
quem como calcular o pH de uma substancia
e qual seu significado. As respostas podem ser

encontradas na disciplina de Quimica.
Questoes e Reflexoes

Pdgina 234
1. f'(x) = log x
2. (x) =4

Pdgina 240
1. O resultado devera ser o mesmo, embora normal-
mente facamos aproximacoes.

2. O resultado devera ser o mesmo, embora normal-
mente facamos aproximacgoes.

Fechamento da unidade

Pdgina 249

Sugestdo de encaminhamento: Coletivamente
com a turma; leitura e discussdo utilizando as trés
questdes do final do texto.
1.1,8-11,5=207
2.35.44= -[00,5441 ; ]00.6435 s 10{0.5441 +0,6435)

=10"%8% =154
(Professor: na tabela, o log 15,4 = 1,1875 e néo

1,1876. Explique aos alunos gue todos os valores
da tabela sdo aproximados.)

3. Pela tabela: 1,4 = 100,1461
LOgOZ -[‘42,? 2 “ 00.1461)2,? — '[00,1461 . 2'7 = 100.3944?

= 100

Pela tabela: 10'*% = 24,8

101,_’.4?5 — io! + 03495 _

Assim, temos: 24,8 =
=10 10035 =10 - 1,427
Concluindo: 1,4*7=248:10= 248

Na calculadora: 1,427 = 2480536925

UNIDADE 6 - SEQUENCIAS
NUMERICAS

Identificar, observar e descrever
sequéncias numéricas a partir de
padrdes numéricos; obter termos

de uma sequéncia a partir da lei de
formacgado ou da formula de recorréncia.

17. Sequéncias

Compreender progressao aritmética
como sequéncia de nimeros (termos)
em que cada termo, a partir do sequndo,
€ 0 seu anterior acrescido de uma
constante;

resolver situacoes relacionadas ao termo
geral e a soma dos termos de uma
progressao aritmeética.

18. Progressao
aritmética

Compreender progressao geométrica
como sequéncia de ndmeros nao
nulos (termos) em que cada termo,

a partir do segundo, € o seu anterior
multiplicado por uma constante; resolver
situacoes relacionadas ao termo geral e
a soma dos termos de uma progressao;
compreender o célculo do limite da
soma dos infinitos termos de uma
progressao geométrica quando seu
eneésimo termo tende a zero.

19. Progressao
geomeétrica

A unidade a respeito de sequéncias numéricas
normalmente é bem-aceita e compreendida pelos
alunos. Entendemos que os padrdes numeéricos ob-
servaveis em algumas sequéncias numeéricas repre-
sentam o grande facilitador aqui. Exemplos de se-
guéncias podem ser obtidas no proprio calendario.
Os anos bissextos, os dias da semana, os anos das
olimpiadas, os montantes correspondentes a juros
compostos com taxas fixas més a més etc.

Dividimos esse estudo em trés capitulos, sendo que
o primeiro € destinado ao estudo de sequéncias de uma
forma mais abrangente. Os dois dltimos capitulos tra-
tam das tradicionais sequéncias numéricas, conhecidas
como progressao aritmética e progressao geométrica.

Normalmente, no capitulo sobre progressido
geométrica, os alunos apresentam maior dificulda-



de, ndo de compreensao, mas em relacao aos cal-
culos, pois devem lidar com situacdes envolvendo
potenciacdo. Dai a importancia da unidade anterior
(Funcées exponenciais).

CAPiTULO 17- SEQUENCIAS

A preccupacao maior ao destinar um capitulo inteiro
para o estudo de sequéncias, fugindo um pouco do que
tradicionalmente se faz (normalmente inicia-se direto
com progressao aritmeética e progressao geométrica), € levar
o aluno a compreender que uma sequéncia numérica pode
ser definida por meio de funcdo. Essa articulacéo per-
mitird estabelecer relacdes interessantes com assuntos
tidos como desconexos: fungdes afins e progresséo arit-
meética; funcdo exponencial e progressao geométrica.

Além de definir uma sequéncia a partir de funcoes,
também & importante observar como podemos deter-
minar uma sequéncia. Apresentamaos trés maneiras de
fazer isso: por meio de uma lei de formacao, por meio de
uma formula de recorréncia e por meio de uma proprie-
dade dos elementos que fazem parte de uma sequéncia.

Essa parte do capitulo deve ser desenvolvida obser-
vando os exemplos apresentados e até, caso seja neces-
sario, ampliando com outros exemplos. Na parte final
do capitulo, apelamos um pouco mais para o lidico, as
curiosidades de certas sequéncias. Aqui temos exem-
plos atrativos de sequéncias numeéricas: nUmeros trian-
gulares, nimeros quadrados perfeitos (relacionando-os
com a soma de numeras impares), adicao de quadrados
e cubos e a famosa sequéncia de Fibonacci.

Observacoes e sugestoes

» Uma curiosidade a ser explorada é o curioso
formato de certos fractais. Apenas para ilustrar
isso, partindo de um triangulo (ver inicio do
capitulo), observamos como podemos obter
um fractal. Duas questdes podem ser enca-
minhadas para envolver o aluno nesse estudo:
1. O que é um fractal? (Sugestdo de resposta:
Estrutura geométrica complexa cujas proprie-
dades, em geral, se repetem em qualquer escala);
2. Vocé conhece algum exemplo de fractal ob-
tido com auxilio de computacao gréfica? (Res-
posta pessoal.) Pode-se conduzir uma boa pes-
quisa a esse respeito utilizando os proprios sites
de busca de imagens geradas por fractais.

» Como normalmente os alunos se envolvermn com
curiosidades numéricas, alguns encaminhamen-
tos de atividades de pesquisa (compondo a
avaliacao) podem ser conduzidos, tais como:
sequéncia de Fibonacci e os coelhos; perio-
dos de revolucao de planetas em torno do Sol;
anos bissextos; niumeros figurados.

Questoes e Reflexoes

Pagina 252
1.243

2, 729 (Observe gque a sequéncia é formada por po-
téncias naturais e consecutivas da base 3.)

Pdgina 256

1. Resposta pessoal. Note que a diferenca das quan-
tidades de pontinhos pretos entre uma figura e a
anterior é formada por numeros naturais conse-
cutivos a partir do 2.

2. O sexto termo & 21. O sétimo é 28.

Pdgina 256
1. Os trés proximos nimeros: 21, 34 e 55.
2. Resposta pessoal. Finobacci foi o grande respon-

savel pela difuséo do sistema de numeracao deci-
mal. A obra de Fibonacci é o Liber Abaci.

Historia da Matematica

Pdgina 258

Sugestao de encaminhamento: leitura em gru-
pos, com discussao coletiva das perguntas propostas.

O texto apresenta algumas importantes refe-
réncias da histéria da Matemdtica envolvendo, de
alguma maneira, sequéncias. Desde os chamados
paradoxas de Zendo que estdo ligados as séries (co-
nhecimento matematico abordado no estudo de se-
guéncias em certos cursos de graduacao), passando
também pela curiosa sequéncia de Fibonacci.

Respostas:

1. Os matematicos foram: Zendo, Arquimedes e Leo-
nardo Fibonacci.

2. Leonardo Fibonacci, descobriu uma sequéncia de
inteiros na qual cada numero é igual a soma dos
dois antecessores (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...), introduzindo-a
em termos de modelagem de uma populacao re-
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produtiva de coelhos. Essa sequéncia tem muitas
propriedades curiosas e interessantes e continua
sendo aplicada em varias areas da Mateméatica mo-
derna e das Ciéncias.

3. Durante os séculos Xl e XIV, matematicos chineses
usaram a ideia de diferencas finitas para analisar ten-
déncias em seus dados. Hoje, métodos como esses
sao usados para entender o comportamento a longo
prazo e os limites de sequéncias infinitas. Esse traba-
Iho inicial na Asia levou a mais investigacao e anélise
de varias progressoes e séries, mas teve pouca in-
fluéncia sobre os matematicos europeus.

CAPITULO 18 - PROGRESSAO
ARITMETICA

0O assunto progressao aritmética foi desenvolvido
neste capitulo em quatro partes. Na primeira parte, a
preocupacao foi definir o que é uma progressao aritmeé-
tica. Embora tenhamos caracterizado uma progressao
aritmética como uma sequéncia de nimeros (podem
ser termos) em que cada termo, a partir do segundo, é
igual ao anterior adicionado a uma constante, outra maneira
seria: € a sequéncia de ndmeros ou termos em que a dife-
renga entre cada termo e seu antecedente ¢ constante.
Nas duas formas, a constante mencionada é denominada
razao da progressao aritmética.

Por meio de exemplos, mostramaos que existern trés
possibilidades guanto ao crescimento de uma progres-
sao aritmeética. Podemos ter uma progressao crescente
(razdo paositiva), decrescente (razdo negativa) ou cons-
tante (razdo igual a zero). Além disso, aproveitamos para
observar uma propriedade de toda progressédo aritméti-
ca: considerando trés termos consecutivos de uma pro-
gressao aritmética, o termo do meio é a média aritméti-
ca dos outros dois termos.

Na segunda parte obtemos uma férmula que nos
permite, conhecidos o primeiro termo e a razdo de uma
progressao aritmética, determinar qualquer termo da
sequéncia. E a chamada férmula do termo geral. Apés
devidamente discutida, importantes exemplos sao apre-
sentados para serem analisados pelos alunos.

Funcdes e progressao aritmética, interpolacao
aritmética e juros simples compdem a terceira parte.
Observe que, quando o aluno estabelece relacoes
entre assuntos diversos estudados ou mesmo quan-
do ele estd diante de aplicagdes do que é estudado,

a aprendizagem € muito mais significativa.

Na quarta parte deste capitulo, conduzimos o alu-
no para a obtencdo da férmula que permitird obter a
soma dos termos de uma progressao aritmética, co-
nhecidos o primeiro termo, o Gltimo e a quantidade de
termos dessa sequéncia. No inicio dessa parte, comen-
tamos o feito atribuido ao menino Gauss, quando ab-
teve, de forma inesperada para sua idade, a soma dos
numeros naturais de 1 a 100. E interessante comentar
essa facanha com os alunos. Pode-se até acrescentar
como informacgdo que indmeras descobertas feitas em
Matematica sdo realizadas por pessoas ainda jovens.
Basta pesquisar exemplos na histdria da Matematica.
A demonstracao da relacao sobre a soma dos termos
de uma progressao aritmética deve ser devidamente
discutida, até mesmo porque é imediata.

Observacoes e sugestoes

= Afirmamos que o termo geral de uma progressao
aritmética pode ser representado por meio de
uma funcao afim. E importante chamar a aten-
¢ao dos alunos no sentido de que uma funcdo
afim descreve uma progressao aritmeética quando
consideramos x variando no conjunto dos nime-
ros naturais, em que o primeiro termo éa, =f(1),0
segundo termo a, = f(2), e assim por diante.

» Cuidado: o gréfico de uma funcao afim que repre-
senta uma progressao aritmetica ndo € uma reta,
e sim pontos alinhados. Lembre que o grafico sera
uma reta quando o dominio é real.

Questoes e Reflexoes

Pdgina 260

No més de julho sera 1 920, e no més de agosto
sera 2 000.

Pdgina 261
1. A quantidade de latas vai aumentando de 1 em 1,
a partir da 12fila.

2. Sim, é uma PA de razdo igual a 2. Sim, & uma PA
também de razdo igual a 2.

Pdgina 264
1. Arazdo éigual a 2.

2. Osdiametros das circunferéncias construidas entre as
duas tém medidas: 3cm,5cm, 7cm, 9cme 11 cm.



Explorando

Pdgina 264

Sugestao de encaminhamento: em duplas, com
discussdo dos resultados das atividades propostas.

Embora a atividade exploratéria se inicie apresen-
tando um gréafico de colunas, sugerimos que ela seja
também construida com o auxilio de planilhas eletréni-
cas. Propomos duas atividades exploratérias. Na primei-
ra, a construgdo de uma tabela formada pelos valores
dos montantes de uma aplicacao na modalidade juro
simples. J& a sequnda, contendo, com a mesma taxa
fixa, os montantes na modalidade juros compostos.

Respostas:

1. Tabela com os valores correspondentes aos se-
guintes montantes apds 5 meses: 2550, 2600,
2650, 2700 e 2750.

2. Tabela com os valores correspondentes aos seguin-
tes montantes apds 5 meses: 2.550,00; 2.537,50;
2575,56; 2.614,20 e 2.653,40.

CAPiTEJLO 19 - PROGRESSAO
GEOMETRICA

Como ja foi dito anteriormente, o capitulo sobre
progressao geomeétrica apresenta maiores dificulda-
des quando comparado com os demais. Deve-se essa
dificuldade a exigéncia do conhecimento a respeito
das propriedades de potenciacdo, mesmo que tenha-
mos dedicado um capitulo inteiroc para essa retomada
na unidade anterior.

Iniciamos o capitulo abordando uma situacao li-
gada a Matematica Financeira (é importante esclare-
cer que, ja na Unidade 1 do Volume 2 desta colecao,
abordaremos esse assunto), que permitird diferenciar
a modalidade juro simples de juros compostos. Aqui,
talvez, a utilizacdo da calculadora possa auxiliar na
verificacdo dos valores apresentados na situacao. O
exemplo é utilizado como contexto para iniciar o as-
sunto progressao geométrica. Ao observar a sequén-
cia formada pelos montantes, o aluno, com o auxilio
da calculadora, percebera que os valores da divida ao
longa dos seis primeiros meses formam uma sequén-
cia em que cada termo é obtido do antecedente, mul-
tiplicado por uma constante. Essa constante é 1,02.

A partir dai, definimos progressao geométrica.
Duas maneiras podem aqui ser utilizadas nesse sen-
tido: “sequéncia de numeros ou termos nao nulos,
na qual cada termo, a partir do segundo, é igual ao
anterior multiplicado por uma constante” ou “sequén-
cia de nimeros ou termos na qual o quociente entre
cada termo, a partir do segundo, e o termo anterior
é constante”. A constante mencionada em cada uma
dessas formas de definir progressdo geométrica é
chamada razdo da progressao.

Logo apds, estabelecemos a férmula do termo
geral. Analogamente ao que aconteceu com a pro-
gressao aritmeética, é importante que o aluno observe
que podemos obter qualquer termo de uma progres-
sdo geométrica se conhecemos o primeiro termo e a
razao da sequéncia. Além disso, abordamos aqui tam-
bém a chamada interpolacao geométrica e, voltando
ao exemplo do inicio do capitulo, falamos novamente
da sequéncia formada pelos montantes quando de
juros compostos. Também mencionamos no Livro do
Aluno a relacdo entre progressao geométrica e fun-
¢do exponencial.

Procuramos a seguir estabelecer uma relacdo
matematica para o célculo da soma dos termos de
uma progressao geométrica. Utilizamos aqui a lenda
da criacdo do jogo de xadrez como motivacao para a
obtencao da férmula da soma dos termos. Sugerimos
que a leitura seja coletiva. Questione os alunos, apds a
leitura, sobre a quantidade total de graos que seriam
necessdrios, e como calcular tal quantidade.

Sabemos que, em Matematica, muitas vezes exis-
tem aqueles artificios “mégicos” que nos permitem
obter determinados resultados. Nesse sentido, hd
uma passagem interessante na demonstracao que fi-
zemos da formula da soma dos termos. Sendo assim,
julgamos oportuna que ela seja discutida com a tur-
ma, como apresentada no livro. Apds a discussao des-
sa demonstracao, seria interessante retomar o exem-
plo dos graos de trigo (lenda do jogo de xadrez) para
calcular de forma aproximada a quantidade de trigo.

No final do capitule, o assunto é o calculo do "li-
mite da soma de uma progressao geométrica com in-
finitos termos”. Como ndo estudamos o assunto “limi-
tes’, a abordagem que adotamos & mais intuitiva. Dal
o exemplo geométrico que apresentamos nesse sen-
tido. Apos discutir como a relagao matematica aparece
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(fazendo o Ultimo termo “tender a zero"), retomamos o
exemplo geométrico. Consideramos, entretanto, que
esse exemplo néo é suficiente: por isso, lancamos mao
de algo que os alunos conhecem: dizimas periodicas. A
obtencdo da fracdo que gera uma dizima periddica
também pode ser por meio do limite da soma dos ter-
mos de uma progressao geométrica.

Observacoes e sugestoes

* Um cuidado que devemos ter, ao exemplificar
algumas progressdes geométricas, ¢ que nao
basta conhecer o valor da razdo para classi-
ficar a sequéncia em crescente, decrescente,
constante (estaciondria) ou oscilante. lsso
ocorre com a progressao aritmética. Aqui, de-
vemos observar também o primeiro termo e a
razao, para entao podermos classificar a pro-
gressac geometrica.

s a a
» Quando utilizamos a relacdo S = 1——‘—(; deve-

mos ter o cuidado de alertar os alunos para o

fato de que nao estamos calculando a soma
dos termos, mas, sim, “a tendéncia dessa soma”
(ou“limite da soma"),quando o nimero de ter-
mos da progressao geométrica "tende ao infi-
nito” e o Ultimo termo “tende a zero”.

Questoes e Reflexoes
Pagina 269

1. De 2%.

2. O resultado seré 1,02.

Pagina 272

Calcula-se 1,02 — 1,268. Assim, em 1 ano, o au-
mento é de aproximadamente 26,8%.

Fechamento da unidade

Pdgina 285
Sugestao de encaminhamento:

Coletivamente com a turma: leitura e discussio
utilizando as trés questdes do final do texto.

1. Considerando uma PG de razao 2, temos:
1850:a, =1 bilhao.
1875: a, = 2 bilhdes.
1900: a, = 4 bilhdes.
2.09,=a,-9.—>5=25¢—>qg =2 —>g=302
2020-1950=70

Assim, temos 70 anos, isto é, 14 intervalos de 5
anos. Logo: 2020 =a,,
a,=a-q"=25%/2"5=25-2>=20.Portanto, 20
bilhdes de habitantes.
3.
a) Se 1 bilhdo de pessoas consomem x toneladas, 2
bilhées de pessoas consomem 2x toneladas.

b) A razdo da PA serd 2x - x = x. Os cinco primeiros
termos serao x, 2x, 3x, 4x, 5x.

<)
O aumento a cada 25 anos se daria da seguinte
maneira:
Ano PA PG
1850 X 1
1875 2x 2
1900 3x 4
1925 4x 8
1950 5x 16
1975 6x 32
2000 7x 64

Como x toneladas alimentam 1 bilhdo de pessoas,
7x toneladas alimentam 7 bilhdes de pessoas. Essa
guantidade representa é do total é =0,109=11%.

4. Respostas pessoais.



RESOLUCOES DOS EXERCICIOS
VESTIBULARES E ENEM
UNIDADE 1-NUMEROSE
CONJUNTOS
CAPIiTULO 1- NUMEROS REAIS
Paginas 20 a 22
1. a) Sim.
b) Nao.
c) Sim.
d) Sim.
e) Sim.
f) Sim.
g) Nao.
h) Sim.
i) Sim.
j) Sim.
2. A02:B:04C060D:08
3. i=0,2;i=0,4;i=0,5, i=o,8,i=1,2,
5 5 5 5 5
L4l o16 2218
5 5 5
. . ; 3 2 6
4. Racionais com representagao exata: —, —, —
8 5 25
Racionais com infinitas casas decimais:
2 348 & F
3° T8 1R o

5. a) Dois nimeros: 0 e 1.
b) Trés ndmeros: —=1,0¢e 1.
¢) Infinitos nimeros.

6.

08 15
075 3

7 55 -2 45 7

7. a) Os nimeros naturais sao 3, 7 e 10.
b) Os niimeros inteiros sdo —7, —2, 3,7 e 10.
c) Todos os numeros sao racionais.
8. a) Todo numero natural é também um ndmero inteiro.
b) —7 é menor que —3.
¢) Adivisdo entre dois nimeros naturais, quando de-

finida, nem sempre resulta em um numero natural.

PROPOSTOS,

d) O produto entre dois numeros inteiros negati-
VOS € um numero positivo.

e) Todos os ndmeros inteiros também sao ndme-
ros racionais.

9. a) B
10

b) i
100
12

¢} —
)10

1
d)
)TO

345
1000

e)

56
1000

f)

9 =
10

10. a) Falsa. Contraexemplos: 1,3, 5, ..
b) Verdadeira.
¢) Falsa. Contraexemplo: 10 > 7

d) Falsa. Contraexemplos:2 + 3 =5—=1+7=06,
=5+ (=10)= —15
7
11.a) 0,7777.=—
9
b) o,zzzz..;%

€ x=0212121..()
100x = 21,212121...(I)
mn—=m
99x = 21

21

9

Y=

d) 0,353535,“=£
99

e) x=0237237237..(1)
1000x = 237,237237237_..(1l)

n—=m

69
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

999x = 237
237

999

f) 0341341341 =—2
999

A fracdo geratriz da dizima 7,515151... &
51 _ 744

99 99
a) X2=P+Pox2=2-x=2cm
b) x2=l2+~f2_2->x2=3;.x=\f§cm
(o] x2=l2+ﬁ2—>x2=4.'.x=2cm
d) =P+25x2=5-x=+5cm
e) x2=12+~./5_»2-9x2=6:.x=~f€cm
f) x2=12+~/g2-—)x2=7.'.x=s/7_cm
g) x2=l2+\/7_2—->x2=8.'.x=\/§cm

a) Racional.

372 _

b
)12

3,1

Assim, a aproximacao utilizada é 3,1.

a) g2=¢4 8,22=67,24
8,3* =68,89 8,42 =70,56
8,31 =69,0561 8,342 =69,5556
8,367 =69,889% 8,372 =70,0569

8,3612 =69,906321
8,3672 =70,006689
b) 8367
a) C=314-2-5=314cm
b) C=3-2-5=30cm
€) 314cm —30cm = 14cm

8,3662 =69,989956
8,368% =70,023424

A resposta dependera do desenho feito pelo aluno
e também da medida que ele realizara. E razoavel
que se obtenha um valor proximo de 2,2 cm.

a) —2,\9, =25

b) V9

) 48 -2,34,19,0333.;-25
d) V15

18.

2% 5 £\\

19. a) 1-2,7[
b) [—4,10[
o) [—4,10]
d) 11, 4]
20.a) —1,0,1,2,3,4
b) 5,6,7,8,9,10
& —3=2.-101
d -3-2-1,0123

21. a) n__ =24,54 (normal)
(176>  3,0976
b) 7 = 76 =24,54 (normal)
(176)*  3,0976
9 —20 __ H 2778 (pré-obeso)
(1,80)% 3,24
d) 100 =EEBO,86 (obeso)
(1,802 3,24
22. a) 4cm
b) 30cm
c) [4;30]

CAPITULO 2 - NOCOES BASICAS
DE CONJUNTOS

Paginas 30 a 32

1. a) x é o quadrado de um numero natural menor que
seis.

b) x & um ndmero natural par.
¢) x & um ndmero natural impar.
2. a){0;2;4:6; 8}
b){—4;—3;-2,-1;0;1; 2}
c) {janeiro; marco; maio; julho; agosto; outubro; de-
zembro}
d){conjut
3.a){—2
b) {Z}
c) 3
d) {—3;3}
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4, Ha varias possibilidades de resposta para cada item.
Observe uma delas:

a) x é um numero natural tal que x* = 100.

b) x & um nimero natural tal que ¥* = —100.
¢) x é um numero inteiro tal que x> = 100.
5. a) Vazio.

b) Unitario: {4}
¢) Unitario: {8}
d) Vazio.
6. a) Sim.
b) Nao.
c) Sim.
d) Nao.
e) Nao.
f) Sim.
g) Sim.

h) O conjunto C nao ¢ subconjunto nem do conjunto
A nem do conjunto B.

7. a) Verdadeira.
b) Falsa.
¢) Falsa.
d) Verdadeira.
e) Falsa.
f) Verdadeira.
g) Falsa.
8. Ha varias possibilidades:

A= ouA={1},ouA={3L,ouA={5,0uA=1{1,3]
ouA=1{1,5LouA=1{3,50uA=11,3 5L

9. a) Nao todos.
b) Sim.
c) Sim.
d) Nao.
e) Sim.

10. Temos vérias possibilidades de resposta. Observe
uma delas:

A=11,223475}
B=1{0,1,23,4,5,6}
C=1{=2-1,0,1,23,4,56789 10}

11. Resposta pessoal. Uma delas seria considerarmos:
A=1{1;7;8leB=1{1;11;12}

12' P(A} = {{a}r {E}J {j}; {D}p {ap e}r {ap ,}l {ar o}r {el I}; {e; o}t
{i, o} {a, e i} {a, e o} {a,i ok e i o} {a,e, i o}, &}

a) 4
b) &6
c) 16

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

a) P(A) = {{3}, &}
b) P(@B) = {—1}{1},{—1, 1}, &}
o P(C) = {{2}, {3}, {4}, {2, 3, {2, 4}, {3, 41, {2, 3, 4}, O}

d) P(D) = {{5}, {6}, {7}, {8}, {5, 6}, {5, 71, {5, 8}, {6, 7}, {6, 8},
{7,81,15,6,71,15,6,8,{5,7,8}, 16,7, 8}, 15,6, 7, 8}, &}

a) 2=322r=25-n=5
Assim, o conjunto A possui 5 elementos.
b) 2"=64—52"=2°-n=6"

Assim, o conjunto B possui 6 elementos.

c) x=5
d x=6
a) Como 2*=8, qualquer conjunto com 3 ele-

mentos, cujos elementos sejam ndmeros naturais, é
tal que P(A) tem 8 elementos. Exemplo: A = {1; 4; 5}

b) Como 27 =128, qualquer conjunto com 7 ele-
mentos, cujos elementos sejam ndmeros naturais, &
tal que P(A) tem 128 elementos. Exemplo: A = {0; 1;
2:3:4: 5}

a) Verdadeira.

b) Verdadeira.

¢) Verdadeira.

d) Falsa.

e) Falsa.

f) Verdadeira.

g) Verdadeira.

h) Verdadeira.

i) Verdadeira.

j) Verdadeira.

a) Onumero de subconjuntos éiguala2'® = 1 024.
b) Se 2"=1, entdo n = 0. Assim, o conjunto vazio
possui apenas um subconjunto. Observe que se
A = (J, entao P(A) = {T}.

a) Sim.

b) Sim.

¢) Nao.

d) Sim.

e) Sim.

a) Verdadeira.

b) Falsa.

c) Falsa.

d) Falsa.

e) Falsa.

f) Verdadeira.
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20.

L >
3 5
O @ >
3 5
C L >
3 5
@ O >
3 5
21. a) Nao
b) Sim.
c) Sim.
22. a) Falsa.
b) Verdadeira.
c) Falsa.
d) Verdadeira.
23. Resposta pessoal. O conjunto P devera ter 6 nime-

ros naturais. Exemplo:
P=A0:1;2; 3;4; 5}

CAPITULO 3- OPERACOES ENTRE
CONJUNTOS

Paginas 41 a 43

1.

a)AUB=1{1,2345679}

b) AN B ={3,5}
BUA=1{1,23455679
dBNA={35}

e)A—B=1{242¢6

flB—A={1,7,9
gB—-—AUMK=B)={1,246779
hyB—-ANA-B=C

i) B—AUMANBUWA-B=1{1,2,3,45679]
a) AUB=1{23,4,5,6}

b)ANB=1{23 4}

c) BUA=1{23,45,6}

dBNA={234}

e) A—B={5¢6]

flB—A=@

g)(B— AU (A—=B)=1{56}
hyB-ANMA-B =0

i) B—AUMNB U(MK-—B)=1{2345,6}
d) Verdadeira.

e) Falsa.

a) Verdadeira.
b) Verdadeira.
¢) Verdadeira.

4,

N

10.a) nfA U B) =

11.

12.

a)A—B={4}
b)A— (AN B)= {4}
Assim:

A—B=A-—(ANB).
c)B—A=1{1314}
d) B — (AN B)= {13, 14}
Assim:
B—-A=B—-(ANB)

.a) AUBUC=1{1,2,3,4,56,7,8910,11,12,13,14,

15, 16}

b)AN BN C= {6}
A—B=1{1,2,378}
d)A—C=1{1,23,45}

el A-(BUQ=11,23}
f)(AUB)NC=16780910, 11}
C=AUB

D=ANB

E=A—-8B

F=B—-A

a) 48 pessoas escolheram o sabor laranja e 25 pes-
soas escolheram somente o sabor laranja.

b) 45 pessoas escolheram o sabor uva e 12 pessoas
escolheram somente o sabor uva.

¢) 50 pessoas escolheram o sabor abacaxi e 20 pes-
snas escolheram somente o sabor abacaxi.

a) Caso o conjunto B seja subconjunto do conjunto
A, A N Bterd 5 elementos.

b) Caso A e B sejam disjuntos, ou seja, A N B = &,
A U Btera 15 elementos.

¢) Caso o conjunto B seja subconjunto do conjunto
A, A U Btera 10 elementos.

a)F

b) F

oV

dVv

nfA) + nB) —n(A N B) —
—120=94+60-nANB)..nANB) =34

b) n(A—B)=n(A) —n(ANB) =94 — 34 = 60
¢ nB=A =nB)—nANB) =60—34=26

a) nfA U B = nlA) + nB —n(A N B —
—25=15+18=n(ANB) .. n(ANB) =8

b) n(A)=34—15=19
¢ n(B)=34—18=16
a) dNZ =N
b) R—-1=Q



13.

14.

15.

16.

-
~
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18.

o Onil=g

d R-0Q=I
e) ONR=0
a) Sim.

b) Sim.

c) Sim.

d) Os ndmeros inteiros negativos.
e) Os ndmeros inteiros negativos.
a) Sim.

b) Sim.

c) Nao

d) Os numeros irracionais.

e) Os numeros irracionais.

a) 700 — 180 = 520

b) 420 — 180 = 240

c) 520 + 240 + 180 = 940

d) Sendo x o nimero de alunos que nao estudam
nem inglés nem espanhol, temos:

1260 = 940 + x . x = 320
a) 50—20=30
b) 40 — 20=20

¢) Sendo x o numero de alunos que erraram as
duas guestdes, temos:

x=80—-30—20—20=10

. Observe o diagrama:

A B
C
a) 8 b) 24 qd 32 d) 16

e) 24+32+16+14+16+12=114
f) 24+32+16=72

a) Sendo x o percentual de pesquisados que nao
leem gualguer uma das revistas, temos:

x + 40% + 37% — 17% = 100% ... x = 40%
b) 40% — 17% = 23%
c) 37% — 17% = 20%

19.a) AUB={=2,-1;0;1;2,3;4;5;6}
b) A-B={-2,—1;1;3}
¢ B—A=1{45;6}

20. P(A) = {J; {1} {2% (3% 445 {1; 23, {1; 3% {1; 4%, {2, 3% {2
45 3;45 {1, 2, 35 {1; 2,451, 3, 45 {2, 3; 41 A

21. 25 =64

22. Resposta pessoal.

Paginas 44 a 46
VESTIBULARES E ENEM
1. Alternativa d.

3 1_8_4

2. Alternativa d.
149600000 km = 149600000000 m = 1,496 - 10"
3. Alternativa c.

O perimetro a ser cercado é iguala 2 - 81 + 190 = 352

metros. Como cada rolo tem 48 metros de compri-

mento, o nimero de rolos necessarios é ﬂ; 7.3,
48

ou seja, no minimo 8 rolos.
4, A alternativa incorreta € a b, pois o produto de dois

irracionais pode ser racional. ExempEo:Jf-J2_=2.

5. Alternativa c.
100 bilhdes = 100 000 000 000 = 10"
6. Alternativa e.

a) Falsa, pois houve um decrescimento no periodo
de 2008 a 2009.

b) Falsa, pois 22,3 — 19,3 = 3 nao representa 30% de
19.3.

c) Falsa, pois ha valores menores no séc. XXI.

d) Falsa, pois 36,3 — 24,6 = 11,7, que representa um
aumento de aproximadamente 48%.

e) Verdadeira, pois 36,3 — 24,6 = 11,7, que represen-
ta um aumento de aproximadamente 50%.

7. Alternativa d.
360° ——100%
x —— 20%

Portanto:
x=72°
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8. Alternativa a.
O total de graos é igual a:

5-107 L
920-—2 —=920-2-10(-2 =1840-10* =
2,5-102

t=184-10°-10=1,84-107
9. Considerando as aproximacoes, temos:

x=J3_.ET,?;y=—~2T—=—O,5 e z=%~=’£,5

Assim, a figura que representa o jogo de Clara € a da
alternativa d.

10. Alternativa c.
Temos:

\jo,444,“—0,444“.4 = \/0,000.__0444m
e — e

10 vezes 10 vezes

4 2
= flo".— =10-5-Z
9 3

2 1
300000 150000

11. Alternativa e.
(1] Falsa. Como:

x=3,33..322..2000..=3,33.322..2

999999 1000001 969999 1000001

Como x possui uma expressao decimal finita, entdo
x & um numero racional.

[ Falsa. Pois:

ﬂ =3,33..3333..>33..322..2000..= x
== [ e

3 2000000 GH9969 1000001
[l Verdadeira. Pois:
.1(02000000 — .1 (2000000 —

12. a) Analisando as possiveis decomposicdes do 13
em 3,4, 5 ou 7, temos que os 13 pontos em multas
podem ser: 2 médias e 1 grave, 1 leve e 2 graves, 2
leves e 1 gravissima ou 3 leves e 1T média.

b) O resultado pedido é dado por:

01-1000-53+04-1000-86+0,2-1000-128+
+ 0,3-1000- 192 = R$ 122.900,00
13. Alternativad.
n(A U B) = n(A) + n(B) = n(A U B)
n{A U B) =90+ 50 — 30
nfAU B) =110
14. Alternativa e.
n(A U B) = n(A) + n(B) —n(A N B)
60=20+n(B) =12
n(B) = 52

62-(14-x+x+8-x)=
=40+ x

15. Alternativa ¢
Numero de pontos do candidato A:
3-(1044)+2-2+3N+1-7+7) =66
Numero de pontos do candidato B:
3:-Q+7N+2-(10+7ND+1-4+3)=68
Numero de pontos do candidato C:
3:3+7+2-@+7)+1-(10+2) =64
Assim, o candidato B é eleito com 68 pontos.

16. Alternativa a.

Observe o diagrama a seguir:

Diarreia Febre

72-B-x+x+20-x=
=44 +x

Dor no corpo

NV+x+28+x+44+x+14—-x+8—x+
+20—x+x=160
154 + x = 160
x=0

17. Sendo x o nimero de pessoas que assistem exclusi-
vamente as corridas de motovelocidade, termos:
55+ 101 +x=200>x=44

18. Alternativa e.

Sendo x o nimero de filiados simultaneamente as
empresas A e B, temos:

600 = 430 + 160 — x + 60
x =50
19.

A B

A 200-20-35-5=140

60—20—35—5=100
C

Assim, sendo N o nimero de pessoas consultadas,
temos:

N=60+ 140+ 100+ 20+ 20+ 35+ 5+ 20= 400

105-20-20-5=60
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Desafio
Alternativa b.
Sendo x o numero de professores e n © ndmero de
onibus, temos:
535+x=46-n 535+x=46-n ()
{x=z'1+(n——z)-2 E {x=2n—-z (n
(I em (1)
535+ 2n—2z=46-n
z=0535—44-n
Como z é um ndmero natural menor que n, entao
n=12ez=7.
Assim, em 12 — 7 = 5 dnibus havia 2 professores.

UNIDADE 2 - TOPICOS DE
GEOMETRIA PLANA

CAPITULO 4 - FIGURAS
GEOMETRICAS PLANAS

Paginas 56 e 57
1.

A
Y

A
Y

a)leb52e6,3e7,4e8.

b)4eb, 3eb.

c)le7 2e8

d)4e5 3e6.

e)l1e8 2e?.
2. a) Sao congruentes entre si (medidas iguais).

b) Sao congruentes entre si (medidas iguais).

¢) Sao congruentes entre si (medidas iguais).

d) Sdo suplementares (sorna das medidas € 180°).

e) 530 suplementares (sorna das medidas € 180°).
3. Dos outros 7 angulos, 3 medem 162° e 4 medem 18°,
4. Dos outros 7 angulos, 3 medem 60° e 4 medem 120°.

5.

Observe a figura:

A
A\

A
Y

a) Sim. Lembre-se que todo losango é também
um paralelogramo assim, conforme figura, temos:
Os angulos « e -y sdo congruentes, pois S0 corres-
pondentes. Os angulos B e v sdo congruentes, pois
sao alternos internos. Logo, a = B.

b) Sim. Analogamente ao paralelogramo, temos:
Como B +v=180°ea = y,entdoa + 6 = 180°.

6. Os demais angulos internos medem 35°, 145% e 145°.

10

11,

12.

Os demais angulos internos medem 40°, 140% e 140°.

La)x+40° =6x =2 5x=40°-. x=8°

b) Os quatro angulos internos do paralelogramo me-
dern 48° 48° 132% e 132°.

. a) Como x + y = 180°, se a medida do anqgulo y au-

menta, a medida do angulo x diminui.

b) Diminui.

c) Se x = y, entdo x = 90° e y = 90°. Assim, o0 qua-
drildtero obtido é um retangulo. (Lembre-se de que
todo quadrado também é retangulo.)

. A resposta dependera do desenho feito pelo aluno.
Para o angulo agudo gue o aluno escolher, a medida
do angulo obtuso serd o que falta para 180°.

a) Sendo x a medida da terceiro angulo interno, te-
mos:

x + 60° + 45° = 180°.. x = 75¢
b) Asmedidasdostrésangulosexternosdesse trian-
gulosao iguais a 180° — 60° = 120°, 180° — 45° =
= 135°e180° — 75° = 105°

a) Sendo x a medida dos dois angulos internos
congruentes, temos:

x4+ x+ 130°=180°-. x = 25°
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b) As medidas dos trés angulos externos desse
triangulo sao 180° — 130° = 50°,180° — 25° = 155°¢
180° — 25° = 155°,

13.

Graficos: ©DAE

a) Sendo x a medida do terceiro angulo interno, te-
mas:

x + 55° + 65° = 180°.. x = 60°

b) As medidas dos trés angulos externos desse
tridngulo sdo 180° — 55° = 125°,180° — 55° = 115°
e 180° — 60° = 120°

c) As medidas dos lados ndo sao necessariamente
iguais, mas as medidas dos angulos internos e dos
angulos externos sao iguais as dos angulos internos
e dos angulos externos do triangulo desenhado por

um colega.

14.
a) Os outros dois angulos sao agudos e tém medi-

das somando 908.

b) Sim, se as trés medidas forem iguais a 60°.

Pagina 62

1. a) §,=180°-(8—2)=1080°
b) s, =360°
0 d=78'(82_3) =20

2. a) Cada angulo interno do triangulo mede 60° cada
angulo externo, 120°.

b) Cada dngulo interno do quadrado mede 90% cada
angulo externo, 90°.

¢) Cada angulo interno do pentdagono mede 108%
cada dngulo externo, 72°.

d) Cada angulo interno do hexdgono mede 120%
cada dngulo externo, 60°.

_10-(10-3) _

3.a) d
a) 3

35

b) d=@=27

.a) d=0—

¢ d=—'2'”22_3’1 =54

_ 20-(220—3) .

d) d 0

.a) 5, =180°- (10 — 2) = 1 440°

b) S, = 360°

n-(n—3) =0—n=0 (ndo convém) ou

n=3=0..n=3

n-{n—3)

b) d=n— =n—=n-(n—=3)=2-n—=n=0

(ndoconvém)oun —3=2.-.n=2>5
Assim, o paligono é o pentagono.

n-(n—3)

c) d=2n—> =In—=n-(n=3)=4:-n—=n=0

(ndoconvém)oun—3=4.-.n=7

Assim, o poligono € o heptagono.

. a)

S +5,=6120°
(n—2)-180° +360° = 6120°
180 n—360+360=6120
180 n=6120

n=34

b)

dzn(n—3)
2
34(34-3)
P
=173
d=527

=

. Considerando que n é o numero de lados (e o ndmero

de vértices) do poligono, temos que

Sf:(n —2]-180"
2-130"+(n—2}-128“’=(n—2)-180°
260+128n—256=180n —360
—=52n=+364

n=7

O poligono tem 7 lados



CAPITULO 5 - SEMELHANCA DE

FIGURAS PLANAS
Paginas 70 e 71
1. a) B X Lx=16cm
10 2
b) X 2, L Xx=8cm
6 3
c) LmiO L x=35cm
X 3
d) =30 _suin-3£:0,5.5 ¥=175am
0,5 X
i o B3 o L
T x y x+y 5
—2-=-—-—>7-x=2 Stux= A6 cm
X 7
5 7 25
—=—07y=5-5y= —om
5 d 4 7
3. Sendo x a medida real representada pelo segmento,
temos:
23 _ 1 —x-1=20000000 ..
X 8000000
.~ x = 20000 000 cm ou x = 200 km
T Fonnd o T XY T T
30 24 20 30+24+20 74
L=£'—)X_45m
30 74
111
J - ,y=3m
24 74
i_ﬂ._)2=30m
20 74
AB BC (@) BE EF
5- — = = —
Ai'Bl BJCI CJD!’ DFE! EJF]
P 2 3 4 5
15 B D’ Dt EF
Portanto:
BC =3cm
CD'=45cm
DE=6cm
EF =75cm
6. a) i=£=iax =15ey=6.:x=15cm
y 8 0]
ey=6cm

b) i=i=i@x=38y= 12 ~.:x=3cme
6 9 y

y=12cm

o £=i=iﬁx= 2ey=75::x=2cme
4 X 3

y=75cm

7. Sendo x a distancia da interseccdo das diagonais até a
base menor, temos a figura:

B C

Grificos: ©DAE

Assim:

X _ 12—x

8

=24x=96—8x=x=3

~3cm
8. Sendo x a medida da sombra da pessoa, temos:

X _ 3+x
1,8

:>4x=5,4+1,8x:>x=%52,45

. aproximadamente 245 m
§ 0. HE
AB BC
10. Como MN é paralelo aBC, os 4ngulos ABC e AMN
sao congruentes, da mesma forma que os angulos
ACB e ANM. Assim, os triangulos ABC e AMN sao
semelhantes. Como M e N sdo pontos médios, res-
pectivamente, de AB e E, a razdo de proporcio-
nalidade entre os triangulos ABC e AMN é, nesta or-
dem, igual a 2, ou seja, AARC =iA
AAMN 1
11. Como M, P e N sdo pontos médios dos lados E'
BC e AC, respectivamente, os tridngulos AMN,
MBPF, NPC sao congruentes e semelhantes ao trian-
gulo ABC. Assim, PM//AC,PN//AB e MN//BC.
Considerando o paralelogramo  MNPC, temos
PMN=NCP. Considerando o paralelogramo MANP,
temos MPN=NAM. Logo, o tridngulo PNM é seme-
Ilhante ao tridngulo ABC.
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12. Os quatro triangulos sao congruentes.
13. a) Cada um dos angulos internos dos dois penta-

180°-(5—-2) _

gonos regulares mede 108°

b) Sim.
c) Sim.
d) Sim.
e) Sim.
14. a) Sim, pois os pares de angulos a seguir sao con-
gruentes:
AFE e APQ.
DEF e DQP.
b) Nao, pois as medidas dos lados correspondentes
Nao sao proporcionais.
15. Sendo x e y as medidas reais dos lados desse terre-

no, temos:
1 8
——=—>x-1=200-8 . x = 1 600 cm ou
200 x
x=16m
1 18
———=——=y-1=200-18 -. ¥ = 3600 cm ou
200 y
y=36m

16. Sendo x a medida de cada lado do quadrado da fi-
gura que representa a praca, temos:

X 500-x=32-15 x = 016 m ou
200 32
x=16cm

CAPITULO 6 - AREAS DE FIGURAS
PLANAS

Paginas 82 a 84
1. a) A drea do terreno é igual a [%] - 12=258,

isto & 258 m~

b) A édrea total ocupada pela grama é igual a
258 — 13- 9 = 141,isto é, 141 m%.

2. a) A édrea S duplica.
b) Devemos multiplicar a medida da altura por %

¢) Devemos quadruplicar a medida da base.

3. Seevincuio = ‘lb'h =2 (relacdo entre as dreas
STRIANGI.ILO —-b-h
2

do retangulo e do triangulo)

4. As medidas da altura e da base do retangulo sao, res-

pectivamente, iguais a xV2 e 2xJ2. Assim, a drea

doretangulo éigual a xv2 -2xv2 =4x? unidades de

area.

5. Como:h= ==

Observando a formula que fornece a area, temos:
s

4
45

=2

V3

Substituindo o lado em funcao de h nessa expressao,
temos:

s (Y
J3 3
2

3 3

6. Sendo d a medida da diagonal menor e D a medida
da diagonal maior do losango, temos que as dreas do
triangulo e do losango sdo iguais.

5

1 1 D-d
I 7.b.h=7.d.[:}=T
D-d
Siosanco = 5

7. a) A drea do retangulo desenhado inicialmente é
iguala55-35=1925,isto é 1925 cm2

Adreadonovoretanguloé 11 -7 = 77,isto é, 77 cr.

R i
2 2
1
C I
) 4
8. a) Sim.

b) A razio entre as dreas é igual a k%,
9. Arazdoentre as dreas é iqual a 2° = 4.

10. a) A medida do apdtema € igual 3 metade da me-
dida dos lados, ou seja, 2 cm.

b) A medidado perimetroéiguala4-4cm = 16cm.
¢) Amedidadaareaéigualad? = 16,istoé 16 cm

11. A medida da drea do poligono € igual ao produto das
medidas do semiperimetro e do apdtema, ou seja:

22—6-2=26:>26a:n’|2



12. A 4rea da coroa circular € igual a diferenca entre as
areas do circulo maior e do circulo menor, ou seja:

Scoron crcuar =T R? — 17

13.8) 2 o by & _®
2 4 2
14,
Percentual Area (cm?)
£0% | e 314921413
2 2 r r
35 g-32=0,35-3,14-9=29,89
35% = 35-3, j
10 r32=010-314-9=283
10% = 10-3, :
5 N
S 2w =005:314-9=141

15. Sendo R a medida do raio do circulo, temaos:
n - R = 2x - R—= R = 2 unidades de comprimento

16. a) A drea de um semicirculo é igual a e de
; : m-r?
um quarto de um circulo é igual a
b) 180°e 90° respectivamente.
w2
17.0) — =18 L 3gp.smigpnorns="0
4 360°
o -yl
2 _ T agris=ormras=T
n-rr  360° 4
VESTIBULARES E ENEM

1. Se AB e AC sao congruentes e BC // DF, entao o trian-
gulo ADF é is6sceles de base DF. Assim:

ADE +45° +85°=180° = ADE =50°

180°—45°

ADF= =67,5°

Portanto: @ =67,5°—50°=17,5°=17°30'
2. Alternativa a.

Ha trés tipos de quadrados, com lados x, 2x e 3x. Te-
mos:

3. Temos:
AD =98 m
. 72°:2-m-3
DA = 71[0536”'1

360°

(AD)P =342 =30 =AD'=16m
O percurso de A até D'é igual a:
98 + 36 + 16 = 150
Portanto: 150 m
BC=98m

72°-2-m-40

360°

BC'=AD=16m
O percurso de B até C'éigual a:
98 + 48 + 16 = 162
Portanto: 162 m
Assim:
BF=162m—150m=12m

CB= =48m

4, Alternativa e.

Sendo H a altura do trapézio ABCD, temos:
D C

Graficos: ©OAE

A E B

AE-H  (DC+EB)-H
Sae =Sigr=> =
ADE DEBC 2 2
Como EB = 54 — AE, temos:

AE= 26+ (54 — AE)= AE=40cm

=AE=DC+EB

5. Alternativa a.

Seja € a medida, em metros, de cada lado da tridangu-
lo equilatero de area 943 m?. Tem-se que:

ZNE)
4

=93 =/=6m

Os quatro tridngulos menores sdo semelhantes ao

; i L 1
triangulo maior, com razao de semelhanga £ nes-
sa ordemn. Portanto, a medida dos lados dos triangu-

los menores é igual a 3 m e, assim, a altura de cada
um é igual a:

$=1,5J§=J6,75 = 6,75 m
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6. Alternativa a. 9, Alternativa c.

Se um lado dos tridngulos sempre vai ter 6 palitos, area comprimento

sobram 11 palitos para formar os outros dois lados. nR2 —— 7R

Lembrando que a soma de dois lados de qualgquer

triangulo ndo pode ser menor que o terceiro lado, & il mR*-R =i
temos, entao, apenas trés triangulos possiveis de se 2nR 2

construir: triangulo de lados 6, 3 e 8; triangulo de la-
dos 6,4 e 7; triangulo de lados 6, 5 e 6.

7. Alternativa c.

10. Alternativa €.

Considere a figura em que estdo indicadas duas

possiveis posicdes do esguicho:
O raio r de cada regido circular corresponde a:

n-rr=l6n=r=4km

Figuras: ®DAE

A figura a seguir mostra que no centro do triangulo
nao terd sinal de qualidade.

Figuras: ©@DAE

A drea que nao serd molhada é igual a:
15-6—2-1-32=33,48 = 33,48 m?
11. Alternativa c.

Na figura a sequir hd uma disposicao em que cabem
no maximo 9 mudas. As mudas correspondem aos
pontos, e os circulos tém raio igual a 3 m.

- - =] =)

- -
'd N N ~

/
8. Alternativa a. I ,‘:
Observe a figura: =

/ LR
PO I» i nsm
\ L |

E / / \WALA) T ¢
: g W
5 \ /

12. Alternativa d.

H 1
o~ Como O é o centro do quadrado e R é o ponto mé-
dio do lado AB, seque-se que RO ¢ a diagonal do
G — X
quadrado pintado e, portanto, temos ROET.
Temos:
2-2 Sendo k o lado quadrado de diagonal i, temos:
S =——=2" s
x Y X2
S, =Soue + Soic + Sye + Sery = k? +k? =(7] =k*= 4 (@rea do quadrado pin-
- 1-24 g 1-3 n 1-22 p (2+24)-2 =105 tado)
“ Assim, a razao pedida é:
Assim:
X2
3 105 g5 8 2
5 2



13. Alternativa e.

Observe a figura:

P

Graficos: ©DAE

Sendo x a medida do lado do quadrado e a diagonal
do quadrado igual a 10 cm, temos:

X+ =107 = =50

Portanto, a area do quadrado é 50 cm?.

14. Considere a figura:

D"‘-" |_=(
H/‘.:—l r

=

O trajeto ACDB tem comprimento minimo guando
B, D e H estdo alinhados. Como os tridngulos BDK e
DHC sao semelhantes por AA, temos:

X _& __BK__s
CH CD ~ 18-DK 25
15. Alternativa c.

=DK=12km

Os angulos ACE e EBD séo alternos internos, as-

sim como CS.E e E|3|3_ Logo, os triangulos AEC e
BED sao semelhantes. Assim:

AF 4 — 2BF

BF 6 3
Além disso, os triangulos AEF e ABD também sio se-
melhantes, pois os dois tém um dngulo em comum,
e cada um tem um angulo reto. Assim:

EF__6 q
N AF+Br

16.

17.

18.

Substituindo (1) em (1), temos:

EF 6 o 3EF 18
2BF BF —  2BF SBF
e L

— 12
ﬁEF:?32,4’2,4m

Alternativa c.

Sendo 20% a reducdo nas medidas dos lados, tem-se
que a reducao na drea é dada por:

1—08°=1-064=036=36%
Alternativa b.
O custo pedido é dado por:
8 al s Ly
( —4-—4 2 30+4-—4 2 -50=
2 2

=3 .30+_.50 = R$ 35,00
4 4

Observe a figura a seguir:

Como cada circunferéncia intercepta o centro da
outra, P e Q sdo os centros das circunferéncias. As-
sim, AP = PD = 2 u. Temos que:

2
B+ (V3) =2 =& =1u.
Assim, AC=6ueBD= 243 u.
Portanto, a area do quadrildtero ABCD sera:

A=5‘2‘/§=6-J§u{

2

19. Considere a figura a seguir.

w N z
o .
\“ Q - =
X
\‘ P % o "
a2
4 ‘e :
X M Y
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Os triangulos MXW e NZY sao congruentes por LAL
Além disso, o quadrilatero MYNW é um paralelogra-
mo. Como os quadrildteros MYQP e NWPQ sdo con-
gruentes por simetria, temos

| v

A3
_ Smmw _

=3,75m’
2

|r\-
)

5 MYPQ

Desafio
Alternativa a.

Tracando um segmento de reta que liga B a G, de-
compomos a drea da regido cinza em dois triangu-
los: triangulo ABG e o triangulo BFG.

A B

Graficos: @DAE

L
D

¥ TEeceae

G

Sendo R olado do quadrado ABCD e JS olado
do quadrado ECFG, temos:

Sreaiiocinza = 2asc T 86 =

_WR-R VS5 _ RS

2 2 2

UNIDADE 3 - FUNGOES

CAPiTULp 7-RELACAO DE
DEPENDENCIA ENTRE GRANDEZAS

Paginas 97 a 99

_ 4:(4=3) _

1. a) n=4—d 2
2
b) n=10—d=—210"3) =
c) Sim.

d) A varidvel dependente é d (nimero de diagonais)
e a independente é n (nimera de lados ou vértices).

2. a) Sim.
b) V (valor a ser pago).
QV=235-x

d) x = 20 litros = V= 2,35 - 20 = R$ 47,00
e) V=R$ 84,60 — 8460 =235-x.. x = 36litros

. a) Sim.

b) A varidvel dependente é p (perimetro) e a inde-
pendente é { (medida do lado).

cp=4-1(
d/=42cnmn—>p=4-42=168cm
elp=75cm—>75=4- || =1875cm

. a) E funcao.

b) Nao é funcao.
¢) Nao é fungao.
d) E funcao.

. Observe o diagrama:

a) Sim.
b) Sim.
c) Sim.

. Observe o diagrama:

A B

N
=2

a) 5
b) 5
c) Sim.

.a) D(f) = {(+2;-3;2;3;5)

b) CD(f) = {1; 2:3: 4, 9: 13; 10; 25}



c) Im(f) =1{2;3;4;9; 25}
d) 4
e)5

La)y=flx)=3-x

b) y = flx) =
Ay=fl)=x*—4
dy=fx)=x+1
e y="fg=¥x

M‘k

.a}y=ﬂx}=wf;

b) D(f) = R,
) CDF) =R
d) {10) = V10 =3,1622776 (com 7 casas decimais)
e) f9) + f(16) + f(25) = 9 ++/16 ++/25 =
=3+4+5=12
f) f2) + f8) + A18) = V2 +/8 +/18 =
=2 +22 +3J2 =62 =72

10. Respostas pessoais que dependerdo das leis de for-

11.

12.

magdo das fungdes elaboradas pelos alunos.
a) O custo para produzir 100 unidades é:
R$ 400,00 + 100 - R$ 8,00 = R$ 1.200,00
b) O lucro para produzir e vender 100 unidades é:
100 - R$ 25,00 — R$ 1.200,00 = R$ 1.300,00
O percentual de lucro é igual a:
P00, =1,0833=108,33%
R$1.200,00
O lucro é aproximadamente 108,33%.
¢) L=Ffln)=n-2500— 40000 — n - 800
L= fin) = n- 17,00 — 400,00 (L em reais)
d) f{22) =22 - 17,00 — 400,00 = —26,00 (prejuizo)
f{23) = 23 - 17,00 — 400,00 = —9,00 (prejuizo)
e) f{1000) = 1000 - 17,00 = 400,00 = 16600,00
O percentual de lucro é igual a:

R$16.600,00

=1,9762=197,62%
R$8.400,00

O lucro é aproximadarmente 197,62%.
a) C=2-m-r
b) C=24pcm—=2-n-r=24n .. r=12cm
¢ r=3cm—>C=2-1-3=60nm
d) S=n-~
e) S=2nem!—sm-2=2n-r=+2cm

f) r=34cm o> S=mn-(34P=314-1156 =
= 36,2984 cm?

13.a) 3)=3-3)-B3-4-3-5=0
b) i) =(@4—3)-@4—4-(4=5=0
€ 5=t~ 5 ~P-F—5=]
d) 10)=(0—-3)-(0—4)-(0—5=-60

f1)=(1—3)-(1—4)-(1—5)=—24
D=0-3-2-4-2-5=-6
flel)=6—-3)-6—-4-(6—-5=6

Im(f) = {—60; —24; —6; 0; 6}

14. a) Como f(4) = —1, temos:

fd)==2-4+k==1>k=7
b) ()= =2x+ 7=f(10)= =210+ 7= —13
O f)==2x+7=0=—2x+7=x=35

CAPITULO 8 - INTRODUGAO A
GEOMETRIA ANALITICA

Paginas 103 e 104

1.

a) O ponto estd localizado no eixo das ordenadas.
b) O ponto esté localizado no eixo das abscissas.

¢) Para que o ponto A pertenca ao primeiro quadran-
te, devemnos ter x > 0 e y > 0 e, para que pertenca ao
segundo quadrante, devemos terx < 0e y > 0.

d) Para que o ponto B pertenca ao terceiro quadran-
te, devemos ter m << 0 e n < 0 e, para que pertenca
ao quarto quadrante, devemos term > 0en < 0.

{m—5=10 {m=15
2. — m=15en=13
n=—2+m n=—2+m
3.
“,." G @G & g
ST T
TT T :
.6..
5 - T +
| |
| B
3 "
i
1
0 X
1 0 E 7 8

d=J(7-2P+(3-7¢ =[25+16 =41 uc
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4. a) d=J(T—0}2+{10—0)2 =+/101uc

b) d=(1—12+(2—10)* =64 =8uc

o d=\(8=12+(10-10)* =49 =7uc

d) d=(4—1)+(8—10)* =13 uc.
5.a) A(—3;5),B(5;5),C(—3;—3),D(5 —3)

b) Os lados do quadrilatero medem 8 unidades de
comprimento.

¢) Como o quadrildtero é umn quadrado,
AD = BC = 82 unidades de comprimento.

d) A drea da regido limitada pelo quadrildtero é
igual a 8% = 64 unidades de érea.

a) AB=f0+(—2F +[7 —(—3)1 =104 =2426

unidades de comprimento

b) AC=f[5—(-2F +[2—(=3)F =74 unidades de

comprimento
¢) BC=.f(5—02+(2—7)? =[50 =52 unidades de
comprimento

d) O triangulo é escaleno (todos os lados tém medi-
das diferentes).

7. a) Para que o ponto A pertenca ao primeiro quadrante,

devermos ter m = 0 e, para que pertenca ao sequndo
quadrante, devemos ter m < 0.

bym=-=2

Pdginas 111 a 113

1. a) O gréfico é formado por pontos isolados, pois
D(f) = N.

y &

T

= ¥

Dify=Z.

Y. N
L] L) 6
: 1
i
R !
& 1
i G
. 2f--e
] fl ]
i '
L] 1
i ; 3 _
2 4 102 b
;
1 .

Graficos: @DAE



2. a)
y A
X
b)
A
y
3
/ -3 ;';
o]
¥ A
X
d)

Y

e)

y

Grificos: ©DAE

-a) D(f) = [-2;4]

b) Im(f) =]-3; 5]

.a) f(—=3)=-18

b) f(5) = 3

c) [4;8]

d) D() = [—6;1; + o[
e) Im(f) = [—3;2; + o[

. a) Os gréficos b, ¢, d, e.

b) Os gréficos a, f.

. a) D(f) = [-5;14]

b) Im(f) = [-2,5; 5]
) [-5;2]

d) [8; 14]

e) [2;8]

f) x=60ux=10.

g) —5=x<60ul0<x=14

h) 6 <x< 10

. a) Aimagem diminui.

b) Sim.
¢) Sim, x = 3.
d)x<3

e) x> 3

\J

. Resposta pessoal. Existem infinitas possibilidades. Ob-

serve um dos possiveis gréficos.
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Y A 2 13. a) Sim.
L e 1 g b) Sim.
5 g 0 f(-2)=-2ef2)=2.
: : d) F10) + F(—10) =2+ (=2) =0
i &) Im(f) = [-2;2]
; 'f 14. a) x=0ex =8,
b) x<OQoux> 8.
o 0<x<8§
d) 0<x<8
* e) x<Ooux>8
9. ) Fikd f) f0<glxse0<x<8
By e g) flx) >gl)sex<0oux>8
¢) Verdadeira. a =
) Véidadein. CAPITULO 9-FUNCAO AFIM
e) Verdadeira. Paginas 123 e 124
f) Verdadeira. 1. a) Nao é funcdo afim, pois f(x) = 2x — (X2 — 1) = —x2+
g) Verdadeira. + 2+ 1
h) Verdadeira. b) E funcdo afim (a=9e b= —4,5).
i) Verdadeira. ¢) Efuncao afim (@a= 0e b= 10).
10. d) Efuncio afim, pois fix) = x* — (¥ —4) =4 (a=0e
A b=4).

e) Efuncioafim(a=1eb=0).
f) Efuncioafim(@=0eb=0).
{3a—b=—6 )
a)
4a+b=20 (Il)
0+ @

A

Ta=14 - .a=2
2 x
/ (In
4 4:24+b=20,b=12
2x—y=7 |l
/ b){x y=7 ()

2x+y=13 ()
(1 +

A funcao é crescente para todo valor de x.

11. a) ﬂx}=0—>2x2—5x+3=0.'.x=loux=% dx=20-x=5
(In
b) y:f[i] 2:54+y=13.y=3
s 2a=3b=—-10 ()
a+56=21 (I

2
5 5
=2 —| =5 —+3y=—
y {4] 7 ¥

12. a) Im(f) = [—6; + = (I
b) f(=5)=1(5) =4 a+5-4=21 .a=1

€ H—1)=R1) == 3.fl=a-x+b
d) —3e3, Y =d-2+h=T11

1
8 () —[2- (]
-13b=-52.b=4




fO)=a-0+b=-3

2a+b=11
La=7eb==-3
b=-3
fix) =7x =3

4.a}f(x)=0—é7x—3=0.'.x=%

b) f[i]:7-i—3=—1
7 7

5.f)=a-x+b

f(N=a-1+b=1
f(=N=a--+b=29
at+b=1

soa==—4 e b=5
{—a+b=9
flx) =—4x + 5

a}f(x}=0-—>—4x+5=0.-.x=%

b) f(—10)+ f(10) = —4-(—=10)+ 5+ [-4-10+ 5] =
=40+5—-40+5=10
6.a)7
b) —8
)0
d o
e)l
f) —1
7. 010, 7;4,1; =2: =5; )
a) As imagens diminuem de 3 em 3 unidades.
b) f(1)—F(0) T . f(10)—f(9) _
-0 1 10—9

_ —3-10+10—[—3-94+10] _

= 1 -

8. a) (35; 65;95; 125; 155; ..)
b) Na sequéncia anterior, cada imagem é igual a ima-
gem anterioraumentada de 30 unidades.

o f(7)—f4) _ 65-35 _— f10)—f(7) _
7—4 3 "o10-7
_ 95-65 10, fF(13)—f(10) _ 12595 it
3 13-10 3
f(16)—f(13) _ 155—125 5§
16—13 3

9. a) 0,85 - R$ 230,00 = R$ 195,50
b) 0,85 - R$ 150,00 = R$ 127,50

c) 0,85 - R$ 300,00 = R$ 255,00
d) 0,85 - R$ 87,00 = R$ 73,95

10. V=f(x) = 085 - x

11. a) R$500,00 + 0,02 - R$ 6.600,00 = R$ 632,00
b) R$ 500,00 + 0,02 - R$ 15.000,00 = R$ 800,00
¢) v =flx) = 500,00 + 0,02 - x (xe y em reais)
12. a) Falsa.
b) Verdadeira.
¢) Verdadeira, pois 0,02 - R$ 100,00 = R$ 2,00
d) Verdadeira, pois 0,02 - R$ 1.000,00 = R$ 20,00
13.y=f)=4-x
a) Também é duplicado.
b) Sim.
QD y=242 54-x=442 - x=1W2 cm
14. a) C(2000) = 36 - 2000 + 9000 = R$ §1.000,00
b) C(x) = 27000 — 36x + 9000 = 27000 .. x =
= 500 unidades
15. a) Decrescente.
b) Crescente.
c) Crescente.
d) Constante.
e) Crescente.
f) Crescente.
16. a)
y 4t =
g
E
&
\
o x
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b)

Y

w | ha

c)

il J

17.a) geh

b) fem.

o 7

18.

IS

a) Sim.

b) Funcao £ (0; 5), funcéo g: (0; 0) e funcao h: (0; —4).

Paginas 132 a 133

1.

a) —/x+14=0>—7x=—-14 . x=2
b)9—3x>0— —=3x>—9 .. x<3
Q) 12+ 15x=<0— 15x =< —12 .'.xé—%

d) —4x—25=0——4x=25 ~. x<__ 2
4

.a)x=7

b)x<7
c)x=>7
d) i) =0sex=7eflX) =0sex=7.

.a) fix) = 4x

fl0) =0

=0—=24x=0..x=0

O gréfico da funcao fintersecta ambos os eixos no
ponto (0; 0).
b) glx) = 3x — 45

g(0) = —45

g)=0—-3x—45=0.-.x=15

O gréfico da funcao g intersecta o eixo das ordena-
das no ponta (0; —45) e o eixo das abscissas no ponto
(15; 0).

Graficos: DDAE



¢ hx) =—15x+ 75

h(0)=75

hX)=0—=—-15%x+75=0.x=5

O gréfico da funcao h intersecta o eixo das ordenadas
no ponto (0; 7,5) e o eixo das abscissas no ponto (5; 0).
d) mix) =10—-0,1x

m(0) = 10

mx)=0—=10-01x=0..x=100

O gréfico da funcao m intersecta o eixo das orde-
nadas no ponto (0; 10) e o eixo das abscissas no pon-
to (100; 0).
e) n(x) = 0,02 + 0,01x

n(0) = 0,02

n)=0—=002+001x=0—ox= -2

O gréfico da funcao n intersecta o eixo das ordenadas
no panto (0; 0,02) e o eixo das abscissas no ponto (—2;0).

f = y——
) plx) T
7
P(D)—_?
1 7

=05—x——=0..x=14
pl) F 5
O gréfico da funcao p intersecta o eixo das ordena-

das no ponto [0;—%] e o eixo das abscissas no

ponto (14; Q).
9) qi)=—33 +3 -x
q0)=—33

gx)=0-=3v3 +3-x=0.. x=3
O gréfico da funcao g intersecta o eixo das ordena-
das no ponto (O;—BJET) e o eixo das abscissas no

ponto (3; 0).
.a) () =0sex= %; f(x) >Dsex>%;r’(x) <Qse

x<—
9

b) glx) = 0sex = —40; glx) = 0se x < —40;
glx) <0sex>—40
c) hx) =0sex=0;h{x) =>0sex>0hx)<0sex<0

d)mix) =0sex = %; m(x)>05&x<%;

m(x}<05ex;>%

e)nx) <0, ¥VxeER
f) plx) =0sex = \E;p(x) >Osex<ﬁ;p(x) <0
sex>+2

5.a) i) = 6x— 18

floy=—18
X=0—-26x—18=0..x=3
A(3; 0) e B(0; —18).
b)x>3
) x<3
doéx—18=0—26x=18..x=3
e)bx—18=0—-6x<18..x<3

6. a) f(x)=a-x+b

f(0)=a-0+4b=0 [b=0 _ 3
Ja+b=3""7" 3

foj=a-d46=3 7 =g okl

f(x)=%-x

b) fx)=a-x+b
f(0)=a-0+b=0 . b=0 )
f(5)=a-5+b=25 ~|5a+b=25"

fx)=

1
_aX
2
c) fx)=a-x+b
f(0)=a-0+b=0 b=0 _
e L T PR
La=—2e b=0
flox)=—2-x
d) fx)=ax+b

f(0)=a-0+b=0
HeTR a5 b=4

b=0 8
- Sa=——e b=0
—15a+b=4 3

f(x)=—%x

7.a)f20)=2-7m - 20=40-3,14=1256
b) O comprimento da circunferéncia.
¢) Também triplica.
d) Sim.

8. PV =1097-V
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0,8

9. a) 00 -7500=60=>R$ 60,00

b) 7500+4- OA
100

-7500=7740=R$7740,00

0,8

< a -8-7500=480=R% 480,00

0,8

d) J= -n-7500=60-n (Jem reais)
100

0,8

e) M=7500+ -n-7500

M=7500+60-n (M em reais)

10. a) Como em 5 minutos a temperatura diminui
35 °C, a cada minuto a temperatura diminuiu 7 °C.
Assim, a lei de formacdo da funcdo é dada por
T(t) = 45 — 7 - t (tem minutos e T em graus Celsius).

b) 45—=7-t= 24 . t = 3 minutos
€) T(25) =45—7-25=275°C
11. @) y= 700,00 + 0,05 - x (x e y em reais)
b) y = 700,00 + 0,05 - 43000,00 = R$ 2.850,00
12. a) Como em 6 segundos a velocidade diminuiu
18 metros por segundo, a cada segundo a velocida-

de diminuiu 3 metros por segundo. Assim, a lei de
formacao da funcdo é dada por:

V(t) = 18 — 3 - t (t em segundos e V em metros por
segundo)

b) V(0)=18=3-0=18m/s
) V(25)=18—-3-25=105m/s
13.a) y=k-x—=1=k-05.. k=2
b) Se dobrarmos o valor de x, o valor de y também
dobrara.

14.a) x=5—-y=36-5=180
Portanto: 180 m
x=10—->y=36-10= 360
Portanto: 360 m
x=60—y=36-60=2160
Portanto: 2160 m

b) Também dobra.
c) Sim.

d) Como L=35, a constante de proporcionali-

X

dade é 36.

15. Resposta pessoal. O aluno devera elaborar uma si-
tuagao que relaciona o salario de um vendedor em
funcdo do total de vendas.

CAPITULO 10 - FUNGAO QUADRATICA
Pagina 137

LA —(—6)*/(—6)* —4-1-5 _6%4 |

2-1 2

SoXx=50ux=1

by yo —(9EN-5P-432 _ sx1

2-3 6
2
x=lou x=—
3
—(—5)%J(—52—4-1-2 5+17
¢) x= 5 i

5+17 5—-J17
x=f ou x=T

-6+ J6=4-1-0  —6%6

d) x=
Z2-1 2

L x=0oux=—6

—(=5)£ (=57 =4-6-1 _ 5%
) x= = %

26 12

e

1
SX=—oU X =
2 3

—(=3)= (=32 —4-10-(-) _ 357

f) x=
2-10 20

-0+ J0'—4-1-(=25) 0=+10
g) x= =
2-1 2

sox=50ux=-5
W2 £V -4-10 22 =27
h) x= =
2+ 2
x=0ou x=—2\/.2‘
—6+. 62 —4-1- — -
. 6+.,/62—4-1-15 _ —6xJ-24 I
21 2
2.a)A=6*—4-2-11=-52
A equacdo nao possui solucdoes reais.
b)A= (=9 —4-1-(=5)= 101

A equacao possui duas solucdes reais e distintas.




OA=4—-4-4-1=0

A equacdo possui duas solucdes reais e iguais.
dA=(—6*—-4-9-1=0

A equacao possui duas solucdes reais e iguais.
e)A=12—4-01-2=02

A eguacdo possui duas solucdes reais e distintas.
flA=(3Br—4-1-6=-21

A equacdo nao possui solucdes reais.
La)0—x-+2D=0..x=90uU
x==2-55=1{9 -2
by(x+3)-(x—2)=0..x=—-30u
x=2—-5={=32

1 3
c) (9x—i}-(2x+3)=0.'.x=? ou x=—?—)

9 2

d) (x—/5)-(x+5)=0 .. x=5 ou x=—15—

- 5={/5,—5}
1=a’ a==1
.a) 1—2=—2ab=4{1=ab ()
b2 =k b2 =k

Substituindoa = 1em (l), temos b = 1 e assim:
k=(yP=1

Substituindo a = —1 em (), temos b = —1 e as-
sim:
k=(—12=1
Portanto:
k=3
1=3? a==1
b) § 6=2ab=13=ab ()
b?=k b? =k

Substituindoa = 1 em (I), temos b = 3 e assim:
k=0Fr=9

Substituindoa = =1 em (), temos b = =3 e as-
sim:

k=(—3P=9

Portanto:

k=9

9=g a==3
) i—6=—2ab =4 3=ab ()
b=k b’ =k

Substituindo a = 3em (l), temos b = 1 e assim:

k=(1)2=1
Substituindoa = =3 em (), temos b = —1 e as-
sim:
k=(—=12=1
Portanto:
=1
=+
=g =
d) 1 1=2ab= i=4::Jt;~ 0
bt= ?
b’ =k

Substituindoa = 1 em (l), temos b = % e assim:

1Y 1
k:— —_——
) =

Substituindo a = =1 em (l), temos b = —%e
assim:
1Y
o4+
2 4
Portanto:
k=_1_
4
3=g? a=tJ§
e) {-23=-2ab={B=ab )
b=k b =k

Substituindo a = /3 em (), temos b = 1 e assim:
k=(1P=1

Substituindo a =—J3 em (), temos b = —1 e
assim:
k=(—1¢=1
Portanto:
k=1
1=g a=x=1
f) {k=2ab= i=4::'b (1)
25=ph2 2
b=x*5

Substituindoa = *1e b = %5 em (l), temos:
k=2-(x1)(x5==10

Portanto:

k=x10
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k=a* k=a’
g) {—12==2ab = J6=ab ()
36="4? b=%*6

Substituindo b = 6 em (I), temos @ = 1 e assim:
k=(1)2=1

Substituindo b = —6 em (I), temosa = —1
e assim:
k=(—1)2=1
Portanto:
k=1
16=ad’ a=x4
h) {16=2ab = { 8=ab ()
b*=k b* =k

Substituindo a = 4 em (I), temos b = 2 e assim:
k=(22=4

Substituindoa = —4em (l), temos b = —2 e
assim:
k=(—2P=4
Portanto:
k=4
=+
1=a? a==1
i) {—1==2ab= %=ab )]
b=k
b=k

Substituindoa = 1 em (I), temos b = % e assim:

1

Substituindo a = =1 em (I}, temos b = —7 e
assim:
2
kz[_i] _1
2 4
Portanto:
i 1l
4
1=a? a==]
) {25 =2ab={V5=ab ()
b*=k b*=k

Substituindoa = 1em (I), temos b = J5 eassim:

k=(J5 ) =5

Substituindo a = —1 em (I}, temos b = —5 e
assim:

k=(=5 =5
Portanto:
k=5

AXR=22+1=0>K—=1)2=0 " x=1—=

= 5={1}
b)X+6x+9=0=(x+32=0.x=-3—>
= 5={-3]
) —6x+1=0..08x—12=0-

2
1 1 1
d) 4 x+—=0=|x+—| =0 x=——>
4 2 2

e) 3x2 =23 x+1=0—(3x=1}2=0 .. x=g~)
—-.»S:{ﬁ}
3
f) Parak = 10:
P+ 10X+25=0Kx+5P=0ox=—-5-
—S={-5]
Parak = =10

¥=10x+25=0=(x—5P=0..x=5=35={5}
gl X —12x+36=0>x—6F=0..x=6—=5S={6}
h)lex* + 16x+4=0—>(4x + 2> =0 ..

x=—i—55= .
2 2

2
; 1 1
i) x2+x+T=O—>[x—?] =0 x=—=

-

J) 2 +2U5x+5=0>(x+5)2=0..
o x==5 55={=5}

.a) Sex =7 entdoy =0.

b) Sey = 9,entdox = 0.



¢) Se x = 0, entdo y pode assumir qualquer valor real.
d) Se y = 0, entdo x pode assumir qualquer valor real.

7Z.a) ¥+ ox=0-ox-x+6)=0.
Lx=0oux=—-6-—25=1{0—6}
b)x¥—16x=0—>x-(x—16)=0 ..
Lx=0oux=16—=5={0; 16}
Q5 —Tx=0-ox-x—7)=0 ..

—=x=00u x=l-)5= 0;l
5 5

d) X2 +V3x=0-x-(x+3)=0.. x=0ou

ou x=—+3 535={0,—+/3}

8. a) soma =—%=L‘ produto =_Tz=—2
b) soma =— (=6) =i; produto 5 __ 5
2 4 4
) soma =—i_12ﬁ=—12; produto =—3:5-=36
d) soma =—ﬂ=l; produto =£=g
7 7 7
e) soma =——2-J-2_—=—\E; produto e
2 2
f) soma =—i=8; produto =i=12
c m=5
9. rp=—=-8= =>m==3
a

10. Sendor, = 3r,, temos:

k k

e 4r,=—— S
VTR =3 =~ 92
i = = 2

Rk =r— pf=— |a=t—
a 3

Como k é um namero real positivo, entao:

3 3 12

Paginas 145 e 146
1. a) E funcio quadratica, pois:
fX)=5x*—4x(a=5b=—4c=0)
b) E funcio quadrética, pois:
g)=x¥—16@=1;b=0,c=—16)
¢) Nao é funcao quadrética, pois:
h=x—2x—3x+6—x*==5x+6

d) E funcio quadrética, pois:
mix) =92 —2+%(@=9%b=9c=-2)
e) E funcao quadrética, pois:

1 1
=42 =%+ —|a=4;b==2;c=—
plx) X 2 {a € 4)

.a)fi0)= —0?+5-0—4=—4

b)i—2) = —(—2+5-(=2) —4=—18
) f(\5)=—(5) +5:5 —4=—9+55
dfim—1)=-(m-1P+5-(m—1)—4=

=—-m+2m—-1+5m—5-—4=
=—m*+7m-10

. a) f(0)=4-0+4-0+1=1

b) f(x)=0—24x’+4x+1=0—

4 [FoTAT

—x= =
2-4

N =

—4*0 1 1
= SLX=——oux=——->5=+—
8 2 2

LA ) =00 +4x=0ox-x+4)=0..x=0

oux=—4
b)fi)=02 —¥+25=0—2x*=25..x=—-50u
x=5
f=0-xX—-16=0—-2xX=16..x=40u
x=—4

d) f(x)=0=>—x2+4x—3=0—

—4x [42—4-(=1)-(-3)
2-(=1)

Sox=loux=3

e) f(x)=0-2x*+x+7=0—

N T

—>x=
2-2

—1x+-=55
4

—=x= SX'R

f) fx)=0>-=-9xI+6x—1=0—>

=6 J62—4-(=9)(—)

—3 x=
2+(=9)
—6*0 1
S xX= =-—F
—18 3
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5,80 f)=0—22—5+3=0.-.x=1loux= %

b)f0)=2-0-5-0+3=3

8 g o [(EBP=404]
7z 4 42

m

6.a)a=3,b=2ec=—1.
bja=—-1,b=4ec=0.
cJa=2b=4ec=6.
dag=3b=1lec=5
ela=5b=—-lec=2

7.a) f(—1)=—=(—=12+4-(—1)= =5
b)f0)=—-0+4-0=0
)f)==-22+4:2=4
dfil)=-12+4-1=3
e)f3)=—-32+4-3=3

B. X =0—-2x—4=0>x=20ux=-2

_ nln—3)

=

70=n?-3n

9. 35

n==7(ndoconvém)
n*—=3n—70=0-
n=10
Portanto, um deciagono.
10. a) A pardbola intersecta o eixo das ordenadas no
ponto (0; 0).
b) i)=0> - +4=0—-2x-(—x+4=0..
~x=0oux=4

A paradbola intersecta o eixa das abscissas nos
pontos (0; 0) e (4; 0).

¢ x,=- =2; yy=fQ)=—22+4-2=4

2-(=1)
d) O vértice da parébola é o ponto (2; 4).

¥

Graficos: DDAE

1. f(=2) = (=22 = 4— C(=2:4)
=)= (=1 =1A(-1:1)
f1)=12=1-B(1;1)
fQ)=2=4->D(2:4)

2:(=1)
=11—=V(2;11)
4
b) sz—ﬁz—ll,'y\;:f(_]}z.

=2-(=12 +4-(=)=1==35V(~1;-3)

c} X, == 1 =Ly — L =-
* dif—yy g 2

0
d) x,=- =0; y, =f(0)=0,1-02+10—>
T i
—V(0;10)
e)
Xy = oy, =H=—3 P 6 F0=
v 2.(_3} fYV
=125 V(1;12)
7 7 7
f} == _f T (P
= a2t [ 2]

13. a) Verdadeira.
b) Falsa (representa o menar).
¢) Verdadeira.
d) Verdadeira.
e) Verdadeira.
14. Nao existe grafico de uma funcdo quadratica com
essas caracteristicas.

. . B

15.a) y=x?—4x+10—>x,= 1 2
Yy =22 —4-2+10=6—V(2;6)
(—4)
b) y=—2x2—4x—18—x, =—— 2 =—;
) y x2—4x Xy 5=2)

Yy =—2-(—1P —4-(=1)—18=—16-V(—1;~16)



16.

17.

18.

19.

(=24) _

€) y=4x’—24x+36—x,=— 5id

3

yy =432 —24-3+36=0—V(3;0)
(=3 __1.

d) y=—3x2—3x—£~)xv =—= :
9:(=3) 2

a) Paracima.
b) Sim.
c) m(2)

d) m(5)

e) Todas as parabolas tém vértices no ponto (0; 0).
I = m(x)

Il = h(x)

= glx)

IV — fix)

glx) =x*+1

Graficos: ©DAE

fix) =

hix) =% —1

gy :

a) As coordenadas dos vértices das pardbolas que
representam as funcoes f, g e h, nesta ordem, sao
;0,0 1)e(0—=1).

b) Sim.

€ gk

a) A(X)=x-(20— x) = —x* + 20x, sendo xem cm
e Aemcm?’

b) x>0e20—x>0—-20<x<20

€ A(B)=5-(20—=5 —A(5) =75(mcm?)

d) Ak)=75> —x*+20x=75—
=X —=20c+75=0—>x=50ux=15

Portanto, existe outro valor de x tal que a area é
amesma gque parax = 5.

20. a) A, = X’ (area do primeiro quadrilatero) e A, =
= x* — 9 (érea do segundo quadrildtero).

b) Sim, porque x*>x* — 9 para todo valor de x.

Padgina 152
v SN O T
1.a) YV=—47M=—4-—)im(f}=[—4;+m[
4-1
02—4-(=1)-0
b) yy=—————— " — =0-Im(f)=]—e,0
)y PEa —=Im(f)=] ]
(=16F —4+(—4)-1
9 y,=- =17 5Im(f)=]—o0; 17
) W 1) —im(f)=]—eo;17]
B fgofs
d) yu=_u=5_ﬂm(ﬂ=[5;+m{
4-1
62—4-2-(—8) 25
— ———— |
o W 4-2 2
25
Im(f)=| ——; 4+
—Im(f) [ S [
52—4-1-6 1 1
f =— == Im(f)=| —— Feo
) W 24 4_’mf}|: 4’ [

2. a) Valor minimo igual a —4.
b) Valor méximo igual a 0.
¢) Valor méximo igual a 17.
d) Valor minimo igual a 5.

e) Valor minimo igual a —%.

f) Valor minimo igual a —%‘

3. a) O perimetro mede:
2-(2x+ 100 — 2x) = 200 m
b) S = 2x- (100 — 2x) = 200x —4x*
) x=10—>5=200-10—4- 10> = 1600 m?
d) S = 900 — 200x — 47 = 900 —
4x2 —200x + 900 =0— x? —50x + 225 =0 ..
Lx=50ux=45
Tanto para x = 5 ou x = 45, as dimensdes do re-
tangulo sdo iguaisa 10 m e 90 m.

e) O valor de x para o qual a area é maxima corres-
ponde a abscissa do vértice da pardbola que repre-
200

——= 25m.
2-(—4)

senta a funcdo, ou seja, se x=—

Se x = 25 metros, a area do retangulo é igual a:
200 - 25 — 4 - 252 = 2500 m?
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4, Sendo b e h as medidas dos lados do retangulo em
metros, temos:

2b+2h=80—=b+h=40

a)b=10->10+h=40-h=30m
Assim, a area do retangulo é igual a:
10 - 30 = 300 m?

b) A drea 5 do retangulo é dada por:
S=b-h=b-(40—b)=40b -t

A &rea é maxima se b:—i= 20m.Se b = 20,

entdo h = 40 — 20 = 20 m, ou seja, o retdngulo tam-
bém é um quadrado cuja drea é igual a:
20 - 20 = 400m?

5. a) f{10) = 102 — 30- 10 + 5000 = R$ 4.800,00

b) x,=— (;3?) =15(unidades)

c) y, = f15) =152 — 30 - 15+ 5000 = R$ 4.775,00
6. Sendo b e h as dimensodes do galinheiro, temos:
b+ 2h =400— b =400 — 2h
A drea S do galinheiro é dada por:
S=b-h= (400 — 2h) - h = 400h — 2h*
400
2:(=2)

A drea é maxima se h=— =100 m. Se

h = 100, entao:
b=400—2-100=200m
Assir, as dimensdes do galinheiro para que sua area
seja maxima sdo 100 m e 200 m.
7.a) —400- (x — 20) - (x — 4) = 19200 — x* — 24x +
1286=0—=x=8o0ux=16

4+20

b) O lucro é maximo se x= =12 éigual a:

—400 - (12 — 20) - (12 — 4) = R$ 25.600,00
8.a) x+2y=20-x+y=10->y=10—x
A drea S do retangulo é dada por:
S=x-y=x-(10—x) = 10x — x*
10
2-(=1)

A drea @ maxima se x=—

=5m.%ex=25,

entdoy = 10 — 5 = 5m, ou seja, o retangulo tam-
bém é um quadrado.

b) Como a érea do tridngulo pintado € igual & meta-
de da area do retangulo, basta calcular as dimen-
sdes do retangulo para que sua drea seja maxima.
Neste caso, voltamos ao primeiro prablema e,
analogamente, concluimos que suas dimensdes

devem ser iguais a4 m e 4 m, ou seja, o retangulo
também é um quadrado.

—11x 1% —4-1-10 )

9 x2+1lx+10=0—>x= 54

sSx==lou x==-10
Assim:
flx)=(x+ 1) (x+ 10)
1
10. a) xu=?*(—10+14)=2;

Yy =—2-(2+10)-(2—14)=288
b) x =—(V3-V3)=\3
W=(3=3V3)-(3+3)=-12
o) g

(=1+1)=0; yy =3-(0+10)-(0—1)=—3

d) x,=—-(—6—4)==5;

7 I

Yy =5-(=5+6)-(=5+4)=—5

e) x,=—(4—2)=T;y,=—3:(1—4)-(1+2)=27

f a8 &
2 2 4

5 3 5 8 121
:8- —+— N R S,
4 [ 4 2 ][ a2 2 ) 2

11.a) l0)=—-0*+6-0+8
Portanto: 8 m
b) 8=-2+6t+8. .2 —6r=0.-.t=00ut=6
Assim, seis segundos apos ser lancada a bala vai
atingir a altura de 8 metros.

1
2
f x="

6

2:(=1)

d (3)=-3*+6-3+8=17

Portanto: 17 m

12. a) f{10)=10?—160- 10 + 6600 = R$ 5.100,00

b) f100) = 100> — 160 - 100 + 6 600 = R$ 600,00
—160
241

d) f(80) = 80* — 160 - 80 + 6600 = R$ 200,00
Pagina 159

l.a)fix) =0sex=—=loux= =8 fix) >0sex< —8
oux>—1:fx) <0se—8<x< —1

¢ t,=- =3%

(] ty=—

=80 (unidades)



4,

7.

b)fixy = 0sex = —2J2 oux = 2J2_;ﬂx}>05e
22 <x<22: f) > 0sex< =242 oux>22
o i) >0vxeER

d)fix) =0sex=5fx)<0sex5

e)fix) =0sex=—1oux=0;fx)>0sex< —10u
x>0 ) <0se—1<x<0

f) ) <0vxeR

La)f)=0—-ox==1oux=7

b)) <0—x<—-loux>7
X)) >0—-—1<<x<7

Nao existem valores de x para os quais f{x) = 0.
a) 22+ x>0 —)x{—% ou x>0

b) ¥ +9=0—> —-3=x=3

) 2+ 2xx—-5=0—-xeR
dxX—13x+36>0>x<4o0ux>9

e 2 +x=x—10-2¢+10<0 AxER
f) (x — 427> 16 — 8x = ¥>0— x0
A=17=4-2-m=1-8m
ComoA>=0—=1—-8m>0— —8m=>—1 ..

1
Lom<—
8

A=k —4(—1)(—8) =k — 32

AAS0K—32>0k< =42 ouk>42
b)A=0—2K —32=0—ok= —4+2 ouk= 42
A<O—k —32<0—> —4J2 <k<42

a)
@ 8—p
| 3
T Y oo
S S Lo
2 2
il =

Ne)

-1

S={xeER/=-2<x=-1}
b)

{ )
A L .’
2 [

c

Graficos: DDAE

O O o
3 2
—_) O—p
-4 4
——0) O O—p
-4 -3 2 4

S=xeR/x<—4 ou x>4}

d)
o 9
-6 5]
O O o
-5 5
O O-e =
6 -5 5 6

S=xeR/—-6=x<-50u5<x=6}

. xX*=9>0
e) 9 < x*< 5x é equivalente a
x?—=5x<0
-3 3
O ; Q : -
: o : A S
L o 1 b s
' o ; 2
™~ I ' Fa -
= s e o =
-3 0 3 5
S=fxeR/3<x<5}
i . x2=x<0
f) x> x2> 3x —2 é equivalente a:
xI=3x+2>0
A A
L Y ; >
S B
8, -
; ! ; X
O o) O i
A St e sl
0 1 2 X
S=keR/0<x<1}
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VESTIBULARES E ENEM

Paginas 160 e 161
1. Alternativa c.

Como essa pessoa pretende gastar exatamente
R$30,00, dentre os planos apresentados, o mais van-
tajoso € aquele que permite o maior tempo mensal
de chamada pelo valor de R$ 30,00. No gréfico, pode-
mos observar que o plano C € o que melhor satisfaz
essas condigoes.

2. Alternativa a.
Seja H = fix) = ax + b, em que x é o numero de
anos a partir de 2025 (x = 0) e fix) é a populacéo em
bilhdes de pessoas. Assim, os pontos (0; 8,1) e (25; 9,6)
pertencem a f(x). Entao:

8,1=a-0+b b=8,1 b=8,1
= =]
9,6=a-25+b 9,6=25a+b a=0,06
Portanto, a lei de formacao é:
H=fix) =006-A+ 81

W

Alternativa c.

Os pontos (1; —1) e (2; 1) pertencem a R{t) = at + b.
Assim:

—1=a-1+b a+b=-1 a=2
{ 1=a-24b {2a+b=1 = {b=—3
A lei de formacao é:

R)=2t—3

Em quatro meses, ternos:
R4)=2-4-3=5
Portanto: R$ 5.000,00
Alternativa d.

Os pontos (0; 11) e (7; 17) pertencem a Y = f{t) = at
+ b. Assim:

11=a-0+b b=11 =1
= 1 6
17=a7+b " |7a+b=17 " |a=—

A lei de formacao é:
Y=f(t)=%'t+11

5. a) Considerando como funcdes reais, de acordo com
o enunciado, temos as fungdes flix) = 1,5x + 160 e
glx) = 2x + 146, para as empresas ViajeBem e
AluCar, respectivamente. Assim, temos:

iy |

Graficos: DDAE

L
x

0 70

b) O valor cobrado serd o mesmo quando fix) =
= g(x). Assim:

1,5x + 160 = 2x + 146 = x = 28 km

6. Alternativa c.

Para determinar o ponto de interseccao das funcoes,
temos:

¥+1l=—=x+3=2xX+x-2=0=x=—-2(ndo
convém)oux=1=y=2

Assim o ponto de interseccao das funcdes é I(1; 2).
A distancia entreo ponto A el &

Al=J4—1? +(6—2) =25 =5uc.

. Alternativa d.

Como a pardbola tem concavidade para baixo, sua
imagem vai do menos infinito até o y,. Assim, temos:

A 3 —4-(=2)-(—4)
=— =— =2,875
T 4-(-2)
. Alternativa c.

Fatorando f(x), temos:

fx)=2x?=x+3

r
—of =X |43
2

4 8
Assim:
(:.'+m+n=2+i+£=4—1
4 8 8
. Alternativa d.

Igualando V() a zero, temos:

1
43200

t2+3



t2=129600
t==%360min
t=—6h(nao serve)
t=6h

10. Alternativa e.

11.

12.

13

Vértice da funcao f.

X\;:_i=_i—2
2a 21
_A -4
W 4a T A
Ve=(2;,-1)
Vértice da funcdo g:
b —4
2a 2-(=1)
" 4-(=1)
V,=(=2;1)

Assim, a distancia d entre os vértices é:
d=\(=2=27 +(1= (=) =v20 =25

Alternativa e.

Aabscissa dovérticeda pardbola y = %xz —6x+C

(—6)

P
2

entdo V(2; 0) e consequentemente f{2) = 0. Assim:

éiguala — =2 ComaoV pertence ao eixo x,

3
O=7-|02 —6-0+C=C=6cm

Alternativa a.
Se flx) = 4 para todo x real, entao y, = 4. Assim:
A

.5
A

A=-16

4k*—4-29=—16

4k? =100

k*=25

k==%=5

Assim, o valor positivo do parametro k é 5.

. a) Calculando t para que C(t) = 40, temos:

=005 + 2t + 25=40=t = 10hou t = 30h

14.

Como gueremos a primeira vez que C(t) = 40,
entao t =10h. Como o medicamento foi ingeri-
do as 11h da manha de segunda-feira, entao:

11h + 10h = 21h

Portanto, as 21h de sequnda-feira, ele atingira 40
ppm.

b) A concentracdo do medicamento serd maxima
no vértice da parébola correspondente a C(t). Assim:
2

= =20h
2+(—0,05)

Portanto, o médico devera prescrever a segunda
dose 20 horas apés as 11 h da manha de segunda-
-feira, ou seja, as 7 h da manha de terca-feira.

Xy

Alternativa c.
)<g)= X —6tx<2x—=12=x—=8x+12<0
Analisando o sinal de y = x* — 8x + 12, temos:

Grificos: ©DAE

Assim, o produto dos valores inteiros de x que satis-
fazem a desigualdade f{x) < g(x) é:

3-4-5=60
Desafio
a) Como o ponto P pertence a reta r, podemos repre-

t
sentar Pcomo P=[r;—7. Alérn disso, para0 < t < 4,

o triangulo T é retdngulo em (t, 0). Entdo:

A oty BT
A(r)—2 r{z 2] 3 (t—4)

Alf)=

O gréfico da funcao A(t) é uma parabola com con-
cavidade voltada para baixo, cujas raizes sdo O e 4.

O vértice tem coordenadas (2, 1). Logo:

(T[T e,
=y
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b) As abscissas dos pontos de interseccao da reta

y=_§+2 com a fungéoqn:%, sendo x # 0,
acontecem quando:

X K iy Tl
2 X

Para que exista um Unico ponto de interseccao, te-
mos de ter A = 0. Assim:

A= (=4 —4:1:2k=0=k=2

UNIDADE 4 -TRIGONOMETRIA
NO TRIANGULO

CAPjTULO 11 - TRIGONOMETRIA NO
TRIANGULO RETANGULO

Paginas 174 e 175

2.al=52+7ox=74 . x= 74 cm

5 sﬁz? 7 74

b) senf=——= JCOS0 = ——=

V74 V14 74

etgh=—

3.8) = 62+ B2 o P =2 (6x2 . y = 6x3/2

Bj G 6x _ 6x 1 \E
y 6xv2 2 2
cosa=—2 — i J JE
y 62 2 2
bx
goao=——=1
g 6x

4. a) 6>p>a
b) senf=senpB=>sena
¢) cos B> cos B> cos a

d) tgb>tgB>tga
5. a) senC = cosA = %
1
cosC=senA= —
8
tgC = 37

12 4
6. a) tgqu= JtgB=——=—
g gp 5 3
b) sena—i s.er'|[3—£=i
5 15 5
c) cosa—i,cos B=i=i
5 15 &
7.a) 54=_vn3(‘_}"=i—~->i=L x=£cm
15 2 1 2
cos30°=-2 —>£—L = 153 cm
5 2 15 )

15 1543 2253
= am

s St 2

8. Sendo a a medida do angulo agudo oposto ao lado

de medida 1243 , temos:

a=60°

ga=

12443
1{=ﬁ;

Assirm, as medidas dos angulos agudos do tridngulo

medem 30° e 60°.

9. a) tg60°=£—9\/§=£a—«>
X

X
—+3-x=10 . x= 10;5 cm
y 3 y

—>J§-y*—“30 y=10\/3_cm



b) S=%-t’x+y}-10=5-[ ‘Of +10J§]=

cm?

_ 5{ 4043 ]= 200V3

3 3
10. Sen(x)=$ . BC=sen(x)

cos(x)=% - AC=cos(x)

F F
1", senase=tr_ V2 _ 6 ~F,=25J2N
2 50
cosdse=—2_ s 2 _F ~F,=25/2N
50 2 50
12 tgf>0°=i—>y=x£
X
3 3
tg30°=—2 LN S———
x+200 3 x+200
x=100m—)y:100~f37m
13, 1g30°= h 3 _ h ol 10043 .
100 3100 3

14. Sendo h a altura de cada degrau, temos:

. T, - h=0,16m

sena=i—5—
9,6 3

CAPITULO 12 - TRIGONOMETRIA EM

UM TRIANGULO QUALQUER
Paginas 180 e 181
2\5 _ X _ ¥
" sen30° senl120°  sen30°
23 = u —9—-x=2ﬁ-£ x=6u
sen30° sen120° 2 2
23 oy
sen30°  sen30® y=23u

2. a) Sendo x a medida do terceiro lado, temos:

X=8+ (83 —2-8-8J3 - cos30°
X=64+64-3—64-3

X =64

x=8cm

b) Sendo « e B as medidas dos dois angulos desco-
nhecidos, temos:

83

senp

8 8

sen30® sena

3. 0 dngulo B mede 180° — 45° — 15°, ou seja, 120°.

Assirm:
AC _ BC - AC _ 20 -
sen120° sen45° J3 47
2 2
2043
= AC= =106 cm
NG

4. a) Dois angulos internos medem 120° e os outros

dois medem 60°.
b)(BDR2 =42+ 72—2-4-7-cos 120°
(BD)? = 16 + 49 + 28

(BD)? = 93
BD = Jﬁ cm

¢) (ACY =42+72—-2-4-7-cos60°
(AC)2 = 16 + 49 — 28

(AC)? = 37
AC = 37 cm
3 2
oo x v
sen45° sen 60° 2 2
—~)x-~/§=y-x5

x B & B

Yy B B B3

6. Sendo R o médulo da forca resultante, temos:
RE=42+62—2-4-6-cos(180° — 60
RR=16+ 36+ 24
RP=76

R= 2419 N

Grificos: ©DAE

—a=30°e p=120°

8em

s y _ 8
sen 30 sen60° sen90°®
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X 8 y 8
= - =— .. x=4cm
sen30®  sen90° 1
2
¥ 8 y 8
= — =— -~ y=43cm
sen60°  sen90° B R 4
2

8. Sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao trian-

gulo ABC, temos:

Al =R= L =2R=R=10cm
sen30° 1
2

9. Denominando « 0 dngulo oposto ao lado que mede

30 cm e aplicando a lei dos cossenos, temos:
302=152+ (15§32 —2:15- 153 -cosa =
= 900 = 225 + 675 — 450~/3 cosa =

=0 = — 4503 cosa = cosa = 0

Como 0°<a< 180°% entdo a = 90°. Denominando B
o angulo oposta ao lado que mede 15 cm e aplican-
do a lei dos senos, temos:

30 15 15 1
= = sen
sen90®  senf 30 2

Como 0°<B<C 90° entdo B = 30° e, assim, os angulos
do tridngulo sao 30°, 60° e 90°.

10. Observe a figura:

A B

0 angulo B(’fD mede 120°. Como o lado do hexa-

gono regular mede 6 cm, temos:

BDY=6"+6"—2-6-6-cos120°= (BD)* =72 —

— 72 [—%] = (BD) = 108 = BD = 6+/3 cm

11.

B 4cm C

Graficos: ©DAE

4cm

A N 10ecm M D

Aplicando a relacdo de Pitdgoras no tridngulo retan-
gulo ABN, temaos:

=4 =R x= 7 em

Aplicando a relacéo de Pitdgoras no triangulo retan-
gulo ACM, temos:

(ACR =72+ (J7 2 = AC= 56 cm

Aplicando a lei dos cossenos ne triangulo ABC, temos:

(V56 ) =42+ 4> —2-4-4-cosa=>
3

=S cosa = ——
4

12. Denominando R o raio da circunferéncia circunscri-
ta & estrela de Davi e utilizando a lei dos senos no
triangulo equildtero, temos:

3 3

—=R= =2R=>R=J§cm
sen60° 3
2

13. Denominando x a base do tridngulo isésceles e apli-
cando a lei dos cossenos, temos:

¥=54+5—2-5-5-c0545° = x> =50—50-
2
= == 252-2) = x=5J2—=v2 m
14. Aplicando a lei dos senos, temos:

52 _ 10 1 _ P
sen30®  senp

b=

Como B é agudo, entdo B = 45°

Paginas 184 a 186
1. cos37°=i—>x= ok S =8135m
X cos37° 0,799

2. d = cos42° - 85 + cos 52° - 65
d= 63,17 + 40,02
d=103,19m



3. Considere o tridngulo a seguir.

&0°
¥
X
B 30°
5
. X V3 ox 5V3
g3 =—b——=—=bx= m
5 3 5 3
. 35 1043
oS30 ——yr = gy m
¥ 2y 3

4.14 =102+ (AC2 — 2- 10 - AC - cos 60°
196 = 100 + (AC)2 — 10 - AC
(AC)? — 10- AC — 96 = 0=> AC = 160U

AC = — 6 (ndo convém)
Logo:
AC=16m

5. Sendo x a medida inferior entre as duas partes da es-
cada, temos:

¥X=22422_72.2-2-cos30°

X¥=8— 43
X=8—-7
X=1
x=1m

6. Observe a figura a seguir.

C

60
.
D B
sen60°= B = V3 g, =CD= 1593 m
15 2 15 2

Assim, a altura maxima que o guindaste pode icar o
objeto é:

[ 15‘5 +2] m

2

1 _F
7. sen30°=—2_ = =_8 —F =15N
30 2 30
; 5 F
c0s30°=—2= 3 =—2 —oF =153 N
30 2 30
RP PD RP 5
8. = — = —1
sen45°  sen30° J2 1
2 2

=RP=5\2=7m
9. Observe a figura:

250N
500N
]
Temos:
cos 9 = ﬂ = L
500 2

Como 6 é um dngulo agudo, entdo 6 = 60°.
10. Observe a figura:

Graficos: ©@DAE

60°

F
180°- 60° = 1200 2 200

Aplicando a lei dos cossenos a um dos triangulos
congruentes que formam o paralelogramo, temos:

FE=15+ 107 —2-15-10- cos 120° = F2 = 225 +

+100—300-—%:>Fa2=475:>a= 5419 N

11. Observe a figura a seguir:
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Aplicando a lei dos senos, temos:
1

F 200 2
= =F=——=106,4N
sen30°” sen110° 0,94
F 200 200-0,64
2 = =F="—""=136,2N
sen40®  senl110° 0,94
12. Observe a figura: .
¢ :
@
S
r' 60° “
x i Ny
52 . 50° 700
) S soom T L
Aplicando a lei dos senos, temos:
a) X o A0 OO o
sen70°  sené0’ Ja
2
200 200-0,77
b) Y - =y ——=181,2m
sen50°  sen60° 3
2
VESTIBULARES E ENEM
Paginas 190 a 193

1. Alternativa a.
Sendo x o valor da meia corda, temos:

N5

X
send5°=—"_ esx=60-Y2_ =302
60 2

2. Alternativa d.

Temos a seguinte disposicao:

'rgﬁO":%::’x=l,2-J§E‘t,2-T,?=2,04

Logo, a altura do monumento &, aproximadamente;
130 + 2,04 = 334 m

3. Alternativa c.

A
} x=16-11=5

y=11-395=7,05

Sendo a e B dngulos agudos e utilizando os valores
da tabela, temos:

sena=i=L:>a=3O°
0 2

senﬁ=%=0,705:uz45°

Assim, AEB € aproximadamente:
30° + 45° = 75°
4. Alternativa e.
Comox-y=10m%z=y-cos25°e A= x-z seque:
A=x-y-c0s25°=10-09=9m’
5. Alternativa e.

De acordo com a foto, podemos montar a seguinte
imagem:

L3
C B

Em que BC corresponde a uma das arestas da base do
prisma quadrangular obliquo.
Temos:

~ BC BC
1gBAC =——=1g=15"=F———=
g IR 14

=BC=0,26-114=BC=29,64m
Coma a base & um quadrado, temos:
Ase = (BOY= (29,64) = A,,..= 878,53 m’



6. Alternativa b. 10. Alternativa b.

Seja h a altura do preédio, temos: De acordo com o enunciado, temos a seguinte
h=16 i situagao:
30°=— 2 h—16=80V3 - ———
o 8043 3

e h=816m

Graficos: BDAE

7. Alternativa a.

De acordo com o enunciado, podemos montar a se-
guinte figura:

A
e A 2000 m & &
#m Como a = 30° os angulos agudos no tridngulo re-
52m tangulo ACP sao 30° e 60° e no tridngulo retdngulo
Ol 100 BCP s3o 60° e 30°. Assim, APB = 30°. Logo, o trian-
gulo ABP é isésceles de base AP. Assim, no tridngulo
v 4 &m BCP temos:
Y . 3 x
o sen60°® = = = = x=1000+/3 m
0go: 2000 2 2000
44 44 i
tg10°= o s x=250m 11. Alternativa b.
& 0,176 Depois de uma hora de viagem, podemos montar a
8. Alternativa b. seguinte figura:

Sendo x a altura da rampa, temos: 4 Norte Navio 1
sen 30°=L=>x=0,5-300=>x=150cm
300

Como cada degrau tem 30 c¢m de altura, devemn ser
construidos:

E~=5degralus
30

9. Alternativa e.

De acordo com o enunciado podemos montar a se-
guinte figura:

Navio 2

B
% Assim:
xX=162+62—2-16-6-cos 60°
& 2 =19
x=14km
1 12. Temos:;
A 3k C
d—102 d—102
cos10°=——=0,98=——
Temos: 100 100
(BO): = (3k? + k2 = BC = k10 =d=200m
Logo: Logo:
cosx=—K_ -1 __Ao tg7°=—"1 = h=012-200= h=24m
kKo Yo 10 d
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De acordo com a figura, da ponta do barco até sua
parte mais alta, temos:

20—4=16m
Como 24 > 16,a altura da ponte é suficiente para
que o navio passe sob ela.

13. Alternativa d.
Considere a figura:

B

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

(3R = R? + (BPY = BP = R22
Logo:

BP  RW2  2\2
AP 3R 3
14. Alternativa a.

cosa=

Temos:

BP
tg60°=——=BT=0,87m
BT
Supondo que o angulo de incidéncia é igual ao de
reflexdo, ou seja, P ?B =D ?C} temos:
tg 60°=£=>Cr51,56m
T

Assim:
BT+ CT=242m
15. Alternativa c.
Do trigngulo retangulo AEO, temos:

t930°=£=>EO,=2cm
AE

E, ainda:

sen30°= EQ, = A0, =4cm
AQ

1

Sendo R o raio da circunferénciak,, temos:
AO,=4+2+R=6+R

Assim, no triangulo retangulo AFQ,, temos:

sen30°= FO, =L=L=R=6cm
AO, ~ 2 6+R

16. a) Considere a figura:

Graficos: ©DAE

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangu-
los ABC, ACD, ADE e AEF, temos:

(AC) = (ABP+ BC =12+ 12=2

(AD? = (ACY¥ + (D)’ =2+ 12=3

(AE? = (AD)* + (ED)* =3+ 12=4

(AFP = (AEP + (EFP =4+ 1 =5=AF= 5 cm
b) Analisando os angulos agudos nos triangulos

ABC, ACD, ADE e AEF, gue compdem o angulo a,
observamos que:

- tridngulo ABC — g BAC = += 1. Portanto:

BAC=45°
- tridngulo ACD — tg CAD ! £
2 2
2

Como o <1, podemos concluir que: CAD < 45°

« triangulo ADE — tgDAE=——=

Portanto: DAE =30°

- trigngulo AEF — tgEAF =——=

% <1, podemos concluir que: EAF < 30°
Logo:
a=BAC+CAD +DAE+EAF <45°+
+45°4+30°+30°= a<150°



Graficos: ©DAE

|

17. Alternativa d.

o

< 9 >

Na figura, temos:
A=6=x-6=6=x=1=DE=28
No triangulo ADE, temos:

AE2=6"+ 8= AE=10

Logo:
8 4
osu=——=——=——
AE 10 5
Desafio
Alternativa d.

Lembrando que o incentro € o encontro das bissetri-
zes, podemos montar a sequinte figura:

No triangulo BCl, temos:
a+p+105°=180°= a + B = 75°

No tridangulo ADE, temos:

20+ 2B+ 0=180°=2(+p)+6=180°"=2-
75°+6=180"=06=30°

Como DE //BC, entio:
DBC=180°—EDB=180°—135°=45°

Aplicando alei dos senos no triangulo ABC, temos:
AC BC AC 10

nDBC  send . 2 1 =AC=1042
22
UNIDADE 5 - FUNCOES
EXPONENCIAIS

CAPITULO 13 - POTENCIACAO
NOS REAIS

Pagina 203
1L.A=(—-12) = 144eB=—122= —144
a) A#B
b)A>B
c) Nao.
d) Certa.
e) Certa.

2. Eles sao iguais. Porgue, no produto de poténcias de
mesma base, adicionamos 0s expoentes e conserva-
mos a base.

3. Eles sao iguais. Isso acontece porgque, na divisao de
poténcias de mesma base, subtraimos os expoentes
e conservamos a base.

__1075-103-(10-2):
1073

5. (0,2 + (0,42 = 0,008 + 0,0256 = 0,0336

6. a) 0,0000000042 = 4,2 - 10-°

b) —2381000000 = —2,381 - 10°

¢) 0,00000036 = 3,6 - 10~7

d) 321,03 = 32103 - 102

e) 82000000000 = 8,2 - 10

f) —0,000749 = —7,49 - 10~*

—_ 10—5+3—4+3 p— 10—3 =0,001

;
7.a) \7=72
2.
b) {22 =23
a1
o Yn=n?
1
d) {5=5*
3
e) 422 =2*
_r
f) 31 =32
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8. a) Sim. O algarismo do expoente indica o niumero de
casas decimais que existirdo na representacao deci-
mal e também o nimero de zeros do denominador.

1
1000000000000
g, a} 75 o 74 — 754—4 — 79

b, ()(2)3 =yl 3= yb

C} 5n+'| = 5n—2 _— 5n+1+n—2 —_ 52n—1

b) 10-12= =0,000000000001

3? —_ 75 =122
d) —-=3-5=3
10 Ly =71+x+1—x—x—2=7—1¢
* Fx a2
12
11. a) 1012:10]°=$T=1012—'0=102=100
-3
g %=0,2—3+6=0,23 =0,008
C] 2_2_2—3=2—2—3 =2—5 =_1_=L
2% 32
=2 —3
A T S T
02 10° 1000
) 1073-10° =1Q3+5-1-4 =103 = L
10-10% 108 1000

12. 327 +J64 - 387 +4 =
_ arali=a
13.a) R$ 1500000 - (1,01)°= RS 1656933
b) RS 15.000,00 - (1,01)'®==R$ 17.942,21
©) R$15000,00 - (1,01)%= RS 2146153
d) R$ 15.000,00 - (1,01)'5 = R$ 15.225,56
14. a) 34- 107 = 0,000000034
b) 1,8~ 10'2 = 1800 000 000 000
¢) 52-107 = 0,00000052
d) 1,9- 10'° = 0,0000000019
e) 7-10° = 0,000000007
f) 53- 10" = 530000 000 000
g) 137-10° = 1370000000
h) 45 - 10-¢ = 0,0000045
i) 8-10=0,0008
j) 2,14-10"2 = 2140 000 000 000

15. a) 342 10° = 342 10°
b) —17-108= —1,7- 1077
) 46-107 = 46- 108
d) 154-10° = 1,54 - 107
e) —62-10°= —62-10°
f) 84-10" =84- 10"

CAPITULO 14 - FUNCAO
EXPONENCIAL

Paginas 210 e 211

1. a) Crescente.
b) Sim, pois f{2) - f(3) = 62 - 62 = 6° = f(5)
) fl—4)-f4) =6*-6'=6"=1

2. a) Nao.

R R S R
b) f(-3) [5] 5 >£(3) [5] =

¢) Sim, pois:

1
f(=3)-f(3)=5 -?=1
3. (107%107%10% 107 10%) = (0,0001; 0,01; 1; 100; 10000)
a) Sim, cada valor de x, a partir do sequndo, é igual ao
anterior aumentado de duas unidades.

b) A partir do segundo, o correspondente valor de fé
igual ao anterior multiplicado por 100.

y & g

Graficos: ©DAE

i |2

>
X

O conjunto imagem da fungado f(x) = 2x + 1 é]1;
+x[eodafunciog(x) = 2x + 2é]12; + o[,



Graficos: ©DAE

A

a) Decrescente.
b) Im(f) =—0; + o[

o f(NZ)-F(—Z J=[%]ﬁ -[l]_ﬁ =[i]u o

3 3

6. a) f(1) =7 f(4) = 7% f(7) = 77, f(10) = 7' f(13) =

= 7'3 f(16) = 71

f4) _7¢ 5 ) T .
f(1) 7! " f(4) 7* '
f(lo) _ 7 __,.

f(7) 77 '

s _ g Te) e
f(io) 7° * fl13) 7™

7.fla+3)=5M3=59.5 = f(g)- 53 = k- 125 = 125k
8. flk+1)—f=2"=2k=2¢-2=2=2*.2=1)=
=2%.1=2=f(k
9.a)fl0)=2—=a-"=22a=2
fl=6—22-b'=6—2b=23

b)f(=2)=2-3?= £
9
c) flk+ 1) —flk=
= 2.3+ 2.3k =
=2.3.3 — .3 =
=3k.2-3-2)=
= 4.3k
10. (l) Verdadeira.
P=16>2=2 x=4
(1) Falsa.
=164 =4, x=2
() Verdadeira.
F=81o3F=3"-x=4

(V) Falsa.

X
1
[?] =162 =2% ", x=—4

(V) Verdadeira.

1

(-G

(V1) Falsa.

11. a)

b)

o]

d)

¥
P2 =2y P —62= 2_2

Y»=m
m
m-8—62=T—>32m—4-62=m—>

—23Im=4-62. . m=28
=mol=8-s2=2P y=3
S={3}

¥
YT+ 52 =126 555"+ -%5- =126

=m

m-5+ % =1262125m+m=25-126 .~

Lm=25
Y=m—oa¥=2535=" y=2
5= {2}

I+ I+ =13

X

— 3 +¥F+3F-3=13
F¥=m

% +m+m-3=13—>

»m+3Im+9m=3-13-.m=3
F=m—-aF=3 .x=1
5={1}

pppr=gy Ly T g

7
*=m
MM 8 s m+m=8-49 . m=49
7 49
=M T=49a37*=T72 - x=2
S={2
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12.a) Nao apresenta solucao real, pois 2 elevado
a qualgquer ndmero real resulta em um ndmero
positivo.

b) Naoapresentasolucaoreal, pois 4 elevadoa qual-
quer numero real resulta em um nimero positivo.
13.a) *=y—>y ' — % +8=0..y=1louy=28
y=122=1.x=0
y=8—22=8—2=2P_ . x=3
S=1{0;3}

b) %=m—m’=—625m=0..m=0o0um =625
m=0-5=0- AyeR
m=65-3Y=65>Y=5. y=4
S= {4}

€ ¥=yoayP—6y=27>y—6y—27=0.

y=9ouy= —3
y=9-33F=90-53F=3 - x=2
y=-3533=-3 - AyeR
S=1{2

d) 2"=yoy=3y—22y—3y+2=0.
Ly=louy=2
y=1=22"=1.m=20
y=2-2"=2 m=1
S={0; 1}

e) ¥=y—=yP—12y+27=0.-..y=30uy=9
y=3233=3 - x=1
y=9-3¥=0-3=3 - x=2
S={1;2}

f) 5"=y >y + 125=30y >
=y =30y +125=0. . y=50uy =25
y=5=235"=5--m=1
y=25=35"=5_ .m=2
S={1;2}

14. Funcao crescente: afirmacdes 1 e 3.

Funcao decrescente: afirmacdes 2 e 4.

15. () Verdadeira.

(1) Falsa.

() Verdadeira.

(IV) Verdadeira.

(V) Verdadeira.

16.a) 5\ =125 2=2595x—2=0. . x=2
S=XER|x=2}

'
7
—2x=3=4- x=7 . .x= T

7
S={><EER.' XE—}
2

Q) (0,8)2~*>(0,8)3*3 542 —x<3x+3—

—4x? —4x—3<0 .- —i<>¢:<i
2 2

S={xER|—i<x<i}
2 2

d) a >33 5x?—4x>—-35x2—4x+3>0 -

Lx<loux>3
S=xER|x<1oux>3}

e) a4 >atsx? —dx<—3x2—4x+3<

So1<x<3
S=KxER|1<x<3}

Paginas 215 e 217
1. a) N(10) = 20000 - 3%5*'° = 20 000 - 3°= 14 580 000

b) N(f) = 3 - 20 000 — 20 000 - 3% = 3 - 20 000 —
—06t=1

= % minuto ou 1 min 40 seg
2.a)Q10)=0Q0) - 2% "=2000-2"=625

b) Q() = é L QO) = Q)27 = —— . Qo) >

.
64
— 270t =76
— =05t = =6 ..t =12 (minutos)
3. a) f{0) = 10000 - (1,10)° = R$ 10.000,00
b) {1) = 10000 - (1,10)' = R$ 11.000,00
¢) f{2) = 10000 - (1,10 = R$ 12.100,00
d) {10) = 10000 - (1,10)"°= RS 25.937 42
4. a) 066-09 =059
Logo: 0,5%tm
b) 059 - 0,9 = 0,53
Logo: 0,53atm
c) P = (0,9)h atm (sendo h em quildmetros)
5. a) R$ 50.000,00 - 0,85 = R$ 42.500,00
b) R$ 50.000,00 - (0,85)* = R$ 36.125,00



6. a) f{0) = 50000 - (0,85)° = 50 000
f{1) = 50 000 - (0,85)' = 42 500
f(2) = 50000 - (0,85)* = 36125
b) Decrescente.
c) 85%
d) 85%
e) A funcao que fornece o valor do carro, apds t anos
éV(t) = 50000 - (0,85), com V(t) em reais.
7. V(n)=\V0-(1,02y
8. a) 2 horas — 2?- 8 = 32 (bactérias)
b) 6 horas — 25- 8 = 512 (bactérias)
¢) thoras — 2t - 8 (bactérias)
9. Resposta pessoal.
Como a taxa é 3% ao més, o montante de um capital
C (o aluno devera determinar) apds t meses é dado
por:
M(f) = C- (1,03)
10. Sendo V, = 50000, temos:

3
& 512

V(3)=50000-[(0,8)’]* =50000-———=25600
1000

Logo, o valor € R$ 25.600,00.

11.a) A razéo'&};]??{I representa a fracao que sobra
da mistura original depois de substituidos a mL da
mistura. Como ha inicialmente 800 mL de acido,
apos realizar n vezes esse processo, a quantidade de
acido na mistura € dada por:

800—a ]"
— | mL
800

Como, apos cinco retiradas consecutivas, restardo
na solucao final obtida 25 mL de acido, temos:

800—a Y 800—a ) 1
800-[79] = :,[7“) 1
800 800 32

=a=400 mL
b) Para retirar 5 mL de acido dos 25 mlL restantes,
devemnos calcular quanto se deve retirar dos 800 mL
da solucgdo. Assim, sendo x a quantidade a ser subs-
tituida, temos:

._2,§_H=,§_5160m|_

800 X
12. a) Temos:

00 s00o 1422 =0
142>

V(n}=800{

5 1
= =) == t=4
4 4

13.

CAP{iTULO 15 - LOGARITMOS
Paginas 224 e 225

1.

A,
.a) iogzs-i-logh%-q-lggss2 =3+(_2)+?=_

. Néo, porque se x = 3, terlamos log, 0, 0 que naao satis-

La)x—3>0.x>3

. a) [LJ =27-x=log, 27=-3
3 El

Portanto, 4 anos.
b) Aumentando muito o valor de t, o valor 2° ~'ten-
de a zero. Assim:
P{)= 500
1+0
Portanto, o nimero de passaros dessa espécie se
aproxima de 500.

=500

Considerando t emn minutos, apos 10 minutos temos:
P(10) = P, - '™
Assim:
P(10) —elt=Q
Py
Apds 60 minutos, temos:
P(60) = P, - e
Assim:
P(ﬁO) zesnk z(emk)ﬁ =Q6
Po

Portanto, o expoente € 6.

a)log:625=x—>5 =5, .x=4
b)log,32 =x—=2=2..x=5
log;8l=x—>F=3 x=4

d) 10gge 0,0001 = x — 0,01* = 0,0001 —
—10%=10"*~x=2

e)log,343=x—>7=7 . x=3
f) log,216=x—6=6"". x=3

— 22 =23

g) 2]61094i =x—=4= s
8 8

3x

h) log, 5 27=x—(33 )} =38 532 =33 - x=2

1 3
2

b)log,9 + log;; 169 = log, 81 =2+ 2—-4=0

faz a condicdo de existéncia de logaritmos.

b)3x+21>0—=23x>-=21 .. x>—7

x—1
Xx+3

o) >0 x<—3oux>1

111
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b) 5= 625 = x = logs 625 = 4

€) 32*= 16— x = logs, 16 = %

d)3¥=81—-x=log;81 =4

1 1
e 3x=_.._>x=b —
) 31 J3

81
13 144 144
f) | = | =—=x=lg,, —=-2
) [12} 169 Og% 169
6. a) log. 5 =1

b) log: 25 = logs 5 = 2
c) log »C}IE14=>':m>S"=iﬁ>5"=L~+5"=5‘2 :
2 100 25 h
Sox==2
d) log. 125 = log; 5* = 3

2 1
e) |0950,2=><—)5‘=W—>5‘=?—)5‘ =57 - x=—1

Tow x—22>0:5x>2
e« X=2#1.,x#3
s 22X +8>0— —2x>—-8. . x<4
Assim, 2 < x<4ex=3.
8. () Verdadeira.
(IN Verdadeira.
(1) Verdadeira.
(IV) Verdadeira.
(V) Falsa, pois 4' == 2.
9.« x+1>0—2x>—1
s X+ 171 2x%0
e X+ 3x— 18>0, x< —60ux>3

Assim, x> 3, pois sao os valores que verificam as
trés condicoes.

10. a) —4x+8>0—> —4x>—-8 ... x<2
b) 3x+ 21 >0 3x> =21 . x>—7
€) »—x+7>0.-x<7
c=x+7E1 L x26
2 =5>0sx< =50ux>5
Assim, x << —SouS<x<7ex#6.

d) «x—2>0..x>2
sX— 2% S XES
Assim, x> 2ex# 3.

11.a) 3x+2>0ex+26>0

«log. (3x + 2) = log, (x + 26) —
=3 +2=x+20-232x=24>

12.

13.

14.

->x=12-55={12}

b) x+12>0e8x—x*>0
log, (x + 12) = log, (8x — x%) —
=x+12=8k—x¥ox¥—-—TIx+12=0—
Sx=30ux=4-55=1{3;4}

0 10x—=15>0e8x— x>0
<109, (10x — 15) = log,, (8x — x) —
= 10x—15=8x— x> —

=X+ 2x—15=0—2x=-5ex=3—>
— S = {3} (x = =5 ndo verifica as condicdes de
existéncia.)

a) A=(5"%p=23=8

b) B=3%-37% =g]-(3°3 )-' =81 - 5-'=%
Obtendo os valores com cinco casas decimais:
log,, 2 = 0,30103

log,, 20 = 1,30103

log,, 200 = 2,30103

log, 2 000 = 3,30103

log,, 20 000 = 4,30103

log,, 200 000 = 530103

a) A parte decimal do logaritmo.

b) A parte inteira do logaritmo.

a) logs = Iog[%] = log10 — log2 =

=1-0,301=0699
b) log8 =log2® = 3-log2 = 3-0,301 =0,903
©) log12 =log(2?- 3) =log2® + log3 =
=2-log2+log3=2-0,301+ 04771 =1,0791
d) log72=1log(2*-3)=log2* + log3? =
=3.log2+2-log3=
=3-0301+2-04771=1,8572
e) log 00001 =log 10™* = —4-log 10 =
=—4-1=—4
f) logld=log(2-7)=log2+log7 =
= (0,301 + 0,845 = 1,146
g) log15=1log(3-5 =log3+log5=
= 04771+ 0699 = 1,1761

h) log 1,2 = log [%] =log12—log10=

=1,0792 — 1 =0,0792



15. a) log:8 + log: 125 — log; 4 = ;Dgs[ 8-12,5 } =
4

=log:25=2
b) log100 + log50 + log10 + log2 = log(100 - 50
-10-2) =log 100000 = 5

_ (m+1)-m*
(m+8)-n?

(m+1)-m*
16. | =| 5
ek 09"[ (m+8)-n? ]
17. () Verdadeira.
(I Verdadeira.

() Verdadeira.

1
(IV) Falsa, pois %Iog B=logB?.

(V) Verdadeira.
(V1) Verdadeira.
18. log,a — log,b = 5—

- [09;(%} =5525=2.2_-3

Pagina 227

log3

1. a) log, 3=
e log2

log8
b) log. 8=——
) logs log5

& logy 50=-29°7
’ log0,1

log7
d) log, 7=-287_
*" log

log100
e) log; 100= I El

og/2

f) log , 4='°¢‘1‘

BT

log 30
log0,2

g) log,, 30=

2. y=(log, 9)-(log; 8)-(log;; 3)="

_log9 log8 log3

" log2 log3 log27
_ 2log3 3log2 log3 _ 6 _
log2 log3 3log3 3

3, log b= 00,1
log,a logya
4. log, 10= | = ! = 1 E£
loge,2 030 3 3
10
5. () Verdadeira.
5 .
log ¢ 75= log7 cxed) log7 " log7? _—
log2®  5:og2 log2
(I Falsa.
log, 31 - log,, 3 = log; 31 - 1 =1
log, 31

(I Verdadeira.

1 1 1

+ +
log, 10 log;10  log; 10
=log,, (2 - 3-5) = log,, 30

=log,y 2 +l0g,, 3+l0g, 5=

6. 1ogs, 25= log,, 25 - 2log,, 5 =
logy, 54  log,, 2-3%)
20
21 —
_ Ogm[ 4 ] _ 2(logs 20-logx 22) _
logs 2+ 3logy 3 l0ga0 2+ 310Gy 3
_ 21-2a) _ 2-4a
a+3b a+3b
7. a) Temos:
P(T) = 75 &> 75 = 100(1 — 2-01T)
o2 =1-gar
4
e

&0 = 52
& T = 20 (anos)

b) Apds 10 anos de uso, teremos:

1 1
Q0)= — - P(10) 100 - (1 — 261 = — .
) 3 P(10) ( ) 2
100 - (1 — 2701-19)

o 4 — QM0ct2 = L
2

ﬁz‘lﬂc-} 2 =

P\J|“'-I

&log,2'%+ 2 = log, £
2

< 10c + 2 = log, 7 — log,2
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= 10c=281—-1-2

= c=—0,019
8. atn=a-n°
15=a-1"=a=15

2i=,5% 2b=>2b—%

Pela definicao de logaritmos, temos:

4
log——
4 = 3 log4—log3
b:logz — = — .
3 log2 log2
_ 2log2-log3 _ 2-0,30 - 0,45 —05
log2 0,30 '
b) tin)=15":n®
Assim:

t4)=15-4% =15-2 = 3 (minutos)

9. a) Temos:

T0)=2+400-2""=1+400-1 = 401°C
ﬁ1}=2‘+400-2‘]=2+4(}0-% = 202°C

b) Substituindo 40°C na relacdo dada, temos:

40=2+20 5 40- 2+ 400=0

Fazendo 2 = k, temos:

2 =40-2+ 400 =02 KX — 40k + 400 =0=
=k=20

Assim:

20=2=t=log,20=lo,2? + log,5 =

=2+ 23 = 43 h (ou seja, 4 horas e 20 minutos)

CAPITULO 16 - FUNCAO
LOGARITMICA

Pagina 236

a) f{10) = g~'(10) = 2
b) flg(2) = (10) = 2

LAy =3—10-oy+10=3x—

—x= %-ﬁ?u@

bly=xXox= 3y ~f'x=3¥

Qy=9—2x>y—9=—-2x. . x=

x+10

Gy
2

s )= 22X

. a) f(1) = log:1 = 0; f(5) =

dy=Vx sy=x.F)=x

ely=2+5-5y—5= 2x3—>; =x-

— X = 3’ L0 '

f)y= Jx_—>y =x o Fi) =8

Lay=xX+1oy+1=x>ox= Hy+1 ..

sogl) = Yx+1

b) i—4) = (—4P — 1= —65

glfi—4)) —65) = 3—65+ =3/—64
) —gl)) = (Yx+1)P —1=x+1—-1=x
d) glfix) = 33 —1+1 =33 =x
.a}y=3x—4—>y+4=3x—>% =x=>

) = x+4

3
26+4

b) F(f10) = F'(3- 10— 4) =f"(26) =
c) AF'(f10) =

=10

f10)=3-10—4=26

. Resposta pessoal. Espera-se que os alunos percebam

que os graficos da funcdo e de sua inversasao simétri-
cos em relacdo a bissetriz dos quadrantes fmpares.

logs5 = 1;
f(25) = logs25 = 2;f{(125) = !og5 125=3;
f(625) = logs625 = 4

1 1 1 1
b) f[?] —|Ogs ?——1, f(g]—logsg—*l

1 1 1 1
e | =09 e =3 o | =logs =4
[ 125 ] % 125 { 625 ] %% 625
o )<0-=logx<0—-20<x<1
d i) =>0—=logx=0—-2x>1

e) flx) =

O—=logx=0—ox=1

.a) g(0) = 5° = 1;g(1) = 5' = 5:g(2) = 52 = 25:

g(3) = 53 = 125; g(4) = 5¢ = 625

1 1
b) g(—=1)=5"=—;g(=2)=52=—;
J 5 4 25

1
(-3)=53=—L_.q(
9 125 4

¢) Nao existe x real tal que gl(x) < 0.
d) Para todo x real, temos g(x) > 0.



e) Nao existe x real tal que glx) = 0.

8. a) O que uma funcao “faz” a outra “desfaz” Resposta
pessoal.

b)y = logx — 5 =x . f'(x) = 5x

c) g(f(1)) = g(0) = 1;g(f5)) = g(1) = 5;
g(fi25)) = g(2) = 25;g(f(125)) = g(3) = 125;
g(f625)) = g(4) = 625

i L) e | =
d) f(q(—ﬂ)—f{?}— 1 flg(=2) f[ 25] 2;

1
ﬂgi—‘l))*i{ﬁ] =—4

9.a)y = 10— x = log,y .~ F'x) = log,x
b) f(f'(x)) = 10°% = x
10. a) f(20) = log20 = log(2 - 10) = log2 + log10 =

=0,301+ 1=1,301
b) 200} =log200=log(2-100) =log2 + log100=
= 0,301 + 2= 2,301

c) f2000) = log2000 = log(2 - 1000) =
= log2 + log1000 = 0,301 + 3 = 3,301
d) f20000) = log20000 = log(2 - 10000) =
= log2 + log10000 = 0,301 + 4 = 4,301
e) 2-109 =log (2 - 109 = log2 + log10*=
= (,301 + k

Paginas 242 a 244
1. a) log,(dx — 8)=8—>22=4x—8 . x =66 >

— S = {66} (66 satisfaz a condicdo de existéncia
4x — 8> 0)

b)logy(9x + 1) =1log;19 =%+ 1=19 . x=2—

— S = {2} (2 satisfaz a condicdo de existéncia
O+ 1=0)

c) logx* — 9 =log;1l6 5 x* —9=16—ox*=25 ..
sox=50ux=—5—5={-5:5}(—5e5 satisfazem
a condicdo de existénciax* — 9= 0)

d)log (¢ +20=0xX+2x=1-xX+2%—1=0.
Sx==14+ ﬁoux=—1 - \E —

SS= (=14 \2=1=2 }(+ 1+ JZe=1-2

satisfazem a condigao de existéncia x> + 2x> 0)

5 0,25 5
2. log, 0,25=log, V2 =———log,| — | =———
g, g J_ > q { & ] 5

Jogy=m-m—-2m—-8=0..m=4oum= -2

. 2 - logylx + 1) = logyy — logslx + 1)2 = logyy .

2 5
— Iog,[ ; ]=—7—>Iogx[2 2) =—— . x=2
e

(2 satisfaz a condicdo de existéncia x = Q)

5

- log, [Z_X] =log, (3* -10)—)2%234 10 - x=2025

4, Todos os valores encontrados satisfazem a condicéo

de existénci ax > 0.

log, x
log, 8

a) log,x — loggx = 1 = logx — =1—=

—2-logx =3

3
nN= =T 5=3]
b) logyx — logyx = 2_}Iog_3x + logyx =2 —
l0g; 9
—3-logx =4

4
s x=3% =333 55=333}
<) Iogﬁ—x—ﬂogz)(:%—log, (3x)—
log, x ,_ 1 log,(3x)
- —27 —log,x*= ———2 "

log, V2 : 2 log,4

log, x log, (3x) _
1 2

2

- —log, x* + -

o
2

—log, (3x)=1—=2"=3x .. :%_,5={%}

m=4—>logy=4. y=625

m=—-2-=logy=—-2..y= L,

25
5= L,' 625
25

S+ 1R =y()

l0g, 1 (y — 3) — log,, x =1 _’109X+{ y=3 ]= 1.

X

y—3
X

Lx+ 1= =¥ +x+3=y)

Substituindo (1) em (II):
Lt+x+3=x+1Po2+x+3=x+2x+1 -
Lax=2—2y=02+172=9

Manual do Professor i il



S = {(2; 9)} (2 satisfaz as condicbes de existéncia
x+ 1>0ex>0;9satisfaz as condicoes de existéncia
y=>0ey—3>0)

7. () Falsa, pois a fungéo é crescente.

(I) Falsa, pois a funcao € decrescente.
(1) Verdadeira.

(IV) Verdadeira.

(V) Falsa, pois a funcéo é crescente.

8.a) log,lx —4) =log,3 5 x —4 =3 . x=7
Condicdo de existéncia:x — 4 >0 .. x> 4
S=xER|x=7)

b) logy;3x + 1) <logy;10—=3x + 1>10.. x>3

Condicdo de existéncia: 3x + 1 >0 .. x> —%

S = xERx > 3}
¢) log, (7—2y)<log , 13—=7-2y > 13>
L X

3

—=2y>6.,y <=3
Condicdo de existéncia: 7—2y>0 .. y<’.%

S={yER|y< -3}
dloglx—1P=logl > kx—1)P=1-
> —2=0-20=x=2
Condicdo de existéncia: (x — 1)>>0 =~ x = 1
S=xER|0=x=<2ex=1}
9. a) O sentido da desigualdade foi invertido:0 < a <1
b) O sentido da desigualdade foi invertido:0 < b < 1

2 E E 21
.a) 7= | =
To:a) %5 09[ 7:107 ]_’ Og( 7:107 ] 2

2 15
E

- 102 = - E=7-102 kWh

1072 °

2 E E
b) 8=—-Ilo -l =12—
3 g( 7-10 } Og{ 7-10 ]

E
7-1073
11. a) m(360) = 38 - %2 %0 =38.2718 "=
=2,06-10"%

- 102 = - E=7-10° kWh

b) m(t)= %-m{ﬂ)—>m(0}- e 0 =_.m(0)—

K
3

—>.e—°2f=l ->—0,2t=iog,_,%-->

t ;
a—?= —log, 3—t=>5log, 3=5,5 dias

{
12. a) 100=10"log ( ) ]

£
10 =log [10——”]

o=t

30—12
1072 = (W/m?

10?
b) B =10- !Og [m__uJ

B =10-log 10"
B=10-14
B =140 dB

2,

2
3 3
13. |=i-|og i =log i -~ P= L
3 Eo E E
14. a) pH = 109 = —log(10~% = —(—4) = 4 (solucio
acida)
b) pH = 4,699 — —log(H*) = 4,699 —
— log(H*) = —4,699 .-. H*= 10" mol/litro

VESTIBULARES E ENEM

Paginas 245
1. Alternativa c.

Sendo fa funcao que representa a quantidade de cé-
lulas ap6s x divisdes, temos que:

- 0s valores que x pode assumirsao {1, 2,3, .} = N’

« fix) vai dobrando seu valor a cada divisao, entdo f(x)
pode assumir os valores {2, 4, 8, 16, .1

Dentre as alternativas apresentadas, s& pode ser:
f: Z' — N, dada por flx) = 2x.

2. Alternativa b.
logE=153=E = 10"3
Como 10™°< 10"2< 10'4, a ordem de grandeza ser4
105,

3. Alternativa b.
Q([} - Qne—ﬂﬂﬂt

QD = QO . 9—0,023~r
2

en] 1 | pne-oone
2




—{n2 = —0023 -1t
—-069=—0023-1¢
t=30

Alternativa e.

-3
1
log | x=—3=>x=[?] =x=8
7

Portanto:

Y8 +82=66

Alternativa b.

Temos

Dit) = 2 - D(0)

Assim:

2-D(0) = D(0) - g% 1= {2 = [nett® 1=
= 0,006t=069=t=115

Alternativa c.

N=Nge"=8000=5000-¢e""= % =l =

1

a 10 _

Queremos saber t para que N = 1000. Assim:
1000 = 500-e"= 2 = e (ll)

Substituindo (I) em (ll), temos:

T
10 o
5 5
t 8
10 S

10-0,69

St=———"" =
3-0,69—-1,61

Portanto:
t = 15 (minutos)
Alternativa d.
Temos:
325 milkm = 325 - 10* km = 3,25 - 10°km
Alternativa e.
Trabalhando com t ern minutos, temos:
12000 = 6000 P =™ =2
Para t = 60 minutos, temos:

10. Ajustando as unidades, temos P =

11.

Q(60) = 6000 - e“® = 6000 - (%) =
=6000-8=48x10°

. Alternativa d.

Temos:

X
-9 =1944= 9 — QT =194 =

=9-F-—G=0-1944=8-%=90-1944=

=¥=0-2433%=3 - P33 x=7T=x= %

Como —; ja é uma fracao irredutivel, entiom =7 e

n=2. Assim:

m—n=7—2=5

16 kg e
H = 100 cm. Assim:

log A= 0425-log 16 + 0,725 - log 100 + 1,84
log A=0425-log2¢ + 0,725-2 + 1,84

log A= 0425-4log 2 + 145 + 1,84
logA=17-03+ 329

log A= 38
A= 1038
A=6310cm?

Como a medicacao que Rafael deve tormar € 1 mg
para cada 100 cm? de seu corpo, a dose didria de
Rafael sera:

6310 =631 fiig
100
Alternativa d.

Lembrando que log, g= I (pode-se obter a

00,

partir da relacdo de mudanca de base) para quais-
quer p e g que satisfazem a condicao de existéncia
dos logaritmos, temos:

logx = 2= log,a = %; logx =3=

=log,b = %elogcx=5:»logic= %

Assim:

log,abc = log,a + log,b + logec =
. 1 31

AL PR
2 3 5 30
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12.

13.

14.

Como:
log,abc = i = loguex = i
2 30 - 31
Alternativa a.
Temos:
Q-1
Q=1+4-08 = —— =08 =

= logys Q-1 - l0gys (0,8)F = 2P = logyg Q-1
4 4
e Q-1 =P = logyg Q-1
2 4 4
Alternativa e.

Como a meia-vida do césio-137 € 30 anos, temos:

ME0) = A S A-7re=A o
2 2
iy
SQ7f=2%

Determinando t para que se tenha M(t) = 0,1 - A Assim:

1

r
A- RN =01-A= (2—5) = 107" =
5 £ ¢
=log2 * =logl0™'= ——.0,3=—1=t=100
30

Alternativa e.
Estabelecendo as condicdes de existéncia:
Xx+3>0=x> -3

Simplificando f{x), temos:
fix)=logg (x +3)? =]0923 (x+3)* =log, (x +3)
Lembrando que k"*? =p, parap e k que satisfazem

as condi¢des de existéncia do logaritmo, temos:
4 =)y +105= 2" = 2x +105=

= (2onk+3P =25 +105=> (x +3) —2x=105=>.
=2x2+4x—96=0

Resclvendo a inequacao x* + 4x — 96 < 0, obtemos
—12=x=8.

Com as restricbes da condicao de existéncia, segue
que asolucao da inequacao é ointervalo =3 <x=<8.
Concluimos, entao, que os numeros inteiros que sa-
tisfazem essa inequacdo sdao{—2,—1,0,1,2,3,4,5,6,
7, 8}, ou seja, um total de 11 nimeros inteiros.

15.

16.

Alternativa b.

Sendo x um numero real maior que 1, temos:

log, x+log, 2=k=log, x+ =k=

log, x

=log? x—klog, x +1=0
O discriminante do trindmio log} x —klog, x +1
deve ser menor que ou igual a zero. Assim:
(=K =4-1-1=0=>-2=<k=<2
Portanto, o maior valor de k é 2.
a) f0)=4"—-6-2°+8=3
b) 4—-6-2=8=168=

=4 —-6-2-160=0=

=292 —-6-2—160=0

Fazendo 2* = k, temos:

kK —6k—160=0=k=160uk=—10
Assim:

X=16=x=40u2*= —10(ndo convém)
Portanto:

x=4

o =P —-6-22+8

Fazendo 2 = k, poademos analisar o sinal de
k* — 6k + 8:

Graficos: @DAE

17.

Y

Ty — g

Assim, para ter:
K—6k+8<0=2<k<4
Como k = 2%, temos:
24 =1 <x<2
S=xER|1<x<2}

a) Sendo (o valor inicialmente aplicado, temos:
G+4020=C,- (1 + 0012 =

4020
0,0201

0

=200000



18.

19.

20.

b) Devemos obter t para que M = 4C,, entao:
4G, =G +001)=22=(101)=
=t=log;z 2 =

_ 2log2 2log2
| 202 log 202 —(log 2 +log 100)
O —_—
200

Utilizando as aproximacdes fornecidas no enun-
ciado, temos;
2+0,301
2,305—(0,301+2)
Portanto, temos:
E=1505— 1393 = 11,2 (meses)
Analisando cada condicao de existéncia, temos:
h x>0
I} logg x> 0= logyx>logy, 1=x<1

r

1t

=150,5

I logq (logg:x) = 0= logy, (loggx) = logy 1 =
= loggx >1 = logyx > log,,; 0,1 = x < 0,1

Portanto, para que logy, (log,y(logy;(x))) seja um nu-
mero real, temos de ter:

S=KER|0<x<0,1}
Alternativa d.

Sendo x a altura que a escada alcanca na parede,
temos:

X+ x—52=12=x—-5%=10=
=x2—5—100=0
Resolvendo a equacdo, encontrarmos:

)= %(1 +17) ou x =%(1_ J17) (ndo convém)

Temos:log,;, 17=2=17=4,12?
Assim:

x=%(1+¢ﬁ)z%(1+ 4107 )=

E%{1+4,12)E12,80m

Alternativa e.

Aplicando logaritmo aos dois membros da igualda-
de 10* =200

log10* = log2¥
x-logl0=vy - log20
x-1=y-log(2-10)
=log2 + log10

21,

22,

Alternativa e.
Utilizando mudanca de base, temos:

1 1 1
S=—-=-]| 24 —-1 34+ —-| 7
p 0Qapie £ + 5 00016 3 + 10 002016
5=100,015 P2+ IDgzms'ng + Eogmlél‘oly_
S =100, (932 - 99 - 97)
S == |ng16 (“}32'9.?)

5=L0-!ogm152016:>5=L
1

10
Alternativa e.

Observando que i = 20% = 0,20, temos:
S=R [+ —1]

I
148832 = 20000 - 10 +0207 =11
0,20

1,48832=(1+020"—1
248832 =(1,20)
log2,48832 = log(1,20)"

log2,48832 =n - log(1,20) = n = log2,48832
log1,2

Desafio

Vi =y =logy L35 =L

Analisando as possibilidades para x e y, temos:

-sey > x temos 3% <1 e X >1 (contradicio);

X

«se y << x, temos - >1e L <1 (contradicio);

X

ssex =y, temos - =1¢ L=1 (correto).
X

Assimaunicaopcaoex =y
Logo:

2414 B =544 24+ (2P =5-2P=0=
=S4+ (29 -5-29=0

Resalvendo a equacao, temos:
2* = 0 = Nao existe x real.
2= 1= x = 0(nao convém)
X=4d=x=2ey=2
S={2 2
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UNIDADE 6 - SEQUENCIAS
NUMERICAS

CAPITULO 17 - SEQUENCIAS
Pagina 257
1.a,=3:1=3 a,=3-4=12
a,=3:2=6
a;=3-3=9 as=3-5=15

2aag,=2-1+1=3a,=2-2+1=5;
a,=2-3+1=7%a,=2-4+1=9-(3,579
bjg,=3-1-1=2a=3-2—-1=5;
a,=3-3-1=8a,=3-4—-1=11-2(25811)
g, =3-2""1"=3,g,=3-2"1=g¢
a,=3-2"1=12q,=3-2"1=24(3:6;12;24)
dag=2-1?+1=1ag,=2-2-1=7,
&a=2-3=1=17a=2-4-1=31=(,7,17;31)
3.a,=—-3+5-4=17

k=1 2
1 1
4.Gk=0,25—)(?] =(T) —k—=1=2k=3

5.af()=4-1—-11=-7
2)=4-2-11=-3
B =4-3—11=1
b) Cada termo, a partir do segundo, & o anterior
acrescentado a 4.

fa)=4-4—11=5
f5)=4-5—11=9

¢) O gréfico dessa funcao é formado por pontos (x, y):

Ay |
g 1 I e

(=]
|

7 L J

6.a)f(I)==-7-1+1=-6

f2)=—7-2+1
f3)=—=7-3+1
fla)y=~7-4+1
f5)=—7-5+1

=-13
= -20
=-27
=34

b) Cada termo, a partir do segundo, é o anterior dimi-

nuido de 7 (ou adicionado a —7).

¢) O gréfico dessa funcio é formado por pontos (x, ¥)

alinhados:

(1; —6), (2, —13),(3; —20), (4; —27), ...

Y

A

0 2

—1 lwp—+ 1

5@

a;=2-3=54

g,=2-3"=162
;= 2-35 = 486

8. (1) =log,1 =0

fi2) = log,2 = 1
fi4) = log,4 = 2
fl8) = log,8 = 3

f16) = log,16 = 4

9.a)a,=1cm

a,= f2 cm
gy =2cm
a,= 2.2 em
ad: =4cm
dg = 442 €m

Grificos: @DAE



b) A, = 1cm?

A, =2 cm?
A, =4 cm?
A, = 8cm?
A, =16cm?
A; = 32 cm?

10. A medida de cada lado do tridangulo, a partir do
tridngulo de lado L cm, é a metade da medida do
lado do tridngulo anterior.

Assim, temos a sequéncia:

54
4 8
11. Devemos acrescentar 5 cubos a uma figura para for-
mar a proxima.
Figura 1:1 - 5 = 5 cubos.
Figura 2:2 - 5 = 10 cubos.
Figura 3:3 - 5 = 15 cubos.
Logo, na figura 10, teremos:
10 -5 = 50 cubos.

12. Resposta pessoal. Os alunos poderdo formar se-
quéncias com as medidas dos lados dos quadrados,
com as areas desses quadrados ou, por exemplo,
com os perimetros.

1 .
13. g, =—(neN")
n
14. 02201-i=8-i=4
2 2
1 1
a,=a, —=4-—=2
3 2 2 2
1 1
ay —=2-—=1
Gy =0, 5 3
(84,2, 1)

CAPiTI.!LO 18 - PROGRESSAO
ARITMETICA

Paginas 265 e 266
1. a) (2;4:6:8;10)
b) (6;5;4;3; 2)
c) (27;24; 21;18; 15)
2. a) Crescente: r=6—3=3
b) Crescente:r = —90 — (—100) = 10
¢) Decrescente:r = 20 — 24 = —4
d) Crescente:r=x+3—x=3

7. Resposta pessoal.
8.a,=n+2n+1—(n*—2n+1)=4n

9.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

. O préximo termo da sequéncia 3, 6,9, 12, ..

e) Crescente:r = l—L=l
2 4 4
f) Constante:r = 2 —+2 =0

3a—1—2a=5+1-3Ba—-1)-
=2a—1=2a+2..0a=-3
2 2

A PA é decrescente.

é15. As-
sim, o préximo poligono terd 15 lados.

. Observe os 10 primeiros termos da sequéncia de

multas cobradas:
(12,17, 22; 27, 32; 37, 42; 47 52; 57)

Assim, a multa no décimo dia serd 57 reais.

a) E uma PA derazdo 4.

b) 96 (é o maior nimero da sequéncia com dois al-
garismos).

¢) Nao, pois nem todo multiplo de 2 é multiplo de 4.
d) Sim, pois 988 é multiplo de 4.
(10:7;4;1; =2 =5: =8; —11; —14; =17)

as=2+15+1=31

r=93-100= -7
a,=23-2100+@n-1)-(-7)=23>
—=-/n+7=-77=>—-/n=-84.. n=12
ag,=a,+h—=1)r=a,=a+07-1-r-

—-79=q,+16-8 .. a,=—49

g+ ag=5%4—a;,—r+a,+r=54 . g, =27
r=7—4=3>5a,=a,+n—1)-r—>
—=136=4+(n—1)-3..n=45
a=a+n—1)-r=
—=37=10+Nn—-1):(=7)—>
->=63=Mn-1-(=7) .

S n=10

Gy =0, +(9—6)r—=33=42+3r..r=
G=a;,+6—-1):r—
—42=a,+5-(—3) -~ a =57
(102,108,114, .,996) ->r= 108 — 102 =6
a,=a,+mh—1)-r>
—99%=102+(n—1)-6 ..

=3

n=150
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19.

20.

21.

22,

23.

24,

dp=a+Fn=1--r—

—48=—=20+ (18— 1)-r.r=4

=0, +(10—=1)-roa,=-20+9-4 ..

S =16

a) Sendox — r,x e x + ras medidas dos lados do
retangulo e da diagonal, temos:

K+rP=x+Kxk—1oxX—4r=0->
—x(x — 40 =0 . x = 0(ndo convém) oux = 4r

Assim, as medidas dos lados do retangulo sao iguais
ai3redr.

Como o perimetro é igual a 14 cm:
2-Br+4n=14:r=1

Portanto, os lados medem 3 cm e 4 cm, e as diago-
nais medem 5 cm.

b) r=1cm

Primeira hora: R$ 4,50

Segundahora:R$ 3,50 — g,
PAS:
Oitavahora:R$1,10 > a,

a=a,+6-r=110=350+6r..r=—-040

Assim, uma pessoa que deixar seu carro estaciona-
do por 6 horas pagara um valor igual a:

R$ 4,50 + R$ 3,50 + R$3,10 + R$2,70 + R$ 2,30 +
+ R$ 1,90 = R$ 18,00

O numero total de motos que participaram do desfile &
1+2+3+4+5+6=21

Observe que:

20+16+12+8="56

Assim, em 4 horas, ele completara os 56 km de
prova.
a=1la,=25—ag,=a,+8—>25=1+8r..
S r=3-2(1;4,7:10;13;16; 19; 22; 24)
a) x+3P=x2+ (x— 3
X+ox+9=x+x—6x+9
¥=12x=0
x-{x—'l2}=0——){xzo (ndo, pois x >0)
x=12

b) 9cm, 12 cm e 15 cm sdo as medidas dos lados.

25. Resposta pessoal.

26. Resposta pessoal.
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1. Observe que:

—-12-9-6—-3+0+3+6+9+12=0

Assirn, para que a soma seja igual a zero, a PA deve
ter 9 termos.

.r=9—4=5

=0y +29r=4+29-5=149

51,=( 4+;49 ]-30 = 2295

+
1 1440=[u}30—m]+am=96—)
2

—a,+a,+29r=9%— 2a, + 29r = 96

yp=26—a, +9 =126

2a,+29r=96

La=—10er=4
a,+9r=26

(—10,—6,—2,2,6,.)

a,=a,+n—1-r=a,=5+n—-1)-2=2n+3

+ 5+2n+3
480=[5—2a”]-n—)480:[+]=n—)

> +4n — 480 =0.-.n=200un= —24
(ndo convém)

a,=2n+3=2-20+3..a,=43

. Sendo x — r,x e x + r, respectivamente, as medidas

dos catetos e da hipotenusa do tridngulo retangulo,
temos:

sx=r+x+x+r=2M4cm..x=8cm
sx+r=10cm—=8cm+r=10cm..r=2cm
Assim, as medidas dos catetos sdo:

x=r=8cm—2cm=6cme8cm

. S=(11+13415+..499)—(10+12 +14+..+98)

45termos 45termos
c— 11499 ]_45_ 10+98 .45
2 2
S=2475—-2430

S=45

.a)(3-1,3-23-3,3-43-53:63-7,3-83-93-10) =

=(3,6,9,12,15,18, 21, 24,27, 30)

b) S=[ 34-230 )-1(}:165

. Sendo x — r, xe x + ras medidas dos angulos inter-

nos do triangulo, temos:
Xx—r+x+x+r=180-x=60°

Como um dos angulos internos mede 40° as medi-
das dos outros dais angulos internos sao iguais a:

60° e 180° — 60° — 40° = 80°



9.0, =20r=2>2an=a,+12r=20+12-2=44
Assim:

T)-B:mﬁ (bolinhas)

10. g, =25r=25—=a,=a,+8 =25+8-25=
225

— 5 =[@)-9=112,5 cm

11. Seja an = k na PA (27; 21; 15; .; an) de razao —6.
Assim:
an=a,+ N =1r=an =27+ (n—1)(—6) =
33—6n
Logo:

_(a+a,)n (27433=6n)n__

S =—600=

==1200=60n—6n*= n*—10n—200=0&

< n=20 ou n=—10(ndo convém)

Logo:

a,=33—6,=a,= 33— 6(20) = —87
Portanto:

k= —87

12. Resposta pessoal.

CAPiTT’JLO 19 - PROGRESSAO
GEOMETRICA
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1.q=_—12=—2

6
2. a) Também formam uma PG com a mesma razao.
b)a, = 2*!
a,=4-2"
d) Lados: (1, 2,4, 8, 16,32, 64, 128)
Perimetros: (4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512)

3. a) Crescente: q=i -
3
b) Crescente:g= =0 1
=100 2
¢) Oscilante: g =_T10 )
3
d) Constante: g =y =1
15
e) Crescente: g =5_ =3
f) Decrescente: q:ﬂ:L
900 s

4,

10.

11.

12.

. Resposta pessoal.
. Resposta pessoal.

.a-,.=a1-q5—)a?=512-{%\I.-.a?=8

x=3—(510,20) = PG crescente.

X = % — (5,5, 5) — PG constante.

. Sendo g a razéo da PG, temos:

x-y-z=64—>i-y-y-q=64——)y3=64 soy=4
q

4
?+4+4q=—6—>4+4q+4q2=—6q—9
—2q* +59+2=0

g=—2ou s s

2q ==3
q=—2—(—2,4,—8)

1
=——(—8,4,-2
g 5 ( )

.a)a,=2-3'"=6

a,=2-3=18
a,=2-3=54
E uma PG de razéo 3.
b)a,=2+3'=5
a=2+3=11
a=2+3=29
Nao é uma PG.
€ag=3-12=3
a=3-22=12
a,=3-32=27
Nao é uma PG.

6x—4 " Sx+6
2x 6x—4

= 10 + 12x = 36x* — 48 + 16 >

5132 —30x+8=0.x=20ux= %
a) (—3,—-6,—12,—24)
b) |100,50,25, 2, 2
3 " R
¢ (1073 1071,10, 103)

a) ag=aq-q5—>2=64-q5——>q=%

3
1
b) a4=a1-q3—)64=a,-{?) S =512
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3
c) a,=a4-q3—)a,=64-[—] sa,=8

49
13. a) q=T=7—mn =7-7%V s, =7"
4
b) q=T=4—u>a,,=1-4"—‘ Soa, =4
5 1 1Y 10
C =——=—w3¢ =10-]| — Y
) 4 o 2 " [2} -

d) q=i3=ﬁ~>an=r~/3_1-rﬁr-' =3

14. a) a,5,, - 3'%'5,,

b) a2=-2-32—1=—6~>q=_—2=3
) a522 - 352152162

a,+a,=4 a,+a;=4 n
15. =¥ s
as +a, =108 a,-q*+a,-g*=108 (ll)
() a;-g*+ay-¢*=108—>q*-(a, +a;)=108 =
—q*-4=108 .. g=3
() a,+a,=4—a,-g+a,-g'=4—>

1
—a,-(3+32)=4 .. a,=?

L, 1,3,9,27,81
3

16.a) a,=4,a,,=40% = a,,=a,- %=
409 =4-g"..g=20ug=-22
b) 8 16,3264, 128,256,512,1024,2048 ou —8, 16,
—32,64, —128,256, —512, 1024, —2048.
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1. Sendo x a producdo, em milhares, no més de feverei-
ro, temos:

% 1815 — x2 =150 181,5 .. x = 165 (mil
150 X
pecas)

2. Observe que:

400, 400 + 200, 600+ 300, 900+ 450,1350+675
800 200 1350 2025

Assim, em julho, a producao ultrapassara 2 000 cami-
setas.

18000 _ 21600 _ 25920 _ 31104 —12
15000 18000 21600 25920

Assim, o percentual de aumento de um ano para o
ano seguinte foi constante e igual a 20%.

3.a)

b)1,.2
c) Sim, arazdoéiguala 1,2

4. R$ 250,00 + R$ 120,00 + 0,8 - R$ 120,00 +
+ 0,8%- R$ 120,00 + 0,8% - R$ 120,00 = R$ 604,24
5. Observe que:
100+ 50+ 25+ 125= 1875
Assim, o alpinista levard 4 horas para completar os
187.5 metros.
6. a) 0,95 - R$ 50.000,00 = R$ 47.500,00
b) 0,95% - R$ 50.000,00 = R$ 45.125,00
¢) 0,95 - R$ 50.000,00 = R$ 42.868,75
7.(2,8,32,128,.)
a)r=3-1=2=ap=0,+ %=
= 0p=1+9-2.:.0a,=19
b) g = % =490,=0,"¢ >
—=ap=2:4=2.(22P=2"
8.(0,1,2,3,.)
a)g= % =350,=0-¢g—=a=1-3 .
ay =37
byr=1-0=12a=0a,+7r—
=2a=0+7-1.a0.=7
9.a) A, 1,1
b) A, - (1,1)?
c) A, - (1,1)
d) A, - (1,1)n
10. a) 10%
b) 10%
11. a) Apds 1ano: 1,09 - R$ 80.000,00 = R$ 87.200,00
Apbds 2 anos: 1,09° - R$ 80.000,00 = R$ 95.048,00
Apds 3 anos: 1,09° - R$ 80.000,00 = R$ 103.602,32
Apds4anos: 1,09*- R$80.000,00 =R$112.926,53
Apds 5anos: 1,09° - R$80.000,00 = R$ 123.089,92
b) Sim,arazao éigual a 1,09.
12. (200; 206;212,18; )
a) A sequéncia é uma progressac geometrica.
b) Arazdoéiguala1,03.
13. a) (250,00,248,75,247,51,246,27, 245,04, 243,81,242,59)

et S et et M. e . . N et
inlcia apds apds apds apds apds apds

1meés Imeses Imeses 4 meses  Smeses 6 meses
Observacao: Alguns valores estdo aproximados.

b) A sequéncia € uma progressao geomeétrica cuja
razao é igual a 0,995.



14. a) A sequéncia é uma progressao geomeétrica cuja
razao é igual a 10~

b) (1,3,57,9,.)

c) A sequéncia é uma progressao aritmeética cuja
razao é igual a 2.
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1. (100; 200; 400; ...)
ag=a,-q =a,=100-2" = 12800

a,-g—a

g=—1
_ 12800-2-100 _ 25500
=]

.. R$ 25.500,00

2. (2,4,8.)
ap,=a,-q"=a,=2-2"=409

Sp=

=t =25500 ..

g— 4096-2-—2 8190
2l R _

g—1 2=1 1
.. 8190 litros

S, = =8190."

3.a)g= % =39a=a-¢123¥=3:3"15
—3*=3"-n=9

¢y 9.9
b)sg:anq a]=333
g—1 3-1

=29523

4. a)g= % =49a,=a,-q"'—=

52048 =2-4"1 51024 = 4" —

—=5=n—1..n=6
b) 56=M=2;30
2x 128x+2=—x
5. g=—=2—5————=765.. x=3
X 2=1
6. q:2_4=2_)u—_-—756 L gﬂ:384_)
12 Z=]

— a,=a,-q" ' —384=12-2""1532=20"1 -, n=6

7.a) S = a,-g""-q—aq _ a,-q"—q _ a-(q"—1)
! g—1 g=1 g=—1
b) 5= 0-g—ay _ —a, _ q
g1 g=1 1-g

8.a)(1,2,222°,.,2%2%)

z 7. | iy TN
b) =2 =355="20"C 27271 .y _4
g—1 2—1
9.(1,2,22..,2" 27
g=2=2s5=t' 0% _ 2271 50,
1 g—1 2—1
10. a,c, d e
11. a,d e
1 1 3
12. a] q=___)5= -
3 2
3
b) jo 4 _ 1 _c_ 16 _ 16 _ 64
"6 4 —1 3 3
4 4
0,02 0,2 0,2 2
0 g=———=0,1-5= -
0,2 =01 09 9
13, ,_125 _ 1 _ 625 _ 65 _ 312
625 5 ety o 4
5 5
14. a) x=0,7 + 0,07 + 0,007 + ..
0,07 0,7 0,7 7
g= Olox=—t—=—"""=——
0, 1=0,1 0,9 9
b) x = 0,12 + 0,0012 + 0,000012 + .
0,0012 0,12 012 12
q= =0,01-x= e
0,12 1-0,01 099 99

c) x =035+ 0,0035 + 0,000035 + ..

=w=0,0].ﬂ>x=—_—__
0,35 1-0,01 099 99

d) x =041 + 0,0041 + 0,000041 + ..

_00041 oo o 041 _041_ 41
0,41 1=-0,00 099 99

15. a) (20;10;5;.)

q

q=£=——>5= 24 =40cm
20 2 1_L
2
b) (60;30:15;..)
30 1
g=——=—=5= =120cm
60 2 1_i
2
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VESTIBULARES E ENEM
1. Alternativa b.
A sequéncia € uma PA cuja razao é 3. Assim:

82 9 73
ag:_—__—
3 3 3
B _9_64
* 3 3 3
64 9 55
a?—__——:_
i 3 3

_ 274 _ 137

4 12 6
Alternativa d.

I

Temos:

logx+logz
2
=log(z)=log y* = xz =y’

Alternativa b.

=logy =>logixz)=2logy =

o

Temos:

5x=5+6x=—3

x+14= =2x+28=1lx—8=

=—Ox=—36=x=4
Assim, temos a PA (15, 18, 21).

Portanto, a soma dos trés numeros é:
15+ 18+ 21 =54

o

Alternativa c.

As distancias percorridas diariamente formam a
PA (60; 60 + r; 60 + 2r; ..; 180). Como ele percorreu
1560 km ao todo, temos:

156D=(60-;ﬂ]-n<:>n=13

Assim:

180=60+ (13— 1)-re<r=10km
Alternativa e.

Os nimeros formam a PA (104; 114; .; 394).
Temos:
394=104+(n—=1)-10=>n=30

Assim:

b

(104+394)-30 __

6. Alternativa a.
Temos:
(a; +oy3)13
2
a,+6r=6
Observe que:

(ot + oty +12r)

=7/8= =6=>

o, =a, +6r
Logo:
o; =6
7. Alternativa d.
Os valares doados fermam a PA (350; 400; ..; a,).
Como a soma desses valores é 16500, temos:

350+
A:jﬁﬂ}o:

(350+350+(n—1)50)n
—
2
— 650n+50n” =33000=>n? +13n—660=0=>

=16500=

=n=20 ou n=—33 (ndo convém)

8. Alternativa a.

Podemos escrever a PA (x; x — 10;: x — 20).
Como a soma desses valores é igual a 390, temos:
x+x—10+x—20=390= x= 140
Logo:
ay = 140+ 19 - (—10) = =50

9. Alternativa b.
Sejam (a,, @y, G, .., Gy 3s vinte prestacoes do emprés-
timo.
Lembrando que g, + ay = g, + a,5podemos calcu-
lar a soma da PA como:

{8t as) 56— 43000

3800+a,, =4 200
a,5 =400
Sendo r a razdo da PA, temos:
Go=a,+17-r
400 = 3800 + 17r
17r = =3 400
r=—200
10. Alternativa a.
Por verificacdo, a Unica PG que satisfaz as condicdes
da questdo é (1,2, 4, 8,16, 32).
Portanto, a pessoa apostou no numero 1.
11. Alternativa b.

O numero de quadrados a cada iteragao forma a PG
(8; 64; ..). Portanto, apos a terceira iteracaoc, o nime-



12.

13.

14.

15.

ro de quadrados pretos que restam € igual a:
64-8=512
Alternativa b.

Com os valores da obra, podemos escrever a PG (84;
0y . Oggy 84 + 105 0gy; .; Agy), €M GUE Gy COrresponde
ao ano de 2033. Temos:

g =0, q®=84-100=84-g=10=q¥=>
=10=g"

Assim:

Gy =0, ¥ =0, =84- @ =>

=g =84-108=84-10°

Alternativa b.

Com os dados, temos a PG (7: 0,8 - 7; ..). Utilizando
a férmula da soma dos infinitos termos de uma PG,
temos:

Portanto:
D =35m

Alternativa e.

| =

Os raios dos discos formam a PG [1;

,—1-,] de
4

-1 . .
razao - Com as dreas dos discos, podemos escre-

ver a PG n;i;i;... de razdo L Utilizando a
4 16 4

férmula da soma dos infinitos termos de uma PG,
temos:

bid 4
%
‘|__

4
Na direcao norte-sul, temos a PA (1, 3, 5, ). Assim:
an=1+n—-1:-2=an=2n—1
Como a soma dos termos é 36, temos:
(1+2n—1n
2
(ndo convém)

=3p=n'=36=n=60Uun=—>6

Na direcdo leste-ceste, temos a PG (1,2, 4, 8, .). A
soma dos seis primeiros termos dessa PG é:
_ 12—

S
2 2-1

=63km

16.

17.

18.

19.

Temos:
oFy il Ty e oL .,
K,=3%-3%-.-37 —322.24.,.27
1" 1!
4 L)
PR 2, 1
=3 2 =2

) )

Quandon — + =, temos :

-

E, assirm:
Kkn—=3—-2=1
Alternativa b.

Como (3, A, B) é uma progressdo aritmética, entao:
2ZA=3+B,ouseja, B=2A—=3()

Como (3, A — 6, B) é uma progressao geométrica,
entao:

(A—62=3B=A?2—12A+ 36=3B(ll)
Substituindo (1) em (Il), temos:
A2—18A+45=0=A=30uA=15

[1] Falsa. Substituindo n por 1, 2 e 3, temos a sequén-
cia (9; 16; 25) que ndo & uma PG.

[l Falsa. Substituindo n por 1, 2 e 3, temos a sequén-
cia (2; 16; 512) que nao é uma PG.

[l Verdadeira. A diferenca entre quaisquer dois ter-
mos consecutivos da sequéncia ¢, é:

Our1— G, =+ 1P +4n+ 1N +4— (" +4n+4)
=rP+2n+1+4n+4+4—n’—4n—4
=2n+5

Assim, ¢, é uma progressdo aritmética de primeiro
termo 7 e razao igual a 2.

[IV] Verdadeira. Temos:

d = On- =ﬂ

= +20+1-n? = 0+l
" ob, 2

d,
" deve ser

n

Para que dn seja uma PG, a razdo

constante. Temos:

2n+1)+1
Ao — 2 = J2n+3—(20+1) =2

dn 22n+‘|
Lego, dn é uma PG de razao 2.
[01] Verdadeira. Sendo r a razao da PA, temos:
a—r+at+a,+r=3a0,=1
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20.

1
sSa = —

al.]=L
2 2

Logo, a razdo da PA sera dada por:
1 1

r=1———=—

2 2
[02] Falsa. A PG é (1; —1; 1; —1; ..) que ter4 soma
zero se n for par e 1 se n for impar.
[04] Falsa. A PA pode ser constante.
[08] Falsa. A PG é alternante.
[16] Verdadeira. Temos:
a,=ad,+8-re32-10"=16-10°+ 8- re
or=2-104
Oy =0 +89-ra,=32-100+89-2- 100 &
S0y =10-32+2-89)
S0, =210 104=21-10°
Seja a, o nimero de paginas que o primeiro candi-
dato leu no dia n. Logo:
a,=2+n—=1)-2=2n
Como ele leu 2 paginas no primeiro dia e o livro tem
182 pdginas, temos:

242
) R T P

=n=13 ou n=—14 (ndo convém)

Portanto, se o primeiro candidato demorou 13 dias
para ler todo o livro, ele comecou a ler em 14 de
outubro (n = 1).

Sendo x o nimero de dias necessarios para que o
segundo candidato leia o livro, temos:

2x =1
182=XE TV o183
g—1 2-1

_afg =1) o

X

= x=log,183=7,6

Logo, o segundo candidato terminou de ler o livro
no dia 21 de outubro.

Desafio
Alternativa b.

Considerando a PA (x — r; x; x+r), temos:
x=r+x+x+r=5=3x=5()

Sendo x e x + r as raizes da equacao de 22 grau e
lernbrando de soma e produto, ternos:

x+x+r=§, 2x+r=5, (I

ebet=5, = Vbt (i
2 2
Igualando (1) e (II), temos:
A =2x+r=x=r
Como a soma dos quadrados dos trés termos € S,,
temaos:
O — 2 + 52+ (x + 12=5,(IV)
Trocando x por rem (IV) e (Ill), temos:

(r=rP+r+(r+r) =5, 5r2 =S,

1 =

1
rP+ror+—=5, i+ —=5
2 2

Igualando as duas equacdes, temos:

sp=2p+ Lomp= = YO 4y
2 6 6

6 ) .
r= _T (ndo convém)



