As propriedades estudadas no capitulo anterior
sao vélidas somente para os triangulos retangulos.
Neste capitulo vamos apresentar as propriedades
validas para quaisquer triangulos.

As razdes trigonomeétricas estabelecidas para os
angulos agudos também sao definidas para os ou-
tros tipos de e‘mgulbs. Tal estudo sera iniciado no
capitulo 14 deste volume.

Porque trataremos de tridngulos obtusangulos,
inclusive, apresentaremos 0s senos e cossenos de
angulos suplementares.

Angulos suplementares

Senos de dois angulos
suplementares

0Os valores dos senos de dois angulos suplemen-
tares coincidem, isto é:

sen (180° - x) = sen x

sendo x a medida de um angulo de um triangulo.
Por exemplo, sendo x = 45°, temos:

H2

sen x=sen45°%= >

Assim:

sen (180°—x) = sen (180°—45°) = sen 135° =

2
2

Cossenos de dois angulos
suplementares

Os valores dos cossenos de dois angulos suple-
mentares diferem apenas no sinal, ou seja:

cos (180°—x) = —cos X

sendo x a medida de um angulo de um triangulo.
Ainda, sendo x = 45°, temos:

cos X = cos 45° :*\/;2_

Assim:

cos (180° —x) = cos 135°= —i_}

—na g ¥ — = —

~ Para o caso particular de x = 90° temos
- sen90°=1ecos 90°=0.

e e e s e e e

Lel dos senos ou
teorema dos senos

Em todo tridngulo, os lados sao proporcio-
nais aos senos dos angulos opostos a eles.

Demonstracao:

= Seja o triangulo ABC, acutangulo, e CH a altura
relativa ao lado AB.




C » Seja 0 tridngulo ABC, retangulo. Temos:
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c A c B
ACAH:senﬁzi—HﬁCszsenﬁ sen§=£=> a= b,\ :
; ) - a sen B -5 b AL I
ACBH:sen'B\zﬁ:}CH:asenﬁ senC=Lt= 3=—C _ senB  seml
a a senC
=bsenAzasenB=>—2 - B Por outro lado, temos: sen A = sen 90° =1 e
senA senB b
i R e e
. sen sen sen sen
Procedendo de modo andlogo: =L
senB senC R
Como pudemas perceber nos trés casos, em qual-
Podemos escrever, ent3o: quer triangulo ABC temos:
a b C

_ - a b o

senA senB senC A e SEHE

» Seja o tridngulo ABC, obtusangulo em 4, e CH a
altura relativa ao lado AB.

No triangulo ABC da figura abaixo, vamos de-
terminar as medidas de AC e BC.

cC .

ACAH: sen (180°—ﬁ)=cb—stenﬁ=> _ 100m o
= CH=bsenA = € =180° - (35° + 40°) = 105°
~ ¢ Fa ] 0 o4 0 o
ACBH: sen B = %: T sen C =sen 105° = sen ?5 [_),96593_
Pela lei dos senos, podemos escrever:
4 A b
=bsenA=asenB=>—2 = =
senA  senB AEL i iBE s AR
sen40° _sen35° sen 105°
Procedendo de modo analogo: —2—= —& :
& senA senC AL cctay BEL i A0 = 10,352

fl 0,64279 ~ 0,57358  0,96593

AC=10,352 - 0,64279 =6,65cm e
a _ b c ' BC = 10,352 - 0,57358 = 5,94 cm

s5en A sen B Sen C : 0 2 T T 2 T e

Podemas escrever, entdo:
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As medidas dos lados AB e BC do triangulo
abaixo podem ser expressas em fungdo da me-
dida do terceiro lado,

3. Determine a medida x em cada caso.

a)
x 4
B
EA e bl 0 450
Pela lei dos senos: il
bttt i ABL R BE b)
sen 60° sen45° sen 75° .
ek PR
AR = /Sen4s T _ /sen 75%" |
\sen 60° \sen 60°/ 300 450
0,816 1,115 B
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1. Num tridngulo ABC sdo dados B=60°,C=45°

¢ AB = 8 cm. Determine o comprimento de AC. 4. Determm; dida do Aneul
» LJCTErmine a medida ao angulo x.

2. Em cada caso, determine o comprimento x.

a)
X
2
80 o . ' 5
40 5. No tridngulo ABC da figura, determine as me-
didas de AB e BC.
b) 5
6
140°
1200
i 210 15%
A 18 c

b. Encontre os dngulos BeCdeum tridngulo ABC,

emqueﬁ: 15°,sen§=§esen(’i=%.ﬁm

seguida, determine a medida de AB, sendo
AC=5¢m.

Pl
£
it



¢. Determine a medida de AB. g;m%% {i@g COSSENnos ou
teorema dos cossenos

Emtodo tridngulo, o quadrado de qualquer
16 um dos lados é igual a soma dos quadrados
dos outros dois, diminuida do dobro do pro-
duto desses lados pelo cosseno do 4ngulo por

65%
c B eles formado.
. I 6 ; Dem ao:
&, Dado sen 75° = @, determine x e y na .e onstragao
; - Seja o tridngulo ABC, acutangulo, e CH = h a me-
figura abaixo. ‘ _ =
dida da altura relativa ao lado AB.
459 C.
: |
9 |
m__ = c—m
A H B
30°
v ABEH:aE:h2+(c—m)2}:>
AACH: h? = b% —m?
3. (Vunesp-SP) Cinco cidades, A, B, G, D ¢ E, sdo =a’=b’-m?+cZ-2cm+m? =
interligadas por rodovias conforme mostra a = 22=ph2 +c2— 2cm
figura. .
5 Mas m=b cos A.

Assim, a®=b® + c2— 2bc cos A.

Analogamente, podemos escrever:
b®=a’+c?—2accosB e
c®=a’+b%—2abcosC

» Seja o triangulo ABC, obtusangulo eﬂﬁ, eCH=h

L o a medida da altura relativa ao lado AB,
A rodovia AC tem 40 km, a rodovia AB tem :

50 km, os angulos x, entre AC e AB, e ¥, entre i
3 !

C

ﬁe%,sﬁotaisquescnx:%eseny:7. h
Deseja-se construir uma nova rodovia ligando s A‘“*‘E\
as cidades D e E que, dada a disposi¢do destas Hom A c B

-idades, ser4 lela a BC.
c1aades, serd paraeaa ABCH;aE:h2+(C+m)2}:>

AACH: h? = b2 —m?

=af=b?-mi+cf+2cm+mi=

a) Usealei dos senos para determinar quantos
quilémetros tem a rodovia BC.

b) Sabendo que AD tem 30 km, determine
quantos quilémetros terd a rodovia DE. =a?=b"+c?+2cm

Mas m =b cos (180°—A) =b (—cos A) =—b cos A.
Assim, a® = b2 + c? — 2bc cos A,




Analogamente, podemos escrever:
b=a’+c?-2accosB e
c®=a’+b®—2abcosC

¥ No caso de o trifingulo ABC ser retangulo (em A,
= 0, verifica-se a

por exemplo), como cos 90°
igualdade a®=b? + c®— 2bc cos 90°, que se reduz

a expressao do teorema de Pitdgoras, Para cada
um dos dois angulos agudos do tridngulo (b e ¢)

caberia uma demonstragdo analoga a primeira.
Como pudemos perceber nos trés casos, em qual-

quer triangulo ABC temos:

1
[

a2 = b2 + ¢2 — 2bc cos A
b2 = a2 + ¢ — 2ac cos B
c2=a?+b%—2abcosC l

Um triangulo possui um angulo de 60° com-

preendido entre lados de 5 cm e 8 cm.

iy - N

Podemos determinar a medida do lado AC

usando a lei dos cossenos:
h2=524+82_2-5-8-cos 60°

b2=25+64—2-5-s-2i=49=>b=?

Assim, oterceiro lado do tridngulo mede 7 cm.

Vale relembrar duas importantes propriedades

acerca dos triangulos:

# Em todo tridngulo, a soma das medidas de dois
lados supera a medida do outro lado (desigual-

dade triangular).

B

A
IJ‘\\ :
[ 5% BC<CAB+AC
/ g AC < AB +BC
| ™ AB < AC+BC
| R,
B’ g
Em todo tridngulo, ao maior (ou menar) lado
opde-se o maior (ou menar) angulo, e vice-versa, F
g :
/A
/ 60°
c,-/ b
/ \ a<h<c
.r"f !
el o
A\
B a C
B
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i
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Podemos determinar as medidas dos an-
gulos desse triangulo ABC usando inicialmente a
lei dos cassenos, escolhendo um lado:

122=62+10%2-2-6-10-cos A

cosﬁ:—li e A=94°

Para apurar a medida do angulo B:

102=62+12°2—-2-6-12-cosB

144:05@=80=>c05§=%e§§56”

(Também nesse momento poderiamos ter utili-

zado a lei dos senos.)

Finalmente: C = 30°, por diferenca.




f exercicios a

10. calcule o valor de x em cada €aso:

a)
V2 X
45°
b) #
X
5

X
d)
X x+1
a60°

60 cm

11. Determine as medidas do lado a e do angulo B.

B
5em a
' 60°
A .
a+1 b

i2. Classifique, quanto aos lados e quanto aos
dngulos, um tridngulo em que se forma, entre
lados de 4 cm e de 6 ¢cm, um 4ngulo cujo

1
cosseno vale ER
13. Classifique, quanto aos lados e quanto aos an-
gulos, um tridngulo que possui dngulos cujos
cossenos valem:

1 oF
cl)—3e4 c)

b) 0,342 e 0,766

1,33
2 2

14. Determine a medida do terceiro lado de um
tridngulo, sabendo que entre os lados de 12 cm
¢ 10 cm forma-se um angulo cujo cosseno

V3

vale —.
3

S

Py
LA

e

15. Ache 0 menor lado do tridngulo que possui
lados medindo 7 cm e 8 cm, com o 4ngulo
compreendido entre eles apresentando seno

3W3

iguala - :
14

16. Encontre os valores de x e y na figura. O que
pode ser dito sobre o tridingulo ABC?
c

X V3

A 30° B
2

i7. (UF-MG) Na figura, B é o ponto médio do
segmento DE e ABCD é um retdngulo de lados

DC =1 e AD = 2. Determine AE. E

Cc B

1

D 5 A
18. Ache a medida do menor lado de um tridingulo

que possui lados de 5 cm e 7 cm, entre os quais

. 3
se forma um &ngulo cujo cosseno vale =

19 » Determine tg o.

20. (Fuvest-SP) Na figura abaixo, O ) € o centro da
circunferéncia de raio 1, a reta AB é secante a

ela, 0 dngulo  mede 60° e sen o = £

a) Determine sen OAB em funcao de AB.
b) Calcule AB.
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21. (Vunesp-SP) A figura abaixo mostra duas semi-

retas, r e 5, de mesmo vértice V, formando um
dngulo de 60°. Os pontos A E re B € s sdo
arbitrdrios, diferentes de V.,

tridngulo cujos lados medem 4, 6 e 8 metros.

V15 1 6]
¥ 73 97 ¥ g
b) + d) @

2. (U. E. Juiz de Fora-MG}) Dois lados de um tridngulo

medem 8 m e 10 m e formam um angule de 60°. O
terceiro lado desse tridngulo mede:

a) 2¥21m d) 2¥51m
b) 2¥31m e) 2¥61m
¢) 2W4lm

3 « (U.E Vicosa-MG) Dois lados de um terreno de for-

ma triangular medem 15 m e 10 m, formando um
angulo de 60°, conforme a figura abaixo:

60°

15
O comprimento do muro necessdrio para cercar o
terreno, em metros, é:
a) 5(5+15)
b) 5(5+v5)
¢) 5(5++13)

d) 55 +411)
e) 5(5+7)

4. {Mackenzie-SP} Num retingulo de lados 1 cm e

3 cm, o seno do menor dngulo formado pelas
diagonais é:

Ful
£77%

L

a) Explique por que os angulos do tridngulo
AVB estdo em progressdo aritmética.

b) Se os lados de um triangulo medem 3 cm,
7 cm e 8 cm, mostre que seus dngulos estio
em progressio aritmética.

2. Mostre que ¢ obtusingulo o tridngulo que pos-

sui um lado medindo (1 ++/3) cm e um dngulo
de 15° ao qual se opoe um lado unitario.

23. Um tridngulo possui um angulo de 30°, com-

=8 de vestibulares

1. (UF-PR) Calcule o seno do maior dngulo de um

£51

preendido entre lados de V2 cm e '3 cm. De-
termine as medidas do outro lado e dos outros
angulos.

5 2 1

a) 3 d)
1 3

Y % w
4

9%

5. (U. E. Sao Carlos-SP) Se os lados de um triangulo

medem x, x + 1 e x + 2, entdo, para qualquer x real e
maior que 1, 0 cosseno do maior dngulo interno desse
tridngulo é igual a:

% x+1 x-3
a) e
X+1 x+2 2
b) X a) x=-2
X+2 3x

B. (Cefet-MG) ABCD é um paralelogramo com lados

AB e AD medindo 10 cm e 6 cm, respectivamente, e
angulo BAD de 60°. O comprimento da diagonal AC,
em cm, é:

a) 13 ) 16 | e
b) 14 d) 8V3

219

e (UF-RS) Sobre os lados de um triangulo retingulo

constroem-se quadrados, conforme mostra a figura
abaixo;




Sendo ¢ a medida da hipotenusa, b e ¢ as medidas
dos catetos, a distdncia entre P e Q é igual a:

a) val+b? d) V3a2+b?
b) VZal+b? e) va®+3b?
¢} vai+20?

8. (Mackenzie-SP) Trés ilhas, A, B ¢ C, aparecem num

mapa em escala 1:10 000, como na figura abaixo:

105° s
o f
A

12 cm C

Das alternativas, a que melhor aproxima a distancia
entre asilhas Ae B é&

a) 1,7 km d) 1,9km
b) L4km ¢) 2,1 km
¢ 2,3km

9. (FEL-SP) Em um tridngulo ABC 0s lados opostos aos
dngulos A e B sao, respeclivamente, g ¢ b, tais que
a=2bh.

600 — I.-.-..‘."-.
C a=2b B

Sabendo que o 4ngulo C mede 60° e que

i
sen 60° = _\ii’ assinale a alternativa correta:
a) A=1050eB=15 d) A=45eB=75°
b) A= 3o°eﬁ 90° ¢) A=75°eB =45

) A=90°e 30°

10. (UF-SE) No quadrilatero ABCD da figura abaixo,

tem-se que:

= dngulo BAD é reto;

« BD=3cmeCD==6cmn;

» BDC=60%

* a langente de ADB é o dobro da tangente de
ABD.

11

i2.

13.

Utilize as informagdes dadas para anahsar as afir-
macdes seguintes.

a) AB=v6ecm

b) O seno de um dos angulos agudos no tridngulo
V3
ABD éigual a 5

& BC=3vY3cm
d) O perfmetro do quadrilatero ABCD ¢ igual a
(636 +443)cm.

e) AC=V33+ Ve6em

{Unifor-CE) Na figura abaixo tem-se um octogono
regular inscrito em uma circunferéncia de raio
2 cm.

O perimetro desse octégono, em centimetros, é
igual a:

a) 16v2
b) 3292
<) 3WN1-v2

d) 16V2-2

¢) 16Va—2

{ Fatec- SP) Em um paralelogramo ABCD, os lados
AB e AD medem, respectivamente, w2cemexcme
0 é o angulo agudo formado por esses lados. Se a dia-
gonal maior mede 2x cm, entdio o dngulo 6 € (al que:

a) cos.ElzL;i
b) sen{i‘——}i{li

-
c) coqe—\'—;—
d} senﬂz%
¢) tgﬁz\f?

(UF-PI) Num tridngulo retangulo um dos cateto$
mede 4 cm e a bissetriz do dngulo reto mede ¥ 2 cm.
Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada
uma das sentengas abaixo:
w10
cm
3

b} A medida do outro cateto é —;‘— cm.

a) A medida da hipotenusa ¢

c) O tridngulo é isdsceles.

[%
d) A soma das medidas dos catetos é % cim.



14. (cefet-Ma) Na figura abaixo, o triangulo ABC é menino, afastado 6 m da parede lateral, mirando em
retangulo em A ¢ AM é bissetriz do angulo A, 4, vé o ponto B na ab6bada.
A B

M
& " om *

Se AC=3 e AM =2, amedida da hipotenusa BC é: Considerando-se os olhos do menino a 1 m do chiio

4 543 e desprezando-se a espessura das paredes para o cil-
a) 4 c) 2 culo, a altura do ponto B ao chio &

35 23 N7
by L2 gy 22 g 21=97 ay SENT

2 2 5
15. (U. E. Juiz de Fora-MG) Uma mesquita possui uma b) AI=H7 e) 8m

abobada semi-esférica de 4 m de raio, cujo centro 2
dista 7 m do chio e 5 m das paredes laterais. A figura & 17 -7 -
abaixo representa um corte em perfil, em que um 2

E 1. (IME-R]) Um quadrildtero convexo ABCD estd inscrito em um semicirculo de didmetro d. Sabe-se que
i AB=BC=a,AD=d e CD =b,com a, b e d nao nulos. Demonstre que d? = bd + 2a2

i Z.Um tridngulo possui um lado de 10 cm e as medidas dos 4ngulos formando uma progressio aritmética de 1
razao 10°. Qual é a maior medida possivel para um lado do tridngulo? E a menor? |

RS i C 1 S 5208 A 3 ORI S o o S
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12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
2
24
25
26
27°
28
29
30 .

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

41
42
43
44
45

0,01745
0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643
0,17365

0,19087
0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557
0,34202

0,35837
0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481
0,50000

0,51504
0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279

0,65606
0,66913
0,68200
0,69466
0,70711

0,99895
0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769
0,98481

0,98163
0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
0,95106
0,94552
0,93969

0,93358
0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462
0,86603

0,85717

0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80903
0,79864
0,78801
0,77715
0,76604

0,75471
0,74314
0,73135
0,71934
0,70711

0 | Tangente ]

0,01746
0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,10510
0,12278
0,14054
0,15838
0,17633

0,19438
0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492
0,34433
0,36397

0,38386
0,40403
0.42447
0,44523
0;46631

0,48773
0,50953.
0,53171

0,55431

0,57735

0,60086
0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978
0,83210

0,86929
0,90040
0,93252
0,96569
1,00000

i -ﬁ_nguld

(graus)

46
47
48
49
50

51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

71
72
73
74
75
76

77
78
79
80

81
82
83
84
85
86
87
88
89

0,71934
0,73135
0,74314
0,75471
0,76604

0,77715
0,78801
0,79864
0,80903
0,81915
0,82904
0,83867
0,84805
0,85717
0,86603

0,87462
0,88295
0,89101
0,89879
0,90631
0,91355
0,92050
0,92718
0,93358
0,93969

0,94552
0,95106
0,95630
0,96126
0,96593
0,97030
0,97437
0,97815
0,98163
0,98481

0,98769
0,99027
0,99255
0,99452
0,99619
0,99756
0,99863
0,99939
0,99985

0,69466
0,68200
0,66913
0,65606
0,64279

0,62932
0,61566
0,60182
0,58779
0,57358
0,55919
0,54464
0,52992
0,51504
0,50000

0,48481
0,46947
0,45399
0,43837
0,42262
0,40674
0,39073
0,37461
0,35837
0,34202

0,32557
0,30902
0,29237
0,27564
0,25882
0,24192
0,22495
0,20791
0,19087
0,17365

0,15643
0,13917
0,12187
0,10453
0,08716
0,06976
0,05234
0,03490
0,01745

1,03553
1,07237
1,11061
1,15037
1,19175

1,23499
1,27994
1,32704
1,37638
1,42815
1,48256
1,53986
1,60033
1,66428
1,73205

1,80405
1,88073
1,96261
2,05030
2,14451
2,24604
2,35585
2,47509
2,60509
2,74748

2,90421
3,07768
3,27085
3,48741
3,73205
4,01078
4,33148
4,70463
5,14455
5,67128

6,31375
7,11537
8,14435
9,51436
11,43010
14,30070
19,08110
28,63630
57,29000




