
Angulos

As propriedades estudadas no capítulo anterior

são válidas somente para os trÌângulos retângulos.

Neste cepítulo vamos apresentar as propriedades

válidas pâra qLraisquer tr iângulos.

As razões trigonom étricas estabelecidas para os

ângulos agudos também são definìdas para os ou-

tfos t ipos de ángulos. Ìâl estudo será iniciado no

capítulo 14 deste volume.
Porque trataÍemos de tr iângulos obtusângulos,

inclusive, apresentaÍemos os senos e cossenos de

ângulos suplementares.

s{.rplementares
Senos de dois ângulos
suplementares

0svaloresdossenos de dois ángLrlos supìemen-

tares coincidem, isto é:

sen (1800 - x) = sen x

sendoxa medida de um âng! o de umtriângulo.

Por exemplo, sendo x = 450, temos:

^,22

Cossenos de dois ângulos
suplementares

0s velores dos cossenos de dois ângulos suple-
mentares dìferem apenas no sinal, ou seia:

cos (180" - x) = -çe5 v

sendoxa medida de um ângulo de umtÍiânBulo.
Ainda, sendo x = 450, temos:

Demonstração:

> Seja o tr iângulo ABC, âcutángulo,
relativa ao Jado Aã

1"
2

AssÌm:

cos (180" x) = cos t:S" = -lE

rtne eÊnnc rìr â

teoremã dss ssnCIs

Em todotrÌângulo, os lados são proporcio-
nais aos senos dos ângulos opostos a eles.

t-ei

.,"

2.
(180"-x) = sen (180' 45o) = sen 135Ô =

:*s

r', i_, Ç c, .,.,' t | ' --: iì

Para o caso part icular de
sên 90o = 1e cos 900= 0.

x = 900. temos

5en
e CH a âhura



^cAH. 
sen Â =![ =+ cg = o sen Â ]

.q
t-

ACBH. sen B = f l1= CU = a sen B 
]

+ b sen Â = a sen Ê + --!- = !--
sen A sen B

Procedendo de modo an5lono. !- = -9--
-  senB senC

Podemos escfêver, então:

sen A sen B sen C

Seja o tr iângulo ABC, obtusângulo em Â, e CH a
alturâ relatÌva ao lâdo fB.

c

Seja o triângulo ABC, retângulo. Temos:
c

senB=!-  a= !- l
a senB I  b

.  cÊnR sencsenL=:= a =----- :-
â senc l

Por outro lado, temos: sen À = sen 900 = 1 e
eb_ebc

T- *"8 --  *"4 
=senã= 

*"c

Como pudemos percebef nostrês casos, em qual-
qu er tr iâ ngu lo ABC temos:

abc
sen A sen B sen C

No triângulo ABC da figura abaixo, vamos de-
terminar as medidas de AC e EÌ.

e = reo.- 1:s" * +og = ros"
I

sen e = sen 1050 = sen 75o = 0,96593

Pela lei dos senos, podemos escreveÍ:

AC BC AB
sen 400 sen 35o sen 105o

AC BC 10 _^
n ;;zq = n ã.o - .------:n 

o;or - 10 352
l---"- ' " -""" ' " ' - ""
At = 10,352 0,64279=6,65cm e
BC = 10,352 0,57358 = 5,94 cm

Í

ACAH: sen (180" 0 = 
f,= '"n 

Â +

6ggH..un f, =Ita 6H = 6 sgrì g
a

=bsenÂ=asenÊ=+ 9-=
sen a

Procedendo de modo a-aloso:-- i- = c
-  sênA senC

Podemos escrever, então:

"^= 
b-= 

"-sen A sen B sen C

b
sen B

âfifi
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As medídas dos lèdos AB e BC do 1riáneulo
abâixo podem sêr expressas em função da me-
didâ do terceiro ledo.

À

bABBC
sen 600 sen 459 sen 75o

----l::.
49 , sen 4!l r 6 -. 

gg = 1!9lZlr.6
sen bu",, sen bu" '

1,115

3. Dttermine a medida.r em cad.r caso.

a)

4. Det.-rmine r medjda clo anguto x.

t

c

0,816

Ëtffi exerctctos mffi
l . .  Nurì  r r i lnguìo ABC.Jo dddoç B -o0o.C-45o

e AB _ I  L m. Determine o .omprimen lo de A(-.

5, No ttiarrg.,to enC da figura, dèteiÌnine as me-
didas de AB e BC.

6. Encontre os ânguÌos.Ê e ô de um triângdo ABC,

emqueA ì5", 'enB- 
l  e 'ent  -  

r . lnr
seguida, determine a medida de AB, sendo
AC=5cm.

2 . Bm caila caso, <letermine o comprimento n.

2nï



Determine a medidâ de À8.

^ , I ; , , fa
èt.Dado'er . : .  - ' '  ;  

"" . .d(rermrìexe vni

lìgura abâúo.

g. (Vunesp SP) Cinco cidades, Á, B, C,, e r, são
interligâdâs por rodovias conforme mostra a
figura.

ADB

A rodovia AC tem 40 km, a rodovia AB tem
50 km, os ânguÌos x, entre AC e AB, e 1 entre

. l lAó e D' .  sao raì(  que sen \  
ì .  

e (en \

Deseja-se constuir uma nova rodoviâ ligando
as cidades , e E que, dada a disposição destas
cidades, será paraleÌa a Bõ.

â) Use a Ìei dos senos para determinar quântos
quilômetÌos tem â rodovjâ m.

b) Sabendo qo. AD tem 30 km, determine
quantos quiÌômetÌos terá â rodovia DX.

[-eí dos cnssnnos 0u
teorernã dos cogsenos

Emtodo tr iángulo. o quedrado de qualquer
um dos lados é iguel à soma dos quâdrâdos
dos outros dois, diminuídâ do dobro do pro-
duto desses ledos pelo cosseno do ângulo por
eles formado.

Demonstração:

> Seja o tr iêngulo ABC, acutângulo, e CH = h a me-
dida da akurâ relativa ao lado AB.

ÀBCHIa2 = h2 + (c m) 'zì
AACH: h2 = b2 m2 I
+a2=b2-m2+c2-2cm+m2+
=+a2=b2+c2-2cm

Masm=bcosÂ.
Àssim, a2 = b2 + c2 2bc cos Â.
Anelogamente, podemos escrever:

b2 = a2 + c2 - 2ac cos Ê e
c2 = a2 + b2 2ab cos i '

Seja otrìânguloABC, obtusânBulo emÁ, eCH= h
a medida dâ akura relativa âo lado AB.

Â8CH: a'?= h2 + (c + m)'z I
ÂACH:h2 = b2 m2 )
=a2=b2 m2+c2+2cm+m2+
=a2 = b2+ c2+ 2cm

Mas m = b cos (1800-Â) = b (-cosÂ) = o cosÂ.
Assim, a2 = b2 + c2 2bc cos Â.

{

tüã



Analogamente, podemos escreven

b2 = a2 + c2 - 2ac cos Íì e
c?=a2+b2 Zabcosô

> No caso de o tr iángu o ABC ser retângulo (em Á,
por êxemplo), como cos 900 = 0, veriÍ Ìca-se ê
igualdadea2=b2+c2 2bccosg0o,quesereduz
à expressão do teorema de Pitágoras. Para cada
um dos dois ángulos agudos do tr iângulo (b e 6)
câberia uma dernonstração análoga à pÍime râ.

Como pudemos perceber nos três casos, em qual-
quer tr iângulo ABC ternos:

Um tr iângulo possuium ângulo de 600 com-
prêêndido entre lados de 5 cm e I cm.

Podemos determinar â medida do lado AC
usando a leidos cossenos:

b2= 52+82 2.5.g.cos60o

b?-25 t64.2.5.8 I  -49-b-/
?

Assim, oterceiro lado do lr iângulo mede 7 cm.

Vale relembrâr duas impo(antes propriedades
acerca dos lr iângulos:

t Em todo tr iângulo, a soma das medidas de dois
lados supera â rnedÌda do outro lado (desÌgual-
dâde tr iangular).

BC < AB +AC
AC<AB+BC
AB < AC+ BC

Em todo l r iângulo,  ao maior (ou menor) ado
opõe-se o mâior (ou meno, ángulo, e vice-verse.

e<b<c

0bserve a Íigura a seguin

B

Podemos determinar as rnedidâs dos arì-
gulos desse tr iângulo ABC usando inicialmente a
Jei dos cossenos, escoÌhendo um lado:

12?=62 +102 216 10.cosÂ

^acosA=_-1eA=g4o

Pãra apurâr â medida do àngulo i t :

102 =62 + r22 Z 6 12 cos â

144cos B=80 
-  

cos B=!e e = 560
I

(Tambérn nesse mornento poderíamos ter uti l i -
zado a lei dos senos.)

Finalmente: C - 30ô

!

a2 = b2 + c2 -  2bc cosÂ

b2=a2+c2-2accosÍì

c2 = a2 + b2 zab cos 'i

,,ìÍ1 '

,  por diferença



ffi exercrcros
10. Í5. ache o menor Ìado do triângulo que possui

Ìados medindo 7 cm e 8 cm, com o ângulo
compreendido entre eles apresentândo seno
.3ú
rguar a 14 .

Ib.  fnconrre or valores de x e 1 na f igura. O que
pode ser dito sobre o triar|gulo ABC?

c)

L7.íUF MCì: lLd l ìgura,8 e o ponro medio do
segmento DE e ABCD é um rctângulo de lados
DC = l eAD = 2. Determine Â8.

CalcuÌe o vaÌor de:r em cada caso:

7\
o,\

\ \'\1.. 
\
5

11. Determine as me.ìidas do Ìado a e do ângulo Á.
B

A,#c

{ t  ^ ,  .^
rÉ. (  In5\r l rque. quanlo ao5 lddos e qudnlo do\

ângulos, um triâúgulo em que se forma, entre
Iados de 4 cm e de 6 cm, um ângulo cujo

, lcosseno vâle ã,

13. CÌassifrque, quanto âos lados e qüarlto aos ân
gUJo,.  um tr i . rngulo t lLre posui àngrlo. .ujo,

,13o) a,4
b) 0,342 eO,766

14. Determine a medida do terceim lado cle úm
triânguÌo, sabendo que entre os lados de 12 cn1
e 10 cÌn forma-se um àngulo cujo cosseno

.fa

f

.1\5
' '  2 ' )

Í8. eche a medida ,lo menor lado de um t tuguìo
que poq'ui lddo5 dc 5 cm e 7 cm, entre oq quai.

se foma um ânguto cujo .osseno vale a,

19,letermine tg o.

6

20. (Fuvest-SP) Na frgura abaiÌo, O é o centro da
circunferência de raio 1, a reta AB é secânte a

.tt
eìa. o ángulo P mede 60"esen a= l i

à
o

a) Determine seÍ OÂB em função de AB.
b) Calcúe AB.

2n4



í1.  íVune\p SP) {  Í ìgur.r  rbdi{o mostrd duas semi-
retas, r e s, de mesmo véÌtice V, formando um
ángulo de o0".  Orponros q É re B C \  sáo
aÌbitrtuios, diferentes de V.

r)

b)

Explique por que os ânguÌos do triângulo
A\E estão em progressão aritméticâ.
Se os Ìados de um triângulo medem 3 cm,
7 cm e 8 cm, mostre que seus ânguÌos esrão
em progressão arìtmética.

2?, Mostre que é obtusângulo o triânguÌo que pos-
sui um Ìado medindo ( Ì + {t) cm e um ânguÌo
de | .o. Jo qudl ,e opoe um lado unit ir io.

23, Um triângulo possui um ânguÌo de 30o, com- I

preendido entre lados de rD cm e rlJ cm. De
temìne as medidas do outro Ìado e dos outros
ângulos.

o) +

d)5

o+
")+
b)3

.)+
I  . \5
2t)2

1Tõ
4

a) zrDirn
b) 

^5rmc) 2\rttm

a) s(5 + [|t
b) 5(s + 1fs)
c) s(5 + [Ì,

c) 16 
") 

2\fie
d) s\5

7.

â) 13
b) Ì4

(UF-RS) sobÌe os 1âdos de um triàÌ1güÌo retàngülo
constroen se quadrados, confone mostra a figura

4. (Mack€nzi€-SP) NuÌì retânguÌo de lados i cm e
3 cm, o seno do menor ângulo loÌmado peÌas
diagonais é:

HüfiGSffiffi de vestibulares m
1, 1un-rn) cut.ul" n 

'.no 
do maìor ângr o de um

triânguÌo cüjos lados medem 4,6 e I m€trcs.

, f i t
attc)

2. (U. F.Iuiz de Fora-MG) Dojs lados de um rriânguÌo
medem 8 m € Ì0 m e formam um ànguÌo de 60". O
terceiÌo Ìado desse triáìsulo mede:

d) zrEim
e) zr6irn

3. (u. F. viçosa'Mc) Dois lados de um terÌeno de ÌoÌ
mtr triângular medern 15 m e 10 m, foÌÌlando um
âÌÌgulo de 600, conforme a Íigura abâüo:

O .omprimento do muro Decessário para cercar o
terreno, em metÌos, é:

d) s(5 + [L1)
e) 5(5 + rry)

5. (U. Ê são carlos sp) se os Ìâdos de um rriânsuro
medem! x + Ì e x + 2, então, para qualquerr real e
maioÌ que I, o cossno do maior ângÌ o nÍeÌno desse
tdângulo é igual a:

a) -L .1 t1l a j:A
x+Ì í+2 2x

b) -L at .!:f
x+2 3x

6, (Cefet MG) ABCD é unì paraÌeÌogrdìo con lados
AB e AD-Ììedindo Ì0 cm e 6 cm, respecti\,âÌnente, e
ânguloBÂD de600. O compÌiÌnenro da diigonìÌ AC,

405



a) .'tatlt>,

t't rDIli
.) rf,2 + 2b'-

Sendo d a nedida da hipotenusr, Ü e c ãs medidas

doscatetos,âdiúânciaentrePe Qéìgual  a:

d) lE lF
O \[t+ 3F

Utüze âs iÌìfoÌmnções dadas para anaÌisar as aÍk-
mações seguntes.

a) AB = lGcm
b) O seno de um dos ânguÌos agudos no triânsulo

113
ABDéjsuala-.

c)  BC=3rEcm
d) O peÌínetÌo do qüadriÌátero ABCD é isual a

(o 16+ + rI-ì cm.

e) AC= 113+ {6cm

11. (UnifoÌ-CE) Nâ Âgura abaìxo ten-se um octógono
ÌeguÌar inscrito em unÌa circunferéncia de raio
2 cm.

rgual a:

a) 16r[
b) 32ü
c) 321r -12
d) l6!2 -  \ Ì2

el 1614 - \r2

octó€iono, em centimetros,

1?. Llarec sPr Lm um pdr4rc.oqrdmn ABr D. Í )5 han.
AB e qD medenr.  re.pc:r iv !1 lenre.  \ '  2 !m er(m e

e é o ângulo agudo foÌrnâdo por esses Ìados. Se a djã
gonal múor mede 2x cÍr, então o ângúo 0 é taÌ quel

.  -  vt4
ãr cosv= 

4

.5
b) sene=;

.^ \5cl  cos u =--

.^ lor sen u =- '

e) tg e =.,q

13. tur prl Num triàÍguÌo Ìetângulo um dos catetos
medea cm e âbissetiz do ânsulo reto medeúcnÌ.
Classifique como verdadeira (v) ou fâlsa (F) cada
umn das sentenças abâixo:

^. fma) Amedrd.r dah p"t tru

bl À medida do outro câtdo éA cm.'a

c) O triânguìo é isóscetes.

d À .oma d, '  med dJ'  do. cdrero. e . Í ì

8. (Mackenzìe SP) Três iÌhas,A,3 c C, aparecem úum
ÌÌìapa enÌ escà141:10 000, como na figura abaúo:

B

t

A 12cm C

Das alternativas, a que meÌhoÌ apronnÌâ a distância

entre as ilhâs Á e .8 é:

d) i ,9 km
c) 2,1 knib) Ì,4 km

c) 2,3l(m

9. (IEI-SP) Enì um tÌiângulo ABC os ladosopostos aos
JrtsJ u. A e s .ro.  r t ' .pc.r .umenle.,  c b. rdn qrrr
a= 2b.

A

"{

\JbPcd" que o Jn6 u Í  mede òu'  e cnF
.fa

sen 60" =+1, assinale â alternativa corretâ:

10. (Uf-sE) No quadriÌátero ABCD da figura abaìxo,

. ângulo BÂD é reto;

. BD =:l cm e CD = 6 cÌÍt;

. BDC = 60";

. a tangente de eln t o dobro da tangente de

ABD,

à) Â=Ìos"eÊ=ìs" d) Â=4s"eÊ=75"
bl  Â=30.eô=eo" c)  Â=75'"Ê=a5'
c)  Â=eo.ei ì=30.

:rÌ16



14. 1c"r"t-ucy Nn
retângulo em Á

a) :\[

,, 3.i '
,2

6gura abaixo, o triânsuLo ÁBC
e ÂM e bnseniz do JnguJo ,4.

.ì !!l

- '5 , .  S+\F
" l  , '

menino, âfartado 6 m dã parede Ìâr€ral, mirando em
A, vé o ponro B nâ abóbada.

F --Toã _

ConsìdeÌando-se os olhos do menino a 1 m do chao
e desprezando-se a espessura das paredes para o c -
ctrlo, â âltura do ponto B ao chão é:

f

\eA( rJeAr\4 r2,JmrdidJdr,r ipotelL.dBCe:

.. 2I \,i
è) 

). 
n'

IJ.  rU. h lúz de Iora Mrr, lmd re.q,r i  ã po$r! i  Lr ÌJ
abóbada semi esférica de a m de Ìaio, cujo ceìtÌo
dista 7m do chão e 5 m dâspãredeslaterais.AÊgrua
abaiÌo representa um coÌte em perfil, em {rue uxÌ

ul t t ; f .  e)  sm

Ò t . r l l  
^

- - - ' - - - ' l
I

a . . . -  ^ ,  , .  I
r.. (lMt RJ) Um quadrúátúo convexo ABCD está inscrito eÍn um semìcjrculo de diâmetro d. Sabe_se qüe j

AB=BC=4AD=deCD=b,coÍnd,rednãonuÌos.Demonsrrequedr=bd+2a,.  l

;ür



l

2
3

5
6

8
I

t0

11
17
13

l5
t6
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27'
28
29
30

31
32
33
34
35
36
37

39
40

42
43

45

S€hô

0,41745
0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12147
o,13917
0,15643
0,17365

0,19047
0,20791
o,22495
o,24192
o,25AA2
o,27564
0,29237
0,30902

0,34202

0,35837
4,37461
0,39073
4,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48461
0,50000

0,51504
0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
o,54779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279

0,65606
0,66913
0,68200
0,69466
0,74711

coisêno

0,99495
0,99939
0,99863

4,99619
0,99452
0,99255
4,99027
4,94769
a,9a4a1

0,98163
0,97415
0,97437
0,97030
0,96593
4,96126
0,95630
0,9510ó
0,94552
0,93969

0,93358
o,92714
0,92050
0,91355
0,90ó31
0,49879
0,89101
0,88295
0,47462
0,86603

0,85717
0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80903
o,-Ì9864
0,7aaol
0,77715
0,76604

0,75471
0,74314
0,73135
o,71934
0,70711

Tangãntê

o,o1746
0,03492
0,05241
0,06993
0,04749
0,10510
4,12274
0,14054
0,rs838
4,17633

0,19438
0,21256
o,23047
o,24933
4,26795
0,24675
0,30573
0,32492
0,34433
0,36397

0,38386
0,40403
o,42447
0,44523
0,46631
0,44773
0,50953
0,53171
0,55431
0,5 t735

0,ó0086
0,62447
0,64941
0,67451
0,70021
Q,72654
0,75355
0,74129
0,80978
0,83910

0,46929
0,90040
o,93252
0,965ó9
1,00000

Ânqulo
(graus)

46

48
49
50

5l
52
53
54
55
56
57
58
59
ó0

6t
62
63

65
66
67
68
69
7A

71
72
73

75
76
77
78
79
80

8l
a2
83
a4
85
86
a7
aa
a9

0,71934
0,73135
4,74314
4,75471
4,76604

4,77715
0,78801
0,79464
0,80903
0,81915
o,47904
0,83867
0,84805
4,45717
0,86603

4,47462
0,88295
0,89101
o,a9a79
0,90631
0,91355
0,92050
0,92718
0,93358
0,939ó9

0,94552
0,9510ó
0,95630
o,96126
0,96593
0,97030
0,97437
0,97815
0,98163
0,98481

0,98769
0,99027
0,99255
0,99452
0,99619
0,99756
0,99863
0,99939
o,999as

0,69466
0,68200
0,66913
0,65606
o,642-79

0,62932
0,61566
0,ó0182
0,54779
0,57358
0,55919
0,54464
0,52992
0,51504
0,50000

0,48481
0,46947
0,45399
0,43437
0,42262
0,40674
0,39073
0,37461
0,35837
0,34202

0,32557
0,30902
0,29237
o,27564
o,25aa2
0,24192
4,22495
0,20791
0,19087
0,17165

4,15643
4,13917
0,12147
0,10453
0,08716
0,06976
0,05234
0,03490
o,01745

1,03553
1,07237
1,1 1061
1,15Q37
1,19175

1,23499
1,27994
1,32704

1,42815
1,48256
1,5398ó
1,60033
1,66424
1,73205

1,80405
1,88073
1,96261
2,05030
2,14451
2,24604
2,35545
2,47509
2,60509
2,74744

2,90421
3,07764
3,27045
3,44741
3,73205
4,01078

4,70463

5,67128

6,31375
7,11537
8,14435
9,51436

11,43010
14,30070
19,08110
24,63634
57,2900A

t
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