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Prestacdo de servicos com tradicdo de confiabilidade.

Construtivo, procura colaborar com as Bancas Examinadoras em sua
tarefa de ndo cometer injusticas.

Didatico, mais do que um simples gabarito, auxilia o estudante no
processo de aprendizagem, gracas a seu formato: reproducéo de cada
(uest&o, seguida da resolucdo elaborada pelos professores do Anglo.
No final, um comentario sobre as disciplinas.

O Instituto Tecnologico de Aeronautica — ITA — é uma escola de
engenharia mundialmente conhecida.

Com o0 mesmo zelo com que trata seus excelentes cursos (Engenha-
ria Aeronautica, Engenharia Mecénica Aeronautica, Engenharia de
Infra-Estrutura Aerondutica, Engenharia Elétrica e Engenharia de
Computacéo), trata seu vestibular, que € realizado em 4 dias:

1° dia: FISICA, com 20 questdes de mdltipla escolha e 10 questes
dissertativas.

20 dia: PORTUGUES, com 20 questdes de multipla escolha, 5
questdes dissertativas e uma redaco, e INGLES, com 20 questdes de
multipla escolha.

3° dia: MATEMATICA, com 20 questBes de mltipla escolha e 10
questdes dissertativas.

4° dia: QUIMICA, com 20 questdes de mdiltipla escolha e 10
questdes dissertativas.

A prova de Inglés ¢ eliminatoria e ndo entra na classificacéo final.
Em Matematica, Fisica e Quimica, as questdes de multipla escolha
equivalem a 50% do valor da prova, e a parte dissertativa, aos ou-
tros 50%.

Na prova de Portugués, as questdes de maltipla escolha equivalem a
40% do valor da prova; as dissertativas, a 20% e a Redacéo, a 40%.
S0 € corrigida a parte dissertativa dos 650 melhores classificados nas
questdes de multipla escolha.

Serdo considerados aprovados nos exames de escolaridade os candi-
datos que obtiverem nota igual ou superior a 40 (na escala de 0 a
100) e média igual ou superior a 50 (na escala de 0 a 100).

A nota final é a média aritmética das provas de Matematica, Fisica,
Quimica e Portugués.



NOTACOES

N={0,1,23..} i: unidade imaginaria; i2 = -1
Z. conjunto dos nimeros inteiros |z|: médulo do nimeroz € C
@ conjunto dos nimeros racionais Z: conjugado do nimero z € C
R: conjunto dos numeros reais Re z: parterealdez€ C

C: conjunto dos ndimeros complexos Im z: parte imaginariade z € C

n . L
( ] : numero de combinag¢des de n elementos tomados p a p.
P

mdc(j, k): maximo divisor comum dos nameros inteiros j e k.

n(X): namero de elementos de um conjunto finito X.

(@ b)y={xeR:a <x <b}.

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados séo cartesianos ortogonais.

Se A, B, C forem conjuntos tais que
n(AUB)=23,nB-A)=12,n(C-A) =10,
nBNC)=6en(ANBNC)=4,
entdo n(A), n(A U C), n(A U B U C), nesta ordem,
A) formam uma progresséo aritmética de razéo 6.
B) formam uma progressao aritmética de razéo 2.
C) formam uma progressao aritmética de razdo 8, cujo primeiro termo é 11.
D) formam uma progressao aritmética de razdo 10, cujo ultimo termo é 31.
E) ndo formam uma progressao aritmética.

Resolucao

) Como n(B-A)=n(B)-n(AMNB)en(AUB)=n(A) +n(B) - n(A N B) temos:

n(B) - n(A N B) = 12 (1)
n(A) + n(B) - n(A N B) = 23 )

Substituindo (1) em (2) temos:
n(A)+12=23 .. n(A) =11

) Comon(AUC)=n(A)+n({C)- n(ANC)e
n(C — A) = n(C) - n(A N C) temos:
n(AUC)=n(A)+n(C-A) ..
NAUC)=11+10 .. nAUC) =21

) Como
NAUBUC)=n(A)+nB)+n(C)-n(ANB)-nNANC)-nBNC)+n(ANBNC)
NAUBUC)=nB)-n(ANB)+n(C)-n(ANC)+nA)-nBNC)+n(ANBNC)
NAUBUC)=nB-A)+n({C-A)+n(A)-nBNC)+n(ANBNC)
nAUBUC)=12+10+11-6+4
nAUBUC)=31
Assim n(A), n(A U C) e n(A U B U C) formam, nesta ordem, uma Progressdo Aritmética de raz&o 10 e ultimo
termo 31.

Resposta: D
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Seja A um conjunto com 14 elementos e B um subconjunto de A com 6 elementos. O nimero de subconjuntos
de A com um numero de elementos menor ou igual a 6 e disjuntos de B é

A)28 - 9.
B) 28 - 1.
C) 28 — 26,
D)214 — 28,
E) 28.

Resolucao

Do enunciado, existem 8 elementos de A que nédo sao elementos de B. Com esses 8 elementos, o nimero de
subconjuntos pedido é:

BNHRHESHENHEH

=28-9
Resposta: A

Considere a equagéo:

16(1- ?x)3 _ (1+ i 1- 5)4

1+ix 1-1 1+

Sendo x um numero real, a soma dos quadrados das solucdes dessa equacao é
A)3.

B) 6.

C) 9.

D)12.

E) 15.

Resolucao

4
16(1_ ?X)3 - ((“ i)z_" (L- i)z] 16(@)3 - (2i)*
1+ix @-@+i 1+ix

—_ix)3
A-1° 1 - @+ix3-(1-ix3=0
(L+ix)3
Bix + 2153 =0 .. 2ix(3+i2) =0
s 2iXB-x2) =0
=0
ou
x2=3 . X= :\/5

A soma dos quadrados das solucdes é
2 2
2+ (-3)" +(43)" =6

Resposta: B

ITA/2007 3 ANGLO VESTIBULARES



Assinale a op¢éo que indica o0 médulo do numero complexo

1 X =k, kEZ
1+icotgx
A)|cosx|
B) (1 + senx)/2
C) cos2x
D) |cossecx|
E) |senx|
I S
|1+ icotgx| |1+icotgx|
B 1
17+ cotgzx
-1
x/coseczx
-1
|cosecx |
= |senx|

Resposta: E

Considere: um retdngulo cujos lados medem B e H, um tridngulo isésceles em que a base e a altura medem,
respectivamente, B e H, e o circulo inscrito neste tridngulo. Se as areas do retadngulo, do triangulo e do circulo,
nesta ordem, formam uma progressdo geométrica, entdo B/H € uma raiz do polinédmio

A)73x3 + 12x2 + ix — 2 = 0.
B) m2x3 + m3x2 + x + 1 = 0.
C) m3x3 — 2x2 + ix + 2 = 0.
D) mtx3 — t2x2 + 2ntx — 1 = 0.
E) x3-2m2x2 + ix -1 = 0.

Resolucao

Do enunciado temos:

B/2 B/2 B/2
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r

Por semelhanga temos:
H-B

1/4H2 +52 - B+ \/4H2 + B2

N UJ|

=

temos ainda: PG (B -H, % urz) com razao —.

N

B-H
2

2
( . \ I
=EL$J = 2B-\4H? + B2 + 4H? + 2B =47 -H-B

B + 4H? + B2

2
Dividindo por 2HB, vem: |4 + (EJ +2- g + B =2

logo:

N[

T

H

—
Chamando E=x,temos: V‘4x2+x4 +24+X2=21-x =

J4x? + x* = 2nx - (x? + 2) elevando ambos os lados ao quadrado, vem:

4x2 +)<4/: 472X2 — A7X(x2 + 2) +/x4/+ 42+ 4 =
X3 - m2x2 + 2mx - 1=0

Resposta: D

Se as medidas dos lados de um triangulo obtusangulo estdo em progressdo geométrica de razao r, entdo r per-
tence ao intervalo

A) (0,(1++2)12).
B) ((1 +~2)02, (1 + ﬁ)/z) _

(1/1+ 5)/2 (1+f)/2).
D) ((1+J—)/2 J—/z).
(V2 +-2i2

E) (V2++42 (2+I)/2)
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Resolucao

As medidas dos lados desse triangulo podem ser representadas por a ,aearnemquea>0er>0.
r

Podemos afirmar que r = 1, pois, com r = 1, o triangulo seria equilatero.
Resta-nos estudar dois casos
lecaso: 0 <r<1

2
. . a a a
Neste caso, a maior medida é — etemos — <a+are (—) > a’ + (ar)z.
r r r
a
De —<a+ ar, temos:
r
1

—<1+r
r

rr+r-1>0

<r<l (0

J5 -1
2

2
a
De (F) >a’+ (a- r)z, temos:

1

—2>1+r2

r
rf+r2-1<0

e N
o<rz<®-1 oo 5£ 1o
2 Vo2
5.1 W5 -1
De (1) e (2), temos <r <, .
e > 1" 2

2%caso:r>1
a a 2
Neste caso, a maior medida é ar e temos ar<a+ — e (ar)2 >al + (—) .
r r

a
De ar <a+ —, temos:
r

r<1+1'
.
-
R_r_1<0 . 1<r<*l (3)

2
a

De (ar)?> >a’ + (—) , temos:
r

1
>1+ =
r2

-r2-1>0

ﬁ>ﬂﬁl.ur>Vﬁ+1(®
2 Vo2
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De (3) e (4), temos

\/g+1 \/g+1
> .

<r<
2

Resumindo, sendo A o conjunto dos possiveis valores de r, temos:

V5 -1 V5 -1 541 V541
2

A=qreR:——<r<,/——— ou . <r<
2 2 \

2
| L | L
0 5-1 5-1 1 VE+1 vVs+1 T
2 2 2 2

Como A néo esta contido em qualquer um dos intervalos indicados nas alternativas, a questdo nao apresenta
alternativa correta.

Sem resposta

Sejam X, y € z nUmeros reais positivos tais que seus logaritmos numa dada base k s&o nameros primos satisfa-
zendo

logy (xy) = 49,
log, (x/z) = 44.

Entéo, logy(xyz) é igual a

A)52. D) 80.
B) 61. E) 97.
C) 67.

Resolucao

e De logyx + log,y = 49, temos:
Se logyx = 2, entdo logyy = 47.
De logyx = 47, entéo logyy = 2.
Se logyx = -2, entdo logyy = 51, que ndo € um ndmero primo.
Se logyx for um namero primo impar e diferente de 47, entéo log,y serd& um numero par diferente de 2 e
diferente de -2; nesse caso, logy ndo sera um ndimero primo.
e De logyx — logyz = 44 e logyx = 2, temos log,z = -42, que ndo é um ndmero primo.
* De logyx — logyz = 44 e logyx = 47, temos logyz = 3, que € um ndmero primo.
Portanto log,x = 47, logyy = 2, log,z = 3 e logyx + logyy + log,z = 52, ou seja, log,(xyz) = 52.
Resposta: A

Sejam x e y dois nUmeros reais tais que eX, eY¥ e o quociente
eX - 2.5
4-eY 5

sdo todos racionais. A soma x +y é igual a

A)O.

B) 1.

C) 2logg3.

D)logs2.

E) 3loge2.
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eX —2x/g

Como ————— e racional, existem p inteiro e g inteiro ndo nulo, tais que:
4-e¥y\5
X — —
ﬂ _P ge* - 2975 = 4p - peY\5 (1)
4-¢e¥y5 d

Além disso e* e eY sdo racionais. Assim, a afirmacado (1) € verdadeira se e somente se:

e
x F_=
qge” =4p - q 4
-29 = -pe’ p_2
qa e
X
Logo, e_2 e**¥ -8
X +y =10g.8
X +y =3logg2
Resposta: E

Seja Q(z) um polinbmio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos niameros complexos, cujo coeficiente
de z5 é igual a 1. Sendo z3 + z2 + z + 1 um fator de Q(z), Q(0) = 2 e Q(1) = 8, entdo, podemos afirmar que a
soma dos quadrados dos modulos das raizes de Q(z) € igual a

A)9. D)3.
B) 7. E) 1.
C) 5.

Resolucao

Como o coeficiente de z5 é 1 e z3 + z2 + z + 1 é fator de Q(z) do quinto grau, esse polindmio pode ser
representado por:
Q(z)=(z2+az +b)(z3 + z2+ z + 1), em que a e b sdo constantes.
e De Q(0) = 2 temos:
b)@)=2 .. b=2
e De Q(1) = 8 temos:
l+a+2)(1+1+1+1)=8 .. a=-1
Assim, Q(z) = (z2-z+2)(z3+ 22+ z + 1).
As raizes de Q(z) sdo dadas pelas raizes das equagdes z2-z+2=0 e z3+2z2+z+1=0.
Resolvendo-se z2 -z + 2 = 0, vem:

Resolvendo-se z3 +z2 +z+ 1 =0, vem:
z2(z+1)+1(z+1)=0
(z+1(@Z2+1)=0
z=-1;z=iez=-i

A soma dos quadrados dos moédulos das raizes é

2 2
2 [ \2
—l+ﬂl —E—ﬁl +|—1|2+|i|2+|—i|2=(\/§) +(\/2) +1+1+1=7
2 2 2 2
Resposta: B
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Sendo ¢ um namero real a ser determinado, decomponha o polindmio 9x2 — 63x + ¢, numa diferenca de dois
cubos
(x +a)3 - (x + b)3.

Neste caso, |a + |b| — c| € igual a

A) 104.

B) 114.

C) 124.

D) 134.

E) 144.

Resolucao

Do enunciado, temos a igualdade:
9x2-63x+c=(x+a)3- (x +b)3
9x2-63x +c=x3+3x2-a+ 3 xa+ a3 -x3-3x2b - 3xb2 - b3
9x2 - 63x + ¢ = (3a - 3b)x2 + (3a2 - 3b2)x + a3 - b3

Assim,
3a-3b=9 a-b=3
3a2 -3b2=-63 (a+b)a-b)=-21
a3-b3=c¢ a3-b3=c¢

Resolvendo o sistema acima, temos a=-2, b =-5, ¢ = 117.
Logo |-2 + |-5| - 117| = |-114] = 114.

Resposta: B

Questao 11

Sobre a equacdo na variavel real x,
[[1x=-1]-3]-2]=0,
podemos afirmar que

A)ela ndo admite solugéo real.

B) a soma de todas as suas solugdes € 6.
C) ela admite apenas solug¢des positivas.
D)a soma de todas as solucgdes € 4.

E) ela admite apenas duas solug¢des reais.

Resolucéao

[[Ix=1]-3]-2|=0
lIx-=1]-3]-2=0

[Ix-1]|-3|=2
temos duas possibilidades:
H|x=-1]-3=2 .. |x-1]=5,o0useja:
x-1=5 ou x-1=-5
X=6 =_-4
mpx-1-3=-2 .. |x-1|=1, ou seja:
x-1=1 ou x-1=-1
X=2 x=0

A soma de todas as solucbes é: -4 +0+2+6=4
Resposta: D
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Questao 12

Determine quantos numeros de 3 algarismos podem ser formados com 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, satisfazendo a se-
guinte regra: O nimero nao pode ter algarismos repetidos, exceto quando iniciar com 1 ou 2, caso em que 0 7
(e apenas o 7) pode aparecer mais de uma vez. Assinale o resultado obtido.

A) 204
B) 206
C) 208
D) 210
E) 212

Resolucéao

Do enunciado, ou os numeros tém 3 algarismos distintos, ou 0 nimero € 177, ou o humero é 277.
Assim:

Dj](l??ouZ??)
Vol
7-6:5 + 2 = 212

Resposta: E

Seja x um namero real no intervalo 0 < x < /2. Assinale a opc¢édo que indica o comprimento do menor inter-
valo que contém todas as solucdes da desigualdade

1 T 2x 1
—tg|— - x|[-+3|cos“—= - =|sec(x)=0.
29(2 )(( . 2) ()
A)m/2

B) n/3

C) m/4

D) n/6
E) m/12

Resolucao

1tg (%— x]—@(coszé—%) secx = 0.

2 2
1 2c0s2 X ~1
—-cotgx—«@-—-secx?O (2)
2 2
= 1 1 —
cotgx —v3-cosx-——=0 .. cotgx=+3 .. — =43
cOs X tgx

. T
No intervalo 0 < x < E temos:

—

tgx<L 0<x<E
3 6

Assim, o comprimento do menor intervalo que contém todas as solucdes é

ola

Resposta: D

ITA/2007 10 ANGLO VESTIBULARES



Questao 14

Assinale a opcao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

2
A={xk = senz(k—”) -k =1,2} e
24
B= {yk = sen? (M) -k =1,2}.
24

A)O
B) 1
C)2

D)(Z—M)B
E) (2+m)/3

Resolucao

Do enunciado,

A= senzi,sen21 e B= senZE,senZE
24 6 3 24

Como A e B séo disjuntos, a soma dos elementos de A U B é:

s-sen? ™ 4+ sen?™ 4 sen2 ™ 4 sem2 11T
24 6 3 24

Lembrando de arcos complementares, podemos escrever:

2 T

T
2 =~ 4+ cos
6

2 — +sen
24

2T
6

S=sen £+cos S=2
24

Resposta: C

Questao 15

Sejam A = (ay) e B = (by), duas matrizes quadradas n x n, onde aj e by, sdo, respectivamente, os elementos

da linha j e coluna k das matrizes A e B, definidos por aj = (Ii) quando j = Kk, ajk = (k) quando j <k €
J

" )
b = JE(—Z)D(JK)-
p=0 p

O traco de uma matriz quadrada (cj) de ordem n x n € definido por Z;: 1 Cpp - Quando n for impar, o traco
de A+ B éigual a

A)%_ D)M_
(n-1)(n+1) p(n-1)

B) — )(n—2)
(n2—3n+2)

-2
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Resolucéao

n
Seja C = A + B. Como tr(C) = Zp _ 4 Cpp, temos:
n

tr(C) = Zp -1 (app + bpp)
Do enunciado:

ol

2 2
p2 p p2 P 2 2
= _2\P = P2-P. (_2\P = (1 — 2\P? = (_1)P
bpp—szo(p](Z) —szo(p)l (2P =(1-2)P =(-1)
Assim:
n
tr(C) = Zp: 18p* Zp: 1 bpp
_Zn 2n p2
tr(C) = p=11+ p:1(—1)

n
Quando n é impar, X _ | (-1)P? = —1. Assim:

(N-H(n-2) n®-3n+2
(h-2)  n-2

tr(C)=n-1=
Resposta: C

Questao 16

Considere no plano cartesiano xy o tridangulo delimitado pelas retas 2x =y, x = 2y e x = -2y + 10. A area desse
triAngulo mede

AZ. D).
2 4
13 7

B) —. E) —.

) )5
11

C) —.

) 6

Sejam A, B e C os vértices desse tridngulo.

Temos:
2x =y

=0 =0 .. A0

{x=2y x=0ey (0,0)

X+ 2y =10
=2 =3 .. B(24

{2x=y x=2ey 2, 4)
x+2y =10 . x=5ey=2 BG, 2)
X =2y 2 2

0 01
D=|2 4 1]=-15
5
5 =1
2
Area (ABC) = 1 |-15| = el
2 2

Resposta: A
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Questao 17

Sejam A: (a, 0), B: (0, a) e C: (a, a), pontos do plano cartesiano, em que a € um numero real ndo nulo. Nas alter-
nativas abaixo, assinale a equacdo do lugar geométrico dos pontos P: (X, y) cuja distancia a reta que passa por
A e B, é igual a distancia de P ao ponto C.

A)x2 +y2 - 2xy — 2ax —2ay + 3a2 =0
B) X2 + y2 + 2xy + 2ax + 2ay + 3a2 =0
C)x2+y2-2xy +2ax +2ay + 3a2=0
D)x2 + y2 — 2xy — 2ax — 2ay — 3a2 =0
E) X2 + y2 + 2xy — 2ax — 2ay — 3a2 =0

Resolucao

C(a, a)

y-0=-1(x-a)

x+y—a:0(§>3)

Elevando ao quadrado:

X2 +y2 + a2 + 2xy — 2ax — 2ay = 2(x2 — 2ax + a2 + y2 — 2ay + a2)
X2 +y2 - 2xy —2ax— 2ay +3a2=0

Resposta: A

Questao 18

Seja P,, um poligono regular de n lados, com n > 2. Denote por a,, 0 apétema e por b, o0 comprimento de um
lado de P,,. O valor de n para o qual valem as desigualdades
bn <a, e bn—l >an—l-
pertence ao intervalo
A)3 <n<7.
B)6 <n <09.
C)8 <n <11.
D)10 <n < 13.
E) 12 <n < 15.

Resolucéao

C

AB = by,
B AM = Bn
2

v 0
" of
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tga = AM -2 . 1 (supondo b, = ap)
O a, 2
1
2tgo. 25 4
tg2o = 5= =—
1-tgea 1_& 3
4

Wl

Logo, b, = a, = tg2o <=

4
Com n = 8, temos 2o = 45° e, portanto, tg2a. = 1 < 3 ()

—

Com n = 6, temos 20 = 60° e, portanto, tg2a = /3 >

wls

(1
Seja tg2a =k, paran =7.
Observemos que 45° < 2a < 60° e, portanto, 1 < tg2a < \/E
n=8 n==6

1 4 V3
3

4
1) Sek < 3 entdo, by < aye bg > ag e, entdo, n =7.

4
2) Se k > 3 entdo, bg < ag e by > a7 e, entdo, n = 8. O valor de n, pedido, sera 8.

Concluimos que 6 < n < 9.
Resposta: B

Sejam P, e P, octégonos regulares. O primeiro esté inscrito e o segundo circunscrito a uma circunferéncia de

raio R. Sendo A, a area de P, e A, a area de P,, entéo a razéo A e igual a

2
o e

B) 92 .
16

) 2(& —1).

D) 5

E) 2
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Resolucéao

Poligono Pq Poligono P,

A1:8-%-R-R-sen45°

450
2t
o 5]
tg45° = 250
1-t
A7
Ztg(45°) -
1= — 7 tg()= \/5—1
1] %5° 2
2
(o)
tg(4§) b2 o 4/2 . 0=2R(2 -1)
-8 LR . Az:g.w

2 2
. A, =8R2(:/2 - 1)

A R22\2 2442

A 8R2(V2-1 4

Resposta: E

Considere uma piramide regular de base hexagonal, cujo apdtema da base mede «@cm. Secciona-se a pira-
mide por um plano paralelo a base, obtendo-se um tronco de volume igual a 1cm3 e uma nova piramide. Dado

Logo,

. o .1 . L.
a razao entre as alturas das piramides é T a altura do tronco, em centimetros, é igual a
que 2

w2
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(3& - 2@)

) P

Resolucao

h
Ho h _ 1
H V2
&‘ hT—*» altura do tronco

N

2) Sendo V e v, respectivamente, os volumes da piramide e da nova piramide, temos:

3
SR U I A
V2 T VolN2) TV 22

LV-V 1-22 | V-v _2J2-1
Viooo22 vV 22

Como V -V é o volume do tronco, temos:

—

1_2y2-1 202
Vo220 2y2-1
Sendo / a aresta da base da piramide, temos:
GEN N3 o =2
2
2 E -
A &rea da base da piramide é 6- , OU seja, 6+/3
1 [~ 2’\/”‘5 \/5
Logo, =643 -H=  H=s—Y2
3 22 -1 J3(2v2 -1
Substituindo o valor de H em (1), vem:
h _VE—l. V2 " h _3@—@
T7 2 32—y T 21
Resposta: C

ITA/2007 16
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As quest0Oes dissertativas, numeradas de 21 a 30, devem ser resolvidas e respondidas no caderno de solugdes.

Questao 21

Determine o conjunto C, sendo A, B e C conjuntos de numeros reais tais que
AUBUC={XxER: x2+x =2},

AUB={XER 8%X-3-4X-22-X>(},

A NC={x &R log(x + 4) <0},

BNC={xER0=<2x+7 <2}

Resolucao

Note que:
C=[(AUBUC)-(AUB)] U [ANC] U [BNC]
= - =
A B A B A B
U U

C C C
AUBUC:
Dex2+x=2,temos x2+x—-2=0e, portantox < -2oux = 1.
A U B:

De 8X—-3-4%_22.2X>0e2X=t, temos:
t3-3t2-4t >0
(t2-3t-4)t>0
t2-3t-4>0 (pois t > 0)
t<-lout>14
t> 4 (poist > 0)
27X > 22
X > 2 X< -2

AUBUC i e

X

-2 1

WA
AUB o «

AUBUC)-(AUB) —————e——seiffffiifii>
( )-(AUB) - W

ANC:

De log(x + 4) < 0, temos:
0<x+4=<1e,portanto, 4 < x < -3.
BNC:

De 0 =2x+7 < 2, temos:

-7 =< 2x < -5 e, portanto, > s x < >
(A U B U C) - (A U B) AYAVAYAYAVAYAYAYAYAYAYAYAVAYAYAVAY X
-2 1
ANC ittt
_ _ | | X
‘ | |
| ! | |
B m C vAYAYAVAVAVAV AYAYAVAVAVAYAYA r
-7 —g X
2 2
C — AVAVAYAVAYAVAVAVAYAVAYAVAVA YAYAVAVAVAVAYAY L VAVAVAVAYAVAYAVAVAVAYAVAYAVAVAVAYAV X
-4 5-2

2

5
Resposta: (x ER/ -4 < x = 3 oux=-2o0ux =1}
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Questao 22

Determine o conjunto A formado por todos os nimeros complexos z tais que

z 2z
+

-+ — -=3e0<|z-2i=<1
Z-21 Z+2i

Resolucao

Sendo w = ——, temos W = z -
zZ+ 2 z-2

. z 2z

Assim, de -+ ——— =3, temos:
z-21 z+2

W+ 2w = 3

W+w+w=3

2Re(w) +w=3 .. wER
De w € R, temos Rg(w) = w e, portanto, 2w +w =3 .. w=1.

Temos_Z -=1lez=Z+2i
Z+2

Sendo z = x + yi, com {x, y} C IR, temos:
X+yi=X-yi+2i
2yi=2i . oy=lez=x+I
De 0 < |z -2i| = 1, temos:
o<|x+i-2i=1
O<|x-il=1

0< x2+1 <1 .. x=0ez=0+i

Resposta: A = {i}

Seja k um nUmero inteiro positivo e A, = {j € N: j < k e mdc(j, k) = 1}.
Verifique se n(Az), n(Ag), N(A,7) e n(Agy), estédo ou ndo, nesta ordem, numa progressao aritmeética ou geome-
trica. Se for o caso, especifique a razédo.

Resolucao

Az é 0 conjunto de todos os niumeros naturais j, j < 3, tais que j e 3 sejam primos entre si.
Logo, A3=1{0,1,2,3}-{0, 3} ={1, 2}

NAz3) =4-2 .. n(Ag)=2
Ag €é 0 conjunto de todos os numeros naturais j, j < 9, tais que j e 9 sejam primos entre si.
Logo, Ag={0,1,2,3,...,9}-{0, 3, 6, 9}

N(Ag) =10-4 .. n(Ag) =6
Analogamente, temos:

A7={0,1,2,3,...,27}-{0, 3,6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27}

N(Ay7) =28-10 .. n(Ay) =18
Ag1=1{0,1,2,3,...,81}-{0, 3,6, ..., 3- 27}
n(Agl) =82-28 .. n(Agl) =54

Resposta: A sequéncia (2, 6, 18, 54) é uma progressao geométrica de razao 3.
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Questao 24

Considere a equagcao:

\/xz—p+2\/x2—1=x.

a) Para que valores do parametro real p a equagao admite raizes reais?
b) Determine todas essas raizes reais.

Resolucao

\/xz—p+2\/x2—1=x (6]

Dessa igualdade, temos as condi¢des:

x = 0 (adicdo de raizes quadradas)

x2 -1 = 0 (radicando de uma raiz quadrada)
x2 — p = 0 (radicando de uma raiz quadrada)
Logo, podemaos afirmar que x = 1. (2)

De (1), temos \x2 -p =x-2yx2-1.  (3)

Dessa igualdade, resulta X —24/x2 -1=0, ou seja, X =2/x2 -1.
Como x = 1, temos as proposi¢cdes equivalentes:

X2 = 4(x2 - 1)

X2 =4x2 -4

4=3x% . oxP=< %. ()

De (2), (3) e (4), temos as proposi¢des equivalentes:

[ < oeziof

X2 —p=x2-4xx2 -1 +4(x2 - 1)

4x X2 -1 =4x2+p-4
Sejap -4 =4q. (5)

Temos as proposi¢des equivalentes:

4x \x2 -1 = 4x2 + 4q

X X2 -1 =x2+q. (6)

Dessa igualdade, resulta a condigéo:
x2+q=0,0useja, q=-x2. (7)
De (6) e (7), temos as proposicdes equivalentes:

(x X2 — 1)2 = (x2 + q)2

x4 —x2 = x* +2gx2 + g2
X229+ 1) =92 (8)
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Dessa igualdade, podemos concluir que

2g+1 <0, ouseja,q<_—21. (9)

8) e (9 2o % 0
D , T = . 1
e (8) e (9), temos x 2q+1 (10)
De (2), (9) e (10), temos:

—q2

T -

29+1

g2 g+1

<2
0<0g2+2q+1
0<(qg+ 1)2 (verificada para todo g, g € R)
De (4), (9) e (10), temos:

2
Q- _ 4

2q+1 3
-302=8q+4

302+8q+4<0 .. -2sqgs= (11)
De (7), (9) e (10), temos:

_q2
- 2q+1

q=

202 +q =<0
g2+gq<0 .. -1sgs=0. (12)
Das condicdes (9), (11) e (12), temos:

2 VYVVYVVVYVVEYV YV YV VYV IRV VYV VYV VYV YT 1

2

2= qs = A AR LA
3 S

-2 —2 a

AR AL AL ISR AN A
1= q <0 VYTV TR Iy vy v vy

Logo, temos -1 < g < _?2 (13)

a) De (13) e (5), temos:

Resposta: 0 = p <

w|
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b) De (5) e (10), temos:

XZ:ieq:M
2q+1 4
_(p-4)?
(2. 16
p;4+1
X2=‘(|°—_4)2
8(p-4)+16
2 P=9r o (P-4?
16-8p 4(4 - 2p)

De (2), temos x = 1 e, portanto,
[p-4]
X=—m——
2.4 -2p
4-p
2.4 -2p
Resposta: Sendo S o conjunto solugdo, temos:

ospsi=>3= _4-p
3 2/4-2p

Como0O=sps=< %,temos X =

4
p<00up>§:3:{}

Questao 25

Sendo X, y, Z € w numeros reais, encontre o conjunto solucéo do sistema
log[(x + 2y)(w - 32)-1] =0,
2x+3z_8 .2y—3z+w:0,

J2x+y+6z-2w -2=0.

Resolucao

Do sistema dado, resultam os seguintes sistemas equivalentes:

[ x+2y
) w -3z
2X+3z2 =923 .92y-3z+w

-1

2Xx+y+6z-2w =28

X+2y=w-3z, w-3z=0
X+32=3+y-3z+w
2X+y+6z-2w =28
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X+2y+3z-w=0 x 1) x =2)

X-y+6z-w=3 S

2X+y+6z-2w=8 =

X+2y+3z-w=0
7 —3y+3z =3 (=-3)
-3y =8 (= -3)

X+2y+3z=w

) y-z=-1
y- 8
3
y-z=-1
__8_22_1
3
__8+1:z Z:_—5
3 3
X+2y+3z=w
16 15 1

Das condicbesw -3z=0e z= _?5 temos w = 5.

Portanto, a quadrupla (X, y, z, w) é solugdo do sistema se, e somente se, ela é da forma (oc + %1_—??_—; oc),
em que o € um numero real diferente de -5.

Resposta: V = a+3—1,£,_—5,a ,comaEIR—{—S}
3 3 3

Questao 26

Dentre 4 mogas e 5 rapazes deve-se formar uma comissdo de 5 pessoas com, pelo menos, 1 moca e 1 rapaz. De
quantas formas distintas tal comissédo podera ser formada?

Resolucao

Do enunciado, para ter, pelo menos, uma mog¢a e um rapaz, a comissdo formada sé ndo pode ter cinco rapazes.

Assim:
9!
Cg’5 - C5’5 = ﬂ -1=125

Resposta: 125.

Questao 27

Considere um triangulo isdsceles ABC, retangulo em B. Sobre o lado BC, considere, a partir de B, os pontos D e

E, tais que os comprimentos dos segmentos BC, BD, DE, EC, nesta ordem, formem uma progressio geométrica
decrescente. Se 5 for o angulo EAD, determine tgf em fun¢do da razéo r da progresséo.
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Resolucéao

Seja . 0 angulo DAC.

Da figura, temos:

Xr2 + Xr

tg(a + f) = =r2+r

Xr
tgo= — =71
9 X

Assim:

tg(a+p)—tga  r2+r-r
1+tg(a+p)tgo 1+ (r2 +r)r

tgp = tgf(a + B) —a] =

r2

tab = 1+13 +12

Temos ainda que: X = Xr + xr2 + xr3
rB+r2=1-r

Substituindo:

tgp = r2 . tgp = r2
Py - WP
r2
Resposta: tgf} = >r
—r

Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferéncias C, e C,, que se tangenciam exteriormente em P : (5, 10).
O ponto Q : (10, 12) é o centro de C;. Determine o raio da circunferéncia C,, sabendo que ela tangencia a reta
definida pela equacéo x = y.
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Resolucao

Sendo OP = OT =r o raio de C,, do enunciado, temos:

"
Cz ,i’/// \\\ Cl
b, at45° P
10 f - /"—?/——SB M
a) S
******** o) AH
<3 :
L y <
5 10
y=Xx
10 -12|
O segmento QM é dado por: QM = — = V2.
V12 + 12
Como AM = OT, temos AQ = 2 —r. 1)
No triangulo PQB, temos PB2 + QB2 =PQ2 .. PQ2=52+22 . PQ =+/29 e, portanto, 0OQ = 29 +r. (2)
Ainda:
tg(o + 45°) = 2 . o+l 2. tgoc——§ : cosoc=—zsenoc
9 “5 " 1-tga 5 7 3
Da Relacdo Fundamental:
7 3
sen2o. +cos2 =1 .. sen2a+ |[-—seno| =1 .. sena= % ) (3)
3 /58
No triangulo AOQ:
sena = 29 pe (1) e (2), temos sena. = J2-r . (4)
oQ V29 41
De (3) e (4), temos:
v2-r 3 20 (N/C) ou V2-r 3 529
V29 +r 58 T 3458 V29 +r 58 58 -3
Resposta: r = ﬂ
58 - 3

Seja C4 uma circunferéncia de raio R inscrita num tridngulo equilatero de altura h. Seja C, uma segunda circun-
feréncia, de raio R,, que tangencia dois lados do triangulo internamente e C; externamente. Calcule (R, — R,)/h.
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Resolucéao

Do enunciado, temos a figura:

Da figura, temos OT =Ry, O'T’ =Ry e OO’ = R1 + R».
Como OP = OT - PT e PT = O'T’, temos OP = R1 — R».
No triangulo OPO’:

O . 1 RtR Ri=3R, .. Rp=-11 (1)

€c0s60° = S = c.
oo 2 Ri+Ry 3

|
Py
ey
1]
w|z

. A L h
Sendo OT o apotema do triangulo equilatero, temos OT = 3

(2)

De (1) e (2), temos R2 = g Assim:

>

h_
Ri-Ry _3
h h

9 _

©IN

2
Resposta: 9

Questao 30

Os quatro vértices de um tetraedro regular, de volume 8/3cm3, encontram-se nos vértices de um cubo. Cada
vértice do cubo é centro de uma esfera de 1cm de raio. Calcule o volume da parte do cubo exterior as esferas.

Resolucao

Do enunciado, temos a figura,

1

: 1 a-a a3
| V —adog-2- 28, 2
: TETRAEDRO 3 2 3
: 3
| A35|ma_=§ a=2
| 3 3
VPEDIDO=23_8'1'E' 13=8_ﬂn=24_4n
3 3
Resposta: 24-4m 3
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Uma prova bem elaborada, com excessdo da questdo 6, que ndo apresentou alternativa correta.
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