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Introducao

Nesta aula estudaremos as leis da gravitacao e os principais conceitos que norteiam este
ramo da Fisica.

Esta aula é muito importante para aqueles que desejam ir para o ITA, pois ele gosta deste
assunto e cobra em um nivel muito elevado.

Fique atento as leis de Kepler e a lei de Newton da gravitagdo universal. Além disso, se
dedique no capitulo sobre energia potencial gravitacional, pois ele é muito importante na resolucao
de problemas complexos.

Caso tenha alguma duvida entre em contato conosco através do forum de duvidas do

(1)

Estratégia ou se preferir:

rcg@prof.maldonado

g Gravitacao
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1. Leis de Kepler

A gravitacao se propoe a estudar a intera¢ao de atragao entre dois corpos no Universo. Ela
foi descoberta por Newton em 1665. A forca gravitacional, geralmente, tem magnitude pequena se
comparada com as outras forcas da natureza. Entretanto, é uma das principais forgas, pois rege o
nascimento das estrelas e controla o funcionamento do Universo.

1.1. Primeira lei — Lei das drbitas

Os planetas se movem ao redor do Sol em uma trajetdria eliptica. Nessa trajetdria o Sol ocupa um
dos focos da elipse e a excentricidade da elipse é dada pela razdo SO/AO.

Semi — eixo menor

S

F
< ca —»p

Semi — eixo menor

Figura 1: Propriedades de uma elipse.
A excentricidade da elipse é definida por:

0S
e =—
a

O corpo que desenvolve a trajetdria eliptica apresenta um ponto de menor distancia para o
corpo (S) que é orbitado. Esse ponto é chamado de Perigeu, representado por A na figura acima. No
Perigeu a distancia até o corpo (S) é dada por (AS):

AS =A0—-0S =a(l—e)
AS =a(l—e)

Ha também um ponto de maxima distancia entre o corpo que orbita e o corpo orbitado (S).
Esse ponto é chamado de Apogeu e é representado por B na figura acima. No apogeu a distancia até
o corpo (S) é dada por (BS):

BS=A0+0S =a(l+e)
BS =a(l+e)

g Gravitacao
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PRESTEMAIS

ATENCAO!

oy

V

1.2. Segunda lei - Lei das areas

O raio vetor que une o planeta ao Sol percorre dreas iguais em tempos iguais. Em outras palavras,
velocidade Areolar do planeta é constante.

1.2.1. Velocidade Areolar

A velocidade areolar é dada pela razao entre a drea varrida, pelo vetor posicao do planeta, pelo
tempo gasto. Expressando matematicamente, temos:

dA

VareoLAR = E

Portanto, a lei das dreas expressada matematicamente por:
dA

— = constante
dt

1.2.2. Conservagao do momento angular

Dizer que a velocidade areolar é constante implica diretamente na conservacdo do momento
angular da drbita. Observe os passos abaixo.

Figura 2: Sistema solar.

1
dA_f'T(T'dH)_

y 1 ,d6 1
== = — . —=—=-T°W0
AREOLAR ™ ¢ dt 2 0 dt 2
Entao:
1 2 2
E cTrew = constante ou mr<w = constante

O momento de inércia de um corpo esférico é dado por:
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Entao:

mriw= 1w
Da igualdade,

I - w = constante
Conforme vimos, o momento angular de um corpo é definido como:
L=1I1 w

E, portanto, para o momento angular (L) concluimos que:

L = constante
Se o momento angular é constante, a todo instante, na érbita, podemos escrever:
aL
=

0

1.2.3 Igualdade de razoes
A segunda lei de Kepler permite-nos escrever a seguintes expressoes:

Area Varrida

% = = constante
AREOLAR ™ Intervalo de Tempo

A A Ay

At At, Aty

1.3. Terceira lei — Lei dos periodos

O periodo, de movimento do planeta ao redor do sol, ao quadrado é diretamente proporcional ao
cubo do semi-eixo maior da elipse percorrida pelo planeta.

Expressando a terceira lei matemdtica mente, temos:
T — Periodo de revolugio do planeta
a — semi — eixo maior da elipse

K é uma constante de proporcionalidade. Determinaremos seu valor no decorrer deste
capitulo.

Para planetas que orbitam um mesmo corpo, a constante de proporcionalidade K é a mesma.
Assim, podemos efetuar algumas igualdades. Se N planetas distintos orbitam um mesmo corpo,
podemos escrever:

g Gravitacao
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TP _T; _TF Ty
Ri R} R} Ry
Para o sistema solar, por exemplo:
2 2 2 2
TTerra _ TMercﬁrio _ TMarte _ TNetuno
3 ~ p3 ~ 3 — =53
RTerra RMercﬁrio RMarte RNetuno

Essa sequéncia de igualdades é vdlida, pois os planetas acima orbitam o mesmo corpo (Sol).

ATENGAO

DECORE!

Qb

1.

A figura abaixo mostra um planeta que orbita o sol com periodo de 40 meses. Se ele demora 12
meses para ir do ponto D ao ponto E e 12 meses para ir do ponto B ao ponto C, determine a drea da
regido sombreada. A area da elipse é S.

Comentario:

Podemos associar a segunda Lei de Kepler ao exercicio:

S
Area ot S z2tA4 A -4
= = = =
Ar | COMStAMe = 0 dias 12 dias 12 dias

As areas sao:

A, — Area correspondente ao triangulo de vértices (Sol, E, Centro da elipse)
A, — Parte inferiorhachurada de vértices (Sol, Centro da elipse, B, C)

A drea total hachurada é dada por: 4; + A4,

Da expressao

S
S 2zt S
- = $A1=_
40 dias 12 20
S 2S
A—A1+A2—Z+3A1$A=?

g Gravitacao
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2.

Um satélite gira ao redor de um planeta P localizado no ponto F1, com periodo de 18 meses. Se o
tempo parairde A até Béde 1 més e de Caté D é de 3 meses, calcule a razdo entre drea do triangulo
hachurado (A) e a area total da elipse (S).

Comentario:

Novamente podemos associar a segunda Lei de Kepler:

Area_ tt=>X—x+A— S
At - constante 1mes 3 meses 18 meses

Resolvendo o sistema de equacdes temos:

NES
O =

3.

Dois satélites (1) e (2) orbitam um planeta com trajetdrias circulares, cujos raios se relacionam com
R1 = 4R;. Se o periodo do satélite (2) é de 50 dias, quantos dias demoram para o satélite (1) dar um
quarto de volta?

Comentario:
O problema é um classico da terceira lei de Kepler. Pela terceira lei, temos:
T,> T,” T, > 502
R,3 = R, = (4R,)3 = R,?
T; = 400 dias

Para um quarto de volta:

[t = 100 dias|

@ RESUMINDO

1.4. Consideragoes sobre as Leis de Kepler

As leis de Kepler ndo sdo aplicaveis apenas para o Sistema Solar, mas também para satélites,
sistemas binarios e até mesmo para sistemas complexos de galaxias.

g Gravitacao
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As leis de Kepler foram obtidas empiricamente (leis baseadas na observacao) e foram
formuladas a partir do estudo das observa¢des do astronomo Tycho Brahe. Em 1605, Kepler notou
que essas observagdes obedeciam a trés leis matematicas e entao propds as “Trés leis de Kepler”.

A explicagdao para o comportamento dos planetas veio mais tarde com lIsaac Newton.
Estudaremos a seguir a Teoria da gravitacao Universal proposta por Newton.

INTERVALO

2. Lei de Newton - Gravitacao universal

Isaac Newton publicou em 1687, em sua obra “Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica”, a lei que descreve a gravitacao universal.

Newton propds que a gravidade é um campo criado por corpos que possuem “massa”. Essa
gravidade mantém todos os objetos celestes atrelados e sé depende do corpo que a cria.

A veracidade dessa lei proposta por Newton pode-se ser evidenciada em alguns fendmenos
da natureza, observaveis ao longo da humanidade. Alguns deles sao:

e Arotacdo da Terra ao redor do Sol ou a rota¢ao da Lua ao redor da Terra.
e 0O acontecimento e previsao dos eclipses solares e lunares.
e O fendbmeno das marés.

e As estacdes do ano e suas peculiaridades.

Veremos a seguir a formulacdo matematica para a Lei da Gravitacdao Universal.

2.1. Lei da gravitacao universal

Quaisquer dois corpos no universo se atraem com uma for¢a proporcional ao produto de suas
massas e inversamente proporcional a distancia entre seus centros de gravidade ao quadrado.

Considere o corpo A de massa m, e um corpo B de massa mg separados por uma distanciar.
Os corpos se atraem com uma forga F. Pela lei da gravitagao universal temos:

— -
Fap Fpa

A w— r " B

Figura 3: Interagdo entre dois corpos.

G'mA'mB
FG= 2
T

9 Gravitacao
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A constante de proporcionalidade (G) para a equagao acima é chama de constante universal da
gravitacao.

A primeira pessoa a determine seu valor foi Henry Cavendish em 1797. A seguir veremos o
experimento feito por Cavendish para determinagao de G.

2.2. Determinag¢ao da constante universal da gravitacao

2.2.1. Determinagao por Henry Cavendish

Em 1797 (um século depois da lei de Newton), Henry Cavendish iniciou seus experimentos
com a balanga de tor¢ao. Duas pequenas massas sao fixadas nas pontas de uma barra suspensa por
um fio. Essas pequenas massas podem se deslocar. Duas outras massas (bolas maiores) sdo mantidas
fixas nas proximidades das massas menores.

A forca de interacdo gravitacional provocard um deslocamento da massa menor em direcao
a massa maior. Este deslocamento causara uma torgao no fio que sustenta a barra. A distancia entre
as massas no equilibrio é d. A medida do dangulo de torsdao permite a determinacdo da constante da
gravitacdo universal (G), presente na lei da gravitacdo universal de Newton. Assim, mede-se o angulo
de tor¢cao e encontra-se 6.

A partir da constante de torcdo é K, da distancia [ entre as massas (m) e da massa maior M,
Cavendish determinou G da seguinte maneira:

Fibra de quartzo

@ —Raio de luz

Figura 4: Desenho esquemdtico do experimento de Cavendish.
A forca gravitacional causa um torque na fibra de quartzo:

l Il G-M-m
TFG=FG‘§+FG‘§=T'

l
O torque de torcao da fibra é:
Tripra = K - 0
K — constante de torgao
Para que ocorra o equilibrio, os torques devem ser iguais:

9 Gravitacao
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G-M-m
Tribra = Trg = K - 9=T'l
_ K- 6 - d?
T M-m-1

N-m?

Kg?

Na época, Cavendish encontrou o valor G = 6,74 - 10~ 11 , que difere apenas em 1% para o

valor correto conhecido atualmente.

2.2.2. Valor da atual e analise dimensional da constante

Atualmente o valor da constante universal da gravitacao é um valor conhecido e determinado
com grande precisao pelos cientistas.

Nas unidades do S|, seu valor é aproximadamente
3

G =6,674-10711
Kg - s?

Fazendo a transformacao para o sistema M, L e T, podemos encontrar a dimensional de G:

m3
G] = =M1 L3-T2
61= o]

[G]=M~1.13.T2

2.3. Terceira lei de Kepler e a lei da gravita¢ao universal

A lei da gravitacdo universal pode ser obtida através da terceira de lei de Kepler e da primeira
lei de Newton.

Considere um planeta de massa m que orbita uma estrela de massa M em uma érbita circular
de raio R. O planeta sofre acao da forga gravitacional,
G-m-M
FG == —RZ
que por sua vez é a resultante centripeta do movimento circular realizado. O periodo desse
movimento é dado por T.

m-v2 m-(w.R)? 21\ 2
Ropp === g ——=m- @ -R=m-(7)
Realizando a igualdade:
F¢ = Repr
G-m-M 2m\?
g =m(7) R
T  4n?
RP_G-M

g Gravitacao
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Comparando a terceira Lei de Kepler e o resultado encontrado logo acima, percebemos que
a constante de proporcionalidade para a terceira lei de Kepler é:
Ar?
G-M
Na verdade essa constante é uma constante aproximada, que ocorre quando M > m. Veja
que consideramos que o raio é igual ao eixo maior da elipse, o que é uma aproximagao. A constante
real pode ser obtida utilizando-se de cdlculos que fogem do escopo desse curso e vale:
X 47r?
G- (M+m)
Conclui-se, portanto, que a lei da Gravitacdao Universal comprova as leis propostas por Kepler.

Além disso, podemos encontrar o valor da constante de proporcionalidade enunciada na terceira lei
de Kepler.

K =

2.4. Formulagao vetorial para a lei da gravitacao universal

2.4.1. Formulagao matematica

Considere dois pontos massivos A e B de massa m; e m,, respectivamente. Os pontos estao
separados por uma distancia r.

Consideremos as seguintes convengodes:

A

Mo

(0]
Figura 5: Representagdo vetorial da for¢ca gravitacional.
e 1, —versorde A atéB.
P —
e F,, — forga gravitacional exercida pelo corpo B sobre o corpo A.
. . - 7
A forga gravitacional F;, é dada por:

—_— G'ml'mz N

F = ———5 T

12 7121 12
— G-my-m,
Fo=— . (-7
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2.4.2. Caracteristicas gerais

De acordo com a lei de gravitacdao universal, a forca gravitacional entre dois corpos no
universo:

e Independe da natureza do meio que eles estao.

e Independe da presenca de outros corpos.

¢ Independe da natureza e tamanho dos corpos.

e Formam pares agao-reagao.

e E uma forca central e atua ao longo da linha que liga os centros de gravidade dos dois corpos.
e E uma forca conservativa.

ATENGAO

DECORE!

o0

“

4.
A massa de Jupiter € 1,9 - 10?7 Kg e a do Sol é 1,99 - 103° Kg. A distancia entre o Sol e Jupiter é
m3

de 7,8 - 10! m. Dado: G = 6,67 - 10~ P

g-s

a) Calcule a forga gravitacional entre Jupiter e o Sol.

b) Assumindo que Jupiter se move em trajetdria circular, calcule a velocidade linear de Jupiter.
Comentario:

a) Pela expressao Lei da gravitacdo universal de Newton, temos:

G-my-mg
Fo=—7

. 667 10711.1,9-1027 - 1,99 - 103° Kg
¢ (7,8 - 1011)2

F, =415-10B3 N

b) A forca gravitacional entre o Sol e Jupiter é a resultante centripeta no movimento circular.
v _m-172_1,9-1027-v2
¢~ R ~ 78-101

v=13-10*m/s

=4,15-10%

5.

A forca gravitacional entre dois corpos de massa m e M é F. Se a distancia que separa os corpos é
reduzida pela metade e troca-se o corpo de massa m por outro de massa 2m, qual é a nova forca F’
entre 0s novos corpos?

g Gravitacao
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Comentario:

Antes da mudanca da distancia e da troca dos corpos, tinhamos:
G-m-M
F —_

Apds as mudancas:

6.

Inicialmente, duas particulas de massas m; e m, estao afastadas infinitamente. Determine a
velocidade de relativa de aproximacdo das particulas, quando a distancia entre elas for R.

Comentario:

A forga gravitacional de atragdo das particulas é:

G ¢ ml ¢ mz
F=———
X
A aceleragdo da particulam, é:
F G * m2
a; = — =
o m, x>

Se a velocidade relativa entre os corpos é v:

dv dv dx dx
= 2 — =
dt dx dt dt
O sinal negativo mostra que a distancia entre as particulas diminui com o tempo.

B dv G- (my+my)
=TV T x?

a —-U

Integrando os dois lados:

v? G- (my+my)

2 X

Parax = R:

g Gravitacao
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26 ¢ (ml + mz)
R

<
Il

OBS: A solucao acima é um tanto quanto complicada. Nos tépicos seguintes, veremos a resolugao
desta mesma questao usando o conceito de energia potencial gravitacional. Veremos com a

resolugdo ficard extremamente elegante @).

7. (ITA-2018)

Quatro corpos pontuais, cada qual de massa m, atraem-se mutuamente devido a interacdo
gravitacional. Tais corpos encontram-se nos vértices de um quadrado de lado L girando em torno
do seu centro com velocidade angular constante. Sendo G a constante de gravitacao universal, o
periodo dessa rotagao é dado por:

Comentario:

O centro de rotacdo dessas particulas é centro de gravidade do sistema. Assim, o centro de rotacao
é centro do quadrado.

Considere as forgas que atuam em uma Unica particula. Decompondo essas for¢as na direcdao do
centro do quadrado temos:

FR=2-F-cos45°+F’
G -m? \/_ G -m?
L2 2 (L\/_) 2 L2

A forca resultante é a forca centripeta do movimento:

FR=2

(2\/_ +1)

m - v? V2 G-m?
FR:R =m-w?R = m<T>.L2
2 A% - 132 e 4n2.L3.\/§-(2\/§—1) . 2=4n.L3.(4—\/§)
G-m-(2V2+1) G-m-(2v2+1)-(2v2-1) G-m-7
13- (4—v2)
T T e m

g Gravitacao
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=

TOME

NOTA!

()

v

2.5. Densidade volumétrica de massa

A densidade de um corpo pode ser determinada pela razdao de sua massa pelo volume.
Considere um corpo esférico de massa M e raio R.

M M
p=—=
% R3
47T'?
3. M
P=4 7R3

Considere agora a porc¢ao esférica de raio x, interna a um corpo de massa M e raio R,
mostrada abaixo:

Figura 6: Corpo esférico.
Faremos duas analises para o calculo da massa interna da porgao esférica.

2.5.1. Densidade constante

Para um corpo que tenha densidade constante, podemos encontrar a massa de qualquer
porcdo esférica interna de raio x fazendo:

M m(x)
p = constante = B3 = e
41 - T 41 - ?
3
X
m(x) = el M

g Gravitacao
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ATENGAO

DECORE!

”b

8.

Um planeta esférico tem massa M e raio R. Uma porgdo esférica concéntrica de raio x = R/2 é
retirada deste planeta. Calcule a massa restante (m’) se a densidade do planeta é

a) constante e igual a p,.
Comentario:
a)

Para o caso da densidade constante temos:

. , M
Assim, a massa restante é M — 5

INDO MAIS

FUNDO!

3. Lei de Gauss

Considere uma superficie fechada S, denominada Gaussiana. Dentro desta superficie ha uma

massa interna (m;,;).

int

Figura 7: Campo gravitacional de um corpo qualquer.

g Gravitacao
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De forma analoga ao campo elétrico, um campo gravitacional pode ser representado por
linhas de forgas.

As linhas gravitacionais sempre estao entrando na superficie Gaussiana, pois em gravitagao
as forgas sao sempre atrativas. Considere o campo gravitacional atuando na superficie da Gaussiana.
Chamaremos esse campo de g. Analisando uma pequena por¢ao da superficie acima:

da

Figura 8: Campo e vetor drea.

O fluxo que atravessa essa superficie é dado por:
dd = |g| - |dA| - cosb

A lei de Gauss para a gravitacao diz:

fdcb =mint

C
, 1 .
O termo “C” é uma constante que vale (— H)' Assim, reescrevendo:

Mine

3@ 1G] |dAl - cos6 =

Transformando em o termo integrante em produto escalar:

fﬁ-ﬁz—mmt%n-G

A expressdo acima é conhecida como lei de Gauss para a gravitacdo. Na aula de eletrostatica,
vimos que a lei de Gauss para a elétrica é praticamente idéntica.

N3o precisamos decorar a lei de Gauss em sua férmula integral (conforme visto acima), pois
nos nossos problemas sempre conseguiremos escolher uma superficie onde a gravidade é
constante, dessa forma, se a gravidade é constante em uma superficie fechada, com massa interna,
podemos escrever sempre que:
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AtGMyp:
A
Essa equagao acima é a lei de Gauss em sua versao simplificada.

g:

Veremos como aplicar a lei de Gauss para a gravitagao no topico seguinte. Precisaremos
calcular os campos gravitacionais de inUmeras distribuicdes de massa. Veremos quais sdo as
destruicdes adequadas para aplicar o a lei.

N3o gaste muito tempo aqui, a lei de Gauss sé é importante para a demonstragao de alguns
resultados que iremos obter.

4. Campos gravitacionais

Todo corpo que possui massa cria ao seu redor um campo gravitacional. O campo
gravitacional é uma perturbacao gravitacional. A seguir estudaremos varios casos de campos criados
por inumeras distribuicdes de massa.

Entretanto, antes de iniciarmos o estudo de casos mais complexos, atentaremos para a
distribuicao de massa mais elementar: um ponto massico.

Considere um ponto P que detém uma massa m. Encontraremos o campo criado por essa massa a
uma distancia x deste ponto.

. ox . . N
Figura 9: Massa m em uma regido onde existe um campo gravitacional g.

Por definicao:
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4.1. Distribuicao esférica de massa

Estudaremos nesse tdpico campos gravitacionais criados por distribuicdes esféricas de
massa. Antes disso, faremos uma abordagem tedrica para a lei de Gauss aplicada a Gravitacao
Universal.

4.1.1. Lei de Gauss para distribuicoes esféricas

Considere um corpo esférico de massa M e raio R. Considere também um gaussiana esférica
de raio x.

Tentaremos agora calcular o campo gravitacional fora da esfera.
dA Devemos ter em mente que, para uma casca esférica de raio x,
sabemos que o caampo gravitacional em qualquer ponto da casca
é constante, dessa forma, pela lei de Gauss:

ATtGMype

Note que pelo cdlculo da lei de Gauss para a gravitacdao, o campo
gravitacional para superficies esféricas possui algumas
caracteristicas interessantes e muito importantes de serem fixadas. Sao elas:

1. O campo gravitacional gerado por um corpo esférico em um ponto do espaco, pertencente a uma
gaussiana esférica de raio x, s6 depende da massa interna a gaussiana.

2. O mddulo do campo gravitacional gerado por uma distribuicdo esférica em um ponto que dista x
de seu centro, € o mesmo gerado por uma massa puntiforme (de massa igual a massa interna a
gaussiana) no centro da esfera.

4.1.2. Corpo esférico com densidade uniforme

Considere um corpo de massa M e raio R. Analisaremos o campo criado por uma porgao
esférica concéntrica de raio x INTERNAMENTE.

g Gravitacao
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| ()

Figura 10: Corpo esférico com densidade uniforme.
(A) Para x = R — Campo gravitacional na superficie do corpo (gs):

Podemos utilizar, no limite, a formula que deduzimos anteriormente para o campo externo

G-M G-M G-M
9 =—=29gR) =—F37-=95= 05 = 3
(B) Para0 < x < R:
Lei de Gauss:
ATtGMyp:
§=74

Devemos calcular
qgual a massa interna da casca esférica com raio x, considerando que a massa/volume é
proporcional ao cubo do raio:
3

X
m(x) = el M
Assim, pela lei de Gauss, o campo gravitacional a uma distancia x é dado por:
3
G-mkx) GmM ¢-M G-M
9 =——7 =— 7 = 2|9 =—F5x

Muito importante notar que esse resultado é uma reta crescente.
(C) Para x > R:
Conforme nds deduzimos para esse exercicio anteriormente:

G-M
gx) = v

Assim, para uma representac¢do geral do campo temos:

p Gravitacao
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0
=

2.
W
ba

Figura 11: Grdfico do campo gravitacional em fungdo da distdncia.

Veja que a gravidade cresce linearmente dentro dessa esfera, sendo zero no centro, e
quando chega na superficie da esfera comeca a diminuir com o inverso do quadrado da distancia

4.1.4. Corpo esférico com densidade uniforme e cavidade esférica

Considere um corpo de massa M e raio R. E feito uma cavidade esférica de raio a, a uma
distancia d do centro do corpo.

Podemos entender uma cavidade esférica como um corpo esférico de densidade negativa.
Neste caso, o vetor campo gravitacional tem sentido oposto e, portanto, comporta-se como um
vetor “saindo” do corpo.

(A) Para pontos no interior do corpo:

g Gravitacao
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O corpo sem o furo causa um
campo gravitacional g":

/

Figura 13: Regido esférica caso ndo
houvesse cavidade.

g = R3 .x

O furo esférico de raio a é posto

com densidade negativa. Ele gera um
campo (g.qar) de “repulsdo” no ponto.

Figura 12: Corpo esférico com uma cavidade esférica.

Figura 14: Cavidade esférica.
Joay = G- Mcay y
cav a3

Em mddulo, a densidade dos corpos é a mesma. A massa da cavidade é dada por:

Meww _ M
ad R3
Assim:
G-M
Yeav = T "y

Podemos notar que as expressdes dos campos sao diretamente proporcionais a distancia até
o ponto analisado. Desta maneira, podemos fazer o seguinte truque matematico:

g =k-x
Geav =k -y
Portanto, o campo gravitacional resultante é dado por:
gR = k d

g Gravitacao
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G-M

R3

O campo resultante no interior da cavidade tem as seguintes propriedades:

-d

9r =

e E um campo gravitacional uniforme (constante, veja que d é uma constante).
e So6 depende da distancia entre o centro do corpo e o centro da cavidade esférica.

(B) Pontos exteriores ao corpo:

Considere um ponto P que dista x do centro do corpo esférico e y do centro da cavidade
esférica.

Figura 15: Composi¢céo dos campos em um dado ponto P.

O corpo sem o furo causa um campo gravitacional g’ no ponto exterior:

, G-M
9 =" Q)

A cavidade esférica produz um campo (g q»):

M - a3
G- M., G- R3
Yeav = T Yeav = T
G-M-a®
Jeaw =~ 7 g3 (n

A gravidade resultante é a subtracao vetorial desses dois campos.

4.7. Variacao da aceleragao gravidade

Considere que a Terra é um planeta perfeitamente esférico de massa M, raio R e centro 0. A
terra gira em torno de seu eixo com velocidade angular w. Chamaremos de g a aceleragao da
gravidade (campo gravitacional) na superficie da Terra em um dos polos.

g Gravitacao
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4.7.1. Efeito da altitude
Se g(H) a aceleragdo da gravidade em um ponto P, a uma altura H acima da superficie da
Terra.
G-M
H)=—=
9H) = Ry

Fazendo a razdo g(H)/ g, vem:

-2

g(H) = g. (1 + %)

-2
Note que para R > H, podemos realizar a aproximacgao (1 + %) = (1 — 2%) e, portanto:

g(H) = g. (1 - 2%)

4.7.2. Efeito da profundidade
Se g(h) é a aceleragdo da gravidade em um ponto P’, a uma profundidade h da superficie da
terra. Utilizando a expressao da gravidade em fungao da pronfudidade, temos:
G-M
R3
A distancia x é medida a partir do centro e, portanto, devemos fazer x = R — h.

g(x) = - X

gh) =—3

Fazendo a razdo g(h)/ g, vem:

"(R—h)

g(h)=g~(1—%)

ATENGAO

DECORE!

o0

gb

9.

Considere um buraco a uma profundidade h da superficie da Terra. No fundo deste buraco, a
aceleragdo da gravidade é 36% menor que a aceleragao da gravidade na superficie. Se o raio da Terra
é de 6400 Km, determine h.

Comentario:
Aplicando a equacao deduzida logo acima, temos:

g Gravitacao
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h h h
g(h)=g-<1—ﬁ) 0,64g=g-<1—E>:>0,36=§:>|h=2304Km|

4.7.3. Efeito da rotagao

Considere um ponto da superficie da Terra localizado a uma latitude A. Esse ponto esta sujeito
a duas forgas, se considerarmos o referencial da prépria terra. A primeira forca é de atracado
gravitacional, devido ao campo gravitacional g. A segunda é a for¢a centrifuga, devido a rotagao da
Terra. A soma vetorial dessas for¢as nos fornece a gravidade aparente de um objeto colocado
naquele ponto.

Wi Rcosd

-

&
m— A ‘guftP
- --J’-____.

#
I

Figura 16: Efeito da rotagGo em um corpo a uma dada latitude.

Para determinar a gravidade aparente, fazemos a lei dos cossenos para os vetores vermelho
e azul.

Gap =92 + (W2RcosA)? + 2 - g - w2RcosA - cos (180 — )

Gap = \/gz + (w?RcosA)? — 2 - g - w?RcosA - cos (1)

- (a)ZR)Z , 2w2Rcos?*A
= c0S?A — —M8M—
Gap = 9 g g

(A) Nos polos (4 = 90°):
Gap = 9
(B) No equador (4 = 0°):

g Gravitacao
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Yap =g_w2R

ATENGAO

DECORE!

o0

gb

10. (ITA)

Calcule a nova velocidade angular da Terra (w"), para que o valor efetivo da aceleragdo da gravidade
no equador seja nulo. O raio da terra vale 6400 Km e a aceleracdo da gravidade nos polos é de
10 m/s?.

Comentario:

Utilizando a expressdo (F: 4.7.6):
gap=g_w2R=>gap=0

,_\F=> - 10
@=JrRT Y T |64001000

w' =0,00125rad/s

p Gravitacao
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@INTERVALO
5. Potencial gravitacional

O potencial gravitacional em um ponto P, sujeito a agdo de um campo gravitacional, é
definido pelo valor do trabalho realizado para trazer um corpo de massa unitdria do infinito para
esse ponto, sem variacao de velocidade do corpo.

Se T é o trabalho realizado para trazer um corpo de massa m do infinito para o ponto P, sem
aceleragdo, o potencial gravitacional (V) em P é dado por:

T
V=—
m
O potencial gravitacional € uma grandeza escalar. Fazendo a dimensional do potencial temos:
[t7] [M-1?-T7?%
[m] [M]

VI=[M° 17 T]

[Vl

5.1. Potencial gravitacional de uma massa puntiforme

Considere uma massa puntiforme M. Determinaremos a seguir, o potencial gravitacional em
um ponto P, distante x de M. As circunferéncias concéntricas representam superficies
equipotenciais (mesmo potencial).

- P
Figura 17: Campo gravitacional de uma massa puntiforme em um ponto P.
O campo gravitacional no ponto P é dado por:
G-M

9 2
Para trazer uma massa unitaria até o pOI’\tO P:

X *G-M G-M

dt=1-g-(—dx)>1=—| g-dx>1=— —dx =
X X
co co

g Gravitacao
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5.2. Relacao entre o potencial e o campo gravitacional no ponto

Considere o campo gravitacional (g(x)) em fun¢do da distancia x, gerado por um corpo
massico. O potencial V (x) produzido por esse corpo é dado por:

(o]

V(x) = —f g(y).dy = —area do grafico g pory
X

Outra maneira de perceber o potencial é através do grafico do campo gravitacional em funcao
da distancia medida em relagdo a seu centro efetivo de massa (no caso de distribui¢cdes esféricas, o
centro da esfera).

A area sob o grafico, de um ponto P até o infinito, do campo gravitacional em fun¢ao da
distancia, € numericamente igual ao potencial gravitacional.

K

Figura 18: Area sob a curva do campo é numericamente igual a potencial gravitacional.

5.2.1. Referéncia

A referéncia para o potencial nulo é o infinito. Em qualquer outro ponto do universo, o
potencial assume um valor negativo.

5.2.2. Troca de referéncia

Podemos definir uma troca de referéncia para o potencial nulo, a pedido do exercicio, ou
para que possamos facilitar a resolucdo de um problema. Adotaremos uma técnica simples para
mudanca de referéncia.

VP,oo = VP,B + VB,oo

e Vpo — Potencial do ponto P,com referencial de poténcial nulo no oo.
e Vpp — Potencial do ponto P,com referencial de poténcial nulo no ponto B.
e Vp . — Potencial do ponto B,com referencial de poténcial nulo no oo.

g Gravitacao
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5.3. Potencial gerado por um corpo esférico

5.3.1. Potencial gerado por um corpo esférico maci¢o de densidade uniforme
Solugao por grafico:

Considere o grafico para o grafico do campo gravitacional para a esfera:

oS
[

R

X

Figura 19: Grdfico do campo gravitacional em fungdo da distdncia.

A area sob o grafico é numericamente o potencial gravitacional. Considerando um pponto
interno a esfera:

| (x—R) G- M G-M x]
1= R3
o G-M
27 R
Vix)=A4A,+A,
V(x) = _G-M (3R? — x?)
2R3

Para pontos externos, o comportamento do campo é analogo ao de cargas pontuais.
Portanto:

V(x)=—

X

Sintetizando todas as informagdes em um grafico, temos:

g Gravitacao
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()

' G- M
| x
e T S O — i
R
5-G-M _E MR
- 2
R 2R

Figura 20: Grdfico do potencial gravitacional em fungdo da disténcia.
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@INTERVALO
6. Energia potencial gravitacional

A energia potencial gravitacional é a energia que um corpo possui devido a atragao
gravitacional de outro corpo. Ambos os corpos envolvidos nessa atracdao armazenam a mesma
quantidade de energia (U).

A energia potencial gravitacional U pode ser determinada pelo trabalho realizado para
afastar essas duas massas. Considere duas massas M e m separadas infinitamente no inicio. O
trabalho externo realizado para colocar as massas a uma distancia x é dado por:

G-M-m
dt = > -dx
X
_ij-M-m Jy = G-M-m
LTy YT T
T=U
G-M-m
U=-—
X

Além disso, como sabemos, sempre temos a relacao:

U=mV

6.1. Algumas discussoes

e Considerando o potencial no infinito como zero, a energia potencial gravitacional nada mais
€ que o produto do potencial gravitacional pela massa menor.

e Nota-se que para valores grandes de x, considerando o referencial de energia nula no infinito,
a energia potencial entre os corpos diminui. Para x = oo, U — 0.

e Seum corpo de massam é movido de ponto a uma distancia ; para um ponto a uma distancia
7,, @ variagao da energia potencial é dada por:

AU frzG'M'm d
2 = -ay
v rl y2
G-M-m G-M-m
AUI,Z_ -
L&t &}

e Se um corpo é movido da superficie da Terra para um ponto a uma altura h, podemos fazer:

G- M-m G-M-m

AUrz == R+h

9 Gravitacao
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Comog=GM

RZZ

U = mgR 5 gr (1= (142)
=Mt TR T R

Se a variagao de altura for pequena:

h <R

h

AU]_’Z = mgh

ATENGAO

DECORE!

o0

ﬁ«b

Um satélite de massa m orbita circularmente ao redor da Terra com um raio 3R. Qual é a energia
extra que devera ser dada ao satélite, para que ele aumente o raio de sua drbita para 4R? Considere
a massa da Terra como M e o seu raio R.

Comentario:
E=Up—U;
F (_G-M-m)_(_G-M-m)
2(3R) 2(4R)
£ = G-M-m
24R
12.

Inicialmente, duas particulas de massas m; e m, estao afastadas infinitamente. Determine a
velocidade de relativa de aproximacgdo das particulas, quando a distancia entre elas for R.

Comentario:

Resolveremos novamente essa questao. Agora faremos uma abordagem por energia e conservagao
da quantidade de movimento.

Seja v, e v, as velocidades das massas m; e v,, respectivamente, quando a separagao entre elas for
R.

Conservacao da energia:

g Gravitacao
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Conservacao do momento linear:
m;-v;—my, v, =0+0 (eq2)

Das equacdes (1) e (2):

13.

A distancia entre os centros de duas estrelas € 10R. As massas das estrelas sao M e 16M e seus
raios sdo R e 2R, respectivamente. Um corpo é lancado da superficie da estrela maior em direcdo a
estrela menor. A velocidade tem a mesma dire¢do da linha que une os centros das estrelas. Qual
deve ser a minima velocidade inicial para alcancar a estrela menor?

Comentario:

Primeiramente devemos encontrar o ponto P, entre as estrelas, onde o campo gravitacional é nulo:
G-M G-16M
X2 (10R — x)?
x =2R

Assim, o ponto P dista 2R da estrela menor.

Potencial gravitacional em P:
G-M G-16M  G-M 26 -M

Vo = - =
P x  10R—x 2R R
V. = 56-M
P= 2R
Conservacdo da energia mecanica do sistema:
2
m-v
m(VP - VO) = 2
( G-M G-16M+SG-M)_ v?
8R 2R 2R /] 2
_ 3 |5-G-M
=2 R

g Gravitacao
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DESPENCANA
X PROVA!

6.1. Velocidade de escape

sz

E a minima velocidade inicial dada a um corpo para que ele consiga “fugir” do campo
gravitacional de um sistema massico de particulas. Para um sistema composto por dois corpos, um
planeta e um satélite, por exemplo, a velocidade de escape é a minima velocidade inicial do satélite
para que ele ndo retorne a superficie do planeta, apds ser lancado.

6.1.1. Corpo lancado de uma cavidade de um planeta esférico homogéneo

Considere um corpo de massa m no interior de uma cavidade de profundidade h. O planeta
possui massa M e raio R. As dimensdes da cavidade ndo alteram o comportamento do campo
gravitacional gerado pelo planeta. Determinaremos, a seguir, a velocidade escape (V,,.) para esse
corpo.

Figura 21: Corpo homogéneo com um pequeno tunel.

(1) Conservagao da energia mecanica:

No infinito a energia potencial é nula e a velocidade também. A energia potencial
gravitacional inicial (U,) é a energia que o corpo de massa m tem no interior da cavidade.

m- V2
Uy + % =0+0
Para uma cavidade esférica, temos:
G-M-m
U(X) = —T(:SRZ - Xz)

Para a cavidade temos x = R — h.

p Gravitacao
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G-M-m
— = e — 2 _ _ 2
UR —h) =U, T E (3R (R — h)*)
G-M-m
_ 2 —_ B2
Uy, = TE (2R* 4+ 2Rh — h?)

R3

G-M
Vo = \/ (2R% + 2Rh — h?)

6.1.2. Corpo langcado da superficie de um planeta esférico homogéneo

Se o lancamento for da superficie do planeta, temos h = 0,x = R.

6.1.3. Buracos negros

Um buraco negro é um corpo, com uma massa muito grande, que nao permite que nem a luz
fuja de sua enorme atracdao. Podemos determinar qual é o raio de atuag¢ao de um buraco negro, ou
seja, a regido do espaco onde a luz ndo consegue escapar da atracdo do buraco negro. Essa regido é
chamada de raio de horizonte. Se c é a velocidade da luz no vacuo:

6.1.4. Propriedades

e Avelocidade de escape depende da massa e do tamanho do planeta.
e Avelocidade de escape independe da massa do corpo.
e Avelocidade de escape para o planeta Terra é dada por:

2:G-M

Terra __
I/ESC R

GM
R?

Vose @7 = /2-g-R=+/2-9,8-6400.103

Vose 67 = 11,2 Km/s

Como a gravidade g =

e Se um corpo é langado da superficie de um planeta com uma velocidade v, menor que a de
escape, o corpo volta para a superficie do planeta.

g Gravitacao
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6.2. Trajetorias

Considere um corpo de massa m esta sendo lancado da superficie de um planeta, de raio R
e massa M, com velocidade V. A energia mecanica deste corpo é dada por:
g G-M-m Lm Vo2
M R 2

Keppler prova que todas as solucdes da equagao df—:d = (0 sdo conicas (elipses, pardbolas ou
hipérboles).
6.2.1. Trajetoria eliptica

Para que a trajetoéria do corpo seja eliptica a energia mecanica da érbita deve ser negativa:
Ey <0

Sempre que a velocidade do corpo for menor que a velocidade de escape, do corpo na
superficie do planeta, ele fara uma trajetéria eliptica. A velocidade ser menor que a velocidade de

escape, ndo garante que ele volte a superficie do planeta. Mostraremos, nos tépicos seguintes, a
condicao para que ele retorne.

6.2.2. Trajetodria parabdlica

Para que a trajetdéria do corpo seja parabdlica a energia mecanica da orbita deve ser zero:

6.2.3. Trajetoria hiperbodlica ou degeneragdes

Para que a trajetdria do corpo seja hiperbdlica a energia mecanica da érbita deve ser positiva:

Ey >0

2:G-M _

VO > R - I/eSC

6.3. Satélites

Os satélites sao corpos que orbitam planetas e estrelas. Para o planeta Terra, estudaremos
dois tipos de satélites:

e Satélite estacionario.

9 Gravitacao
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e Satélite rasante.

Figura 22: Satélite orbitando o planeta.

6.3.1. Satélite estacionario

Um satélite estacionario é um corpo que ocupa sempre a mesma posi¢ao em relagao a um
referencial ligado a superficie do planeta.

Consideraremos alguns dados de um satélite estaciondrio:
(A)Periodo:
Deve ser o mesmo periodo de rotacdo da terra. Se em 24 horas a terra d4 uma volta completa:
T=24-60-60s =86400s
(B)Altura:

Consideraremos h = 36000 Km, pois é uma altura usual para de um satélite estaciondrio.
Assim, o raio da érbita do satélite é:

r = 36000 + 6400 = 40000 Km

Ilgualando a forga gravitacional com a resultante centripeta:

2
G-M-m M Vestacionario

(R+h)? (R + h)

G-M
g= R2

g R? 9,8 -(6/4. 106)2
Vestacionario = R+ h = 4.107

Vestacionario = 3 Km/5|
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6.3.2. Satélite rasante
Um satélite rasante tem raio de orbita igual ao raio da terra.
R=h

Igualando a forga gravitacional com a resultante centripeta:

2
G°M'm_m'Vrasante

Rz R
G-M

RZ
Viasante =+/9 - R = \/9,8 -6400.103

Vrasante = 8 Km/s

g:

Essa velocidade é chamada de velocidade césmica primaria. E a velocidade necessaria para
colocar um satélite em drbita rasante.

O periodo de movimento desse satélite é dado por:
2rR  2m - 6400.10°

T = =
rasante 3
Vrasante 8.10

= [Trasante = 83,8 minutos
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INTERVALO

7. Trajetoria eliptica

7.1. Momento angular e conserva¢ao

O momento angular é uma grandeza fisica vetorial associada a rotacdo de um corpo. O
momento vetorial de uma particula é definido pelo produto vetorial do vetor posi¢do 7 da particula
pelo seu momento linear p.

o~
Il
=
i1
Il
=
3
=

7.1.1. Conservagao
Ha conservagcao do momento angular sempre que o torque total for nulo.

Se ha um sistema isolado, as forgas agem internamente entre os corpos geram torque se anulam,
pois essas forgas sdo frequentemente centrais o que faz com que pares agdo-reagdo anulem os
torques.

Corpos que orbitam outros corpos, tem torque total nulo. Assim, o momento angular é
conservado.

Considere um corpo em uma 6rbita eliptica. Veja como ocorre a conservacdao do momento angular:

Figura 23: Representagdo de dois instantes distintos para um corpo orbitando outro.
L1 == L 2

m-V,-r,-senf, =m-V, -r, - senb,

Vi Ry -senf; =V, - R, - send,|

g Gravitacao

www.estrategiavestibulares.com.br




Jodo Maldonado -
Aula 23 - ITA 2020 /j///

7.2. Corpo em Orbita eliptica

Considere um corpo de massa m orbitando um planeta de massa M. Considere uma orbita
eliptica de excentricidade e E semi-eixo maior a.

Planeta M

D

Figura 24: Corpo em orbita eliptica.

7.2.1. Elementos geométricos

Pela definicdao de excentricidade:
c
e=—=
a

Utilizando a relagdao fundamental da elipse:

a’?=b*+c*=a*=b*+(e-a)’>=>|b=ay1-—e¢*

Dessa forma, temos:

b ay1l-—eé?

c0s =—=———=|cosf =+/1—¢?
a a

c e-a
seng === =%~
7.2.2. Afélio e Periélio

Afélio e periélio sdo os pontos da trajetéria mais afastado e menos afastado do planeta (M),
respectivamente. O afélio corresponde ao ponto C e o periélio ao ponto A.

(A) Raios do afélio e periélio:

e 1, — Raio do afélio
e 1, — Raio do periélio

ry,=at+c=a+e-a

u=a(l+e)
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rpP=a—c=a—e-a

rp=a(l—e)

(B) Conservagao do momento angular:
Pela conservagao do momento angular, temos:
Vi R;-senf, =V, R, -send,
Vy-14-5en90° = Vp - 1p - sen90°
Vi-a(l+e)=Vp-a(l—e)

Assim, a relacdo entre as velocidades no afélio e periélio:

Vp 1+e
VA_l_e

(C) Conservagao da energia:

G-M-m m-V? G-M-m m-V}
—~ + = - +
Tp 2 Ty 2

Pelas relacdes das velocidades do afélio e do periélio, temos:

7.2.3. Pontos sobre o eixo menor

Determinaremos a velocidade do corpo quando esta em B ou D. Faremos as contas para o
ponto B, em relagao a posi¢cao do periélio. Fazendo a conservagao do momento angular:

Vl . R1 . Sen91 = VZ . Rz . S€Tl92
Vg -a-sen(90°+60) =V, - 1p - sen90°

Vg-a-cos@ =Vp-1p

7.2.4. Energia mecanica

O universo de forgcas no estudo de gravitacdo universal é conjunto das forcas conservativas.
Dessa forma, pode-se dizer que sempre ha conservacao da energia mecanica. A energia possui um
valor fixo E);, que iremos determinar a seguir:
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Para o periélio, temos:

M= Tp 2
2
G-M 1+e
G-M-m a 1—-e¢
M__a(l—e)+ 2
_ G-M-m
M 2a

A energia mecanica encontrada acima é totalmente geral (para qualquer drbita eliptica). Para
orbitas circulares o valor de a é o raio da érbita circular.

7.2.5. Momento angular

Em gravitacdao, as forgcas sao pares acao e reacao e, portanto, também se conserva o
momento angular. A momento angular também possui um valor fixo. Chamaremos esse valor de L
e iremos determina-lo abaixo. Adotaremos o afélio como referéncia:

L=m-V, 1,.5en90°

G-M 1—e

L=m- -a(1+ e).sen90°

a '1+e

L=mJG-M-a-(1-e?)

7.2.6. Raio de curvatura

Considere uma elipse centrada na origem. Seu eixo menor vale b e seu eixo maior vale a. Sua
equagao é dada por:

O raio de curvatura para uma funcdo genérica é dado por:

3
@ +y?)2
yII
e y' —primeira derivada da funcao.
e y" —segunda derivada da fungdo.
, b? «x ; b* 1 (a* - y? + b* - x2)3/2
V@Y @y

(1) Para o eixo menor:

Encontraremos o raio de curvatura no ponto P(0, b):
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(a4- . b2)3/2 2
pl = a4. . b4. = pl = b

Q

(1) Para o eixo maior:

Encontraremos o raio de curvatura no ponto P(a, 0):

(b4 . a2)3/2 b2
i iy

Figura 25: Raio de curvatura em dois momentos distintos.
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HORADE

PRATICAR!

8. Lista de exercicios

1. (ITA-2020-12)

Um satélite artificial viaja em direcdo a um planeta ao longo de uma trajetéria parabdlica. A
uma distancia d desse corpo celeste, propulsores sao acionados de modo a, a partir daquele
instante, mudar o mddulo da velocidade do satélite de v, para v, e também a sua trajetdria,
que passa a ser eliptica em torno do planeta, com semieixo maior a. Sendo a massa do satélite
desproporcionalmente menor que a do planeta, a razdo v, /v, € dada por

d 1
a) Z_E'
d

b) P
d
C) 1—5.
d) |1+,
2a
e) 1-4

2. (ITA-2020 - 223)

Um planeta esférico de massa M e raio R gira com velocidade angular constante ao redor de
seu eixo norte-sul. De um ponto de sua linha equatorial é langcado um satélite artificial de massa
m <« M sob acdo de seus propulsores, que realizam um trabalho W. Em consequéncia, o
satélite passa a descrever uma orbita eliptica em torno do planeta, com semieixo maior 2R.
Calcule:

1. A excentricidade mdxima da 6rbita do satélite para que este complete uma volta ao redor
do planeta.

2. periodo de rotagdo do planeta, levando em conta as grandezas intervenientes, inclusive a
constante universal da gravitacao G.

3. (ITA)
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Sabendo-se que a massa da Terra é aproximadamente 80 vezes a da Lua e que seu raio é
aproximadamente 4 vezes maior, um astronauta descendo na superficie da Lua faz oscilar um
péndulo simples de comprimento L e mede seu periodo T;. Comparando com o periodo T
desse mesmo péndulo medido na Terra ele observa que:

a) T, = 80T},
b) T, = 80T,
)T, = 16T,
d) Ty = 16T,
e) Tp = 04T,
4. (ITA)

Em seu livro, “Viagem ao Céu”, Monteiro Lobato, pela boca de um personagem, faz a seguinte
afirmacao: “quando jogamos uma laranja para cima, ela sobe enquanto a forga que produziu
o movimento é maior do que a forca da gravidade. Quando esta se tornar maior a laranja cai”.
(Despreza-se a resisténcia do ar)

a) a afirmacdo é correta pois, de F = ma, temos que a = 0 quando F = 0, indicando que
as duas forgas se equilibraram no ponto mais alto da trajetoria;

b) a afirmacdo esta errada porque a forca, exercida para elevar a laranja, sendo constante,
nunca sera menor que a da gravidade;

c) a afirmacao esta errada porque apds ser abandonada no espaco a Unica forca que age sobre
a laranja é a da gravidade;

d) a afirmacdo esta correta porque esta de acordo com o principio de acao e reacao;

e) a afirmacdo estd errada porque nao satisfaz o principio de conservacao da quantidade de
movimento.

5. (ITA)

G.MT.m/RT' No

infinito essa energia potencial é nula. Considerando-se o principio de conservacdo da energia
(cinética + potencial), que velocidade deve ser dada a esse corpo de massa m (velocidade de
escape) para que ele se livre da atracao da Terra, isto é, chegue ao infinitocom V =0? ¢ =
6,67 - 1071 N.m?.Kg~2; My = 6,0-10%%; Ry = 6,4 - 10° m. Despreze o atrito com a
atmosfera.

a) 13,1 m/s
b) 1130 m/s
c) 11,3 km/s

A energia potencial de um corpo de massa m na superficie da Terra é —
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d) 113 km/s

e) Depende do angulo de lancamento

6. (ITA)

Os satélites de comunicacao (chamados sincronos) permanecem praticamente estaciondrios
sobre determinados pontos do equador terrestre. Com referéncia a esse fato, ignorando o
movimento de translacao da terra:

a) Um observador terrestre que esteja sob o satélite diz que ele ndo cai porque estd fora da
atracdo da gravidade.

b) Outro dird que ele ndo cai devido ao campo magnético que envolve a terra.

c) Um terceiro invoca a terceira lei de Newton e explica que existe uma reacao igual e oposta
a atracdo da gravidade.

d) Um observador que estivesse no sol explicaria o fenbmeno como um movimento circular
uniforme sob a acao de uma forg¢a Unica, centripeta.

e) Nenhuma das afirmacgdes acima é correta.

7. (ITA)

Uma das conclusdes expressas nas famosas leis de Kepler foi sobre o movimento dos planetas
em Orbitas elipticas das quais o Sol ocupa um dos focos.

a) esta conclusdo foi uma consequéncia, e, portanto, posterior, do enunciado das leis da
Mecanica de Newton.

b) coube a Sir Isaac Newton interpretar teoricamente estas conclusdes com base na lei de
gravitacao universal e nos principios de Mecanica Classica que ele préprio havia proposto.

c) esta conclusdo ndo apresenta nenhuma relagdo com o movimento dos engenhos conhecidos
como satélites artificiais da Terra.

d) o movimento da Lua em torno da Terra é de natureza diferente daquele descrito por Kepler.

e) Nenhuma das afirmag¢des acima é verdadeira.

8. (ITA)

G-M
RZ
da constante de gravitacao universal, massa e raio da Terra:

Arelacao E = entre o valor da aceleracdo da gravidade na superficie da Terra e os valores

a) é resultado de uma férmula empirica elaborada pelos astrénomos e valida para qualquer
planeta de forma esférica.

b) d4 o valor correto da aceleracdo da gravidade em qualquer ponto da Terra desde o polo até
o equador.
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c) pode ser obtida teoricamente, tanto no caso da Terra como no caso de um planeta qualquer
de forma esférica, homogéneo e que ndo esteja em rotacdo em torno de um eixo
relativamente a um sistema de referéncia inercial.

d) dd o valor correto de g mesmo para pontos internos a superficie da Terra desde que R seja
interpretado como a distancia entre este ponto e o centro da Terra.

e) Nenhuma das afirmac¢des acima é verdadeira.

9. (ITA)

Duas estrelas de massa “m” e “2m”, respectivamente, separadas por uma distancia “d” e
bastante afastada de qualquer outra massa consideravel, executam movimentos circulares em
torno do centro de massa comum. Nestas condi¢cdes, a minima quantidade de energia
necessaria para separar completamente as duas estrelas em funcao da constante universal de
gravidade “G”, sera dada por:

a)- G-m?/d
b) + G - m?/d
c)+2G-m?/d
d)-2G-m?/d

e) Nenhum dos valores acima

10.(ITA)

O trabalho necessério para levar a particula de massa M/3 do ponto “A” até o ponto “B”, em
funcdo da constante universal de gravitacdao “G”, quando essa particula se encontra sob a acao
de 2 massas, “M” e “2M”, conforme figura abaixo, sera dado por:

D
M
2 3 M
D A B| D O
3 3

a) + 9GM2/2D

b) — 9 GM2/2D
¢) + GM?/2D
d) — GM2/2D

e) Nenhum dos valores acima.
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11.(ITA)

Deseja-se colocar em orbita da Terra um satélite ST e, em 6rbita da Lua um satélite SL, de
modo que ambos tenham o mesmo periodo de revolucgao.

Dados:

Raio da terra: 6,37 - 10° m

Raio da Lua: 1,74 - 10 m

Massa da Terra: 5,98 - 10%* Kg
Massa da Lua: 7,34 - 10%% Kg

Nestas condicdes, pode-se afirmar que:
a) isto ndo é fisicamente possivel

b) se 1, é a distancia entre os centros de SL e da Lua e 1 a distancia entre os centros de ST e
da Terra, entdo, 1;, = 17.

c) a distancia de ST a superficie da Terra serd maior do que 1,1 x 106 m

d) os segmentos que unem SL ao centro da Lua e ST ao centro da Terra descrevem areas iguais
em tempos iguais.

e) a distancia de ST a superficie da Terra deve ser igual a distancia de SL a superficie da Lua.

12.(ITA)

Um foguete langado verticalmente, da superficie da Terra, atinge uma altitude maxima igual a
trés vezes o raio R da Terra. Calcular a velocidade inicial do foguete. M é a massa da Terrae G
constante gravitacional.

3GM
a)v=_|—
2R
byv = |2
3R
2GM
cv= |—
3R
d)v = /“—M
4R
GM
e)v= [—
R
13.(ITA)

Um satélite artificial de dimensdes despreziveis gira em torno da Terra em 6érbita circular
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de raio R. Sua massa é m e a massa da Terra é M (muito maior que m). Considerando a Terra
como uma esfera homogénea e indicando a constante de gravitacdo universal por G, podemos
afirmar que:

a) A aceleracdo normal do satélite é dirigida para o centro da Terra e sua aceleragdo tangencial
vale GMR™2.

b) Se a atracao gravitacional pudesse ser substituida pela acdo de um cabo de massa
desprezivel, ligando o satélite ao centro da Terra, a tensdao nesse cabo seria dada por
GmM / (2R?).

c) Em relagdo ao satélite, a Terra percorre uma circunferéncia de raio mR /M.

d)O periodo de rotagdo do satélite é 2my/ R* /VGM

e) A Terra é atraida pelo satélite com uma forca de intensidade m/M vezes menor que a forca
com a qual o satélite é atraido pela Terra.

14.(ITA)

Sendo R o raio da Terra, suposta esférica, G a constante da gravitagcdo universal, g; a
aceleragao de queda livre de um corpo no Equador, g, a aceleracdao de queda livre no pélo
Norte, M a massa da Terra, podemos afirmar que:

a)g, = G M/R?

b) M = 22
G

c) g, é nula

d) g, é nula

) GM _ 91192
R? 2

15.(ITA)

Sabendo-se que a energia potencial gravitacional de um corpo de massa M (em kg) a uma
n . M . .
distancia r (em metros) do centro da Terra é Ep = —4 - 10147 , qual sera a velocidade de

lancamento que o corpo deve receber na superficie da Terra para chegar a uma distancia
infinita, com velocidade nula? (Ignore o atrito com a atmosfera e considere o raio da Terra
como 6,4 - 10° m).

a) 1,25 x 104 m/s
b) 5,56 x 104 m/s
c) 22 km/s

d) 19,5 x 103 m/s
e) 1,12 x 104 m/s
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16.(ITA)

Uma espaconave de massa 2000 kg estd a 3 - 108 m da terra (6 - 102K g). A terra, espagonave,
Lua (7,4 - 102K g) e o sol (2 - 103°K g) estdo alinhados, com a Lua entre a Terrae o

sol. A distancia daterraalua é de 4 - 108m, a distancia da terra aosol é de 1,5 - 10'1m. A forca
resultante sobre a espaconave é:

a) 4,0 N no sentido da espagonave ao sol
b) 4,0 N no sentido da espagonave a terra
c) 3,0 N no sentindo da espagconave ao sol
d) 4000 N no sentido da espagconave ao sol

e) 3000 N no sentido da espaconave a terra

17.(ITA)

Um corpo A, inicialmente em repouso, explode sob a acdo exclusiva de forcas internas,
dividindo-se em duas partes, uma de massa m e outra de massa m’. Apds a explosdo, a Unica
forca que atua sobre cada uma das partes é a forca gravitacional exercida pela outra parte.
Quando a massa m esta a uma distancia r da posi¢ao originalmente ocupada pelo corpo A, a
intensidade da aceleracdao de m é igual a:

a) a = Gm
r2(1+%)2
ém'
b)a =
r2(1+%)
) a= Gm
(1)
@am
d) a = ?
_6m/
e) a = T_Z
18.(ITA)

Um planeta descreve uma orbita eliptica em torno de uma estrela cuja massa € muito maior
gue a massa do planeta. Seja r a distancia entre a estrela e o planeta, num ponto genérico da
Orbita, e a velocidade do planeta no mesmo ponto. Sabendo-se que a e b sdo, respectivamente,
os valores minimo e maximo de r e v; o valor minimo de v, pode-se afirmar que o produto v -
r satisfaz a relagao:
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Fig. 3

a)v-r <vy-b
b)v-r 2v,-b

b2
c)v-r=v1-;
d)v-rzvl-%

bZ
e)v-rzvl-z
19.(ITA)

Na questdo anterior, designando por M a massa da estrela (M >> m) e por E a energia
mecanica total, pode-se afirmar que:

v =2(5 45

9% =2(2+5
=2 (52
av= (542
20.(ITA)

Se colocarmos um satélite artificial de massa “m” girando ao redor de Marte (6,37 - 1023 kg)
numa orbita circular, a relacdo entre a sua energia cinética (T) e a potencial gravitacional (U)
sera:

a)T = =U/2
b)T = —1/2U
c)T = U/2m
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dT =m-U
e)T =U
21. (ITA)

A respeito da lei da gravitacdao universal podemos afirmar que:

a) Exprime-se pela férmula P = mg.

b) Pode ser deduzida das leis de Kepler do movimento planetario.

c) Evidencia a esfericidade da Terra.

d) Implica em que todos os movimentos planetario sejam circulares.

e) E compativel com as leis de Kepler do movimento planetario.

22.(ITA)

Considere a Terra como um corpo homogéneo, isotrépico e esférico de raio R, girando em
torno do seu eixo com frequéncia v (niumero de voltas por unidade de tempo), sendo g a
aceleracdo da gravidade medida no equador. Seja v’ a freqiiéncia com que a Terra deveria
girar para que o peso dos corpos no equador fosse nulo. Podemos afirmar que:

a)v' = 4v
b)v' = 2v

c) ndo existe v’ que satisfaca as condi¢cdes do problema.

dv' = (vz +L)

4m2R
1o 2 __49
ejv’ = (v 4n2R)
23.(ITA)

Duas estrelas de massa m e 2m respectivamente, separadas por uma distancia d e bastante
afastadas de qualquer outra massa consideravel, executam movimentos circulares em torno
do centro de massa comum. Nestas condi¢cOes, determine o tempo T para uma revolugao
completa, a velocidade v(2m) da estrela maior, bem como a energia minima W para separar
completamente as duas estrelas.

24.(ITA)
Comentando as leis de Kepler para o movimento planetario, um estudante escreveu:

I- Os planetas do sistema solar descrevem elipses em torno do Sol que ocupa o centro dessas
elipses.
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II- Como o dia (do nascer ao por-do-Sol) é mais curto no inverno e mais longo no verao, conclui-
se que o vetor posicao da Terra (linha que une esta ao Sol) varre uma area do espaco menor
no inverno do que no verao para o mesmo periodo de 24 horas.

[II- Como a distancia média da Terra ao Sol é de 1,50.10"8 km e a de Urano ao Sol é de
3,00.1079 km, pela 3a lei de Kepler conclui-se que o “ano” de Urano é igual a 20 vezes o ano
da Terra.

IV- As leis de Kepler nao fazem referéncia a forca de interacdo entre o Sol e os planetas.
Verifique quais as afirmagdes que estdo corretas e assinale a opgao correspondente.

a) l e IV estdo corretas.

b) S6 a | esta correta.

c) Il e IV estdo corretas.

d) S6 a IV esta correta.

e) Il e lll estdo corretas.

25.(ITA)

Um astronauta faz experiéncias dentro do seu satélite esférico, que estd em orbita circular ao
redor da Terra. Colocando com cuidado um objeto de massa m bem no centro do satélite o
astronauta observa que objeto mantém sua posi¢ao ao longo tempo. Baseado na 22 lei de
Newton, um observador no Sol tenta explicar esse fato com as hipdteses abaixo. Qual delas é
correta?

a) Nao existem forcas atuando sobre o objeto (o préprio astronauta sente-se imponderavel).

Mtmg
r2
é porque existe uma forga centrifuga oposta que a equilibra.

b) Se a forga de gravidade da Terra F; = G esta atuando sobre o objeto e este fica imovel

c) A carcaca do satélite serve de blindagem contra qualquer forca externa.
d) As forgas aplicadas pelo Sol e pela Lua equilibram a atracdo da Terra.

e) A forca que age sobre o satélite é de gravitacdo, mas a velocidade tangencial v do satélite
Mtm,

2

mv
deve ser tal que =G
T r2

26.(ITA)

Considere um planeta cuja massa é o triplo da massa da Terra e seu raio, o dobro do raio da
Terra. Determine a relagdao entre a velocidade de escape deste planeta e a da Terra (vp /vy) €
a relagao entre a aceleragdo gravitacional na superficie do planeta e da Terra (gp/g7)-

Vp _ |3 gp _ 3

Vr 4 gr 4

g Gravitacao

www.estrategiavestibulares.com.br




Jodo Maldonado
Aula 23 - ITA 2020

Ve _ [ oe_3

Vr 2’gT 4

gle= [Fee_3
Vr 2 gr 2

gle o [2ee_3
Vr 2'gr 4

e) Nenhuma das anteriores

27.(ITA)

Um satélite artificial geoestaciondrio permanece acima de um mesmo ponto da superficie da
Terra em uma Orbita de raio R. Usando um valor de Ry = 6400 Km para o raio da Terra. A
razao R/Ry é aproximadamente igual a:

a) 290
b) 66
c) 6,6
d) 11,2

e) Indeterminada pois a massa do satélite ndo é conhecida.

28.(ITA)

Na 32 |ei de Kepler, a constante de proporcionalidade entre cubo do semi-eixo maior da elipse
(a) descrita por um planeta e o quadrado do periodo (P) de translacao do planeta, pode ser
deduzida do caso particular do movimento circular. Sendo G a constante da gravitagao
universal, M a massa do Sol, R o raio do Sol temos:

a) a®> _ GMR
P2 4m?
a® GR
b) % = 1
c) @ _M
P2 2m?
a® GR
%=1
e) @ _6M
P2 4rm?
29.(ITA)

Qual seria o periodo (T) de rotacdo da Terra em torno do seu eixo, para que um objeto apoiado
sobre a superficie da Terra no equador ficasse desprovido de peso?

Dados: raio da Terra: 6,4 - 103 Km; massa da terra: 6 - 10%* Kg.
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a)T = 48h
b)T = 12h
c)T = 1,4h
dT = 28h
e)T =0
30.(ITA)

Considere que MT é a massa da Terra, RT o seu raio, g a aceleragao da gravidade e G a
constante de gravitacao universal. Da superficie terrestre e verticalmente para cima,
desejamos lancar um corpo de massa m para que, desprezando a resisténcia do ar ele se eleve
a uma altura acima da superficie igual ao raio da Terra. A velocidade inicial V do corpo neste
caso deverad ser de:

a) p = 2G-MT
RT
b)v = G-Mr
3Ry
Qv = G-Mr
RT
d) v = 3G-Mr
RT
e)v = [LSMr
RT
31.(ITA)

Numa certa data, a posicao relativa dos corpos celestes do Sistema Solar era, para um
observador fora do Sistema, a seguinte: ME = Mercurio; VE = Vénus; TE = Terra; MA = Marte;
JU = Jupiter

p Gravitacao
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O sentido de rotacdo da Terra estd indicado na figura. A figura ndo esta em escala. Do diagrama
apresentado, para um observador terrestre ndao muito distante do equador, pode-se afirmar
que:

| - Marte e Jupiter eram visiveis a meia-noite.

Il - Mercurio e Vénus eram visiveis a meia-noite.
[Il - Marte era visivel a oeste ao entardecer.

IV - Japiter era visivel a meia-noite.

Das afirmativas feitas pode-se dizer que:

a) Somente a IV é verdadeira.
b) lll e IV sdo verdadeiras.

c¢) Todas sdo verdadeiras.

d) | e IV sdo verdadeiras.

e) Nada se pode afirmar com os dados fornecidos.

32.(ITA)

Suponha um cenario de ficcdo cientifica em que a Terra é atingida por um imenso meteoro.
Em consequéncia do impacto, somente o mddulo da velocidade da Terra é alterado, sendo V,
seu valor imediatamente apds o impacto, como mostra a figura abaixo. O meteoro colide com
a Terra exatamente na posicdo onde a distancia entre a Terra e o Sol é minima (distancia AO =
R na figura). Considere a atracdo gravitacional exercida pelo Sol, tido como referencial inercial,
como a Unica forca de interagao que atua sobre a Terra apds a colisao, e designe por M a massa
do Sol e por G a constante de gravitacdo universal. Considere ainda que o momento angular
da Terra seja conservado, isto é, a quantidade de médulo m-v - r-sena permanece
constante ao longo da nova trajetéria eliptica da Terra em torno do sol (nessa expressdo, m é
a massa da Terra, r € o modulo do vetor posicao da Terra em relacao ao Sol, o médulo da
velocidade da Terra e o angulo a entre r e v ). Determine a distancia (OB), do apogeu ao centro
do Sol, da trajetdria que a Terra passa a percorrer apds o choque com o meteoro.

nova oOrbita
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33.(ITA)

Sabe-se que a atragao gravitacional da lua sobre a camada de agua é a principal responsavel
pelo aparecimento de marés oceanicas na Terra, supostamente esférica, homogeneamente
recoberta por uma camada de agua.

Terra

Lua

agua

Nessas condicdes, considere as seguintes afirmativas:

I. As massas de agua proximas das regides A e B experimentam marés altas simultaneamente.

[l. As massas de agua proximas das regioes A e B experimentam marés opostas, isto é, quando
A tem maré alta, B tem maré baixa e vice-versa.

[ll. Durante o intervalo de tempo de um dia ocorrem duas marés altas e duas marés baixas.
Entdo estd(ao) correta(s), apenas:

a) a afirmativa |

b) a afirmativa Il

c) a afirmativa Il

d) as afirmativas l e ll

e) as afirmativas | e lll

34.(ITA)

Numa dada balanca, a leitura é baseada na deformacdao de uma mola quando um objeto é
colocado sobre sua plataforma. Considerando a Terra como uma esfera homogénea, assinale
a op¢ao que indica uma posicdo da balanca sobre a superficie terrestre onde o objeto tera a
maior leitura.

a) Latitude de 45°.

b) Latitude de 60°.

¢) Latitude de 90°.

d) Em qualquer ponto do Equador.

e) A leitura independe da localizacdo da balanca ja que a massa do objeto é invaridvel.
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35.(ITA)

Derive a 32 Lei de Kepler do movimento planetario a partir da Lei da Gravitagdao Universal de
Newton considerando oérbitas circulares.

36.(Lucie)

Uma nave espacial tripulada por marcianos chega a vizinhanca da Terra (de massa M) seguindo
uma orbita hiperbdlica cuja assintota dista b do centro da Terra. Quando a nave se encontrava
a uma distancia muito grande da Terra, sua velocidade era V. Qual a relagao entre V,, b e a
distancia de perigeu a?

37.(Pandey)

Uma particula é projetada da superficie da Terra com uma velocidade igual a velocidade de
escape do planeta formado um angulo de 45 2 com horizontal. Determine o angulo formado
entre a velocidade com a horizontal quando o objeto atinge uma altura em relacao a superficie
da Terraigual a R. (Interprete a reta horizontal como a reta tangente a superficie de raio 2R no
ponto pedido).

38. (Halliday)

Um cometa move-se em uma orbita de excentricidade igual a 0,880 e tem velocidade de 3,72
km/s quando esta o mais distante possivel do Sol. Determine a sua velocidade quando estiver
no ponto mais proximo do Sol.

39.(ITA)

Suponha que na Lua, cujo raio e R, exista uma cratera de profundidade R/100, do fundo da
qual um projetil é lancado verticalmente para cima com velocidade inicial v igual a velocidade
de escape da superficie da Lua. Determine literalmente a altura maxima alcangada pelo
projetil.
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40. (Solved Problems in Physics)

Qual a profundidade da cratera que devemos fazer num planeta de raio R para que, langando
um projétil do fundo da mesma com a velocidade de escape do planeta, sua altura maxima
alcancada seja igual a 3R?

41.(OBF)

Em seu trabalho sobre gravitacao universal, Newton demonstrou que uma distribuicao esférica
homogénea de massa surte o mesmo efeito que uma massa concentrada no centro de
distribuicdo. Se no centro da Terra fosse recortado um espaco oco esférico com metade do
raio da Terra, o mddulo da aceleracao na superficie terrestre diminuiria para (g € o mddulo da
aceleracdo da gravidade na superficie terrestre sem a cavidade):

a)6g/8
b)3g/8
c)5g/8
d) g/8

e)7g/8

42.(IME)

Um astronauta equipado, utilizando o esforco maximo, salta 0,60 m de altura na superficie
terrestre. Calcular o quanto saltaria na superficie lunar, nas mesmas condic¢des. Considerar o
diametro e a densidade da lua como 1/4 e 2/3 dos da Terra, respectivamente.

43.(IME)

Um astronauta em traje especial e completamente equipado pode dar pulos verticais de 0,5m
na Terra. Determine a altura maxima que o astronauta podera pular em um outro planeta,
sabendo-se que o seu diametro é um quarto do da Terra e sua massa especifica dois tercos da
terrestre. Considere que o astronauta salte em ambos os planetas com a mesma velocidade
inicial.

44.

Uma nave espacial, de massa m, descreve uma oérbita circular de raio rl ao redor da Terra.
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a) Mostre que a energia adicional AE que deve ser fornecida a nave espacial para transferi-la

GMm(ry—11)

até uma orbita de raior2 é AE = , onde M é massa da Terra.

2111

b) Mostre ainda que, se a transferéncia de orbita é feita colocando-se a espagconave numa
orbita de transicdo semieliptica AB, as energias AE, e AE; que devem ser fornecidas em A e

B sdo, respectivamente, AE, = . rfr AE e AEg = - r+1r AE
1 2 1 2

45.

Um satélite é projetado no espago com velocidade Vo a uma distancia ro do centro de Terra
pelo ultimo estagio de seu foguete de lancamento. A velocidade Vo foi projetada para colocar
o satélite numa orbita circular de raio ro. No entanto, devido ao mau funcionamento do
controle, o satélite ndo é projetado horizontalmente, mas num angulo qualquer a com a
horizontal, e como resultado é impelido numa drbita eliptica. Determine os valores maximo e
minimo da distancia do centro da Terra ao satélite.

46.

Um missil é disparado do solo com velocidade V,,, formando um angulo & com a vertical. Se o
missil deve atingir uma altitude maxima igual ao raio da Terra:
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2
A~ 7 . 7 . . ~ 1 _V
Demonstre que o angulo necessario a € definido pela relacdo sena = ZJl - 5( 556) , em
0

que Vggc € a velocidade de escape;

47.

Um planeta descreve uma trajetodria eliptica ao redor de um sol, onde os semi-eixos sdo a e b
(b > a). Determine o raio de curvatura da trajetdria do planeta, quando se encontra a uma
distancia b do sol.

48.

O sistema abaixo é isolado e formado por corpos de mesma massa: um corpo estd fixo e o
outro é projetado de um lugar muito afastado para depois seguir a trajetdria indicada.
Determine a menor separacdo entre os corpos. (Considere mG = bv?)
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b2
a_
2

b) b(\/i+1)

b2
C_
4

d) b(v2 - 1)

b(/2-1)
e) —

49.

Dois corpos idénticos de movem ao redor de uma estrela em um mesmo sentido por trajetdrias
tangentes. O primeiro corpo se move por uma circunferéncia de raio R e o segundo possui um
periodo oito vezes maior que o primeiro. Se os dois corpos se acoplam, qual € o maximo
afastamento (da estrela) conseguido por esses corpos acoplados?

a)R

b) 1,2R
c) 1L,4R
d) 2R
e) 2,4R

50.

Um satélite orbita em torno de um planeta e descreve uma trajetodria eliptica, cujas distancias
maximas e minimas sao R e r, respectivamente. Indique verdadeiro (V) ou falso (F).

2RGM
r(R+71)

I. A maior velocidade alcangada pelo satélite é ,onde M é a massa do planeta.

. N . s1- , 2TR
Il. O menor raio de curvatura da trajetdria descrita pelo satélite é P

lll. A menor energia potencial gravitacional é alcangada na posicao de maximo afastamento.
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a) FVF
b) FFV
c) VVF
d) VWV
e) FVV

51.

Um planeta descreve uma trajetéria eliptica em torno do Sol, sendo a maxima e a minima
distancia a e b respectivamente. Qual é a relagdo entre a energia cinética de translacdo do
planeta e sua energia potencial de interacdo com o Sol, no instante em que passa pelo afélio?

52.

Um foguete é langcado de um planeta e retorna ao mesmo planeta, de raio R, de tal forma que
o vetor velocidade no retorno é paralelo ao vetor velocidade no langamento. A separagao
angular no centro do planeta entre o ponto de lancamento e o de retorno é 8. Quanto tempo
dura o voo do foguete, se o periodo de um satélite cuja drbita tangencia a superficie da Terra
eT,?

53.

Imagine um planeta esférico (despreze o movimento de rotacdo) de massa M e raio R. O
planeta ndo possui atmosfera. Uma espaconave de massa m (m<<M) é lancada da superficie
do planeta com uma velocidade vo e um angulo de 30° com o eixo vertical local. Os foguetes
sao acionados por um intervalo de tempo muito pequeno. Vocé pode considerar que quando
a espagonave possuir a velocidade vo ela ndo se movimento uma distancia consideravel

a) A velocidade vo é tao grande que a 6rbita ndo é fechada. Qual é a menor velocidade possivel
nesta situagao?

Imagine agora que a 6rbita é fechada e que a espagonave atinge uma distancia maxima de 15
R do centro do planeta. Nesta distancia, sua velocidade é V. Determine:

b) Arazdov0/V
c) A energia total da espaconave logo apds o lancamento
d) A energia total da espaconave no ponto mais distante do planeta

e) A equacao que permitiria vocé determinar vO em funcdao de M, G e R (ndo é necessario
resolver esta equacdo)
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GABARITO

&

9. Gabarito sem comentarios

~ &

<
@WO@mOOOM > O

10)C
11)C
12)A
13)D
14)B
15)E
16)A
17)B
18)B
19)A
20)A
21)E
22)D

8 R3
B.2m |—

GM

2
36) V2 (% - 1) -
37)60 °
38)58,3 Km/s
39)99,5 R

2-V2

40)x = R (T)
41)E
42)h = 3,6 m
43)3,0m

GM
a4)a) 5~ (12 —

45)Rpin = (1 — s
sena)-r,
46)demonstragao
47)B
48)D
49)D
50)C

b
51)- (b+a)

2aM

a

1) b) AE - (r—l)

r1+ry
ena) -roeR,;, =1+

52)T, - (% + % cosg)
2
53)51.a) v = /% b)30 c)E; =" —

cmM

—— d)ET=

a2 R
23)2nd ’ d , ’_Gm e +Gm GmM  mvy?
3GM 3d d = —

24)D
25)E
26)B
27)C
28)E
29)C
30)C
31)B
32)-RV0’
26M—RV,

33)E
34)C

35)a3 __ GM

T2 4m?
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ESCLARECENDO!

&

10. Lista de exercicios comentada

1. (ITA-2020-12)

Um satélite artificial viaja em direcdo a um planeta ao longo de uma trajetéria parabdlica. A
uma distancia d desse corpo celeste, propulsores sao acionados de modo a, a partir daquele
instante, mudar o mddulo da velocidade do satélite de v, para v, e também a sua trajetoria,
que passa a ser eliptica em torno do planeta, com semieixo maior a. Sendo a massa do satélite
desproporcionalmente menor que a do planeta, a razdo v, /v, é dada por

a) Z—%.
b) |-

c) 1—%.
d) |1+
e) 1—%.

Comentarios:

Sabemos que se a trajetdria do corpo é parabdlica a energia mecanica é nula:

mvﬁ GMm mvﬁ GMm
I 0 _

2 d 2 d
GMm

Além, disso, para uma trajetoria eliptica, a energia mecanica vale — -

mv2 GMm GMm mv? GMm GMm

—_——_— = — - —

2 d 2a 2 d 2a

Gabarito: C

g Gravitacao

www.estrategiavestibulares.com.br




Jodo Maldonado
Aula 23 -ITA 2020

2. (ITA-2020 - 22)

Um planeta esférico de massa M e raio R gira com velocidade angular constante ao redor de
seu eixo norte-sul. De um ponto de sua linha equatorial é langado um satélite artificial de massa
m <« M sob acdao de seus propulsores, que realizam um trabalho W. Em consequéncia, o
satélite passa a descrever uma orbita eliptica em torno do planeta, com semieixo maior 2R.
Calcule:

1. A excentricidade mdaxima da érbita do satélite para que este complete uma volta ao redor
do planeta.

2. periodo de rotacao do planeta, levando em conta as grandezas intervenientes, inclusive a
constante universal da gravitagao G.

Comentarios:

1. A excentricidade maxima ocorre quando b = R:
a?=b%*+c? > c=RV3

V3
2

c
a

— a3 ) 8R3
—t e +m) " Gm

e:

2. Pela segunda lei de Kepler:

Gabarito: A.‘/—§ B. 2w 8R°
2 \/ GM

3. (ITA)

Sabendo-se que a massa da Terra é aproximadamente 80 vezes a da Lua e que seu raio é
aproximadamente 4 vezes maior, um astronauta descendo na superficie da Lua faz oscilar um
péndulo simples de comprimento L e mede seu periodo T;,. Comparando com o periodo T
desse mesmo péndulo medido na Terra ele observa que:

a) Tr = 80T,
b) T, = 80T,
c)T, = 16T,
d) Tr = 16T,
e) Tr = 0,4T,
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Comentarios:

Sabe-se que o periodo de um péndulo, para pequenas oscilagdes, esta de acordo com a formula:

Portanto, a relagdo entre os periodos pode ser encontrada a partir da relagao entre as gravidades
locais de acordo com a equagao abaixo:

@

gr

TT

2 F
9

Agora, resta encontrar a relagdo entre as gravidades locais. A gravidade local pode ser calculada com

a formula abaixo:

~

Onde:

-G=6,67-10"1m3 kg 1572
- M é a massa do planeta.

- R é o raio do planeta.

Substituindo a equacgao na relagdo anterior, temos:

Como:

Tem-se:

Gabarito: E

4. (ITA)
Em seu livro, “Viagem ao Céu”, Monteiro Lobato, pela boca de um personagem, faz a seguinte

afirmacdo: “quando jogamos uma laranja para cima, ela sobe enquanto a for¢a que produziu
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o movimento é maior do que a forca da gravidade. Quando esta se tornar maior a laranja cai”.
(Despreza-se a resisténcia do ar)

a) a afirmacdo é correta pois, de F = ma, temos que a = 0 quando F = 0, indicando que
as duas forgas se equilibraram no ponto mais alto da trajetoria;

b) a afirmacdo estd errada porque a forca, exercida para elevar a laranja, sendo constante,
nunca sera menor que a da gravidade;

c) a afirmacao esta errada porque apds ser abandonada no espaco a Unica forca que age sobre
a laranja é a da gravidade;

d) a afirmacdo esta correta porque esta de acordo com o principio de acao e reacao;

e) a afirmacdo estd errada porque nao satisfaz o principio de conservacao da quantidade de
movimento.

Comentarios:

A afirmagdo apresenta um erro ao afirmar que a laranja sobe enquanto a forga que produz o
movimento é maior que a gravidade, visto que durante a subida ndo ha forca na direcdo de subida,
apenas o peso, contrdario ao movimento de subida. O que faz com que a laranja caia é a
desaceleracao causada pela atuacdo da forga resultante, neste caso o peso, durante a subida, e, a
posterior aceleragao causada pela mesma for¢a durante a descida.

Na subida :
jo=g

m-gqg

Dessa forma, a alternativa correta é a C, que afirma corretamente sobre a situagdao da forga
resultante durante a subida.

Gabarito: C

5. (ITA)

G‘MT‘

. . . . m
A energia potencial de um corpo de massa m na superficie da Terra é — /RT' No

infinito essa energia potencial é nula. Considerando-se o principio de conservacdo da energia
(cinética + potencial), que velocidade deve ser dada a esse corpo de massa m (velocidade de
escape) para que ele se livre da atracdo da Terra, isto é, chegue ao infinitocom V =0? G =
6,67 -1071* N.m?.Kg~2; My = 6,0-10%*; R; = 6,4 - 10° m. Despreze o atrito com a
atmosfera.

a) 13,1 m/s
b) 1130 m/s
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c) 11,3 km/s
d) 113 km/s

e) Depende do angulo de lancamento

Comentarios:

Considerando-se que hda conservacao de energia, a energia mecanica em ambas as situacdes deve
ser igual. A primeira situagao é o corpo com velocidade V na superficie da terra, a segunda situacao
€ o corpo com velocidade nula no infinito. Como dito pelo enunciado, no infinito a energia potencial
gravitacional é nula, assim como a energia cinética visto que a velocidade sera 0. Portanto, pela
conservacao da energia obtemos a equacgao abaixo:

G-Mr-m wm-V?
—_— + —
R, 2

Assim:

Z'G'MT
Rr

Substituindo os valores fornecidos pelo problema:

L_ [2:667-101 6102 m . _km
- 6,4 - 106 B s T s

Gabarito: C

6. (ITA)

Os satélites de comunicacao (chamados sincronos) permanecem praticamente estacionarios
sobre determinados pontos do equador terrestre. Com referéncia a esse fato, ignorando o
movimento de translagao da terra:

a) Um observador terrestre que esteja sob o satélite diz que ele ndo cai porque esta fora da
atracdo da gravidade.

b) Outro dird que ele ndo cai devido ao campo magnético que envolve a terra.

c) Um terceiro invoca a terceira lei de Newton e explica que existe uma reacao igual e oposta
a atracao da gravidade.

d) Um observador que estivesse no sol explicaria o fenbmeno como um movimento circular
uniforme sob a acao de uma forga Unica, centripeta.

e) Nenhuma das afirmagdes acima é correta.

Comentarios:
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A letra a e b estdo erradas pois ndo condizem com a dinamica da situacdo, exposta pela figura mais
abaixo. A letra c ndo é falsa, existe uma reacao igual e oposta, mas como diz a terceira lei de Newton,
ela atua em um corpo distinto, portanto ndao pode explicar o equilibrio do satélite. Finalmente a letra
d explicita exatamente a situagao observada na figura abaixo.

1 US
,_1 Satélite

1
I
1

P GMprm  mv?
;! R* T R

Gabarito: D

7. (ITA)

Uma das conclusdes expressas nas famosas leis de Kepler foi sobre o movimento dos planetas
em Orbitas elipticas das quais o Sol ocupa um dos focos.

a) esta conclusao foi uma consequéncia, e, portanto, posterior, do enunciado das leis da
Mecanica de Newton.

b) coube a Sir Isaac Newton interpretar teoricamente estas conclusdes com base na lei de
gravitacao universal e nos principios de Mecanica Classica que ele proprio havia proposto.

c) esta conclusdo ndo apresenta nenhuma relagdo com o movimento dos engenhos conhecidos
como satélites artificiais da Terra.

d) o movimento da Lua em torno da Terra é de natureza diferente daquele descrito por Kepler.

e) Nenhuma das afirmacdes acima é verdadeira.

Comentarios:

As leis de Kepler foram observacdes feitas empiricamente, ndao deduzidas matematicamente. A
comprovagao matematica veio apenas com a uniao entre as trés leis de Newton, base de mecanica
classica, e a Teoria da Gravitagao Universal, também da autoria de Newton. As Leis de Kepler apesar
de deduzidas para a terra em torno do Sol, foram posteriormente provadas matematicamente por
Newton como vdlidas para quaisquer dois corpos celestes onde um apresente massa muito maior
que o outro.
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Gabarito: B
8. (ITA)
Arelagao E = GI:ZVI entre o valor da aceleracdo da gravidade na superficie da Terra e os valores

da constante de gravitacao universal, massa e raio da Terra:

a) é resultado de uma férmula empirica elaborada pelos astrénomos e vélida para qualquer
planeta de forma esférica.

b) dd o valor correto da aceleracdo da gravidade em qualquer ponto da Terra desde o polo até
o equador.

c) pode ser obtida teoricamente, tanto no caso da Terra como no caso de um planeta qualquer
de forma esférica, homogéneo e que n3ao esteja em rotacdao em torno de um eixo
relativamente a um sistema de referéncia inercial.

d) da o valor correto de g mesmo para pontos internos a superficie da Terra desde que R seja
interpretado como a distancia entre este ponto e o centro da Terra.

e) Nenhuma das afirmagdes acima é verdadeira.

Comentarios:

A deducdo dessa relacdo consiste em considerar o planeta como puntiforme, ou seja, concentrar
toda sua massa em um ponto sé. No entanto, isto é possivel apenas para o caso de um planeta que
atenda as condi¢des da afirmativa C.

Caso nao seja homogéneo, a distribui¢cao das diferentes densidades afetara o campo gravitacional
resultante, portanto a letra A esta errada.

A letra B estd errada pois a relacdao apresenta um resultado de campo gravitacional médio para a
Terra de acordo com as condi¢cdes da afirmativa C, na realidade, como a Terra ndo é nem
homogénea, nem perfeitamente circular, sua gravidade varia de acordo com a latitude.

A letra D esta errada devido ao fato de que para pontos internos, a massa interna sera menor,
portanto nao poderia utilizar-se M que refere-se a toda a massa do planeta.

Gabarito: C

9. (ITA)

Duas estrelas de massa “m” e “2m”, respectivamente, separadas por uma distancia “d” e
bastante afastada de qualquer outra massa consideravel, executam movimentos circulares em
torno do centro de massa comum. Nestas condigdes, a minima quantidade de energia
necessaria para separar completamente as duas estrelas em funcdo da constante universal de
gravidade “G”, serd dada por:

a)- G-m?/d
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b) + G - m?/d
c)+2G-m?*/d
d)-2G -m?/d

e) Nenhum dos valores acima

Comentarios:

Para o problema, considera-se que ha conservacao da energia mecanica. Dessa forma, deve-se
definir duas situacdes, sendo a primeira ja estabelecida pelo problema como as estrelas orbitando
em torno do centro de massa comum.

A segunda situacdo seria o caso das estrelas afastadas por uma distancia infinita (energia potencial
gravitacional nula) e, como busca-se a energia minima necessaria, considera-se que nenhuma das
estrelas possui velocidade apds afastarem-se infinitamente.

Portanto, a energia mecanica final do sistema é nula. Resta calcular entdo a energia mecanica inicial
(cinética e potencial), para entdao descobrir-se a energia necessaria a ser fornecida para atingir-se a
energia mecanica nula.

A distancia entre cada estrela e o centro de massa pode ser obtida pelo calculo do Xcm, como
mostrado a seguir.

0 Tom __d
m 2m
¥ X m+Xop2m  8-m+d-2m  2d
o 3m a 3m 3
Com essa informacao, a situacgao inicial esta ilustrada na figura a seguir:
w
m 2m
w d/3
d

Cada corpo estd sujeito a uma resultante centripeta, neste caso, a atracdo gravitacional entre eles.
Formulando a dinamica para o corpo m:

G-m-2m
ch,m= dz
m-v,2 G-m-2m v,°? G-2m
= = =
2d d? 2 3-d
3

Como ambas as estrelas tém mesma velocidade angular (pois giram em torno do centro de massa
com mesmo periodo), entdo:
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d

1¥) )
v2m=vm'_m=vm'%=_=> =

3

Tm

Com isto, agora calcula-se a energia mecanica inicial (Em,):
£ '=m-vm2+2m-v2m2_6-m-2m=2-G-m2+2m-G-m_2-G-m2 =—G-m2
mt 2 2 d 3-d 6-d d d
Sabendo a energia mecanica inicial e final, pode-se calcular a energia necessaria a ser fornecida.
Emfs—En; =AE

ap—o—(ZEm) o o
B d B d

Gabarito: B

10.(ITA)

O trabalho necessario para levar a particula de massa M/3 do ponto “A” até o ponto “B”, em
funcdo da constante universal de gravitacdao “G”, quando essa particula se encontra sob a acao
de 2 massas, “M” e “2M”, conforme figura abaixo, sera dado por:

D

a) + 9GM2/2D

b) — 9 GM2/2D
c)+ GM?/2D
d) — GM?/2D

e) Nenhum dos valores acima.

Comentarios:
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Trabalho é definido como a variacdao de energia mecanica. Portanto, considerando-se nula a energia
cinética tanto na posicao A, quanto na posi¢ao B, tem-se que o trabalho neste caso serd a variacao
de energia potencial gravitacional. Assim:

W = AE,, = AE, = E,), — E

p,a
M M
E B G(g)ZM G(g)M_ 5-G-M?
pe= D 20 2D
3 3
M M
_ G (3)M G- (3)M 4gew
Ew==""32p """ D T 2D
3 3
oo L GM 5-G-M?*\ _G-M?
2D 2D 2'D
Gabarito: C
11.(ITA)

Deseja-se colocar em érbita da Terra um satélite ST e, em Orbita da Lua um satélite SL, de
modo que ambos tenham o mesmo periodo de revolucao.

Dados:

Raio da terra: 6,37 - 10 m
Raio da Lua: 1,74 - 10°m
Massa da Terra: 5,98 - 10%* Kg
Massa da Lua: 7,34 - 10?2 Kg

Nestas condicdes, pode-se afirmar que:
a) isto ndo é fisicamente possivel

b) se 1;, é a distancia entre os centros de SL e da Lua e 1 a distancia entre os centros de ST e
da Terra, entdo, 1;, = 17.

c) a distancia de ST a superficie da Terra serd maior do que 1,1 x 106 m

d) os segmentos que unem SL ao centro da Lua e ST ao centro da Terra descrevem areas iguais
em tempos iguais.

e) a distancia de ST a superficie da Terra deve ser igual a distancia de SL a superficie da Lua.

Comentarios:

Solugao 1:
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Utilizando a Terceira Lei de Kepler para a Lua:

Onde:

-T. é o periodo de d6rbita em torno da lua;
-r. € o raio da érbita em torno da lua;

-G é a constante gravitacional;

-M_L é a massa da lua.

Analogamente para a Terra (com variaveis iguais em relacdo a terra):

re3 4 -2
TT2= T
G'MT
TL=TT
TL3_4_E2_TT3_4_E2
G'ML G'MT
A
M, M

A relagao acima deve ser cumprida para que tenham mesmo periodo de revolugao.
n® M, 7,34-10%* 1

% M, 598-10% 81

T
T ~ 4,33
Ty,

O valor minimo de r. é o préprio raio da lua. Portanto, o valor minimo de rr seria:
rr = 4,331, = 7,54-10°
Como o raio da terra é 6,37-10°, a distdncia minima que o satélite terd até a superficie da Terra sera:
din = 7,54 -10° — 6,37 - 10° = 1,17 - 10°
Solugao 2:

Caso ndo se lembre da terceira lei de Kepler, pode-se fazer uma deduc¢ao rapida. Considere um corpo
de massa m em rotag¢ao em torno de um corpo de massa M, com velocidade angular w e raio de
Orbita R. A situagao esta representada na figura a seguir:
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Pela resultante centripeta, tem-se:

) G'M-m
m:w RZT
Sabendo que w =2?":
r3-4-7?
T? = ———
G-M

Entdo conclui-se a questdo seguindo o raciocinio da solugao 1.

Gabarito: C

12.(ITA)

Um foguete lancado verticalmente, da superficie da Terra, atinge uma altitude maxima igual a
trés vezes o raio R da Terra. Calcular a velocidade inicial do foguete. M é a massa da Terrae G
constante gravitacional.

3GM
av= |—
2R
AGM
b)v= |—
3R
2GM
cJv= |—
3R
3GM
dv= |—
4R
GM
e)v= [—
R

Comentarios:

Considerando-se que houve conservacao de energia no problema, a energia mecanica (cinética mais
potencial) no lancamento é igual a do ponto mais alto de sua trajetéria. No lancamento, o foguete
possui velocidade v e uma energia potencial gravitacional conhecida.

No ponto mais alto de sua trajetéria o foguete possui velocidade nula e energia potencial
gravitacional também conhecida. Ambas as situacdes estao representadas na figura a seguir:
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v=20

Situacao final

3R

vV . - ..
Situacao imicral

Pela conservagao da energia mecanica:

Em,i= m,f
GM-m m-v? GM-m

R 2 4-R

Onde:

- m é a massa do foguete;

- M é a massa da Terra;

- G é a constante gravitacional;

-R é oraioda Terra.

Gabarito: A

13.(ITA)
Um satélite artificial de dimensdes despreziveis gira em torno da Terra em érbita circular

de raio R. Sua massa é m e a massa da Terra é M (muito maior que m). Considerando a Terra
como uma esfera homogénea e indicando a constante de gravitacdo universal por G, podemos
afirmar que:

a) A aceleracdo normal do satélite é dirigida para o centro da Terra e sua aceleracdo tangencial
vale GMR™2.

b) Se a atracdo gravitacional pudesse ser substituida pela acdo de um cabo de massa
desprezivel, ligando o satélite ao centro da Terra, a tensdo nesse cabo seria dada por
GmM / (2R?).

c) Em relagao ao satélite, a Terra percorre uma circunferéncia de raio mR /M.

g Gravitacao
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-

d)O periodo de rotacdo do satélite é Zn\/R?’/\/ GM

e) A Terra é atraida pelo satélite com uma forca de intensidade m/M vezes menor que a forga
com a qual o satélite é atraido pela Terra.

Comentarios:

A letra a é inconsistente por afirmar que o satélite apresenta aceleracao tangencial, apesar deste
ndo apresentar forca nessa dire¢ao, como representado na figura.

A letra b esta errada, pois o valor da tensao deveria ser igual a resultante centripeta que apresenta
modulo igual a forga gravitacional.

A letra c esta errada, pois a questdo afirma ser a massa m muito menor que a massa M.

A letra e esta errada, pois desobedece a Terceira Lei de Newton.

Gabarito: D

14.(ITA)

Sendo R o raio da Terra, suposta esférica, G a constante da gravitagcdo universal, g; a
aceleragao de queda livre de um corpo no Equador, g, a aceleragdo de queda livre no pdlo
Norte, M a massa da Terra, podemos afirmar que:

a)g, = G M/R?

b) M = "9z
G

g Gravitacao
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c) g, é nula

d) g, é nula

) GM _ gi1tg2

R? 2

Comentarios:

gz

A situacao esta representada na figura acima. A gravidade local varia de acordo com a latitude da
seguinte forma (adotou-se um referencial nao inercial exposto na figura abaixo):

g1=9g-w "R
Onde:
_GM
9=

Como g é aceleragdo gravitacional sem aceleragdao centrifuga, g = g,, pois nos polos o raio de
rotagao é nulo, sendo assim, a aceleragao centrifuga do referencial ndo inercial é nula. Portanto,
tem-se:

G-M g, R?

=>M =
R? G

g2 =

Gabarito: B
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15.(ITA)

Sabendo-se que a energia potencial gravitacional de um corpo de massa M (em kg) a uma
A , M , .
distancia r (em metros) do centro da Terra é Ep = —4 - 10147 , qual serd a velocidade de

langamento que o corpo deve receber na superficie da Terra para chegar a uma distancia
infinita, com velocidade nula? (Ignore o atrito com a atmosfera e considere o raio da Terra
como 6,4 - 10° m).

a)1,25x 104 m/s
b) 5,56 x 104 m/s
c) 22 km/s

d) 19,5 x 103 m/s
e) 1,12 x 104 m/s

Comentarios:

Como é desconsiderado o atrito, supde-se que ndao haja nenhuma perda de energia mecanica.
Portanto, a energia mecanica inicial é igual a energia mecanica final. A condicdo inicial e final estdo
representadas na figura a seguir.

v=20
Situacao final e E,=0

Situacao inicial

Na situacao final, a energia potencial e cinética sao ambas nulas.

Em,i= m,f
4-1014-M+M-v2_0
R 2

v?  4-10™
2

6,410

5 m
v = i 108 =1,118- 104? ~ 1,12-10*m/s

Gabarito: E
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16.(ITA)

Uma espaconave de massa 2000 kg estd a 3 - 108 m da terra (6 - 102K g). A terra, espagonave,
Lua (7,4 - 102K g) e o sol (2 - 103°K g) estdo alinhados, com a Lua entre a Terrae o

sol. A distancia daterraalua é de 4 - 108m, a distancia da terra aosol é de 1,5 - 10'1m. A forca
resultante sobre a espaconave é:

a) 4,0 N no sentido da espagonave ao sol
b) 4,0 N no sentido da espaconave a terra
c) 3,0 N no sentindo da espagconave ao sol
d) 4000 N no sentido da espagconave ao sol

e) 3000 N no sentido da espaconave a terra

Comentarios:

A situagao descrita pelo problema esta representada na figura abaixo:

~1,5-10" m

T Y (@)

3-10m  1:-108m

1,5-10" m

Na figura, T representa Terra, E, Espaconave, L, Lua e S, Sol. A distancia entre a espagonave e o sol
foi tomada como aproximadamente 1,5 - 101! m. Sendo assim, a forca resultante sera (adotando a
direcdo espaconave-terra como positiva):
G'MT'm G'ML'TTL G'Ms'm
d;* d,* ds*

= I'p

Onde:

- m é a massa da espagonave;

- G é a constante gravitacional;

- dr, ds e d. sdo as distancias da espaconave a Terra, ao Sol e a Lua respectivamente;
- M1, M e Ms sao as massas da Terra, do Sol e da Lua respectivamente;

- Fr representa forga resultante.
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1 6-10%* 7,4-10% 2-103%°
Fr=6,67-10711-2-103-

9-1016 1016  2,25-1022
Fp=—3951N

Lembrando a convencdo de sinais adotada, portanto a forca é de aproximadamente 4 N na direcdo
espaconave sol.

Gabarito: A

17.(ITA)

Um corpo A, inicialmente em repouso, explode sob a a¢ao exclusiva de forgas internas,
dividindo-se em duas partes, uma de massa m e outra de massa m’. Apds a explosdo, a Unica
forca que atua sobre cada uma das partes é a forga gravitacional exercida pela outra parte.
Quando a massa m estd a uma distancia r da posicdo originalmente ocupada pelo corpo A, a
intensidade da aceleracdo de m é igual a:

a) a = Gm
r2(1+£,)
ém'
b)a = 5
r2(1+%)
Gm
c)a= 5
r2<1+£>
n
Gm
d) a = r_2
_6m/
e)a=—;

Comentarios:

Como a explosao foi agao exclusiva de forgas internas, ndao ha deslocamento do centro de massa
nem variacao de energia mecanica, pois forcas internas ndo realizam trabalho.

POSLCao cm
m e o o TN
T T

’

Como a posi¢dao do centro de massa nao variou:

m-r=x-m
m
X = - Tr
m
Portanto, a distancia entre os dois corpos é:

d=x+r=r(1+%)

g Gravitacao
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Assim, a forca gravitacional sobre m’ é:

G-m-m'
F = p—
2. RS
r (1 + m’)
Como esta é a unica forga atuando sobre o corpo:
" m,
F=m-a=a= —
2 RS
r (1 + m’)

Gabarito: B
18.(ITA)

Um planeta descreve uma orbita eliptica em torno de uma estrela cuja massa € muito maior
gue a massa do planeta. Seja r a distancia entre a estrela e o planeta, num ponto genérico da
Orbita, e a velocidade do planeta no mesmo ponto. Sabendo-se que a e b sdao, respectivamente,
os valores minimo e maximo de r e v; o valor minimo de v, pode-se afirmar que o produto v -
1 satisfaz a relagao:

=l

Fig. 3

c 2L
<
< 3
vV IA
A
SRS

(a3
N

=

<

ﬂ

Il

<

=
c-lQN Ql

LS
<
=
I
<
=
8%

Comentarios:

Pensando na conserva¢do do momento angular, temos que ¥ x 7 é constante. Quando a particula
esta no afélio (distancia b da estrela), o produto vetorial terd médulo v, - b.

No entanto, em um instante qualquer, o produto vetorial terd médulo v - r - sin 8, onde 8 é o angulo
entre os vetores ¥ e 7. Como o mddulo de sin 8 é sempre menor ou igual a 1, temos que:
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[Vx7|=v,-b= v r-sinf<v-r
Portanto:
v'r=vy-b

Gabarito: B

19.(ITA)

Na questdo anterior, designando por M a massa da estrela (M >> m) e por E a energia
mecanica total, pode-se afirmar que:

v =2(E 42

e =2 (2
c) v? =2(%+Griw)
v =2(E-)
as=(542)

Comentarios:

Para um corpo em drbita, sabe-se que sua energia mecanica total (E) é a soma da energia potencial
com a cinética. Assim, para nosso problema:

mv? G-M-m
E = —
2 r
E G-M v?
— 4+ —
m r 2
5 E G-M
ve=2- (— + )
m r
Gabarito: A
20.(ITA)

Se colocarmos um satélite artificial de massa “m” girando ao redor de Marte (6,37 - 1023 kg)
numa orbita circular, a relacdo entre a sua energia cinética (T) e a potencial gravitacional (U)
sera:

a)T = =U/2
b)T = —-1/2U0
c)T = U/2m

g Gravitacao
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dT =m-U
e)T = U

Comentarios:

A representacdo do problema estd abaixo:

Como trata-se de um movimento circular uniforme, podemos escrever a resultante centripeta
como:
G-M-m mv?
Rep = a2 d

Entao, podemos rearranjar de forma que:
G-M-m mv?

2-d 2
Ou seja:
U
_ E =T
Gabarito: A
21.(ITA)

A respeito da lei da gravitacdao universal podemos afirmar que:

a) Exprime-se pela férmula P = mg.

b) Pode ser deduzida das leis de Kepler do movimento planetario.

c) Evidencia a esfericidade da Terra.

d) Implica em que todos os movimentos planetdrios sejam circulares.

e) E compativel com as leis de Kepler do movimento planetario.

Comentarios:
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A letra a estd errada, pois essa é apenas uma adaptacdo da lei da gravitacao universal para uma
regiao.

A letra b esta errada, pois as leis de Kepler foram confirmadas pela lei da gravitagao universal, mas
nao derivadas dela, assim como a lei da gravitagao também nao foi derivada das leis de Kepler.

A letra c estd errada, pois além da Terra ndo ser uma esfera, a lei da gravitacdo universal independe
do corpo ser esférico ou nao.

A letra d esta errada, a lei de gravitacao universal foi utilizada para confirmar as leis de Kepler que
inclusive afirmam que as drbitas sdo elipticas.

A letra e esta correta.

Gabarito: E

22.(ITA)

Considere a Terra como um corpo homogéneo, isotrépico e esférico de raio R, girando em
torno do seu eixo com frequéncia v (nUmero de voltas por unidade de tempo), sendo g a
aceleracdo da gravidade medida no equador. Seja v’ a freqliéncia com que a Terra deveria
girar para que o peso dos corpos no equador fosse nulo. Podemos afirmar que:

a)v' = 4v
b)v' = 2v

c) ndo existe v’ que satisfaca as condigdes do problema.

dv = (v2+ g )

4m2R

e)v' = (vz— g )

4m2R

Comentarios:

Adotando um referencial ndo inercial, tem-se:

gdo
w?.r g
Onde:
- go € a gravidade real;
- g é a gravidade medida;
- w? - r é a aceleracdo centrifuga.
g=go—w*r

Neste problema existem duas situacdes. A primeira é a usual, com frequéncia de rotacao v.
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Como:
Ww=2"T"V
Entao:
g=go—4-m*-v:r
Temos também a situacdo em que a gravidade medida seria 0. Isto é:
g =go—4-12v?r=0
Jo=4m*-v'?%-r
Substituindo g, na primeira equagdo, temos:
g=4-n*-vir—4-n*-v:-r

G —
4-m2-r

' _ g 2
v _\/—4-n2-r+v

Gabarito: D

23.(ITA)

Duas estrelas de massa m e 2m respectivamente, separadas por uma distancia d e bastante
afastadas de qualquer outra massa consideravel, executam movimentos circulares em torno
do centro de massa comum. Nestas condi¢cdes, determine o tempo T para uma revolugao
completa, a velocidade v(2m) da estrela maior, bem como a energia minima W para separar
completamente as duas estrelas sao:

Comentarios:

As estrelas orbitam em torno de seu centro de massa. Para calcular o x.,,:

0 Tem 4
m 2m
¥ _Xm-m+X2m-2m_O+m+d-2m_ﬁ
o 3m B 3m 3
w
=m @ @ 2m.
w d/3
d

Cada corpo estd sujeito a uma resultante centripeta, neste caso, a atracdo gravitacional entre eles.
Formulando a dindmica para o corpo m:

g Gravitacao
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Um? _ G-2m

2 3-d
Como ambas as estrelas tém mesma velocidade angular (pois giram em torno do centro de massa
com mesmo periodo), entdo:

Wy = Wom
Um _ Vom
rm r2m
d
_ er_ § _Um
Uom = Unm r__vm'ﬁ_T
m -
3
Vo’ G- -m
2m
2 6-d
Portanto, a velocidade da estrela 2m é:
G-m
v2m= 3'd
E, o periodo é dado por:
2 2 272 d
T T T 2
T=""= o S —2-m-d-

) Vom ‘m 3:G'm
3-d
Com isto, agora calcula-se a energia mecanica inicial (Em,):

E _mevgt 2me vy, G-m-Zm_Z-G-m2+2m-G-m 2:-G-m? _ —G-m?
mET2 2 d = 3-d 6-d d — d
Sabendo a energia mecanica inicial e final, pode-se calcular a energia necessaria a ser fornecida.

Em,f —_— Em,i = AE

. d Gm G-m?
Gabarito: 2md ’SGM' /; e + y

24.(ITA)

Comentando as leis de Kepler para o movimento planetario, um estudante escreveu:

g Gravitacao
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I- Os planetas do sistema solar descrevem elipses em torno do Sol que ocupa o centro dessas
elipses.

lI- Como o dia (do nascer ao por-do-Sol) é mais curto no inverno e mais longo no verao, conclui-
se que o vetor posicdo da Terra (linha que une esta ao Sol) varre uma area do espaco menor
no inverno do que no verao para o mesmo periodo de 24 horas.

[lI- Como a distancia média da Terra ao Sol é de 1,50.10"8 km e a de Urano ao Sol é de
3,00.1079 km, pela 3a lei de Kepler conclui-se que o “ano” de Urano é igual a 20 vezes o0 ano
da Terra.

IV- As leis de Kepler nao fazem referéncia a forca de interagao entre o Sol e os planetas.
Verifique quais as afirmac¢des que estdo corretas e assinale a op¢ao correspondente.

a) l e IV estdo corretas.

b) S6 a | esta correta.

c) Il e IV estdo corretas.

d) S6 a IV esta correta.

e) Il e lll estdo corretas.

Comentarios:

Al estd incorreta, as Leis de Kepler afirmam que o Sol ocupa um dos focos da elipse, ndo seu centro.
A 1l esta incorreta, pois contraria a Segunda Lei de Kepler.

Aqui ja se conclui que a Unica alternativa possivel é a letra D. No entanto, prova-se que a lll estd
incorreta através da Terceira Lei de Kepler como mostra-se abaixo:

TTZ _ rr3-4-m? o TUZ _ ry3-4-m?
G-M GM
T, 13 1,5-108
T, 1,3 30-10%
Portanto, o periodo da Terra dura 20 vezes o periodo de Urano, ou seja, o ano de Urano dura 20
vezes menos que o0 ano na Terra.

A IV esta correta, as Leis de Kepler foram deduzidas empiricamente, somente depois foi-se
formulada a Lei da Gravitacdo Universal que tratou das forgas entre o Sol e os planetas.

Gabarito: D

25.(ITA)

Um astronauta faz experiéncias dentro do seu satélite esférico, que esta em oérbita circular ao
redor da Terra. Colocando com cuidado um objeto de massa m bem no centro do satélite o
astronauta observa que objeto mantém sua posicao ao longo tempo. Baseado na 22 lei de

g Gravitacao
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Newton, um observador no Sol tenta explicar esse fato com as hipdteses abaixo. Qual delas é
correta?

a) Nao existem forgas atuando sobre o objeto (o prdprio astronauta sente-se imponderavel).

Mtmg

b) Se a forca de gravidade da Terra F; = G estd atuando sobre o objeto e este fica imodvel

7-2
é porgue existe uma forca centrifuga oposta que a equilibra.

c) A carcaca do satélite serve de blindagem contra qualquer forca externa.
d) As forgas aplicadas pelo Sol e pela Lua equilibram a atracdo da Terra.

e) A forca que age sobre o satélite é de gravitacdo, mas a velocidade tangencial v do satélite
Mtm,

2
mv
deve ser tal que =6G—
T T
Comentarios:

A letra A estd incorreta, pois sentir-se imponderavel esta relacionada a auséncia de normal, ndo a
auséncia de peso.

A letra B estd incorreta, pois a forga centrifuga é uma forca “imaginaria” adotada ao mudar-se para
um sistema nao inercial, ela é incapaz de equilibrar outra forga.

A letra C estd incorreta, a gravidade ndo é barrada pela carcaca do satélite.

A letra D é falsa, pois o corpo em érbita apresenta aceleracao (centripeta), portanto, sua resultante
ndo pode ser nula, ou seja, o corpo nao estd em equilibrio.

A letra E esta correta, pois iguala a resultante centripeta a forga gravitacional. Se nao o for assim, o
corpo ird aproximar-se gradualmente do planeta que o atrai.

Gabarito: E

26.(ITA)

Considere um planeta cuja massa é o triplo da massa da Terra e seu raio, o dobro do raio da
Terra. Determine a relagdo entre a velocidade de escape deste planeta e a da Terra (vp /vy)
a relagdo entre a aceleragdo gravitacional na superficie do planeta e da Terra (gp/g7)-

Ve _ [3gp_3
Vr 4 gr 4
oo [3er_2
vr 2'gr 4
Vo _ 3 9p _3
Vr 2 gr 2

A= 23
Vr 2'gr 4

e) Nenhuma das anteriores
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Comentarios:

A velocidade de escape (v) de um objeto de massa m, para um planeta de raio r e massa M pode ser
calculado como:
GMm mv?

T + 2
Isto é, fornece-se energia cinética suficiente para que o corpo chegue ao infinito (energia potencial
nula) e sem velocidade (energia cinética nula).

=0

2GM
r

v =

Portanto, comparando as velocidades de escape, tem-se:

v_P= TP MP_TT_ 31_ 3
UT ;-‘lGMT MT rp 1 2 2
N

A gravidade na superficie é calculada por:

GM
9= z
Portanto, a relagao entre as gravidades na superficie é dada por:

6M,

gp_TP2 _MPTT2_3'1_3
gr EMpr  Mprp2 14 4
72
Gabarito: B
27.(ITA)

Um satélite artificial geoestacionario permanece acima de um mesmo ponto da superficie da
Terra em uma o6rbita de raio R. Usando um valor de Ry = 6400 Km para o raio da Terra. A
razao R/R; é aproximadamente igual a:

a) 290
b) 66
c) 6,6
d) 11,2

e) Indeterminada pois a massa do satélite ndao é conhecida.

p Gravitacao
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Comentarios:

Para o satélite ser geoestacionario, sua velocidade angular deve ser igual a da Terra. Portanto, sua
velocidade pode ser relacionada com seu raio:

v = wR
Sua resultante centripeta:

GMm GMm R;? R;*
mw?’R = = L e —
RZ RTZ RZ 'g RZ

Onde:
m
-g = 9,85—2
-R=64-10°m
-w = 2—”, com T sendo o periodo da Terra, isto é, 86400 s. w = 2%
T 86400

Substituindo os valores:

sl g. (6471092

R="3|9, —=4234-10° ~ 6,6 ' Ry
(e100)
86400

Gabarito: C

28.(ITA)

Na 32 |ei de Kepler, a constante de proporcionalidade entre cubo do semi-eixo maior da elipse
(a) descrita por um planeta e o quadrado do periodo (P) de translacdao do planeta, pode ser
deduzida do caso particular do movimento circular. Sendo G a constante da gravitacao
universal, M a massa do Sol, R o raio do Sol temos:

a’> _ GMR
a)ﬁ_ 4m?
a® _ GR
P am?
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www.estrategiavestibulares.com.br




Jodo Maldonado
Aula 23 -ITA 2020

a’® _ GM
P 2w
a’® _ GR
P o
a’® _ GM
P am

Comentarios:

Para deduzir a Terceira Lei de Keppler para um movimento circular, iguala-se a resultante centripeta

a forga gravitacional, assim:

5 GM
wr = —z
Mas, sabe-se que:
21
©=7
Assim:
4m?
Pz r° =GM
Reescrevendo:
r* GM
Pz 4m?
No caso da elipse, basta substituir r por a, obtendo-se entao:
a®> GM
P2~ a2
Gabarito: E
29.(ITA)

Qual seria o periodo (T) de rotacdo da Terra em torno do seu eixo, para que um objeto apoiado
sobre a superficie da Terra no equador ficasse desprovido de peso?

Dados: raio da Terra: 6,4 - 103 Km; massa da terra: 6 - 10%* Kg.
48 h
12 h
1,4 h
2,8h

a)T =
b)T =
T =
dT =
e)T =

0

Comentarios:

g
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A gravidade medida no Equador pode ser calculada com auxilio de um referencial nao inercial.
Assim:

g=9go—w T
Onde:
- g € a gravidade medida;
- go € a gravidade real;
- w?r é a acelerac3o centrifuga do referencial n3o inercial.

Para que a gravidade seja nula:

g=0=98—w?:64-10°
_ |28 1073 =1,237-1073
(l)— 64 - )

)

E sabe-se que o periodo estd relacionado a frequéncia angular por:

_Am AT 03 = 5080
w 1,237
5080
T = m h = 1,41 h
Gabarito: C
30.(ITA)

Considere que MT é a massa da Terra, RT o seu raio, g a aceleracdo da gravidade e G a
constante de gravitacdo universal. Da superficie terrestre e verticalmente para cima,
desejamos lancar um corpo de massa m para que, desprezando a resisténcia do ar ele se eleve
a uma altura acima da superficie igual ao raio da Terra. A velocidade inicial V do corpo neste
caso devera ser de:

26-M
a)v = T
RT
G-M
b)v= |—=
3RT
G-M
)v= |[—=
RT
36-M
dv= [—F
RT
GM
e)v = g "E
RT

Comentarios:
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Existem duas situagdes bem definidas representadas na figura a seguir.

Situacgao final v =0

*m
-
v
Situacao inicial |

Portanto, na situagao inicial existe energia potencial e cinética, enquanto na situacao final, somente

energia potencial. Como as perdas de energia sao desprezadas, podemos fazer a conservagao da
energia mecanica.

Gabarito: C

31.(ITA)

Numa certa data, a posicdao relativa dos corpos celestes do Sistema Solar era, para um

observador fora do Sistema, a seguinte: ME = Mercurio; VE = Vénus; TE = Terra; MA = Marte;
JU = Jupiter

i
‘ ;

A8/
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O sentido de rotacdo da Terra estd indicado na figura. A figura ndo esta em escala. Do diagrama
apresentado, para um observador terrestre ndao muito distante do equador, pode-se afirmar
que:

| - Marte e Jupiter eram visiveis a meia-noite.

Il - Mercurio e Vénus eram visiveis a meia-noite.
[Il - Marte era visivel a oeste ao entardecer.

IV - Japiter era visivel a meia-noite.

Das afirmativas feitas pode-se dizer que:

a) Somente a IV é verdadeira.
b) lll e IV sdo verdadeiras.

c¢) Todas sdo verdadeiras.

d) | e IV sdo verdadeiras.

e) Nada se pode afirmar com os dados fornecidos.

Comentarios:
A | é falsa, pois embora Jupiter seja visivel a meia noite, marte seria visivel ao entardecer.

A 1l é falsa, Mercurio e Vénus sequer seriam visiveis devido ao brilho do sol que ofuscaria o brilho
de ambas.

A lll é verdadeira. O vetor que indica o sentido de rotacdo da Terra estd indo de Oeste a Leste (basta
conferir que de meio dia para meia noite o deslocamento relativo do sol para o espectador foi em
direcdo a origem do vetor). Portanto, no entardecer, Marte estaria a oeste na visdo do espectador.

A IV é verdadeira, o espectador so estaria virado para Jupiter proximo da meia noite.

Gabarito: B

32.(ITA)

Suponha um cenario de ficcdo cientifica em que a Terra é atingida por um imenso meteoro.
Em consequéncia do impacto, somente o mdédulo da velocidade da Terra é alterado, sendo V,
seu valor imediatamente apds o impacto, como mostra a figura abaixo. O meteoro colide com
a Terra exatamente na posicao onde a distancia entre a Terra e o Sol é minima (distancia AO =
R na figura). Considere a atracdo gravitacional exercida pelo Sol, tido como referencial inercial,
como a Unica forca de interacdao que atua sobre a Terra apds a colisdo, e designe por M a massa
do Sol e por G a constante de gravitacdo universal. Considere ainda que o momento angular
da Terra seja conservado, isto é, a quantidade de mddulo m-v -r - sena permanece
constante ao longo da nova trajetéria eliptica da Terra em torno do sol (nessa expressao, m é
a massa da Terra, r € o moédulo do vetor posicao da Terra em relacao ao Sol, o mdédulo da
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velocidade da Terra e o angulo a entre r e v ). Determine a distancia (OB), do apogeu ao centro
do Sol, da trajetdria que a Terra passa a percorrer apds o choque com o meteoro.

nova orbita

Comentarios:

Primeiro, fagcamos a conservacao do momento angular entre o afélio (posi¢cao B) e o periélio (ponto
A). Temos:
mVoR = ml,n,
VoR
Vb == _0
Tp

No entanto, ndo se sabe 13,. Entretanto, ainda com os dados da questdo pode se fazer a conservagao
da energia mecanica entre os pontos A e B, visto que a energia se conserva ao longo de toda a drbita.

AE,, =0
Em,i = LEmf
wmVy GMm _ wV) GMm
2 R 2 7,

Tem-se duas incognitas (V,, e 1,)e duas equagdes. Substituindo o V,, obtido na primeira equagdo na
segunda, tem-se:
V¢ GM _ VEéR? GM

2 R 22 n

Visto que 1, = 0 n3o é solugdo, multiplicando toda a express3o por 27 tem-se:

2GM
(VOZ - R )rg + ZGMT‘b - V02R2 = 0

Resolvendo a equagdo do segundo grau em 73,:

—2GM + \/4GZM2 —4- (VOZ - %) . (—VZ2R2)
2 (v -0

Trabalhando a raiz do numerador:

p Gravitacao
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2GM
> \/4GZMZ —4- (VO2 — —) - (—V§£R?)

R

= J (2GM)? + 4V£R? — 8GMVZR

= J(ZGM)Z — 2(2GM)(2VZR) + (2VZR)?

= 2(GM — VOZR)
Substituindo de volta:
_ —2GM + 2(GM — VOZR)
™ = ZGM)

2(v - =5

As duas solugdes sao:
_VOZR V02R2

2GM) ~ 2GM — RV?
R

—2GM + VZR

Note que 1}, , € 0 proprio afélio. Portanto a resposta é somente a primeira raiz obtida.

Th1 = 3
(ve -

Z‘V()Z

Gabarito: ———;
2GM-RVy

33.(ITA)

Sabe-se que a atracado gravitacional da lua sobre a camada de agua é a principal responsavel
pelo aparecimento de marés oceanicas na Terra, supostamente esférica, homogeneamente
recoberta por uma camada de agua.

Terra

Lua
E-k « (A O
agua

Nessas condi¢des, considere as seguintes afirmativas:

I. As massas de agua proximas das regides A e B experimentam marés altas simultaneamente.

Gravitacao
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Il. As massas de dgua proximas das regides A e B experimentam marés opostas, isto é, quando
A tem maré alta, B tem maré baixa e vice-versa.

[ll. Durante o intervalo de tempo de um dia ocorrem duas marés altas e duas marés baixas.
Entdo estd(ao) correta(s), apenas:

a) a afirmativa |

b) a afirmativa Il

c) a afirmativa lll

d) as afirmativas | e |l

e) as afirmativas | e lll

Comentarios:
Analisemos a influéncia da lua sobre a dgua nas regidoes A e B, e sobre a Terra nas regides A e B.

Em A, a dgua esta mais proxima da Lua, portanto a atra¢ao da Lua sobre a agua é maior do que sobre
a Terra. Portanto, a dgua é mais atraida do que a Terra, criando uma maré alta.

Em B ocorre o oposto. A dgua sentird menor atracao, por conta da atracdo gravitacional da Lua, em
relacdo a Terra. Assim, a Terra, sendo mais atraida que a agua, sofre um deslocamento maior,
causando também um fen6meno de maré alta.

Entre as regides A e B a interferéncia da Lua nao afeta muito, portanto a maré fica mais baixa,
relativamente a A e B, caracterizando o fenébmeno conhecido como maré baixa.

Portanto, ocorrem marés altas em A e B e marés baixas nos pontos intermediarios. Agora,
analisando as afirmacoes.

A | esta correta.
A ll é falsa.

A Il esta correta.

Gabarito: E

34.(ITA)

Numa dada balanca, a leitura é baseada na deformacao de uma mola quando um objeto é
colocado sobre sua plataforma. Considerando a Terra como uma esfera homogénea, assinale
a op¢ao que indica uma posicdao da balanga sobre a superficie terrestre onde o objeto tera a
maior leitura.

a) Latitude de 45°.
b) Latitude de 60°.
c) Latitude de 90°.

g Gravitacao
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d) Em qualquer ponto do Equador.

e) A leitura independe da localizacao da balancga ja que a massa do objeto é invaridvel.

Comentarios:

A maior leitura sera feita onde a gravidade medida for maior. A gravidade medida pode ser calculada
em funcao da latitude como mostrado abaixo:

A gravidade medida serd a soma da gravidade real g, com a aceleracg3o centrifuga w?R cos 8, visto
que a medicao é feita em um referencial nao inercial. A contribuicao da aceleragao centrifuga
depende de cos 8, sendo 6 a latitude. Portanto, quando cos @ for O, a gravidade medida sera
maxima, ou seja, isso ocorre para a latitude 90°.

Gabarito: C

35.(ITA)

Derive a 32 Lei de Kepler do movimento planetario a partir da Lei da Gravitagao Universal de
Newton considerando érbitas circulares.

Comentarios:

Para deduzir a Terceira Lei de Keppler para um movimento circular, iguala-se a resultante centripeta
a forga gravitacional, assim:

5 GM
w°r = 5
r
Mas, sabe-se que:
2T
w=—
T
Assim:
41? 5
F r°=GM

g Gravitacao
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Reescrevendo:

.. a GM
Gabarito: - = —
T 4r

36.(Lucie)

Uma nave espacial tripulada por marcianos chega a vizinhanca da Terra (de massa M) seguindo
uma orbita hiperbdlica cuja assintota dista b do centro da Terra. Quando a nave se encontrava
a uma distancia muito grande da Terra, sua velocidade era V. Qual a relagdao entre V,, b e a
distancia de perigeu a?

Comentarios:

Ha duas coisas importantes a notar neste problema. A conservacao da energia mecanica e a
conservagao de momento angular. Pela conservagdo da energia mecanica:

mvg mv: GMm

2 2 a
2GM
v = v -

Pela conservacdao do momento angular, tem-se:
mv,bsin90°> = mv,a-sin90°

b
Vg = Vo=
a=Vo

Substituindo v, na equagdo da energia, tem-se:
b? 2GM b? 2GM
. ——-1]=

2

Uy = Vg 3

= v

a? a a

2
Gabarito: V3 (Z—Z — 1) Sl

a
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37.(Pandey)

Uma particula é projetada da superficie da Terra com uma velocidade igual a velocidade de
escape do planeta formado um angulo de 45 2 com horizontal. Determine o angulo formado
entre a velocidade com a horizontal quando o objeto atinge uma altura em relagdo a superficie
da Terraigual a R. (Interprete a reta horizontal como a reta tangente a superficie de raio 2R no
ponto pedido).

Comentarios:

A situacdo descrita estd representada na figura abaixo, sendo A a situacdo inicial de lancamento e B
a situacao final pedida.

pmmmmmm———

O problema apresenta conservacado de energia mecanica e de momento angular. Pela conservacao
da energia mecanica:

mv; GMm _mvy GMm

2 R 2 2R

Onde:

-m é a massa da particula;

- M é a massa da Terra;

- G é a constante gravitacional;
- v, € a velocidade de escape;
- v, € a velocidade em b;

-R é oraio da Terra.

E importante lembrar que a velocidade de escape é conhecida:

2GM

Ve = R

Substituindo na equacao da energia:

g Gravitacao
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m 26M GMm _mvj GMm

2 "R R 2 2R
M v? GM
_ = - | —
2R 2 W R

Pela conservagao de momento angular:

Ve * R -sin45° = vy, - 2R - sin(90° + )

’Z—GM V2o oM o
TR?—%ZRSIH(()O +8)
1

sin(90° + 0) = 5 = 0 =60°

Gabarito: 60°

38. (Halliday)

Um cometa move-se em uma o6rbita de excentricidade igual a 0,880 e tem velocidade de 3,72
km/s quando esta o mais distante possivel do Sol. Determine a sua velocidade quando estiver
no ponto mais préximo do Sol.

Comentarios:

A Orbita descrita estd representada abaixo:

a

Pela definicao de excentricidade, tem-se:

=0,88 > ¢ =0,88a

Qla

e =
Portanto, a distancia ao Sol no afélio (A) é:
dy,=c+a=188a
E, a distancia ao Sol no periélio (B) é:
dg =a—c=0,12a
Pela conservagao do momento angular, tem-se:

g Gravitacao
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1,88a-3,72 = 0,12a vy = vz = 58,28 km/s
Gabarito: 58,3 Km/s

39.(ITA)

Suponha que na Lua, cujo raio e R, exista uma cratera de profundidade R/100, do fundo da
qual um projetil é lancado verticalmente para cima com velocidade inicial v igual a velocidade
de escape da superficie da Lua. Determine literalmente a altura maxima alcangada pelo
projetil.

Comentarios: A questao apresenta uma incoeréncia. A velocidade de escape no interior da Lua é
maior que em sua superficie, portanto, se lancado da superficie com a velocidade de escape de
um local no interior da Lua, a particula ira sair da drbita e ir para o infinito. Supde-se que o que a
questao pretendia pedir era a altura maxima alcangada se langada do ponto interior da Lua com
a velocidade de escape da superficie.

A energia potencial gravitacional de um corpo no interior de outro é:

_ GMm GMmx X
b= "2re ( _E)
Onde:

- G é a constante gravitacional;

- M é a massa do corpo maior;

-m é a massa do corpo menor;

- R é o raio do corpo maior;

- x é a profundidade na qual o corpo menor esta inserido no maior.

Para chegar a essa formula utiliza-se a definicao de energia potencial, a partir do grafico da forca
gravitacional, como mostrado na figura abaixo:

FI
GMm |-
R2
E,
E,
R—-z R d

A energia potencial é igual, em médulo, a drea sob o grafico da distancia inicial até o infinito. No
caso, E; é a energia potencial na superficie e ja conhecida. Resta calcular a area E,.
GMm | GMm(R —x)\ .
Rz T R3 X GMmx (1 N (R — x))
2 ~ 2R? R

|E2| =

9 Gravitacao
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GMm GMmx (R—x)

Ep =B~ Bl = ————7m <1+ R )
E = GMm Gme( x)
P R 2R? R

Agora, resta fazer a conservagao da energia mecanica. Inicialmente o corpo esta a uma profundidade

R . . . . . . ,ZGM L : .
Tog COM velocidade igual a velocidade de escape (isto é, T)' Na altura maxima, a velocidade é

nula, existe somente energia potencial. Equacionando a conserva¢ao de energia, temos:
2

R 26M
CMam M- 1hn 1 R M
_ _ 100(2——)+m- _
R 2R? 100 2 d

Do lado esquerdo temos a energia mecanica no inicio, e a direita temos a energia mecanica no ponto
mais alto (de distancia d em relacdo ao centro da Lua).
1 1 <199) 1
R 200R\100) TR~ "4
199 1 20000
—_— - d =
20000R d 199
Assim, a distancia maxima alcancada foi de 99,5 R acima da superficie da Lua.

R =100,5R

Gabarito: 99,5 R

40. (Solved Problems in Physics)

Qual a profundidade da cratera que devemos fazer num planeta de raio R para que, langando
um projétil do fundo da mesma com a velocidade de escape do planeta, sua altura maxima
alcancada seja igual a 3R?

Comentarios:

Utilizando a férmula ja apresentada da energia potencial para um ponto interno a um corpo da
questao anterior, novamente exposta abaixo:

GMm GMmx X

, = - Shm _GMmx %)
R 2R? R

Agora, faz-se a conservacao da energia mecanica. O corpo é lancado de uma profundidade x, com

velocidade de escape da superficie e chega a uma altura de 3R em relacdo a superficie, sem
velocidade.

26M
GMm GMmx X R GMm
R 2R? (Z_E) 2 4R
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Rearranjando:
RZ
x2—2xR+—=0
2
2
2Ri\/4R2—4-1-(R7)
X = >
2R +/2R? V2

As solugdes sdao pontos simétricos em relagdo ao centro do planeta. Qualquer um serviria para o
pedido pelo exercicio, mas considerando somente aquele que nao atravessa o centro do planeta,

seria:
V2
R (1 - 7)

Gabarito: x = R (%f)

41.(OBF)

Em seu trabalho sobre gravitagao universal, Newton demonstrou que uma distribuicdo esférica
homogénea de massa surte o mesmo efeito que uma massa concentrada no centro de
distribuicdo. Se no centro da Terra fosse recortado um espaco oco esférico com metade do
raio da Terra, o mddulo da aceleragao na superficie terrestre diminuiria para (g € o mddulo da
aceleracdo da gravidade na superficie terrestre sem a cavidade):

a)6g/8
b)3g/8
c)5g/8
d) g/8

e)7g/8

Comentarios:

Uma forma de resolver o problema é considerando a aplicacdo de um corpo com “massa negativa”,
isto é, o seu campo gravitacional tem sentido contrario. Fazemos a superposicao da Terra com este
corpo de massa negativa, de mesma densidade que a Terra, com metade do raio. O efeito de seu
campo ira cancelar o campo da mesma quantidade da Terra, ou seja, sera como se houvesse um
espaco oco no centro da esfera. Essa solucao encontra-se explicada na figura abaixo:
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-

Terra Terra oca

“Massa negativa®”

_|_

! "

g9 g g

O g representado na figura é conhecido. Resta calcular g'. Para tal, utilizemos a lei da gravitagdo
universal (lembrando que g’ estd sendo calculado na superficie da Terra, ndo na superficie da massa
negativa):
GM,
2
RT

!

g:

Onde:

- G é a constante gravitacional;
- M,, é a massa negativa;

- Rr é oraio da Terra.

Mas, como definido anteriormente, a massa negativa possui mesma densidade que a terra,
portanto:

AmR,>
n = 3 ' pT
Onde:
- pr € a densidade da Terra;
- R,, é o raio da massa negativa.
E, também se sabe que:
Rr
Rn = 7
Substituindo tudo na equagdo de g’ tem-se:
4 (Rr\®
I_G.?.(TT) .pT_ﬂ:GR
g = RT2 =% TPT

Reescrevendo g em fungdo das varidveis de g':

4
GM G-3m R°-pr 4 -
= = = —TT
g R, R, 3 TPT
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;. 7
Portanto, o campo resultante g'’ é igual a 39

Gabarito: E

42.(IME)

Um astronauta equipado, utilizando o esforco maximo, salta 0,60 m de altura na superficie
terrestre. Calcular o quanto saltaria na superficie lunar, nas mesmas condi¢des. Considerar o
diametro e a densidade da lua como 1/4 e 2/3 dos da Terra, respectivamente.

Comentarios:

De forma genérica, uma pessoa de massa m, em um campo gravitacional g, pulando com todo seu
esforco (velocidade inicial do pulo v), atinge uma altura h. Equacionando a conservac¢do da energia
mecanica, tem-se:

2 2

=mgh=>h=$

mv

Portanto, se encontrar a relacdao entre a gravidade local da Lua e da Terra, encontra-se a relagao
entre as alturas atingidas. Isto é valido, pois supde-se que apesar das diferentes condigdes, o
astronauta consegue fornecer a mesma quantidade de energia no seu impulso inicial, portanto,
mesma velocidade inicial. Para calcular a gravidade local utiliza-se a equac¢ao abaixo:
GM

g - Rz
Aplicando essa equacgao, pode-se estabelecer a relagao entre ambas as gravidades locais da seguinte
forma:

&M,
) RLZ _ ML . R’%
gr &Mr _M_T R_f
R;*
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A relacdo entre os raios é conhecida pois é igual a dos didametros. Para achar a relacdo entre as
massas:

M, %ER[?:,DL R p,
My~ % "R’ pr
Substituindo isso na relagdo anterior, temos:
9 _Ri po Rt _R p_12_1
gr R} pr RE Ry pr 43 6

Como a gravidade da Lua é um sexto da gravidade da Terra, a altura atingida pelo salto sera seis
vezes maior (grandezas inversamente proporcionais). Portanto, a altura atingida foi de 3,6m.

Gabarito:h =3,6 m

43.(IME)

Um astronauta em traje especial e completamente equipado pode dar pulos verticais de 0,5m
na Terra. Determine a altura maxima que o astronauta podera pular em um outro planeta,
sabendo-se que o seu diametro é um quarto do da Terra e sua massa especifica dois tercos da
terrestre. Considere que o astronauta salte em ambos os planetas com a mesma velocidade

inicial.

Comentarios:

De forma genérica, uma pessoa de massa m, em um campo gravitacional g, pulando com todo seu
esforco (velocidade inicial do pulo v), atinge uma altura h. Equacionando a conservacdo da energia
mecanica, tem-se:

2 v2

Y mgh > h =
=mg _Zg

Portanto, se encontrar a relacdo entre a gravidade local da Lua e da Terra, encontra-se a relagao
entre as alturas atingidas. Isto é valido, pois supGe-se que apesar das diferentes condigdes, o
astronauta consegue fornecer a mesma quantidade de energia no seu impulso inicial, portanto,
mesma velocidade inicial. Para calcular a gravidade local utiliza-se a equac¢ao abaixo:
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GM
I=F
Aplicando essa equacao, pode-se estabelecer a relagao entre ambas as gravidades locais da seguinte
forma:
&M,
9 _ R’ _M Ri
gr &Mr M R}
R;?
A relagao entre os raios é conhecida pois é igual a dos diametros. Para achar a relagdo entre as
massas:

4
M, 3RRip. R} p,
M, 4 . R p.
T 7 R%PT T Pt
Substituindo isso na relagdo anterior, temos:

9. _Ri pp Rt R p_12 1

gT_R% Pr Rf Ry PT_4 3 6

Como a gravidade da Lua é um sexto da gravidade da Terra, a altura atingida pelo salto sera seis
vezes maior (grandezas inversamente proporcionais). Portanto, a altura atingida foi de 3,0m.

Gabarito: 3,0 m

44,

Uma nave espacial, de massa m, descreve uma orbita circular de raio r1 ao redor da Terra.

a) Mostre que a energia adicional AE que deve ser fornecida a nave espacial para transferi-la

GMm(ry—11)

até uma orbita de raior2 é AE = , onde M é massa da Terra.

27111
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b) Mostre ainda que, se a transferéncia de 6rbita é feita colocando-se a espaconave numa
orbita de transicdo semieliptica AB, as energias AE, e AE; que devem ser fornecidas em A e

B sdo, respectivamente, AE, = - rfr AE e AEg = . T+1r AE
1 2 1 2

Comentarios:
a)

Para transferir o satélite de orbita, é necessario que se forneca a diferenca de energia entre as duas
Orbitas. Portanto, deve-se calcular a energia mecanica total de cada érbita.

A energia mecanica total de uma 6rbita é dada por:

GMm
Em =— 2a
No caso da orbita circular, a é substituido por R. Portanto, na drbita inicial, a energia mecanica é de:
GMm
Emi=— 2r;
Na érbita final, a energia mecanica é de:
GMm
By = 27,
A energia a ser fornecida, portanto é de:
AE = Epyp — By = —m—m-(i—i) = ) = 2y - )
’ ’ 2 r, 1 21,1y 21,1,
Aqui a transferéncia faz-se em duas partes. Primeiramente, em A, passa-se de uma orbita circular

T

. , . ry e .. . +1- .
com raio r; para uma orbita elitica de semi-eixo maior a = Tz Em seguida, em B, passa-se da

Orbita eliptica para outra drbita circular de raio ;.

Utilizando a férmula para energia mecanica da drbita apresentada na letra a), e calculando a energia
necessaria para os saltos também como feito no item anterior, tem-se:

GMm GMm 1 1
AEy = —————— (— )=GMm(———)

2.1 tr, yA) 2r, 1+
GMm(r, — ;) GMm T
AE, = = = (r,—1) ——
2ri(ry + 15) 21,1, rn+nr
r;
AE, = AE -—2*—
T+

Como ndo ocorrem perdas nem ganhos de energia além dos fornecidos na questdo, ndo importa em
quantas etapas o processo de mudanca de Orbita seja feito. O total de energia fornecido é o mesmo.
Ou seja:

AE = AEA + AEB
Logo:
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AEy = AE — AE,

Assim:

) T
AER =AE(1——) =AE-(—)
rntn rntn

Gabarito: a) ::Z—Z (ry —r41) b)AE - ( £ )

ri1+rp

45.

Um satélite é projetado no espago com velocidade Vo a uma distancia ro do centro de Terra
pelo ultimo estagio de seu foguete de langcamento. A velocidade Vy foi projetada para colocar
o satélite numa orbita circular de raio ro. No entanto, devido ao mau funcionamento do
controle, o satélite ndo é projetado horizontalmente, mas num angulo qualquer a com a
horizontal, e como resultado é impelido numa drbita eliptica. Determine os valores maximo e
minimo da distancia do centro da Terra ao satélite.

Comentarios:

De acordo com o enunciado, a falha apenas projetou o satélite na direcdao errada, isto é, a
quantidade de energia fornecida ainda se manteve igual. Dessa forma, a energia mecanica das duas
Orbitas é igual. Assim:

Em,circ = Lmelip
GMm GMm
— =— Sa=r
27, 2a 0

Sabe-se, portanto, a energia mecanica da Orbita eliptica. Sabe-se, também, que o momento angular
se conserva. Portanto, comparando o momento angular entre o instante de proje¢dao e o momento
de maior distancia, tem-se:
_ Vorp cos a
mlyrysin(90° + @) = mV e @ V= ————
rmax

Equacionando a energia mecanica no afélio tem-se:
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Em=E, +E,
GMm  GMm mV,* _ GMm mV,%1,? cos? a
ZTO rmax 2 rmax erglax

Multiplicando toda a express3o por 27,4, T, € rearranjando, chega-se a:
(GM)Tiax? — QGMTy)Tmax + (10°Vo% cos? @) = 0

Antes de prosseguir, é importante reduzir o nimero de incégnitas. Para isso, utilizar-se-a a relagao
entre I/, e r, com o movimento circular uniforme e a forga gravitacional da érbita circular. Isto é:

Fp =1
mV,>  GMm , GM
= B} = VO =
*g To To

Agora, substituindo na equacado do segundo grau anterior, chega-se a:
(GM)Tax’ — (2GM1) Ty + (GM1y% cos? a) = 0
Tax — 2ToTmax T 1 cos?a =0

_2ryt\J4rg —4-1fcos?a

n
max 2

2+ 2V1 —cos?a

Tmax = 7o 2

Tmax = To(1 £ sina)
Como 73,4, deve ser maior que 1y, e sin a é positivo, visto que a < 180°, das duas solugdes obtidas:
Tmax = To(1 + sin @)
Sabe-se que:
o =a

Tmax + Tmin

2

219 — Tmax = Tmin

T'0=

Tmin = To(1 — sina)

Gabarito: R,;;, = (1 —sena) -roeR,;, = (1 +sena) - r,

46.

Um missil é disparado do solo com velocidade V,,, formando um angulo & com a vertical. Se o
missil deve atingir uma altitude maxima igual ao raio da Terra:
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n - . - ~ 1(V
Demonstre que o angulo necessario a é definido pela relagdo sena = 2J1 - —(ﬁ) , em

que Vggc € a velocidade de escape;

Comentarios:

Primeiramente, calculemos a velocidade no ponto mais alto de sua trajetdria. Isso é feito pela
conservagao do momento angular entre B e A.

_ Vo sina

mVoRsina =mlV, - 2R=>V, = —

Agora, aplica-se a conservagao da energia mecanica entre A e B.

Em,A = Em,B
GMm N mVy  GMm N mVz
R 2 2R 2
GM V¢ GM V¢sina
——t =+
R 2 2R 8

Antes de prosseguir, busquemos eliminar algumas varidveis do problema. Para isso, utilizaremos a
formula da velocidade de escape abaixo:

2GM  2GM ,  GM  Vp”
Vese = R = R = Vesc :T= 2

Substituindo na equacdo da energia mecanica e rearranjando:

‘/QSCZ ‘/eSCZ VOZ Sln2 a I/eSCZ Slnz a I/eSCZ
2 "2 T2\ a 20~ 4 S a 2V2

1 (Vos”
ing=2[1-=
Sina 2<V02

Gabarito: demonstragao
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47.

Um planeta descreve uma trajetodria eliptica ao redor de um sol, onde os semi-eixos sdo a e b
(b > a). Determine o raio de curvatura da trajetdria do planeta, quando se encontra a uma
distancia b do sol.

2ab
e)—
a+b
Comentarios:
Solugdo 1)

Existem duas formas para se resolver o problema. A primeira é utilizando a teoria de gravitagao vista
até agora. A drbita esta representada abaixo:

Planeta

R el T

A energia mecanica de uma orbita:

Onde:

- G é a constante gravitacional;
- M é a massa do Sol;

-m é a massa do planeta;

- b é o semi-eixo maior.

A energia mecanica quando o planeta dista b do sol é:
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GMm GMm mv?

" 20 b 2
GM_v2
2h 2

GM
2 —
VT

Para analisar o raio de curvatura, primeiro analisa-se a dindmica do planeta na situacdao
representada na imagem anterior. A situacdo esta representada abaixo:

Arco de elipse

-

Y
-~

Circunferéencia

Para calcular o raio de curvatura, podemos supor que no instante pedido o planeta esta sobre uma
trajetdria circular, ou seja, apresenta aceleragao centripeta. Essa aceleragao centripeta é igual a
forga gravitacional na dire¢ao do centro da circunferéncia, que coincide com o centro da elipse.
Assim, tem-se:

2

mv
F; cos 0 = R
Onde:
- F; é a forga gravitacional;
- 0 é o angulo representado na primeira figura;
- v é a velocidade tangencial do planeta;
- R é o raio de curvatura.
Substituindo, tem-se:
GMm a m GM
b2 b R b
bZ
R = —
a
Solugao 2)
Outra solugao é utilizar a formula para raio de curvatura abaixo:
o 74 y'2)2
Xy = y'x]

Onde:
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- X e y sdo parametrizagao da curva;

-x' e y' sdo as primeiras derivadas das parametrizacdes em relagdo a varidvel independente;
r I~ . . ~ ~ \ .z .

-x ey sao assegundas derivadas das parametrizagdes em relagdo a variavel independente.

Portanto, é necessario parametrizar a elipse. Uma parametrizagao valida é:

x(t) = bsint
y(t) = acost
Assim:
x'(t) =bcost
y'(t) = —asint
E:

x"(t) = —bsint
y"(t) = —acost
Substituindo:
3
_ (b*cos*t +a’sin®t)?
" | —abcos?t+absin?t|

R

Como pode-se observar, R é uma funcdo de t. Portanto, para o ponto desejado de nossa 6rbita, t é
0 (confira!). Substituindo t = 0 na equacgao acima:

(bZ)% b3 b2

“|—-ab| ab a

Gabarito: B

48.

O sistema abaixo é isolado e formado por corpos de mesma massa: um corpo estd fixo e o
outro é projetado de um lugar muito afastado para depois seguir a trajetdria indicada.
Determine a menor separagdo entre os corpos. (Considere mG = bv?)

bV2
a)—

2
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b(v2+1)
4

bVZ
d)b(v2-1)

b(/2-1)
2

b)

c)

e)

Comentarios:

No momento de menor separacdo, os corpos estarao ligados por uma reta perpendicular a
trajetdria, como observado na figura abaixo:

Pela conservag50 de momento angular:
! ! )

E, pela conservacgdo de energia mecanica:

mv? GMm wmv'?
2 -4 T2
Substituindo a relacdo entre as velocidades e Gm = bv?:
v byt blul
2° "4 "o

Multiplicando por 2d? e rearranjando:
d?+2bd —b%? =0
CLE: V4b% — (=4)b? _ , 2% 2V2

2 2
Como d é uma distancia, deve ser positiva. Portanto:
d=b(-1++2)
Gabarito: D
49.
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Dois corpos idénticos de movem ao redor de uma estrela em um mesmo sentido por trajetdrias
tangentes. O primeiro corpo se move por uma circunferéncia de raio R e o segundo possui um
periodo oito vezes maior que o primeiro. Se os dois corpos se acoplam, qual é o maximo
afastamento (da estrela) conseguido por esses corpos acoplados?

a)R
b) 1,2R
c) 1,4R
d) 2R
e) 2,4R
Comentadrios:
et T2
P : .“."“..,‘
I" : ~~N
,::‘_.En'} T]. : \\‘
» ] kY
;’;’ “\ : “
M \ i a )
b Rl —--
‘I ! 1 [
\:\ R / : N
‘s_. p’( I J
~ -‘-..- - : "d'
-~ ) *
\~ 1 'a
\“ ] "
.. ' .-
______ R
[
Como dito pelo enunciado:
T2 = 8T1
Pela Terceira Lei de Kepler:
R® a’ 3 T22 3 3
s=—>a>=-5R>=64R°> = a =4R
" T Ty

Agora, aplica-se a conservac¢ao da energia mecanica, igualando a energia das duas 6rbitas separadas
a da drbita nova.

GMm GMm_ GMm - 2
2R 2a 2b

Onde:

- G é a constante gravitacional;
- M é a massa da estrela;

-m é a massa dos corpos;

- b é o semi-eixo maior da nova orbita.

1 N 1 _1=> 5 _1=>b_8R
2R 8R b B8R b 5
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Considerando que o acoplamento ocorreu no ponto de tangéncia das Orbitas, calcula-se a
velocidade de cada corpo no instante anterior ao acoplamento e faz-se a conservac¢ao da quantidade
de movimento. Para o calculo da velocidade para a drbita circular utiliza-se a resultante centripeta:

GMm mv? GM
= >V = |—

R? R R

Para a drbita eliptica, faz-se pela conservacdo da energia mecanica:

Em=E, +E,
GMm GMm wmv'? 7GM v'? , 7GM
8R R 2 8R 2 4R

Agora, a conservagao da quantidade de movimento:

Qantes = Ydepois

GM V7
mv +mv = 2mv'’ = 3 1+7 =22v" =>v" =

GM (2 +7
7 (55

Agora, faz-se a conservacao do momento angular entre o ponto conhecido (distancia R e velocidade
v'"’") e 0 desconhecido (afélio).

m-R-v'=m-d, v,
Onde:
- d, é a distancia do afélio;
- v, € a velocidade no afélio.

Assim:

Finalmente, a conservacdao da energia mecanica no afélio, lembrando que ja se sabe a energia
mecanica total da drbita:
En = Ep,afélio + Ec,afélio
5GMm GM - 2m N 2muv,?
8R d, 2

Sendo que:

mR2_GM_<11 +4ﬁ)

, _mR*v'"? R 16

dz - d,*

Substituindo e eliminando o termo comum GMm, tem-se:

muv,
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Usando:

E, multiplicando toda a equagao por 8Rda2:
—5d,* = —16Rd, + 8R? - 1,35
5d,* — 16Rd, + 10,8R*> =0

16 + 256 — 216
d, =R - 10 = 2,23R

Gabarito: D

50.

Um satélite orbita em torno de um planeta e descreve uma trajetdria eliptica, cujas distancias
maximas e minimas sao R e r, respectivamente. Indique verdadeiro (V) ou falso (F).

. . T , 2RGM ,
I. A maior velocidade alcangada pelo satélite é /r(RH) ,onde M é a massa do planeta.

. N . sy- , 2TR
[l. O menor raio de curvatura da trajetdria descrita pelo satélite é P

[ll. A menor energia potencial gravitacional é alcancada na posicao de maximo afastamento.

a) FVF
b) FFV
c) VVF
d) VvV
e) FVV

Comentarios:

. L. . , GMm , .. . ;. N ;- . .
A energia da drbita eliptica é — . ' €M que a & o semi-eixo maior. Mas, a é igual a média aritmética

da distancia do periélio e afélio. Ou seja, a energia da érbita em funcado das varidveis do problema
é:

P = GMm _ GMm
m 2(r+R)_ r+R
2

Fazendo a energia mecanica no periélio:
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GMm GMm mv?

_r+R= T + 2

v? GMR 2GMR

7=(T'+R)T'=>v_ (r+R)r

Portanto, a | é verdadeira.

O menor raio de curvatura acontece onde a curva da trajetéria é mais acentuada, portanto, em
algum dos extremos, seja periélio ou afélio, ja que a elipse é simétrica. Utilizando o periélio
(velocidade ja conhecida) e fazendo-se a resultante centripeta:

muv? _ GMm
R.  r2

Onde:
- R, é o raio de curvatura

Substituindo a velocidade do periélio calculado antes:
r?  2GMR 2rR

- . R. =
cTeM r+RF " Tr+R

Portanto, a Il também é verdadeira.

A energia potencial gravitacional €, em mddulo, inversamente proporcional a distancia. Portanto,
maiores distancias significam menores energias potenciais gravitacionais. Entretanto, como a
energia potencial gravitacional é negativa, quanto maior a distancia, maior o nimero.

Portanto, a lll é falsa.

Gabarito: C

51.

Um planeta descreve uma trajetéria eliptica em torno do Sol, sendo a maxima e a minima
distancia a e b respectivamente. Qual é a relagdo entre a energia cinética de translacdo do
planeta e sua energia potencial de interacao com o Sol, no instante em que passa pelo afélio?

Comentarios:
Fazendo-se a conservacdao de momento angular entre periélio e afélio, tem-se:
a- v,
b
Pela conservagao da energia mecanica entre o periélio e afélio:

a-vg=b-v,>v,=

GMm_I_mva_ GMm  mv,?
b 2 a 2
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GM M 1
~5 te Tz

GM(b—a) 1( , a%v°
ab  2\"¢ T p2

v?  GM(b — a) . a®\"" _ GM(b—a)b*  GMb
2 ab b? " ab(b?2—-a?) a(a+b)

Fazendo-se a relacdo entre as energias pedidas:

mv, 2 GMb
2 _ eala+h) b
_ M= &M (b+a)
a a
Gabarito: — ——
aparito: (bta)
52.

Um foguete é lancado de um planeta e retorna ao mesmo planeta, de raio R, de tal forma que
o vetor velocidade no retorno é paralelo ao vetor velocidade no lancamento. A separacao
angular no centro do planeta entre o ponto de langamento e o de retorno é 6. Quanto tempo
dura o voo do foguete, se o periodo de um satélite cuja drbita tangencia a superficie da Terra
éTy?

Comentarios:

-
~~~~~
-
-
-

R - sen(0/2) .~

-
-
"'_‘
------

Como os vetores velocidade sdo paralelas, isso significa que o foguete realizou meia érbita (somente
posicdes opostas tém vetor velocidade paralelo). O centro da Terra é um dos focos da érbita eliptica
(Leis de Kepler). Com os dados apresentados, pode-se utilizar a Segunda Lei de Kepler (Lei das areas).
Para a Orbita eliptica representada:
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a=R
b = R si o
= sm2
c= cos2

Onde:

- a é o semi-eixo maior;
- b é o semi-eixo menor;
- ¢ é a distancia focal.

A area varrida pela meia orbita realizada foi metade a drea da elipse mais a area do triangulo
isosceles de lado R e angulo 6 (consultar a figura). A area de uma elipse é dada por:

A = mab

Portanto, a area percorrida pelo vetor foi de:

R2sing@ mR? sin% R? sin% )
Atriz"mgulo + A%elipse = > + > = 5 (2 cos E + )
Caso fosse percorrida toda a elipse, a area percorrida seria:
0

— P2 i
Aclipse = TR smE

Pela Segunda Lei de Kepler:

Aelipse Atriéngulo + A%elipse
Ty, t
Onde:
-t é o tempo que se deseja encontrar.
R?sin% 0
TZ(Zcosi+n) 2cos%+n 1 1 0
t="To- =To'—=T0’(_+_'C05_)
2r 2w 2

. 0
2 g
mR* sin 5

Gabarito: T, - G + % - COS g)

53.

Imagine um planeta esférico (despreze o movimento de rotacdo) de massa M e raio R. O
planeta ndao possui atmosfera. Uma espaconave de massa m (m<<M) é lancada da superficie
do planeta com uma velocidade vo € um angulo de 30° com o eixo vertical local. Os foguetes
sao acionados por um intervalo de tempo muito pequeno. Vocé pode considerar que quando
a espaconave possuir a velocidade vo ela ndo se movimento uma distancia consideravel
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a) A velocidade vO é tao grande que a 6rbita ndo é fechada. Qual é a menor velocidade possivel
nesta situagao?

Imagine agora que a 6rbita é fechada e que a espagonave atinge uma distancia maxima de 15
R do centro do planeta. Nesta distancia, sua velocidade é V. Determine:

b) Arazdov0/V
c) A energia total da espagonave logo apds o lancamento
d) A energia total da espagonave no ponto mais distante do planeta

e) A equacdo que permitiria vocé determinar vO em funcdo de M, G e R (ndo é necessario
resolver esta equacdo)

Comentarios:

a) Se a érbita ndo é fechada, quer dizer que a espagonave teve energia suficiente para escapar
do campo gravitacional terrestre. Portanto, a menor velocidade para que isso aconteca é a
velocidade de escape, e sabe-se que:

2GM
Vesc = T

b) Fazendo a conservagcao de momento angular entre o langamento e o ponto de distancia 15R
do centro do planeta:

1 v
vO-R-sin150°=V-15R=>v0-——15V=>70=30

=
c)
Ey =Ep+E,
EM:_GM_m muvd
R 2
d)
Ey=Ep+E;

g Gravitacao

www.estrategiavestibulares.com.br




Jodo Maldonado
Aula 23 -ITA 2020

Vo\?
£ - GMm N m (@) _ GMm N muv,?
M= 15R 2  15R 1800

e) Tem-se 3 equacgdes (energia mecanica nos dois pontos e a relacdo entre as velocidades) e 3
incognitas (as duas velocidades e a energia mecanica total). Ha varias formas de se resolver,

uma que é suficiente é a conserva¢ao da energia mecanica.

mve®  GmM _ mv,®  GmM

2 R 1800 15R

2

2 2 2
Gabarito:a) v = /% b)30 Cc)E; = mve” _ GmM d)E; = mvg GmM e) mve? _ GmM _ mvo

2 R 1800  15R 1800
emM

R

15R 2
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11. Consideracgoes finais

Chegamos ao final da nossa aula. Relembre os principais conceitos estudados nessa aula e
tenha no sangue as leis de Kepler e os conceitos de energia e trajetoria.

Estude com calma os tdpicos que nao sao vistos em ensino médio comum e anote alguns
resultados no seu caderno de resumo.

E muito importante chegar na prova com alguns resultados prontos para ganhar tempo. As
demonstracdes utilizando Calculo serve apenas para dar sustentacdo de como chegamos aos
resultados. Nao se preocupe em decorar essas passagens matematicas.

A lei de Gauss da gravitacdao é muito importante e possibilita diversos calculos de campo para
sistemas com elevado grau de simetria. Ela tem mais a cara do ITA e pode ser muito bem-vinda na
resolucdao de problemas nestas condigdes.

Conte comigo nessa jornada. Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo
forum de duvidas do Estratégia ou se preferir:

&%

5 roftoniburgatto
@) @p g
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