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1 FRENTE: MATEMATICA I

Forma geométrica dos nimeros complexos

Como o0s numeros complexos sdo pares ordenados, cada
numero complexo Z = (X, y) = x +yi é representado por um Unico ponto
do plano cartesiano (R? = R x IR); além disso, cada ponto do plano é
a imagem de um Unico nimero complexo (par ordenado):

Im A
Y- ':P
3,
O @
10 X  Re

As partes x (real) e y (imaginéria) sdo as coordenadas cartesianas
do ponto P (x, y), denominado afixo ou imagem geométrica do
numero complexo Z = (x, y) = x +yi, e o plano assim considerado passa
a ser chamado de plano complexo ou plano de Argand - Gauss.

Além do plano de Argand - Gauss e do afixo P, também
merecem destaque:

¢ O eixo Ox, chamado eixo real, e indicado por Re.

e O eixo Oy, chamado eixo imaginario, e indicado por Im.

e A distancia do afixo P a origem O (0, 0), chamada médulo
ou norma do numero complexo Z = x + i, e indicada por
|Z|, onde |Z| eR,.

O angulo 6 formado pelo segmento OP e pelo eixo Ox,
medido no sentido anti-horario, a partir do semieixo positivo
X, 0 < 0 < 2x, chamado argumento principal do nimero
complexo Z.

Representacao vetorial dos nimeros
complexos

No complexo C, cada nimero complexo z pode ser representado
por um vetar de origem O (O,0) e extremidade P (x, y) afixo de z.
z ¢ caracterizado por OP.
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Geometricamente:

z=(x,y)=ﬁ’>=x+yi

Re(z)

Da figura, um complexo pode ser escrito na forma trigonométrica:

7= |Z|-(cose+i~sen9)

Notacgao: Usaremos no decorrer do curso as notagdes:
Cis © = cosO + i - send

A unidade complexa é definida como i= J=1
Considere o complexo z=x +y - i onde x, y € R. Definimos:

Médulo de z: [Z]= [x+y-il= yx?+y?

Parte Real e Imaginéria de z: Re(z) = x e Im(z) =y
Argumento de z: 6 = arg(z) = arctg(y/x) + 2kr, k € z
Complexo conjugadode z: z=x—y - i

Exemplo 1:

Represente geometricamente, no plano complexo, cada um
dos seguintes numeros complexos, calculando o médulo (|Z]) eo
argumento principal (0), em funcdo do angulo agudo (a) que OP
forma com o eixo real, quando 6 ndo pertencer ao primeiro quadrante.

a) Z=2+3i

Alm
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. |z|=0P=>|z|2=(—
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*0+0a=n(180°)=0=n-a

Q) Z=2/3-2i

© [Z=0p =2 = (-243) +(-2) > [z =12+4 = |7 =4

e 0=180°+a=>0=nt+a

d) Z=4-+3i
A Im

« [7=0P =7 =4 +(3) =7 =16+3 =[7= V19

°0+a=2n(360°)=0=2n-a

e) Z=3(real)ouzZ=(3, 0)
Alm
0 2
—

o lzl=0P=|7=3
©0=0°
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f) Z = 4i (imaginério puro) ou Z = (0, 4)

° |Z|=OP=>|Z|=4
e 0= grad(90°)

g) Z=-2(real) ouzZ=(-2, 0)

Alm
AR
-2[7 ¢ Re

o |Z=0P=z=2
® 0 =mrad - (180°)

h) Z =—i(imaginario puro) ou Z = (0, -1)

Im
0
nie -
\\ Re
I
Pe -1

e |Z=0P=|z=1
° 0= 3?”rad(3-90°= 270°)

Exemplo 2:

Sendo a um angulo agudo, no ciclo trigonométrico, os
pontos que representam os argumentos principais 6 = © — «,
0=7n+aeb=2n—asdo vértices de um mesmo retangulo inscrito e,
portanto, ttm o mesmo seno e 0 mesmo cosseno de o, em valores
absolutos. Os sinais para o seno e o cosseno desses argumentos
principais sao obtidos de acordo com o quadrante a que pertencem:

o B) A
90°| = | Asen
2
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Calcule o seno e o cosseno do argumento principal (0),
calculando antes o seno e o cosseno do angulo agudo (o) que OP
forma como o eixo real, quando necessario, dos seguintes nimeros
complexos.

a) Z=3+3i
Alm
3g P
4,

v 3
oV @) |
o] 3 Re
-

3

2 3 2
COSGZ?ZﬁZT
. 12 —6=45°="rad
sen9=—=i=£
2 32 2
b) Z=50uZ=(5,0)
Im
5¢p
2
ﬁe
\:‘O Re
o |Z=0P=7|=5
_ano_. ]cos90°=0
* 0=90 :{sen90°=1

Note: “No ciclo trigonométrico (raio = 1), o cosseno é a abscissa
e 0 seno, a ordenada”.

origem dos arcos
(o]

>y
>

Ccos

(0, 1) = (cos 90°, sen 90°)

L1 unidade acima (+) da origem O (0, 0)

nem a direita (+) nem
a esquerda da origem O (0, 0)

¢ Z=-3+2iouZ=(3,2)

A|m
P
T 152
: |2l
21
: 0
9 o)
-3 [0 Re
3

o | =(3+2 =7 =Vo+4 =7/ =13

cosoc—i—i
lzl 3
(]
senoc—i—i onde a é agudo
INCED
cose——com—_—3
eO=n-a=> \/ﬁ
sene—sena—i
J13
(6=180°-)
Note:

e sen (m—o) =sen o

® COS (T — o) =— COS O

d Z=-20uZ=(-2,0)

Alm
0
2 |7 |© Re

e |zZl=0P=|z|=2

cosO=-1

* 0=mrad(180°)=1{ "o,
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Note: fy Z=-3iouZ=(0,-3)
A Sen
o |=0P=|z|=3
3n o 5 cos0=0
-9_2(390 270):>{Sene=_1
Ty 0 Im
-1 0 11 cos 0
el O >
. e
I
Pe -3

(-1, 0) = (cos m, sen m)
t Note:
nem acima (+) nem baixo Asen
da origem O (0, 0)
uma unidade a esquerda da 1

origem O (0, 0)
OD
&) Z=-23-2iouZ=(-2/3,-2) 0 cos
1
T

0
23 -
25— 7]\ > 3—(270°)
¢} -ﬂ o Re 2
21 |Z| (0.- 1): cos— sen—)
P [* -2 uma unidade abaixo
da origem O (0, 0)
nem a dll’eV[a , hem a
2
« |7=0P= 7" =(-243) +(-2) s [Z|=12+4 = |7 =4 esquerda (-) da Orlgem°<0 0)
g) Z=1-2iouZ=(1,-2)
23 23 B Alm
COS&ZW:TIT - 0 1
Vg2 2 1 |76 (AN
T O H) =
-3 b2
* f=n+0= cose=—cosoc=T :
(0 =180°+a) 1 of :
sena:—sena:—z p
:>9:n+g:%nrad(210°) e [Z=0P = [Zf =P+ (2] = [z =it d =[] =
1
Note: cosa—ﬂ—ﬁ
“Sen ° 2 2 q ) q
seno = — = —, onde a é agudo
NG
cose=cosoc=i
e O=2n—-0 = 5
(6=360°-0) send = —seno = —2
> 5
cos B
0=+
® Cos (m 4 o) =—COS o
esen(m+a)=-sena
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Note:

® COs (21 — o) = COS O
e sen 2w — o) =—sen o

"% __0=2n-0

Observacao 1:
Em geral, o nUmero complexo Z = x + yi = (x, y) tem modulo

|z| = {x*+y* e argumento principal 6, tais que:

X
e COSO = ﬂ onde cos 6 tem o mesmo sinal de x (parte real de Z).
e senf = é onde sen 6 tem 0 mesmo sinal de y (parte imagindria de Z).
De fato, observando os gréaficos:
a)
Alm
y D IP
S LI R
@) X Re
b)
Alm
P
N ol
N\
. oXN[N
X O Re
0

ACD
<

X 1y

Como (#x)’ =%, (2y)’ =y?, cosa = op € sena-= 55 temos:

o (OPY =x2+y> =7 = X +y

* 0 =n-a(2°quadrante), 6 = © + a (3° quadrante) e 6 = 2n — a
(4° quadrante) tém cossenos com o mesmo sinal de x (parte real
de Z), e senos com o mesmo sinal de y (parte imaginaria de Z),
respectivamente. Ja os valores absolutos dos cossenos e dos senos
desses argumentos (0) sdo 0s mesmos de o, respectivamente:

Dai:

X .
® COs0= E tem o mesmo sinal de x.
e senf = é tem o mesmo sinal de y.

Observagao 2:
Um mesmo numero completo Z = (x, y) tem infinitos
argumentos.

Alm

Al
\\{e

0 + 21 (6 + 1 volta completa)

No ciclo trigonométrico, saindo da origem dos arcos (A), e
percorrendo o0 arco nao negativo 6 (0 <0 < 2x), chega-se a um ponto P.
A partir de P, sempre que se dd um nimero inteiro de voltas completas
(positivas ou negativas), chega-se novamente em P, ou seja, sao arcos
congruentes a 0 (ttm a mesma extremidade de 0):

Asen
f 1
(\

P

0<06<2rm

..=0-4n=0-2=0=0+2n=0+4n=...
2 voltas negativas
1 volta negativa

Se 0 médulo de um ndmero complexo é igual a V2 e seu

2 voltas positivas

1 volta positiva

o L 5n ,
argumento principal é igual a ==, represente esse nimero complexo
4

nas trés formas: trigonométrica, algébrica e cartesiana.

Solucao:

Temos:

. 5t 4n =w T o0

) 6=—=—+—=0=n+—(3°quadrante)
4 4 4 4
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}sen

Ccos

n 2
® COS——=-C0S—=——
4 2
n_ 2
® sen— =-sen—=——
4 2

i) Z=|Z|-(cos®+i-senB) = Z = x/i(cos%nﬂsen%)

= forma trigonométrica.

M)z:JE{—%?+(—%?H::Z:—L40uZ:(—l4)

forma algébrica forma cartesiana

Exemplo 2:

Seja 0 numero complexo Z=+3+i,onde i é a unidade
imaginaria. Qual o argumento principal de Z%?

Solucao:

) w=2’=7-71= W=(x/§+i)(\/§+i):>
:(3—1)+(\/§+x/§) = w=2+2/3

i) |W|:J22+(2\/§)2 = |w|=y4+12 = |w|=4

x 2 1
cosf=—=—=—
i) w4 2 0=30°| Zrad
ili = 0=30°|—ra
y 243 3 6
senf—=——=——
w 4 2

Obs.: 7> =w=|w|(cosO+i-sen6) = ZZ=4-(cosg+i~seng)
Resposta: grad

Exemplo 3:
Determine a férmula trigonométrica do nimero complexo Z, tal
que Z2 =i.
Solugao:
Sendo Z = x + yi, temos:

XZ_y2=O

N2 2 2 .= y
a) (x+yi) =i= (x=y’)+2xyi=0+1-i= {ny=1

X=y
b) X’-y*=0=1 ou
x=-y
Dai:
o sex=y:
2
\/T y:—:>x:7
xy=1=2y’=1=y==%, |- >
y y y 5 N N
=" = x=——
2 2
o sex=-y

xy=1=2y’=1= yzz—% =yeR

2 2
Assim, |Z|:\/[J_rﬂj +(1£J I EPN |z|]=1.
2 2 4

4

V2 V2

Dai: Z=——+—1i= Z=1-(cos45°+i - sen45°)

2 2
AL L sen 45°
cos 45°

i 2

7=_Y2 _NZi L 7_1. cos7—n+i~sen7—7E
2 2 4 4

Ou

L sen 6 <0 |= 6 € 4° quadrante
0s0<0 (9:2n—£:7—nradj
4 4

L

Resposta: T . i
/=C0S—+I-sen—
4 4

ou

T . Vs
/=CO0S—+I-sen—
4 4

Exemplo 4:
A representacdo geométrica de todos os afixos do nimero Z
=X +Yi, tais que |z—1 =3 € que figura geométrica?
Solucao:
Sendo Z = x +yi, onde x, y € R, temos:

) Z-1=(x=1)+yi=|Z-1= (x—‘l)2+y2

i) [2-1=3= (= F)ry? =32 (=1 +(y-0f =%, que ¢ a

equacao de uma circunferéncia, de centro no ponto (1, 0) e raio R
=3.

Lembre-se:

A circunferéncia de centro no ponto (x,, y,) e raio R tem equacao
(X=X +(y —yp)* = R%
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Multiplicacao de nimeros complexos

Antes de efetuarmos a multiplicacdo de numeros complexos,

convém relembrar as seguintes férmulas trigonométricas.
esen(a+b)=sena-cosb+senb-cosa
esen(a—b)=sena-cosb-senb-cosa
ecos(@a+b)=cosa-cosb-sena-senb

ecos(a—b)=cosa-cosb+sena-senb

Observe agora que:

(cos®, +i-sen,)-(cos 6, +i-senB,)=(cos O, cos B, —sen 6, -sen 6,) + +
(sen 6, cos 0, + sen 6, cos 0,)i = cos (6, +6,) +sen (6, +6,)

Dai, podemos calcular o produto dos nimeros complexos

Z,=|Z,| - (cos 6, +i - sen6;) eZ, =|Z,|(cosH, +i - send; ):
Z,-Z,=|Z,| -|Z,] - (cos®;+i - sen®;) - (cos 6, +i - sen,)

|Z1 2 Z,=|2| - 2, - [ cos (0, +6,) +i sen(91+62)]|

Nessa formula, note que:
*|Z; - Z,|]=|Z/| - |Z,| (0 modulo do produto é o produto dos médulos).

e O argumentode Z; - Z,=6,+6, (o argumento do produto é a soma

dos argumentos).

Exemplo 1:
Dados 7, =4 cos X +i-sen” eZ,=5 cos - +i-sen , calcule:
6 6 12 12

a) Z,-7,
b) Z7
o z
Solucao:

a) Zy-Z,=[Z)| -|Z| - [cos(0,+0,)+i - sen(6,+6,)]

=4.5.lcos| 4+ | +i-sen| T+
6 12 6 12

=20- [cos£+| sen— } 10v2 +i - 1042

\
2

2

N|§|<_J>

b) Z1=2,-2,=|Z)| - |Z,|[ cos(6,+0,)+i - sen(6,+6,)]
=z - [cos(20,)+i-sen(26,)], onde |Z)|=4 e 6,=—

Entao,
73=16- [cosgﬂ : seng}=8+i ¥-NE)

J d
1/2 V372

O Zi=2 -Z,=|z,[ -[cos(20,)+i- sen(20,)] - [z -
“[cos 6, +i - sen®,] =|z,[ - [cos(26,+6,)+i- sen(20,+6,)]

=z [ cos (30, )+i- sen(30,)], onde 91:ge|2|:4

Entao,
Z:=64 - |cosZ+i-sen” |=64i
2 2
4
zero 1
Note:
sen , 1)
] lLsenE
T
cos—
L. 2
O cos
-1
Exemplo 2:

Considerando os numeros complexos Z, e Z, do exemplo anterior,
calculeZ,-7,-7,, onde Z, = 3 - 3i.

Solucao:

|Za|=\/x2+y2:m: 2.9 = |Z3|:3\/§

i) Z3=|Z5|(cos 05 +i - senB3)=|Z, - {ﬁﬂ . ﬁ}
3 3

e L«/— f} 3I{I \ZF}
Lser163<0

C0s0,>0

= 05 € 2° quadrante
93 = TC—E :E
4 4

3n
2 Z,=3V2 - cos—+| sen—
o ( 4 4 j

i) 22,2, = (2,-2,) 25
:(|Z1|«|ZZ|)~|Z3|-[cos((e1 +0,)+05)+i-sen((0, +92)+93)J

=4.5.32| cos +—+3— +i-sen +£+3—1t
6 12 4 6 12 4

=602 [COSTC |senn]——60x/§

1 zero

003.605
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Observacao:

Em geral, para n nimeros complexos, temos:

2,2,..2,=[7,|:|2,]..|Z,|[cos (6, +©,....+6,) +
+i-5en(0,+0,+...+6,) ]

12 Formula de Moivre

Em geral, se Z=|Z|-(cos0+i-send), temos paran € R:

I"=7-7...7=
nvezes
:|Z|-|Z|....|Z|-[cos(9+9+....+6)+
e e —_—

n vezes nvezes

i~sen(6+9+....+6)}
MHot....+Y)

nvezes

7" =[z]"- [cos(n9)+i . sen(ne)]
(1é formula de Moivre)

Observacao:

A primeira formula de Moivre garante que, sendo dado o nimero
complexo Z=Z| - (cos6+i - senB), o moédulo de 2" é igual a |Z|n ,eo

argumento principal, Z=5 cos%ﬂ . sen% (n - 0).
Exemplo 1:

. . Y . T
Considerando o numero complexo, Z = 5(cos— +i-sen —) calcule
7%,

Solucao:

7% :|Z|24 . [cos(246)+i . sen(24e)], onde |7]=5 e 9:%.

1 zero

Entdo, 7% =5* . {cos(Zn)H . sen(er)}=524
it it/ e

Importante:

Se Z = a + bi é solucdo da equacdo a x" + ... + a,x’ + a,x +
+a,=0,Z=a-bitambém o é onde a, a,, ..., a, sdo
numeros reais.

Para vocé compreender o porqué desse fato, veja primeiro as
propriedades:

a) |Z+2,=21+2

De fato:

=Xty
Z,=X,+Y,

= Z,+Z,=(X,+%,)+(y,+Y,)i

= Z1+Zz=(X1+X2)—(y1+y2)i

= Z1+22=(X1+X2)—(Y1+Yz)i

Zi=x,—yi{
° = .
Zr=X, Y,

b) ,ondeke]ReZe(I:

De fato:
o k- Z=k(x+yi) = k - Z=kx+kyi = kZ =kx —kyi

o k- Z=k(x-yi) = k - Z=kx —kyi

Q) ,ondex eR

De fato:
e X=X+0i = X=X— 0i = X=X

d) 77=(2)", onde Z € © Z é o seu conjugado

De fato, considerando Z = x + yi e 7=x- yi ou

Z=1Z|(cos@+i- send), temos.

o [71=[Z]= (%2 +(iy)2 =X? +y?

o 2" =1Z"-[cos(n®) +i - sen(nd) | =
= 7" =[2I"-[cos(n®) —i - sen(nd) ]

e Z=1Z| - [cosO+i-send] =
Z=|Z|(cos0—-i-send)
= (2)" =12"[cos (n0) —i - sen(n6) ]
Dai, 7" =(2)'
Vejamos a Demonstragao. agora:
Se Z éraiz da equagdo a X" + ... + a,x* + a,x + a, = 0, temos:
aZl"+a, 2" "+..+a, 2% +aZ+a,=0

Dai,

aZ"+a, - "'+ +a,Z’ +al+a,=0
aZ"+a, - "'+ +aZ5+al+a,=0

aZ"+a, 2" +...a,22 +aZ+a, =0
)n +ah - (Z)M +...+a, (2)2 +a (Z)+a0 =0,

a, (Z
mostrando que Z éraiz!

Exemplo 2:

Se (5 + 2i) é raiz da equacao 2x? + mx + n = 0, calcule os valores
das constantes reais m e n.

Solucao:
i) x,=5+2iéraiz, entdo x, = 5 2i também ¢é raiz. (raizes conjugadas)
i) X, 4% =0 = 10=—" = m=-20

2 2

n

i) X% =0 = 52—(2i)2=g = 25+4=g = n=58
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Divisao de nimeros complexos

Considere Z,, Z, e w nimeros complexos n&o nulos, onde w é
0 quociente de Z, por Z,, tais que 8,, 6, e 6 sejam seus argumentos e
|Zi]. |Z,] e |w], seus modulos, respectivamente. Temos:

dw=z, 07, w227, w
2 2

Pela multiplicacdo de numeros complexos, obtemos:

a) 0,=0,+0, = 0,-0,=0,

Z
o) 21-[2 ol = 21—
Dai,
Z z, |zj .
= —_— = 0,—06 . 0,-0
Z, w = 2 2 [cos(6,-6,)+i-sen(6,-6,)]

Lembre-se, entao:

¢ O médulo do quociente é o quociente dos mddulos, isto é:

_lzl
2|

)
Z

e O argumento principal do quociente é a respectiva diferenca dos
argumentos.

Exemplo:

Dados Z,=10 - cos3—n+i-sen3—7t eZ,=2- cos = +i-sen’ |, calcule
5 5 5 5
Z

Z,
Solucao:
a) modulo de AZH:E:5
Z, |z 2
z 3 2
b) Z—;=arg(Z1)—arg(Zz):?n—g=?7t

Entao, 525 . cosz—n+i . senz—7t
Z 5 5

Radiciacao de niimeros complexos

Considere o numero complexo Z, ndo nulo, dado na forma
trigonomeétrica:

Z=17 - (cosO+i - sen0)

Denomina-se raiz n-ésima de Z um numero complexo
w=lwl(cosa+i - sena) tal que:

w=V7 & w"=7

Dai resulta:
Iw["[cos(na) +i - sen(na) |=1Zl(cos 0 +i - sen®)
E, portanto:

o lwl"=1Zl = Iwl=3Zl, pois Iwl e |zl sao reais positivos
K. om 0+k - 2w

——w n
um namero inteiro (k)
de voltas completas

e NOL=0+ = o=

Assim:

w:@{cos—(ﬂk 2T se
n

valores distintos:

0+k - 2
n—

], apresentando os seguintes
n

eSek=0= wo=@(cos%+i . sen%)

-Sek=1=>w1=@(cose+2n+i-sene+2n)
eSek=n-T1
o w, =4 (cose+(”_1)2“+i . Sene+(nn—1)2n)
eSek=n=w,=w,
( .0 n-2n O 9)
repete-se, pois —+ =—+2n=—
n n n n

A partir daf, parak =n + 1, k = n + 2, etc, recairemos em
raizes ja obtidas. Podemos, entdo, dizer que um numero complexo
Z:|Z|(cose+i - sen0) apresenta n raizes n-ésimas, e s3o tais que:

Q/Z:wk, onde:
WK=Q/E . [c059+k . 2n+i . Sen9+k : ZTE:I,
n n

comke{0,1, ..., (h =D}
(segunda férmula de Moivre)

Observacoes importantes:

a) As n raizes do numero complexo Z tém o mesmo modulo Izl e,
portanto, os afixos dessas n raizes ficam sobre a circunferéncia de
raio igual a ¥//ZI.

b) Os n argumentos dividem essa circunferéncia em n arcos de

o
medidas iguais a 2 ou 360° , sendo portanto:
n n

2n y

fuldd Im 5
n \ w, n
2n W, 0, A0 0 2n
n \ 91 Wo 0 n
W3 \ 0°
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online

Note: Raio = YlIZ|

Exemplo 1:

Calcule as raizes cubicas de — 8, e representa-las geometricamente.
Solucao:

cosm senm

a) Z:—8:>Z=8(;1+ 0 i):> Z=8 - (cosm+i-senm)

b) ﬁ:wk, onde:
w, =38 - {cos’”kg' ZND senn+k3. Zn},
comkef{0, 1,2}

ese k=0= wy=2- (cosgﬂ . senEj =2 (1+i . ﬁj

3 2 2
:>w0:1+\/§i

ese k=1= w;=2-(cosm+i-senn)=2-(-1+i-0)

= wy=-2
S_n)_z.(i_ﬁi]
3 2 2

esek=2=>w,=2- (cos%nﬂ - sen

= w,=1-4/3i
Note: 5% _6m 7 _ 21— | € 4° quadrante
33 3 3
60°

¢) Representacdo geométrica:

Note: os afixos formam um triangulo equilatero.

Outra solucao:

Y-8=w=>wP=-8=w'+2°=0
= (w+2)(w?—2w+4)=0

MoébpuLo pe EsTupo

Dai:
e w+2=0=w=-2

ou

2++-12
2

w=1+4/3i

ou

w=1-+/3i

oW - 2w+4=0= w=

2 2J-3
= W=—=%
2 2

=

Exemplo 2:

Os afixos dos numeros complexos Z tais que Z° = — 64 formam um

poligono regular de area igual a quanto?

Solucao:

a) w=-64 = w=64(-1+0-i) = w:%v4T(c05n+i -senm)

b) Z6=w = 7, =%w, onde:
Zk=€/|WI . (COSTHZJ+i - sen
=ke{01..5}

e Paraky,=0= 7Z,=2- (cosgﬂ . seng)

n+k - ZE)_
— )

Dal, as 6 raizes tém afixos formando um hexagono regular inscrito num

circulo de raio igual a |Z,| = 2, e um de seus vértices fica no g(30°).

Shexégono =6- SAOB

B
—6-1.2.2.5en60° =613
30° 2
2
2
0

A

Resposta: 6+/3 ua (unidades de area)

Propriedades dos argumentos dos
niimeros complexos

P1-arg(z,-2,...z,) = arg(z,) +arg(z,) +...+arg(z,)

P4~arg(£ =-arg(z) ou arg(z)z —arg(z)+ 2kn

Teorema de Euler

Para todo nUmero real 0, tem-se:

6" = cos®+i-sen6|

A férmula de Euler implica que:

|ei°| =|cos@+i-send| = (cose)2 +(sene)Z =1

FBONLINE.COM.BR
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MoébuLo pe EsTubo

A férmula de Euler permite escrever um nimero complexo na forma
trigonomeétrica da seguinte maneira:

|z=r~(cos6+i~sene)=r-ei'e

r=l2|

Onde {9 argumento de z

Caro aluno, vamos demonstrar o teorema de Euler através da série de Taylor.

a) Desenvolvimento em série de poténcia de y = senx

f(x) = senx f(0°) =sen0°=0
f(x) = cosx = sen(x + g) f(0) = sen (%) =1
f'(x) = —senx = sen(x + ) f(0)=sent=0

f(x) = —cosx = sen(x + 3?“) f7(0) = sen (3?“) =-1
f7(x) = senx = sen(x + 2x) f'(0)=sen2n =0

b) Substituir na formula da série de Mac Laurin:

f(x) = f(0) + [;‘—:) 0+ (z—zl] £(0) + (’;—3‘] A0)+..+ [%) -f0(0)

002 1 () £) 0o () oo () -

concluimos que:
3 XS X7
SENX =X ——+ ———+———+....
350 7091 11

c) Desenvolvendo em série de poténcias a funcdo y = cosx

f(x) = cosx = sen(x + g) f(0°) = cos0° =

f(x) = —senx = sen(x + x) f(0)=sennt =0
f"(x) = —cosx = sen(x+37n) f”(O):sen(%):A
f(x) = senx = sen(x + 2x) 7(0) =sen2m =0
f(x) = cosx = sen(x + 57“) f(0) = sen(%n) =1

Substituindo na férmula da série Mac Laurin, temos:

f(x)=cosO+(>1(—;J‘0+();—2!)~(—1)+[);—3!)-O+(%)~(1)+(é—j)~0+ ........

concluimos que:
2 XA

cosx=1-—+—-—
2141 6l

d) Desenvolvendo em série de poténcia a funcao f(x) = e

f(x) = e* f(0) =1
f(x)=e* f(0)=1
fi(x)=e f(0)="1
Substituindo na série Mac Laurin, temos:

X X xt X X"

fX)=e*=T+Xx+=—+=—+—+—+....+
2 31 41 5] n!
fazendo x=i-06 onde i é a unidade imaginaria
" . 0’ 0 0" - 6° 0. 0° 0°i
el =1+i0-———+—+—
20 31 41 51 6l 71 8 9l
agrupando os termos, temos:

e = 1_6_2+g_§_f+ + e—e—3+9—5—6—7+§+ i
- 21 41 61 8 7 31 51 71 91 7

cos® sen@

logo,
e =cosO+i-sen® - z=r-(cosO+i-senh) - z=r-e"

Outra maneira de demonstrar a formula de Euler

Vamos provar que e* = cos o + i-sen o

Demonstracao.:
Facamos f(a) = cos a + i-sen a

Derivamos, temos:

df .

— = —seno.+i-coso
do

Porém:

daf .
— =i’-sena.+i-cosa
do

Mas:

%=i~(cosa+i-sen(x)=i~f(a)

1 df=i-da

(o)
Integrando dos dois lados, temos:
Lnf(a) = i-o

Logo:

logl® =i o — " = f(l)

Portanto:
e = Cos a + i-sen o

Além disso, a relacdo de Euler implica que uma expressao da forma
ey, onde X e y s&o numeros reais, pode ser expressa por:

e = e*-e¥ =e*-(cosy +i-seny)

Sejam dois numeros complexos z;=a +i-b; e z;, =a,+i-b,
representados em sua forma trigonométrica

z,=r-(cosa+i-sena)=r-e“ e z, =1, -(cosp+i-senB) =r, -e'.

Usando as propriedades de potenciacdo e a formula de Euler, garante
que
2,2, =n-€" P =rr, @ =, [cos (o + B) +i-sen(a+B) |

Usando a férmula de Euler, podemos representar o inverso do nimero

complexo z=r-¢e" por
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MoébuLo pe EsTubpo

Teorema-Formula de Moivre (1?)

(cos®+i-send)” = cos(n@)+i-sen(nd).

Este resultado é facilmente demonstrado usando a férmula de Euler

e as regras de potenciacao,

(cosB+i-send)’ = (e"*)" = '™ = cos(n6) +i-sen(n6)

Exercicio Resolvido

100
Calcule _l+i.£
2 2

Solucao:

Seja z:—l+i-£, entdo |7 =
2 2

!

. 1
com isso cose=—§ e senb =

Portanto, a forma trigonométrica sera,

REC)

entdo 7' = 1'% cos[zoonjﬂ-sen(zoonj =
3 3
(275 . [215) 1.
=1-|cos| — [+i-sen| — | |=—=+I-
3 3 2

Trigonometria envolvendo niimeros
complexos

2

Caro aluno, vamos subdividir o assunto trigonometria
envolvendo ndmero complexos em trés casos.
1° caso: Funcoes arcos na trigonometria.

Sabemos que as coordenadas cartesianas e polares estdo relacionadas
por (veja a figura):

yA
X =rC0os 0
Y=TSeN O |---cmmmmeeeeeea 5 IZ=(XIY)
r |
0 : X

O angulo 6 é chamado argumento de z denotado por arg(z).
Note que para z # 0, os valores de 6 sdo determinados a partir da
relacdo:

y
X

190 =

Observe que 6 nao é Unico ja que, se a igualdade é verdadeira para
um valor de 6, também o é para 6 + 2kn, k € Z. Mas podemos
determinar 6 de maneira Unica exigindo, por exemplo, que
0<0<2rou-m<O<m.

Usando as férmulas de adicdo para o seno e o cosseno. Ja sabemos
que |Zw : Zz| = |Z1| ‘|Zz| e 0 que concluimos de novo a partir da igualdade

acima é que arg(z;-z,) = arg(z)+arg(z,).

Exercicios

= cos(n6)

%2

1
01. Sabendo queo cos6 = X entao o valor da expressao
vale:

Nl Nw

E)

Nl NS NN

02. (Bulgaria) O valor da expressao cos 5° + cos 77° + cos 149° + +

€0s 221° + cos 293° é igual a:

03. (O.M.Campinense) A expressao

4r 8n 167 32n
COS——+COS— - COS—— - COS ——
15 15 15 15

04. Consideremos o numero natural n > 1 e sendo

w = cos(z—n) +i-sen (2_1'5) Mostre que:
n n

n
1+2-w+3-w2+4-w?+. . +n-w"’ =
W_

05. (ITA/2009) Se a=cos(%)eb=sen(%),entéo, o nlmero

T) . =\ .
complexo | cos c +i-sen B éigual a:

(1-2a2-b?) +ab(1 +b?)-i
a-b-i
E) 1—4a2b? + 2ab(1 —=b?) - i

FBONLINE.COM.BR
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06.

07.

08.

09.

10.

11.

12.

MoébuLo pe EsTubo

(O0.M.Campinense/2005) Determine o menor angulo positivo que
satisfaz simultaneamente as equacoes:

senx +sen2x+sen3x+sendx =0
COS X + COS 2X + COS 3X + COS 4x = —1

A) 18° B) 36°
C) 54° D) 72°
E) 82°

1 . s .
(ITA/2011) Dado z=§(—1+|-x/§),entao ;z éigual a:
A) _82_9.\/§.i
[@N0]

E) %\E-i

'I ) 89
(ITA/2011) Dado z=5(—1+|~x/§),entéo ZZ” éigual a:
n=1
A) —82—9~\/§-i
Qo0

5 89
6

B) -1
D) 1

B) -1
D) 1

NER

C0S1° +C052° 4+ C0S 3° +...+ CcOs 44°
sen1® +sen2°+sen3° +...+sen44°

Sabendo que representa
um ndmero irracional da forma a+bv2. Entdo, o valor de a
+ b éigual a:

A

lvs]
gogz
u b wN —

m
~

O valor P na expressao P = cos 20° - cos 40° - cos 80° é igual a:

B) |
2

D) 1

1
E) —
16
O valor da expressao cos?10° + cos?50° + cos?70° é
igual a:

R B) <

)Z )5
! 3

C)8 D)Z

g 2>

) 2

(IME/2012) O valor de cosz—;+cos%+cos67n+% é:

B) -0,5
o

D) 0,5
E) 1

13.

14.

15.

O valor da expressao

b1 3n 571 n Ot , .
COS—+COS—+COS—+COS—+COS— € |gua| a:
11 11 11 11 11

1
A) 1 B) 3

1
Q) -1 D) -
E) O

Sabendo que o nimero complexoz=a + b - i, tal que a e b sdo

ndmeros reais com b = 0. Entdo o valor minimo da expressao
Im(z°)

[Im(z)]s éigual a:

A) -1 B) -2
Q-3 D) -4
E) -5

Seja Im(z) a parte imaginaria do nimero complexo z. Entdo o valor
da expressao
Im((cos 12° + i - sen 12° + cos 48° + i - sen 48°)°) é igual a:

Gabaritos
01 02 03 04 05
E A C - B
06 07 08 09 10
D B A B C
" 12 13 14 15
E C B D A
— Demonstragao
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