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|_ (') | C a p Aq: Arvores sdo vegetais e todas as drvores so
g verdes. (F)

o } pV q: Arvores séo vegetais ou arvores sdo verdes. (V)

Proposigao ¢ toda expressao que encerra um pen-

samento de sentido completo e pode ser classificada Tabela verdade:

como V (verdadeira) ou F (falsa).
p g |pAg |pvg
4 4 4 4
9=6(F) % F F %
V4 = 1og100 (V) F v F 1%
Todo gato é branco. (F) F F F F
Alguns gatos sdo brancos. (V) Conectivos.
Negacéao Condicionais
A negacdo de uma proposicao p é indicada por Existem dois tipos de condicionais: o condicional
~p ou p. A negacdo de uma proposicio verdadeira é e o bicondicional.
falsa e vice-versa. * Condicional p — q: sera falso somente quando ‘

p for verdadeiro e q for falso. Caso contrario

sera verdadeiro.
p: Sempre chove. (F)

p: Nem sempre chove. (V)
Tabela verdade: p: n é um nimero impar.

q: n é divisivel por 3.

pP|p p—>q: Se n é um numero impar, entao n é divisivel
VI|F por 3. (F)
FlV * Bicondicional p <> q: serd verdadeiro somente
Negagao. quando ambas a§ proposigégs, p e g, forem de
mesmo valor légico: verdadeiras ou falsas.
Conectivos
E uma expressao que une duas proposicdes dando p: AABC satisfaz o teorema de Pitagoras.
origem a uma outra proposicao. q: AABC é retangulo.
Existem dois conectivos: a conjuncao e a disjungéo. p <> q: se AABC é retangulo, entdo AABC satisfaz
* Conjuncao (e): é indicada p A g sera verdadeira o teorema de Pitagoras. (V)
se, e somente se, ambas as proposicoes p e q Tabela verdade:

forem verdadeiras. Caso uma delas seja falsa

sua conjuncao sera falsa. P q p—>q|p<>q
 Disjuncao (ou): é indicada p Vv g sera verdadeira % v v v
sempre que uma das duas proposicoes, p ou q vV F F F
forem verdadeiras. Sera falsa apenas se as duas F v v E
forem falsas.
F F %4 %4

Condicionais.
p: Toda arvore é verde. (F)
q: Arvores séo vegetais. (V)
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Tautologia e contradicao

* Tautologia: é uma proposicao logicamente ver-
dadeira, independentemente do valor légico
de suas proposicoes.

pP—=>q<>q—>p

* Contradicdo: sdo aquelas proposicdes que sao
falsas independentemente do valor légico de
suas proposicoes.

pApP

Negacéao de proposicoes

pAGgEPVQ

Conjuntos

Um conjunto intuitivamente é compreendido
como uma colegao de objetos.

Pertinéncia

Usado para relacionar elemento e conjunto.
Xx € A: x é elemento do conjunto A.

X € B: x ndo é elemento do conjunto B.

Inclusao

Usado para relacionar conjunto a conjunto.

A c B: o conjunto A estad contido no conjunto B
(A é subconjunto de B). Diz-se que um conjunto A é
subconjunto de um conjunto B, ou que A esta con-
tido em B, se e somente se, todo elemento de A é
também elemento de B.

A & B: o conjunto A ndo esta contido no conjunto
B (A nao é subconjunto de B).
Se em um conjunto nao existir elementos, dize-

mos que o conjunto é vazio e indicamos com o sim-
bolo Jou{ }

aeF
deF

Relacao de pertinéncia.

E
E={ }=0
Conjunto vazio.
C
B
AcB
CZB
D&B

Relacéo de inclusao.

Simbologia matematica

Algumas notacdes utilizadas na matematica.

V: “qualquer que seja” ou “para todo”

“vx,Vx2 = |x|, isto é, “para todo x, a raiz quadrada
de seu quadrado é igual ao seu médulo.”

3: "existe”
/: “tal que”
7: “néo existe”

Ix / x? = 2, isto é, “existe x tal que seu quadrado
vale dois.”

n(A): indica o nimero de elementos do conjunto A.
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O conjunto a sequir tem trés elementos.

n(A)=3

Um conjunto com trés elementos.

Operacdes entre conjuntos

A unido entre dois conjuntos A e B é o conjunto
formado pelos elementos que pertencem a A ou a B.
Indicamos com o simbolo A UB.

SexeAuB—»>xeAouxeB

Ainterseccédo entre dois conjuntos A e B é o con-
junto formado pelos elementos que pertencam a
A e B ao mesmo tempo. Indicamos com o simbolo
AnB.

SexeAnB—>xcAexeB

Dois conjuntos sao ditos disjuntos se AnB = @.

A diferenca entre dois conjuntos, A e B, é o con-
junto de todos os elementos que pertencem ao con-
junto A e ndo pertencem ao conjunto B. Indicamos
como A-B.

SexeA-B—->xcAeéB

AuUB AnB

Figura 1: Unido. Figura 2: Interseccao.

A B A B

Diferenca.

O Atencéo:
A-B=#B-A

O numero de elementos de A U B é igual a:
n(AuB) =n(A) + n(B)—n(AnB)
O numero de elementos de AU B U C éigual a:

nAuBuUC) =n(A) + nB) + n(C)-n(AnB) -
NnANC)-nBnC) +n(AnB~C)

AnBuC) =AnBUANC
AuBnNnC)=AuUBNAULQD

Conjuntos Numeéricos

IN — Naturais: sdo os numeros utilizados para contar
quantidades.

N=4{012345,6,..}

Z - Inteiros: sdo os numeros naturais, incluindo
seus opostos.

z=1{.,-2,-1,0,1,2,..}

Q - Racionais: sdo todos os nimeros que podem
ser escritos na forma de fracdo com numerador e de-
nominador inteiros.

Q=[%/anebZ*]

-3 13
Q= [ 22,0, ..2, .2, ]
2 6

I - Irracionais: sdo os numeros que nao podem ser
escritos como fracdo de numerador e denominador
inteiros.

|I=[x¢%/aelebel*]

N={..,-v2,.., e ..m.}

IR — Reais: é o conjunto formado pelos nimeros
racionais e pelos nimeros irracionais.

R=QuUI

R = {x/xcQou xeI}
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Intervalos limitados

Os intervalos sdo subconjuntos dos nimeros reais:

Intervalo fechado:
[a, b] = {xeR|a <x<b}

a b -
Intervalo semiaberto a direita
[a, b[ = {xeR|a<x < b}

° Oo—>
a b

Intervalo aberto

la, b] = {xeR|a < x< b}

—0 o—s>
a b

Intervalo semiaberto a esquerda

la, bl = {xeR|a < x < b}

—0 Oo—>
a b

Intervalos ilimitados

l[a, +o[ = {xeR|a<x}
_;—>
la, +[ = {xeR|a < x}
_g—>
J-o, a]l = {xeR|x<a}
—;_>
J-, a[ = {xeR|x < a}
—g_>

]-o0, +oo[ =R

Y

Os simbolos +% e —» ndo sao ndmeros, logo, ndo
podem ser representados no intervalo como fechados.

NUmeros primos

NUmeros primos sdo aqueles que possuem ape-
nas dois divisores: 1 e ele mesmo.

3 é primo (apenas 1 e 3 dividem o numero 3).
4 nao é primo (1, 2 e 4 dividem o numero 4).

O Observacao

O numero 0 e o nimero 1 ndo sdo primos e o
numero 2 é o Gnico nimero primo par.

Todo nimero natural composto pode ser escrito de
maneira Unica como produto de nimeros primos.

18=2x3x3=2x32

O Minimo Mudltiplo Comum de um conjunto de
numeros naturais € o menor nimero natural divisivel
por todos os elementos do conjunto.

mmc (9,4) = 36

O Méaximo Divisor Comum de um conjunto de nu-
meros naturais é o maior nUmero natural, tal que todos
os elementos desse conjunto sdo divisiveis por ele. O
produto do MMC pelo MDC de dois niUmeros é o pro-
duto desses dois nimeros. Se o MDC de dois nimeros
for 1, chamamos de primos entre si ou coprimos.

mdc (9,4) = 1

Um numero racional pode ser representado por
um numero inteiro, um numero decimal exato ou
uma dizima periddica.
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1,41212...

Parte inteira: 1

Parte ndo-periddica: 4

Parte periddica: 12 (parte que se repete periodi-
camente)

Fracao geratriz
A geratriz de uma dizima periédica é a fragao ra-
cional que origina esse nimero.

Numerador: é um numero formado pela parte in-
teira seguida de parte ndo-periddica (quando existir)
seguida do 1.° periodo, desse valor devemos subtrair
a parte inteira seguida da parte nao-periédica.

Denominador: nimero formado de tantos 9 quan-
tos forem os algarismos do periodo, seguidos de
tantos 0 quantos forem os algarismos da parte nao-
periodica.

Determine a fracdo geratriz da dizima 1,4121212...
Numerador: 1412 — 14 = 1398
Denominador: 990

1398 _ 233

Dirim. 1398 _ 233
2IMa- =990 ~ 765

Quadrado da soma/diferenca
(@atb)?=a%+2ab + b?
Diferenca de quadrados
(@ + b)a-b) =a2-b?

Fator comum

ax +ay = a(x +y)

Agrupamento

ax + bx + ay + by = (@ + b)(x + y)

Cubos

a+b®>=(a+b)@xab + b?

Sophie Germain

a* + 4b* = (a2 + 2b? + 2ab)(a? + b? - 2ab)
Lagrange

(ac £ bd)? + (ad + bc)? = (a2 + b?)(c® + d?)
Cubico

a’ + b+ - 3abc =
@+ b+ )@+ b?>+ c2—ab-ac-bc)

Funcoes

Dados dois conjuntos A e B denominamos fun-
¢do de A em B, toda relagdo que a cada elemento
de A associa-se um, e s6é um, elemento de B.

Dados os conjuntos A = {-2, 0, 3} e B = {-5, -4,
1, 2, 11}, considere a funcao f: A — B, definida por
f(x) = 3x + 2, ou y = 3x + 2, temos que

X=-2->y=-4

x=0->y=2
x=3->y=11
Dominio (D)

O dominio de uma funcao f é o conjunto formado
pelos primeiros elementos (abscissas) de cada par or-
denado da fungao f.

Contradominio (CD)

O conjunto em que encontramos os segundos ele-
mentos (ordenadas) dos pares ordenados da funcao.
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Imagem (Im)

A imagem de uma funcao f é o conjunto forma-
do pelo segundo elemento de cada par ordenado da
funcéo f.

Nos dois exemplos a seguir a relacéo de f: A > B
representa uma funcao:

f

| —=

D(f) ={1,-3, 7}
D) = {3, -5}
Im(f) = {/3 , -5}

E funcao, pois cada elemento do conjunto A (domi-
nio) da fungéo esta associado a um Unico elemento
do conjunto B (contradominio).

D(f) = {1, 2, 3}
cD(f) = {2, 1,-7, 8}
Im(f) = {1, -7, 8}

E funcéo, pois cada elemento do conjunto A (domi-
nio) da funcéo esta associado a um unico elemento
do conjunto B (contradominio).

Nos dois exemplos a seguir a relacdo g: A — B ndo
representa funcao.

<‘
]
|

A relacdo g: A - B, ndo representa fungdo, pois o
numero 1 € A e estd associado a mais de um ele-
mento do conjunto B. Ou seja, o numero 1 tem mais
de uma imagem.

]
A relacdo g: A — B, ndo representa fungdo, pois o

numero 4 € A e ndo esta associado ao conjunto B.
Ou seja, o nimero 4 ndo tem imagem.

Plano cartesiano

E um sistema constituido por dois eixos: x e y per-
pendiculares entre si. O eixo x é denominado de eixo
das abscissas e o eixo y é denominado eixo das or-
denadas. Esses eixos dividem o plano em quatro re-
gides chamadas quadrantes. A cada ponto do plano
cartesiano, associamos um par ordenado (x, y)

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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A Funcdao bijetora
= +) (+,<+N E toda funcao f de A em B que é simultaneamente
Il I injetora e sobrejetora.
quadrante quadrante A 8
0 x=
Il \
quadrante quadrante
=-) =)
Os quadrantes.
Funcdo sobrejetora
Dizemos que uma funcao f de A em B é sobrejeto- ~
ra quando o conjunto imagem for igual ao conjunto Fungao par
contradominio de B. Em linguagem matematica, se E toda a funcao que f(x) = f(-x), isto é, quaisquer
VvyeBiacAtalquef@) =y elementos opostos do dominio tém imagens iguais.
A B

F(x)= x?, observe que elementos opostos tém
imagens iguais.

f
| .

-2

Xy

Funcéoinjetora

Dizemos que uma funcdo f de A em B é injetora f2) = f(-2)
se qualquer dos seus elementos do seu dominio tem
imagens diferentes. Em linguagem matemédtica, se Fungéo impar

f(x) = fly) < x=y. .
E toda a funcdo que f(x) = —f(-x), isto é, quais-

A B A
quer elementos opostos do dominio tém imagens
f opostas.
Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A., 9
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f(x)=x3, observe que elementos opostos tém ima-

gens opostas.

ﬂy
2--
1 -
X
B2 A/ s s
=1l
2T
f(1) = —f(-1)
Funcdo composta

Se tivermos os conjuntos A, B e C e duas fun-

Sejam as fungées f(x) = x? + 4x —

determine fog(x).

¢bes f2 A - B e g: B > C, chamamos de funcao
composta a funcdo h = gof: A - C, definida por
R = gof(x) = g(f(x).

5eg(x) =2x-3,

fog(x) = fg(x)) = g(x)’ + 4g(x) - 5 =

=(2x-3P+4(2x-3)-5=
=4x?-4x-8
A B

f(x) g(x)

N

gof(x)

Funcgdo inversa

Dada uma fungao f: A — B dizemos que sua inver-

Determine a funcdo inversa de y = 3x + 2 de

IR — IR.

Para isso fazemos x = 3y + 2, onde y =

xX-2

portanto, f'(x) =

Grafico da funcéo f e da sua inversa.

Funcao afim

Resolver a equacgédo de 1.° grau.

I9x+3=6x+18
I9x-6x=18-3

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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xX-2

3

saf: B— A éafuncdo que leva todos os elementos
da imagem de f aos elementos do dominio de £. Uma
maneira pratica de determinarmos a funcédo inversa
de uma funcao dada é trocar a variavel x pela variavel
y, a variavel y pela variavel x e em seguida isolar a
variavel y (quando possivel).

€



Sistema de equacdes Ay
de 1.° Grau/método da adigéo / _
coef. linear (x = 0)

Exemplo: /

Determine a solucéo do sistema éi'z x

x+2y=7 (y=0)

-y = Funcéo afim.

Solucéo:

B

-

Para que na soma das equag¢ées uma das variaveis
seja anulada devemos multiplicar uma das equa-
c6es por uma constante adequada e diferente de
0 (zero). No exemplo dado podemos multiplicar a
segunda equagéo por 2:

X+2y=7

6x -2y = 28

Somando as equagbes temos:

/x=35-5x=5
Se x = 5, basta entdo substituir esse valor em uma <

das equacées para determinar o valor de y.

X+2y=7->y=1 Resumo da funcéo afim.
Onde: S = {(5,1)}
Funcao quadratica

A funcao afim

Afuncéo f: R >R, definida pory = ax + b,comae  EQuacao do 2° Grau

b numeros reais, denomina-se funcao afim. - ,
s O formato da equacdo do 2.°grau éax? + bx + c =0,

a — coeficiente angular com a, b e c nimeros reais ea # 0.
b — coeficiente linear

A raiz da funcdo ¢ o valor de x cuja imagem é 0 -0uacoesincompletas

(zero). Quando b=0ouc=0
b 1°caso:b =0
X=-—
a Exemplo:
O coeficiente angular é a tangente da inclinacdo x2-9=0
da reta em relagao ao eixo x. B
. _ Solugéo:
A ordenada do ponto interseccdo da reta com o
eixo y é o b e a abcissa do ponto de interseccdo com x-9=0
o eixo x é chamada de raiz. As raizes de uma funcao x2=9
qualquer sdo os valores de x tais que y = 0. x=149
X =3
S=4{33}

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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2°caso:c=0

x-9x =0
X(x-9) =0
x=0o0ux-9=0
s =40, 9}

Nas equacdes completas utilizaremos a conhecida
féormula resolutiva de um trindbmio do 2.° grau.

. —b++vb%-4ac
X=—
2a

—-b+VA
+—, onde A = b? - 4ac

oux =
2a

Resolver a equacdo x> —8x +12 = 0
a=1,b=-8ec=12
Basta aplicar a formula resolutiva, entao,
¥ = = (-8) £V (=8) -4(1)(12)
a 2(1)
8+V16
2

onde S = {2,6}

A equacdo biquadrada tem o seguinte formato:
ax* + bx? + ¢ = 0, com a, b, c nUmeros reais ea = 0.

Sua resolucdo consiste em fazer a redugao a uma
equacdo do segundo grau, para isso fazemos a subs-
tituicdo, y = x2.

2x4-10x* +8=0

Fazendo: y = x?

Entdo : 2y’ - 10y +8 =0

Cujas solugées sdo: y = Touy =4

12

Retornando a variavel original (x), temos que:
y=1=x2=1=x=41
y=4=x>=4=x=12

Portanto,

S=1{-2-1,12}

Isolamos uma das incdgnitas e substituimos na
equacao que contém o produto.

Resolva o sistema:

xX+y=8
x.y=12

Isolamos uma das variaveis na primeira equagao:
y=8-x

Agora, substituiremos na segunda:
X.(8-x)=12

x2-8+12=0

Resolvendo a equagédo do 2.° grau temos: x, = 2 e
x, = 6. Voltando ao sistema

c Sex=2-y=6
* Sex=6-y=2
S ={26); (6,2)}

A funcéo f: IR —» R, definida pory = ax? + bx + ¢,
com a, b e c nimeros reais e a # 0, denomina-se funcao
quadratica.

O formato do grafico da fungdo quadratica é uma
parabola.

Ainterseccao da reta com o eixoy é o pontocea
interseccdo com o eixo x é chamada de raiz. As raizes
podem ser obtidas com o uso da formula resolutiva
de um trindbmio do 2.° grau.

Discriminante (A)

O discriminante é definido como sendo A = b? — 4ac.

Se A > 0 — duas raizes reais e diferentes.
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Se A = 0 — duas raizes reais e iguais.

Se A < 0 — nao existe raiz real.

Soma e produto das raizes

Sendo x, e x, as raizes de uma funcdo quadratica,
podemos dizer que

X, + X, =

—b
a
C
X, . X, =—
a
Vértice

A parabola representativa da funcao quadratica tem
um ponto de maximo ou minimo, dependendo de sua
concavidade. Esse ponto é chamado de vértice.

V= (i, ‘_A)

A parabola no plano cartesiano

Eixo de simetria

O eixo de simetria de uma funcdo quadratica é
uma reta paralela ao eixo y que passa pelo x,.

Crescimento e decrescimento:

a<o0 a>0
X <X, Crescente Descrescente
x> x, Descrescente Crescente

Funcao quadratica.
J4a aimagem pode ser obtida a partir do y.
a<0-Im=]-owy]

a>0->Im =[yvl+oo[

Ay eixo de simetria
parabola
c [
X, x X
0 \
\% L
vertice

A>0 Intercepta o eixo horizontal em 2 pontos
A=0 "Toca" em 1 ponto do eixo horizontal
A<O Nao intercepta o eixo horizontal

Resumo da fun¢ado quadratica.

a>0 a<o
concavidade (boca) concavidade (boca)
para cima para baixo
y y
X
X
0
y y
X
0
X
0
y y X
0
X
0
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Funcgdo exponencial

Propriedades da poténcia e das raizes.

1.2 propriedade: produto de poténcias de mesma
base. Conserva-se a base e somam-se os expoentes.

27,23 = 27 = 210 = 1024

2.2 propriedade: quociente de poténcias de mes-
ma base. Conserva-se a base e subtraem-se os ex-

poentes.
219
> = 219:29=219-9=21=1024
. 3.2 propriedade: poténcia de poténcia. Conserva-se

a base e multiplicam-se os expoentes.

(257 - 252 = 21° = 1024

4.2 propriedade: poténcia de produto. O expoente
vale para todos os fatores da multiplicacao.

2.3=23.3=8.27=216

5.2 propriedade: poténcia de quociente. Eleva-se
o numerador e o denominador ao mesmo expoente,
da seguinte forma:

3p_33_27
(7) ~ 23 8
6.% propriedade: poténcia de expoente fraciona-

rio. Transforma-se em raiz quadrada.
b

a=9ab

2
> =35 =325

72 propriedade: poténcia de expoente zero. E
igual a 1 (um) para qualquer que seja a base diferen-
te de 0 (zero).

5

14

8.2 propriedade: poténcia de expoente um. E a
prépria base, qualquer que seja a base.

5=5
9.2 propriedade: poténcia de base um. E igual a
um qualquer que seja o expoente.

71024 — 1

10.% propriedade: poténcia de base zero. E igual
a 0 (zero), qualquer que seja o expoente maior que
zero.

01924 =

O Observacao:

Nao definiremos 0° neste material e zero eleva-
do a um expoente negativo ndo existe.

11.% propriedade: poténcia de expoente negativo,
com base diferente de 0 (zero). Inverte-se a base e
troca-se o sinal do expoente.

=10 10 110 1

= 210 T 1024

Decompoe-se o numero em fatores primos e extra-
em-se do radical tantas vezes quantas for o indice.

V360 =v2.2.2.3.3.5 =
J22.2.32.5 =2.3.J2.5
V360 = 6V10

Soma e subtracao:

Somam-se ou subtraem-se apenas as raizes quan-
do elas tiverem o mesmo radicando e o mesmo indi-
ce no radical.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Aretay = 0 é chamada de assintota horizontal da
funcdo. A funcdo exponencial também é uma fun-
¢ao sobrejetiva (ou sobrejetora).

J2 +3/3-5/2 +2/3 =
(1-5)J2+3B+2)J3 =

Para determinarmos o crescimento e decrescimen-

442 + 573 to da funcdo exponencial, podemos utilizar a tabela
a sequir:
Produto e divisao:
O<ax<1 Decrescente
a>1 Crescente

V18 .2J10 =2./180 = 2. 6J5 = 125

Funcédo exponencial.

A interseccao da funcao exponencial com o eixo y
V36 _ JE =18 = 32 é o ponto (0,1). A fungdo exponencial ndo possui raiz,
2 2 pois ndo existe valor de x que torneo y = 0.
Raizes de raizes:

yA
Quando tivermos raiz de uma raiz, multiplicare-
mos os indices.
f(x) = a*
V1024 = *%1024 = 1024 = 2 ! \‘
0 X
O objetivo da racionalizacao é tirar a raiz do de-
nominador. Fungéo exponencialcom 0 < a < 1.
1.° caso: apenas raiz no denominador. Multiplicam- vA
se numerador e denominador pelo denominador.
9 _9 J3_973
Z =2 N3 N> —3/3 — ax
B3 L fx) = a
2.° caso: raiz e “nao-raiz” no denominador. Multi- 0 X
plicam-se numerador e denominador pelo denomi-
nador com o sinal da raiz trocado.

Fungao exponencial com a > 1.

8 _ 8 _4+2/2 _
4-22 4-22 4+2)2
8(4 + 22) Existem varios tipos de equacdes exponenciais. A
@-2D)4 +202) maioria delas pode ser resolvida pela propriedade in-
jetora da funcdo exponencial, isto é, sea* = a & x =y.
8(416"‘—_28@ =4+ 22 Veja alguns tipos:
1.° tipo:
5« =125
Afuncdo f: R >R, " definida como y = @, coma > 0 s
e a # 1, denomina-se funcdo exponencial. =5
Dominio = R x=3

Contradominio =R ,”

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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2.° tipo:

1\ .

(z)—4

274 = 22x

-4 = 2x

X =-2

3.° tipo:

9+ 3 -4 =14
(3*+3.3-18=0
Podemos fazer 3x =y
y?+3y-18=0
Logo,y =3 ouy = 6.
Sey =3,x =1, massey = -6 nao existe x.

Portanto x = 1.

Se a base for maior do que um, mantemos o sinal
da desigualdade. Se a base for menor do que um,
inverteremos o sinal da desigualdade.

4,(,1 > 1

2
226-1) > -1
2x-2>-1

x>1
2

(%)x—4 S (%)2—2)(
X—-4<2-2x

xX<2
Funcéo logaritmica
Sendo a e b nimeros reais indicamos loga b e cha-

mamos de logaritmo de b na base a o nimero x tal
que a* = b.

log.b =x<a=b

16

Condigbes de existéncia:
1° a>0,a=#1
2° b>0

Se a base nao for indicada, seu valor é 10, e se a
base for o nimero irracional e, chamamos de logarit-
mo natural e indicamos /n.

Consequéncias/propriedades dos logaritmos

log,1=10
log,a =1

log,a" =n
al%b=b

log, (b . c) =log,b + log.c

Ioga(%) = log,c-log,b

log, b = nlog b
Cologaritmo

O cologaritmo de um numero é o oposto de seu
logaritmo.

colog x = —logx

Mudanca de base

Em alguns casos, para resolucao de exercicios, uti-
lizamos a mudanca de base.

log_ b
log,b= log_a

Afuncéo f: R,” — R definida como y = Jog x, com
a > 0ea # 1, denomina-se funcao logaritmica.

Dominio = IR *
Contradominio = R

Nao existe interseccao dessa funcdo como eixo y.
Sua raiz é o ponto P (1,0).

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Crescente

0

<V

/1

base a >1

Decrescente

\

1

<V

0

base0 <a <1

Gréficos da funcdo logaritmica.

yﬂ

y = log,x

Vv

Existem varios tipos de equacdes logaritmicas.
Para exemplifica-las, mostraremos alguns exemplos.

log, 2x-3) = log, 5
Condigao de existéncia:
2x-3>0

Resolvendo a equacdo temos:
2x-3=5

x=4

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,

Para que 4 seja solucao, as condicées de existéncia
devem ser satisfeitas: 2. 4-3 > 0.

Portanto, S ={4}.

log, x + log, (x + 6) = 4
log,x.(x +6) =4
x.x+6)=2¢

x> +6x-16=0
x=-8oux=2

Para que -8 e 2 sejam solu¢ées ambos devem sa-
tisfazer as condicées de existéncia.

Portanto, a equacdo admite uma unica solucédo
S ={2}.

Para as inequacoes logaritmicas, usamos o mesmo
procedimento utilizado para as exponenciais: bases
maiores que um (@ > 1), mantemos a desigualdade;
bases entre zero e um (0 < a < 1), invertemos a de-
sigualdade.

log1(2x - 3) <log? x
3 3

Primeiro a condigao de existéncia é:
2x-3>0ex>0

Agora, temos 2x — 3 > X, pois a base é menor do
que um. Portanto, x> 3.

Fazendo as interseccoes das condicdes de existén-
cia e da resposta da inequacao, temos que x > 3.

Portanto, S = {x eIR/x > 3}.

Funcao modular

Para um numero real x temos:
>
x| = {x, sex=0
—X, sex <0

O moédulo de um numero real é a distancia de um
ponto na reta real até a origem da reta.

17
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-4l =-4) =4

Algumas propriedades: Ix-5|=1= X—Si 1

° |X| >0 x-5=-1

e |x] =0-5x=0 Logo, x =6o0oux =4

“ eyl = x| Iyl

o IxP=Ix]? |x|? — 2|x| -3 = 0. Podemos fazer |x| =y, dai
o Ix+yl<Ix| + |yl teremos y = -1 ou y = 3. Sendo |x| =y, s6 pode

assumir valores positivos. Portanto, y = 3. Como y
é o resultado do médulo de x, temos que x pode
assumir dois valores: x = 3 ou x = -3.

S={xeR/x=3o0ux=-3}

© x=yl= x| =1yl
° |x|za—>-a=xoux=a

° |x|]<a—>-a<x<a

Denomina-se fungao modular a fungao f, delR > IR [x-2| <3
definida por: f(x) = |x]|. 3<x-2<3
y=|x| -1<x<5
y S={xeR/-1<x<5}

Sequéncias

<V

Sequéncia finita: é toda funcdo de A em B, onde

Funcdes envolvendo médulo: A = {1,2,3, ..., n} é subconjunto dos numeros natu-
y= x-1] rais e B € um conjunto nio-vazio.

Sequéncia infinita: é toda funcdo de A em B,

A . .
y onde A = {1,2,3, ..., n, ...} é o conjunto dos nUmeros
naturais ndo-nulos e B é um conjunto ndo-vazio.
1
ol 1 f( Progresséo aritmetica
E uma sequéncia em que cada termo, a partir do
segundo, é igual ao anterior acrescido de uma cons-
y=1+ [x-1] <
tante chamada razéo.
y A
12 N\ (2, 5,8, 11, ..): PA. crescente de razdo 3.
: > “, 2, 0, -2,): P.A. decrescente de razdo -2.
o 1 X

A razdo r de uma P.A. é dada por :

r=a,-a=a -a _,vnelNenx2

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Dada uma P.A. de trés termos (a, b, ¢), o termo do
meio é dado por:

Para uma P.A. qualquer, de nUmero impar de ter-
mos, temos que o termo médio é a média aritmética
dos dois extremos:

Numa P.A. (a, a, a, ... a,
termo geral é dado por :

_,,a) derazdor, o

a,=a +M-1.r

Determine o centésimo nimero maior do que zero
e impar.

A sequéncia é (1, 3, 5, ...) que se trata de uma P.A.
derazdor=3-1=2ea =1,en = 100. Quere-
mos saber a, .

a,,=1+(100-1).2 =199

Asoma S_dos n primeiros termos de uma P.A. é
dada por:

_ (a, +a)

S, 5

Para uma P.A. com um numero impar de termos:

S, =TM . n, onde TM é o termo médio.

Determine a soma dos 100 primeiros nimeros
impares maiores do que zero.

A sequéncia é a mesma dada antes e ja sabemos
que a, = 1, e n = 100, além do que a,,, = 199.
Portanto, a soma sera:

s _ (1+199
2

100

100 = 710 000

Interpolar (ou inserir) k meios aritméticos entre
dois extremos a e b nessa ordem significa determi-
nar a P.A. de k + 2 termos, onde a é o primeiro e b
é o ultimo. A razao dessa P.A. pode ser determinada
pela formula a sequir:

a,~ 4

= "k+1

Onde a_é o ultimo termo e a, é o primeiro
Interpole 4 meios aritméticos entre 2 e 17.

a,=2,a, =17 k=4, onde
_17-2

T4+ 1
Portanto, a P.A. é: (2, 5, 8, 11, 14, 17).

Progresséao geomeétrica

E uma sequéncia em que cada termo, a partir do
segundo, é igual ao anterior multiplicado de uma
constante chamada razéo.

(2, 4, 8, 16, ...): P.G. crescente de razao 2.

(4, -2, 1,- %) : P.G. alternada de razao — %

Para determinarmos a razao de uma P.G., a razao
é dada por:

a
Z L= ”a“,VnelNenzz

1 n-1 n

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Dada uma P.G. de trés termos (a, b, ¢), temos que
b =+a. c, ouseja, o termo central é a média geomé-
trica dos extremos.

Para determinarmos um termo qualquer de uma
PG. (a, a, a,, ..., a,_, a), basta usar a formula do
termo geral

n-1

a =a .q""

n 1

Para determinar a soma dos n primeiros termos de
uma P.G. utilizamos a férmula:

s = a . (-1
n q_']

Para determinar o produto dos n primeiros termos
de uma P.G. utilizamos a férmula:

Interpolar (ou inserir) k meios geométricos entre
dois extremos a e b nessa ordem significa determinar
aP. G.de k + 2 termos, onde a é o primeiroe b é o
Ultimo. A razdo dessa P.G. pode ser determinada pela

férmula a seguir:
q= k+1 i
Na

4

Onde a_¢é o ultimo termo e a, é o primeiro.

Quando |g| < 7 e a P.G. for infinita, a soma dos
termos dessa P.G. tende a um numero real que pode
ser definido pela formula:

20

Determine a soma dos termos da P.G. infinita:

1, 1,11
2 4 8
1
a1=7,a,=§.
Portanto,
S ! 2
n 1_i
2
. T 1 1
Ousgja, T+—-+—-—+—-+..=2
Y se 2747 %

Matrizes

Matrizes sdo tabelas de numeros dispostos em li-
nhas e colunas.

Toda matriz tem o formato m X n, em que m é o
numero de linhas e n é o nimero de colunas.

Para representarmos uma matriz, podemos utilizar:
° parénteses ( )
* colchetes [ ]

Indicamos os elementos por a,, onde i representa
o0 numero da linha e representa o nUmero da colu-
na, a qual o elemento pertence.

11 12 n
21 22 2n
A ( ij)an .
am1 am2 amn
Escrever a matriz A = (aij )yo=2i—]

Genericamente representamos por:

Assim sendo:
a,=2.1-1=1
a,=2.1-2=0

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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a,=2.2-1=3 Ny

a,=2.2-2=2
a,=2.3-1=5 Q=

a,=2.3-2=4 ’

2
6
Portanto, a matriz é DP

0 Diagonal principal: (1, 5, 9)

Diagonal secundaria: (3, 5, 7)

>
I
h W =

2
4 - .
Operacdes entre matrizes

Duas matrizes sdo iguais se, e somente se, forem
do mesmo tipo e todos os elementos forem iguais

entre si na mesma ordem.
A soma de duas matrizes A = (a.)

ij m>(ne B = (bij)an

Algumas matrizes tém denominacdes especiais.

Veja alguns exemplos: ¢amatrizC = (¢),,, tal que:
* Matriz linha: é a matriz que tem apenas uma ¢ .a;+ b
linha.
- 3 -1
L= 2 3] SeA= 2 4ep= , calcule C=A + B
* Matriz coluna: é a matriz que tem apenas uma 32 B
coluna. eD=A-B:
- 3 -1 17 3
7 |2 4, _
c=|, 3 2 5 -3 8 -1
- - -5 5
3 D= 2 4 |3 -1 _
¢ Matriz nula: é a matriz em que todos os ele- 3 2| |5 -3 -2 5

mentos sao zero.

0 0
0 0

Para multiplicar um nimero real K por uma matriz
A, basta multiplicar todos os elementos de A pelo
ndmero real K.

Matriz quadrada

Uma matriz quadrada possui o mesmo nimero de

. . . X 17 3
linhas e colunas. Dizemos que uma matriz quadrada é SeA =

, calcule 2A:

do tipo m X m ou tem ordem m. 8 -1
Apenas matrizes quadradas tém diagonais: I 17 3 2 6
» Diagonal principal: é formada pelos elementos e —1| |16 -2

a, taisquei =j.
* Diagonal secundaria: é formada pelos elemen-

tosa, tal quei+j=n+1. Na multiplicacdo de duas matrizes A e B, o nu-

mero de colunas de A deve ser igual ao niUmero de

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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linhas de B. O produto AB terd o mesmo numero de I.A=A.l=A(léoelemento neutro da ope-
linhas de A e 0 mesmo nimero de colunas de B. racdo produto entre matrizes).
A B = AB
@xn n x@ ®x@ 17 0
é igual “ T T /2 —
"""""""" } 0 1

* Matriz diagonal: é a matriz quadrada que pos-

Os elementos da matriz produto C, sdao obtidos . . L.
sui elementos nulos fora da diagonal principal.

pela seguinte relacdo:

¢, =a,b, +ab, +..+ab, 5 0 0

D={0o 4 o

0 0 3
-2 4 17 3 5 * Matriz triangular: é aquela que possui todos os
SeA = eB= , ; ; ; Ty
3 2 0 2 4 eIer‘pent_os acima ou abaixo da diagonal princi

pal iguais a 0 (zero).
calcule:
C=AxB 6 0 0
T=(5 6 0

2.1+4.0 -2.3+4.2 -2.5+4.4
56 7

3.1+ 2.0 3.3+2.2 3.5+2.4

* Matriz idempotente: é aquela matriz quadrada

tal que A2 = A.
2 14 6
C=AxB=
3 13 23
Ao 2 -1 . 2 -1
Note que, neste caso 7 B x A. a 2 -1/ B 2 -1
Matriz inversa * Matriz nilpotente: é aquela matriz quadrada tal

que Ak = A, para algum k €IN.
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos
que essa matriz € inversivel se existir uma matriz B, tal

que Ax B =/ eindicamos essa matriz B, como A™. s =2
N = -
Algumas das propriedades da matriz inversa: T2 -
. 3 6 -3
(A7) =A
. N é nilpotente com k = 3
(A = (A7) . o . ,
* Matriz involutoria: é toda matriz tal que A2 = 1.
1
1= -1
(K. A) K- A
(A.B)'=B".A" 4 15 17 0
A= A=
* Matriz identidade: é a matriz em que todos os -1 -4 0

elementos da diagonal principal sdo iguais a 1

e os outros elementos sdo iguais a 0. Indicamos Matriz transposta
I, onde n é a ordem da matriz. Caso seja possi-
vel o produto temos: A matriz transposta de A, At é obtida trocando or-

denadamente linhas por colunas.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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7.0 Determinantes

=3 2 5 . , . , . .
SeA . entao, E o Unico nimero real associado a uma matriz

> 4 quadrada. O determinante de uma matriz é indicado
1 3 5 com barras simples: | |

0 2 4

At_

* 1.2 ordem

Para a matriz de primeira ordem, o determinan-

Propriedades da matriz transposta: te é igual a0 seu Gnico elemento.

(A7) = A
(A+ B =A"+ B’
(K.AT=K.A |-5] =-5
(A B =BT. AT * 2% ordem
* Matriz simétrica: é aquela que é igual a sua 9 9| _ a,a,-a,a,
transposta, ou seja, a; = a,. a, a,
3 5 1
S=|5 2 7 2 4
17 0 PR =-2.2-4.3=-16
3 5 1 * 3.7 ordem
S'=|5 2 7
17 0
-5 =T Para determinantes de 3.2 ordem utilizaremos:

* Matriz antissimétrica: é aquela que é igual a ”

oposta da transposta, ou seja: a;=-a,
0 1 -5 :
A=|-1 0 -3 s :
- - - + + +
5 3 0
0 -1 5 3,,35,853 1 8),3,335, , 338,35,
A= 1 0 3 91395983 7 8,8,,83; — ;8,335
-5 -3 0 A melhor maneira de explicar a regra de Sarrus é
A=A com um exemplo:
* Matriz ortogonal: é toda a matriz quadrada tal
que AT = A",
p— cosO  —send|
- send  cosd ! -8 12 -30 4 -9 80
det=-8+12-30+4-9+80=149
p-i— cosd  —seno
seno cosO
=>P=P

Chama-se menor complementar D; relativo a um
elemento a;, da matriz A o determinante, associado

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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a matriz quadrada, obtida em A, e que se obtém eli-
minando de A, a linha e a coluna correspondente ao
elemento considerado.

3 2 5
A=l0 -4 1
2 4 1
3 2
Do=|g _4|=3.49-2.0=-12

Eliminando-se a terceira linha a e terceira coluna.

Chama-se cofator de um elemento de uma matriz

quadrada o nimero obtido pelo produto do menor
complementar e (-7)' .

A, = (-1)+1.D,

No exemplo anterior
A, =(-1P+3 D, =-12

O determinante de uma matriz quadrada A de

ordem n > 2 é igual a soma dos produtos dos ele-
mentos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos
respectivos cofatores.

3 2 5
A=|0 -4 -1
2 4 1
detA=a,.A, +a, A, +a,. A,
-4 -1
3. +
4 1
2 5
0. (1)1 +
4 1
1P ? =
-4 -1

3.17.0+0.(-1).(-18-2.1.18=-36

Quando todos os elementos de uma fila (linha
ou coluna) sado nulos, o determinante da matriz
é 0 (zero).

1 30
2 5 =0
-1 4

Se duas filas paralelas sdo iguais, entdo o deter-
minante dessa matriz é 0 (zero).

2 3 6
0o 1 2 |=0
2 3 6

Se duas filas paralelas sao proporcionais o de-
terminante é 0 (zero).

1 2 4
4 8 |=0
5 8

6

Os determinantes de uma matriz e o da sua
transposta sdo iguais.

Se multiplicarmos uma fila de uma matriz por
um ndmero real, o determinante fica multipli-
cado por este niumero.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e k um
numero real. Entao,

det (k. A) = k".detA

Quando trocamos duas filas paralelas de lugar,
o determinante muda de sinal.

1 2 3 4
3 4 1 2
Quando a matriz for diagonal, seu determi-
nante é o produto dos elementos da diagonal
principal.

1 2 3
0 4 5 |=1.4.6=24
0 0 6

O determinante de um produto é o produto
dos determinantes, det (A. B) = det A . det B.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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| Mateméatica

Mais especificamente:

O determinante nao se altera quando somamos
= = . . ~ .
det A™ = det A aos elementos de uma fila uma combinagédo linear
dos elementos correspondentes a filas paralelas.

1 2 3 1 2 3

Veremos uma maneira mais rapida de determinar 2 1 2|=14 5 8

a matriz inversa. 2 4 3 2 4 3
* Matriz dos cofatores: a matriz dos cofatores é a L=L+2.L

matriz formada pelos respectivos cofatores dos
elementos da matriz em uso. Indicamos cof(A).

A regra de Chio é utilizada para baixar a ordem de
-1 0 um determinante. A seguir, os passos para a utiliza-
cao da regra de Chio:

>

Il
N O =

W

|

N

4 1 * Sea,, = 1, eliminamos a primeira linha e a pri-

11 -4 -6 meira coluna dessa matriz.

cof(A)=|1 1 6

* Subtraimos de cada elemento restante o produ-
to dos elementos que ficam nos pés das perpen-
2 2 3 diculares tragadas do elemento considerado.
* Matriz adjunta: a matriz adjunta é a matriz
transposta da matriz dos cofatores. Indicamos
adj(A) = cof (A)". 1

© 311 |=

3-0.5 1-0.2
2+1.5 4-1.2

A matriz inversa pode ser escrita assim:

-112 .4
“ 1 :
Al = . adj(A)
detA 31|
7 2
nor o2 Sistemas
adj(A)=|-4 1 2 .
6 6 3 lineares
; m1 2 Um conjunto de n equagoes lineares a m incogni-
Al = 75 -4 1 2 tas, forma o que chamamos de sistema linear.

-6 6 3 a,.Xx, + a,Xx, + .. +ax =b
w12 a, .x, + azz.x2 + + az?xn =b,
151515 a.Xx, + a.x + .. +a x=>b_

-4 1 2
A'=|75 75 75 Se o conjunto (x,, X,, X,, ..., X__,, X_) satisfizer as
equacodes, esse conjunto serd denominado solucéo
66 3 do sistema.
15 15 15
Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A., 25
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Regra de Cramer
Utilizada para determinar a solucdo de Sistemas
Possiveis e Determinados.

O determinante principal é formado pelos coefi-
cientes das variaveis:

1 12 n
D= 21 22 2n
an1 anZ ann

Os determinantes secundarios sao obtidos substi-
tuindo as colunas das variaveis pela coluna dos ter-
mos independentes:

1 12 n
Dx, = k‘?z a.zz a'Zn
bn an2 ann
1 b‘I n
Dx, = a.z1 k‘?z a.Zn
an‘I bn ann
a’|1 a12 b1
DXn - a.21 a.zz b.z
an1 anZ bn

As solucdes do sistema séo obtidas assim:
Dx,
D

X, = ,paraae{l,2,3,..,n}

Resolver o sistema
3x+y-z=0
2x+3y+z=1
X+2y—-2z=-5

3 1 -1
D=2 3 1 =-20
1T 2 2
o 1 -1
Dx = 3 1 |=-20
-5 2 2

3 0 -1
Dy=|2 1 1 |=20
17 -5 =2
3 1 0
Dz=|2 3 1 |=-40
17 2 -5

Assim,
_Dx_7
x—D—
Dy
y:D—=—1
Dz
z=—=2

A solugdo do sistema é (1, -1, 2).

Discussao de sistemas
Quanto a solugdo os sistemas sao divididos em
trés tipos:
* Sistema Possivel e Determinado (SPD): quando
admitir uma Unica solucéo.
* Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): quando
admitir infinitas solucodes.

* Sistema Impossivel (SI): quando ndo admitir so-
lucoes.

admite uma
Unica solucao

determinado

possivel

admite infinitas
solucoes

indeterminado [——

sistema

impossivel n&o admite solucédo

Dois sistemas sao ditos equivalentes se tém a mes-
ma solucdo.

X+y+z=6
X+2y+2z=9
2X+y+3z=11

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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X+y+z=6
Forma
escalonada

y+z=3

z=1

Escalonamento é um método de resolucdo que
consiste em transformar um sistema em um outro
equivalente de resolucdo mais facil. Para isso, utiliza-
mos operacodes lineares:

* Multiplicar uma equacao inteira por uma cons-
tante.

* Trocar duas equacdes entre si.

* Somar um multiplo de uma equacdo a uma ou-
tra equacao.

Para escalonarmos um sistema, para as equacoes

e para a matriz aumentada (incluindo os termos in-
dependentes), seguiremos os passos anteriores.

xX+ty+z=6
X+2y+2z=9
2Xx+y+3z=11
11 116
171 2:9]|~
2 1 31

1 116
0 1 1:3(L,=0L,-L ~
2 1 31

17 1.6
0 1 1:3|l=L,-2.L~
0 -1 11

1116
0 1 1:3|l,=L+L ~
0 0 21:2

1 1.6

! L

0 153 L3=73
0 0 1:1

Essa é a chamada forma escalonada:

T 1 1
o 1 1
0o 0 1
T 1 1
o 1 1
0 0 1
1T 1

o 1 0
0 0 1
T 1 0
o 1 0
0 0 1
7 0 0
o 1 0
0 0 1

7 0 0
o 1 0
0o 0 1

6
3
1

6
3

= N U1 = N O

- N W

3
2

Mas, se quisermos prosseguir:

L,=L,-L ~
L,=L-L,~
L,=L+1L,

, assim temos:

X+ 0y+0z=3
Ox+y+0z=2,entaox=3,y=2ez=1
Ox+0y+z=1

Analise

Essa é a forma escalonada reduzida:

combinatoria

A andlise combinatéria é a parte da matematica
que estuda o numero de possibilidades de ocorréncia
de um determinado evento.

Fatorial

Seja n um ndmero natural, n > 2. Denomina-se fa-
torial de n e indicamos por n/, o produto do nimero
n por todos os seus antecessores até o 1. Ou seja,

n=n.n-1.(n-2)..1

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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5/1=5.4.3.2.1=120
Por definicao temos:
0/=11=1

Permutacodes simples

Definimos permutacdes simples como sendo o nu-

mero de maneiras de arrumar n elementos distintos
em n posicdes, em que cada maneira se diferencia
pela ordem em que os elementos aparecem.

Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra CAROL?

A palavra CAROL é escrita com 5 letras,
P,=5/=5.4.3.2.1

Portanto, existem 120 anagramas possiveis.

Arranjos simples

Arranjo simples de n elementos distintos, toma-

dosp ap, onden>1epéum numero natural menor
ou igual a n, é qualquer ordenacdo de p elementos
dentre os n elementos, em que cada maneira de to-
mar os elementos se diferenciam pela ordem e natu-
reza dos elementos.

n!
Avp = (n-p)!

Quantas palavras com cinco letras podemos formar
comasletrasD, U, S, A, E, C,R, O, L?

O numero de palavras é,
9! 9!

Ass = @=5)T = a1 =

9.8.7.6.5=1512

ou seja, podem-se escrever 15 120 palavras com as
nove letras acima indicadas.

Combinacao simples

Combinagao simples de n elementos distintos, to-
mados p a p, onde n > 1 e p é um ndimero natural
menor ou igual a n, é qualquer ordenacao de p ele-
mentos dentre os n elementos, em que cada maneira
de tomar os elementos se diferencia apenas pela na-
tureza dos elementos.

n!
p!(n-p)!

np=

Calcule o numero de diagonais de um n-dgono
regular.

O numero de diagonais de um poligono convexo
é igual a:

n!
C ,-n=— " _
n2 " i = 2
n(n—7)_n= nn-23)
2 2

Pois, basta tomar vértices dois a dois e descontar
o0 numero de lados (n).

Permutacdes com repeticao

Se existem n objetos dos quais k, sdo do tipo 1, k, do
tipo2 ek dotipomemaqueasomak, +k,+..+k ¢é
igual a n, entdo o numero de permutacoes é dado por:

n!
k! k!.. k!

K Ky oo k) —
Pn

Quantos anagramas podem ser escritos com as
letras da palavra CABANA?

6!
71131

Portanto, existem 120 anagramas possiveis com as
letras da palavra CABANA.

(1,1,1,3 =
P6

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Permutacdo circulares

Para dispor n objetos distintos em torno de um
circulo de maneira distintas, usamos a seguinte for-
mula:

PC, = (n-1)!

NUmeros binomiais

Sejam n e p numeros naturais tais que n > p. Nes-
sas condicoes, definimos os ndmeros binomiais da
seguinte maneira:

O __=c

p! (n-p)! P

Onde n é o numerador e p é o denominador
Consequéncias da definicdo:

lol="
H
N
Binomiais complementares

o= la" )

NUmeros binomiais complementares.

n

1

Relacéo de Stiefel

o)+ =l %

Relacéo de Fermat

Outras propriedades:

3f7)-
SPr-p1Y
Triangulo Aritmetico de Pascal

O tridangulo de Pascal consiste em uma tabela
onde dispomos de forma ordenada os numeros bi-
nominais:

o 0 6 @ 6

Os elementos deste triangulo podem ser dipostos
de outra forma, como vemos a seguir:

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Substituindo os nimeros binominais pelos respec-
tivos resultados temos:

1

1T 1

T 2 1

1T 3 3 1

1T 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1T 6 15 20 15 6 1

Observe a relacao de Stifel no triangulo Pascal:

: 1
6 15 20 15 6 1

Binominais /

complementares

Binominais
complementares

Coluna

2n soma dos elemen-
tos de cada linha

0 1 20=1
111 2=
e 2 1 21 2=4
€ :
£3 1 3 3 1 2=38
4 1 46 4 1 2¢=16
5 1 5 10 10 5 1 2 =32
6 1 6 15 20 15 6 1 2°=64

Co+C'+C?+C3+...+C '+ C=2"

30

Bindbmio de Newton

Chama-se Bindbmio de Newton toda expressao da
forma (x + a)", em que x e a sdo nlimeros reais e n
€ um numero natural. O desenvolvimento dessa ex-
pressdo é dado da seguinte forma:

(x + a)"=(8)a°x“ + (?)a‘x"‘1 +

asx"~ n a"™x
P e e

Determine o desenvolvimento:

(—% + 2b)4 =

(—% + 2b)4 = (3) (2b)°(— %)4 +

(o3 ol -
(s ot -

4
= %— bc® + 6b2c? — 16b%c + 16b%

T — (n) akxn-k

k+1
k

Determine e calcule o terceiro termo.

Para 3.° termo k=2, entdo,
T, = (;’) (2b)2(_%)“ = 6b’c?

A soma dos coeficientes de um Bindmio de Newton
é obtida trocando as variaveis por 1.

Calcule a soma dos coeficientes da expansao de
(2x - 1)4.
2

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Probabilidade de um evento

1V _ 3¢ _ 81
(2. 1 —3) = (3) T A probabilidade de que o evento A aconteca em
relagdo ao espacgo U,

Probabilidade SR Y

~ "n@)

onde n(U) é o nimero de ocorréncias do espaco
Espa(;o amostral amostral e n(A) é o nimero de ocorréncias do evento A.

E o conjunto de todos os resultados possiveis de

um experimento aleatério.
A probabilidade de que ocorra um numero par do

naipe de paus.

Indicaremos com a letra U.

Carta do naipe de paus.

_ O numero de elementos do universo U é:
o <
gy || AL . s O numero de cartas pares de paus é:
.f-,"' J ) v 2
v IS ‘ 4 n(A) =5
e 4 W Portanto, a probabilidade de ocorrer uma carta par
do naipe de paus é de:
U={A 23,456,789 10,J,Q, K} 5
pA) = =5

Evento

E um subconjunto qualquer de um espaco amostral.

Probabilidade da uniao
de dois eventos

A probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento
B é dada por:

Indicamos com a letra A.

Ocorréncia de um nimero par no naipe de paus.
n(A) + n(B) — n(A n B)

AUB) =
p(A U B) o) ,

Conjunto universo

U=1{A 234,516,789, 10, J, Q, K} onde n(A), n(B), n(A ~ B), sao respectivamente os

Evento: numeros de elementos de A, de B e de AnB.

AT a4

[ &/
AN

A

S

(s Qual é a probabilidade de ocorrer uma carta do
* naipe de paus ou uma carta par num baralho de
o

52 cartas?

IESDE Brasil S.A.

£

A={24,6,8 10} O numero de elementos do universo U é:
n(U) = 52
O numero de cartas de paus é:
n(A) = 13

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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O numero de cartas pares é:

n(B) = 20

O numero de cartas pares de paus é:
n(AnB) =5

Portanto, a probabilidade de ocorrer uma carta de
paus ou uma carta par é de:

n(A) + n(B) —n(AnB) _ 13+20-5

pAvE) = n(U) 52
_28_ 7

T 527 13

ou

P(AUB) = P(A) + P(B) - p(AnB) =

13 .20 5 28 7

2t 52 5213

Probabilidade condicional

A probabilidade de ocorrer o evento A, dado que
o evento B ja ocorreu, é representada por P(A/B) e
podemos calcular da seguinte forma:

P (A B)

P(A/B) = P(B)

,P(B) # 0

Evento complementar

A probabilidade de que ocorra um evento é igual
a 1, menos a probabilidade de ocorrer o evento com-
plementar. Ou seja, P(A) = 1 - P(A), onde A e A sao
complementares.

Geometria

Geometria plana

O angulo ¢ definido como uma regido do pla-
no formado por duas semirretas de mesma origem
(vértice).

+ Angulo reto ou de 90°:

-

+ Angulo raso ou de 180°: equivale a dois angu-
los retos.

/R

* Angulo obtuso: equivale a um angulo maior
que um angulo reto e menor do que dois an-
gulos retos.

e

+ Angulo agudo: equivale a um angulo menor
que o angulo reto.

v

+ Angulos complementares: quando dois angulos
juntos formam um angulo reto.

b+ a=090°
,—L)/
. a

 Angulos suplementares: quando dois angulos
juntos formam um angulo raso.

b+ a=180°

Angulos formados por duas paralelas cortadas
por uma transversal.

As retas r e s sdo paralelas e t, é a transversal.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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YA
b
ba
?‘%

Os angulos a e b sao suplementares.

Um feixe de retas paralelas cortado por duas
transversais determina segmentos proporcionais.

AB  DE A/ \p r
BC T EF B / \ E s
C \F ot
Comr//s//te aebsao /
transversais a b

Poligonos
Linha poligonal é uma linha formada por segmen-
tos de reta.

Classificacao de linhas poligonais:

— X

Linha poligonal
aberta e simples

Linha poligonal
fechada nao-simples

O X

Linha poligonal
fechada e simples

Linha poligonal
aberta e ndo-simples

Poligono é uma linha poligonal fechada e simples.

Poligono convexo é tal que quaisquer pontos in-
teriores unidos formam um segmento de reta com-
pletamente contido no poligono. Caso contrario o
poligono é dito ndo convexo, ou céncavo.

| Mateméatica

o

Poligono convexo Poligono céncavo
A soma do angulo interno com um angulo exter-
no sempre é igual a 180°.

A soma dos angulos internos de um poligono con-
vexo é dado pela férmula:

S, = 180°n - 2)

A soma dos angulos externos € constante: S_ = 360°

O numero de diagonais de um poligono convexo
é dado por:

n(n -3)
2

D:

diagonal

Pentagono.

Um poligono é dito regular se todos os seus lados
forem congruentes e todos os seus angulos também
forem congruentes

O apotema de um poligono regular é a menor
distancia entre o centro da circunferéncia inscrita no
poligono e seus lados.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Principais poligonos regulares

Tridangulo equilatero

N
6 4

Angulo interno: 60°
Angulo central: 120°

Triangulo equilatero circunscrito.

Quadrado

4

N~

Angulo interno: 90°
Angulo central: 90°

34

C D
Quadrado circunscrito.

|2 |

e

D ) C

Quadrado inscrito.

Pentagono Regular

2
%«/25+10«/_5 %4 25 + 10V 5 r
b4 a V4

2rV5-2J5 %(1+J§) %410—26

Angulo interno: 108°
Angulo central: 72°

N

NP

Pentadgono regular inscrito.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Pentagono regular circunscrito.

Hexagono Regular

W3 63
2 4

Angulo interno: 120°
Angulo central: 60°

Hexagono regular inscrito.

Triangulos

Classificacdo quanto aos lados:
* Equilatero: trés lados congruentes.

C

* Escaleno: trés lados diferentes.

 Isoésceles: dois lados iguais.

C

Classificacdo quanto aos angulos:
* Acutangulo: trés angulos agudos.

VAN

* Retangulo: um angulo reto.

N

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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* Obtusangulo: um angulo obtuso. Mediatriz

A mediatriz de um segmento é a reta tracada a
partir do ponto médio do segmento e forma um an-
gulo de 90° com esse segmento.

r

Cevianas notaveis

Bissetriz

Bissetriz é a semirreta interna, com origem no vér-
tice de um angulo que divide esse angulo em dois

. . Pontos notaveis
angulos de mesma medida (congruentes).

A Nos tridngulos existem 4 pontos notaveis:
bissetr e Baricentro: encontro das medianas. Divide o tri-
Issetriz A . ‘A , . .
angulo em seis triangulos de areas iguais.
B
C B

A mediana é o segmento de reta que liga um vér-
tice ao ponto médio do lado oposto.

P T T
A R C
mediana Medianas e baricentro.
A M B

As medianas sao: AS, CT e BR.

O ponto G é o baricentro.

Mediana

Altura
* Incentro: encontro das bissetrizes. E o centro

A altura de um tridangulo é a reta perpendicular . N . in
da circunferéncia inscrita no triangulo.

que liga o vértice até o lado oposto.

(@
A B

B

Bissetrizes e incentro.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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* Ortocentro: encontro das alturas. * Quando tivermos dois lados e o angulo entre
eles.

a.b.send

- TI .
- B gH‘\ C h

I;

Alturas e ortocentro. . . .
* Quando tivermos os lados e o raio da circunfe-

* Circuncentro: encontro das mediatrizes. E o cen- réncia circunscrita.
tro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Area do tridangulo inscrito numa circunferéncia.

Mediatrizes e circuncentro. . . .
* Quando tivermos os lados e o raio da circunfe-

, réncia inscrita.
Area

Podemos calcular a area do triangulo usando fér-
mulas que relacionem os seus raios, seus lados etc.:

* Quando tivermos base e altura.

(%]
Il
(e
N
>
=
n w
I
©
o =

Area de um triangulo circunscrito
a uma circunferéncia.

* Férmula de Heron

b S=vp(p-a)(p-b)(p-¢

Area de um triangulo.

Q
o
o

Area de um tridngulo em funcao dos lados.
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Teoremado angulo externo

Em qualquer tridngulo o angulo externo é numeri-
camente igual a soma dos dois angulos internos nao
adjacentes a ele.

x=a+b

>

x>
o>
o

Teoremadas bissetrizes

O teorema das bissetrizes internas diz que a bissetriz
divide internamente o lado ao qual corresponde em
segmentos proporcionais aos lados correspondentes.

Teoremade Ceva-Menelaus

Ceva:

Se,

AZ .BX.CY
BZ.CX.AY

entao AX, BY e CZ sao concorrentes.

Teorema de Ceva.

Menelaus:

Se,

AX.BY.CZ _
BX.CY.AZ ~

entdo X, Y e Z estdo alinhados.

Y B C

Teorema de Menelaus.

Relacdo de Stewart

Considere uma ceviana qualquer de um tridngulo.
Sempre vale a seguinte igualdade:

a%x + b?y — z%c = xyc

Teorema de Stewart.

Congruénciaentre tridngulos

Dois triangulos s&o congruentes quando tanto la-
dos quanto angulos sdo ordenadamente congruentes.
Os casos de congruéncia sdo:

* LAL: quando possuem dois lados e o angulo
formado entre eles congruentes.

* ALA: quando possuem dois angulos e o lado a
eles adjacente congruentes.

* LLL: quando possuem os trés lados congruentes.
* LAAo: quando possuem um lado, um angulo e

angulo oposto ao lado, congruentes.
Semelhanca entre triangulos

Dois triangulos sdo semelhantes quando possuem
trés angulos congruentes, por consequéncia os lados

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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opostos aos angulos serdo proporcionais como também Losango

as cevianas. Os casos de semelhanga de tridangulo sdo: R B .
Os angulos opostos sdao congruentes, os lados sao

congruentes, os lados opostos sdo paralelos, as dia-
gonais sdo ortogonais e se interceptam nos respecti-

* quando possuem dois pares de angulos respec-
tivamente iguais;

* quando possuem trés lados homodlogos pro- vos pontos médios.
porcionais;
* quando possuem dois pares de lados homolo- 2P =4/
gos proporcionais e o angulo entre eles igual. D d
=T
D? + d? = 422

Quadrilateros notaveis:

/I\D\
H F

Um quadrilatero é chamado de paralelogramo se,

e somente se, possuir lados opostos paralelos. \M

S=b.h

Retangulo

2P = 2(a+b) Os angulos internos sdo congruentes e com me-
dida igual a 90°, os lados opostos sdo congruentes
e paralelos, as diagonais sdo congruentes e se inter-
ceptam nos seus respectivos pontos médios.

2P = 2(b + h)
S=b.h
Quadrado h? + b? = D?
Todos os angulos séo iguais a 90°, os lados sdo A B
iguais e os lados opostos sao paralelos entre si, as dia- : N
gonais sao congruentes, ortogonais e se interceptam h
nos respectivos pontos médios. ]
- i []
2P =4y D b C
D=2
S = (2 Trapézio
O trapézio apresenta apenas um par de lados
AL f B opostos paralelos.
1y - B+ b).h
=——
: o
D ' C
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Classificacao:

* Trapézio Escaleno: todos os lados diferentes.

* Trapézio Isésceles: dois lados que nao sejam de
bases iguais.

* Trapézio Retangulo: pelo menos um dos lados
nao-paralelos é perpendicular as bases.

* Raio: segmento que une o centro a um ponto

da circunferéncia (OC, OD, OP).

¢ Corda: segmento que une dois pontos da cir-
cunferéncia (AB, CD).

* Arco: uma parte da circunferéncia.

* Diametro (CD): é uma corda que corta o cen-
tro da circunferéncia. E a corda de tamanho
maximo.

* Secante (r): reta que passa por dois pontos da
circunferéncia.

* Tangente(s): reta que passa por apenas um
ponto da circunferéncia.

r

@

D
Circunferéncia e seus elementos.

Setor circular

%
2

Setor circular.

C=2ar=dn 0.r
S = ar? 2

O Observacao

d=2r

A area da coroa circular é dada por:

Coroa circular.

Arcos e angulos

+ Angulo central (AOB): é o angulo que tem o

vértice no centro da circunferéncia. A medida
desse angulo é igual a medida do arco corres-
pondente.

B=ACB

C
B

Angulo central.
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+ Angulo inscrito (APB): é o angulo que tem vér- * Angulo excéntrico exterior: é o angulo formado
tice na circunferéncia. A medida do angulo ins- pelo cruzamento de duas secantes da circunfe-
crito é igual a metade do arco correspondente. réncia em seu exterior. A medida desse angulo

é igual ao médulo da semidiferenca dos arcos

A . . - A . 2 determinados pelas secantes.
Angulo inscrito na semicircunferéncia é de

90°.

CPD=‘

AB + CD ‘
2

180°

» Angulo do segmento: é o angulo que tem o
vértice na circunferéncia e cujos lados sao for-
mados por uma secante e uma tangente. A

Outras propriedades importantes sao:

medida desse angulo ¢ igual & metade do arco * Retas paralelas compreendem arcos de medidas
correspondente. iguais.
* O raio é perpendicular a tangente no ponto de
tangéncia.
E
-
&
N t
* Angulo excéntrico interior: é o 4ngulo formado
pelo cruzamento de duas secantes da circunfe-
réncia em seu interior. A medida desse angulo Angulo formado entre a reta tangente
é igual & semissoma dos arcos determinados e o centro e reto.
pelas secantes. * Duas tangentes tracadas do mesmo ponto pos-
suem medidas iguais.
AB + CD
BPA= ——~
2
AD + BC
BPC =
2
Propriedade das tangentes.
B * O ponto médio do segmento formado pelas in-
terseccdes da reta secante a uma circunferéncia,
C qguando unido, forma um angulo de 90° em re-
' lacdo a reta secante.
D
A

Poténcia de ponto

Vamos ver aqui a poténcia de um ponto P em re-
lacdo a uma circunferéncia. Essas relacbes podem ser
extraidas através da semelhanca de triangulos:

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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e Péinterno: A

PA.PB = PC.PD

A B

o)

Teorema de Ptolomeu
Poténcia de ponto interno.
O teorema de Ptolomeu foi desenvolvido para

quadrilateros inscritiveis e pode ser escrito da seguin-
te forma:

* P ¢ externo:

PA.PB = PC.PD

m.n=a.c+b.d

‘ D ‘I
C
Poténcia de ponto externo.

* P étangente:

PT2 = PB. PA

Quadrilateros circunscritiveis

Um quadrilatero é circunscritivel se todos os lados
forem tangentes a circunferéncia. Se um quadrilatero
convexo é circunscrito a uma circunferéncia, a soma
dos lados opostos é igual a soma dos outros dois.

Poténcia da tangente.

AB + CD = AD + BC
Quadrilateros inscritiveis
Um quadrildtero é dito inscritivel se todos os seus
quatro vértices estiverem na circunferéncia.

* Todo quadriladtero inscritivel na circunferéncia
tem a soma dos angulos opostos iguais a 180°
(esse quadrilatero é chamado ciclico.

A+ C=B+ D =180°

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Trigonometria

Correspondéncia
entre arcos e angulos

Um angulo central é igual a medida do arco cor-
respondente.

Unidades de medidas de angulo:

1° (um grau) — é a medida do arco equivalente a
1
360
1gr (um grado) — é a medida do arco equivalente
1
2700 *
Arcos cdngruos sao arcos com a mesma extremi-

dade.

Exemplo:

120° é céngruo com 480°, pois 120° + 360° (uma
volta) = 480°.

A partir dessas relacoes, podemos estabelecer outras:

_sene 1

= cos 0=0
cose cotge
Ccos 8 1
cotgo=—— = sen0#0
sen o tg e

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
mais informagdes www.iesde.com.br

Trigonometria no triangulo retangulo

Triangulo retangulo.

Sendo 6 a medida de um angulo agudo do trian-
gulo retangulo, temos:

cateto oposto b
senfg=——— =

hipotenusa  a
_ cateto adjacente ¢
"~ hipotenusa = a
cateto oposto b
tg ==
cateto adjacente ~ ¢

cateto adjacente

d
OO ————————
cotg catetooposto b
hipotenusa a
sech=—— = _
cateto adjcente ¢
hipotenusa a
cossecl= ——— = —
cateto oposto b
1
secp=— cos0#0
COs 0
Cossec o = — sen0=0

43



Senos e cossenos de angulos notaveis

Senos e cossenos de dngulos notaveis.

Triangulos quaisquer
Lei dos senos

a b c
senA  senB  senC ~

2R

B A

Lei dos cossenos

a2=b>+c-2.b.c.cosA

- 7 -

mais informagdes www.iesde.com.br
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Circulo trigonomeétrico

O circulo trigonométrico é uma circunferéncia de
raio unitario com centro na origem do sistema carte-

siano ortogonal.

y4
2.°quadrante

A
1.°quadrante

rd
5

3.°quadrante

xXv

N,
%

4.° quadrante




Eixos trigonométricos Fungdes trigonométricas

O eixo vertical representa o seno.

O eixo horizontal representa o cosseno. Seno (segmento OP)

O eixo da tangente é o eixo que é tangente ao Chama-se funcéo seno a funcéao f: R —» R definida
circulo trigonométrico no ponto (1,0), com origem pory = f(x) = sen (x).
nesse mesmo ponto. A funcéo seno é limitada e periédica sendo:

O eixo da cotangente é o eixo que é tangente ao cir- Im = [-1, 1] (imagem)

culo no ponto (0,1) com origem nesse mesmo ponto. b = 27 (periodo)

A cotangente é definida como a distancia do

ponto (0,0) até o eixo da cotangente. T 37T
a 0 — T == 27
2 2
sen x
senaa 0 1 0 -1 0

1 1
1 1 COsS X
- - Crescimento, decrescimento e sinais variando con-
K] forme o quadrante: '

auadrante | 10122152 | a2]

D D C

cotag x

1

A A
B S
M
S T
A o : -
0) ;
B’

<V

Circulo trigonométrico e seus eixos. T 0 vZn 3T
Relacdo fundamental: N/ e M

(sen 6) + (cos 6)2 = 1 Grafico da funcéao seno.

Relacbes decorrentes da relacao fundamental: Casos particulares
Dividindo (sen 6)2 + (cos 6 = 1 por (sen )2 temos: (/€ funcoes envolvendo seno

Seja a funcéo f: R —» R, definida por

o 2
177 (g e = (E2ed) y=a+b.sen (cx + d), onde:

Im=1[a-b,a+ b]i
Dividindo (sen 0)> + (cos 0)> = 1 por (cos 6)? temos: m=la @ 1 imagem)

ZTE( , )
p — peI’IOdO
1 + (Cotg 9)2 = (CSC 9)2

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A., 45
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Os elementos a, b e d influenciam a funcao da se-
guinte forma:

a - Translada a funcao verticalmente.

b — Determina o valor da amplitude.

¢ — Varia o periodo da funcao.

d —Translada a fungao horizontalmente.

Cosseno (segmento OR)
Chama-se funcdo cosseno a fungao f: R — R defini-
da pory = f(x) = cos (x).
A funcao cosseno é limitada e periédica sendo:
Im = [-1, 1] (imagem)
p = 2= (periodo)

W
Q
o
o N3
a
y
3

CoS a 1

Crescimento, decrescimento e sinais variando con-
forme o quadrante:

auadrante | 12 2030 | a2
T - - - -
Ccescmento [LSINRS:

T »
>
X

i
'
'
'
'
'

Gréfico da funcéo cosseno.

Casos particulares
de funcgdes envolvendo cosseno

Seja a funcdo f: R - R, definida por
y=a+b.cos (cx + d), onde:

46

Im =[a—b, a + b] (imagem)
p= ZTR (periodo)

Os elementos a, b e d influenciam a funcao da se-
guinte forma:

a —Translada a funcdo verticalmente.

b — Determina o valor da amplitude.

¢ — Varia o periodo da funcao.

d — Translada a funcdo horizontalmente.

Tangente (segmento AT)

Chama-se funcdo tangente a funcdo f: R — R de-
finida pory = f(x) = tg (x).
A funcao tangente é ilimitada e periédica sendo:

Im = R (imagem)

p = 7 (periodo)

Dm = {XElR/X¢%+ nm, neZ}

31
o 0 % T T3 2n
tgo 0 Z 0 Z O

Crescimento, decrescimento e sinais variando con-
forme o quadrante:

quadrante | 1 27| 37 | 47
BT - - ¢ -
cescmentc RARERER:

-

Gréfico da funcédo tangente.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,

mais informagdes www.iesde.com.br



Casos particulares

de funcdes envolvendo tangente
Seja a funcdo f: R - R definida por
y=fx)=a+b.tg (cx + d), sendo:

Im = R (imagem)

p= % (periodo)

n d nm
2 T+ c,neZ}

Os elementos a, ¢ e d influenciam a funcdo da se-
guinte forma:

Dm = {xeR/x#

a—Translada a fungao verticalmente.
¢ — Varia o periodo da funcéo.
d - Translada a fungao horizontalmente.

Cotangente (segmento BS)
Chama-se funcdo cotangente a funcdo f: R - R
definida por y = f(x) = cotg (x).
A funcao cotangente é ilimitada e periédica sendo:
Im = R (imagem)
p = 7 (periodo)
Dm = {xeR/x#nm, nezZ}

T 3T
cotga Z 0 Z 0 %

Crescimento, decrescimento e sinais variando con-
forme o quadrante:

" quadrante | 17| 27| 37| 47 |
BT - - - -
B o o o o

iaa

Gréfico da fungao cotangente.

a

Casos particulares
de funcgdes envolvendo cotangente

Seja a funcéo f: R - R definida por

y =f(x) = a + b. cotg (cx + d), sendo:

Im =R (imagem)

p= % (periodo)

Dm = {XEIR/X#?-F%, nez}

Os elementos a, ¢ e d influenciam a funcdo da se-
guinte forma:

a —Translada a fungdo verticalmente.
¢ — Varia o periodo da funcéao.

d —Translada a funcéo horizontalmente.

Secante

Chama-se funcao secante a funcao f: IR - R defini-
da pory = f(x) = sec (x).

A funcdo secante é ilimitada e periddica sendo:

Im =R - [-1, 1] (imagem)

p = 27 (periodo)

Dm={xG|R/x¢%+2nn,neZ}
T 3
secao. 1 A -1 7 1

Crescimento, decrescimento e sinais variando con-
forme o quadrante:

quadrante [ 12151 a”
BT - - - -

escments KO

D D

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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N|§‘

\

x

Grafico da funcéo secante.

Casos particulares

de fun¢des envolvendo secante
Seja a funcdo f: IR - R definida por

y=1f(x) =a+b.sec(cx + d), sendo:

Im=R-[a-b, a+ b] (imagem)

2n i
p=— (periodo)

T d nn
Dm = {X€|R/X¢Z—C—T+T, neZz}

Os elementos a, ¢ e d influenciam a funcédo da se-
guinte forma:

a —Translada a fungao verticalmente.
¢ — Varia o periodo da funcéo.
d —Translada a fungdo horizontalmente.

Cossecante (segmento 0S)

Chama-se funcao cossecante a funcéo f: IR - R
definida por y = f(x) = csc (x).

A funcao cossecante é ilimitada e periddica, sendo:

Im =R - [-1, 1] (imagem)
p = 7 (periodo)
Dm = {xeR/x#nm, neZ}

o OTTETZTC
csca Z 01 Z 1 Z

Crescimento, decrescimento e sinais variando con-
forme o quadrante:

“auadrante | 1| 2| 37 | 47

48

31

\

g
T,

x

Gréfico da funcédo cossecante.

Casos particulares
de fungdes envolvendo cossecante

Seja a funcdo f: IR - R definida por

y=1f(lx) =a+b.csc(cx + d), sendo:

Im=R-[a-b, a+ b] (imagem)

27 .,
p=T(perlodo)
d nn
Dm = {XElR/Xi—T+T, nEZ}

Os elementos a, ¢ e d influenciam a funcéao da se-
guinte forma:

a - Translada a funcao verticalmente.
¢ — Varia o periodo da funcao.
d - Translada a funcdo horizontalmente.

Reducédo ao 1.° quadrante

Para facilitar o estudo das fungbes trigonométri-
cas, faz-se redugdes do 2.°, 3.° e 4.° quadrantes ao
1.° quadrante. O angulo geralmente recai em um dos
arcos notaveis.

Reducédo do 2.° quadrante

Supondo que x é um angulo do segundo quadrante:
sen x = sen (T —x)
€Os X = — cos (T — x)
tg x = —tg (m—x)

cossec X = cossec (1T — x)

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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sec X = —sec (x —X) cotg x = —cotg (21 — x)
cotg x = —cotg (1 — x) y
y
T—X X
X 2T — X

Adicao/subtracao de arcos

sen(@atb)=sena.cosbtsenb.cosa
Supondo que x é um angulo do terceiro quadrante:

cos(@*tb)=cosa.cosbF¥senb.sena
sen x = —sen (x + m)

Cos X = —cos (x + m) tg(aJ_rb)=—tgaﬂgb ‘

1¥tga.tgb
tgx =tg (x + m)

cossec X = — cossec (x + )
sen(15°) = cos (45° - 30°) =

sec x = —sec (x + m) cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =
N2 I3 J2 7 _ 6 42
cotg x = cotg (x + m) 2 2 2 2 4
y Arcos duplos
sen(2a) = 2sena.cos a
X 2
_ 2tga
T+ X tg(2a) = 1-tg’a

cos (2a) = (cos a)? — (sen a)? =
2(cos a)’—1 = 1-2(sen a)?
Supondo que x é um angulo do quarto quadrante:

sen x = —sen (21 - x) Se sen 0 + cos 0 = a, quanto vale sen (26)?

Elevando os dois membros da igualdade ao qua-
€os X = €os (21 - X)

drado:
tg x = —tg (21— X) (sen 6 + cos ¢ = a°
(sen¢f + (cosef + 2sen . cos o = &
cossec = —cossec (27— x) 1+sen(20) =a’>sen(20) =a?—1

sec x = sec (21 x)

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Arcos metade y é a medida do arco cujo seno vale x.
A funcéo inversa do seno é indicada por

a \/m f(x) = arcsen (x).
R ,

y = arcsen (x)

wv
)
>
N| @
I
+
—
|
(a)
NS
wv
Q
N

=
(o]
N o
Il
I+
==
+| 1
nlo
2|8
oo
|
—
—
A
x

...... _r
Exemplo: .
Calcule sen g: Grafico da funcao arco-seno.
' SenE=J7+cos%=\/7_g _[2-2 Exemplo:
’ 2 2 I arcsen (%) = %_,-

Arcos triplos Fungao arco-cosseno

Seja f: [-1, 1] — [0, TU que associa cada niumero
real x do eixo dos cossenos a um Unico numero real y
da circunferéncia trigonométrica, tal que cos y = x.

sen (3a) = 3sen a—4sen’ a

cos (3a) = —3cos a + 4 cos® a i . .
y é a medida do arco cujo cosseno vale x.

A fungao inversa do cosseno é indicada por
3tga-tg’a

tg (3a) = W f(x) = arccos (x).

A

Relacdes de prostaférese

Sao relagdes de transformacao de soma em produto.

y = arccos (x)

sena+senP =2 sen (‘1;—’[3) cos (a;_rB)

= (@ +p) (o-P) >
cos o + cos P +2cos 22D cos [4-P 0 ] X

Gréfico da funcéo arco-cosseno.

FuncOes trigonometricas inversas

Exemplo:
- 3 |_T
Fungao arco-seno arc cos £ =%
V2
Sejaf: [-1, 11> [_ g , g que associa cada numero

real x do eixo dos senos a um Unico nimero real y da
circunferéncia trigonométrica, tal que seny = x.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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T T
2' 2
real x do eixo das tangentes a um Unico nimero real
y da circunferéncia trigonométrica, tal que tg y = x.

Seja f: IR > J_ [ que associa cada nimero

y é a medida do arco cuja tangente vale x.

A funcao inversa da funcdo tangente é indicada
por: f(x) = arctg (x).

Grafico da funcédo arco-tangente.

arctg (1) = %-

Geometria
de posicao

O ponto, a reta e o plano sdo entes geométricos
aceitos sem definicao:

* Pontos: ndo tém dimensao e sdo indicados com
letras maiusculas.

* Retas: sdo unidimensionais e sdo indicadas com
letras minusculas.

* Planos: sao tridimensionais e indicados com le-
tras gregas.

* Semirretas: quando um ponto divide uma reta

em duas partes, chamamos essas duas partes
de semirretas.

* Segmento de reta: é uma parte da reta com-
preendida entre dois pontos.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,

* Pontos colineares: quando trés pontos estao
alinhados, dizemos que eles sdo colineares.

* Pontos coplanares: quando existe um plano que
contenha os quatro pontos dizemos que esses
pontos sdo coplanares.

* Espaco: é o conjunto de todos os pontos.

—

Ponto, reta e plano.

Postulados

Postulados sdo proposicoes aceitas sem demons-

tracoes.

Postulados de existéncia:

* existem infinitos pontos;

e existem infinitas retas e, em cada reta e fora
delas, existem infinitos pontos;

* existem infinitos planos e, em cada plano e fora
deles, ha infinitos pontos.

Postulados de determinacao:
* dois pontos distintos definem uma Unica reta;

° trés pontos nao-colineares determinam um
Unico plano.

Postulado de incluséo:

* Se dois pontos distintos de uma reta perten-
cem a um mesmo plano, a reta estara contida
nesse plano.

Postulado do espaco:

* Um plano separa o espaco em dois semiespa-
¢os cuja origem é o préprio plano.

Postulado de Euclides:

* Por um ponto fora de uma reta passa uma uni-
ca reta paralela a reta dada.

Posicoes relativas entre duas retas

* Coincidentes: se todos os pontos de uma séo os
pontos da outra.

51
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* Concorrentes: quando tem apenas um ponto
em comum.
S

* Reta secante: se um Unico ponto de uma reta
estiver dentro de um plano, dizemos que essa
reta é secante ao plano.

%

* Paralelas: quando ndo tem ponto em comum e

sdo coplanares. r

0

* Reversas: quando nao existe plano que as con- * Reta paralela: se ndo existir ponto da reta den-
tenha. tro do plano, dizemos que a reta é paralela ao
plano.

)

]

Posicao relativa entre planos

* Planos secantes: dois planos sdo secantes quan-
do se interceptam segundo uma reta.

S
* Ortogonais: quando sdo reversas e formam um 1‘
angulo reto. Nesse caso, existe uma paralela a
uma delas que é perpendicular a outra.

* Perpendiculares: quando sdo concorrentes e
formam angulos retos.

r

POSIQOGS relativas deretae plano * Planos paralelos: quando nao possuirem nem

* Reta contida no plano: se existirem dois pontos um ponto em comum. Note que nesse caso

de uma reta contido em um plano, entdo a reta qualquer reta em um dos planos é paralela ao
inteira esta dentro do plano. outro plano.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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* Hexaedro: 6 faces
* Heptaedro: 7 faces
* Octaedro: 8 faces

o , * lcosaedro: 20 faces
* Planos coincidentes: quando possuirem todos os

pontos em comum.

* Planos perpendiculares: quando num dos pla- .
nos existir uma reta perpendicular ao outro Poliedros r69U|aFeS
plano, dizemos que esses dois planos sdo per-

dicul Um poliedro convexo é regular quando todas as
pendiculares.

suas faces sao poligonos regulares e congruentes.

Existem cinco poliedros regulares:
¢ Tetraedro: A=6, V=4, F=4
-]

Sél |dOS * Hexaedro (cubo): A=12, V=8, F=6
geometricos T 7

Poliedros

Poliedro convexo é um sélido limitado por um
numero finito de poligonos convexos, tal que:

Octaedro: A=12, B=6, F=8

1. Dois poligonos ndo pertencam ao mesmo plano;

F 1
2. Cada lado de um poligono pertence a dois, e /" \ \
somente dois, poligonos; 7, \——3
. L7
3. Emrelacdo a qualquer de suas faces, o poliedro S———7r/

fica todo situado num mesmo semiespaco de-
terminado pelo plano que contém esta face.

L]
o
o
Q
®
n
<))
®
o
=
°
>
1l
w

=}
<
Il
N
o
i
Il
-
N

* Faces (F): regidoes poligonais que determinam

o poliedro. o o
. _ A A
* Arestas (A): interseccdo de duas faces. A J
- . < . . ' ' f
* Vértices (V): interseccdo de trés ou mais arestas. | \,_ -
F i 1
Os nomes dos poliedros sdo dados em fungao do k“=—~{ y
ndmero de lados: s

e Tetraedro: 4 faces

* Pentaedro: 5 faces

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A., 53
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e |cosaedro: A=30, V=12, F=20

| Nome | A [V | F
6 4 4
12 8 6
12 6 8
30 20 12
30 12 20

Poliedros regulares.

' Relacéo de Euler

V+F=A+2

Outra relagcdo importante:

2A = 3F, + 4F, + 5F, + ... + nF,

onde Fn representa um poligono de uma das faces
com n lados.

Soma dos angulos das faces

A soma dos angulos de todas as faces de um poliedro
em funcao dos nimeros de vértices (V) é dado por:

S =360°(V-2)

Prismas

Prisma é o poliedro convexo em que:

1. Duas de suas faces (bases) sdo congruentes e
situadas em planos paralelos distintos.

2. As outras faces sdo paralelogramos determi-
nados pelas arestas das bases e pelas arestas
laterais.

* Prisma reto: a aresta lateral (A/) é perpendicu-
lar ao plano da base.

A,

Il
>

* Prisma obliquo: a aresta lateral é obliqua ao
plano da base.

h o # 90°

Um prisma regular é aquele em que as bases sao
poligonos regulares.

Triangular Quadrangular Pentagonal
regular regular regular
Alguns prismas regulares.
Férmulas:
V=A,.h
A =2p.h
A=A +2A,

A area de cada poligono da base é chamada de
area da base (A,).

A area em volta do poliedro é chamada de area
lateral (A)

O volume é indicado por (V).
A altura do prisma sera indicada por h.
2P é o perimetro da base.

Paralelepipedo reto-retangulo

O paralelepipedo é um prisma em que todas as seis
faces sdo retangulos.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Férmulas:

V=a.b.c
A, = 2(ab + ac + bc)

D2 =a? + b2 +

O cubo é o paralelepipedo reto-retangulo que
possui todas as arestas congruentes.

: a
! D
,;--- Y

i a
a

Férmulas:

V= a’
A, = 6a’
D=a/3

Um cilindro circular é reto quando a geratriz é per-
pendicular aos planos das bases.

Formulas:

V = 7nrth

A, = 2mr (r + h)

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,

A, = 2mrh

— 2
A, =mr

Onde:
h = altura
r = raio da base

ab = eixo

Seccao meridiana de um cilindro

Seccdo meridiana é a seccdo que contém o eixo
do cilindro. Se essa seccdo formar um quadrado, di-
zemos que o cilindro é equilatero.

Seccao:

A, = dh = 2rh

2p, = 2d + 2h

Cilindro equilatero:

V = 2nr
A, = 6nr?
A, = 4nr?
A, =

Piramide
As piramides sao poliedros com uma base po-

ligonal e faces laterais triangulares unidas por um
Unico ponto comum chamado de vértice.

55
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A_h a,=a
V= ; A=A +A, ¢
A =an3
/‘\ V= 33“/5
. W 12
Triangular Quadrangular Pentagonal
Exemplos de piramides. 8 = W3
P 6
Piramides regulares
E a piramide cuja base é um poligono regular e a h = %76-
projecao ortogonal do vértice sobre o plano da base
é o centro da base. Onde,

a, é 0 ap6tema da base

h é a altura da piramide

a, € a aresta da base

a, € a aresta lateral

A, é o apétema da piramide
A, é a area da base

A, é a area total

. V é o volume do tetraedro
Elementos da piramide regular.

Relacoes entre os elementos da piramide regular:

2 2 2
Ap =a, + h

a’=h?+R?
5 .
a}=(£) +A? Cone circular reto
Um cone circular é reto quando o eixo é perpendi-
cular ao plano da base.
Tetraedro regular htr=g

O tetraedro regular é uma piramide regular de
base triangular em que todas as faces sdo triangulos
equilateros.

Férmulas:
9
2 3 h
a
A = -—-—
b 4 R
A =_4y3
P 2
Cone de revolucéo.
56 Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Relacdes dos elementos do cone:

Férmulas:

nr’h

A =nr(r+g)

A, =mrg

— 2
A =mr

Seccao meridiana é a seccdo que contém o eixo
do cone.

Se essa seccao formar um triangulo equilatero,
dizemos que o cone é equilatero, entdo g = d = 2r,
teremos as seguintes formulas:

2p=d + 29

no caso da seccao e,

no caso do cone equilatero.

o

3
.
—

o

Ao interceptar uma piramide por um plano parale-
lo a base obtemos duas piramides semelhantes. Obte-
mos as seguintes relacoes:

2)=(p

3
(o) =[]
V2 h2
As areas e volumes abaixo sdo referentes aos

troncos de cone e piramide retos:

S,=S, +S,+5,
"
V=3 +S5,+55,)

H
T (r + R2+ rR)

V==

1

\
W\ v o\
Lv

J4 a area lateral pode ser obtida nas piramides
através das areas dos trapézios e do cone através da
equacao ng’(r + g), onde g’ é a nova geratriz.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Esfera
Férmulas:
4nR3
V=—
A, = 4nR?
Partes da esfera

+ Area do fuso:

S, = 20R? (@ em radianos)

_ 20R?

= 90°

(o em graus)

Fuso esférico.

¢ Volume da cunha esférica:

/A

Cunha esférica.

V = 2ar3

=3 (a. em radianos)

3
__omr (o.em graus)

€ 270°

* Distancia polar p de um circulo da esfera é a
distancia de qualquer ponto desse circulo ao

respectivo polo:

P

p=12R.(R-d)

no equador » p = RV2 d=0)
* Secgao de uma esfera:

&+ P =R

+ Area da calota esférica:

S, = 2mrh

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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* Volume do segmento esférico de duas bases:

rh
V= e [3(r2 +r2 + h?

* Volume do segmento esférico de uma base:

c|>

Ll e

\Y =%(3rZ + h?)

* Volume da zona esférica:

S, = 2mrh

Sélidos inscritos e circunscritos

* Cubo circunscrito a esfera

a=2r

 Tetraedro regular circunscrito a uma esfera

* Tetraedro regular inscrito a uma esfera

_ a6

0= 3

2R V6
3

a=

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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e Cone inscrito a uma esfera

r=RYB
2

Teorema de Guldin

O teorema de Guldin é um teorema utilizado para
calcularmos o volume de um sélido de rotacdo que
nao tenha uma das formas conhecidas, ou no caso,
quando uma particdo em varias partes tornar-se mui-
to trabalhosa.

V = 21Sg

Onde,

g = distancia do centro de gravidade do objeto
até o eixo considerado

s = area da figura plana a ser rotada
Exemplo:

Calcule a que distancia do centro fica o centro de
gravidade de meia circunferéncia. Rotacionando
uma semicircunferéncia em torno de um eixo que
contenha o didmetro, temos:

V = 2nSg

Como o sélido gerado é uma esferae V = Ar®
eS=xr 3

entao,

N
3

a

NUmeros
complexos

Unidade imaginaria

Devido a necessidade de se obter solucao para to-
das as equacdes polinomiais, surgiu a representacéo
de raizes de indice par de nimero negativo.

Unidade imaginaria i é tal que:

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Resolver a equacdo x> —4x + 5 = 0

Utilizando a férmula resolutiva de um trinémio do
2.° grau obtemos:

A=(-4¢-4.1.5=>

A=-4
X=—(—4)J_r -4
2.1
4+ 2V-1
X=———=
2
_ 4+2i
2

onde o conjunto solucdo dentro do conjunto dos
numeros complexos é:

S={2+1i2-i}

Formaalgeébrica

Todo nimero complexo Z pode ser escrito da for-
ma z = a + bi, com a e b nUmeros reais, onde a é
denominada parte real do complexo e b é a parte
imaginaria de z.

Se z = bi, dizemos que o complexo é imaginario
puro.

Se z = a, dizemos que o complexo é real.

Dois niumeros complexos sdo iguais se, e somente
se, suas partes reais e imaginarias forem iguais

Na adicdo (ou subtracdo) de nimeros complexos
na forma z = a + bi, somam-se as partes reais e ima-
ginarias, respectivamente.

Dados z,= 1 +ie z,= 3-2i, calcule

a) z +z
T+i+3-2i=1+3+i-2i=4-i
b) z, -z,

T+i-3-2)=1-3+i+2i=-2+3i

Usamos a propriedade distributiva da multiplicacao.

Dadosz,=1-iez,=3-2i calcule z, . z,
z,.z,=(1-().(3-2) =

3-2i-3i+ 27 =
3-2i-3i-2=
1-5i

Dado um numero complexo z = a + bi, definimos
como conjugado desse nimero complexo o complexo
Z = a - bi. Para efetuar a divisao de dois niUmeros com-
plexos, basta multiplicar o numerador e o denominador
da divisdo pelo complexo conjugado do denominador.

Dados z, = 3 + 5i ez, = 1 - 2i, determine
z, 3450 1+2i

z,  1-2i 1+2
3 + 6i + 5i + 101 7 M

T+2i-2i-47 5 15

Poténciasdei

Poténcia de expoente natural da unidade imagi-
naria:

i°=1
i'=i
iZ=-1
=i
it=1
i°=i
i®=-1

Observe que as poténcias formam uma sequéncia
que se repete a cada quatro elementos, logo o valor
de uma poténcia qualquer in pode ser determinada
por i", onde r é o resto da divisdo de n por 4.

i”> = i# = — i (pois o resto de 755 dividido por 4
é3)

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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Forma trigonometrica

A todo niimero complexo podemos relacionar um
ponto no plano de Argand-Gauss que é um sistema
de coordenadas cartesianas ortogonais, onde o eixo
horizontal representa a parte real do complexo e o
eixo vertical representa a parte imaginaria do com-
plexo. A esse ponto damos o nome afixo.

O modulo de um ndimero complexo |z| é definido
como a distancia do afixo desse complexo a origem
do plano de Argand-Gauss. O médulo de um comple-
xo0 é determinado por:

|z| =V a? + b?
ou
p=+al + b?

Im (Z

Am()

p) SRR (2)

L s/

1 f i
—+—3 > Re (2)

z=3+4i

Forma trigonometrica

Todo nimero complexo forma um angulo com o eixo
da parte real no sentido anti-horario como demonstra-
do a seguir. Esse angulo é chamado argumento.

Podemos utilizar as relacoes a seguir:
Im (2)

A

2

> Re (2)

seno =

cos 6 = Iz

A partir do argumento 6 e do médulo de um nu-
mero complexo z = a + bi, é possivel representar
esse numero usando uma notagao trigonométrica.

z = |z| (cos 6 + isen o)

ou

z =P (cos 6 + isen 6)

Escrever o complexo z = 3 + 3i na forma trigo-
nométrica.

Modulo:
Izl = \/ 32 + 32

Cos 0 =

_ Ty isen ™
z—36(cos4 + isen 4)
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> Re (2)

3

z=3+3i

Operag0bes na forma trigonométrica

Dados z, = |z,| (cos e, + iseno,) e
z, = |z,| (cos 6, + isen 6,), temos que:

z, .2z, = |z,].|z,|.[cos(e, +6,) + isen (6, + 6,)]

7 _ 2l

: izl . [cos(e, —6,) + isen (6, —6,)]

Formulas de Moivre

1.2 Férmula de Moivre
Dado z = |z| (cos 6 + isen 6) temos que:

z" = |z|" (cos ne + isen no)

2.2 Formula de Moivre

Dado z = |z| (cos 6 + isen §) denominamos raiz
enésima de z ao nimero complexo w = |w| (cos o +
isen o), tal que:

wh =2z

Obtemos as raizes de um numero complexo pela

relacdo:
6 + 2kn
=)

n 8 + 2kn .
w, =+ |z| cos( ) + isen
n

Onde ke (0, 1, 2, ..., n = 1). As raizes, quando re-
presentadas graficamente, formam um poligono re-
gular de n lados.

Determine raizes oitavas do nimero complexo Z = 1

z, =1
V2o 2
zz=7+/7
z, =i
2, 2
24——7+l7
z,=-1
V2o V2
S
z,=-i
2o 2
28=7—12
N
z
z, Z,
z Z 5
Z6 28
Z7

Raizes oitavas da unidade 1.

PolinOmios
Denominamos polindmio a expressao:

— -1 2
P(x) =axx"+ax"" +..+a x*+a x+a

Os coeficientes do polinémioa _,a_,.a, ., ... a,580
numeros reais e os expoentes n, n—1, n-2, n-3, ... sao
ndameros naturais.

Grau de um polinébmio é o maior expoente da va-
ridvel com coeficiente ndo-nulo.

Divisao
Dados dois polindmios P(x) e D(x) (nao nulo), divi-

dir P(x) por D(x) significa determinar outros dois poli-
némios Q(x) e R(x), tais que:

P(x) = D(x) . Q(x) + R(x)

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
mais informagdes www.iesde.com.br

63




64

Dividir o polinémio P(x) = x* — 4x? + 5x - 2 pelo po-
linbmio D(x) = x — 3. Usando o método das chaves
temos:

X>—4x? + 5x-2 |x-3

-x3 + 3x? xX2-x+2
-X°+ 5x-2 quociente q(x)
+ x?—3x
2x -2
-2x+ 6
resto (r) 4

Teorema do resto

O teorema do resto ¢ utilizado no caso de o divi-
sor D(x) ter o grau 1. O resto da divisdo de P(x) por
D(x) é P(a), onde a é a raiz de D(x).

Determine o resto da divisdo de P(x) = x* + 7x°-2x + 1
porD(x) =x+ 3

D(x) =0+—x=-3

P(=3) = (3P + 7(-3-2(-3) + 1

P(=3) =43 =r(x) =43

Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

O dispositivo pratico de Briot-Ruffini consiste na
obtencdo do quociente e do resto de uma divisao
de um polindbmio qualquer por um polinémio do
tipo x + o, utilizando apenas os coeficientes do di-
videndo e a raiz do divisor, através do procedimento
a sequir:

a, a+bo a,+ba a, +bu

Calcular o quociente da divisao de
P(x) = 5x* —3x? + x—1 por

2|5 0 -3 1 -1
5.2+0 10.2-3 17.2+1 35.2-1
5 10 17 35 69

Onde:
Q(x) = 5% + 10x% + 17x + 35

Equacdes polinomiais

Uma equacao polinomial é uma equacao do tipo
P(x)=0, onde P(x) é um polindmio de grau n, n > 1.
No conjunto dos nimeros complexos toda equacao
tem pelo menos uma raiz (real ou complexa).

Representacéo fatorada

Toda equacao polinomial de grau n(n > 1) pode
ser escrita de forma fatorada Unica com n fatores
da forma:

a,x-r)x-r)..(x-r)=0

onder, r, r,, ..., r, sdo as raizes de P(x)=0.

Forme um polinémio cujas raizes séo -2, 1 e 0.
P(x) = a,(x - r,)(x = r,)(x - r,), atribuindo um valor
para a, temos:
a,=l,r,=-2,r,=1er,=0temos:

Plx) = 1(x—1)x + 2)(x) = x> + x> —2x

Multiplicidade de umaraiz

E o nimero de vezes que um nimero é raiz de um
polinémio P(x).

Resolver a equacdo

xX—-7x34+ 132+ 3x'-18 =0

sabendo que 3 é raiz dupla (aparece duas vezes)
da equacéo.

Utilizando o dispositivo de Ruffini, vamos reduzir
o grau do polinémio para 2.

1 -7 13 3 -18
1 -4 1 6 0
1 -1 -2

Agora basta resolver a equacdo x?> - x — 2=0. Logo,
as raizes sdo -1, 2 e 3(dupla) e o polinémio pode
ser escrito da seguinte forma:

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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PO = 10 + 1)x - 2)(x - 37 Relacdes de Girard

Sao formulas matematicas que relacionam as raizes
de uma equacéo algébrica com seus coeficientes.

Raizes complexas

Se um complexo z = a + bi é raiz de um polin6- 3°grauraizes =r,, 1, 1,
mio P(x) de coeficientes reais, entdo seu conjugado
— . ; 4, . A . a
Z = a — bi também é raiz desse polinémio. =t
a
0
— aZ
rr, + .+ = %
Determine um polinémio P(x) com coeficientes a,
; [ : . r.r.r,=——
reais que tenha raizes 2, 2i, 1 + i. 1723 a,

4°grauraizes =r,r1, 1,71,

Se 2ie 1 + isdo raizes, entdo —2i e 1 — i também

sdo. Podemos escrever o polinémio da seguinte | n+rn+r= &
maneira: 0 a
PO) = ayfx — 1) r,)(x—r)x—r)x~r,) ) ror+ .+, = a—z
Fazendo a, =1 e utilizando as raizes dadas temos: r.n.r+ .. +rr.r= —%
PO = 1(x = 2)(x = 26— 1 = )(x + 2i)(x 1 + i) A '
P(x) = x5 — 4x* + 10x> — 20x? + 24x — 16 SrEEE g,

Raizes racionais

Sendo a, b e cas raizes daequacdo x*°— 11x +x-3 =0,
Se uma fragdo racional irredutivel % for raiz de calculara™ + b7 + ¢

uma equacao algébrica de grau n de coeficientes in-

teiros, entdo p € divisor de an e g é divisor de a,,. al+bi4+ci=141 11 _ab+ac+hbc
a b C abc
Determine o conjunto das raizes racionais da Como ab + ac + bc = 22 e abc = _% temos que:
- a
equacéo: 0 0
a
3 +2x2-7x+2=0 22 a
al+bi4ci="J0 - 2_1
~a %3
aO

Da equacéao dada, temos a, =2 e a, =3. Entao, os
possiveis valores de p sdo { -1, 1, -2, 2} e os pos-

siveis valores de q sdo {-1, 1, -3, 3}. Portanto, os GeOmEtrl a a.na.l |,t| Ca

valores de P sso:

p { 1 1 2 2

—e-1,1,-2,2,—, =, -5, 5 C A - ;

q 3'3° 3°3 Distancia entre dois pOﬂtOS e ponto
Fazendo a verificacdo temos que: médio

S=

1
& 3’ 7} Dados dois pontos A(x_, y) e B(x,, y,), distancia

entre eles é dada por:

dup =4 06, =X + (v, — V.7
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YA

Distancia entre dois pontos.

Ponto médio de um segmento

M:(Xb+xa ) yb+yaj

2 2

YA

Os vértices de um triangulo sdo os pontos A(0,4),
B(2,-6) e C(-4,2). Calcular o comprimento da me-
diana referente ao vértice A.

Primeiro vamos determinar o ponto médio do
lado BC:

2-4 -6+2
M3c=[—2 ot )=(—1,—2)

Agora basta determinar a distancia entre Ae M,

Ay, = VO-COF + 4= 2)F =37

Triangulo

Dados trés pontos A(x_, y ), B(x,, y,) e C(x_ y_), dis-

tintos e ndo-colineares, a area do triangulo formado
por eles é dada por:

Xy Vs 1
Xg Ve 1
— XC yC 1
> 2

Area de um triangulo.

Baricentro (ou centro de gravidade)
Dados trés pontos nao-colineares, o baricentro do

triangulo formado por eles é dado por:

G = X, +Xx, +x oy, ty tVy
3 ! 3
Y)
Y,

Baricentro do triangulo.

Reta

Condicdo de alinhamento de trés pontos.
Dados trés pontos A(x_, y,), B(x,, y,) e C(x_, y.), séo

colineares se, e somente se:

X, Y, 1
X, Yy 11=0
X, Y, 1

2] I~

N "
vif

‘
X X5 X

Alinhamento de trés pontos.
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Equacao de uma reta dado o ponto A(x, y) e o
coeficiente angular m:

(y-y,) = m(x-x)
Equacdo reduzida da reta:
y=mx+n
Equacéo geral da reta:

Ax+By+C=0

Onde,

|
>

_ =C
=73
Equacao segmentdria da reta:

X
a

o<

comp.q=0
Onde a é a abscissa do ponto de interseccdo da

reta com o eixo x e b é a ordenada do ponto de inter-
Seccao com o eixo y.

O coeficiente angular m de uma reta nao-vertical
é numericamente igual a tangente do angulo forma-
do pela reta e o eixo das abscissas, no sentido anti-
-horario.

Determinacao do coeficiente angular m:

1.° Quando o angulo é conhecido.
m = tge

2.° Quando conhecemos dois pontos distintos da
reta.

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,

3.° Quando conhecemos a equacéo geral da reta
(neste caso basta colocar a equacao na forma
reduzida).

Existem trés posicoes relativas entre duas retas:

* Paralelas: duas retas sdo paralelas se, e somen-
te se, seus coeficientes angulares forem iguais.

* Coincidentes: duas retas serdo iguais se, e so-
mente se, seus coeficientes angulares e seus
coeficientes lineares forem iguais.

* Concorrentes: duas retas serao concorrentes se
seus coeficientes angulares forem diferentes.

No caso delas serem concorrentes, pode ainda
acontecer de serem perpendiculares. Neste caso:

Onde ma é o coeficiente angular da retaa e mb é
o coeficiente angular da reta b.

Se quisermos saber a distancia entre um ponto
A(x,,y) euma reta Ax + By + C = 0, basta utilizar-
Mos a equacao a seguir:

d= Ax, + By +C
_‘4N+W
YA

Circunferéncia

A circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos
equidistantes de um ponto fixo dado.

67
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YA

» X

A equacao reduzida da circunferéncia é:
x=x)+(y-y)yr=r

A equacdo geral da circunferéncia é: x2 + y? + Dx
+Ey +F=0,onde

X _-D
' C_T

— y 2 2 2
F=x2?+y>-r

Posicoes relativas
entre ponto e circunferéncia

Existem trés posicoes relativas entre um ponto
p(x, y,) e uma circunferéncia A de raio R.

e Einterno a circunferéncia:

3
d<R
* Pertence a circunferéncia:
3
d=R

68

« E externo a circunferéncia:

d>R

o

Posicdes relativas entre ponto
e circunferéncia

Existem trés posicdes relativas entre uma reta
S: ax + b = 0 e uma circunferéncia de raio r. Sdo elas:

e S é secante a circunferéncia:

d<R

* S é tangente a circunferéncia:

* S é externa a circunferéncia:

d>R

\ \.g >

Posicdes relativas
de duas circunferéncias
Sejam duas circunferéncias A, de raio R, e 1, de

raio R, e d a distancia entre os centros. As possiveis
posicoes relativas entre ), e , séo:

° Exteriores: d > R, + R,

Quando 1, e 1, sao disjuntas elas ndo tém pon-
to comum.
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* Interiores: d <R, + R,

* Tangentes exteriores:d = R, + R,

Quando 1, e}, séo tangentes entre si, elas tém

um Unico ponto em comum. .
P e Concéntricas:d =0

A

¢ Secantes: |R, -R,| <d <R, +R, Elipse
Quando 1, e %, sdo secantes entre si, elas tém Dados dois pontos fixos F, e F, de um plano tal que
dois pontos comuns. F,F, = 2c # 0, chamaremos de elipse o lugar geomé-

trico dos pontos do plano cuja soma das distancias
aos dois pontos F, e F, é a constante 2a > 2c.

Principais elementos da elipse:
F,F, — focos

O — centro

AA, — eixo maior

B,B, — eixo menor

2c — distancia focal

2a — medida do eixo maior
2b — medida do eixo menor

P excentricidade

(d,)

2b
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A excentricidade de uma elipse é chamada de e e B,B, — eixo imaginario
pode ser calculada da seguinte forma: 2c — distancia focal
2a — medida do eixo real
C
€= 3 <1 2b — medida do eixo imaginario

C -
— — excentricidade
. . . - . a
As diretrizes da elipse sao duas retas perpendicu-
. . . . a
lares ao eixo suporte do eixo maior distando o do Relacdo notavel:
centro da curva.

Equacdo daelipse

A equacgao reduzida da elipse para o caso do cen-
tro ser a origem do sistema e o eixo maior estiver
sobre o eixo horizontal:

&+ -

Caso o eixo maior esteja sobre o eixo vertical a
equacao terd o seguinte formato:

GROM

No caso de o centro nao ser a origem, mas o pon- A excentricidade de uma elipse é chamada de e
to a equacao serd assim (com eixo maior paralelo ao pode ser calculada da seguinte forma
eixo horizontal essa serd a equacao:

e=—>1
X—m 2 y—n 2 a
=05
a b
As diretrizes d, e d, da elipse sdo duas retas per-
A equacdo geral é obtida expandindo-se a ex- pendiculares ao eixo suporte do eixo maior distando

5 i a
pressao anterior. — do centro da curva.
e
Assintotas sao duas retas que passam pelo centro

da hipérbole e posicdes-limites das tangentes a ela
Dados dois pontos fixos F, e F, de um plano tal que ~ quando os pontos de contato afastam-se indefinida-

F,F, = 2c# 0, chamaremos de hipérbole o lugar geo- mente. As equacOes das assintotas sdo:
métrico dos pontos do plano cuja soma das distancias
aos dois pontos F, e F, é a constante 2a < 2c. )

a

Principais elementos da hipérbole:
F, e F, > focos
O — centro

AA, — eixo real ou transverso
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Equacéo da hipérbole

Vamos escrever a equacao reduzida da elipse para
o caso do centro ser a origem do sistema e o eixo real
estiver sobre o eixo horizontal

&)~

Caso o eixo real esteja sobre o eixo vertical a equa-
¢ao terd o seguinte formato:

. (1) N (x) _
a b
Caso isso aconteca, as assintotas serdo
r=x=+
No caso de o centro ndo ser a origem, mas o pon-

to, a equagao serd assim (com eixo real paralelo ao
eixo horizontal essa sera a equacéo:

SRy (25 -1

A equacdo geral é obtida expandindo-se a ex-
pressao anterior.

Parabola

Dado um ponto F e uma reta d de um plano, tal
que F £ d e seja p a distancia entre F e d. Denomi-
namos parabola o lugar geométrico dos pontos do
plano que estdo a mesma distancia de F e d.

Principais elementos:
F — foco

d — diretriz

p — parametro

V — vértice

VF — eixo de simetria

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
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2
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A reta fixa (d) é a diretriz, e e 0 eixo que passa pelo
foco e é perpendicular a diretriz.

Da definicao de parabola concluimos que:
FT = UT; FP = MP; FR = SR = p; FQ = NQ; ...

A equacao reduzida da parabola no caso do eixo
ser horizontal e vértice V (0, 0), é:

y? = 2px

Para esta situacdo a equacao da diretriz é:
x=-2
2

A equacao reduzida da parabola no caso do eixo
ser vertical e vértice V (0, 0), é:

X2 = 2py
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Para esta situagdo a equacdo da diretriz é:

=—B
=73

As equacobes gerais da parabola no caso do vértice

pertencer a um ponto V = (x,, y,) qualquer séo:

(y -y, = 2p(x — x,) = com eixo horizontal
(x = x,)* = 2p(y - y,) = com eixo vertical

Proporcionalidade

Divisbes em partes
diretamente proporcionais

Significa dividir de forma que cada uma das par-

tes seja proporcional aos nimeros dados.

Dividir 10 em partes proporcionais a 7, 8 e 5:

O numero 100 deve ser dividido em 20 partes (8 +
7 + 5). Como isso equivale a 5, os nimero seriam
8.5 7.5e5.5=40, 35¢e 25.

Regradetrés

* Grandezas diretamente proporcionais: duas
grandezas sao diretamente proporcionais quan-
do, aumentando uma delas, a outra aumenta na
mesma proporgao.

* Grandezas inversamente proporcionais: duas
grandezas sdo inversamente proporcionais
quando, aumentando uma delas, a outra dimi-
nui na mesma versao.

Com 14 litros de tinta podemos pintar uma parede
de 49m?. Quantos litros serdo necessarios para uma
parede de 42m??

Como sdo grandezas diretamente proporcionais,
podemos utilizar a regra de trés:

4 _ x

49 42

Logo, x = 12 litros.

Certo carro correndo a uma velocidade de 140km/h
faz determinado trajeto em 3min. Quanto tempo
o0 mesmo demoraria se sua velocidade fosse de
210km/h.

Como sao grandezas inversamente proporcionais,
podemos utilizar a regra de trés:

140 _ x
210 3
Logo x = 2 minutos

Porcentagem

Porcentagem é uma razao centesimal representa-

da pelo simbolo % (por cento).

8% = _8_
100
Calcular 8% de 700
Por regra de trés temos:
8 _ x
100 700

Logo, 8% de 700 é 56.

Matematica
Financeira

Juros simples

O regime de juros simples é aquele no qual os

juros incidem sempre sobre o capital inicial:

j=c.i.t

j= juros
c= capital inicial
i = taxa

t= nimero de periodos
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Exemplo: Exemplo:
Calcule o juros simples de R$18.000,00, durante trés Em uma turma de 65 alunos as notas (de 0 a 10)
meses, a uma taxa de 8% mensal. de uma determinada disciplina ficaram distribuidas
j=c.i.t=18000.0,08.3=4320 como segue:
. < Frequéncia | Frequéncia | Frequéncia
Os juros sao R$4.320,00. Nota (x) [ absoluta relativa | acumulada
Juros compostos 0 4/65 7
O regime de juros compostos é aquele em que, ao 1 4 4/65 8
final de cada periodo, os juros do periodo anterior
sdo incorporados ao principal e passam, por sua vez, 2 = =i 17
a render juros. 3 4 4/65 21
_ 4 8 8/65 29
e 5 12 12/65 41
i = taxa 6 12 12/65 53
¢ = capital inicial 7 7/65 60
n = numero de periodos 8 3/65 63
M = montante ap6s o periodo n 9 1/65 64
Exemplo: 10 1 1/65 65
%, 65 1 ==

Calcule os juros compostos de R$18.000,00, duran-

te 3 meses, a uma taxa de 8% ao més. B ) o
A representacdo do exemplo anterior em um grafi-

Solugéo: co de colunas fica assim:
Primeiro calcularemos o montante obtido apds TG e
trés meses.

M =C. (1 +i)"=18000(1,08)> = R$22.674,82
Os juros sao:
J=M-C=22674,82-18 000 = R$4.674,82

n.° de alunos
o wv 5
- ? ;
— :
B
B
- :
- :

Estatistica

Representacdo grafica em setores:

Frequéncias

5%

2%°2% gy,

* Absoluta: a frequéncia absoluta representa a
quantia de vezes que determinado evento apa-
rece num conjunto de dados.

* Relativa: relaciona a frequéncia absoluta com o
total de eventos.

* Acumulada: representa o nimero de eventos
acumulados até a classe considerada.

OO0 e 0000 @ @
©W o N O Ul A WN = O

=
o
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______Matematica_

Medidas de tendéncia central

Em um conjunto de k termos ordenados, o termo
que ocupa a posicdo central é denominado mediana.

Para k impar a posicdo da mediana é k'g_7 e para k

par a mediana é a média aritmética dos dois termos
que estiverem no centro.

O numero de termos do exemplo anterior é 65,
portanto, a posicdo da mediana é o termo de posi-
= 65+ 1
do ———1—

¢ 2
que a 33.2 nota é 5.

= 33 e, ordenando os elementos temos

A média de um conjunto de dados é a razao entre
o0 somatorio de todos os elementos e o nimero de
elementos.

No exemplo anterior a média é

% 04+ 14+ 2,25... + 9,1+ 101 — 4,46

Em um conjunto de dados, a moda é o elemento
que tem maior frequéncia. No exemplo anterior, exis-
tem duas modas, entdo, o conjunto é dito bimodal:
as modas sao 5 e 6.

Medidas de disperséo

Dado um conjunto, chamamos de desvio a distan-
cia de um elemento até a média. A média aritmética
dos quadrados de todos os desvios de uma amostra
é chamada de variancia.

205

§7 =5

74

No exemplo anterior,

_ 2 0-x%P

SZ
n

) (0-4,46)* + (1 -4,46)* + ... + (10 - 4,46)*

> 64

$? =5,59

O desvio-padrao é o quadrado da variancia.
s=Vs

No exemplo anterior, o desvio-padrdo ¢é

2,36 =V5,59

* Meédia aritmética ponderada: na média aritméti-
ca ponderada, cada um dos elementos tem um
peso sobre a amostra.

Um aluno tirou no boletim as notas 5; 5,5e 7,5 em
sua escola nos trés trimestres letivos. Sabe-se que o
peso dos dois primeiros trimestres é 3 e do ultimo
é 4 e que a média minima para a aprovacéo é 6. O
aluno foi aprovado?

Basta calcular a média ponderada:

Onde p, é o peso do elemento

5 = 5.3+55.3+75.4 =615
P 10

Portanto, o aluno foi aprovado.

* Meédia harménica simples: a média harmonica
simples é o inverso da média aritmética dos in-
versos dos elementos.

No exemplo anterior desconsiderando os pe-
sos, a média harmonica é:

n

Zx

i

h=

Este material é parte integrante do acervo do IESDE BRASIL S.A.,
mais informagdes www.iesde.com.br



h- %= 5,82
57 55 75

Ou seja, o aluno nao seria aprovado.

Média harmonica ponderada: é o caso em que
cada uma das parcelas tem um peso relativo a
amostra total.

Onde p, é o peso do elemento.
No exemplo anterior, a média seria:

_ 10
h=———— =595
PT 3.3 .4

5 55 75

Ou seja, o aluno nao seria aprovado.
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