A HORA F
DO BIZU

MATRIZES
GABARITO COMENTADO
0 ¢ —b ab ac abc — abc b?%c — b%*c bc? — bc?
1 |-c 0 ab b2 = |—a%c+ a?c —abc+abc —ac?+ ac?| = Oszx3
b -—-a a’b—a’*b  ab?—ab?* abc—abc
a’? ab c —b —abc + abc  a’c —a®’c —a®’b+a’b
ab b? —c —b%c + b%>c abc —abc —ab? + ab?| = Ozx3
ac bc —bc? + bc?> ac?—ac? —abc+ abc

2) (Letra B) Em problemas como esse, a ideia é buscar um padrédo de formacéo nas
matrizes A?, A3, A%, ..., A", com n natural. Veja:

Azz((l) _611)'((1) _a1)=(é (1))

Acaboul! rs
Se A%? = I, sendo I a matriz identidade, entdo afirmamos que:

aAn — {A, se n for impar
I, senfor par

Portanto, A%°17 = A.

3) () Idéntico ao problema anterior, olhe para as primeiras poténcias de M:

o _[1 211 21_[1 4
M “lo 1l 1o 11 o 1
s _[1 411 21_[1 6
M “lo 1l 1o 11 o 1
4 _[1 6] 1 21_[1 8
M “lo 1l o 11 Lo 1

Ja podemos supor por hipétese que M™ = [é Zln] paran € N; de fato:
ne1 _yn. oy — |1 2n] 1 2 1 2(n+1)
MP=ME-M = [0 1] [o ] [

Portanto, M2020 = [é 4040].
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4) Esse problema é bem interessante, se vocé olhar sob a perspectiva certa. Ele se
parece muito com problemas do tipo: se x3 = x + 1, calcule x°. Nesses casos, a
ideia ndo é encontrar o valor de x, mas tentar encontrar o valor da expressao
pedida por relagdes indiretas.

Veja que, se M2 = M — I, entdo M?> — M + I = 0. Multiplicando ambos os lados por
M + I, teremos:

M+DM2-M+D=0M+1=0[M =—I
Esta € uma relacdo muito boa porque envolve apenas a identidade numa poténcia
de M. Agora:
M2003 — M2001 . MZ - (M3)667 . MZ - (_1)667 . MZ - _MZ
Logo, como M? = M — I, entdo M?°%3 = —M? =[] — M].
5) Veja:

1
P?2=14

16

1 00 0 0
PP=|8 1 0 1 0
48 8 1 16 4 1 96 12 1 16 - (1+2+3) 4.3 1

1 0 0 1 0 0 1 0 O
|4 1 0[=]|8 1 0= 4-2 1 0

16 4 1 48 8 1 16-(1+2) 4-2 1

DR o
o9

0 0
96 12 1 16 4 1 160 16 1 16- (1 + 2 + 3+4) 4-4 1

Perceba um padrdo de formac&o nas poténcias de P, que pode ser provado via
Indugéo Finita:

1 0 0 m 10
P"=[ 4n 1 0‘: nn+ 1)
16(1+2+--+n) 4n 1 16.T
Logo, se P1° —Q =1, entdo Q = P1° — [
1

4n 1 0 0 0 0 O

Q= n(n+1) 0 1 0 4 0 0

0 0 1 880 40 O
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6) (Letra E) Analisando as afirmativas:

l. (Verdadeira) Mantendo i fixo, os elementos da linha i sdo dados por
2i-1.1,2i-1.3 2i-1.5 2i-1.7 g 2i-1.9: de outra forma, chamando 2i~1
de k, os elementos sido da forma k, 3k, 5k, 7k e 9k, termos de uma PA de
razdo 2k= 2272 = 21,

Il. (Verdadeira) Mantendo j fixo, os elementos da coluna j sdo dados por
21-1.(2j —1), 2271 (2j = 1), 231+ (2j = 1), 2+ 1. (2j — 1) e 251 . (2j —
1); de outra forma, chamando 2j — 1 de k, os elementos sdo da forma k,
2k, 4k, 8k e 16k, termos de uma PG de razao 2.

.  (Verdadeira) tr(4)=Y>,a;=2°-1+2'-3+22.5+23.7+2%.9=
227, que é primo, pois nao é divisivel por nenhum fator primo menor que

V227 = 15.

7) (Letra A) Essencialmente neste problema queremos resolver a equacado matricial
w = Av, com w = (64,107,29), A a matriz-cédigo e v = (x,y, z). Logo:

2 2 0] rx 2x + 2y = 64 X 18
[107‘ [3 3 1‘ . [yl & {Bx +3y+z=107 & [yl = [14‘ - SOL
1 0 1 x+z=29

8) (Letra E) Montando a matriz 4, temos:
a11 a12] [ -11 (—1)2] _ [—1
a21 az2 (=2)t 22 -2

Existe um dispositivo pratico de calculo de inversa 2 x 2:
e troque os elementos da diagonal principal de posicéo;
e troque o sinal dos elementos da diagonal secundaria
e divida todos os elementos pelo determinante da matriz original

Assim, temos: A"l =] 3

9) Note inicialmente que A é uma matriz simétrica (AT = A) e que B é uma matriz
antissimétrica (BT = —B). Assim, BTA + BAT = —BA+ BA = 0.

10)(Letra E) Para mostrar que uma matriz X é simétrica ou antissimétrica, devemos
encontrar a relagdo entre a transposta de X e a prépria matriz X. Analisando as
afirmativas, usando o fato de que B ¢é simétrica:
l. (Verdadeira) (AB + BAT)T = (AB)" + (BAT)T = BTAT + ABT = BAT +
AB.
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Il. (Verdadeira) ( A+ AT +B)T =AT+ A+BT=AT+A+B
Il. (Verdadeira) (ABAT)T = ABTAT = ABAT

11)

, v 1] 1-1.1 v3-1
x| _ |2 2 [1] 2 _| 2
y' 13 £ 1 V3+1

2 2 | 2 2

[cos 120° —sen 120°] R3 — [cos 180° —sen180°

lsen 120°  cos120° ~ lsen180°  cos180°
seja, a multiplicacdo sucessiva de matrizes R leva a uma composicdo de

rotagdes no mesmo sentido.

b. Veja que R? = ] ou

c. Podemos usar a ideia de matriz de rotagdo neste problema. Dados A =
(0,0) e B =(3,4), o vetor AB é dado por B — A = (3,4). Se girarmos este
vetor 90°, encontraremos o vetor AD = D — A = (a, b). Assim:

o1 =lcensor “corsor I1al =[]

12)(Letra A) Se A e B sdo inversiveis, podemos multiplicar ambos os lados da
equacdo matricial por A7! (a esquerda) e por B~1 (a direita), obtendo:

A'AXBB~! = A"'PB ! & |X = A-1PB~!|

13)Este € um problema cldssico de matrizes, cuja ideia principal é nao tentar
encontrar a inversa de uma matriz. Partindo de B = P"1AP, multiplique ambos os
lados da igualdade por P a esquerda, obtendo:

PB = AP
Como B é a matriz pedida, seja B = [Ccl Z e entdo:
5 alle A= Sk debdie =1 S
at2c=8 bt2d=10

3a+4c=-10° 3b+4d = —10'
solucdes sdo (a,c) = (—26,17) e (b,d) = (—30,20). Portanto:

Assim, temos os sistemas lineares { cujas

B = [ —30
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14)Uma matriz quadrada é dita ortogonal quando sua inversa € igual a sua
transposta, ou de outra forma: AAT = I. Portanto:

0 28 y1[0 a «a 1 0 0
a B -y IZB —B‘=[0 1 o‘
a —p ylly —-v v 0 0 1

4B* + y? 2p% —y? —2B* +vy? 100
Zﬁz—yz a2+ﬁ2+y2 az_ﬁz_yz zl ‘
282 +y? a?—B%2—y% a?+B%+y2

Portanto, obtemos:
2,82 - ]/2
a? = B2 +y2

ol

Comoa?+B%+y?>=1entdoa?+p2+y2=2(B*+y*)=3y*’=1oy=1+

Sendoassimﬁz=%@ﬁ=i§ea2=%@a=ig.

15)
a. Observe a multiplicagcdo AAT:

AAT =|as; az; Q33 Azy Ass||Qy3 Ay3 A3z Qg Ass

Perceba que os elementos b;; da matriz AAT sdo obtidos multiplicando-se
alinhaide A eacolunaide AT, que sdo iguais. Por exemplo, o elemento
by, de AAT serd dado por a?, + a?, + a%; + a?, + a?s. Como AAT = 0, entdo
para que uma soma de quadrados se anule, é necessario e suficiente que
a1 = Q13 = Q43 = Aq4 = a45 = 0. Analogamente para b,,, b33, by, € bss,
concluimos que 4 = 0.

b. BAAT — CAAT = 0 & (BA— CA)AT =0 & (B — C)AAT = 0. Queremos usar

o item anterior a nosso favor. Para tanto, lembre que (AB)T = BTAT. Assim,
multiplique ambos os lados da equacao matricial por (B — C)T:

(B—C)AATB-C)T =0 B-0A-(B-C)A) =0

Pelo item anterior, a igualdade sé é verdadeira se (B — C)A = 0, ou seja, se
BA = CA.



