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áƵůĂ ϭϬ͗ PŝƌąŵŝĚĞƐ Ğ ĐŽŶĞƐ͘

SƵŵĄƌŝŽ

ϭ PŝƌąŵŝĚĞƐ ϰ

ϭ͘ϭ DĞĮŶŝĕĆŽ Ğ ĞůĞŵĞŶƚŽƐ ďĄƐŝĐŽƐ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϰ

ϭ͘Ϯ ãƌĞĂƐ Ğ ǀŽůƵŵĞƐ Ğŵ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϭϭ

ϭ͘ϯ TĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϭϯ

ϭ͘ϰ SſůŝĚŽƐ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ Ğ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϭϳ

Ϯ CŽŶĞƐ ϯϮ

Ϯ͘ϭ DĞĮŶŝĕĆŽ Ğ ĞůĞŵĞŶƚŽƐ ďĄƐŝĐŽƐ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϯϮ

Ϯ͘Ϯ ãƌĞĂƐ Ğ ǀŽůƵŵĞ Ğŵ Ƶŵ ĐŽŶĞ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϯϳ

Ϯ͘ϯ CŽŶĞƐ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ Ğ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϯϴ

Ϯ͘ϰ CŽŶĞ ĚĞ ƌĞǀŽůƵĕĆŽ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϰϭ

Ϯ͘ϱ GáBáRITO ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ͘ ϱϭ

E Ăş ũŽǀĞŵ ĞƐƚƵĚĂŶƚĞ ŐƵĞƌƌĞŝƌŽ Ğ ĨƵƚƵƌŽ ĂƉƌŽǀĂĚŽ ĚĞƐƐĞ BƌĂƐŝů͊ SĂƵĚŽƐŽ ƉĂƌĂ ĐŽŶƟŶƵĂƌ ƐĞƵƐ ĞƐͲ
ƚƵĚŽƐ͍ PŽŝƐ ĞŶƚĆŽ͕ ũŽǀĞŵ͕ ĂƋƵŝ ǀŽĐġ ĞŶĐŽŶƚƌĂƌĄ Ă ŶŽƐƐĂ ƐĞƋƵġŶĐŝĂ ůſŐŝĐĂ ĚĂ ŐĞŽŵĞƚƌŝĂ ĞƐƉĂĐŝĂů͘ EƐͲ
ƚĂƌĞŵŽƐ ǀĞƌƐĂŶĚŽ ŚŽũĞ ĂĐĞƌĐĂ ĚĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ Ğ ĚŽƐ ĐŽŶĞƐ͕ ƐſůŝĚŽƐ ĐŽŵ ĞǆƚƌĞŵĂ ƌĞĐŽƌƌġŶĐŝĂ ŶŽƐ ƐĞƵƐ
ĞǆĂŵĞƐ͘

áŶĂůŝƐĂƌĞŵŽƐ ŽƐ ƐĞƵƐ ĞůĞŵĞŶƚŽƐ ďĄƐŝĐŽƐ͕ ĚĞĮŶŝĕƁĞƐ͕ ŵĠƚƌŝĐĂƐ͕ ĄƌĞĂƐ Ğ ǀŽůƵŵĞƐ͘ TĂŵďĠŵ ĚĂƌĞŵŽƐ
Ƶŵ ĞŶĨŽƋƵĞ ŵĂŝŽƌ ĂĐĞƌĐĂ ĚŽ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ͕ ƐſůŝĚŽ ĐŽŵƉůŝĐĂĚŽ Ğ ĐŚĞŝŽ ĚĞ ŵĠƚƌŝĐĂƐ ƉƌſƉƌŝĂƐ͘

DĞƉŽŝƐ ĚŝƐƐŽ͕ ǀĞƌƐĂƌĞŵŽƐ ƐŽďƌĞ ŽƐ ĐŽŶĞƐ͕ ƐſůŝĚŽƐ ƚĂŵďĠŵĐŚĞŝŽƐ ĚĞŵĠƚƌŝĐĂƐ ƉƌſƉƌŝĂƐ͘ ãƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů͕
ǀŽůƵŵĞ͕ ŵĠƚƌŝĐĂƐ ŝŶƚĞƌŶĂƐ͕ ƉůĂŶŝĮĐĂĕƁĞƐ͕ Ğ ĞƚĐ͘

VĂŵŽƐ ůĄ͕ ĞŶƚĆŽ͕ ũŽǀĞŵ͍ PĂƌƟƵ͊
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DISPONŐVEL CONTEȸDO

Aula 00

Fundamentos da Geometria Plana: elementos primitivos, axiomas e postulados. Ângulos:
deinição, elementos, notaçǤes, unidades de medida, classiicação, ângulos consecutivos,
ângulos adjacentes, bissetriz de um ângulo, ângulos opostos pelo vértice, retas paralelas
cortadas por transversais. Triângulos: deinição, elementos, relaçǤes angulares, condição
de existāncia, classiicação, cevianas, pontos notáveis, base média, congruāncia.

Aula 01
Teorema de Tales, semelhança de triângulos e teorema das bissetrizes. RelaçǤes métri-
cas no triângulo retângulo. Polőgonos: deinição, elementos, nomenclatura, polőgonos
cƬncavos, polőgonos convexos, classiicação, relaçǤes angulares e nȹmero de diagonais.

Aula 02 Quadriláteros notáveis: deinição, elementos, relaçǤes angulares, classiicação, base média
e mediana de Euler.

Aula 03
Polőgonos regulares: Polőgonos regulares inscritos e polőgonos regulares circunscritos. Cir-
cunferāncia: deinição de circunferāncia e de cőrculo, elementos, posiçǤes relativas, ângulos
na circunferāncia, quadriláteros inscritőveis, teorema de Pitot,e potāncia de ponto.

Aula 04 Trigonometria: razǤes trigonométricas no triângulo retângulo, trigonometria num triân-
gulo qualquer (Lei dos senos e dos cossenos)

Aula 05 Circunferāncia trigonométrica, operaçǤes com arcos (adição, subtração e arco duplo) e
funçǤes trigonométricas.

Aula 06 REVISIONAL ESTRATÉGICO

Aula 07 Áreas de iguras planas.

Aula 08 Introdução à Geometria Espacial: poliedros.

Aula 09
Prismas: deinição, elementos, classiicação, planiicação, áreas, volume e casos especiais:
cubos e paralelepőpedos. Cilindros: deinição, elementos, classiicação, planiicação, áreas
e volume.

Aula 10
Pirâmides: deinição, elementos, classiicação, relaçǤes métricas na pirâmide, áreas e
volume. Cones: deinição, elementos, classiicação, relação métricas no cone, áreas e
volume.

Aula 11 Esferas: deinição, elementos, secção esférica, área da superfőcie esférica e volume. Tron-
cos.

Aula 12 REVISIONAL ESTRATÉGICO
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ϭ͘Ϭ P®Ù�Ã®��Ý

ϭ͘ϭ D�¥®Ä®��Ê � �½�Ã�ÄãÊÝ ��Ý®�ÊÝ

UŵĂ ƉĞƋƵĞŶĂ ŝŶƚƵŝĕĆŽ ƐŽďƌĞ Ž ĐŽŶĐĞŝƚŽ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ

IŶŝĐŝĂůŵĞŶƚĞ͕ ƉĂƌĂ ƉŽĚĞƌŵŽƐ ĐŽŶƐƚƌƵŝƌ ƵŵĂƉŝƌąŵŝĚĞĚĞŵŽĚŽ ĨŽƌŵĂů͕ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞ ƵŵƉůĂŶŽ ĞƵŵƉŽŶƚŽ
ŶĆŽͲƉĞƌƚĞŶĐĞŶƚĞ Ă ĞƐƐĞ ƉůĂŶŽ͕ ĐŽŵŽ ĂďĂŝǆŽ͗

áŐŽƌĂ͕ ĚĞƐĞŶŚĞ Ƶŵ ƉŽůşŐŽŶŽ ƋƵĂůƋƵĞƌ ŶĞƐƐĞ ƉůĂŶŽ͗

UŵƉŽůşŐŽŶŽ ƉŽƐƐƵŝ͕ ŶĂƚƵƌĂůŵĞŶƚĞ͕ ǀĠƌƟĐĞƐ͘ O ƋƵĞ ĨĂƌĞŵŽƐ ĂŐŽƌĂ Ġ ĐŽŶĞĐƚĂƌ ĐĂĚĂ ǀĠƌƟĐĞ ĂŽ ƉŽŶƚŽ
ĞǆƚĞƌŶŽ ĂŽ ƉůĂŶŽ͘ VĞũĂŵŽƐ ƵŵĂ ƉƌŝŵĞŝƌĂ ĐŽŶĞǆĆŽ͕ ƉĂƌĂ ƋƵĞ ǀŽĐġ ƚĞŶŚĂ ƵŵĂ ŵĞůŚŽƌ ŝĚĞŝĂ ĚŽ ƋƵĞ
ĨĂƌĞŵŽƐ͗
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CŽŶĞĐƚĞ ĞŶƚĆŽ Ž ƉŽŶƚŽ ĂŽ ƌĞƐƚĂŶƚĞ ĚŽƐ ǀĠƌƟĐĞƐ ĚŽ ƉŽůşŐŽŶŽ͗

á ĮŐƵƌĂ ŽďƟĚĂ ͞ĞŶƚƌĞ͟ Ž ƉůĂŶŽ Ğ Ž ƉŽŶƚŽ͕ Ġ Ž ƋƵĞ ĐŚĂŵĂŵŽƐ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͘ DĞƐƚĂƋƵĞŝ Ă
ƉƌŝąŵŝĚĞ ĐŽŶƐƚƌƵşĚĂ ƉĂƌĂ ƋƵĞ ǀŽĐġ ƉŽƐƐĂ ĞŶǆĞƌŐĄͲůĂ ŵĞůŚŽƌ͕ ǀĞũĂ͗
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VĞũĂ Ă ƐĞŐƵŝƌ ĂůŐƵŶƐ ĞǆĞŵƉůŽƐ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ͗

á ŝŶƚƵŝĕĆŽ ĐŽƌƌĞƚĂ ƉĂƌĂ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ Ġ ĞƐƐĞ ĂƐƉĞĐƚŽ ƉŽŶƟĂŐƵĚŽ ƋƵĞ ĞůĂƐ ƉŽƐƐƵĞŵ͘ UŵĂ ƉŽŶƚĂ ƋƵĞ
ƐĞ ĐŽŶĞĐƚĂ Ă ƚŽĚŽƐ ŽƐ ǀĠƌƟĐĞƐ ĚĞ Ƶŵ ƉŽůşŐŽŶŽ ƉůĂŶŽ ƋƵĂůƋƵĞƌ͘

áŽ ůĂĚŽ ƉŽĚĞŵŽƐ ǀĞƌ ĂƐ PŝƌąŵŝĚĞƐ ĚŽ
EŐŝƚŽ͘ áƉƌŽǀĞŝƚĞ ƉĂƌĂ ƚĞŶƚĂƌ ǀŝƐƵĂůŝǌĄͲůĂƐ
ĚĞ ĂĐŽƌĚŽ ĐŽŵĂĚĞĮŶŝĕĆŽ ĨŽƌŵĂů ĚĞ ĐŽŶƐͲ
ƚƌƵĕĆŽ ƋƵĞ ĂĐĂďĞŝ ĚĞ ƚĞ ĚĂƌ͘ CŽŶƐĞŐƵĞ
ǀġͲůĂƐ ĚĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͍ IŵĂŐŝŶĞ Ž ƐŽůŽ ĐŽŵŽ
Ž ƉůĂŶŽ ƋƵĞ ƚĞ ĂƉƌĞƐĞŶƚĞŝ Ğ ƐĞƵƐ ƚŽƉŽƐ
ĐŽŵŽ Ž ǀĠƌƟĐĞ ĨŽƌĂ ĚŽ ƉůĂŶŽ͘ UƐĞ ƐƵĂ
ŝŵĂŐŝŶĂĕĆŽ Ğ ƚĞŶƚĞ ǀŝƐƵĂůŝǌĂƌ ĞƐƐĂƐ ĐŽŶƐͲ
ƚƌƵĕƁĞƐ ĚĞ ĂĐŽƌĚŽ ĐŽŵ Ă ŶŽƐƐĂ ƉĂĚƌŽŶŝͲ
ǌĂĕĆŽ͊ IƐƐŽ ĂũƵĚĂƌĄ ŶĂ ƐƵĂ ǀŝƐĆŽ ĞƐƉĂĐŝĂů

Ğ ŶĂ ƉƌŽƉŽƌĕĆŽ Ğŵ ƋƵĞ Ă ƐƵĂ ŵĞŶƚĞ Ă ŝŵĂŐŝŶĂ͘ BŽŵ͕ ǀĂŵŽƐ ĐŽŶƟŶƵĂƌ ĞŶƚĆŽ͘
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EůĞŵĞŶƚŽƐ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ

OďƐĞƌǀĞ Ă ƉŝƌąŵŝĚĞ ĂďĂŝǆŽ͘

NĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĚĞƐƚĂƋƵĞŝ ĂůŐƵŶƐ ĞůĞŵĞŶƚŽƐ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞƐ ƋƵĞ ŶŽƐ ƐĞƌĆŽ ŵƵŝƚŽ ƷƚĞŝƐ ŶŽ ĚĞĐŽƌƌĞƌ
ĚĞ ŶŽƐƐŽƐ ĞƐƚƵĚŽƐ͘ VĂŵŽƐ ůĄ͕ ĞŶƚĆŽ͕ ĨĂůĂƌ Ƶŵ ƉŽƵĐŽ ƐŽďƌĞ ĞƐƐĞƐ ĞůĞŵĞŶƚŽƐ͗

ͻ VĠƌƟĐĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͗ Ġ Ž ƉŽŶƚŽ V ͕ ƉŽŶƚŽ ĞǆƚĞƌŶŽ ĂŽ ƉůĂŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ ƋƵĞ ƐĞ ĐŽŶĞĐƚĂ Ă ƚŽĚŽƐ ŽƐ
ƐĞƵƐ ŽƵƚƌŽƐ ǀĠƌƟĐĞƐ͖

ͻ áƌĞƐƚĂƐ ůĂƚĞƌĂŝƐ͗ SĆŽ ĂƐ ůŝŶŚĂƐ ƋƵĞ ĐŽŶĞĐƚĂŵ Ž ǀĠƌƟĐĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĂŽƐ ǀĠƌƟĐĞƐ ĚĞ ƐƵĂ ďĂƐĞ͘ Eŵ
ŶŽƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĚĞ ĞǆĞŵƉůŽ ƐĆŽ ŽƐ ƐĞŐŵĞŶƚŽƐ VA,VB,VC,VD,VE Ğ VF͖

ͻ áůƚƵƌĂ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͗ É Ă ĚŝƐƚąŶĐŝĂ ĚŽ ǀĠƌƟĐĞ ĂŽ ƉůĂŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘ Eŵ ŶŽƐƐĂ ĮŐƵƌĂ͕ Ġ ŝĚĞŶƟĮĐĂĚĂ
ƉĞůŽ ƐĞŐŵĞŶƚŽAO͘

ͻ áƌĞƐƚĂƐ ĚĂ ďĂƐĞ͗ SĆŽ ŽƐ ƐĞŐŵĞŶƚŽƐ ƋƵĞ ĐŽŶƐƚƌŽĞŵ Ž ƉŽůşŐŽŶŽ ĐŽŶƟĚŽ ŶŽ ƉůĂŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘ NŽ
ŶŽƐƐŽ ĞǆĞŵƉůŽ͕ ƐĆŽ ŽƐ ƐĞŐŵĞŶƚŽƐ͗ AB,BC,CD,DE,EF ĞAF͘

ͻ áƉſƚĞŵĂϭ ĚĂ ďĂƐĞ͗ NĞŵ ƚŽĚĂƐ ĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƉŽƐƐƵĞŵ ĂƉſƚĞŵĂ ĚĂ ďĂƐĞ͕ ĂƉĞŶĂƐ ƋƵĂŶĚŽ ƐĆŽ
ƌĞŐƵůĂƌĞƐ ;ǀĞƌĞŵŽƐ ƐŽďƌĞ ĂƐ ĐůĂƐƐŝĮĐĂĕƁĞƐ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ĚĂƋƵŝ Ă ƉŽƵƋƵŝŶŚŽͿ͘ QƵĂŶĚŽ ƵŵĂ ƉŝͲ
ƌąŵŝĚĞ Ġ ƌĞŐƵůĂƌ͕ ĐŚĂŵĂŵŽƐ ĚĞ ĂƉſƚĞŵĂ ĚĂ ďĂƐĞ Ž ƐĞŐŵĞŶƚŽ ƋƵĞ ƵŶĞ Ž ĐĞŶƚƌŽ ĚŽ ƉŽůşŐŽŶŽ ĚĂ

ϭEƐƐĞ ĐŽŶĐĞŝƚŽ ĨŽŝ ĞƐƚƵĚĂĚŽ Ğŵ ŶŽƐƐĂ ĂƵůĂ ĚĞ ĐşƌĐƵůŽƐ͖ ŶĆŽ ƐĞ ĞƐƋƵĞĕĂ ĚĞ ƌĞƚŽƌŶĂƌ ůĄ Ğ ĚĂƌ ƵŵĂ ŽůŚĂĚĂ ĐĂƐŽ ƚĞŶŚĂƐ ĚƷǀŝĚĂƐ
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ďĂƐĞ ĂŽ ƉŽŶƚŽ ŵĠĚŝŽ ĚĞ ƵŵĂ ĚĂƐ ĂƌĞƐƚĂƐ ĚĂ ďĂƐĞ ;Ƶŵ ĞǆĞŵƉůŽ Ġ Ž ƐĞŐŵĞŶƚŽ ĂǌƵůͲĞƐĐƵƌŽ ĚĂ
ĮŐƵƌĂ ĚĞ ĞǆĞŵƉůŽͿ͘

ͻ áƉſƚĞŵĂ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͗ O ĂƉſƚĞŵĂ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ ƉƌĞƐĞŶƚĞ ĂƉĞŶĂƐ ĞŵƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞƚĂƐ Ğ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ͕
Ġ Ž ƐĞŐŵĞŶƚŽ ƋƵĞ ƵŶĞ Ž ƐĞƵ ǀĠƌƟĐĞ ĂŽ ƉŽŶƚŽ ŵĠĚŝŽ ĚĞ ƵŵĂ ĚĂƐ ĂƌĞƐƚĂƐ ĚĂ ďĂƐĞ͘ Uŵ ĞǆĞŵƉůŽ Ġ
Ž ƐĞŐŵĞŶƚŽ ǀĞƌŵĞůŚŽ ƋƵĞ ƉŽĚĞŵŽƐ ĞŶǆĞƌŐĂƌ ŶĂ ĮŐƵƌĂ͕ ĚĞ ŵĞĚŝĚĂ n͘

ͻ RĂŝŽ ĐŝƌĐƵŶƐĐƌŝƚŽ ă ďĂƐĞϮ͗ É Ž ƌĂŝŽ ĚŽ ĐşƌĐƵůŽ ƋƵĞ ĐŝƌĐƵŶƐĐƌĞǀĞ Ă ďĂƐĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͘ EƐƐĞ ĞůĞŵĞŶƚŽ
ĞƐƚĄ ƉƌĞƐĞŶƚĞ ƚĂŵďĠŵ ĂƉĞŶĂƐ Ğŵ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ͘

CůĂƐƐŝĮĐĂĕƁĞƐ ĚĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ

áůŐŽ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞ ĂĐĞƌĐĂ ĚĂ ĂůƚƵƌĂ Ġ ƋƵĞ ŶĞŵ ƐĞŵƉƌĞ ĞůĂ ƐĞƌĄ ƉƌŽũĞƚĂĚĂ ŶŽ ŝŶƚĞƌŝŽƌ ĚĂ ďĂƐĞ͘ OďƐĞƌǀĞ
Ă ĮŐƵƌĂ ĂďĂŝǆŽ͗

PŽĚĞŵŽƐ ǀĞƌ ĂŽ ůĂĚŽ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ Ğŵ ƋƵĞ
Ă ĂůƚƵƌĂ Ġ͕ ĚĞ ĨĂƚŽ ƉƌŽũĞƚĂĚĂ ŶŽ ĐĞŶƚƌŽ ŐĞŽŵĠͲ
ƚƌŝĐŽ ĚŽ ƉŽůşŐŽŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘ QƵĂŶĚŽ ŝƐƐŽ ĂĐŽŶͲ
ƚĞĐĞ͕ Ă ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ ĚŝƚĂ ƵŵĂ ƉŝƌĂŵŝĚĞ ƌĞƚĂ͘

áƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞƚĂƐ ƐĆŽ ŵƵŝƚŽ ŵĂŝƐ ĐŽŵƵŶƐ
Ğŵ ĞǆĞƌĐşĐŝŽƐ ĚŽ ƋƵĞ ĂƐ ŶĆŽͲƌĞƚĂƐ ;ƋƵĞ ǀĞƌĞͲ
ŵŽƐ Ğŵ ƐĞŐƵŝĚĂͿ͕ ŵĂƐ ŝƐƐŽ ŶĆŽ ŝŵƉĞĚĞ ƋƵĞ ĂƐ
ŝŶĐŽŵƵŶƐ ŶĆŽ ǀĞƌƐĞŵ Ğŵ ƐĞƵ ĐŽŶĐƵƌƐŽ͘ BŽŵ͕
ǀĂŵŽƐ ĚĂƌ ƵŵĂ ŽůŚĂĚĂ Ğŵ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĞ
ŶĆŽ ƐĞũĂ ƌĞƚĂ͘ TƵĚŽ ďĞŵ ĂƚĠ ĂƋƵŝ͕ ũŽǀĞŵ͍ EŶͲ

ƚĆŽ͕ ǀĂŵŽƐ ůĄ ;ŶĆŽ ƐĞ ĞƐƋƵĞĕĂ ĚĞ ƌĞǀŝƐĂƌ ƚƵĚŽ ĂƋƵŝůŽ ƋƵĞ ŶĆŽ ƚĞŶŚĂ ĮĐĂĚŽ ĐůĂƌŽ͕ ũŽǀĞŵ͖ ŝƐƐŽ Ġ ŵƵŝƚŽ͕
ŵƵŝƚŽ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞͿ͘

áŽ ůĂĚŽ ƉŽĚĞŵŽƐ ǀĞƌ Ƶŵ ŽƵƚƌŽ ƟƉŽ ĚĞ ƉŝͲ
ƌąŵŝĚĞ͗ ĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ŽďůşƋƵĂƐ͘ OďƐĞƌǀĞ ƋƵĞ
Ă ƐƵĂ ĂůƚƵƌĂ ŶĆŽ ƐĞ ƉƌŽũĞƚĂ ŶŽ ĐĞŶƚƌŽ ĚŽ ƉŽůşͲ
ŐŽŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘ EůĂ ŶĆŽ ƉƌĞĐŝƐĂ ŶĞĐĞƐƐĂƌŝĂŵĞŶƚĞ
ƐĞ ƉƌŽũĞƚĂƌ ĨŽƌĂ ĚĂ ďĂƐĞ͕ ďĂƐƚĂ ƋƵĞ ŶĆŽ ƐĞũĂ ŶŽ
ĐĞŶƚƌŽ ĚŽ ƉŽůşŐŽŶŽ ;ĐŽŶĚŝĕĆŽ ŶĞĐĞƐƐĄƌŝĂ Ğ ƐƵĮͲ
ĐŝĞŶƚĞ ƉĂƌĂ ƐĞƌ ŽďůşƋƵĂͿ͘

Uŵ ĨĂƚŽƌ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞ͗ Ğŵ ŐĞƌĂů͕ ĂƐ ůŝƚĞƌĂƚƵͲ
ƌĂƐ ĚĞ ŵĂƚĞŵĄƟĐĂ ŶĆŽ ĂĚŵŝƚĞŵ ĂƉſƚĞŵĂ ĚĞ

ƉŝƌąŵŝĚĞ ƉĂƌĂ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ŽďůşƋƵĂƐ͕ ůĞŵďƌĞͲƐĞ ĚŝƐƐŽ͘ BŽŵ͕ ĂŐŽƌĂ ǀĂŵŽƐ ăƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ͘
ϮCŽŶĐĞŝƚŽ ƚĂŵďĠŵ ĂŶĂůŝƐĂĚŽ ŶĂ ĂƵůĂ ĚĞ CşƌĐƵůŽƐ͘
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UŵĂƉŝƌąŵŝĚĞ ƐĞƌĄ ĚŝƚĂ ƌĞŐƵůĂƌ ƋƵĂŶĚŽ Ž ƐĞƵ ƉŽůşŐŽŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĨŽƌ ƌĞŐƵůĂƌϯ͘ áƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ
ƐĆŽ͕ ũƵŶƚŽ ĐŽŵ ĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞƚĂƐ͕ ĂƐ ŵĂŝƐ ĐŽŵƵŶƐ ŶŽƐ ĐŽŶĐƵƌƐŽƐ ŵŝůŝƚĂƌĞƐ͘ á ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĞ ǀŝŵŽƐ ŚĄ
ĂůŐƵŵĂƐ ƉĄŐŝŶĂƐ Ġ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƌĞŐƵůĂƌ͕ ǀĞũĂ͗

NĆŽ ĞƐƚŽƵ Ă ƌĞĚĞƐĞŶŚĂŶĚŽ ĂƋƵŝ ƐŝŵƉůĞƐŵĞŶƚĞ ƉĂƌĂ ƌĞůĞŵďƌĄͲůŽ ĚĞ ƐƵĂ ƌĞŐƵůĂƌŝĚĂĚĞ͕ ũŽǀĞŵ͘ É
ƉŽƌƋƵĞ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞƚĂƐ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ ƚġŵ ĂůŐƵŵĂƐ ŵĠƚƌŝĐĂƐ ƷƚĞŝƐ ƋƵĞ ĞŶƵŶĐŝĂƌĞŝ ĂƋƵŝ͘

PĂƌĂ Ă ƉƌŝŵĞŝƌĂ͕ ƉƌĞĐŝƐŽ ƋƵĞ ŽůŚĞƐ ƉĂƌĂ Ž ƚƌŝąŶŐƵůŽ VMB͘ SĂďĞŵŽƐ ƋƵĞ VM Ġ Ƶŵ ĂƉſƚĞŵĂ ĚĞƐƐĂ
ƉŝƌąŵŝĚĞ͘ EŶƚĆŽ͕ M Ġ ƉŽŶƚŽ ŵĠĚŝŽ ĚĞ AB͕ ŝƐƚŽ Ġ͕ VM Ġ ƵŵĂ ŵĞĚŝĂŶĂ ĚĞ △VAB͘ PŽƌĠŵ͕ ǀĞũĂ ƋƵĞ
Ž ƚƌŝąŶŐƵůŽ VAB Ġ ŝƐſƐĐĞůĞƐ ;ƉŽŝƐ Ă ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ ƌĞƚĂ Ğ ƌĞŐƵůĂƌͿ͘ EŶƚĆŽ͕ ĐŽŵŽ VM Ġ ŵĞĚŝĂŶĂ͕ ƚĂŵďĠŵ
ƐĞƌĄ ĂůƚƵƌĂ Ğ ďŝƐƐĞƚƌŝǌ ;ĐŽŶĐĞŝƚŽƐ ǀŝƐƚŽƐ Ğŵ ŶŽƐƐĂ ƉƌŝŵĞŝƌĂ ĂƵůĂ ĚĞ ŐĞŽŵĞƚƌŝĂ ƉůĂŶĂͿ͘ DĂş͕ Ž ƚƌŝąŶŐƵůŽ
VMB Ġ ƌĞƚąŶŐƵůŽ͕ ƉŽŝƐ∠VMB = 90◦͘ PŽĚĞŵŽƐ ĞŶƚĆŽ ƵƟůŝǌĂƌ Ž TĞŽƌĞŵĂĚĞ PŝƚĄŐŽƌĂƐ ŶĞƐƐĞ ƚƌŝąŶŐƵůŽ
ƉĂƌĂ ĐŚĞŐĂƌ ă ƐĞŐƵŝŶƚĞ ĞƋƵĂĕĆŽ͗ VB2 = VM2 +MB2͕ ŽƵ ƐĞũĂ͗

ℓ2 = n2 +

(

b

2

)2

.

ϯO ĐŽŶĐĞŝƚŽ ĚĞ ƉŽůşŐŽŶŽƐ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ ƚĂŵďĠŵ ũĄ ĨŽŝ ǀŝƐƚŽ͖ ĨŽŝ ǀŝƐƚŽ ƉŽĞůĂ ƉƌŝŵĞŝƌĂ ǀĞƌ ŶĂ ĂƵůĂ ĚĞ PŽůşŐŽŶŽƐ Ğ ƉĞůĂ ƐĞŐƵŶĚĂ ǀĞǌ ŶĂ ĂƵůĂ ĚĞ CşƌĐƵůŽƐ͕ ĂŽŶĚĞ ĨŽƌĂŵ
ĞƐƚƵĚĂĚŽƐ ĚĞ Ƶŵ ƉŽŶƚŽ ĚĞ ǀŝƐƚĂ ŵĠƚƌŝĐŽ͘
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O ƉƌſǆŝŵŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽ Ă ƐĞƌ ŶŽƚĂĚŽ Ġ Ž ƚƌŝąŶŐƵůŽ ƌĞƚąŶŐƵůŽ VMO͕ ƌĞƚŽ ĞŵO͘ áƉůŝĐĂŶĚŽ Ž TĞŽƌĞŵĂ
ĚĞ PŝƚĄŐŽƌĂƐ ŶĞƐƐĞ ƚƌŝąŶŐƵůŽ͕ ŽďƚĞŵŽƐ͗

n2 = m2 + h2.

FŝŶĂůŵĞŶƚĞ͕ ƉĞƌĐĞďĂ Ž ƚƌŝąŶŐƵůŽ ƌĞƚąŶŐƵůŽ VCO͕ ƚĂŵďĠŵ ƌĞƚŽ ĞŵO͘ áƉůŝĐĂŶĚŽ ŶŽǀĂŵĞŶƚĞ Ž TĞŽͲ
ƌĞŵĂ ĚĞ PŝƚĄŐŽƌĂƐ͕ ƚĞŵŽƐ͗

ℓ2 = h2 + R2.

DĞ ĨŽƌŵĂ ĂůŐƵŵĂ͕ ĐŽƌƵũĂ͊ NĆŽ͕ ŶĆŽ Ğ ŶĆŽ͘ ĞƐͲ
ƐĂƐ ĞǆƉƌĞƐƐƁĞƐ ĞƐƚĆŽ ĂƋƵŝ ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂĚĂƐ ƉĂƌĂ ƋƵĞ
ǀŽĐġ ƐĂŝďĂ ƋƵĞ ĞǆŝƐƚĂŵ Ğ ƉĂƌĂ ƋƵĞ ǀŽĐġ ƚĞŶŚĂ
ĂƵƚŽŶŽŵŝĂ ƉĂƌĂ Ă ĐŽŶƐƚƌƵĕĆŽ ĚŽƐ ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ ƉŽƌ
ĐŽŶƚĂ ƉƌſƉƌŝĂ͕ ƚƵĚŽďĞŵ͍ NĂĚĂĚĞĮĐĂƌ ĚĞĐŽƌĂŶĚŽ
ĞƐƐĂƐ ĨſƌŵƵůĂƐ ĞƐƉĂƌƐĂƐ͕ ǀŽĐġ ǀĂŝ ĂĐĂďĂƌ ƐĞ ĐŽŶͲ
ĨƵŶĚŝŶĚŽ͘ O ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞ͕ ĐŽŵŽ ĚŝƐƐĞ͕ Ġ ƋƵĞ ǀŽĐġ

ƐĂŝďĂ ĐŽŶƐƚƌƵŝƌ ŽƐ ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ͘ EƐƐĞ Ġ Ž ǀĞƌĚĂĚĞŝƌŽ ŽƵƌŽ ĚĞƐƐĂ ƚĞŽƌŝĂ͕ ƚƵĚŽ ďĞŵ͕ ĐŽƌƵũĂ͍ TƵĚŽ ďĞŵ͕
ũŽǀĞŵ ĞƐƚƵĚĂŶƚĞ͍ EŶƚĆŽ͕ ǀĂŵŽƐ ůĄ͕ ĐŽŶƟŶƵĂŶĚŽ͊

NŽŵĞŶĐůĂƚƵƌĂƐ

UŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ ŶŽŵĞĂĚĂ ƋƵĂŶƚŽ ĂŽ ŐġŶĞƌŽ ĚŽ ƉŽůşŐŽŶŽ ĚĞ ƐƵĂ ďĂƐĞ͘ EŶƚĆŽ͕ ƐĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƉŽƐƐƵŝ
Ƶŵ ƉĞŶƚĄŐŽŶŽ ĐŽŵŽ ƉŽůşŐŽŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ͕ ĚŝƌĞŵŽƐ ƋƵĞ ƐĞ ƚƌĂƚĂ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƉĞŶƚĂŐŽŶĂů͘ SĞ Ž
ƉŽůşŐŽŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ ƟǀĞƌ ƐĞŝƐ ůĂĚŽƐ͕ ĚŝƌĞŵŽƐ ƋƵĞ ƐĞ ƚƌĂƚĂ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŚĞǆĂŐŽŶĂů͘

Uŵ ĚĞƚĂůŚĞ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞ͗ Ž ŶƷŵĞƌŽ ĚĞ ĨĂĐĞƐ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ ƐĞŵƉƌĞ ƵŵĂ ƵŶŝĚĂĚĞ ƐƵƉĞƌŝŽƌ ă
ƐƵĂ ĐůĂƐƐŝĮĐĂĕĆŽ͘ UŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŚĞǆĂŐŽŶĂů͕ ƉŽƌ ĞǆĞŵƉůŽ͕ ƚĞŵ ƐĞƚĞ ĨĂĐĞƐ͕ ŵĞƐŵŽ ƋƵĞ ƐĞƵ ƉŽůşŐŽŶŽ
ĚĂ ďĂƐĞ ƚĞŶŚĂ ĂƉĞŶĂƐ ƐĞŝƐ͘ TƵĚŽ ďĞŵ͕ ũŽǀĞŵ͍

ϭϬ
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ϭ͘Ϯ ãÙ��Ý � òÊ½çÃ�Ý �Ã çÃ� Ö®Ù�Ã®��

ãƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂůƋƵĞƌ

CŽŶƐŝĚĞƌĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂůƋƵĞƌ͕ ĐŽŵŽ Ă ĂďĂŝǆŽ͗

QƵĂůƋƵĞƌ ĨĂĐĞ ƋƵĞ ŶĆŽ ƐĞũĂ Ă ďĂƐĞ Ġ ĐŚĂŵĂĚĂ ĚĞ ƵŵĂ ĨĂĐĞ ůĂƚĞƌĂů͘ VĞũĂ ĂďĂŝǆŽ ƵŵĂ ĚĂƐ ĨĂĐĞƐ
ůĂƚĞƌĂŝƐ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĂĐŝŵĂ ĚĞƐƚĂĐĂĚĂ͗

á ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů Sℓ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƐĞƌĄ Ă ƐŽŵĂ ĚĞ ƚŽĚĂƐ ĂƐ ƐƵĂƐ ĨĂĐĞƐ ůĂƚĞƌĂŝƐ͘

ϭϭ
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ãƌĞĂ ƚŽƚĂů

á ĄƌĞĂ ƚŽƚĂů ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ;ŝĚĞŶƟĮĐĂĚĂ ƉŽƌ StͿ Ġ Ă ƐŽŵĂ ĚĞ ƐƵĂ ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĐŽŵ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ͘
áůŐĞďƌŝĐĂŵĞŶƚĞ͕ ƚĞŵŽƐ͗

St = Sℓ + Sb.

VŽůƵŵĞ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ

CŽŶƐŝĚĞƌĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĐƵũĂ ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ƐĞũĂ Sb Ğ ĐƵũĂ ĂůƚƵƌĂ ƐĞũĂh͘ SĞƵ ǀŽůƵŵĞ ƉŽĚĞ ƐĞƌ ĐĂůĐƵůĂĚŽ
ĚĂ ƐĞŐƵŝŶƚĞ ĨŽƌŵĂ͗

V =
Sb · h
3

.

PŽĚĞŵŽƐ ĚŝǌĞƌ ĞŶƚĆŽ ƋƵĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƉŽƐƐƵŝ Ƶŵ ƚĞƌĕŽ ĚŽ ǀŽůƵŵĞ ĚĞ Ƶŵ ƉƌŝƐŵĂ͕ ďĂƐĞĂŶĚŽͲŶŽƐ
ŶĂ ĨſƌŵƵůĂ ĚĞ ǀŽůƵŵĞ ƋƵĞ ĂƉƌĞŶĚĞŵŽƐ ŶĂ ŶŽƐƐĂ ƷůƟŵĂ ĂƵůĂ͘

ϭϮ
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ϭ͘ϯ T�ãÙ���ÙÊ Ù�¦ç½�Ù

ãƌĞĂ ƚŽƚĂů

CŽŶƐŝĚĞƌĞ Ž ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ Ă ƐĞŐƵŝƌ͗

JĄ ƚƌĂĐĞŝ Ğŵ ƐĞƵ ŝŶƚĞƌŝŽƌ ĂůŐƵŶƐ ƐĞŐŵĞŶƚŽƐ ƋƵĞ ŶŽƐ ƐĞƌĆŽ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞƐ ŶŽ ĚĞĐŽƌƌĞƌ ĚĂƐ ĚĞŵŽŶƐƚƌĂͲ
ĕƁĞƐ ƋƵĞ ĨĂƌĞŵŽƐ Ă ƐĞŐƵŝƌ͘ EƐƚĂƌĞŝ ƌĞĐŽƌƌĞŶĚŽ ĐŽŶƟŶƵĂŵĞŶƚĞ Ă ĞƐƐĂ ĮŐƵƌĂ͕ ĞŶƚĆŽ͕ ƚĞŶŚĂͲĂ ĞŶƚĞŶĚŝĚŽ
ďĞŵ͘

CŽŵĞĕĂƌĞŝ ĨĂůĂŶĚŽ ƐŽďƌĞ Ă ƐƵĂ ĄƌĞĂ ƚŽƚĂů͕ ƋƵĞ ŶĂĚĂ ŵĂŝƐ Ġ ƋƵĞ Ă ƐŽŵĂ ĚĂƐ ĄƌĞĂƐ ĚĞ ƋƵĂƚƌŽ ƚƌŝąŶͲ
ŐƵůŽƐ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽƐ͕ ĐŽƌƌĞƚŽ͍ DĞǀĞŵŽƐ ĂƋƵŝ ŶŽƐ ůĞŵďƌĂƌ ĚĞ ƋƵĞ Ă ĄƌĞĂ ĚĞ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ĚĞ
ůĂĚŽ ℓ ƉŽĚĞ ƐĞƌ ĐĂůĐƵůĂĚĂ ĚĂ ƐĞŐƵŝŶƚĞ ĨŽƌŵĂ͗

A =
ℓ2
√
3

4
.

CŽŵŽ ƐĞ ƚƌĂƚĂŵ ĚĞ 4 ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽƐ͕ ƚĞŵŽƐ ƵŵĂ ĄƌĞĂ ƚŽƚĂů ĚĞ St = 4 · ℓ
2
√
3

4
͕ ŝƐƚŽ Ġ͗

St = ℓ2
√
3.

ϭϯ
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áƉſƚĞŵĂ Ğ ĂůƚƵƌĂ ĚŽ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ

CĂůĐƵůĂƌ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ ƉŽĚĞ ƐĞƌ Ƶŵ ĚĞƐĂĮŽ ƉĂƌĂ ƋƵĞŵ ŶĆŽ ĞƐƚĄ ĂĐŽƐƚƵŵĂĚŽ ĐŽŵ
ŐĞŽŵĞƚƌŝĂ ĞƐƉĂĐŝĂů͘ VĂŵŽƐ ůĄ͕ ĐŽŵ ĐĂůŵĂ͕ Ğ ƐĞŵƉƌĞ ƌĞŵĞƚĞŶĚŽ ăƋƵĞůĂ ĮŐƵƌĂ ŝŶŝĐŝĂů ĚĞƐƐĂ ƐĞĕĆŽ ƐŽďƌĞ
ƚĞƚƌĂĞĚƌŽƐ͘ SŝŐĂŵŽƐ͘

Eŵ ƉƌŝŵĞŝƌŽ ůƵŐĂƌ͕ ǀĞũĂ ƋƵĞ VM Ġ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ VAB͘ SĂďĞŵŽƐ ƋƵĞ Ƶŵ ƚƌŝąŶͲ

ŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ĚĞ ůĂĚŽ ℓ ƉŽƐƐƵŝ ĂůƚƵƌĂ ℓ
√
3

2
;ƋƵĞ ŶĞƐƐĞ ĐĂƐŽ͕ ĂůĠŵ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ ĚŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͕

ƚĂŵďĠŵ Ġ Ž ĂƉſƚĞŵĂ ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ ĐŽŶƐĞŐƵĞ ǀĞƌ ŝƐƐŽ͕ ũŽǀĞŵ͍Ϳ͖ ĚĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ĐŽŶĐůƵŝƌ

ƋƵĞ VM = n =
ℓ
√
3

2
͘

áŐŽƌĂ͕ ŽďƐĞƌǀĞ Ž ƚƌŝąŶŐƵůŽ BGM͕ ƋƵĞ ŶĂ ĮŐƵƌĂ ĞƐƚĄ ĚĞŝƚĂĚŽ ŶŽ ĐŚĆŽ ;ĐŽŶƟĚŽ ŶĂ ďĂƐĞͿ͘ PŽĚĞŵŽƐ
ŶŽƐ ƵƟůŝǌĂƌ ĚĞ ƚƌŝŐŽŶŽŵĞƚƌŝĂ ƉĂƌĂ ĐŽŶĐůƵŝƌ Ž ƐĞŐƵŝŶƚĞ͗

ƚŐ 30◦ = m
ℓ
2√

3

3
=

2m

ℓ

6m = ℓ
√
3

m =
ℓ
√
3

6
.

CĂůĐƵůĂŵŽƐ ĞŶƚĆŽ Ž ĂƉſƚĞŵĂ ĚĂ ďĂƐĞ͗

m =
ℓ
√
3

6
.

áŐŽƌĂ͕ ƉĂƌĂ ĞŶĐŽŶƚƌĂƌŵŽƐ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚŽ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ͕ ďĂƐƚĂ ĂƉůŝĐĂƌ Ž TĞŽƌĞŵĂ ĚĞ PŝƚĄŐŽƌĂƐ ŶŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽ
VMG͕ ƌĞƚŽ ĞŵG͗

VM2 = VG2 +GM2

n2 = h2 +m2

h2 = n2 −m2

h2 =

(

ℓ
√
3

2

)2

−

(

ℓ
√
3

6

)2

h2 =
ℓ2 · 3
4

−
ℓ2 · 3
36

ϭϰ
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h2 =
27ℓ2 − 3ℓ2

36

h2 =
24ℓ2

36

h2 =
6ℓ2

9

h =

√

6ℓ2

9
.

E ĚĂş͕ ƚĞŵŽƐ ƋƵĞ͗

h =
ℓ
√
6

3
.

VŽůƵŵĞ

VŝƐƚŽ ƋƵĞ Ă ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ Ġ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ĐŽŶĐůƵŝƌ ƋƵĞ Ă ĄƌĞĂ ĚĞ

ƐƵĂ ƉŽĚĞ ƐĞƌ ĐĂůĐƵůĂĚĂ ƉŽƌ Sb =
ℓ2
√
3

4
͕ ĄƌĞĂ ĚĞ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͘ JĄ ǀŝŵŽƐ ƚĂŵďĠŵ ƋƵĞ Ă

ĂůƚƵƌĂ h ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƉŽĚĞ ƐĞƌ ĐĂůĐƵůĂĚĂ ƉŽƌ h =
ℓ
√
6

3
͘ DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ƚĞƌĞŵŽƐ͗

V =
Sb · h
3

=

ℓ2
√
3

4
· ℓ

√
6

3
3

=

ℓ3
√
18

12
3

=
ℓ3
√
18

36

=
ℓ3
√
2

12

DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ĐŽŶĐůƵşŵŽƐ ƋƵĞ͗

V =
ℓ3
√
2

12
.

ϭϱ
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ÂŶŐƵůŽ ĞŶƚƌĞ ĚƵĂƐ ĨĂĐĞƐ

SĞ ĂůŐƵŵĂ ƋƵĞƐƚĆŽ Ğŵ ĂůŐƵŵ ŵŽŵĞŶƚŽ ůŚĞ ƉĞƌŐƵŶƚĂƌ Ž ąŶŐƵůŽ ĞŶƚƌĞ ĚƵĂƐ ĨĂĐĞƐϰ ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ͕
ƌĞŵĞƚĂ ĞƐƐĞ ąŶŐƵůŽ ƐĞŵƉƌĞ ĂŽ ąŶŐƵůŽ ∠VMG͘ CŚĂŵĂƌĞŝ ĞƐƐĞ ąŶŐƵůŽ ĚĞ φ͕ ŝƐƚŽ Ġ͕ ∠VMG = φ͘
OďƐĞƌǀĂŶĚŽ Ž ƚƌŝąŶŐƵůŽ VMG͕ ƚĞŵŽƐ͗

ĐŽƐφ =
m

n

ĐŽƐφ =

ℓ
√
3

6
ℓ
√
3

2

ĐŽƐφ =
ℓ
√
3

6
· 2

ℓ
√
3

ĐŽƐφ =
1

3
.

DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ƚĞŵŽƐ ĮŶĂůŵĞŶƚĞ ƋƵĞ͗

φ = ĂƌĐĐŽƐ 1
3
.

ϰEŵ ĂůŐƵŵĂƐ ďŝďůŝŽŐƌĂĮĂƐ ĐŽŶŚĞĐŝĚĂƐ Ğ ĂĚŽƚĂĚĂƐ ĞƐƐĞƐ ąŶŐƵůŽƐ ƐĆŽ ĐŚĂŵĂĚŽƐ ĚĞ ąŶŐƵůŽƐ ĚŝĠĚƌŝĐŽƐ͘

ϭϲ
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ϭ͘ϰ SÌ½®�ÊÝ Ý�Ã�½«�Äã�Ý � ãÙÊÄ�Ê �� Ö®Ù�Ã®��

SſůŝĚŽƐ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ

CŽŶƐŝĚĞƌĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĐŽŵŽ Ă ĂďĂŝǆŽ͕ ĚĞ ĂůƚƵƌĂH͗

áŐŽƌĂ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞ ƵŵĂ ƐĞĐĕĆŽ ƉĂƌĂůĞůĂ ĂŽ ƉůĂŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ͕ ĐŽŵŽ Ă ƐĞŐƵŝƌ͗

PĞƌĐĞďĂ ĞŶƚĆŽ ĨŽƌŵĂ Ğŵ ƋƵĞ Ă ŶŽƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĮĐĂ ĚŝǀŝĚŝĚĂ͘ áŶĂůŝƐĞŵŽƐ ĞƐƐĞ ĐŽƌƚĞ ŵĂŝƐ Ă ĨƵŶĚŽ͗

ϭϳ
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PĞƌĐĞďĞŵŽƐ ƋƵĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŵĞŶŽƌ ƐƵƌŐĞ͕ Ă ƉŝƌąŵŝĚĞ VA ′B ′C ′D ′E ′F ′͕ Ğ ǀĞũĂ ƋƵĞ ĞůĂ ĞƐƚĄ ĐŽŶͲ
ƟĚĂ ŶĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŵĂŝŽƌ͕ Ă ƉŝƌąŵŝĚĞ VABCDEF͘ EƐƐĞ ƟƉŽ ĚĞ ĨŽƌŵĂĕĆŽ ĐŽŶƐƚƌſŝ Ƶŵ ŶŽǀŽ ƟƉŽ ĚĞ ƌĞͲ
ůĂĕĆŽ͗ Ă ƌĞůĂĕĆŽ ĚĞ ƐſůŝĚŽƐ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ͘ PŽĚĞŵŽƐ ĚŝǌĞƌ͕ ŶĞƐƐĂ ĮŐƵƌĂ͕ ƋƵĞ ĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ VABCDEF

Ğ VA ′B ′C ′D ′E ′F ′ ƐĆŽ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ͘

VĂŵŽƐ ĐŽŶƐŝĚĞƌĂƌ ƋƵĞ Ă ĂůƚƵƌĂ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ Ğ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ VABCDEF ƐĞũĂŵ͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͕
H͕ V Ğ Sb͘ CŽŶƐŝĚĞƌĞ ƚĂŵďĠŵ ƋƵĞ Ă ĂůƚƵƌĂ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ Ğ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ VA ′B ′C ′D ′E ′F ′ ƐĞũĂŵ͕

ϭϴ
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ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͕ h͕ V ′ Ğ S ′

b͘ DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ Ġ ƉŽƐƐşǀĞů ĚĞŵŽŶƐƚƌĂƌ ƋƵĞ͗

V

V ′
=

(

H

h

)3

PĂƌĂ ĄƌĞĂƐ͕ ƚĂŵďĠŵ Ġ ƉŽƐƐşǀĞů ĚĞŵŽŶƐƚƌĂƌ ƋƵĞ͗

Sb
S ′

b

=

(

H

h

)2

TƌŽŶĐŽ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞ

NĂ ĮŐƵƌĂ͕ ĂŶƚĞƌŝŽƌ͕ Ž ƚƌŽŶĐŽ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĨŽŝ ũƵƐƚĂŵĞŶƚĞ Ă ƌĞŐŝĆŽ ŝŶĨĞƌŝŽƌ ĂŽ ƉůĂŶŽ ĚĞ ĐŽƌƚĞ͕ ŝƐƚŽ Ġ͕
Ă ƌĞŐŝĆŽ ƋƵĞ ŶĆŽ ĐŽŶƚĠŵ Ž ǀĠƌƟĐĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͘ áďĂŝǆŽ ŶŽƐ ƚĞŵŽƐ Ƶŵ ĞǆĞŵƉůŽ ĚĞ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ͕
ďĂƐĞĂĚŽ ŶĂ ƐĞĐĕĆŽ ĂŶƚĞƌŝŽƌ͗

DĞŵŽŶƐƚƌĂƌĞŝ ĂŐŽƌĂ ĐŽŵŽ ƉŽĚĞŵŽƐ ĚĞƐĞŶǀŽůǀĞƌ Ă ĨſƌŵƵůĂ ƉĂƌĂ Ž ĐĄůĐƵůŽ ĚŽ ǀŽůƵŵĞ ĚŽ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ
ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͘ BŽŵ͕ ǀĂŵŽƐ ůĄ ă ĚĞŵŽŶƐƚƌĂĕĆŽ͘

Eŵ ƉƌŝŵĞŝƌŽ ůƵŐĂƌ͕ ǀĂŵŽƐ Ă ĂůŐƵŵĂƐ ŶŽƚĂĕƁĞƐ͘ Uŵ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƉŽƐƐƵŝ ĚƵĂƐ ďĂƐĞƐ͗ Ă ƐƵͲ
ƉĞƌŝŽƌ Ğ Ă ŝŶĨĞƌŝŽƌ͘ CŚĂŵĂƌĞŝ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ŝŶĨĞƌŝŽƌ ĚĞ B͕ ĞŶƋƵĂŶƚŽ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ƐƵƉĞƌŝŽƌ ƐĞƌĄ
ĐŚĂŵĂĚĂ ĚĞ b͘

UŵĂ ŽƵƚƌĂ ŶŽŵĞŶĐůĂƚƵƌĂ ƋƵĞ ƵƟůŝǌĂƌĞŝ ŶĞƐƐĂ ĚĞŵŽŶƐƚƌĂĕĆŽ ĚĞƉĞŶĚĞ ĚĂ ĨŽƌŵĂĕĆŽ ĚŽ ƚƌŽŶĐŽ ĂŝŶĚĂ
ĞŶƋƵĂŶƚŽ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĐŽŵƉůĞƚĂ͘ NŽƐƐĂ ĮŐƵƌĂ͕ ĂŶƚĞƐ ĚŽ ĐŽƌƚĞ͕ ĞƌĂ ĐŽŵŽ ƐĞŐƵĞ͗
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VĂŵŽƐ ĐŽŶƐŝĚĞƌĂƌ ƋƵĞ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƐƵƉĞƌŝŽƌ ƐĞũĂ V ′͕ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƚŽƚĂů V Ğ ĚŽ ƚƌŽŶĐŽ ĚĂ
ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ VT ͘

DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ĚĞƐĚĞ ũĄ ĚŝǌĞƌ ƋƵĞ͗

B

b
=

(

H

h

)2

.

VĞũĂ ƉŽƌĠŵ ƋƵĞH = h+ h ′͕ ŝƐƚŽ Ġ͕ h = H− h ′͘ LŽŐŽ͗

B

b
=

(

H

H− h ′

)2

.

VĂŵŽƐ ŝƐŽůĂƌH͕ ĂƋƵŝ͕ ƐĞƌĄ ƷƟů ƉŽƐƚĞƌŝŽƌŵĞŶƚĞ͗

B

b
=

(

H

H− h ′

)2

√

B

b
=

√

(

H

H− h ′

)2

√
B√
b
=

H

H− h ′

√
B(H− h ′) =

√
bH

H
√
B−

√
bH = h ′

√
B

ϮϬ
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H(
√
B−

√
b) = h ′

√
B

H =
h ′

√
B√

B−
√
b
.

DĂƋƵŝ Ă ƉŽƵĐŽ ƉƌĞĐŝƐĂƌĞŵŽƐ ƵƟůŝǌĂƌ ĞƐƐĞ H ƋƵĞ ŝƐŽůĂŵŽƐ͘ MĂƐ ĂŐŽƌƚĂ͕ ǀŽůƚĞŵŽƐ ĂŽ ǀŽůƵŵĞ͘ O
ǀŽůƵŵĞ ƋƵĞ ƉƌŽĐƵƌĂŵŽƐ͕ VT ͕ Ġ ƚĂů ƋƵĞ͗

VT = V − V ′.

DĞƐĞŶǀŽůǀĞŶĚŽ ĞƐƐĂ ĞǆƉƌĞƐƐĆŽ ĂůŐĞďƌŝĐĂŵĞŶƚĞ͗

VT = V − V ′

=
B ·H
3

−
b · h
3

=
B ·H
3

−
b · (H− h ′)

3

=
B ·H− b · (H− h ′)

3

=
B ·H− b ·H+ b · h ′

3

=
(B− b) ·H+ b · h ′

3

áŐŽƌĂ͕ ƉƌĞĐŝƐĂƌĞŵŽƐ ƐƵďƐƟƚƵŝƌH ĚĞ ĂĐŽƌĚŽ ĐŽŵ Ă ĞǆƉƌĞƐƐĆŽ ƋƵĞ ĞŶĐŽŶƚƌĂŵŽƐ͕H =
h ′

√
B√

B−
√
b
͗

VT =
(B− b) ·H+ b · h ′

3

=

(B− b) · h ′
√
B√

B−
√
b
+ b · h ′

3

=

(B− b) · h ′
√
B√

B−
√
b
·
√
B+

√
b√

B+
√
b
+ b · h ′

3

=
(B− b) · h

′
√
B · (

√
B+

√
b)

B− b
+ b · h ′

3

=
h ′

√
B · (

√
B+

√
b) + b · h ′

3

=
h ′ · B+ h ′

√
Bb+ b · h ′

3

Ϯϭ
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=
h ′ · (B+

√
Bb+ b)

3

=
h ′

3
· (B+

√
Bb+ b)

DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ĐŽŶĐůƵŝƌ ƋƵĞ Ƶŵ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ ĚĞ ďĂƐĞƐ ƉĂƌĂůĞůĂƐ͕ ĐŽŵ ďĂƐĞ ŵĂŝŽƌ B͕
ďĂƐĞ ŵĞŶŽƌ b Ğ ĂůƚƵƌĂ h ′ ƉŽƐƐƵŝ ǀŽůƵŵĞ ĐĂůĐƵůĄǀĞů ƉŽƌ͗

V =
h ′

3
· (B+

√
Bb+ b).

ϮϮ
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���;ESSáͲϮϬϬϴͿ QUESTÃO ϭ

á ƉŝƌąŵŝĚĞ ĚĞ QƵĠŽƉƐ͕ Ğŵ GŝǌĠ͕ ŶŽ EŐŝƚŽ͕ ƚĞŵ ĂƉƌŽǆŝŵĂĚĂŵĞŶƚĞ 90
√
2 ŵĞƚƌŽƐ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ͕ ƉŽƐͲ

ƐƵŝ ƵŵĂ ďĂƐĞ ƋƵĂĚƌĂĚĂ Ğ ƐƵĂƐ ĨĂĐĞƐ ůĂƚĞƌĂŝƐ ƐĆŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽƐ͘ NĞƐƐĂƐ ĐŽŶĚŝĕƁĞƐ͕ ƉŽĚĞͲƐĞ
ĂĮƌŵĂƌ ƋƵĞ͕ Ğŵ ŵĞƚƌŽƐ͕ ĐĂĚĂ ƵŵĂ ĚĞ ƐƵĂƐ ĂƌĞƐƚĂƐ ŵĞĚĞ͗

;ĂͿ 90
;ďͿ 120
;ĐͿ 160
;ĚͿ 180
;ĞͿ 200

���;ESSáͲϮϬϭϯͿ QUESTÃO Ϯ

O ǀŽůƵŵĞ ĚĞ Ƶŵ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĚĞ 4Ěŵ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ Ğ ĐƵũĂƐ ĄƌĞĂƐ ĚĂƐ ďĂƐĞƐ ƐĆŽ ŝŐƵĂŝƐ Ă 36Ěŵ2

Ğ 144Ěŵ2 ǀĂůĞ͗

;ĂͿ 330Đŵ3

;ďͿ 720Ěŵ3

;ĐͿ 330ŵ3

;ĚͿ 360Ěŵ3

;ĞͿ 336Ěŵ3

���;ESSáͲϮϬϭϱͿ QUESTÃO ϯ

Eŵ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƌĞƚĂ ĚĞ ďĂƐĞ ƋƵĂĚƌĂĚĂ͕ ĚĞ 4ŵ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ͕ ƵŵĂ ĂƌĞƐƚĂ ĚĂ ďĂƐĞ ŵĞĚĞ 6ŵ͘ á ĄƌĞĂ
ƚŽƚĂů ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ ŵ2͕ Ġ

;ĂͿ 144

Ϯϯ
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;ďͿ 84
;ĐͿ 48
;ĚͿ 72
;ĞͿ 96

���;EEáRͲϮϬϬϬͿ QUESTÃO ϰ

SĞũĂ P1 ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ͘ CŽƌƚĂŵŽƐ P1 ƉŽƌ Ƶŵ ƉůĂŶŽ ƉĂƌĂůĞůŽ ă ďĂƐĞ Ğ ƋƵĞ ĚŝƐƚĂ
ĚĂ ďĂƐĞ Ă ŵĞƚĂĚĞ ĚĂ ĂůƚƵƌĂ ĚĞ P1͘ SĞũĂŵ P2 Ă ƉŝƌąŵŝĚĞ ŵĞŶŽƌ ƌĞƐƵůƚĂŶƚĞ ĚĞƐƐĞ ĐŽƌƚĞ͕ V1 Ž ǀŽůƵŵĞ
ĚĞ P1 Ğ V2 Ž ǀŽůƵŵĞ ĚĞ P2͘ EŶƚĆŽ͗

;ĂͿ ŶĆŽ ĚĄ ƉĂƌĂ ĐŽŵƉĂƌĂƌ V1 Ğ V2

;ďͿ V1

9
< V2 <

V1

8

;ĐͿ V1

8
< V2 <

V1

7
;ĚͿ V1 = 8V2

���;EEáRͲϮϬϬϭͿ QUESTÃO ϱ

á ĂůƚƵƌĂ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ Ġ ŝŐƵĂů ă ĂƌĞƐƚĂ ĚĞ ƐƵĂ ďĂƐĞ͘ SĞŶĚŽ B Ă ĄƌĞĂ ĚĂ
ďĂƐĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ ĞŶƚĆŽ ƐƵĂ ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů͕ Ğŵ Đŵ2͕ Ġ͗

;ĂͿ B
√
5

;ďͿ B
√
5

3
;ĐͿ B

√
3

;ĚͿ
√
5B

���;EEáRͲϮϬϬϭͿ QUESTÃO ϲ

áƐ ďĂƐĞƐ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŚĞǆĂŐŽŶĂů ƌĞŐƵůĂƌ Ğ ĚĞ Ƶŵ ƉƌŝƐŵĂ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ ĂĐŚĂŵͲƐĞ ŝŶƐͲ
ĐƌŝƚĂƐ ŶƵŵ ŵĞƐŵŽ ĐşƌĐƵůŽ͘ SĞŶĚŽ H Ă ĂůƚƵƌĂ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ Ğ ƐĂďĞŶĚŽͲƐĞ ƋƵĞ ŽƐ ĚŽŝƐ ƉŽůŝĞĚƌŽƐ ƐĆŽ
ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚĞƐ͕ ĞŶƚĆŽ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚŽ ƉƌŝƐŵĂ Ġ

;ĂͿ H
√
3

4

;ďͿ 3H
√
3

4

;ĐͿ H
√
3

2

Ϯϰ
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;ĚͿ H
√
3

3

���;EEáRͲϮϬϬϮͿ QUESTÃO ϳ

á ĮŐƵƌĂ ĂďĂŝǆŽ Ġ Ă ƉůĂŶŝĮĐĂĕĆŽ ĚĞ Ƶŵ ƉŽůŝĞĚƌŽ ĐŽŶǀĞǆŽ ;A ≡ B ≡ C ≡ D͖ E ≡ FͿ͘

O ǀŽůƵŵĞ ĚĞƐƐĞ ƉŽůŝĞĚƌŽ͕ Ğŵ ƵŶŝĚĂĚĞƐ ĚĞ ǀŽůƵŵĞ͕ Ġ

;ĂͿ 425

2

;ďͿ 425

3

;ĐͿ 850

3

;ĚͿ 850

2

���;EEáRͲϮϬϬϮͿ QUESTÃO ϴ

O ǀŽůƵŵĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ ĐƵũĂƐ ĨĂĐĞƐ ůĂƚĞƌĂŝƐ ƐĆŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ ĞƋƺŝͲ
ůĄƚĞƌŽƐ ĚĞ ůĂĚŽ 4Đŵ͕ ǀĂůĞ

;ĂͿ 16
√
2

;ďͿ 32
√
2

;ĐͿ 16
√
2

3

;ĚͿ 32
√
2

3

���;EEáRͲϮϬϬϮͿ QUESTÃO ϵ

á ĂƌĞƐƚĂ ĚĞ Ƶŵ ĐƵďŽ Ğ Ă ĂƌĞƐƚĂ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ƉƌŝƐŵĂ ƚƌŝĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ ŵĞĚĞŵ 4
√
3Đŵ͘ SĞ Ž ĐƵďŽ

Ğ Ž ƉƌŝƐŵĂ ƐĆŽ ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚĞƐ͕ ĞŶƚĆŽ Ă ĄƌĞĂ ƚŽƚĂů ĚŽ ƉƌŝƐŵĂ͕ Ğŵ Đŵ2͕ Ġ

;ĂͿ 210
√
3

Ϯϱ
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;ďͿ 212
√
3

;ĐͿ 214
√
3

;ĚͿ 216
√
3

���;EEáRͲϮϬϬϯͿ QUESTÃO ϭϬ

O ǀŽůƵŵĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ ĚĞ Ƶŵ ƉƌŝƐŵĂ ŚĞǆĂŐŽŶĂů ƌĞŐƵůĂƌ ĐŽŵ ĂůƚƵƌĂ ŝŐƵĂů Ă 5Đŵ Ğ ĐŽŵ ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů
60Đŵ2 Ġ

;ĂͿ 5
√
3

;ďͿ 45
√
3

;ĐͿ 30
√
3

;ĚͿ 270
√
3

���;EEáRͲϮϬϬϯͿ QUESTÃO ϭϭ

SĞ Ğŵ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ Ă ĚŝĂŐŽŶĂů ĚĂ ďĂƐĞ ŵĞĚĞ 4ŵ Ğ Ă ĂƌĞƐƚĂ ůĂƚĞƌĂů ŵĞĚĞ
2, 5ŵ͕ ĞŶƚĆŽ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ ŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 1
;ďͿ 2
;ĐͿ 3
;ĚͿ 4

���;EEáRͲϮϬϬϯͿ QUESTÃO ϭϮ

SĞ Ž ĂƉſƚĞŵĂ ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ ŵĞĚĞ 5
√
3Đŵ͕ ĞŶƚĆŽ͕ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚĞƐƐĞ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ͕ Ğŵ Đŵ͕ Ġ

;ĂͿ 5
√
3

;ďͿ 10
√
2

;ĐͿ 10
√
6

3

;ĚͿ 10
√
3

3

���;EEáRͲϮϬϬϰͿ QUESTÃO ϭϯ

NƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŚĞǆĂŐŽŶĂů ƌĞŐƵůĂƌ͕ Ă ĂƌĞƐƚĂ ĚĂ ďĂƐĞ ŵĞĚĞ 3Đŵ͘ SĞ Ă ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ
36Đŵ2͕ ĞŶƚĆŽ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ ŝŐƵĂů Ă

Ϯϲ
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;ĂͿ 27
√
3

2

;ďͿ 9
√
111

4

;ĐͿ 9
√
111

2
;ĚͿ 9

√
2

���;EEáRͲϮϬϬϱͿ QUESTÃO ϭϰ

SĞũĂŵ ĚƵĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌĞƐ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ ĚĞ ďĂƐĞƐ ĐŽŶŐƌƵĞŶƚĞƐ͕ ĐƵũĂƐ ĂůƚƵƌĂƐ ƐĆŽ 4Đŵ Ğ
3Đŵ͕ Ğ ĐƵũŽ ĂƉſƚĞŵĂ ĚĂ ďĂƐĞ ŵĞĚĞ 4Đŵ͘ UŶŝŶĚŽͲƐĞ ĞƐƐĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƉĞůĂƐ ďĂƐĞƐ͕ ĚĞ ĨŽƌŵĂ ƋƵĞ ƐƵĂƐ
ĂƌĞƐƚĂƐ ĐŽŝŶĐŝĚĂŵ͕ ŽďƚĠŵͲƐĞ Ƶŵ ŽĐƚĂĞĚƌŽ ĐƵũĂ ĄƌĞĂ ƚŽƚĂů͕ Ğŵ Đŵ2͕ Ġ ŝŐƵĂů Ă

;ĂͿ 8(5+
√
2)

;ďͿ 8(5+ 4
√
2)

;ĐͿ 16(5+ 2
√
2)

;ĚͿ 16(5+ 4
√
2)

���;EEáRͲϮϬϬϱͿ QUESTÃO ϭϱ

CŽŶƐŝĚĞƌĞ ĂƐ ĚĞŶŽŵŝŶĂĕƁĞƐ Ă ƐĞŐƵŝƌ͗

I͘ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ

II͘ ŚĞǆĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ

III͘ ƉƌŝƐŵĂ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ

IV͘ ƉƌŝƐŵĂ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞƚŽ

DĂƐ ƋƵĂƚƌŽ ĚĞŶŽŵŝŶĂĕƁĞƐ ĂĐŝŵĂ͕ ĐŽŵƉůĞƚĂŵ ĐŽƌƌĞƚĂŵĞŶƚĞ Ă ĂƐƐĞƌƟǀĂ ͞O ĐƵďŽ Ġ Ƶŵ ͘͟

;ĂͿ ĂƉĞŶĂƐ ƵŵĂ͘
;ďͿ ĂƉĞŶĂƐ ĚƵĂƐ͘
;ĐͿ ĂƉĞŶĂƐ ƚƌġƐ͘
;ĚͿ ƚŽĚĂƐ͘

���;EEáRͲϮϬϬϱͿ QUESTÃO ϭϲ

O ƉĞƌşŵĞƚƌŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ ŵĞĚĞ 9Đŵ͘ á ĄƌĞĂ ƚŽƚĂů ĚĞƐƐĞ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ͕ Ğŵ Đŵ2͕ Ġ
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;ĂͿ 9
√
3͘

;ďͿ 18
√
3͘

;ĐͿ 18͘
;ĚͿ 9͘

���;EEáRͲϮϬϬϲͿ QUESTÃO ϭϳ

SĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƚĞŵ 9 ĨĂĐĞƐ͕ ĞŶƚĆŽ ĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ

;ĂͿ ĞŶĞĂŐŽŶĂů͘
;ďͿ ŽĐƚŽŐŽŶĂů͘
;ĐͿ ŚĞƉƚĂŐŽŶĂů͘
;ĚͿ ŚĞǆĂŐŽŶĂů͘

���;EEáRͲϮϬϬϲͿ QUESTÃO ϭϴ

SĞ Ă ĂƌĞƐƚĂ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ ŵĞĚĞ 3Đŵ͕ ĞŶƚĆŽ ƐƵĂ ĂůƚƵƌĂ͕ Ğŵ Đŵ͕ Ġ

;ĂͿ
√
3

;ďͿ 2
√
3

;ĐͿ 2
√
6

;ĚͿ
√
6

���;EEáRͲϮϬϬϳͿ QUESTÃO ϭϵ

O ƉĞƌşŵĞƚƌŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ ƌĞŐƵůĂƌ Ġ 9ŵ͘ á ŵĞĚŝĚĂ ĚĂ ĂůƚƵƌĂ ĚĞƐƐĞ ƚĞƚƌĂĞĚƌŽ͕ Ğŵ ŵ͕ Ġ

;ĂͿ
√
6

2

;ďͿ 3
√
6

2
;ĐͿ 3

√
6

;ĚͿ
√
6

���;EEáRͲϮϬϬϳͿ QUESTÃO ϮϬ

UŵĂƉŝƌąŵŝĚĞ ƌĞŐƵůĂƌ ĚĞ ďĂƐĞ ŚĞǆĂŐŽŶĂů ƚĞŵ 20ĐŵĚĞ ĂůƚƵƌĂ Ğ 10ĐŵĚĞ ĂƌĞƐƚĂ ĚĂ ďĂƐĞ͘ O ĂƉſƚĞŵĂ
ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŵĞĚĞ͕ Ğŵ Đŵ͕

;ĂͿ 5
√
3͘
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;ďͿ 5
√
17͘

;ĐͿ 5
√
19͘

;ĚͿ 5
√
23͘

���;EEáRͲϮϬϬϴͿ QUESTÃO Ϯϭ

O ƉĞƌşŵĞƚƌŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ Ġ 80Đŵ͘ SĞ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ
15Đŵ͕ ƐĞƵ ǀŽůƵŵĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 2300͘
;ďͿ 2000͘
;ĐͿ 1200͘
;ĚͿ 1000͘

���;EEáRͲϮϬϭϬͿ QUESTÃO ϮϮ

á ĂƌĞƐƚĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƚƌŝĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ ŵĞĚĞ 5ŵ͕ Ğ Ă ĂƌĞƐƚĂ ĚĂ ďĂƐĞ͕ 6ŵ͘

á ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ ŵ2͕ Ġ

;ĂͿ 30͘
;ďͿ 32͘
;ĐͿ 34͘
;ĚͿ 36͘

���;EEáRͲϮϬϭϬͿ QUESTÃO Ϯϯ

UŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ ƚĞŵ 6Đŵ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ Ğ ďĂƐĞ ĚĞ 8Đŵ ĚĞ ƉĞƌşŵĞƚƌŽ͘ O ǀŽůƵŵĞ
ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 4͘
;ďͿ 6͘
;ĐͿ 8͘
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;ĚͿ 10͘

���;EEáRͲϮϬϭϭͿ QUESTÃO Ϯϰ

UŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƚƌŝĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ ƚĞŵ 2
√
3Đŵ ĚĞ ĂƌĞƐƚĂ ĚĂ ďĂƐĞ Ğ 3

√
3Đŵ ĚĞ ĂƉſƚĞŵĂ͘ á ĄƌĞĂ

ůĂƚĞƌĂů ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ Đŵ2͕ Ġ

;ĂͿ 18͘
;ďͿ 21͘
;ĐͿ 24͘
;ĚͿ 27͘

���;EEáRͲϮϬϭϯͿ QUESTÃO Ϯϱ

SĞũĂ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƋƵĂĚƌĂŶŐƵůĂƌ ƌĞŐƵůĂƌ ĐŽŵ ƚŽĚĂƐ ĂƐ ĂƌĞƐƚĂƐ ŵĞĚŝŶĚŽ 2Đŵ͘

á ĂůƚƵƌĂ ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ Đŵ͕ Ġ

;ĂͿ 2
√
3

;ďͿ 3
√
2

;ĐͿ
√
3

;ĚͿ
√
2

���;EEáRͲϮϬϭϯͿ QUESTÃO Ϯϲ

á ĮŐƵƌĂ ŵŽƐƚƌĂ ĚƵĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ƌĞŐƵůĂƌĞƐ ŝŐƵĂŝƐ͕ ƵŶŝĚĂƐ ƉĞůĂ ďĂƐĞABCD͕ ĨŽƌŵĂŶĚŽ Ƶŵ ŽĐƚĂĞĚƌŽ͘

SĞABCD ƚĞŵ 4Đŵ ĚĞ ůĂĚŽ Ğ EF = 6Đŵ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚŽ ƐſůŝĚŽ ĚĂ ĮŐƵƌĂ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ
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;ĂͿ 26
;ďͿ 28
;ĐͿ 32
;ĚͿ 34

���;EEáRͲϮϬϭϱͿ QUESTÃO Ϯϳ

UŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƚĞŵ ďĂƐĞ ƋƵĂĚƌĂĚĂ Ğ ƐƵĂƐ ĨĂĐĞƐ ůĂƚĞƌĂŝƐ ƐĆŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽƐ ĚĞ ůĂĚŽ 10Đŵ͘ á
ĂůƚƵƌĂ ĚĞƐƐĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ğŵ Đŵ͕ Ġ

;ĂͿ 5
√
3

;ďͿ 5
√
2

;ĐͿ 3
√
3

;ĚͿ 3
√
2

���;EEáRͲϮϬϭϴͿ QUESTÃO Ϯϴ

UŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŚĞǆĂŐŽŶĂů ƌĞŐƵůĂƌ ƉŽƐƐƵŝ ƚŽĚĂƐ ĂƐ ĂƌĞƐƚĂƐ ŝŐƵĂŝƐ Ă x͘ áƐƐŝŵ͕ Ă ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞƐƐĂ
ƉŝƌąŵŝĚĞ Ġ ŝŐƵĂů Ă

;ĂͿ x
√
2

;ďͿ 0, 5x
√
3

;ĐͿ 2x3
√
2

;ĚͿ 1, 5x2
√
3

���;EEáRͲϮϬϭϵͿ QUESTÃO Ϯϵ

á ĞŵďĂůĂŐĞŵ ĚĞ Ƶŵ ĚĞƚĞƌŵŝŶĂĚŽ ƉƌŽĚƵƚŽ Ġ Ğŵ ĨŽƌŵĂ ĚĞ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ŚĞǆĂŐŽŶĂů ƌĞŐƵůĂƌ͕ ĐƵũĂƐ
ŵĞĚŝĚĂƐ ŝŶƚĞƌŶĂƐ ƐĆŽ 13Đŵ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ Ğ 24Đŵ ĚĞ ƉĞƌşŵĞƚƌŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘ áƐƐŝŵ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ ŝŶƚĞƌŶŽ ĚĞƐƐĂ
ĞŵďĂůĂŐĞŵ Ġ

√
3Đŵ3͘

;ĂͿ 104
;ďͿ 98
;ĐͿ 86
;ĚͿ 72
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Ϯ͘Ϭ CÊÄ�Ý

Ϯ͘ϭ D�¥®Ä®��Ê � �½�Ã�ÄãÊÝ ��Ý®�ÊÝ

UŵĂ ƐĞŐƵŶĚĂ ĂŶĂůŽŐŝĂ ƐŝŶĐĞƌĂ

QƵĂŶĚŽ ĐŽŵĞĐĞŝ Ă ĨĂůĂƌ ĚĞ ĐŝůŝŶĚƌŽƐ͕ ĚĞŝǆĞŝ ĐůĂƌŽ ƋƵĞ ŽƐ ĐŝůŝŶĚƌŽ ƐĆŽ ƐſůŝĚŽƐ ĚŝƐƟŶƚŽƐ ĚŽƐ ƉƌŝƐŵĂƐ͘
TĂŵďĠŵ ĚŝƌĞŝ ĂƋƵŝ͕ ƋƵĞ ŽƐ ĐŽŶĞƐ ƐĆŽ ƐſůŝĚŽƐ ĚŝƐƟŶƚŽƐ ĚĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ͘ E ƚĞŽƌŝĐĂŵĞŶƚĞ ĨĂůĂŶĚŽ͕ ƵŵĂ
ƉŝƌąŵŝĚĞ Ğ Ƶŵ ĐŽŶĞ ƐĆŽ ĚĞ ĨĂƚŽ ƐſůŝĚŽƐ ĚŝƐƟŶƚŽƐ͘ PŽƌĠŵ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ĚŝǌĞƌ ĂƋƵŝ͕ ƉĂƌĂ ĮŶƐ ƵŶŝĐĂŵĞŶƚĞ
ĚŝĚĄƟĐŽƐ͕ ƋƵĞ͗

Uŵ ĐŽŶĞ Ġ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĚĞ ďĂƐĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ͘

EƐƐĂ ĚĞĮŶŝĕĆŽ ŶĆŽ Ġ ĞƐƚƌŝƚĂŵĞŶƚĞ ĐŽƌƌĞƚĂ͕ ĂƐƐŝŵ ĐŽŵŽ ŶŽƐ ĐŝůŝŶĚƌŽƐ͕ ĚĂĚŽ ƋƵĞ ŶĂ ĐŽŶƐƚƌƵĕĆŽ ĚĞ
ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĐŽŵĞĕĂŵŽƐ ĐŽŵ Ƶŵ ƉŽůşŐŽŶŽ ĚĞƐĞŶŚĂĚŽ ŶŽ ƉůĂŶŽ ĚĂ ďĂƐĞ ;Ğ Ƶŵ ĐşƌĐƵůŽ ŶĆŽ Ġ Ƶŵ
ƉŽůşŐŽŶŽͿ͘

áĐŝŵĂ ǀĞŵŽƐ Ƶŵ ĞǆĞŵƉůŽ ĚĞ ĐŽŶĞ͘ PĞƌĐĞďĂ Ă ƐƵĂ ƐŝŵŝůĂƌŝĚĂĚĞ ĐŽŵ ĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ͕ ĚĞ ĨĂƚŽ͘ MĂƐ
ĂůĠŵ ĚĞƐƐĞ ƉĞƋƵĞŶŽ ĚĞƚĂůŚĞ ƚĞſƌŝĐŽ͕ Ğŵ ƚĞƌŵŽƐ ƉƌĄƟĐŽƐ͕ ĐŽŶĞƐ ƐĞƌĞŵ ƚƌĂƚĂĚŽƐ ĐŽŵŽ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ ŶŽƐ
ƐĞƌĄ ŵƵŝƚŽ ƷƟů͘ DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ƚŽĚĂƐ ĂƐ ĐůĂƐƐŝĮĐĂĕƁĞƐ ƋƵĞ ĮǌĞŵŽƐ ƉĂƌĂ ĂƐ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ͕ ƐĞƌǀĞŵ ƉĂƌĂ
ŽƐ ĐŽŶĞƐ ;ĞǆĐĞƚŽ Ă ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞ ƌĞŐƵůĂƌ͕ ǀŝƐƚŽ ƋƵĞ ŶĆŽ ĨĂǌ ƐĞŶƟĚŽ ĚŝǌĞƌŵŽƐ ƋƵĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ Ġ ƌĞŐƵůĂƌͿ͘
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EŶƚĆŽ͕ ĚĂ ŵĞƐŵĂ ĨŽƌŵĂ ƋƵĞ ƉĂƌĂ ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ ƉƵĚĞŵŽƐ ĐůĂƐƐŝĮĐĄͲůĂ ĐŽŵŽ͗ ŽďůşƋƵĂ͕ ƌĞƚĂ͕ ĞŶĮŵ͖
ƉĂƌĂ ĐŽŶĞƐ͕ ƚƵĚŽ ƐĞ ƌĞƉĞƚĞ͘

VĞũĂ ĂďĂŝǆŽ Ƶŵ ŽƵƚƌŽ ĞǆĞŵƉůŽ ĚĞ ĐŽŶĞ͗

SĞĐĕĆŽ ŵĞƌŝĚŝŽŶĂů

UŵĂ ƐĞĐĕĆŽ ƉůĂŶĂ Ğŵ Ƶŵ ĐŽŶĞ ƐĞƌĄ ĚŝƚĂ ŵĞƌŝĚŝŽŶĂů ƋƵĂŶĚŽ ĐŽŶƟǀĞƌ Ž ƐĞƵ ǀĠƌƟĐĞ Ğ Ž ĐĞŶƚƌŽ ĚĞ ƐƵĂ
ďĂƐĞ͕ ĚĂ ƐĞŐƵŝŶƚĞ ĨŽƌŵĂ͗
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VĞũĂ ƋƵĞ Ă ƐĞĐĕĆŽ ŵĞƌŝĚŝŽŶĂů ƚĞŵ Ž ĨŽƌŵĂƚŽ ĚĞ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ͘ EƐƐĞ ƚƌŝąŶŐƵůŽ Ġ ĐŚĂŵĂĚŽ ĚĞ ƚƌŝąŶͲ
ŐƵůŽ ŵĞƌŝĚŝŽŶĂů͘

GĞƌĂƚƌŝǌ

CŽŶƐŝĚĞƌĞ Ž ĐŽŶĞ ƌĞƚŽ ;ĐŽŶĞ Ğŵ ƋƵĞ Ă ĂůƚƵƌĂ ƉƌŽũĞƚĂͲƐĞ ƐŽďƌĞ Ž ĐĞŶƚƌŽ ĚŽ ĐşƌĐƵůŽ ĚĂ ďĂƐĞͿ ĂďĂŝǆŽ͗

NĞƐƐĂ ĮŐƵƌĂ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ǀĞƌ ƚƌġƐ ƐĞŐŵĞŶƚŽƐ͗

ͻ h͗ É Ă ĂůƚƵƌĂ ĚŽ ĐŽŶĞ͘ QƵĂŶĚŽ Ž ĐŽŶĞ Ġ ƌĞƚŽ͕ Ă ĂůƚƵƌĂ ĞŶĐĞƌƌĂ ĞǆĂƚĂŵĞŶƚĞ ƐŽďƌĞ Ž ĐĞŶƚƌŽ ĚŽ
ĐşƌĐƵůŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘

ͻ R͗ É Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚŽ ĐŽŶĞ͘

ͻ g͗ É Ă ŐĞƌĂƚƌŝǌ ĚŽ ĐŽŶĞ͘ GĞƌĂƚƌŝǌ͕ Ğŵ Ƶŵ ĐŽŶĞ͕ Ġ Ž ƐĞŐŵĞŶƚŽ ƋƵĞ ƵŶĞ Ž ǀĠƌƟĐĞ ĚŽ ĐŽŶĞ ;ƉŽŶƚŽ
ƐƵƉĞƌŝŽƌͿ Ă ƋƵĂůƋƵĞƌ Ƶŵ ĚŽƐ ƉŽŶƚŽƐ ƉĞƌƚĞŶĐĞŶƚĞƐ ă ĐŝƌĐƵŶĨĞƌġŶĐŝĂ ĚĂ ďĂƐĞ͘

VĞũĂ ŶĞƐƐĂ ĮŐƵƌĂ ƋƵĞ͕ ƉĞůŽ TĞŽƌĞŵĂ ĚĞ PŝƚĄŐŽƌĂƐ͗

g2 = h2 + R2.

CŽŶĞƐ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽƐ

VĂŵŽƐ ă ĚĞĮŶŝĕĆŽ͗

Uŵ ĐŽŶĞ ƐĞƌĄ ĚŝƚŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ƋƵĂŶĚŽ g = 2R.
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VĞũĂ ƋƵĞ Ă ƐĞĐĕĆŽ ŵĞƌŝĚŝŽŶĂů ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ Ġ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͕ ĚĂş Ž ƐĞƵ ŶŽŵĞ͘
ŝƐƐŽ ĂĐŽŶƚĞĐĞ ƉŽƌƋƵĞ ƋƵĂŶĚŽ ƐĞĐĐŝŽŶĂŵŽƐ Ƶŵ ĐŽŶĞ ƌĞƚŽ͕ ŽďƚĞŵŽƐ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ŝƐſƐĐĞůĞƐ͕ ĐŽŵ ĚŽŝƐ
ůĂĚŽƐŵĞĚŝŶĚŽ g ;ŐĞƌĂƚƌŝǌͿ Ğ Ƶŵ ĚŽƐ ůĂĚŽƐ ƐĞŶĚŽ Ž ĚŝąŵĞƚƌŽ ĚĂ ďĂƐĞ ;2RͿ͘ CŽŵŽ ŶƵŵ ĐŽŶĞ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ
g = 2R͕ ƚĞŵŽƐ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͘

PůĂŶŝĮĐĂĕĆŽ

áŽ ƉůĂŶŝĮĐĂƌŵŽƐ Ƶŵ ĐŽŶĞ͕ ŽďƚĞŵŽƐ Ƶŵ ƐĞƚŽƌ ĐŝƌĐƵůĂƌ͘ OďƐĞƌǀĞ ŵĂŝƐ ĂďĂŝǆŽ Ƶŵ ĐŽŶĞ Ğ ƵŵĂ ǀĞƌƐĆŽ
ĚŽ ŵĞƐŵŽ ƉůĂŶŝĮĐĂĚĂ͗

QƵĂŶĚŽ ĂďƌŝŵŽƐ Ƶŵ ĐŽŶĞ͕ ƉŽƌĠŵ Ġ ŵĂŝƐ ĐŽŵƵŵ ƋƵĞ Ž ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĞŵŽƐ ĐŽŵŽ Ž ĮǌĞŵŽƐ ĂďĂŝǆŽ͗
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g g

2πR

ϕ

V

R

O ąŶŐƵůŽ φ Ġ Ž ĐŚĂŵĂĚŽ ąŶŐƵůŽ ĚŽ ƐĞƚŽƌ ĐƀŶŝĐŽ͘ áƉƌĞŶĚĂŵŽƐ ĂŐŽƌĂ Ă ĐŽŵŽ ĐĂůĐƵůĄͲůŽ͘
SĂďĞŵŽƐ ƋƵĞ Ƶŵ ĂƌĐŽ ĚĞ ĐŽŵƉƌŝŵĞŶƚŽ L͕ ƌĂŝŽ r Ğ ąŶŐƵůŽ θ ;Ğŵ ƌĂĚŝĂŶŽƐͿ ƉŽĚĞ ƚĞƌ ƐĞƵƐ ĞůĞŵĞŶƚŽƐ

ƌĞůĂĐŝŽŶĂĚŽƐ ƉŽƌ͗

L = r · θ

VĞũĂ ƋƵĞ͕ ŶŽ ŶŽƐƐŽ ĐŽŶĞ ƉůĂŶŝĮĐĂĚŽ͕ ƚĞŵŽƐ L = 2πR͕ r = g Ğ θ = φ͕ ƉŽƌƚĂŶƚŽ͗

2πR = g ·φ

DĂş͕ ĐŽŶĐůƵşŵŽƐ ƋƵĞ͗

φ =
2πR

g
.

UŵĂ ŽďƐĞƌǀĂĕĆŽ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞ Ġ ƋƵĞ ƐĞ Ž ĐŽŶĞ ĨŽƌ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͕ ƚĞƌşĂŵŽƐ g = 2R͖ ĚĂş͗

φ =
2πR

g

=
2πR

2R
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= π.

IƐƐŽ ƐŝŐŶŝĮĐĂ ƋƵĞ͗

NƵŵ ĐŽŶĞ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ƉůĂŶŝĮĐĂĚŽ͕ Ž ąŶŐƵůŽ ĚŽ ƐĞƚŽƌ ĐƀŶŝĐŽ Ġ ĚĞ 180◦.

Ϯ͘Ϯ ãÙ��Ý � òÊ½çÃ� �Ã çÃ �ÊÄ�

ãƌĞĂƐ

PĞƌĐĞďĂ ƋƵĞ͕ ĂƉſƐ Ă ƉůĂŶŝĮĐĂĕĆŽ͕ Ž ŶŽƐƐŽ ĐŽŶĞ͕ ĐŽŵŽ ĂĐĂďĂŵŽƐ ĚĞ ǀĞƌ͕ ƚŽƌŶĂͲƐĞ Ƶŵ ƐĞƚŽƌ Ğ Ƶŵ
ĐşƌĐƵůŽ͕ ƋƵĞ ƐĞƌŝĂ Ă ƐƵĂ ďĂƐĞ͘ á ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚĞƌĄ ă ĄƌĞĂ ĚŽ ƐĞƚŽƌ͘

CŽŵŽ ǀŝŵŽƐ ŶĂ ĂƵůĂ ĚĞ ĄƌĞĂƐ͕ ŚĄ ĚƵĂƐ ĨſƌŵƵůĂƐ ƉĂƌĂ ĐĂůĐƵůĂƌ Ă ĄƌĞĂ ĚĞ Ƶŵ ƐĞƚŽƌ ĚĞ ąŶŐƵůŽ θ͕ ƌĂŝŽ
r Ğ ĐŽŵƉƌŝŵĞŶƚŽ L͗

A =
L · r
2

ĞA =
θr2

2

UƐĂƌĞŝ ƐŽŵĞŶƚĞ Ă ƉƌŝŵĞŝƌĂ͘ QƵĂŶĚŽ ƉůĂŶŝĮĐĂŵŽƐ Ž ŶŽƐƐŽ ĐŽŶĞ͕ ƐĞƵ ĐŽŵƉƌŝŵĞŶƚŽ Ġ L = 2πR͕ Ğ Ž
ƌĂŝŽ ĚŽ ƐĞƚŽƌ ĐƀŶŝĐŽ Ġ g͘ DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ƚĞŵŽƐ͗

Sℓ =
L · r
2

= raz2πR · g2 = πRg.

TĞŵŽƐ ĞŶƚĆŽ ƋƵĞ Ă ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ Ġ͗

Sℓ = πrg.

VĞũĂ ƚĂŵďĠŵ ƋƵĞ Ă ĄƌĞĂ ƚŽƚĂů Ġ ĐĂůĐƵůĄǀĞů ƉŽƌ͗

St = Sℓ + ·Sb
= πrg+ πr2

CŽůŽĐĂŶĚŽ πr Ğŵ ĞǀŝĚġŶĐŝĂ͕ ƚĞŵŽƐ ĮŶĂůŵĞŶƚĞ ƋƵĞ͗

St = πr(g+ r).

ϯϳ

Italo Marinho Sá Barreto

Aula 10

Matemática III p/ Escola de Sargentos das Armas (EsSA) Com videoaulas - Pós-Edital

www.estrategiaconcursos.com.br

1265650

95260528891 - Mirele Barbosa Freitas



VŽůƵŵĞ

áŶĄůŽŐŽ ă ƉŝƌąŵŝĚĞ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ƉŽĚĞ ƐĞƌ ĐĂůĐƵůĂĚŽ ƉŽƌ V =
Sb · h
3

͘ PŽƌĠŵ͕ ƐĂďĞŵŽƐ ƋƵĞ
Ă ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ Ġ Ƶŵ ĐşƌĐƵůŽ ĚĞ ƌĂŝŽ r͘ LŽŐŽ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ĚĞĚƵǌŝƌ ƋƵĞ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ
h Ğ ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ r Ġ͗

V =
πr2h

3
.

Ϯ͘ϯ CÊÄ�Ý Ý�Ã�½«�Äã�Ý � ãÙÊÄ�Ê �� �ÊÄ�

CŽŶĞƐ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ

DĂ ŵĞƐŵĂ ĨŽƌŵĂ ƋƵĞ ƉŽĚĞŵŽƐ ƐĞĐĐŝŽŶĂƌ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ͕ ƚĂŵďĠŵ ƉŽĚĞŵŽƐ ĨĂǌġͲůŽ ĐŽŵ ĐŽŶĞƐ͗

á ƌĞŐŝĆŽ ĂǌƵůĂĚĂ ƋƵĞ ĚĞƐƚĂƋƵĞŝ ĂĐŝŵĂ Ġ Ž ƋƵĞ ĐŚĂŵĂŵŽƐ ĚĞ Ƶŵ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ͘ ŵĂƐ ũĄ ĨĂůĂƌĞͲ
ŵŽƐ ĚĞůĞƐ͘ PĞƌĐĞďĞŵŽƐ ƋƵĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ŵĞŶŽƌ ƐƵƌŐĞ͕ Ž ĐŽŶĞ ŵĂŝƐ ĐůĂƌŽ͕ Ğ ǀĞũĂ ƋƵĞ ĞůĞ ĞƐƚĄ ĐŽŶƟĚŽ
ŶŽ ĐŽŶĞ ŵĂŝŽƌ͘ EƐƐĞ ƟƉŽ ĚĞ ĨŽƌŵĂĕĆŽ͕ ĂƐƐŝŵ ĐŽŵŽ ŶĂ ƚĞŽƌŝĂ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ͕ ĐŽŶƐƚƌſŝ Ƶŵ ƟƉŽ ĚĞ ƌĞͲ
ůĂĕĆŽ͗ Ă ƌĞůĂĕĆŽ ĚĞ ĐŽŶĞƐ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ͘ PŽĚĞŵŽƐ ĚŝǌĞƌ͕ ŶĞƐƐĂ ĮŐƵƌĂ͕ ƋƵĞ ŽƐ ĚŽŝƐ ĐŽŶĞƐ ĐŝƚĂĚŽƐ ƐĆŽ
ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ͘

VĂŵŽƐ ĐŽŶƐŝĚĞƌĂƌ ƋƵĞ Ă ĂůƚƵƌĂ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ͕ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ Ğ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ĚŽ ĐŽŶĞ ŵĂŝŽƌ ƐĞũĂŵ͕
ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͕H͕ V ͕ R Ğ Sb͘ CŽŶƐŝĚĞƌĞ ƚĂŵďĠŵ ƋƵĞ Ă ĂůƚƵƌĂ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ͕ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ Ğ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ
ďĂƐĞ ĚŽ ĐŽŶĞ ŵĞŶŽƌ ƐĞũĂŵ͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͕ h͕ V ′͕ r Ğ S ′

b͘ DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ Ġ ƉŽƐƐşǀĞů ĚĞŵŽŶƐƚƌĂƌ ƋƵĞ͗
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V

V ′
=

(

H

h

)3

PĂƌĂ ĄƌĞĂƐ͕ ƚĂŵďĠŵ Ġ ƉŽƐƐşǀĞů ĚĞŵŽŶƐƚƌĂƌ ƋƵĞ͗

Sb
S ′

b

=

(

H

h

)2

VĞũĂ ƉŽƌĠŵ ƋƵĞ ĐŽŶŚĞĐĞŵŽƐ ĂŵďĂƐ ĂƐ ĄƌĞĂƐ͘ SĆŽ ĄƌĞĂƐ ĚĞ ĐşƌĐƵůŽƐ͕ ĐŽƌƌĞƚŽ͍ EŶƚĆŽ͕ ƉŽĚĞŵŽƐ
Ăďƌŝƌ Ă ƷůƟŵĂ ĞǆƉƌĞƐƐĆŽ ĚĂ ƐĞŐƵŝŶƚĞ ĨŽƌŵĂ͗

Sb
S ′

b

=

(

H

h

)2

πR2

πr2
=

(

H

h

)2

R2

r2
=

(

H

h

)2

(

R

r

)2

=

(

H

h

)2

√

(

R

r

)2

=

√

(

H

h

)2

R

r
=

H

h
.

EŶƚĆŽ͕ ƚĞŵŽƐ ƋƵĞ͗

R

r
=

H

h
.

O ŵĞƐŵŽ ƉŽĚĞƌŝĂ ƐĞƌ ŽďƟĚŽ ĐĂƐŽ ǀĞƌŝĮĐĄƐƐĞŵŽƐ Ă ƐĞŵĞůŚĂŶĕĂ ĞŶƚƌĞ ŽƐ ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ ĚŽ ĐŽŶĞ Ă ƐĞͲ
ŐƵŝƌ͗

ϯϵ
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VĞũĂ ƋƵĞ ŽƐ ƚƌŝąŶŐƵůŽƐ VO ′A ′ Ğ VOA ƐĆŽ ƐĞŵĞůŚĂŶƚĞƐ͘ DĂş͕ ƉŽĚĞŵŽƐ ĚŝǌĞƌ ƋƵĞ͗

OA

O ′A ′
=

VO

VO ′

R

r
=

H

h
.

TƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ

OďƐĞƌǀĞ ĂďĂŝǆŽ Ƶŵ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ ŐĞƌĂů͗
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áƉƌĞŶĚĞŵŽƐ ƋƵĞ͕ ƉĂƌĂ ƚƌŽŶĐŽƐ ĚĞ ƉŝƌąŵŝĚĞƐ͕ ĐŽŶƐŝĚĞƌĂŶĚŽ b Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ŵĞŶŽƌ Ğ B Ă ĄƌĞĂ ĚĂ
ďĂƐĞ ŵĞŶŽƌ͕ Ž ǀŽůƵŵĞ ƉŽĚĞ ƐĞƌ ĐĂůĐƵůĂĚŽ ƉŽƌ͗

VT =
h

3
· (B+

√
Bb+ b).

PĂƌĂ ĐŽŶĞƐ͕ ĞƐƐĂ ĨſƌŵƵůĂ ƚĂŵďĠŵ ĨƵŶĐŝŽŶĂ͘ PŽƌĠŵ͕ ǀĞũĂ ƋƵĞ ƉĂƌĂ ĐŽŶĞƐ͕ B = πR2 Ğ b = πr2͖
ůŽŐŽ͗

VT =
h

3
· (B+

√
Bb+ b)

=
h

3
· (πR2 +

√

πR2 · πr2 + πr2)

=
h

3
· (πR2 +

√

π2R2 · r2 + πr2)

=
h

3
· (πR2 + πR · r+ πr2)

=
πh

3
· (R2 + R · r+ r2).

DĞƐƐĂ ĨŽƌŵĂ͕ ĞŶĐŽŶƚƌĂŵŽƐ ƋƵĞ͗

VT =
πh

3
· (R2 + R · r+ r2)

Ϯ͘ϰ CÊÄ� �� Ù�òÊ½ç��Ê

PĂƌĂ ĮŶĂůŝǌĂƌŵŽƐ͕ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ƌĞƚąŶŐƵůŽ ŐŝƌĂŶĚŽ Ğŵ ƚŽƌŶŽ ĚĞ Ƶŵ ĚĞ ƐĞƵƐ ůĂĚŽƐ͕ ĐŽŵŽ
ŝůƵƐƚƌĂ Ă ĮŐƵƌĂ Ă ƐĞŐƵŝƌ͗
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QƵĂŶĚŽ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ƌĞƚąŶŐƵůŽ ƌĞĂůŝǌĂ ĞƐƐĂ ƌŽƚĂĕĆŽ͕ ĨŽƌŵĂͲƐĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĚĞŶŽŵŝŶĂĚŽ ĐŽŶĞ ĚĞ ƌĞͲ
ǀŽůƵĕĆŽ͘ PĞƌĐĞďĂ ƋƵĞ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ ĐŽŝŶĐŝĚŝƌĄ ĐŽŵ Ž ĐĂƚĞƚŽ Ğŵ ƚŽƌŶŽ ĚŽ ƋƵĂů ƌŽƚĂĐŝŽŶŽƵͲƐĞ Ž
ƌĞƚąŶŐƵůŽ͘ O ŽƵƚƌŽ ĐĂƚĞƚŽ ĚĞƐƐĞ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ƌĞƚąŶŐƵůŽ ƐĞƌĄ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ ƌĞƚŽ͘
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���;ESSáͲϮϬϭϬͿ QUESTÃO ϯϬ

Uŵ ĐŽŶĞ ƌĞƚŽ͕ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ H Ğ ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ B͕ Ġ ƐĞĐĐŝŽŶĂĚŽ ƉŽƌ Ƶŵ ƉůĂŶŽ ƉĂƌĂůĞůŽ ă ďĂƐĞ͘ CŽŶƐĞͲ
ƋƵĞŶƚĞŵĞŶƚĞ͕ Ƶŵ ŶŽǀŽ ĐŽŶĞ ĐŽŵ ĂůƚƵƌĂ H

3
Ġ ĨŽƌŵĂĚŽ͘ QƵĂů Ă ƌĂǌĆŽ ĞŶƚƌĞ ŽƐ ǀŽůƵŵĞƐ ĚŽ ŵĂŝŽƌ Ğ Ž

ĚŽ ŵĞŶŽƌ ĐŽŶĞ͕ Ž ĚĞ ĂůƚƵƌĂH Ğ Ž ĚĞ ĂůƚƵƌĂ H

3
͍

;ĂͿ 3
;ďͿ 6
;ĐͿ 9
;ĚͿ 18
;ĞͿ 27

���;ESSáͲϮϬϭϭͿ QUESTÃO ϯϭ

Uŵ ƚĂŶƋƵĞ ƐƵďƚĞƌƌąŶĞŽ ƚĞŵĂ ĨŽƌŵĂ ĚĞ ƵŵĐŽŶĞ ŝŶǀĞƌƟĚŽ͘ EƐƐĞ ƚĂŶƋƵĞ ĞƐƚĄ ĐŽŵƉůĞƚĂŵĞŶƚĞ ĐŚĞŝŽ
ĐŽŵ 8Ěŵ3 ĚĞ ĄŐƵĂ Ğ 56Ěŵ3 ĚĞ ƉĞƚƌſůĞŽ͘ PĞƚƌſůĞŽ Ğ ĄŐƵĂ ŶĆŽ ƐĞ ŵŝƐƚƵƌĂŵ͕ ĮĐĂŶĚŽ Ž ƉĞƚƌſůĞŽ ŶĂ
ƉĂƌƚĞ ƐƵƉĞƌŝŽƌ ĚŽ ƚĂŶƋƵĞ Ğ Ă ĄŐƵĂ ŶĂ ƉĂƌƚĞ ŝŶĨĞƌŝŽƌ͘ SĂďĞŶĚŽ ƋƵĞ Ž ƚĂŶƋƵĞ ƚĞŵ 12ŵĚĞ ƉƌŽĨƵŶĚŝĚĂĚĞ͕
Ă ĂůƚƵƌĂ ĚĂ ĐĂŵĂĚĂ ĚĞ ƉĞƚƌſůĞŽ Ġ

;ĂͿ 10ŵ͘
;ďͿ 9ŵ͘
;ĐͿ 8ŵ͘
;ĚͿ 7ŵ͘
;ĞͿ 6ŵ͘

���;ESSáͲϮϬϭϰͿ QUESTÃO ϯϮ

DŽďƌĂŶĚŽ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ Ğ ƌĞĚƵǌŝŶĚŽ ƐƵĂ ĂůƚƵƌĂ ă ŵĞƚĂĚĞ͕ ƐĞƵ ǀŽůƵŵĞ
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;ĂͿ ĚŽďƌĂ͘
;ďͿ ƋƵĂĚƌƵƉůŝĐĂ͘
;ĐͿ ŶĆŽ ƐĞ ĂůƚĞƌĂ͘
;ĚͿ ƌĞĚƵǌͲƐĞ ă ŵĞƚĂĚĞ ĚŽ ǀŽůƵŵĞ ŽƌŝŐŝŶĂů͘
;ĞͿ ƌĞĚƵǌͲƐĞ Ă Ƶŵ ƋƵĂƌƚŽ ĚŽ ǀŽůƵŵĞ ŽƌŝŐŝŶĂů͘

���;ESSáͲϮϬϭϳͿ QUESTÃO ϯϯ

á ŐĞƌĂƚƌŝǌ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ ƌĞƚŽ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ 8Đŵ Ġ 10Đŵ͖ ĞŶƚĆŽ Ă ĄƌĞĂ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ Ġ͗

;ĂͿ 64πĐŵ2

;ďͿ 9πĐŵ2

;ĐͿ 16πĐŵ2

;ĚͿ 36πĐŵ2

;ĞͿ 25πĐŵ2

���;EEáRͲϮϬϬϭͿ QUESTÃO ϯϰ

NƵŵ ĐŽŶĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ ƌĞƚŽ͕ ĐƵũŽ ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ŵĞĚĞ r͕ Ă ďĂƐĞ Ġ ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚĞ ă ƐĞĐĕĆŽ ŵĞƌŝĚŝĂŶĂ͘ á
ĂůƚƵƌĂ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ ŵĞĚĞ

;ĂͿ πrg
;ďͿ πr

g
;ĐͿ πr
;ĚͿ πg

���;EEáRͲϮϬϬϮͿ QUESTÃO ϯϱ

O ŵĂŝŽƌ Ğ Ž ŵĞŶŽƌ ůĂĚŽ ĚĞ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ŵĞĚĞŵ͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͕ 10Đŵ Ğ 3Đŵ Ğ ĨŽƌŵĂŵ ĞŶƚƌĞ
Ɛŝ Ƶŵ ąŶŐƵůŽ ĚĞ 45◦͘ O ǀŽůƵŵĞ ĚŽ ƐſůŝĚŽ ŐĞƌĂĚŽ ƉĞůĂ ƌŽƚĂĕĆŽ ĚĞ 360◦ ĚĞƐƐĞ ƚƌŝąŶŐƵůŽ Ğŵ ƚŽƌŶŽ ĚŽ
ƐĞƵ ůĂĚŽ ŵĂŝŽƌ Ġ͕ Ğŵ Đŵ3͕

;ĂͿ 30π
;ďͿ 20π
;ĐͿ 15π
;ĚͿ 10π
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���;EEáRͲϮϬϬϮͿ QUESTÃO ϯϲ

á ŐĞƌĂƚƌŝǌ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĚĞ ƌĞǀŽůƵĕĆŽ ĨŽƌŵĂ ĐŽŵ Ž ĞŝǆŽ ĚŽ ĐŽŶĞ Ƶŵ ąŶŐƵůŽ ĚĞ 45◦͘ á ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů͕
Ğŵ Ěŵ2͕ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ͕ ƐĂďĞŶĚŽͲƐĞ ƋƵĞ Ă ĄƌĞĂ ĚĞ ƐƵĂ ƐĞĐĕĆŽ ŵĞƌŝĚŝĂŶĂ Ġ 18Ěŵ2͕ Ġ

;ĂͿ 18π
√
2

;ďͿ 9π
√
2

;ĐͿ 18π
;ĚͿ 18π(

√
2+ 1)

���;EEáRͲϮϬϬϯͿ QUESTÃO ϯϳ

á ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚŽ ƐſůŝĚŽ ŐĞŽŵĠƚƌŝĐŽ ĨŽƌŵĂĚŽ ƉĞůĂ ƌŽƚĂĕĆŽ ĚĞ Ƶŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͕ ĚĞ ƉĞƌşŵĞƚƌŽ
30Đŵ͕ Ğŵ ƚŽƌŶŽ ĚĞ Ƶŵ ĚĞ ƐĞƵƐ ůĂĚŽƐ Ġ͕ Ğŵ Đŵ2͕ ŝŐƵĂů Ă

;ĂͿ 100π
;ďͿ 200π
;ĐͿ 50π

√
3

;ĚͿ 100π
√
3

���;EEáRͲϮϬϬϯͿ QUESTÃO ϯϴ

á ŐĞƌĂƚƌŝǌ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĚĞ ƌĞǀŽůƵĕĆŽ ŵĞĚĞ 6Đŵ Ğ Ž ąŶŐƵůŽ ĚĂ ŐĞƌĂƚƌŝǌ ĐŽŵ Ă ĂůƚƵƌĂ ĚŽ ĐŽŶĞ Ġ ĚĞ
30◦͘ O ǀŽůƵŵĞ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 9π
;ďͿ 3π

√
3

;ĐͿ 9π
√
3

;ĚͿ 27π
√
3

���;EEáRͲϮϬϬϯͿ QUESTÃO ϯϵ

NƵŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ABC͕ Ž ůĂĚŽ ŵĂŝŽƌ ACŵĞĚĞ 10Đŵ͖ Ž ůĂĚŽ ŵĞŶŽƌ BCŵĞĚĞ 3Đŵ͖ Ğ Ž ąŶŐƵůŽ ƋƵĞ
ĞůĞƐ ĨŽƌŵĂŵ ŵĞĚĞ 45◦͘ O ǀŽůƵŵĞ ĚŽ ƐſůŝĚŽ ŐĞƌĂĚŽ ƉĞůĂ ƌŽƚĂĕĆŽ ĚĞ 360◦ ĚĞƐƐĞ ƚƌŝąŶŐƵůŽ Ğŵ ƚŽƌŶŽ
ĚŽ ůĂĚŽ ŵĂŝŽƌ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 3
√
2π

2
;ďͿ 3

√
2π
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;ĐͿ 5π

2
;ĚͿ 15π

���;EEáRͲϮϬϬϰͿ QUESTÃO ϰϬ

NƵŵ ĐŽŶĞ ƌĞƚŽ͕ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞŵĞĚĞ 3Đŵ͘ PĂƌĂ ƋƵĞ ŽƐ ŶƷŵĞƌŽƐ ƋƵĞ ĞǆƉƌĞƐƐĂŵ ĂƐŵĞĚŝĚĂƐ ĚŽ ƌĂŝŽ
ĚĂ ďĂƐĞ͕ ĚĂ ĂůƚƵƌĂ Ğ ĚŽ ǀŽůƵŵĞ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ ĨŽƌŵĞŵ͕ ŶĞƐƐĂ ŽƌĚĞŵ͕ ƵŵĂ P͘G͕͘ Ă ĂůƚƵƌĂ͕ Ğŵ Đŵ͕ ĚĞǀĞ ƐĞƌ

;ĂͿ 3π
√
3͘

;ďͿ π
√
3͘

;ĐͿ π͘

;ĚͿ pi
√
3

3
͘

���;EEáRͲϮϬϬϰͿ QUESTÃO ϰϭ

SĞũĂŵ ĚŽŝƐ ĐŽŶĞƐ͕ A Ğ B͕ ĚĞ ǀŽůƵŵĞƐ V Ğ V ′͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͘ SĞ ĂƐ ƌĂǌƁĞƐ ĞŶƚƌĞ ŽƐ ƌĂŝŽƐ ĚĂƐ
ďĂƐĞƐ Ğ ĞŶƚƌĞ ĂƐ ĂůƚƵƌĂƐ ĚĞA Ğ B ƐĆŽ͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͕ 2 Ğ 1

2
͕ ĞŶƚĆŽ ƉŽĚĞŵŽƐ ĂĮƌŵĂƌ ƋƵĞ

;ĂͿ V ′ = V ͘
;ďͿ V = 2V ′͘
;ĐͿ V ′ = 2V ͘
;ĚͿ V = 3V ′͘

���;EEáRͲϮϬϬϰͿ QUESTÃO ϰϮ

NŽ ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ ƌĞƚŽ͕ ĂƐ ďĂƐĞƐ ƐĆŽ ƉĂƌĂůĞůĂƐ͘

SĞ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞŵĂŝŽƌŵĞĚĞ 5Đŵ Ğ Ă ĚŝƐƚąŶĐŝĂ ĞŶƚƌĞ ĂƐ ĚƵĂƐ ďĂƐĞƐ͕ 4
√
3Đŵ͕ ĞŶƚĆŽ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚĞƐƐĞ

ƚƌŽŶĐŽ ĚĞ ĐŽŶĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 124π
√
3

3
;ďͿ 125π

√
3
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;ĐͿ 96π
√
3

3
;ĚͿ 124π

√
3

���;EEáRͲϮϬϬϱͿ QUESTÃO ϰϯ

á ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ ƌĞƚŽ Ġ 24πĐŵ2͘ SĞ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ ŵĞĚĞ 4Đŵ͕ ĞŶƚĆŽ
ƐƵĂ ĂůƚƵƌĂ͕ Ğŵ Đŵ͕ ŵĞĚĞ

;ĂͿ 5
√
2

;ďͿ 5
√
3

;ĐͿ 2
√
5

;ĚͿ 3
√
5

���;EEáRͲϮϬϬϲͿ QUESTÃO ϰϰ

á ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ ƌĞƚŽ ĞƐƚĄ ŝŶƐĐƌŝƚĂ ŶƵŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ĚĞ ĄƌĞĂ 9
√
3Đŵ2͘ SĞ ĂƐ

ĂůƚƵƌĂƐ ĚŽ ĐŽŶĞ Ğ ĚŽ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ƐĆŽ ĐŽŶŐƌƵĞŶƚĞƐ͕ ĞŶƚĆŽ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚŽ ĐŽŶĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 3π
√
6

;ďͿ 3π
√
3

;ĐͿ 6π
√
3

;ĚͿ 6π
√
6

���;EEáRͲϮϬϬϳͿ QUESTÃO ϰϱ

O ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ŵĞĚĞ 2Đŵ͘ á ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ͕ Ğŵ Đŵ2͕ Ġ

;ĂͿ 4π͘
;ďͿ 5π͘
;ĐͿ 8π͘
;ĚͿ 10π͘

���;EEáRͲϮϬϬϳͿ QUESTÃO ϰϲ

Uŵ ĐŚĂƉĠƵ ĚĞ ĨĞƐƚĂ͕ ĨĞŝƚŽ ĚĞ ĐĂƌƚŽůŝŶĂ͕ ƚĞŵ Ă ĨŽƌŵĂ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĚĞ 1Ěŵ ĚĞ ƌĂŝŽ Ğ 5Ěŵ ĚĞ ŐĞƌĂƚƌŝǌ͘
PĂƌĂ ĨĂǌĞƌ 20 ĐŚĂƉĠƵƐ͕ ƐĆŽ ŶĞĐĞƐƐĄƌŝŽƐ͕ ŶŽ ŵşŶŝŵŽ͕ Ěŵ2 ĚĞ ĐĂƌƚŽůŝŶĂ͘ CŽŶƐŝĚĞƌĞ π = 3, 14͘

;ĂͿ 157
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;ďͿ 225
;ĐͿ 314
;ĚͿ 426

���;EEáRͲϮϬϬϳͿ QUESTÃO ϰϳ

Uŵ ĐŝůŝŶĚƌŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ Ġ ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚĞ Ă Ƶŵ ĐŽŶĞ͕ ƚĂŵďĠŵ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͘ SĞ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚŽ ĐŽŶĞ
ŵĞĚĞ

√
3Đŵ͕ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚŽ ĐŝůŝŶĚƌŽ ŵĞĚĞ͕ Ğŵ Đŵ͕

;ĂͿ
√
3

;ďͿ
3
√
12

2

;ĐͿ
3
√
6

2
;ĚͿ

√
6

���;EEáRͲϮϬϬϵͿ QUESTÃO ϰϴ

Uŵ ƚƌŝąŶŐƵůŽ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ͕ ĚĞ 6Ěŵ ĚĞ ůĂĚŽ͕ ŐŝƌĂ Ğŵ ƚŽƌŶŽ ĚĞ Ƶŵ ĚĞ ƐĞƵƐ ůĂĚŽƐ͘ O ǀŽůƵŵĞ ĚŽ ƐſůŝĚŽ
ŐĞƌĂĚŽ͕ Ğŵ Ěŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 24π͘
;ďͿ 36π͘
;ĐͿ 48π͘
;ĚͿ 54π͘

���;EEáRͲϮϬϬϵͿ QUESTÃO ϰϵ

Eŵ Ƶŵ ĐŽŶĞ͕ Ă ŵĞĚŝĚĂ ĚĂ ĂůƚƵƌĂ Ġ Ž ƚƌŝƉůŽ ĚĂ ŵĞĚŝĚĂ ĚŽ ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘ SĞ Ž ǀŽůƵŵĞ ĚŽ ĐŽŶĞ Ġ
8πĚŵ3͕ Ă ŵĞĚŝĚĂ ĚŽ ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ͕ Ğŵ Ěŵ͕ Ġ

;ĂͿ 0, 5͘
;ďͿ 1, 5͘
;ĐͿ 2͘
;ĚͿ 3͘

���;EEáRͲϮϬϭϬͿ QUESTÃO ϱϬ

Uŵ ĐŽŶĞ Ğ Ƶŵ ĐŝůŝŶĚƌŽ͕ ĂŵďŽƐ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽƐ͕ ƚġŵ ďĂƐĞƐ ĚĞ ƌĂŝŽƐ ĐŽŶŐƌƵĞŶƚĞƐ͘ á ƌĂǌĆŽ ĞŶƚƌĞ ĂƐ ĄƌĞĂƐ
ĚĂƐ ƐĞĐĕƁĞƐ ŵĞƌŝĚŝĂŶĂƐ ĚŽ ĐŽŶĞ Ğ ĚŽ ĐŝůŝŶĚƌŽ Ġ
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;ĂͿ
4
√
3

2

;ďͿ
√
3

4

;ĐͿ 1

3

;ĚͿ 1

2

���;EEáRͲϮϬϭϭͿ QUESTÃO ϱϭ

O ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ŵĞĚĞ 2
√
3Đŵ͘ O ǀŽůƵŵĞ ĚĞƐƐĞ ĐŽŶĞ͕ Ğŵ Đŵ3͕ Ġ

;ĂͿ 42
√
3π

;ďͿ 38
√
3π

;ĐͿ 24π
;ĚͿ 18π

���;EEáRͲϮϬϭϰͿ QUESTÃO ϱϮ

UŵĮůƚƌŽ ĐŽŵ Ă ĨŽƌŵĂ ĚĞ ĐŽŶĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ ƌĞƚŽ͕ ƚĞŵ ǀŽůƵŵĞ ĚĞ 200Đŵ3 Ğ ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚĞ 5Đŵ͘ UƐĂŶĚŽ
π = 3͕ ƉŽĚĞͲƐĞ ĚĞƚĞƌŵŝŶĂƌ ƋƵĞ ƐƵĂ ĂůƚƵƌĂ͕ Ğŵ Đŵ͕ Ġ ŝŐƵĂů Ă

;ĂͿ 10͘
;ďͿ 9͘
;ĐͿ 8͘
;ĚͿ 6͘

���;EEáRͲϮϬϭϱͿ QUESTÃO ϱϯ

SĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĞƋƵŝůĄƚĞƌŽ ƚĞŵ 50πĐŵ2 ĚĞ ĄƌĞĂ ůĂƚĞƌĂů͕ ĞŶƚĆŽ Ă ƐŽŵĂ ĚĂƐ ŵĞĚŝĚĂƐ ĚĞ ƐƵĂ ŐĞƌĂƚƌŝǌ Ğ
ĚŽ ƌĂŝŽ ĚĞ ƐƵĂ ďĂƐĞ͕ Ğŵ Đŵ͕ Ġ ŝŐƵĂů Ă

;ĂͿ 10͘
;ďͿ 15͘
;ĐͿ 20͘
;ĚͿ 25͘
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���;EEáRͲϮϬϭϳͿ QUESTÃO ϱϰ

O ƐĞƚŽƌ ĐŝƌĐƵůĂƌ ĚĂ ĮŐƵƌĂ ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂ Ă ƐƵƉĞƌİĐŝĞ ůĂƚĞƌĂů ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ ƌĞƚŽ͘

CŽŶƐŝĚĞƌĂŶĚŽ π = 3͕ Ă ŐĞƌĂƚƌŝǌ Ğ Ž ƌĂŝŽ ĚĂ ďĂƐĞ ĚŽ ĐŽŶĞ ŵĞĚĞŵ͕ Ğŵ Đŵ͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĂŵĞŶƚĞ͕

;ĂͿ 5 Ğ 2
;ďͿ 5 Ğ 3
;ĐͿ 3 Ğ 5
;ĚͿ 4 Ğ 5

���;EEáRͲϮϬϭϵͿ QUESTÃO ϱϱ

UŵĂ ͞ĐĂƐƋƵŝŶŚĂ ĚĞ ƐŽƌǀĞƚĞ͟ ƚĞŵ Ă ĨŽƌŵĂ ĚĞ Ƶŵ ĐŽŶĞ ĐŝƌĐƵůĂƌ ƌĞƚŽ ĐƵũĂƐ ŵĞĚŝĚĂƐ ŝŶƚĞƌŶĂƐ ƐĆŽ
12Đŵ ĚĞ ĂůƚƵƌĂ Ğ 5Đŵ ĚĞ ĚŝąŵĞƚƌŽ ĚĂ ďĂƐĞ͘ O ǀŽůƵŵĞ ĚĞ ƐŽƌǀĞƚĞ ƋƵĞ ĞŶĐŚĞ ĐŽŵƉůĞƚĂŵĞŶƚĞ ĞƐƐĂ
ĐĂƐƋƵŝŶŚĂ Ġ πĐŵ3͘

;ĂͿ 30
;ďͿ 25
;ĐͿ 20
;ĚͿ 15
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Ϯ͘ϱ GáBáRITO

Q͘ ϭ͗ D
Q͘ Ϯ͗ E
Q͘ ϯ͗ E
Q͘ ϰ͗ D
Q͘ ϱ͗ á
Q͘ ϲ͗ á
Q͘ ϳ͗ B
Q͘ ϴ͗ D
Q͘ ϵ͗ D
Q͘ ϭϬ͗ C
Q͘ ϭϭ͗ D
Q͘ ϭϮ͗ C
Q͘ ϭϯ͗ B
Q͘ ϭϰ͗ D
Q͘ ϭϱ͗ C
Q͘ ϭϲ͗ á
Q͘ ϭϳ͗ B
Q͘ ϭϴ͗ D
Q͘ ϭϵ͗ D
Q͘ ϮϬ͗ C

Q͘ Ϯϭ͗ B
Q͘ ϮϮ͗ D
Q͘ Ϯϯ͗ C
Q͘ Ϯϰ͗ D
Q͘ Ϯϱ͗ D
Q͘ Ϯϲ͗ C
Q͘ Ϯϳ͗ B
Q͘ Ϯϴ͗ áNULáDá ;NĆŽ ĞǆŝƐƚĞ

ƵŵĂ ƉŝƌąŵŝĚĞ ĐŽŵ ĂƐ ĐĂƌĂĐƚĞƌşƐͲ
ƟĐĂƐ ĐŝƚĂĚĂƐ ŶŽ ĞŶƵŶĐŝĂĚŽ͘ áƐͲ
Ɛŝŵ͕ Ă ƋƵĞƐƚĆŽ ĨŽŝ ĨŽƌŵƵůĂĚĂ ĚĞ
ĨŽƌŵĂ ŝŵƉƌſƉƌŝĂ͘ Ϳ

Q͘ Ϯϵ͗ á
Q͘ ϯϬ͗ E
Q͘ ϯϭ͗ E
Q͘ ϯϮ͗ á
Q͘ ϯϯ͗ D
Q͘ ϯϰ͗ C
Q͘ ϯϱ͗ á
Q͘ ϯϲ͗ á

Q͘ ϯϳ͗ D

Q͘ ϯϴ͗ C

Q͘ ϯϵ͗ D

Q͘ ϰϬ͗ B

Q͘ ϰϭ͗ B

Q͘ ϰϮ͗ á

Q͘ ϰϯ͗ C

Q͘ ϰϰ͗ B

Q͘ ϰϱ͗ C

Q͘ ϰϲ͗ C

Q͘ ϰϳ͗ B

Q͘ ϰϴ͗ D

Q͘ ϰϵ͗ C

Q͘ ϱϬ͗ B

Q͘ ϱϭ͗ C

Q͘ ϱϮ͗ C

Q͘ ϱϯ͗ B

Q͘ ϱϰ͗ á

Q͘ ϱϱ͗ B
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