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TRIANGULOS

Nao existe qualquer referéncia pontual a quem ou como tera sido inventado ou
descoberto otriangulo. Tera sido o Homem que ao longo da sua evolucao tera sentido
necessidade na sua vida pratica de tornar rigidas e seguras algumas das suas
construcdes? Por exemplo, nos tempos primitivos da civilizacao Grega, foi usado
pelos gregos o tridangulo de descarga.

O triangulo de descarga era uma construgao que permitia descarregar as pressoes
exercidas por grandes pesos que se encontravam por cima das portas dos tumulos
e das cidadelas. Devido ao peso, as portas podiam abater, mas com o triangulo,
esse peso era suportado por postes laterais que eram macigos. Os triangulos
de descarga eram geralmente abertos, mas podiam ser tapados e decorados, como
acontece no caso da cidade de Micenas, com a Porta dos Ledes.

No principio da Idade Média, apareceu no Mediterraneo, uma vela triangular,
alinhada com o eixo longitudinal do casco, contrariando a até utilizada, que era
perpendicular ao mesmo eixo e de configuracao quadrada, chamada Redonda, por
ao longe parecer redonda. Nao se sabe quem a utilizou pela primeira vez.

Arabes, Indianos ou até Indonésios, sdo apontados como os percursores de
tal sistema, que permite a embarcagdao navegar contra o vento a uns 50 ou 60
graus. Os Arabes usavam na pesca e no transporte de géneros, uma embarcacio
robusta, de formas finas, pouco alterosa e de pouco calado, chamada "Caravo" que
armava com uma vela latina (triangular). Com a ocupacgao da Peninsula Ibérica, é
de prever que este tipo de embarcagao tenha vindo com os invasores e tenha
chamado a atencao dos armadores da costa do Atlantico, devido as suas
gualidades nauticas. Os Portugueses introduziram grandes melhoramentos
e nasceu a Caravela Portuguesa, que foi o navio escolhido para a demanda dos
descobrimentos substituindo as barcas de vela retangular. A vela triangular ou latina
permitiu- |lhes navegar contra o vento (bolinar). Durante mais de 450 anos a
Caravela tornou-se célebre pelo Mundo.
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Mestres de bolinar, os Portugueses, mantiveram, durante muitos anos, o segredo
desta arte no Oceano. Por isso chegaram até ao Cabo da Boa Esperanga, sem a
concorréncia do resto da Europa. Em 1575, o escritor Escalante de Mendonga
escrevia: .."A Caravela Portuguesa foi a melhor invengcdo que até ao tempo se
alcancou para a navegacdo de bolina." E n6s acrescentamos:

" Na base desta inveng¢do estd o triGngulo!"

O Tridngulo é "estdvel"

Na atualidade, sao muitas as situagcbes em que se recorre a robustez do

triangulo. Os engenheiros usam frequentemente formas triangulares nas
suas construgdes, para astornar mais seguras.

Na cobertura de estadios.

Estadio do Drag#o, no Porto

< Na construgio civil, para evitar
quedas e outros acidentes,
tr os

Nas pontes de ferro.
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Na construgdo civil, os guindastes suportam e elevam grandes
Nos postes de alta tensdo, para suportar fortes ventos. pesos, gragas & existéncia de secgdes triangulares.

Definicdo

Triangulos sdao poligonos formados por tréslados, trés segmentos de reta que,
dois a dois, tocam-se em seus pontos extremos, mas que Nao se cruzam em qualquer
outro ponto.
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Elementos de um tridngulo

Os triangulos possuem os mesmos elementos dos poligonos, com excecao das
diagonais.

Vértice

Lado

Angulo interno, Angulo externo

Lados: sao os segmentos de reta que formam o poligono;
Vértices: sdo os pontos de encontro entre os lados;

Angulos internos: sdo os angulos que podem ser observados entre dois lados
adjacentes de um triangulo;

Angulos externos: s3o os angulos que podem ser observados entre um lado de um
triangulo e o prolongamento do lado adjacente a ele.

Classificagées de triGngulos

Os triangulos podem ser classificados a partir de seu nimero de lados.

~ANA

Escaleno Isosceles Equilatero

Escaleno: triangulo que possui todos os lados com medidas diferentes;
Isdsceles: triAngulo que possui dois lados com medidas iguais;
Equildtero: triangulo que possui trés lados com medidas iguais.

Outra classificagao possivel para os triangulos se refere as medidas de seus angulos.

‘ B
Acutangulo Retangulo Obtusangulo

Acutdngulo: Triangulo que possui todos osangulos com medidas menores que
909

Retdngulo: Triangulo que possui um angulo com medida igual a 90°;

Obtusdngulo: Triangulo que possui um angulo com medida superior a 90°.
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Propriedades dos triGngulos

As propriedades a seguir sao validas para qualquer triangulo,
independentemente de sua forma ou tamanho.

Propriedade P

A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo sempre sera igual a 180°.

Demonstragcéo

O procedimento usado para mostrar que a soma dos angulos internos de um
triangulo é sempre igual a 180° sera feito a seguir em etapas e baseia-se em
outro conhecimento: dos angulos formados em um feixe de retas paralelas cortadas
por uma transversal. Para compreender bem a demonstragao, lembre- se: angulos
alternos internos sao congruentes. Além disso, lembre-se também de que as
semirretas que definem um angulo raso (de 180°) formam uma reta. Isso significa
gue qualquer angulo observado sobre uma reta terd essa medida.

Etapa 1I: Desenhar um tridngulo ABC cuja base é BC. Observe apenas que esse
triangulo ¢é aleatdrio, pode ser qualquer triangulo, e que a base também pode ser
AC ou BA que o resultado obtido serda o mesmo.

Etapa 2: Sobre o vértice A, trace a reta paralela ao lado BC, como mostra o exemplo
a seguir:

B C

Etapa 3: Colocar sobre esse desenho os angulos internos a, € y do triangulo e os
angulos 0 e A que foram formados no processo:

B C
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Etapa 4: Observe que os angulos 6 e B sdoalternos internos. Isso significa
que sao congruentes. O mesmo acontece com y e A, que também sao alternos

internos. Logo, podemos trocar 8 por B € A por y na imagem. Assim, obteremos
0 esquema ilustrado pela imagem a seguir.

B C

Etapa 5: Observar que a soma dos angulos realmente € 180°. Para isso, note que
os angulos na figura a seguir, que foram circulados, ao mesmo tempo, tém a

mesma medida dos angulos internos do triangulo e os trés juntos formam um angulo
raso, portanto:

a+B+y=180°

VA
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Propriedade P2

A soma das medidas dos angulos externos de um triangulo sempre sera igual a 360°.

Demonstrag¢do
»
A A
A
»
5 A
A A
B a
-
g ¢
y b C
B ,
A -
C

Perceba que, no tridngulo ABC, 4,B e ¢ s3o os angulos externos e 4,b e ¢ sio
os angulos internos.

Sabe-se que:

A +a=180°
B +b =180°
¢ +¢é=180°
QOu ainda:

A+a+B +bh+C +¢=540°

Reorganizando:
A+B+C+a+bh+¢=540°

~

Perceba que @ +b +¢é é a soma dos angulos internos e portanto, vale 180°.

180°+ A + B +C = 540°

gue nos confirma que a soma dos angulos externos de um triangulo é realmente
360°.
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Propriedade Ps

A medida de um angulo externo de um triangulo é igual a soma das medidas dos dois
angulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstrag¢do
Vimos que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.
a+b+¢=180° (i

Vimos também que a soma de um angulo interno com seu respectivo externo
também resulta em 180°.

A +a =180° (i)
Basta igualarmos as equacodes (i) e (ii).
a+bh+¢=A+a

b+é=4

A
A
5 A‘
A A
B a
-
« A A
’ 4 0 ¢l C
B ‘.
é -

O que nos confirma que a medida de um angulo externo de um triangulo é igual
a soma das medidas dos dois angulos internos nao adjacentesa ele.

Propriedade P4

A soma das medidas de dois lados de um triangulo é sempre maior que a medida do
terceiro lado.

Essa propriedade, conhecida como condicdo de existéncia de um triangulo,
determina se um triangulo poderd existir ou nao de acordo com o comprimento de
seus lados.
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Fundamento da condig¢do de existéncia

Imagine que um tridngulo serd construido com trés varetas de tamanho fixo. A maior
delas sera colocada na horizontal.

Construcao de um triangulo com medidas fixas para os lados

Observe na imagem a seguir que, se girarmos as duas varetas, elas se tocarao no
ponto A, fechando o triangulo.

A condicao para que essas varetas formem o triangulo € a seguinte: o resultado
da soma das medidas das duas varetas que foram giradas precisa ser maior
gque a medida da vareta horizontal. Traduzindo para a linguagem
matematica, teremos a seguinte regra:

Em qualquer triGngulo, a soma das medidas de dois lados é sempre maior que a
medida do terceiro.

Observando as imagens, esses lados que estao sendo somados sdo as varetas livres
que foram giradas. Observe que o comprimento das varetas € justamente o raio
da circunferéncia quedescreve a possivel trajetdéria de suasextremidades.

Assim, para gque haja tri@ngulo, é preciso haver ponto de interseccdo entre essas
circunferéncias.
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Observe apenas que esse ponto ndo pode ser de tangéncia, ou seja, essas
circunferéncias nao podem se tocar em apenas um ponto, pois, dessa maneira, a
soma dos dois lados livres do tridngulo seria igual a medida do terceiro. Com
isso, teriamos a seguinte figura:

~

[ ]
P~

-~
-

Essa figura, evidentemente, ndao € um triangulo.

Caso a soma dos comprimentos das duas varetas giradas seja menor do que a
maior vareta (horizontal), elas jamais formarao um tridngulo

Observe pela trajetéria que as varetas nao se tocardo, independentemente do giro
gue for feito com elas.

Perceba que existe uma propriedade em torno do comprimento dos lados do
tridngulo para que seja possivel construi-lo. Essa propriedade € o que chamamos
de condi¢cdo de existéncia de um triGngulo.
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Condigcdo de existéncia

Suponha que as medidas dos lados de um triangulosejam a, b e ¢. A condicao
de existéncia de um tridngulo ¢é a seguinte:

a<b+c
b<a+c
c<a+b

Contudo, ndao é necessario verificar todas elas para garantir a existéncia de um
tridngulo. Sempre que a soma dos dois lados menores de um tridangulo for maior
gue o comprimento do maior lado, esse triangulo existira.

Para compreender melhor, imagine que a@ é a maior medida entre as trés. Entao,
se

a<b+c

entao, b sera menor que a + ¢ e ¢ sera menorque a + b.

-

3.85

o
- -~

o

.

N N

Triangulo em que valem as desigualdades citadas acima

Observe que o tridngulo da imagem acima obedece a essa regra. 9 < 6 + 3,85.
Por isso, é possivel que exista um triangulo com essas medidas.

Se tentarmos construir triangulos com as seguintes medidas, veja o que ira

acontecer:
2cm, 3cm e 6cm ou 2cm, 4cm e 6cm
2cm,.'\ /‘"‘x.}cm ;
J 2cm \Y 4 cm
6cm } 6cm
E impossivel construir o triangulo. E impossivel construir o triangulo.
Notaque: 6>2+3 Notaque: 6=2+4
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Partindo da condicdo de existéncia de um triangulo:
a<b+c

b<a+c—->a>b-c

c<a+b-a>c—-»b
Podemos concluir que um lado de um triangulo ndao sé deve ser menor que a soma
dos outrosdoisa < b + ¢,como também deve ser maior que a diferenca entre os outros
doisa>b—c,a>c—b.
Para unimos tudo em Unica expressao, teremos:

[b—cl<a<b+c

Uma versdao mais sofisticada da desigualdade triangular.

Propriedade Ps

O maior lado de um triangulo opde-se ao seu maior angulo, analogamente, o menor
lado de um triangulo opde-se ao seu menor angulo.

Maior angulo Menor lado

Menor angulo

Maior lado

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

@ Anderson Gleryston Matematica



NDERSON

MATEMATICA

01. (ENEM 2014) Uma crianga deseja criar triangulos utilizando palitos de fosforo de
mesmo comprimento. Cada tridngulo serd construido com exatamente 17 palitos
e pelo menos um dos lados do triangulo deve ter o comprimento de exatamente 6
palitos. A figura ilustra um triangulo construido com essas caracteristicas.

A quantidade maxima de triangulos ndocongruentes dois a dois que
podem ser construidos é

03
05
®6
®s8
Q10

02. (UFPE 2005) Um barco esta sendo rebocado para a margem de um porto por um
cabo de aco. Inicialmente, o barco esta no ponto A da ilustragao, quando o cabo
tem comprimento de 100 m. Apds puxar o cabo de 20 m, o barco ocupa a posicao B.

Nessas condicoes, a distancia AB &

O maior que 20 m.
0 iguala20 m.

@® iguala1l®9m

® iguala18 m.

O menor que 18 m.
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03. Duas estradas partem de Brasilopolis e adistancia, em km, que aquele
ponto estd da cidade de origem é mostrada em placas ao longo da estrada. A placa
de km 32 indica que aquele ponto estd a 32 km da cidade de Brasildpolis. Deseja-se
fazer uma ligacao entre o km 32 da BR-1e o km 55 da BR-2, como mostra a figura.

7% e

Sabendo que essa ligagao tera um numero inteiro de quildmetros, quais as medidas,
minima e maxima, respectivamente, que podera ter?

O 22km e 86km
O 23km e 86km
® 23km e 87km
® 24km e 86km
O 24km e 87km

04. (IFSUL 2017) Analise a tirinha abaixo.

NEG, PRESTR
ATENGRD; SE E6TE
LADO, ESTE LAPO
E G576 LADO MEDEM
A MESMA COIRA, §
UM TRIANGULO,

VAMOS VER, LISERCADE;
ESTE € um TRIANSLULO
como?

LN

NXO!! "ean
TRIANGLLO CUTOS
CADDS SAC

AR
SocCIALISTA'

De acordo com a tirinha, o triangulo é classificadocomo

0 retangulo.
0O equilatero.
@ isosceles.

©® escaleno.

A obtusangulo.
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05. A empresa de decoragdao GEOMETRIX convocou seus funcionarios para um
desafio. O primeiro funcionario que conseguisse reproduzir com perfeicao o
projeto apresentado receberia o salario dobrado.

A

5¢m 6cm

12¢m C

O projeto consistia em um triangulo azul de dimensdes 5cm, 6cm e 12cm.

Assim gue iniciaram os trabalhos, Fernando, lembrou-se da desigualdade
triangular e percebeu que era

0 possivel construir um tridngulo com quaisquer trés medidas fornecidas em
um dado projeto.

0O impossivel construir um tridngulo com essas medidas, pois o lado BC é maior que
a soma das medidas de AB e AC.

@ possivel construir um tridngulo com essas medidas, pois o lado AB é menor que a
soma das medidas de AC e BC.

® impossivel construir um tridngulo com essas medidas, pois o lado AB é maior que
a soma das medidas de BC e AC.

O possivel construir um tridngulo com essas medidas, pois o lado BC é menor que a
soma das medidas de AB e AC.

06. (ENEM PPL 2012) Um professor, ao fazer uma atividade de origami (dobraduras)
com seus alunos, pede para que estes dobrem um pedaco de papel em forma
triangular, como na figura a seguir, de modo que M e N sejam pontos médios
respectivamente de AB e AC, e D, ponto do lado BC, indica a nova posi¢cao do vértice
A do triangulo ABC.

C B

Se ABC é um triangulo qualquer, apds aconstrucao, saoexemplosde triangulos
is6sceles os triangulos

O CMA e CMB
® CADe ADB
® NAM e NDM
® CND e DMB
® CND e NDM
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07. (ENEM PPL 2012) Durante seu treinamento, um atleta percorre metadedeuma
pista circular de raio R, conforme figura a seguir. A sua largada foi dada na posi¢cao
representada pela letra L, a chegada estarepresentada pelaletraCealetraA
representa o atleta. O segmento LC é um diametro da circunferéncia e o
centro da circunferéncia esta representado pela letra F. Sabemos que, em qualquer
posicao que o atleta esteja na pista, os segmentos LA e AC sao perpendiculares.
Seja 8 oangulo que o segmento AF faz com segmento FC.

Interbits®

Quantos graus mede o angulo 6 quando o segmento AC medir R durante a
corrida?

0 15 graus

O 30 graus
® 60 graus
® 90 graus
O 120 graus

08. (ENEM 2016 - 22 Aplicagcao) Pretende-se construir um mosaico com o formato de
um triangulo retangulo, dispondo-se de trés pecas, sendo duas delas triangulos
congruentes e a terceira um triangulo isésceles. A figura apresenta cinco
mosaicos formados por trés pecgas.

Mosaico 1 Mosaico 2 Mosaico 3

Mosaico 4 Mosaico 5

Na figura, o mosaico que tem as caracteristicas daguele que se pretende construir é
o

0.
02
(C IS
o 4
(E I3
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09. (ENEM 2018) O remo de assento deslizante é um esporte que faz uso de um barco
e dois remos do mesmo tamanho. A figura mostra uma das posicdes de uma técnica
chamada afastamento.

Disponivel em: www.remobrasil.com. Acesso em: 6 dez. 2017 (adaptado).

Nessa posicao, os dois remos se encontram no ponto A e suas outras extremidades
estao indicadas pelos pontos B e C. Esses trés pontos formam um tridngulo ABC cujo
angulo BAC tem medida de 170°.

O tipo de triangulo com vértices nos pontos A, B e C, no momento em que o remador
esta nessa posicao, €

0 retangulo escaleno.

® acutangulo escaleno.
® acutangulo isdsceles.
® obtusangulo escaleno.
O obtusangulo isésceles.

10. (Petrobras 2017 - Cesgranrio) Um arame de extremidades C e D e 8 cm de

comprimento é dobrado de modo a formar um tridangulo equilatero ABC mantendo
os pontos B, C e D alinhados, conforme a Figura a seguir.

A

»)

B C

Qual a distancia, em centimetros, entre os pontos A e D?

03
0 23
® 43
02
Q4
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GABARITO

QUESTAO ALTERNATIVA

o1
02
03
04
05
06
o7
08
09
10

Wm®O0|ww g > >
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PONTOS E SEGMENTOS NOTAVEIS EM UM TRIANGULO

MEDIANA

Chama-se mediana de um triangulo o segmento de reta que liga um vértice ao ponto
médio do lado oposto a esse vértice.

mediana

A mediana divide um triangulo em dois triangulos de mesma area. Todo triangulo
tem trés medianas, elas dividem o tridngulo em seis triangulos de mesma area e se
cruzam num ponto interno ao triangulo. Esse ponto é dito baricentro do triangulo.

A

@
=
a)

BARICENTRO

Ao redor do baricentro, a area do tridangulo estad igualmente distribuida. E possivel
equilibrar o triangulo se o apoiarmos pelo baricentro. O baricentro é o centro de
gravidade do triangulo e divide cada mediana na razao 2 : 1. A medida do baricentro
ao veértice é o dobro da medida do baricentro ao lado. A medida do baricentro ao

vértice é dois tercos da mediana, enquanto que a medida do baricentro ao lado € um
terco da mediana.

mediana

baricentro

c B
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BISSETRIZ

Bissetriz interna de um triangulo € uma semirreta que liga um vértice a um ponto do
lado oposto, dividindo o angulo interno correspondente a esse vértice em dois

angulos congruentes.
B
A
A c

A bissetriz é o lugar geométrico dos pontos que equidistam dos dois lados de um

angulo.
a
a
0 >

Todo tridngulo tem trés bissetrizes internas. Estas se cruzam num ponto interno ao
tridngulo. Esse ponto € chamado incentro do triangulo.

B
P
M
A
N
C

INCENTRO

O incentro equidista dos lados do tridngulo e é o centro da circunferéncia inscrita
(circunferéncia tangente aos lados) no triangulo.

8 W~

F.‘\‘ —/
Sa
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MEDIATRIZ

A mediatriz € o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam dos
extremos de um segmento deste plano, sendo assim, a mediatriz de um segmento
AB é a reta perpendicular a este sesgmento e que o divide em dois outros congruentes.

Assim, qualquer ponto da mediatriz mae do segmento de reta AB da figura equidista
de A e B, e qualquer ponto do plano que equidista de A e B pertence a mediatriz mas.
Todo triangulo possui trés mediatrizes que se encontram em um Unico ponto,
denominado circuncentro.

c c
A [ | B A M B
c

CIRCUNCENTRO

O circuncentro equidista dos vértices do triangulo e € o centro da circunferéncia
circunscrita (Que contém os vértices) ao triangulo.

O circuncentro do triangulo acutangulo é sempre um ponto interno ao triangulo.
O circuncentro do triangulo obtusangulo é sempre um ponto externo ao triangulo.
O circuncentro do triangulo retangulo é o ponto médio da hipotenusa.

E importante saber que:

TRIANGULO TRIANGULO TRIANGULO
ACUTANGULO ~ OBTUSANGULO RETANGULO
) T et o g g T e bty s e e
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ALTURA

Altura de um triangulo é o segmento de reta que liga um vértice a um ponto da reta
gue contém o lado oposto de modo que esse segmento de reta seja perpendicular a
essa reta.

A A

5 b b

................ C
Todo triangulo tem trés alturas. As retas que contém as alturas cruzam-se num ponto
chamado ortocentro do triangulo.

O ortocentro pode ser:

Interno: se o triangulo for acutangulo:

A

R = c

Externo: se o triangulo for obtusangulo:

B

Coincidente: se o tridngulo for retangulo:

& ]

(&4
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11. (ENEM 2018) Os guindastes sao fundamentais em canteiros de obras, no manejo de
materiais pesados como vigas de aco. A figura ilustra uma sequéncia de estagios em
gue um guindaste ica uma viga de agco que se encontra inicial mente no solo.

Cabo de ago
Viga
ig M
M O o}
Estagio 1 Estagio 2 Estagio 3

Na figura, o ponto O representa a projecao ortogonal do cabo de aco sobre o plano do
chao e este se mantém na vertical durante todo o movimento de icamento da viga,
gue se inicia no tempo t = O (estagio 1) e finaliza no tempo tf (estagio 3).

Uma das extremidades da viga é icada verticalmente a partir do ponto O, enquanto
gue a outra extremidade desliza sobre o solo em direcao ao ponto O. Considere que o
cabo de aco utilizado pelo guindaste para igar a viga fique sempre na posicao vertical.
Na figura, o ponto M representa o ponto médio do segmento que representa a viga.

O grafico que descreve a distancia do ponto M ao ponto O,em fungao do tempo, entre

t=0etf, é
Distancia 4 Distancia/
0 @ I
I
I
I
0 t, Tempo 0 t; Tempo
Distanciah Distancia/
() (€] ‘
I
|
|
|
0 t; Tempo 0 t, Tempo
Distancia
@ \
t

BY

Tem
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12. (ENEM 2013) Em um sistema de dutos, trés canos iguais, de raio externo 30 cm,
sdo soldados entre si e colocados dentro de um cano de raio maior, de medida
R. Para posteriormente ter facilmanutencdo, € necessario haver uma distancia
de 10 cm entre os canos soldados e o cano deraio maior. Essa distancia é garantida
por um espacador de metal, conforme a figura:

Interbits®

Utilize 1,7 como aproximacéao para /3

O valor de R, em centimetros, € igual a

0 64,0.
® 655.
® 74,0.
® 81,0.
A 91.0.

13. (ENEM 2013) Nos ultimos anos, a televisao tem passado por uma verdadeira
revolucao, em termos de qualidade de imagem, som e interatividade com o
telespectador. Essa transformacao se deve a conversao do sinal analdgico para o sinal
digital. Entretanto, muitas cidades ainda nao contam com essa nova tecnologia.
Buscando levar esses beneficios a trés cidades, uma emissora de televisdao pretende
construir uma nova torre de transmissdo, que envie sinal as antenas A, B e C, ja
existentes nessas cidades.

As localizagGes das antenas estao representadas no plano cartesiano:

y(km) A ]
70
60
50 ¢
40
30
20 A B
10
10 20 30 40 50 60 70 80 90 x(km=)

A torre deve estar situada em um local equidistante das trés antenas.

O local adequado para a construcao dessa torre corresponde ao ponto de
coordenadas
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14. (ENEM 2005) Quatro estacdes distribuidoras de energia A, B, C e D estao dispostas
como vértices de um quadrado de 40km de lado. Deseja-se construir uma estacao
central que seja ao mesmo tempo equidistante das estacdes A e B e da estrada (reta)
gue liga as estacdes C e D.

A nova estacao deve ser localizada

0O no centro do quadrado.

O na perpendicular a estrada que liga C e D passando por seu ponto médio, a 15km
dessa estrada.

@® na perpendicular a estrada que liga C e D passando por seu ponto médio, a 25km
dessa estrada.

® no vértice de um tridngulo equilatero de base AB, oposto a essa base.

O no ponto médio da estrada que liga as estacdes A e B.

15. (SIMULADO SAS 2012) Num triangulo, o baricentro é o ponto de encontro das
medianas. Uma mediana une um vértice ao meio do lado oposto. A palavra baricentro
vem do grego barys, que significa pesado ou grave. Podemos entender o baricentro
como o “centro de gravidade” de uma superficie triangular. Quando soltamos um
objeto no ar, ele cai no chao, como se estivesse sendo atraido para baixo, por conta da
forca da gravidade. Na figura seguinte, observe que, quando se apoia uma superficie
triangular pelo seu baricentro, ela tende a ficar parada, ou seja, em equilibrio.

A figura seguinte representa um triangulo de cartolina, em que estao destacados os
pontosR,S, T,Ue V.

Esse triangulo de cartolina ficaria em equilibrio se o apoidassemos, preferencialmente,
no ponto:

ORr
Os
®T
(DXU]
Qv
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16. (UFG 2013 Adaptada) Gerard Stenley Hawkins, matematico e fisico, nos anos 1980,
envolveu-se com o estudo dos misteriosos circulos que apareceram em plantagdes
na Inglaterra. Ele verificou que certos circulos seguiam o padrdo indicado na figura a
seguir, isto &, trés circulos congruentes, com centros nos vértices de um triangulo
equilatero, tinham uma reta tangente comum.

Nestas condicdes, e considerando-se uma circunferéncia maior que passe pelos
centros dos trés circulos congruentes, a razao entre o raio da circunferéncia maiore o
raio dos circulos menores é

0 4/3
0 3/4
® 23
® 3/5
Q73

17. (UNESP 2013) Um aluno precisa localizar o centro de uma moeda circular e,
para tanto, dispde apenas de um lapis, de uma folha de papel, de uma régua nao
graduada, de um compasso e da moeda.

Nessas condicdes, o nUmero minimo de pontos distintos necessarios de serem
marcados na circunferéncia descrita pela moeda para localizar seu centro é

(AT
02
o 4.
(DR
(E I3
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18. (ENEM 2010) Uma metaldrgica recebeu uma encomenda para fabricar,em grande
quantidade, uma peca com o formato de um prisma reto com base triangular, cujas
dimensodes da base sao 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura € 10 cm. Tal peca deve ser
vazada de tal maneira que a perfuracao na forma de um cilindro circular reto seja
tangente as suas faces laterais, conforme mostra a figura.

|
I
6 cm : 8 cm
I
I
I I |
I I |
I _ I
T [ T
I I I
I I I
I |
I /L\\ I
I ,/ ———— |
e I
| @ \\\i\
) WSS
~
7 | RN
PR / N ]
P 7 S~ 2
\
’ S 7 S~o <
’ ~e e - I =
—0-
10 cm

O raio da perfuracao da peca é igual a

O 1cm.
O 2cm.
® 3cm.
® 4cm.
O 5cm.

19. (UFU 2015 Adaptada) Uma maqgquina moderna usa um sistema de coordenadas
cartesianas xOy para representar aforma e a dimensao (mapear) dos objetos que
serao cortados, furados etc. Uma chapa metalica delgada triangular € mapeada pelo
triangulo de vértices A = (-3, 0), B = (1, 4) e C = (5, -4) e sera feito um furo circular
exatamente no centro de massa dessa chapa.

Para realizar esse procedimento com precisdo, a maquina deve perfurar sobre o
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20. Fernando, um dos homens mais ricos da atualidade, possui mais de mil terrenos,
dentre os quais, um em formato de triangulo ABC, ilustrado na figura abaixo,
na qual, marcacgdes iguais indicam dimensdes iguais.

B C

Para se adequar as leis do municipio, teve que reservar uma area de 600 mz2do terreno
para preservacao ambiental. Se a regiao denotada por S possui exatamente a area
desejada, qual a area total do terreno ABC?

0 7200 m2
® 6200 m2
® 5.000 m2
® 4200 m2
A 3.600m2

21. O Toblerone foi criado em 1908 pelos suicos Theodor Tobler e Emil Baumann.
Acreditava-se que a sua original forma triangular tivesse sido inspirada pelo monte
Matterhorn, nos Alpes suicos; entretanto, de acordo com os filhos de Theodor, o
formato triangular se origina de uma piramide humana que as dancarinas do Folies
Bergere fizeram ao final de uma apresentacao a que Theodor assistiu.

Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Toblerone>

A embalagem do chocolate tem forma de prisma triangular, cuja base € um
triangulo equildtero com lado medindo 2v3.

\)
\}\\\

q\@

Uma crianga, extremamente curiosa, logo apds comer seu TOBLERONE, introduziu
4 gizes de cera de formato cilindricos de raio r na caixa que estava vazia. O centro de
um dos circulos, que representa a base do giz, coincide com o baricentro do
triangulo. Este circulo tangencia externamente os demais e estes, por sua vez,
tangenciam 2 lados do triangulo formado pelas faces laterais da embalagem.

Qual deve ser o raio da base do giz de cera, em cm, para que a situagao descrita seja
satisfeita?

005
010
®15
® 20
G 30
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22. (UEPA 2015) Um dos problemas enfrentado pelas empresas de telefonia celular e
disponibilizar sinal de qualidade aos seus usuarios, fato que nos ultimos tempos tem
gerado uma série de reclamagdes segundo o PROCON. Visando solucionar os
problemas de infraestrutura e cobrir uma regiao com sinal de qualidade, uma
operadora instalou 3 antenas (A, A; e Az) situadas nos vértices de um triangulo
equilatero cujo lado mede 8km conforme indicado na figura abaixo.

A,
Y §
AN £
4 \
04 \
’ \
’ \
4 \
4 \
4 \
II \\
8 km - s, 8 km
’ \
’ \
4 \
4 N
4 Y
4 \
4 \
04 Y
4 Ay
04 \
I, \\
@---------meemmccmcecmceea = Y
A, 8 km A,

Nessas condicdes e considerando que cada uma das antenas cobre uma area circular
equivalente a 16mkm2com sinal de qualidade, é correto afirmar que o usuario dessa
operadora que se encontrar:

O num dos lados do triangulo ndo terd sinal de qualidade.

0O dentro da area delimitada pelo tridngulo sempre terd um sinal de qualidade.
® no centro do tridngulo ndo terd sinal de qualidade.

® a 4km de um dos vértices do tridngulo ndo terd um sinal de qualidade.

O num dos vértices do tridngulo ndo tera sinal de qualidade.

23. (IFSUL 2017)O projeto de madeiramento € fundamental para a construgcao de um
bom telhado em uma residéncia. Na figura, temos a vista frontal do madeiramento
de um telhado. O tridangulo ABC é isésceles de base BC tal que A = 120°. Observa-se
também que os segmentos DE e FG sao perpendiculares a base BC.

'r:-./ A “ﬂ'\‘

De acordo com os dados acima, a medida do angulo é BED é

0 30°
QO 45°
® 60°
® 75°
@ 920°

/anderson_gleryston o /andersonglerystonmatematica

@ Anderson Gleryston Matematica

14




NDERSON

MATEMATICA

24. (UFU 2016) Dois irmaos herdaram um terreno que, conforme consta no registro de
imovel, pode ser representado pelo triangulo retangulo ABC da figura a seguir.

Ag

interbits®

21m

20m D

Os irmaos pretendem murar esse terreno €, a0 mesmo tempo, dividi-lo por um muro,
representado pelo segmento AD, em dois terrenos triangulares de mesma area. O
preco de construcdo do metro quadrado de muro foi orcado em R$ 90,00, e em toda
extensao o muro terd 3 m de altura.

A parte inteira do custo da construcao do muro, em milhares de reais, €

(A Jp)
0 23
O 24
® 25
0O 26

25. (CFTMG 2011) Um pargue ecoldgico com formato circular, cujo diametro AC mede
500 metros, tem 3 entradas M, N e P que dao acesso ao espaco triangular ABC,
reservado ao plantio de arvores, conforme figura abaixo.

@?ﬁ??

N

Se o lado BC do triangulo mede 300 m, entao, a area do parque, externa ao espaco
plantado, em mz2, é igual a

Interbits®

Considerer =3

0 93.700
® 127.500
® 147.500
® 153.750
@ 162.800
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26. (UEL 2003) A bandeira de um time de futebol tem o formato de um retangulo
MNPQ. Os pontos A, B e C dividem o lado MN em quatro partes iguais. Os triangulos
PMA e PCB sao coloridos com uma determinada cor G, o triangulo PAB com a cor C,
e o restante da bandeira com a cor Cs.

Q P

M A B C N

Sabe- se que as cores C,, C; e Cssao diferentes entre si. Que porcentagem da bandeira
é ocupada pela cor Cy?

0 125%
0 15%
® 22,5%
® 25%
@ 28,5%

27. (UFPI 2000 Adaptada)Um autédromo moderno é construido com pistas retilineas
gue contornam os mais variados poligonos. A figura abaixo mostra um esquema das
pistas.

R c

No tridangulo ABC (figura abaixo), os lados AB, AC e BC representam pistas que
possuem o comprimento de 5 km, 7 km e 9 km, respectivamente. Sabe-se que P é o
ponto de encontro das bissetrizes dos angulos B e C e que PQ//MB, PR//NC e MN//BC.
O formato diferenciado do autédromo permite que existam circuitos com tracados
distintos e consequentemente com comprimento de voltas diferentes.

Desprezando a largura das pistas, se escolhermos um circuito que dé voltas no
triangulo AMN e outro que dé voltas ao redor do triangulo PQR teremos,
respectivamente, voltas de comprimentos

O 4km e 3km
O 7km e 5km
® 10km e 8km
® 12km e 9km
@ 15km e 12km
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28. (UNICAMP 1991) Trés canos de forma cilindrica e de mesmo raio r, dispostos como
indica a figura adiante, devem ser colocados dentro de outro cano cilindrico de raio R,
de modo a ficarem presos sem folga.

O valor de R em termos de r para que isso seja possivel é

O R=2r
® R=3r

© n=r(:9)
® R:r(3+2\/§)

3

0=

29. Fernandinho estd com um problema em sua comunidade. Uma horta sera
montada e as trés familias envolvidas no mutirdo desejam ficar a mesma distancia
dela. Sabe-se que as familias residem em trés casas distintas ndo alinhadas e que o
terreno da cidade é praticamente plano.

ha £ 4

Apds alguns rabiscos, Fernandinho percebe que cada casa representa um vértice de
um triangulo, e para que a horta equidiste das trés casas, devera ser construida em
um ponto especifico que Ndo necessariamente esta no interior desse tridangulo.

Esse ponto é o

O baricentro.
O incentro.

@®@ circuncentro.
® ortocentro.
@ exincentro.
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30. Os parklets surgiram em Sao Francisco, nos EUA, em 2005, com o objetivo de gerar
uma discussao sobre a igualdade do uso do solo. Em sintese, sdo mini pracas que
ocupam o lugar de uma ou duas vagas de estacionamento em vias publicas. Sdo uma
extensado da calgcada que funcionam como um espaco publico de lazer e convivéncia
para qualguer um que passar por ali. Podem possuir bancos, mesas, palcos, floreiras,
lixeiras, paraciclos, entre outros elementos de conforto e lazer.

Disponivel em: <http://soulurbanismo.com.br/o-que-e-parklet-2/>

Um parklet diferente foi instalado em S3do Francisco, de tal forma que bancos
contornam os trés lados do seu formato triangular.

Na intencao de iluminar o espaco de convivéncia, deseja-se colocar um pequeno
poste, no interior do triangulo de modo que a distancia do poste a cada banco seja a
mesma. Esse ponto especifico do triangulo é o

O baricentro.
O incentro.

@®@ circuncentro.
® ortocentro.
Q Vértice.
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GABARITO

QUESTAO ALTERNATIVA

mn
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16
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O TEOREMA DE TALES

O Teorema de Tales é determinado pela interseccao entre retas paralelas e
transversais, que formam segmentos proporcionais. Foi estabelecido por Tales de
Mileto, que defendia a tese de que os raios solares que chegavam a Terra estavam na
posicao inclinados. Partindo desse principio basico observado na natureza, intitulou
uma situagao de proporcionalidade que relaciona as retas paralelas e as transversais.

Retas paralelas cortadas por retas transversais formam segmentos proporcionais.

Observe:

/ \

No esquema acima, as retas a, b e c sao paralelas e as retas r e r' sdo transversais.

De acordo com o Teorema de Tales, temos as seguintes proporcionalidades:

AB AF AB  BC
— ou ==
BC B C A8 BC

Observe que a relacao estabelecida envolve no¢cdes de razao e proporcao, o segmento
AB esta para o segmento BC assim como o segmento A'B’ esta para o segmento B'C'.

A igualdade entre as duas razdes formam uma proporgao, o calculo dessa proporcao
sera resolvido através de uma simples multiplicagao cruzada, ou de acordo com a
propriedade das propor¢des: o produto dos meios € igual ao produto dos extremos.
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31. (CPS 2012) Para melhorar a qualidade do solo, aumentando a produtividade do
milho e da soja, em uma fazenda é feito o rodizio entre essas culturas e a area
destinada ao pasto. Com essa finalidade, a area produtiva da fazenda foi dividida em
trés partes conforme a figura.

A B

soja pasto

I

Interbits®

Considere que

—o0s pontos A, B, C e D estao alinhados;

—os pontos H, G, F e E estao alinhados;

- o0s segmentos AH, BG, CF e DE sé&o, dois a dois, paralelos entre si;

-~ AB=500m,BC=600m, CD=700me HE =1980 m.

Nessas condicdes, a medida do segmento GF &, em metros,

0 665.
® 660.
® 655.
® 650.
@ 645.

32. (CFTPR 2006) O jardineiro do Sr. Artur fez um canteiro triangular composto por
folhagens e flores onde as divisdes sao todas paralelas a base AB do triangulo ABC,
conforme figura.

Sendo assim, as medidas x e y dos canteiros de flores sao, respectivamente:

O 30cme50cm.
O 28cme56cm.
® 50cm e 30cm.
® 56cme28cm.
O 40cme20cm.
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33. (UFSM 2003) A crise energética tem levado as médias e grandes empresas a
buscarem alternativas na geragcao de energia elétrica para a manutencao do
maquinario. Uma alternativa encontrada por uma fabrica foi a de construir uma
pequena hidrelétrica, aproveitando a correnteza de um rio que passa proximo as suas
instalacoes.

30 m 24m

$ |5 m
Barreira

A .l

Observando a figura e admitindo que as linhas retas r, s e t sejam paralelas, pode-se
afirmar que a barreira mede

2Zm

O 33m
O 38m
® 43 m
® 48 m
O 53m

34. (UFF 2002) O circuito triangular de uma corrida esta esquematizado na figura a
seguir:

Pruara Q@ av.or R

Rua TS =3 km
Rua SQ =3 km
Rua PQ =2 km
Av. QR =4 km

As ruas TP e SQ sao paralelas. Partindo de S, cada corredor deve percorrer o circuito
passando, sucessivamente, por R, Q, P, T, retornando, finalmente, a S.

Assinale a opgao que indica o perimetro do circuito.

0O 45km

® 19,5 km
® 20,0 km
® 225km
@ 24,0 km
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35. (UNIRIO 1997)

Tﬁ”m

Rua B

No desenho anterior apresentado, as frentes para a rua A dos quarteirdes | e Il medem,
respectivamente, 250 m e 200 m, e a frente do quarteirao | para arua B mede 40 m a
mais do que a frente do quarteirao Il para a mesma rua.

Sendo assim, pode-se afirmar que a medida, em metros, da frente do menor dos dois
quarteirbes para a rua B é:

0 160
0 180
® 200
® 220
A 240

36. A figura ao lado indica trés lotes de terreno com frente para a rua A e para rua B.
as divisas dos lotes sao perpendiculares a rua A. As frentes dos lotes 1, 2 e 3 para a rua
A, medem, respectivamente, 15 m, 20 m e 25 m. A frente do lote 2 para a rua B mede
28 m.

15m [-] 20m [-] 25m ]

Rua A

Qual é a medida da frente para a rua B dos lotes 1 e 3?

O6melOm
O 2Ilmel0Om
®2Ime35m
®6me35m
@35me2lm
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37. A figura abaixo nos mostra duas avenidas que partem de um mesmo ponto A e
cortam duas ruas paralelas. Na primeira avenida, os quarteirbes determinados pelas
ruas paralelas tem 80 m e 90 m de comprimento, respectivamente. Na segunda
avenida, um dos quarteirées determinados mede 60 m.

Qual o comprimento do outro quarteirao?

38. A planta abaixo no mostra trés terrenos cujas laterais sao paralelas.

% 20 m
ey 30 m

ol| [T
z 50n/

Calcule, em metros, as medidas X, y e z indicadas.

39. Dois postes perpendiculares ao solo estdao a uma distancia de 4 m um do outro, e
um fio bem esticado de 5 m liga seus topos, como mostra a figura abaixo.
Prolongando esse fio até prendé-lo no solo, sao utilizados mais 4 m de fio.

3 =
F 1 1
e e

Determine a distancia entre o ponto onde o fio foi preso ao solo e o poste mais
proximo a ele.

40. Esta planta mostra dois terrenos. As divisas laterais sao perpendiculares a rua.
Quais as medidas das frentes dos terrenos que dao para a avenida. Sabendo-se que a
frente total para essa avenida é de 90 metros?

Rua i
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41. O mapa abaixo mostra quatro estradas paralelas que sdao cortadas por trés vias

transversais. Calcule as distancias entre os cruzamentos dessas vias, supondo as
medidas em km:

42. Nesta figura, os segmentos de retas E E’ C_Qe ﬁ sao paralelos. A medida
do segmento P_Q em metros, é:

40m 30m 20m

43. Uma antena de TV é colocada sobre um bloco de concreto. Esse bloco tem 1 m de
altura. Em um certo instante, a antena projeta uma sombra de 6 m, enquanto o bloco
projeta uma sombra de 1,5 m. Nessas condi¢des, qual é a altura da antena?

i 6,0 m
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44, Uma estatua projeta uma sombra de 8 m no mesmo instante que seu pedestal
projeta uma sombra de 3,2 m. Se o pedestal tem 2 m de altura, determinar a altura da
estatua.

Quantos metros de comprimento devera ter o muro que o proprietario do terreno |l
construird para fechar o lado que faz frente com a Rua das Rosas?

SEMELHANCA DE TRIANGULOS

DEFINICAO

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem o0s trés
angulos ordenadamente congruentes e os lados correspondentes proporcionais.

P

R C

A semelhanca entre os triangulos ABC e PQR sera simbolicamente indicada por:

. AABC~APQR
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Assim, temos:

AABC ~ APQR <

O nudmero k é denominado razao de semelhancga dos triangulos.
Se k =1, entdo os tridangulos sao congruentes.
OBSERVACOES
a) Para indicarmos a semelhanca dos triangulos, a escolha da ordem dos vértices do
primeiro triangulo é qualquer, porém a ordem dos vértices do segundo obedece a
mesma sequéncia do primeiro.
Assim, nos triangulos das figuras da tela anterior, teremos:
AABC ~ APQR
ou
ACAB ~ ARPQ
ou

ABCA ~ AQRP

b) Para facilitar a resolugdao de problemas envolvendo semelhancga, € interessante
destacar os triangulos semelhantes.

CRITERIOS DE SEMELHANCA

Os critérios de semelhanga permitem concluir que dois triangulos sao semelhantes a
partir de duas ou trés condicdes apenas.

1° CRITERIO: (AA~)

"Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, entdao sao
semelhantes."

A P

= AABC ~APQR

m> p>
[H

[
Q
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2° CRITERIO: (LAL ~)

"Se dois tridangulos possuem dois lados correspondentes ordenadamente
proporcionais e o angulo compreendido entre esses lados € congruente, entdo os
triangulos sao semelhantes."

A
ﬂ P
- Q R
B C

B=Q
AB ) BC = AABC ~ APQR
PQ QR

3° CRITERIO: (LLL~)

"Se dois triangulos tém os trés lados correspondentes ordenadamente proporcionais,
entao os triangulos sao semelhantes."

A
ﬂ P
-~ Q R
B C

B=0Q
AB _ BC = AABC ~ APQR
PQ R

OBSERVACAO

Se a razao de semelhanca de dois triangulos é k, entao a razdo entre dois elementos
lineares correspondentes quaisquer é k.

EXEMPLOS

Se a razao de semelhancga de dois triangulos é 2, entao a razao entre as medianas
correspondentes é 2, a razao entre as alturas correspondentes é 2, etc.
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POLIGONOS SEMELHANTES

Dois poligonos sao semelhantes quando possuem o mesmo numero de lados e é
possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices tal que os angulos
correspondentes sejam congruos e os lados correspondentes, proporcionais.

Assim, se os poligonos das figuras sao semelhantes, temos:

AB BC AC
= = = AABC v APQR
PQ QR PR

OBSERVACOES

a) Dois poligonos semelhantes podem ser decompostos no mesmo numero de
triangulos semelhantes.

b) Em poligonos semelhantes, todas as medidas de segmentos correspondentes
estdo na mesma razao, que é a razao de semelhanca.

c) A razao entre os perimetros de dois poligonos semelhantes € igual a razao de
semelhanca entre os poligonos.

46. (ENEM 2013) O dono de um sitio pretende colocar uma haste de sustentacao para
melhor firmar dois postes de comprimentos iguais a 6m e 4m. A figura representa a
situacao real na qual os postes sao descritos pelos segmentos AC e BD e a haste é
representada pelo EF, todos perpendiculares ao solo, que é indicado pelo segmento
de reta AB. Os segmentos AD e BC representam cabos de ago que serao instalados.

Interbits® D
p
C
E 6
4
A F B

Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?

O 1m O 2m ® 24m ®3m O 2/6m
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47. (ENEM 2010) Em canteiros de obras de construcao civil € comum perceber
trabalhadores realizando medidas de comprimento e de angulos e fazendo
demarcagdes por onde a obra deve comecar ou se erguer. Em um desses canteiros
foram feitas algumas marcas no chao plano. Foi possivel perceber que, das seis
estacas colocadas, trés eram vértices de um triangulo retangulo e as outras trés eram
0s pontos médios dos lados desse triangulo, conforme pode ser visto na figura, em
gue as estacas foram indicadas por letras.

B 3
M

P

A~ N ~C

A regiao demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria ser calgcada com concreto.
Nessas condicoes, a area a ser calcada corresponde

0O a mesma area do tridngulo AMC.

0 a mesma area do tridngulo BNC.

@® a metade da area formada pelo triangulo ABC.
® ao dobro da area do triangulo MNC.

A ao triplo da area do tridangulo MNC.

48. (ENEM 2009) A fotografia mostra uma turista aparentemente beijando a esfinge
de Gizé, no Egito. A figura a seguir mostra como, na verdade, foram posicionadas a
camera fotografica, a turista e a esfinge.

posigao da
esfinge
X
posigao da
turista
pAES R | l d
s y \ P,,_-posm;aoda
as camera d
c
(I v
. |<—>|a b
|l »!

<€ >

Medindo-se com uma régua diretamente na fotografia, verifica-se que a medida do

gueixo até o alto da cabecga da turista é igual a %da medida do queixo da esfinge até

o alto da sua cabecga. Considere que essas medidas na realidade sao representadas
por d e d’, respectivamente, que a distancia da esfinge a lente da camera fotografica,
localizada no plano horizontal do queixo da turista e da esfinge, € representada por b,
e que a distancia da turista a mesma lente, por a.

A razao entre b e a sera dada por

ob_d b_2z b_3d b_2d b_2d
a c¢ a 3c a 2c a 3c a c
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49, (ENEM 2009) A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma altura
de 2,2 metros. Um paciente ao caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2
metros e alcangou uma altura de 0,8 metro.

A distancia em metros que o paciente ainda deve caminhar para atingir o ponto mais
altodarampa é

O 1,16 metros.
® 3,0 metros.
® 5,4 metros.
® 5,6 metros.
@ 7,04 metros.

50. (ENEM 1998) A sombra de uma pessoa que tem 1,80m de altura mede 60cm. No
mesmo momento, a seu lado, a sombra projetada de um poste mede 2,00m.

Se, mais tarde, a sombra do poste diminuiu 50cm, @ sombra da pessoa passou a medir:

O 30cm.
® 45cm.
® 50cm.
® 80cm.
@ 90cm.

51 (CPS 2016) Os parques edlicos maritimos apresentam vantagens em relagao aos
parques eodlicos terrestres, pois neles nao ha problema com o impacto sonoro e o
desgaste das turbinas € menor, devido a menor turbuléncia do vento. Na instalacao
dos parques edlicos maritimos, € preciso calcular sua distancia até o continente, a fim
de instalar os cabos condutores de eletricidade. Observe o esquema que representa
um pargue edlico (A), uma estagao elétrica (B) no continente e pontos auxiliares C,

D e E para o calculo da distancia do parque edlico até a estacao elétrica no
continente.

Interbits®

1 p E
/»~‘ ) o /

estacao

— .= s - "'-_Lngt:g -\:f-'* /" elétrica
B = PR RN A B
= « c

<http://tinyurl.com/jaz8hlw> Acesso em: 10.03.2016.
Original colorido.

parque edlico

No esquema temos: Ponto A : parque edlico maritimo; Ponto B: estacao elétrica no
continente; Ponto C: ponto auxiliar (C e AB); Ponto D: ponto auxiliar (D e AE); Ponto

E : ponto auxiliar; A medida do segmento CD é 150 metros; A medida do segmento

BC € 100 metros; A medida do segmento BE € 200 metros; Os segmentos CD e BE
sdo paralelos entre si.

Assim sendo, é correto afirmar que a distancia do parque edlico maritimo até a
estagao elétrica no continente €, em metros,

0 75. A 100. ® 300. ® 400. G 425.
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52. (CPS 2016) A erosao é o processo de desgaste, transporte e sedimentagao das
rochas e, principalmente, dos solos. Ela pode ocorrer por acdo de fendmenos da
natureza ou do ser humano. A imagem mostra uma fenda no solo, proveniente de
erosao.

Sl st i
<http://tinyurl.com/pdqj75z> Acesso em: 25.08.2015.
Original colorido.

Para determinar a distadncia entre os pontos A e B da fenda, pode-se utilizar o modelo
matematico da figura.

A
]
\ borda da fenda
— da erosao
L | £
B
F
D 8
c

Na figura, tem-se:

- os triangulos AFC e EFD;

- 0 ponto E pertencente ao segmento AF;

- 0 ponto D pertencente ao segmento CF;

- 0s pontos C,D e F pertencentes ao terreno plano que margeia a borda da fenda; e

-asretas AC e ED gue sdo paralelas entre si.

Sabendo-se que BC=5m, CD=3m, DF=2m e ED =4,5m, entao, a distancia entre os
pontos A e B e, em metros,

0 6,25.
0O 6,50.
® 6,75.
® 7,25.
G 7,75.
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53. (EPCAR 2016) Um terreno com formato de um triangulo retangulo sera dividido
em dois lotes por uma cerca feita na mediatriz da hipotenusa, conformme mostra
figura.

Rua Beta

Sabe-se que os lados AB e BC desse terreno medem, respectivamente, 80 me 100 m.
Assim, a razao entre o perimetro do lote | e o perimetro do lote Il, nessa ordem, é

0 o 10 @% oM

10

w|o;m

54, (CP2 2016) Observe a imagem (Figura 1) produzida pelo Observatério Astronémico
de Lisboa (OAL) do eclipse total ocorrido no més de setembro de 2015. Nela percebe-
se a existéncia de um cone de sombra.

Sombra

- OAL - SUPERLUA/ECLIPSE TOTAL DA LUA 2015 - SETEMBRO - 28

Fonte: www.oal.pt/. Acessado em 12/10/2015

Figura 1

A partir desta imagem, foi construido o esquema matematico apresentado na Figura
2:

Interbits®

Figura 2

Com base no esquema da Figura 2, e sabendo que os raios da Terra (RT) e do Sol (RS)
medem, aproximadamente, 6.000km © 690.000km, respectivamente, e gue a
distdncia entre Terra e Sol (DTS) € de 150.000.000 km, entdo o comprimento
aproximado da altura x desse cone de sombra € de

O 570.000 km. © 800.000 km. ® 1.300.000 km. ® 1.500.000 km.
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55. (CFTMG 2015) A ilustragcao a seguir representa uma mesa de sinuca retangular, de
largura e comprimento iguaisa 1,5 € 2,0m, respectivamente. Um jogador deve langar

a bola branca do ponto B e acertar a preta no ponto P, sem acertar em henhuma
outra, antes. Como a amarela esta no ponto A, esse jogador langara a bola branca até
o ponto L, de modo que a mesma possa rebater e colidir com a preta.

20m

yY
A

Interbits®

1,0m

A 4

Ll

1,2m

Se o angulo da trajetdria de incidéncia da bola na lateral da mesa e o angulo de
rebatimento sao iguais, como mostra a figura, entdo a distanciade P a Q, em cm, €

aproximadamente

0 67
6 70
O 74
® 81

56. (CFTMG 2014) Numa festa junina, além da tradicional brincadeira de roubar
bandeira no alto do pau de sebo, quem descobrisse a sua altura ganharia um prémio.
O ganhador do desafio fincou, paralelamente a esse mastro, um bastao de Tm.
Medindo-se as sombras projetadas no chao pelo bastao e pelo pau, ele encontrou,
respectivamente, 25dm e 125 dm.

Portanto, a altura do “pau de sebo”, em metros, é

0 50.
® 55.
® 6,0.
® 65.
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57. (UEA 2014) Potencialmente, os portos da regiao Norte podem ser os canais de
escoamento para toda a produgao de graos que ocorre acima do paralelo 16 Sul, onde
estdo situados gigantes do agronegdcio. Investimentos em logistica e a construcao
de novos terminais portuarios privados irao aumentar consideravelmente o ndmero
de toneladas de graos embarcados anualmente.

Suponha que dois navios tenham partido ao mesmo tempo de um mesmo porto A,
em direcoes perpendiculares e a velocidades constantes. Sabe-se que a velocidade do
navio B é de 18 km/h € que, com 30 minutos de viagem, a distancia que o separa do

navio C é de 15 km, conforme mostra a figura:

navio C

<

navio B

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

|
v

Interbits®

B

Desse modo, pode-se afirmar que, com uma hora de viagem, a distancia, em km,
entre os dois navios e a velocidade desenvolvida pelo navio C, em km/h, serdo,
respectivamente,

0 30e25.
QO 25e22.
® 30 e 24.
® 25e20.
@ 25e24.

58. (UEL 1998) O grafico a seguir mostra a atividade de café, em milhdes de toneladas,
em certo municipio do estado do Parana.

14 _—

anos

1990 1996

De acordo com o grafico, é correto afirmar que, em 1994, a producao de café nesse
municipio foi, em milhdes de toneladas,

O o5
0o
® 10,5
0O
@ 125
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59. (UFRN 2004) Phidias, um arquiteto grego que viveu no século quinto a.C,
construiu o Parthenon com medidas que obedeceram a proporcao aurea, 0 que
significa dizer que EE'H'H é um quadrado e que os retdngulos EFGH e E'FGH' sdo
semelhantes, ou seja, o lado maior do primeiro retangulo esta para o lado maior do
segundo retangulo assim como o lado menor do primeiro retangulo esta para o lado
menor do segundo retangulo.

Veja a figura abaixo.

Assim, podemos afirmar que a razdo da medida da base do Parthenon pela medida
da sua altura é uma raiz do polinédmio:

O x*+x+1
O x*+x-1
® x2-x-1
® x2-x+1

60. (IFPE 2017) As 10h45min de uma manha ensolarada, as sombras de um edificio e
de um poste de 8 metros de altura foram medidas ao mesmo tempo. Foram
encontrados 30 metros e 12 metros, respectivamente, conforme ilustracao abaixo.

Interbits®

30m 12m

De acordo com as informacdes acima, a altura h do prédio é de

O 12 metros.
O 18 metros.
® 16 metros.
® 14 metros.
@ 20 metros.
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Dado o triangulo retangulo ABC abaixo:

e ce bsaooscatetos;

e aéahipotenusa;

e h éaaltura relativa a hipotenusa q;

e m é projecao ortogonal do catetoc e

e n ¢ aprojecao ortogonal do cateto b.
Temos as seguintes relagdes:

e O quadrado de cada cateto € igual ao produto da hipotenusa pela projecao do
cateto correspondente:

c?=a-meb? =a-'n

e Em todo tridngulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa € igual a
soma dos quadrados das medidas dos catetos:

a? = b? +¢?

e O produto de um dos catetos pela altura é igual ao produto do outro cateto
pela projecao do primeiro cateto sobre a hipotenusa:

b-h=c-nec-h=b'm

e O gquadrado da altura relativa a hipotenusa ¢é igual ao produto das projecdes
de cada cateto:

h =m-n

e O produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a
ela:

b-c=a-h
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6l. (IFPE 2016) Francisco decidiu fazer uma brincadeira com seus filhos. Montou um
mapa do tesouro com algumas instrucdes e disse-lhes que, ao chegar ao ponto final,
encontrariam um belo prémio. As instrugcdes foram: 1. ande 200 metros na direcao
NORTE; 2. ande 120 metros na diregao LESTE; 3. ande 50 metros na diregao SUL; 4.
ande 40 metros na direcao OESTE.

Luiz, um de seus filhos, decidiu colocar em pratica o que acabara de
aprender na escola. Em alguns minutos, ele descobriu qual seria a
menor distancia entre o ponto de partida e o ponto de chegada
mostrado no mapa.

Assim sendo, a distancia calculada por Luiz foi de

O 170 metros.
O 150 metros.
® 180 metros.
® 200 metros.
A 210 metros.

62. (CPS 2016) As barragens sao elementos fundamentais para as usinas hidrelétricas.

. . crista 8
nivel da agua B

altura

ZL______________ >

DT DAY

Y
base

O trapézio ABCD da imagem é um modelo matematico que representa um corte
vertical de uma barragem. Na imagem, a crista mede 10 metros, a altura mede 12
metros, o talude de montante mede 13 metros e o talude de jusante mede 15 metros.

Para calcular a medida da base, podemos dividir a figura em outros poligonos, como
triangulos. Assim, considere um primeiro triangulo retangulo que tem como
hipotenusa o talude de montante e como catetos a altura e uma parte da base, com
medida x. Aplicando o Teorema de Pitagoras nesse triangulo, temos:

X2 +122 =13%2 = x°? +144 =169 = x? =169 144 = x? = 25
Como procuramos uma medida, o valor sera positivo, entdo x = 5.

Considere também, um segundo triangulo retangulo que tem como hipotenusa o
talude de jusante e como catetos a altura e outra parte da base, com medida y.

Apds aplicar o Teorema de Pitdgoras no segundo triangulo descrito, podemos
concluir que a medida da base do trapézio é, em metros,

0 5.
0O 9.
© 14
® 24.
0O 50.
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63. (IFPE 2016) Um fio foi esticado entre as extremidades de duas torres de
transmissao. Sabendo que a torre menor tem 16m de altura, a torre maior tem 21m de
altura e que a distancia entre as duas torres é de 12m, qual € o comprimento do fio?

O 13m
O 5m
® 37m
® 12m
O 10m

64. (UPF 2016) Considere a area de uma folha de papel A4, com 297 mm de
comprimento e 210 mm de largura. Dobrando ao meio a folha de papel por sucessivas

vezes, sao formados retangulos cada vez menores. A tabela a seguir relaciona as
medidas e a area dos retangulos obtidos a cada dobragem.

N° de dobragens 1 2 3 4
Largura (mm) 148,5 105 74,25 52,5
Comprimento (mm) 210 148,5 105 74,25
Area (mm?) 31185 15592,5 7796,25 3898,125

A folha de papel A4 foi dobrada como mostra a figura a seguiir.

C

Interbits®

B A

Se o comprimento do segmento AE € 177 mm, @ medida do segmento CE e a area
do poligono ABCDE sao, respectivamente:

0O 3065 mme 37.170 mm?.
© 30465 mme 49.770 mm?.
® 3/13mme 49.770 mm?.
® 2010 mme 37.170 mm?.
@ 3.,/10 mme 35.070 mm?.
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65. (PUCPR 2015) Um mineroduto € uma extensa tubulacao para levar minério de ferro
extraido de uma mina até o terminal de minério para beneficiamento. Suponha que
se pretenda instalar um mineroduto em uma mina que esta a margem de um rio com
200 metros de largura até um porto situado do outro lado dorio, 3.000 metros abaixo.
O custo para instalar a tubulagao no rio € R$10,00 © metro e o custo para instalar a
tubulagdo em terra € R$6,00 0 metro. Estudos mostram que, neste caso, o custo sera
minimizado se parte do duto for instalada por terra e parte pelo rio.

Determine o custo de instalagao do duto em fungao de x, em que x € a distancia da
mina até o ponto P, como mostra a figura.

:

200 m

.

3.000 m

Interbits®

O C(x)=6x-+10(200+(3000 - x))

0 C(x)= 6\/2002 +(3000 - x)? +10x

® C(x) = 4,/2002 + (3000 - x)?

© C(x) = 6x-+10,/2002 + (3000 - x)?

® C(x) - 1042007 + (3000 - x)?
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66. (UNESP 2015) Em 2014, a Companhia de Engenharia de Trafego (CET) implantou
duas faixas para pedestres na diagonal de um cruzamento de ruas perpendiculares
do centro de Sao Paulo.

Juntas, as faixas formam um 'X', como indicado na imagem. Segundo a CET, o
objetivo das faixas foi o de encurtar o tempo e a distancia da travessia.

¥ Ny
Ca [ 3
(http://ciclovivo.com.br. Adaptado.)

Antes da implantagcao das novas faixas, o tempo necessario para o pedestre ir do
ponto A até o ponto C era de 90 segundos e distribuia-se do seguinte modo: 40

segundos para atravessar AB, com velocidade média v; 20 segundos esperando o
sinal verde de pedestres para iniciar a travessia BC; e 30 segundos para atravessar
BC, também com velocidade média v.

Na nova configuragdo das faixas, com a mesma velocidade média v, a economia de
tempo para ir de A até C, por meio da faixa AC, em segundos, serd igual a

0 20.
0O 30.
® 50.
® 10.
0O 40.
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67. (PUCRS 2015) Considere a figura e o texto abaixo.

/ \ Interbits®

As medidas de comprimento e largura da tela de uma televisao, em geral, obedecem
a proporgao 16:9, sendo gue o numero de polegadas (1pol = 2,5 cm) desse aparelho
indica a medida da diagonal de sua tela.

Considerando essas informagdes, as medidas do comprimento e da largura, em
centimetros, de uma TV de 32 polegadas, como mostra a figura acima, podem ser
obtidas com a resolucao do seguinte sistema:

x 9

oly 16
x2+y2:32
x 16

0!y 9
x2+y2:32
x 16

®{y 9
x? +y? =1024
x 9

®ly 16
x2+y2:6400
x 16

@ly 9
x? +y? = 6400
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68. (IFSP 2014) Um restaurante foi representado em sua planta por um retangulo
PQRS. Um arquiteto dividiu sua area em: cozinha (C), drea de atendimento ao publico
(A) e estacionamento (E), como mostra a figura abaixo.

P Q

m Interbits®

S

Sabendo que P, H e R s30 colineares, que PH mede 9 m e que SH mede 12 m, a area
total do restaurante, em metros quadrados, é

0 150.
O 200.
® 250.
® 300.
A 350.

69. (CP22017) “Diferente dos baldes comuns, os baldes meteoroldgicos sao produzidos
com borracha natural usando um processo de rotomoldagem. Isso quer dizer que
toda a superficie do baldao apresenta a mesma espessura, evitando estouros

prematuros.”
Fonte: http://www.mundoclima.com.br/baloes- meteorologicos/balao-meteorologico-de-grande-altitude-600g/.
Acesso em: 15 de maio de 2016.

Dois jovens pesquisadores, Joao e Diogo, decidiram lancar um unico balao
meteoroldgico para fazer um estudo. Apds o lancamento, em um dado momento,
Jodo estava a 8 km do balao e Diogo a 15km. Sabe-se que o baldo subiu verticalmente
durante todo o percurso e que a distancia entre os pesquisadores naquele momento
erade 17 km.

Observe a figura abaixo, representativa da situacao:

Joao Diego
R ‘

Desconsiderando a curvatura da Terra, pode-se afirmar que a altura aproximada
desse baldo era de

0 6km.
® 6,5km.
® 7km.
® 7,5km.
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70. Duas criangas, cada uma em um preédio diferente, brincam com canetas lasers nas
janelas de seus apartamentos, apontando para um ponto na quadra situada entre os
prédios. A crianca do prédio A esta a uma altura de 10 m, e a do prédio B, a uma altura
de 20m do chao. A distancia entre os prédios é de 50 m.

Em um determinado momento, os lasers das criangas atingem, simultaneamente,
um ponto P do patio equidistante das criangas, tal como na ilustracao abaixo:

prédio A prédio B

#—-
Hn
njn

—-%-—
N
Hjn

HiEIE:
IDDD
OO0

ZDDD%

E\

o % "
P x
L
50 m

A distancia x, em metros, deste ponto até o prédio B é

0 22.
0 23.
® 25.
® 28.
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GABARITO
3] B
32 B
33 B
34 B
35 A
36 C
37 67,5m
38 16m, 24m e 40m
39 3,2m
40 36m e 54m
41 X=4,y=lez=12
42 40m
43 4m
44 5m
45 32m
46 C
47 E
48 D
49 D
50 B
51 D
52 A
53 D
54 C
55 A
56 A
57 (o4
58 D
59 (o4
60 E
6l A
62 D
63 A
64 A
65 D
66 E
67 E
68 D
69 (o4
70 A
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QUADRILATEROS

O livro “Geometria Euclidiana Plana” de Joao
Lucas Marques Barbosa € um dos mais vendidos
da Sociedade Brasileira de Matematica a cada
ano, desde 1985. E tido como o livro que aborda
a geometria axiomatica de forma mais acessivel
para um educando iniciante nos estudos da
Geometria Plana Euclidiana. Atualmente € o livro
adotado por varias universidades para a
formacao de professores de Matematica na
cadeira de Geometria Plana. Dessa forma, foi
escolhido para a analise das definicoes dos
quadrilateros.

As definicoes seguintes foram adotadas por Joao
Lucas neste livro:

» Um paralelogramo é um quadrilatero cujos
lados opostos sao paralelos (p. 91).

» Um retangulo é um quadrilatero que tem
todos os seus angulos, retos (p. 98).

* Um losango (também denominado rombo) €&
um paralelogramo que tem todos os seus
lados congruentes (p. 98).

* Um quadrado é um retangulo que também é
um losango (p. 98).

= Um trapézio é um quadrilatero em que dois
lados opostos sao paralelos. Os lados
paralelos de um trapézio sdao chamados
bases e os outros dois sdo denominados
de laterais (p. 98).

Em resumo Jodo Lucas M. B. classifica os
quadrilateros conforme exposto abaixo:

Quadrilateros

Paralelogramos Trapézios
- TTTTEEEEE - \\
! Retangulo
! | Trapézio
I I Isésceles
1 I
1 I
v Quadrados 1
N e e e — Il

Losangos

Note que existem matematicos que consideram o
conjunto dos quadrilateros como uma biparticao
por disjuncdao, ou seja, nao existem
paralelogramos que sao trapézios e vice e versa.

Isto nao anula a existéncia de estudos e
literaturas que discutam a possibilidade de o
conjunto dos paralelogramos ser um
subconjunto do conjunto dos trapézios.

E o caso dos estudos dos matematicos: Guy
Laville; Fritz Reinhardt et Heinrich Soeder em
seu Atlas des Mathématiques; Vicenzo
Bongiovanni na Revista do Professor de
Matematica, N* 72 e José Adelino Serrasqueiro
no seu Tratado de Geometria Elementar.

DEFINICAO

Um quadrilatero ABCD € o poligono simples de
quatro lados obtido da reunidao AB U BC U CD U DA.

ELEMENTOS

Identificamos os seguintes elementos em um
quadrilatero ABCD:

Vértices: os pontos 4, B, C e D;
Lados: os segmentos de reta AB, BC, CD e DA;

Diagonais: a diagonal de um poligono é um
segmento cujas extremidades sao vértices nao
consecutivos do poligono, portanto os segmentos
AC e BD sao chamados de diagonais do
quadrilatero ABCD;

Angulos Internos: os angulos @, b, ¢ e d;

~

Angulos Externos: § e h, que sao os

K

é, f,
suplementos de 4, b, ¢ e d respectivamente.

QUADRILATEROS CONCAVOS E CONVEXOS

Os quadrilateros sao classificados em
quadrilateros convexos ou concavos. Um
quadrilatero é convexo quando a regido plana
limitada por seus lados é convexa, caso contrario
ele é concavo.
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Uma outra forma de definir quadrilateros
convexos e concavos € a seguinte:

Um poligono € convexo se a reta que contém
qualquer de seus lados deixa todos os demais
lados no mesmo semiplano.

De forma contraria, um poligono é céncavo se
existe uma reta que contém um de seus lados e
deixa parte dos demais lados num semiplano e
parte no outro semiplano.

Quadrilatero céncavo

Quadrilatero convexo D

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS

“A soma dos angulos internos de um quadrildtero
convexo é igual a 360°”.

A seguir observe a demonstracao:

Seja o quadrilatero ABCD:

A =

-

Sempre subdividir

podemos
quadrilatero convexo em 2 triangulos (na figura
acima os triangulos sao ADC e ABC), entao a soma
dos angulos internos sera igual a:

qualquer

S =2-180°
S =360°

< \
A _’*V

Observe que a juncao dos angulos internos

a+b+c¢+d resulta em um angulo
correspondente a uma volta completa.

SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS

“A soma dos angulos externos de um
quadrilatero convexo é igual a 360°”.

A seguir observe a demonstracao:

Seja o quadrilatero ABCD:

Sendo @, b, ¢ e d os angulos internos do
quadrilatero e é, f, § e h os seus respectivos
externos, temos:

a+é=180°
b+ f =180°
é+§=180°
d +h =180°

Somando estas equacoes:

d+ b+ ¢ +d = Soma dos angulos internos (S;) do
quadrilatero ABCD (360°).

é+f+§+h= Soma dos angulos externos do
quadrilatero ABCD (S,).

Entao:

360° + S, = 720°
S, = 360°

Note que:

Em todo quadrilatero convexo a soma dos
angulos internos € igual a soma dos angulos
externos.

De agora em diante, nos deteremos apenas aos
quadrilateros convexos, termo que sera
suprimido e, portanto, quadrilatero passara a ser
sinénimo de quadrilatero convexo para as nossas
observacoes.
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CLASSIFICACAO DOS QUADRILATEROS
TRAPEZIOS
Um quadrilatero convexo é um trapézio, somente
se, possui apenas um par de lados opostos,
paralelos.
PROPRIEDADES DOS TRAPEZIOS
Os lados paralelos AB e DC do trapézio sao

denominados bases € os outros dois lados nao
paralelos AD e BC sao denominados de laterais.

D C

B//DC

Em qualquer trapézio os angulos de uma mesma
lateral sao suplementares.

AB//DC
c

Os angulos DAB e CDA séo colaterais internos,
logo sao suplementares (a soma de suas medidas
é igual a 180°).
Os angulos ABC e BCD sao colaterais internos,
logo sao suplementares (a soma de suas medidas
€ igual a 180°).

BASE MEDIA DE UM TRAPEZIO

D b' C

J \
[ \

A b B

Seja o trapézio ABCD, cujos segmentos AB e CD
sao suas bases paralelas. Sejam M e N os pontos
meédios dos lados do trapézio. O segmento MN é
a base média do trapézio e é expresso por:

b+t _ AB+CD

MN =b,, =
by 2 2

Para demonstrar esta propriedade, vamos partir
do pressuposto que os pontos M e N sao os
pontos médios dos lados do trapézio.

L=\

A b B

Tracando a diagonal AC, cortando o segmento MN
em P, obtemos os triangulos ABC e ACD. Do
triangulo ABC, o segmento PN é paralelo a AB.
Sendo N o ponto médio de BC, P é o ponto médio
de AC. Logo PN é a base média do triangulo ABC
e € dada por:

o

1
= —AB
2 .
@
Analogamente, no triangulo ACD, temos que MP
€ sua base média, dada por:

1
= ECD

3

(it)

Temos ainda que:

MN = MP + PN .
(iii)

Substituindo (i) e (ii) em (iii), obtemos:

VN = L AB+ a-f):A%C

N | =
DN | =

Uma aplicacao interessante é em escadas.
Considere a escada da imagem abaixo com 9
degraus, sendo o primeiro degrau com 45cm de
largura e o ultimo degrau com 30cm de largura.
Como calcular as larguras dos demais degraus?
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Uma escada pode ser considerada como um
trapézio. Se esta contiver um numero impar de
degraus, basta sabermos quanto mede o primeiro
e o ultimo para calcularmos a medida do degrau
médio (informacdo extremamente util para os
matematicos!), desde que as distancias entre os
degraus sejam constantes.

Vamos representar a escada com o diagrama
simplificado abaixo:

1 I’
H H'
G G'
F F’
E E’
D D’
C C'’
B B’
A l A’
Com os dados iniciais do problema, os segmentos
AA" = 45¢cm e II' = 30cm. Notem que o segmento

EE' é a base média do trapézio AA'I'l.

Assim:

AA +IT" 45+ 30
2 2

EE = =37,5¢cm

Agora, vamos aplicar a féormula para determinar
as medidas dos demais degraus.

- AA+CC' 45+37,5

66’ 2 2 = 41,25Cm
B - AA+CC_ 45+41,25 43,125¢m
3 2
D= CC' +EE _ 41,25+ 37,5 _ 39,375¢m
5 2
Ga = EE';II' — 37,5430 _ 33 75cm
5~ PE+GG _ 31,543375 o0 con
5 2
Ha = GG HIT_ 3375430 o) grn

2

QUESTAO 01 - ENEM 2000

Um marceneiro deseja construir uma escada
trapezoidal com 5 degraus, de forma que o mais
baixo e o mais alto tenham larguras
respectivamente iguais a 60 cm e a 30 cm,
conforme a figura:

30—

Interbits®

p——60———

Os degraus serao obtidos cortando-se uma peca
linear de madeira cujo comprimento minimo, em
cm, deve ser:

a) 144.

b) 180.

c) 210.

d) 225.

e) 240.

TRAPEZIO ISOSCELES

Um trapézio é dito is6sceles se suas laterais sao
congruentes.

A B
AB//DC
med(AD) = med(BC)
PROPRIEDADES

Em todo trapézio isosceles os dngulos apoiados
em uma mesma base, sdo congruentes.

DEMONSTRAGCAO

Seja o trapézio isosceles ABCD.

A=BeD=C

Tracando a altura DE e CF definimos dois
triangulos retangulos DEA e CFB.
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Pelo caso especial de congruéncia entre
triangulos retangulos, estes triangulos sao
congruentes, pois as respectivas hipotenusas
ttm a mesma medida e os catetos DE
correspondente ao cateto CF possuem a mesma
medida.

Portanto, os angulos DAE e CBF sdo congruentes
e consequentemente os respectivos angulos ADC
e BCD também sdo congruentes entre si.

As diagonais dos trapézios isosceles sao

congruentes.
D
A # B
C
A va B
DEMONSTRACAO

Pelo caso LAL, os triangulos ADB e ACB sao
congruentes. Esses triangulos tém o lado AB
comum, os lados DA e BC, com a mesma medida
e os angulos DAB e CBA congruentes. Dessa
forma, as diagonais AC e BD sao congruentes.

TRAPEZIO ESCALENO

Sao todos os trapézios que tém as laterais com
medidas diferentes.

D (o]

A B
AB//DC
med(AD) # med(BC)

TRAPEZIO RETANGULO

Sao todos os trapézios escalenos que tém uma
de suas laterais perpendicular as bases do
trapézio.

D C

]

AREA DE UM TRAPEZIO

Observe o desenho de um trapézio e os elementos
utilizados no calculo da sua area:

rb—l
/; h
B
I B 1

Para fazermos o calculo da area do trapézio é
preciso dividi-lo em dois tridangulos, veja como:

A area desse trapézio pode ser calculada
somando as areas dos dois triangulos (ACFD e
ACEF).

Antes de fazer o calculo da area de cada triangulo
separadamente observamos que eles possuem

bases diferentes e alturas iguais.

Calculo da area do ACEF:

Somando as duas areas encontradas, teremos o
calculo da area de um trapézio qualquer:

ATZAA1+AA2
2 _B-h+b-h
T 2 2
B+b)-h
A 2)

Portanto, no calculo da area de um trapézio
qualquer utilizamos a seguinte formula:

_(B+b)-h

A
T 2
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QUESTAO 02 - PUCCAMP 2017 QUESTAO 04 - IFAL 2017
Os lados de uma folha retangular ABCD de papel Um pai possui um terreno no formato de um
medem 10cm e 6cm, como indica a Figura 1. hexagono regular com lado 12m. Ele pretende
Essa folha, que é branca de um dos lados e cinza construir um muro dividindo o terreno em dois
do outro, sera dobrada perfeitamente de tal trapézios de mesma area, um com frente para
forma que o vértice A ira coincidir com o vértice uma rua e outro para a outra, que serdao dados
C, como mostra a Figura 2. para seus dois filhos.
Figura 1 Figura 2 g Qual o comprimento do muro?

£ a) 12m.

D A D b) 18 m.

c) 24 m.

6 cm d) 30 m.

e) 36 m.

© 10 cm B AeC

B

A area do trapézio cinza indicado na Figura 2, em

cm2, € igual a

a) 23.
b) 30.
c) 25.
d) 40.
e) 45.

QUESTAO 03 - IFSP 2017

Observe a figura abaixo.

6,40 m

A=22.32m? h="7

Interbits®

8,00 m

Ela representa um painel de propaganda que tem
a forma de um trapézio. Sua area é de 22,32 m?
e as medidas das bases sao 800m e 6,40 m.
Assinale a alternativa que apresenta a altura (h)
desse painel.

a) 2,80 m.

b) 2,90 m.

c) 3,00 m.

d) 3,10 m.

e) 3,20 m.
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QUESTAO 05 - ENEM 2009

A vazao do rio Tieté, em Sao Paulo, constitui
preocupacao constante nos periodos chuvosos.

Em alguns trechos, sao construidas canaletas
para controlar o fluxo de agua.

Uma dessas canaletas, cujo corte vertical
determina a forma de um trapézio isosceles, tem
as medidas especificadas na figura abaixo.

30m

2,5m

20 m

Neste caso, a vazdo da agua é de 1.050 m3/s.

O calculo da vazao, Q em m3/s, envolve o produto
da area A do setor transversal (por onde passa a
agua), em m?2, pela velocidade da agua no local,
v, em m/s, ou seja, Q = Av.

Planeja-se uma reforma na canaleta, com as
dimensoes especificadas na figura abaixo, para
evitar a ocorréncia de enchentes.

49 m

2,0m

41 m

Disponivel em: www2.uel.br.

Na suposicao de que a velocidade da agua nao se
alterara, qual a vazao esperada para depois da
reforma na canaleta?

a) 90 m3/s.

b) 750 m3/s.

c) 1.050 m3/s.

d) 1.512 m3/s.

e) 2.009 m3/s.

QUESTAO 06 - ENEM 2015

O Esquema I mostra a configuracdo de uma
quadra de basquete.

Os trapézios em cinza, chamados de garrafoes,
correspondem a areas restritivas.

600 cm

8
£

Esquema I: area restritiva antes de 2010

Visando atender as orientacoes do Comité
Central da Federacao Internacional de Basquete
(Fiba) em 2010, que unificou as marcacdes das
diversas ligas, foi prevista uma modificacdo nos
garrafdes das quadras, que passariam a ser
retangulos, como mostra o Esquema II.

1 e D O ( 1

580 cm 580 cm

Interbits®

Esquema II: area restritiva a partir de 2010

Apés executadas as modificacoes previstas,
houve uma alteracdo na area ocupada por cada
garrafao, que corresponde a um(a)

a) aumento de 5.800 cm?.

b) aumento de 75.400 cm?.

c) aumento de 214.600 cm?.
d) diminuicao de 63.800 cm?.
e) diminuicao de 272.600 cm?.
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QUESTAO 07 - ENEM 2012

Jorge quer instalar aquecedores no seu saldo de
beleza para melhorar o conforto dos seus clientes
no inverno.

Ele estuda a compra de unidades de dois tipos de
aquecedores:

e Modelo A, que consome 600 g/h (gramas
por hora) de gas propano e cobre 35 m?2
de area;

e Modelo B, que consome 750 g/h de gas
propano e cobre 45 m? de area.

O fabricante indica que o aquecedor deve ser
instalado em um ambiente com area menor do
que a da sua cobertura.

Jorge vai instalar uma unidade por ambiente e
quer gastar o minimo possivel com gas.

A area do saldo que deve ser climatizada
encontra-se na planta seguinte (ambientes
representados por trés retangulos é um trapézio).

OOOIm

14 m —7m—

L e L

Interbits®

Avaliando-se todas as informacbes, serao

necessarios

a) quatro unidades do tipo A e nenhuma unidade
do tipo B.

b) trés unidades do tipo A e uma unidade do tipo
B.

c) duas unidades do tipo A e duas unidades do
tipo B.

d) uma unidade do tipo A e trés unidades do tipo
B.

e) nenhuma unidade do tipo A e quatro unidades
do tipo B.

QUESTAO 08 - ENEM 2010 - 22 APLICACAO

Para confeccionar, em madeira, um cesto de lixo
que compora o ambiente decorativo de uma sala
de aula, um marceneiro utilizara, para as faces
laterais, retangulos e trapézios isosceles e, para
o fundo, um quadrilatero, com os lados de
mesma medida e angulos retos.

Qual das figuras representa o formato de um

cesto que possui as caracteristicas
estabelecidas?
a)

y 4

Interbits®
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QUESTAO 09 - UFRGS 2012

Considere o padrao de construcao representado
pelos desenhos abaixo.

INAAA

etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4

terbits

Na etapa 1, ha um Unico tridngulo equilatero. Na
etapa 2, é tracado um segmento a partir dos
pontos médios de dois lados do triangulo da
etapa 1, formando dois triangulos equilateros. Na
etapa 3, € tracado um segmento a partir dos
pontos médios de dois lados do triangulo menor
da etapa 2, formando trés tridngulos equilateros.
Na etapa 4 e nas etapas seguintes, o mesmo
processo é repetido em cada um dos triangulos
menores da etapa anterior.

O numero de trapézios na 6* etapa de construcao
é

a) 14.

b) 15.

c) 16.

d) 17.

e) 18.

QUESTAO 11 - UERJ 2013

Dois terrenos, A e B, ambos com a forma de
trapézio, tém as frentes de mesmo comprimento
voltadas para a Rua Alfa. Os fundos dos dois
terrenos estado voltados para a Rua Beta. Observe
0 esquema:

=

/s

As areas de A e B sao, respectivamente,
proporcionais a 1 e 2, e a lateral menor do terreno
A mede 20 m.

Interbits®
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Qual o comprimento x, em metros, da lateral
maior do terreno B?

a) 80

b) 90

c) 100

d) 110

e) 120

QUESTAO 12 - UCS 2012

QUESTAO 10 - UECE 2014

O palco de um teatro tem a forma de um trapézio
isosceles cujas medidas de suas linhas de frente
e de fundo sao respectivamente 15 m e 9 m.

Se a medida de cada uma de suas diagonais é
15 m, entdo a medida da area do palco, em m?2, é
a) 80.

b) 90.

c) 108.

d) 1182.

O piso de uma sala de 210 m?, em um Centro de

Eventos, tem a forma de um trapézio, em que as
bases medem 15m e 20 m. Ao dividir-se a sala

por meio do levantamento de uma parede,
passando pelos pontos médios dos lados nao
paralelos do piso, obtém-se duas novas salas.

A area da sala, em m2, que contera o lado maior
do piso da sala inicial sera igual a

a) 105,0.

b) 107,5.

c) 112,5.

d) 92,5.

e) 101,5.

QUESTAO 13 - UFF 2010

A palavra “perimetro” vem da combinacao de dois
elementos gregos: o primeiro, peri, significa “em
torno de”, e o segundo, metron, significa
“medida”.

O perimetro do trapézio cujos vértices tém
coordenadas (-1, 0), (9, 0), (8, 5) e (1, 5)

a) 10 +/29 + /26
b) 16 ++/29 + /26
c) 22 +/26

d) 17 + 226

e) 17 +4/29 ++/26
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QUESTAO 14 - UNESP 2008

Uma certa propriedade rural tem o formato de
um trapézio como na figura. As bases WZ e XY do
trapézio medem 94 km e 5,7 km,
respectivamente, e o lado YZ margeia um rio.

w 9,4km z

5,7 km
{figura fora de escala)

Se o angulo X YZ é o dobro do angulo X WZ, a
medida, em km, do lado YZ que fica a margem do
rio é:

a) 7,5.

b) 5,7.

c) 4,7.

d) 4,3.

e) 3,7.

QUESTAO 15 - UNIFESP 2007

De um cartao retangular de base 14 cm e altura
12 cm, deseja-se recortar um quadrado de lado x
e um trapézio isosceles, conforme a figura, onde
a parte hachurada sera retirada.

O valor de x em centimetros, para que a area total
removida seja minima, €

a) 3.

b) 2.

c) 1,5.

d) 1.

e) 0,5.

10

QUESTAO 16 - UFPR 2006

Uma pessoa pretende adquirir um terreno de
esquina para construir sua casa, porém ela nao
sabe a area do terreno. As Unicas informacodes
disponiveis sao que o terreno possui o formato de
um trapézio retangulo com um dos lados
medindo 10 m e outro medindo 24 m. Além disso,
o angulo entre esses lados € de 120 graus,
conforme a figura abaixo.

10m
120°

24m

Qual é a area desse terreno? Considere \/§= 1,73.

a) 314,32 m?2
b) 346,54 m?2
c) 360,58 m?2
d) 308,70 m?
e) 332,16 m?

QUESTAO 17 - UNIFESP 2003

Um comicio devera ocorrer num ginasio de
esportes, cuja area ¢é delimitada por um
retangulo, mostrado na figura.

6m

Por seguranca, a coordenacao do evento limitou
a concentracao, no local, a 5 pessoas para cada
2 m? de area disponivel.

Excluindo-se a area ocupada pelo palanque, com
a forma de um trapézio (veja as dimensédes da
parte hachurada na figura), quantas pessoas, no
maximo, poderao participar do evento?

a) 2 700.
b) 1 620.
c) 1 350.
d) 1125.
e) 1 050.
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QUESTAO 18 - PUCMG 2001

A pista representada na figura tem a forma de um
trapézio retangulo e as dimensdes indicadas em
metros. Um atleta que queira percorrer 6km
devera dar m voltas completas nessa pista.

O valor de m é:
a)9

b) 10

c) 11

d) 12

e) 13

11

PARALELOGRAMO
Um paralelogramo é um poligono de quatro
lados (quadrilatero) cujos lados opostos sao

paralelos.

Por consequéncia, tem angulos opostos e lados
opostos congruentes.

A \ B

D ' C
DEFINICAO

Um paralelogramo é um quadrilatero plano
convexo cujos lados opostos sao paralelos.

ELEMENTOS

D C
Um paralelogramo ABCD tem:

e Vértices: os pontos 4, B, C e D;

e Lados: os segmentos de reta AB, BC, CD e DA;

e Diagonais: a diagonal de um poligono é um
segmento cujas extremidades sao vértices nao
consecutivos do poligono, portanto os
segmentos AC e BD chamados de
diagonais do paralelogramo ABCD;

e Angulos Internos: os
BAD,ABC,BCD e CDA.

e Angulos Externos: sio os suplementos de
BAD,ABC,BCD e CDA respectivamente.

sao

angulos
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PROPRIEDADES

Um paralelogramo possui:

= lados opostos congruentes;

= angulos opostos congruentes;

= suas diagonais interceptam-se
respectivos pontos médios;

= angulos consecutivos suplementares;

= a soma dos angulos internos igual a 360°;

= a soma dos angulos externos igual a 360°;

= qualquer diagonal de um paralelogramo o
divide em dois triangulos congruentes.

nos seus

AREA
A area de um paralelogramo é dada por:
A=b-h

Onde, b é o comprimento de qualquer um de seus
lados e h é a altura relativa a este lado.

Equivalentemente, temos:
A=a-b-sena

Onde, a e b sdao os comprimentos de dois lados
adjacentes e a € o angulo definido por estes lados.

Ou, ainda, a area pode ser calculada por:

d,-d, sena
A= 1 22

Onde, d; e d, sdo os comprimentos das diagonais
do paralelogramo e a € um dos angulos definido
pela intersecao das diagonais.

QUESTAO 19 - ENEM 2002

Um terreno com o formato mostrado na figura foi
herdado por quatro irméaos e devera ser dividido
em quatro lotes de mesma area.

"/ ruan /f

Rua C / Terrenc/ Rua D
/s

As ruas A e B sdo paralelas.
As ruas C e D sdo paralelas.

Interbits®

Um dos irmaos fez algumas propostas de divisdo
para que fossem analisadas pelos demais
herdeiros.
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Dos esquemas a seguir, onde lados de mesma
medida tém simbolos iguais, o Ginico em que os
quatro lotes nado possuem, necessariamente, a
mesma area €:

a)

L7
Ve

e)

Ete rbits®

QUESTAO 20 - UPE 2013

Dois retangulos foram superpostos, e a
interseccao formou um paralelogramo, como
mostra a figura abaixo:

4cm

Sabendo-se que um dos lados do paralelogramo
mede 4,5 cm, quanto mede a area desse
paralelogramo?

a) 12 cm?

b) 16 cm?

c) 24 cm?

d) 32 cm?

e) 36 cm?
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QUESTAO 21 - IFPE 2012

O Sr. Joaquim comprou um terreno em um
loteamento numa praia do litoral sul de
Pernambuco. O terreno tem a forma de um
paralelogramo (figura abaixo) com a base
medindo 20 metros e a altura medindo 15
metros. Os pontos M e N dividem a diagonal BD
em trés partes iguais. No triangulo CMN, ele vai
cultivar flores. Qual é a area que o Sr. Joaquim
destinou para esse cultivo, em m?2?

A B

a) 37
b) 39
c) 45
d) 48
e) 50

QUESTAO 22 - UFRGS 2010

O tangran é um jogo chinés formado por uma
peca quadrada, uma peca em forma de
paralelogramo e cinco pecas triangulares, todas
obtidas a partir de um quadrado de lado ¢, como
indica a figura a seguir.

®
[e— v~ —>|

Trés pecas do tangran possuem a mesma area.
Essa area é

2
a) —.
)16

2
b) —.

12

2
c) —.
)8

2
d —.
)6

2
e) —.
]4
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QUESTAO 23 - UFSM 2006

Para facilitar o estudo dos triangulos, uma
menina foi orientada por sua professora a
trabalhar com jogos educativos. O TANGRAM é
um quebra-cabeca de origem chinesa. E formado
por cinco triangulos retangulos isosceles T, To,
T3, T4 € Ts, um paralelogramo P e um quadrado
Q que, juntos formam um quadrado, conforme a
figura apresentada. Se a area de Q € 1, é correto
afirmar:

Ts

a) A area do quadrado maior € 4.
b) A area de T; é o dobro da area de Ts.
c) A area de T4 € igual a area de Ts.

1
d) A areade Ts € Z da area do quadrado maior.

e) A area de P é igual a area de Q.

QUESTAO 24 - PUCMG 2003

Em um mapa no qual 1 cm corresponde a 10 m,
um terreno € representado por um paralelogramo
cujos lados medem, respectivamente, /3 cm e 4
cm.

Sabendo-se que o menor dos angulos desse

paralelogramo mede 60° e que sen 60°= %, pode-

se afirmar que a medida real da area desse
terreno, em metros quadrados, é:

a) 200

b) 400

c) 600

d) 800
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RETANGULO
DEFINICAO

Um retangulo € um quadrilatero plano convexo,
cujos angulos sao todos congruentes. Ou,
equivalentemente, é um paralelogramo, cujos
angulos internos sao angulos retos. Por
convencao, chama-se de base do retangulo o seu
lado de maior comprimento e de altura do
retangulo o comprimento de seu menor lado.

Consideremos um retangulo de base b e altura h.

altura (h)

base (b)

A area pode ser calculada por:
A=b-h
O perimetro pode ser calculado por:
2p=2(b+h)

O comprimento da diagonal pode ser calculado
por:

d = /b2 + h?
PROPRIEDADES

_ o I AC=BD

eixos de simetria == |
Al | B
|
I N~
[P ) g " g —— - diagonais

L~

D / c
centro de simetria
= As diagonais sao iguais;
= O retangulo tem dois eixos de simetria;
= As diagonais cortam-se no ponto médio que é
um centro de simetria.
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QUESTAO 25 - CFTRJ 2017

Uma fita de papel retangular é€ dobrada conforme
a figura a seguir.

Interbits®

O valor do angulo a marcado na figura é
a) 155°
b) 150°
c) 140°
d) 130°

QUESTAO 26 - FGV 2017

Um canteiro com formato retangular tem area

igual a 40 m? e sua diagonal mede /89 m.

O perimetro desse retangulo é:

a) 20m
b) 22m
c) 24m
d) 26 m
e) 28m

QUESTAO 27 - UPE (SSA1) 2017

Em torno de um canteiro retangular de 12 m de
comprimento por 8 m de largura, pretende-se
construir uma calgcada.

Qual deve ser a largura maxima dessa calcada,
se o material disponivel s6 é suficiente para

cimentar uma area de 69 m??
a) ,0m
b) 1,5m
c) 20m
d) 25m
e) 3,0m
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QUESTAO 28 - IFPE 2017

Os alunos da turma de Gestdo Ambiental do
campus Recife construiram um projeto de
telhado verde para a quadra de futebol de salao.
Para aplica-lo, vao cobrir todo o telhado com
placas retangulares de grama com 50 cm de

largura e 80 cm de comprimento.

Se o telhado tem 800 m? de area, quantas placas
serao necessarias?

a) 2.000

b) 1.600

c) 800

d) 4.000

e) 400

QUESTAO 29 - CP2 2017

Uma sequéncia numérica muito famosa é a
sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,58, ). Essa
sequéncia possui uma lei de formacao simples:
cada elemento, a partir do terceiro, &€ obtido
somando-se os dois anteriores. Observe: 1+1=2,

2+1=3, 3+2=5 e assim sucessivamente.
O retangulo exposto a seguir representa,
geometricamente, a parte inicial dessa

sequéncia. Ele esta dividido em seis quadrados,

cujas medidas dos lados sao diretamente
proporcionais aos termos iniciais dessa
sequéncia.

Interbits®

Se a area do menor quadrado € igual a 4 cm?, a

razao entre a area do retangulo maior e a area do
menor quadrado é

a) 40.

b) 64.

c) 104.

d) 240.

15

QUESTAO 30 - IFAL 2017

Para colocar o piso em um saldo de formato
retangular, cujas dimensodes sdo 6 metros de
largura e 8 metros de comprimento, gasta-se
R$ 18,00 por cada metro quadrado.

Qual o valor total do gasto para colocar o piso em
todo o salao?

a) R$ 486,00.
b) R$ 648,00.
c) R$ 684,00.
d) R$ 846,00.
e) R$ 864,00.

QUESTAO 31 - ENEM PPL 2014

Um construtor precisa revestir o piso de uma
sala retangular. Para essa tarefa, ele dispoe de
dois tipos de ceramicas:

I. ceramica em forma de quadrado de lado 20 cm,
que custa R$ 8,00 por unidade;

II. ceramica em forma de triangulo retangulo
isosceles de catetos com 20cm, que custa

R$ 6,00 por unidade.
A sala tem largura de 5 m e comprimento de 6 m.

O construtor deseja gastar a menor quantia
possivel com a compra de ceramica. Sejam X o
numero de pecas de ceramica de forma quadrada
e y o numero de pecas de ceramica de forma

triangular.

Isso significa, entdao, encontrar valores para X e
y tais que 0,04x+0,02y>30 e que tomem o
menor possivel valor de

a) 8x+6y.

b) 6x+8y.

c) 0,32x +0,12y.

d) 0,32x+0,02y.

e) 0,04x+0,12y.
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QUESTAO 32 - ENEM PPL 2013

Em uma casa, ha um espaco retangular medindo
4 m por 6 m, onde se pretende colocar um piso
de ceramica resistente e de bom preco. Em uma
loja especializada, ha cinco possibilidades de
pisos que atendem as especificacoes desejadas,
apresentadas no quadro:

Tipo do
piso

Preco do piso
(em reais)

Forma

Quadrado de
lado medindo 20 15,00
cm
Retangulo
medindo 30 cm 20,00
por 20 cm
Quadrado de
lado medindo 25 25,00
cm
Retangulo
medindo 16 cm 20,00
por 25 cm
Quadrado de
lado medindo 40 60,00
cm

Levando-se em consideracao que nao ha perda de
material, dentre os pisos apresentados, aquele
que implicara o menor custo para a colocacéo no
referido espaco é o piso

a) L.

b) II.

c) III.

d) IV.

e) V.

Qual o tipo de piso o mestre de obras
recomendou que fosse comprado?

a) Tipo L

b) Tipo II.

c) Tipo III.

d) Tipo IV.

e) Tipo V.

QUESTAO 34 - ENEM 2010

QUESTAO 33 - ENEM PPL 2012

Vitor deseja revestir uma sala retangular de
dimensoées 3mx4m, usando um tipo de peca de
ceramica.

Em uma pesquisa inicial, ele selecionou cinco
tipos de pecas disponiveis, nos seguintes
formatos e dimensoées:

- Tipo I: quadrados, com 0,5 m de lado.

- Tipo II: tridangulos equilateros, com 0,5 m de
lado.

- Tipo III: retangulos, com dimensdes 0,5m x 0,6m.

- Tipo IV: triangulos retangulos isosceles, cujos
catetos medem 0,5 m.

- Tipo V: quadrados, com 0,6 m de lado.

Analisando a pesquisa, o mestre de obras
recomendou que Vitor escolhesse um tipo de piso
que possibilitasse a utilizacao do menor nuimero
de pecas e ndo acarretasse sobreposicdes ou
cortes nas ceramicas.

O jornal de certa cidade publicou em uma pagina
inteira a seguinte divulgacao de seu caderno de
classificados.

26 mm
<«

40/0
X mm | | outros
jornais

96%
Pessoas que consultam 400 mm
nossos classificados

Interbits®

260 mm

Para que a propaganda seja fidedigna a
porcentagem da area que aparece na divulgacao,
a medida do lado do retangulo que representa os
4%, deve ser de aproximadamente

a) 1 mm.

b) 10 mm.

c) 17 mm.

d) 160 mm.

e) 167 mm.
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QUESTAO 35 - ENEM 2015

Uma industria produz malhas de protecdo solar
para serem aplicadas em vidros, de modo a
diminuir a passagem de luz, a partir de fitas
plasticas entrelacadas perpendicularmente.

Nas direcoes vertical e horizontal, sao aplicadas
fitas de 1 milimetro de largura, tal que a
distancia entre elas é de (d-—1) milimetros,

conforme a figura.

O material utilizado nao permite a passagem da
luz, ou seja, somente o raio de luz que atingir as
lacunas deixadas pelo entrelacamento consegue
transpor essa protecao.

A taxa de cobertura do vidro é o percentual da

area da regido coberta pelas fitas da malha, que
sao colocadas paralelamente as bordas do vidro.

Tmm 1mm 1mm 1mm 1mm

1 mm

d
1mm£

d
1mm

d

1mm ;|
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d d d d

Essa industria recebeu a encomenda de uma
malha de protecao solar para ser aplicada em um
vidro retangular de 5m de largura por 9m de

comprimento.

A medida de d, em milimetros, para que a taxa
de cobertura da malha seja de 75% é

a) 2

b) 1

c)ﬂ

WIN w|h w
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QUESTAO 36 - ENEM PPL 2015

O padrao internacional ISO 216 define os
tamanhos de papel utilizados em quase todos os
paises. O formato-base é uma folha retangular de
papel chamada de AO, cujas dimensoées estao na

razao 1:\/5, A partir de entdo, dobra-se a folha
ao meio, sempre no lado maior, definindo os
demais formatos, conforme o mnumero da
dobradura. Por exemplo, Al é a folha AO dobrada
ao meio uma vez, A2 é a folha AO dobrada ao meio
duas vezes, e assim sucessivamente, conforme a
figura.

ESs =SS

A2

i
\
A0 A1 :
\
\

Um tamanho de papel bastante comum em
escritorios brasileiros € o A4, cujas dimensodes

sdo 21,0 cm por 29,7 cm.

Quais sao as dimensdes, em centimetros, da
folha AO?

a) 21,0x118,8

b) 84,0x29,7

c) 84,0x118,8

d) 168,0x237,6

e) 336,0x475,2

QUESTAO 37 - ENEM 2014

Um carpinteiro fabrica portas retangulares
macicas, feitas de um mesmo material. Por ter

recebido de seus clientes pedidos de portas mais
1
altas, aumentou sua altura em 3 preservando

suas espessuras.

A fim de manter o custo com o material de cada
porta, precisou reduzir a largura.

A razao entre a largura da nova porta e a largura
da porta anterior é

®[© ©|ow NI® |~ O~
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QUESTAO 38 - ENEM PPL 2013

Uma dona de casa pretende comprar uma
escrivaninha para colocar entre as duas camas
do quarto de seus filhos. Ela sabe que o quarto é
retangular, de dimensdes 4 mx5m, e que as

cabeceiras das camas estdo encostadas na
parede de maior dimensao, onde ela pretende
colocar a escrivaninha, garantindo uma
distancia de 0,4 m entre a escrivaninha e cada
uma das camas, para circulacdo. Apés fazer um
esboco com algumas medidas, decidira se
comprara ou nao a escrivaninha.

04m 04m
>l >l

CAMA CAMA

le—12m—> f—12m—>

Esbocgo feito pela dona de casa

Interbits®

Apos analisar o esboco e realizar alguns calculos,
a dona de casa decidiu que poderia comprar uma
escrivaninha, de largura maxima igual a

a) 0,8 m.

b) 1,0 m.

c) 1,4 m.

d) 1,6 m.

e) 1,8 m.

QUESTAO 39 - ENEM 2013

A ceramica constitui-se em um artefato bastante
presente na histéria da humanidade. Uma de
suas varias propriedades €& a retracao
(contracao), que consiste na evaporacao da agua
existente em um conjunto ou bloco ceramico
quando submetido a uma determinada
temperatura elevada. Essa elevacdo de
temperatura, que ocorre durante o processo de
cozimento, causa uma reducao de até 20% nas

dimensoes lineares de uma peca.
Disponivel em: www.arq.ufsc.br. Acesso em: 3 mar. 2012.

Suponha que uma peca, quando moldada em
argila, possuia uma base retangular cujos lados
mediam 30 cm e 15 cm. Apds o cozimento, esses
lados foram reduzidos em 20%.

Em relacdo a area original, a area da base dessa
peca, apos o cozimento, ficou reduzida em

a) 4%.

b) 20%.

c) 36%.

d) 64%.

e) 96%.
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QUESTAO 40 - ENEM 2012

Um forro retangular de tecido traz em sua
etiqueta a informacdo de que encolhera apés a
primeira lavagem, mantendo, entretanto, seu
formato. A figura a seguir mostra as medidas
originais do forro e o tamanho do encolhimento
(x) no comprimento e (y) na largura. A expressao
algébrica que representa a area do forro apos ser
lavado € (5 - x) (3 —y).

I

Interbits®

X
|

e — 5
Nessas condicoes, a area perdida do forro, apos
a primeira lavagem, sera expressa por:

a) 2xy

b) 15 - 3x

c) 15 -5y

d) -5y - 3x

e) Sy + 3x — xy

QUESTAO 41 - ENEM 2011

Em uma certa cidade, os moradores de um bairro
carente de espacos de lazer reivindicam a
prefeitura municipal a construcao de uma praca.
A prefeitura concorda com a solicitacdo e afirma
que ira construi-la em formato retangular devido
as caracteristicas técnicas do terreno. Restricoes
de natureza orcamentaria impoem que sejam
gastos, no maximo, 180 m de tela para cercar a
praca. A prefeitura apresenta aos moradores
desse bairro as medidas dos terrenos disponiveis
para a construcéo da praca:

Terreno 1: 55 m por 45 m
Terreno 2: 55 m por 55 m
Terreno 3: 60 m por 30 m
Terreno 4: 70 m por 20 m
Terreno 5: 95 m por 85 m

Para optar pelo terreno de maior area, que atenda
as restricoes impostas pela prefeitura, os
moradores deverdo escolher o terreno

a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

e) 5.
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QUESTAO 42 - ENEM 2010

A loja Telas & Molduras cobra 20 reais por metro
quadrado de tela, 15 reais por metro linear de
moldura, mais uma taxa fixa de entrega de 10
reais.

Uma artista plastica precisa encomendar telas e
molduras a essa loja, suficientes para 8 quadros
retangulares (25 cm x 50 cm). Em seguida, fez
uma segunda encomenda, mas agora para 8
quadros retangulares (50 cm x 100 cm).

O valor da segunda encomenda sera

a) o dobro do valor da primeira encomenda,
porque a altura e a largura dos quadros
dobraram.

b) maior do que o valor da primeira encomenda,
mas nao o dobro.

c) a metade do valor da primeira encomenda,
porque a altura e a largura dos quadros
dobraram.

d) menor do que o valor da primeira encomenda,
mas nao a metade.

e) igual ao valor da primeira encomenda, porque
o custo de entrega sera o mesmo.

QUESTAO 43 - ENEM CANCELADO 2009

Uma fotografia tirada em uma camera digital é
formada por um grande numero de pontos,
denominados pixels. Comercialmente, a
resolucao de uma camera digital é especificada
indicando os milhdes de pixels, ou seja, os
megapixels de que sao constituidas as suas fotos.

Ao se imprimir uma foto digital em papel
fotografico, esses pontos devem ser pequenos
para que nao sejam distinguiveis a olho nu.

A resolucao de uma impressora € indicada pelo
termo dpi (dot per inch), que é a quantidade de
pontos que serdo impressos em uma linha com
uma polegada de comprimento.

Uma foto impressa com 300 dpi, que corresponde
a cerca de 120 pontos por centimetro, tera boa
qualidade visual, j4 que os pontos serao tdo
pequenos, que o olho nédo sera capaz de vé-los
separados e passara a ver um padrao continuo.

Para se imprimir uma foto retangular de 15 cm
por 20 cm, com resolucao de pelo menos 300 dpi,
qual é o valor aproximado de megapixels que a
foto tera?

a) 1,00 megapixel.

b) 2,52 megapixels.

c) 2,70 megapixels.

d) 3,15 megapixels.

e) 4,32 megapixels.
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QUESTAO 44 - ENEM SIMULADO 2009

Uma pessoa de estatura mediana pretende fazer
um alambrado em torno do campo de futebol de
seu bairro. No dia da medida do terreno,
esqueceu de levar a trena para realizar a
medicdo. Para resolver o problema, a pessoa
cortou uma vara de comprimento igual a sua
altura. O formato do campo é retangular e foi
constatado que ele mede 53 varas de
comprimento e 30 varas de largura.

Uma regidao R tem area Agr, dada em m?2, de
mesma medida do campo de futebol, descrito
acima.

A expressao algébrica que determina a medida da
vara em metros €

a) Vara = Ar m
1500
b) Vara = Ar m
1590
c) Vara= 1590 m.
R
d) Vara= Ar m.
1500
e) Vara= Ar m.
1590
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QUESTAO 45 - ENEM CANCELADO 2009

Um fazendeiro doa, como incentivo, uma area
retangular de sua fazenda para seu filho, que
esta indicada na figura como 100% cultivada.

De acordo com as leis, deve-se ter uma reserva
legal de 20% de sua area total.

Assim, o pai resolve doar mais uma parte para
compor a reserva para o filho, conforme a figura.

a X
b ——+—1 Area 100%
cultivada
filho
X 7 (filho)
Area de
reserva Fazenda
legal (filho) do pai

De acordo com a figura anterior, o novo terreno
do filho cumpre a lei, ap6s acrescentar uma faixa
de largura x metros contornando o terreno
cultivado, que se destinara a reserva legal (filho).
O dobro da largura x da faixa é

a) 10%(a + b)2

b) 10%(a . b)?

c) Ja+b-(a+hb)

d) y/(a+b)’ +ab—(a+b)

e) 1/(a+b)2 +ab +(a+b)

Se o total da area decorada com cada um dos dois
tipos de papel € a mesma, entao X, em metros, €

igual a

a) 1+ 243
b) 2+23
c) 2++3
d) 1++/3
e) 4+/3

QUESTAO 47 - PUCCAMP 2016

QUESTAO 46 - UNESP 2016

Renata pretende decorar parte de uma parede
quadrada ABCDcom dois tipos de papel de
parede, um com linhas diagonais e outro com
riscos horizontais.

O projeto prevé que a parede seja dividida em um
quadrado central, de lado X, e quatro retangulos

laterais, conforme mostra a figura.

A B

2m/

A
A

2'm

<
<
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A figura abaixo é a reproducao de uma obra de
Mondrian.

7al4

b2 |

Interbits®

Junto a alguns lados dos retangulos estao
marcadas referéncias as medidas de seus lados.

A soma das areas dos retangulos I e 1II
corresponde, da area do retangulo III,
aproximadamente, a

a) 78%.

b) 86%.

c) 81%.

d) 92%.

e) 74%.
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QUESTAO 48 - CP2 2016

A Figura 1 representa a visdo de um jogador de
futebol na cobranca de um pénalti:

Fonte: http://ultradownloads.com.br
Acessado em 19/11/2015.

Figura 1

Considere as medidas oficiais de uma baliza de
futebol (Figura 2) como sendo 7,32m de
comprimento e 2,44 m de altura, sabendo que a
area ocupada pelo goleiro é representada pelo
retangulo ABCD (Figura 3), com 1,80m de
altura (lado AB) e 2,0 m de envergadura/largura
(lado BC).

A
2,44m
7,32m
\ 4
Figura 2

Figura 3

Fonte: http://www.inmetro.gov.br/consumidor/produtos/campo_de_futebol.asp
Acessado em: 19/11/2015.

Deste modo, na cobranca de um pénalti, o goleiro
ocupa uma porcentagem da area do gol
aproximadamente igual a

a) 12%.

b) 15%.

c) 20%.

d) 24%.
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QUESTAO 49 - IFSC 2015

Um campo de futebol tem o formato de um
retangulo de comprimento (2x+20) metros e

largura (x + 45) metros, conforme a figura:

L]

32,5 mm 325m
—|!/|—

Interbits®

[ ]

Sabendo que a area desse campo é de 8500m?,

assinale a alternativa que indica
CORRETAMENTE a medida do raio do circulo
central:

a) 10m
b) 15m
c) 20m
d) 25m
e) 30m

QUESTAO 50 - CPS 2015

Um artista pretende pintar uma tela que tenha o
formato de um retangulo aureo, por considera-lo
mais agradavel esteticamente dentre todos os
retangulos.

Ele sabe que um retangulo é aureo quando a
razao entre os comprimentos de seus lados é
1,618, aproximadamente.

Assim sendo, se a medida do maior lado da tela
for de 40cm, entao, a medida do menor lado sera,
em centimetros, aproximadamente,

a) 22,94.

b) 24,72.

c) 28,54.

d) 36,26.

e) 64,72.



.,Amg&BSON

LOSANGO

Losango ou rombo é um quadrilatero equilatero,
ou seja, € um poligono formado por quatro lados
de igual comprimento.

Um losango é também um paralelogramo.

Todo losango é um paralelogramo, e um losango
com angulos retos € um quadrado.

PROPRIEDADES

eixos de simetria\

B

(2]

diagonais

centro de simetria

= As diagonais sao ortogonais;

= As diagonais sdo bissetrizes dos angulos
internos;

» As diagonais sao eixos de simetria;

» As diagonais cortam-se no ponto médio que é
um centro de simetria.

» Angulos opostos tém medidas iguais.

* Todo losango tem um circulo inscrito.

Podemos partir do seguinte raciocinio para
compreender a formula utilizada para o calculo
da area do losango:

Um losango é formado por dois triangulos
idénticos, com base igual a d (diagonal menor) e

altura igual a g (metade da diagonal maior).

A

e
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Os triangulos ABC e ACD sao iguais; portanto, as
suas superficies (areas) também sao iguais.

Veja o calculo:
Calculo da area do triangulo ABC e BCD.

A féormula que utilizamos para o calculo da area
de um triangulo é A = %, b de base e h de altura.

Substituindo os dados do losango na férmula
temos:

Base = d (diagonal menor)
Altura = % (metade da diagonal maior)

Assim, a area dos triangulos sera:

Como a area de um losango é a soma das areas
dos triangulos ABC e ACD, concluimos que a
area do losango sera:

AL = Aasc + ABcp

Portanto, a area do losango podera ser calculada
utilizando a seguinte formula:
Ao D-d
)

E importante ressaltar que o losango possui as
mesmas caracteristicas de um paralelogramo.
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QUESTAO 51 - IFSC 2014

Interbits®

Todos os anos, no més de Setembro, comemora-
se a Independéncia do Brasil. Durante uma
semana, muitas Instituicdes exibem a Bandeira
do Brasil como forma de homenagear a Patria.

A maioria dos brasileiros desconhece que a
fabricacdo da Bandeira Nacional obedece a
rigidos critérios em relacdo as dimensédes das
figuras geométricas (retangulo, losango e
circulo), das letras e das estrelas.

Considere que as diagonais maior e menor do
losango amarelo da Bandeira do Brasil medem
16 dm e 12 dm, respectivamente.

Entdo é CORRETO afirmar que a linha que
delimita a parte amarela mede:

a) 40 dm
b) 28 dm
c) 20dm
d) 48 dm
e) 96 dm
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QUESTAO 52 - ENEM 2012

O losango representado na Figura 1 foi formado
pela  unido dos centros das quatro
circunferéncias tangentes, de raios de mesma
medida.

Figura 1

Dobrando-se o raio de duas das circunferéncias
centradas em vértices opostos do losango e ainda
mantendo-se a configuracdo das tangéncias,
obtém-se uma situacdo conforme ilustrada pela
Figura 2.

Interbits®

Figura 2

O perimetro do losango da Figura 2, quando
comparado ao perimetro do losango da Figura 1,
teve um aumento de

a) 300%.

b) 200%.

c) 150%.

d) 100%.

e) 50%.
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QUESTAO 53 - ENEM 2012

Para decorar a fachada de um edificio, um
arquiteto projetou a colocacdo de vitrais
compostos de quadrados de lado medindo 1 m,
conforme a figura a seguir.

B

Interbits®

D

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sao pontos
médios dos lados do quadrado e os segmentos AP
e QC medem 1/4 da medida do lado do quadrado.

Para confeccionar um vitral, sdao usados dois
tipos de materiais: um para a parte sombreada
da figura, que custa R$ 30,00 o m?2, e outro para
a parte mais clara (regioes ABPDA e BCDQB), que
custa R$ 50,00 o m?2.

De acordo com esses dados, qual é o custo dos
materiais usados na fabricacdo de um vitral?

a) R$ 22,50

b) R$ 35,00

c) R$ 40,00

d) R$ 42,50

e) R$ 45,00
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QUADRADO

O quadrado é um quadrilatero regular, ou seja,
uma figura geométrica com quatro lados de
mesmo comprimento e quatro angulos
retos. Equivalentemente, é um paralelogramo
com os quatro angulos internos iguais
(retangulo) e quatro lados de mesma medida
(losango).

P S
| L]
¢
] [}
PROPRIEDADES
diagonais e
eixos de simetria
A B

centro de simetria m—] > AC =BD

45°,

K
45

D C

= As diagonais sdo iguais;

= As diagonais sdo ortogonais;

= As diagonais sdo bissetrizes dos angulos
internos;

= As diagonais sdo eixos de simetria;

* As diagonais cortam-se no ponto médio que é
um centro de simetria.

A sua area é calculada através da multiplicacao
da sua base [ pela sua altura [, assim como no

retangulo.

A=12
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QUESTAO 54 - IFPE 2017

CAMARA FRIA PARA ACOUGUE

Para ter uma boa qualidade de carne, mantendo
sempre sua temperatura e sua estocagem na
medida certa, os agougues usam de uma
estrutura muito boa e simples, a camara fria.
Primeiramente, o material que compde esse
equipamento precisa ter uma alta qualidade,
porque sera submetido a baixas temperaturas a
todo momento. O material principal da camara
fria para acougue é o aco galvanizado, que é
utilizado para que nao haja a corrosao da
camara.

Disponivel em: <https://www.sites.google.com/site/portaldeindustrias/
refrigeradores/camara-fria-para-acougue>. Acesso: 02 out. 2016.

Sabendo que uma porta da camara fria acima
tem forma quadrada com 289 decimetros
quadrados de area, determine o perimetro dessa
porta.

a) 17 dm
b) 34 dm
c) 68 dm
d) 51dm
e) 578 dm
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QUESTAO 55 - CPS 2017

O Tangram € um quebra-cabeca chinés. Ha uma
lenda sobre esse quebra-cabeca que afirma que
um jovem chinés, ao despedir-se de seu mestre,
para uma longa viagem pelo mundo, recebeu
uma tabua quadrada cortada em 7 pecas (um
quadrado, um paralelogramo e cinco triangulos).
Assim o discipulo poderia reorganiza-las para
registrar todas as belezas da viagem. Lendas e
histérias como essa sempre cercam a origem de
objetos ou fatos, a respeito da qual temos pouco
ou nenhum conhecimento, como é o caso do
Tangram. Se € ou nao uma histoéria verdadeira,
pouco importa: o que vale é a magia, propria dos

mitos e lendas.
<https:/ /tinyurl.com/htszezr> Acesso em: 03.03.2017. Adaptado.

d

W

o P
304

<https://tinyurl.com/gngjyue> Acesso em: 03.03.2017.
Original colorido.

Observe o Tangram, em uma possivel disposicao
de suas pecas.

A D3
T
©
s
P
R
B G
Q

Na figura, tem-se que:

- Q_S é paralelo a B_D;
os poligonos ABCD e OPQR sao quadrados;

- S é ponto médio de E;
- P é ponto médio de OB;

- O é ponto médio de BD.

Se a area do triangulo ABO é 16 cm?, a area do

quadrado OPQR é, em centimetros quadrados,
a) 2.
b) 4.
c) 6.
d) 8.
e) 10.



.,Amsa&ssw

QUESTAO 56 - ENEM PPL 2015

O prefeito de uma cidade deseja promover uma
festa popular no parque municipal para
comemorar o aniversario de fundacao do
municipio.

Sabe-se que esse parque possui formato
retangular, com 120m de comprimento por

150 m de largura.

Além disso, para seguranca das pessoas
presentes no local, a policia recomenda que a
densidade meédia, num evento dessa natureza,
nao supere quatro pessoas por metro quadrado.

Seguindo as recomendacoes de seguranca
estabelecidas pela policia, qual € o numero
maximo de pessoas que poderdo estar presentes
na festa?

a) 1.000

b) 4.500

c) 18.000

d) 72.000

e) 120.000

QUESTAO 57 - ENEM 2014

A maior piscina do mundo, registrada no livro
Guiness, esta localizada no Chile, em San Alfonso
del Mar, cobrindo um terreno de 8 hectares de
area.

Sabe-se que 1 hectare corresponde a 1

hectometro quadrado.

Qual é o valor, em metros quadrados, da area
coberta pelo terreno da piscina?

a) 8

b) 80

c) 800

d) 8.000

e) 80.000
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QUESTAO 58 - ENEM PPL 2013

O quadrado ABCD, de centro O e lado 2 cm,
corresponde a trajetoéria de uma particula P que
partiu de M, ponto médio de AB, seguindo pelos
lados do quadrado e passando por B, C, D, A até
retornar ao ponto M.

C B

D A:

Seja F(x) a funcao que representa a distancia da
particula P ao centro O do quadrado, a cada
instante de sua trajetéria, sendo x (em cm) o
comprimento do percurso percorrido por tal
particula.

Qual o grafico que representa F(x)?

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 6 7 8 9

5 6 7 8 9

5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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QUESTAO 59 - ENEM 2009

O governo cedeu terrenos para que familias
construissem suas residéncias com a condicao
de que no minimo 94% da area do terreno fosse
mantida como area de preservacao ambiental.
Ao receber o terreno retangular ABCD, em que
AB = 7, Anténio demarcou uma area quadrada
no vértice A, para a construcao de sua residéncia,
AB |
de acordo com o desenho, no qual AE = — ¢

lado do quadrado.

B C

o

A E D

Nesse caso, a area definida por Antonio atingiria

exatamente o limite determinado pela condicao

se ele

a) duplicasse a medida do lado do quadrado.

b) triplicasse a medida do lado do quadrado.

c) triplicasse a area do quadrado.

d) ampliasse a medida do lado do quadrado em
4%.

e) ampliasse a area do quadrado em 4%.

QUESTAO 60 - ENEM 2008

O tangram € um jogo oriental antigo, uma espécie
de quebra-cabeca, constituido de sete pecas: 5
tridangulos retangulos e isosceles, 1
paralelogramo e 1 quadrado.

Essas pecas sao obtidas recortando-se um
quadrado de acordo com o esquema da figura 1.

>~
pod

Figura 1

Utilizando-se todas as sete pecas, & possivel
representar uma grande diversidade de formas,

como as exemplificadas nas figuras 2 e 3.
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Figura 3

Figura 2

Se o lado AB do hexagono mostrado na figura 2
mede 2cm, entdo a area da figura 3, que
representa uma "casinha", € igual a

a) 4cm?.

b) 8cm?.

c) 12cm?.

d) 14cm?.

e) 16cm?.

QUESTAO 61 - UFRGS 2016

Dardos sao lancados em direcao a um alvo com
a forma de um quadrado de lado 10, como
representado na figura abaixo, tendo igual
probabilidade de atingir qualquer regiao do alvo.

Interbits®

10

\ 4

Se todos os dardos atingem o alvo e 50% atingem
o quadrado de lado x, o valor inteiro mais

proximo de x é
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QUESTAO 62 - UEMA 2016

Para responder a questao, leia o texto e analise a
planta baixa do apartamento descrito abaixo.

Um casal que acabou de receber seu
apartamento planeja fazer pequenas
modificagcées no piso. Apds analisar a planta
baixa, decidiu usar, apenas, dois tipos de
azulejo.

No primeiro orcamento, sala, varanda, quartos e
circulacao foram cotados com o azulejo tipo 01;
cozinha, area de servico e banheiros, com o
azulejo tipo 02.

No segundo orcamento, o azulejo tipo 01 seria
usado para sala, circulacao, cozinha e area de
servico; o azulejo tipo 02 aplicado somente aos
banheiros.

Os dois orcamentos tiveram valores totais de

R$ 1.354,00 e R$ 780,00, respectivamente.

= —7 = IOD 0
1 ] o] o]
| | || b=l
L T[COZINHA SERV. | [|BWCA ]
450 2y d 1250 m2 | }13.00 m? e
L0104 +0.08__| [ #5008 . A
¥R 1H'®
|| flLete] | R — —
CIRCULACAO J
2.00 m? /
SALA &[r
2
12.(301m QUARTO 02
&0 QUARTO 01 10.50 m?
8.00 m? 010
$+0.10
VERANDA ® @
50 m
#4008 - 3 — mwwndl
. N |

www.habitissimo.com.br/orcamento. Adaptado.

Analisando os dados, os valores do metro
quadrado, em reais, dos dois tipos de azulejo
incluidos nos dois orcamentos sao,
respectivamente, de

a) R$ 21,00 e R$ 27,00.
b) R$ 25,84 e R$ 39,53.
c) R$ 30,00 e R$ 25,00.
d) R$ 32,00 e R$ 18,00.
e) R$ 36,17 e R$ 6,75.
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QUESTAO 63 - CP2 2015 Passo 4 - posicionou os quatro quadrilateros de
tal maneira que formassem um novo quadrado
Em uma aula de Artes Visuais, a professora de lado de medida z.

pediu aos seus alunos que construissem um
quadrado a partir do recorte de dois quadrados
de lados medindo X e V.

Mirian, uma das alunas mais criativas, decidiu
confeccionar a sua peca quadrada de acordo com
0s passos seguintes:

Interbits®

Passo 1 — marcou o centro dos dois quadrados,
colocou um sobre o outro, fazendo com que os

11 SOk Uma relacéo valida entre as medidas X, y e z
centros coincidissem no ponto C.

dos lados dos quadrados é
a)z=y—-Xx

y c) z=\y—X
d) z:\/yz—xz.

X @
QUESTAO 64 - IFSUL 2015
Passo 2 — tragou retas pontilhadas sobre os lados Uma caixinha aberta € feita de pedacos de
do quadrado menor. papeldo com 16cm por 30cm, cortando fora
quadrados do mesmo tamanho dos quatro cantos
~o " ;8 e dobrando para cima os lados.
\\\\ // / g
/ - i —_—
/ X
- / -
=~ ~ ~ ~ 4 X
) S
// X y 16
/ AR
/ Y RN
/ /' S~
/
Passo 3 - recortou quatro quadrilateros B
congruentes a partir da area visivel do quadrado 9
maior. I 30 I E
Seja A a area do fundo da caixa que resulta
quando os quadrados tiverem lados de
comprimento X, a expressdao que melhor
caracteriza essa area em termos de X €
: a) A(X) = 480 — 46x + X2
X ) b) A(X) =480 - x?
c) A(x) =480 —42
d) A(x)=480-92x +4x?

2%
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GABARITO
0] D 33 C
02 B 34 D
03 D 35 A
04 C 36 C
05 D 37 D
06 A 38 B
07 C 39 C
08 C 40 E
09 B 41 C
10 C 42 B
1 C 43 E
12 C 44 B
13 E 45 D
14 E 46 B
15 D 47 B
16 E 48 C
17 D 49 A
18 B 50 B
19 E 51 A
20 E 52 E
21 E 53 B
22 C 54 C
23 E 55 D
24 C 56 D
25 D 57 E
26 D 58 A
27 B 59 C
28 A 60 B
29 C 6l D
30 E 62 D
3] A 63 D
32 B 64 D
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MATEMATICA

POLIGONOS

Poligono é uma figura geométrica plana formada
por diversos elementos. Todavia, incialmente, um
desses elementos € responsavel pela definicdo
dessas figuras: o lado.

O lado de um poligono € um segmento de reta que
liga dois vértices adjacentes pertencente ao seu
contorno. Os tridngulos, por exemplo, possuem
trés lados; os retangulos possuem quatro lados,
e o0s pentagonos possuem cinco lados,
exatamente a mesma quantidade de segmentos
de reta do contorno desses poligonos.

Os outros elementos presentes nos poligonos
sdo: angulos internos, angulos externos,
diagonais e vértices.

Para ser considerada poligono, uma figura
geométrica precisa ser formada por uma linha
Unica, fechada e formada apenas por segmentos
de reta. Além disso, esses segmentos de reta nao
podem cruzar-se.

A figura abaixo apresenta alguns exemplos de
poligonos:

Os poligonos A, B e C sdo formados por 4, 5 e 6
segmentos de reta, respectivamente.

Note que esses segmentos, em cada poligono,
formam uma linha fechada e nao se cruzam de
forma alguma. A imagem seguinte apresenta

alguns exemplos de figuras geométricas que nao
séo poligonos.

\

As figuras geomeétricas A, B e C nao sao fechadas,
portanto, nao podem ser consideradas poligonos.
Ja a figura D possui um cruzamento de
segmentos de reta e, por essa razao, também nao
pode ser considerada poligono.

POLIGONOS CONVEXOS

Dados dois pontos A e B quaisquer interiores a
um poligono, se o segmento de reta determinado
por esses dois pontos estiver inteiramente
contido no interior do poligono, entao esse
poligono sera convexo.

A figura abaixo apresenta alguns exemplos de
poligonos convexos.

Q M

Note que, independentemente da posicao dos
pontos A e B, A' e B' ou A" e B", o segmento
determinado por esses pontos sempre estara
inteiramente contido no interior de seus
respectivos poligonos. Por outro lado, a imagem
abaixo representa um poligono néo convexo.

Isso acontece porque o segmento AB nao esta
totalmente contido no interior do poligono,
mesmo que os pontos A e B estejam.

Dica: Os poligonos que tém um vértice voltado
para dentro, formando uma espécie de “boca”,
Nnao Sao convexos.
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POLIGONOS REGULARES

Um poligono é considerado regular quando ele é
convexo, possui todos os lados com
comprimentos iguais e angulos com a mesma
medida. Observe na imagem abaixo alguns
exemplos de poligonos regulares.

Observe que, em cada poligono da imagem
acima, todos os lados e angulos tém a mesma
medida. Observe também que um poligono
regular de quatro lados é sempre um quadrado e
um poligono regular de trés lados é sempre um
triangulo equilatero.

DIAGONAIS

Diagonal de um poligono é o segmento de reta
que une dois de seus vértices ndo-consecutivos.

Tomando um quadrilatero qualquer, vemos que
parte apenas uma diagonal de cada vértice. Por
exemplo, do vértice A, parte apenas a
diagonal AC.

Tomando um pentagono, temos, por exemplo,
que do vértice A partem duas diagonais: AC e
AD.

Ja para um hexagono, temos, por exemplo, que
do vértice A partem trés diagonais: AC, AD e AE.

E
F D

A C
B

O que queremos é encontrar uma forma de
determinar a quantidade de diagonais sem ter
que traca-las no poligono. Vejam que para um
poligono de 4 lados, temos 1 diagonal partindo de
um vértice; para um poligono de S lados, temos
2 diagonais partindo de um vértice; para um
poligono de 6 lados temos 3 diagonais partindo
de um vértice. Vejam que o niumero de diagonais
que parte de um vértice € igual a quantidade de
lados do poligono menos 3. E para um poligono
de N lados, teremos N — 3 diagonais partindo de
um vértice.

Como o numero de vértices é igual ao numero de
lados do poligono, segue que teremos, com
extremidade nos N vértices:

N - (N — 3) diagonais

No entanto, como cada diagonal tem
extremidades em dois vértices, cada diagonal é
contada duas vezes, por exemplo no quadrilatero,
temos que as diagonais AC = CA, representam a
mesma diagonal. Entdo, basta dividirmos por
dois:

_N-(N—3)

d
2

Para ilustrarmos esse fato, observamos as
imagens abaixo:

X7
Q

A
4

U=
I
IS

U=
(1.
W
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MATEMATICA

PENTAGONO

Em geometria, pentagono é um poligono com
cinco lados.

A soma dos angulos internos do pentagono é
540°, ou seja, em um pentagono regular cada
angulo interno tem a medida de 108°. O angulo
central de um pentagono regular mede 72°.

QUESTAO 01 - IFSUL 2017

Um objeto de decoracdo tem a forma de um
pentagono regular, apresentando todas as suas
diagonais.

Sabe-se que cada diagonal foi pintada de uma cor
diferente das demais.

Entao, qual é o numero de cores diferentes que
foram utilizadas na pintura de tais diagonais?

05

06
(CIR
[DJRC

QUESTAO 02 - ENEM 2015

Para uma alimentacao saudavel, recomenda-se
ingerir, em relacdo ao total de calorias diarias,
60% de carboidratos, 10% de proteinas e 30%
de gorduras.

Uma nutricionista, para melhorar a visualizacao
dessas porcentagens, quer dispor esses dados
em um poligono.

Ela pode fazer isso em um triangulo equilatero,
um losango, um pentagono regular, um
hexagono regular ou um octégono regular, desde
que o poligono seja dividido em regides cujas
areas sejam proporcionais as porcentagens
mencionadas.

Ela desenhou as seguintes figuras:

Gorduras

/ Carboidratos \

Carboidratos

Carboidratos;

Carboidratos

Interbits®

Entre esses poligonos, o Uinico que satisfaz as
condicoes necessarias para representar a
ingestao correta de diferentes tipos de alimentos
éo

0 triangulo.

O losango.

® pentagono.

® hexagono.

O octogono.
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QUESTAO 03 - UNESP 2012

Um artesao foi contratado para ornamentar os
vitrais de uma igreja em fase final de construcao.
Para realizar o servico, ele precisa de pedacos
triangulares de vidro, os quais serdo cortados a
partir de um vidro pentagonal, com ou sem
defeito, que possui n bolhas de ar (n =0, 1, 2...).

Sabendo que ndo ha 3 bolhas de ar alinhadas
entre si, nem 2 delas alinhadas com algum
vértice do pentagono, e nem 1 delas alinhada
com dois vértices do pentagono, o artesdo, para
evitar bolhas de ar em seu projeto, cortou os
pedacos de vidro triangulares com vértices
coincidindo ou com uma bolha de ar, ou com um
dos vértices do pentagono.

bolha de ar

vidro pentagonal

Interbits®

Nessas condicoes, determine a lei de formacéao do
numero maximo de triangulos (T) possiveis de
serem cortados pelo artesdo, em funcao do
numero (n) de bolhas de ar contidas no vidro
utilizado.

OT=2n+3
OT=3n+2
®@T=2n+1
®OT=n+2
@T=2-n

QUESTAO 05 - UNIFESP 2003

QUESTAO 04 - UFRJ 2011

A figura 1 a seguir apresenta um pentagono
regular de lado 4L; a figura 2, dezesseis
pentagonos regulares, todos de lado L.

figura 1

figura 2

Qual é maior: a area A do pentagono da figura
1 ou a soma B das areas dos pentiagonos da
figura 2? Justifique sua resposta.

Pentagonos regulares congruentes podem ser
conectados, lado a lado, formando uma estrela de
cinco pontas, conforme destacado na figura.

Nestas condicoes, o angulo 6 mede
0O 108"

0 72.

O 54°.

® 36°.

o 18.

HEXAGONO

Em geometria, hexagono € um poligono com seis
lados.

Caso seja regular, pode ser decomposto em 6
triangulos equilateros. O hexagono possui 9
diagonais.

Como um hexagono regular, pode ser
decomposto em 6 triangulos equilateros, a sua
area pode ser obtida através da formula:

123

A=6"
4
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QUESTAO 06 - UPE 2017

Rafael decidiu colocar pedras com a forma de
hexagonos regulares no piso da calcada de sua
casa.

Sabendo que a area do piso da calcada mede

25,5 m?, que a pedra tem 10cm de lado,
desconsiderando a area ocupada pelos rejuntes,
quantas pedras serdo necessarias para cobrir
todo o piso dessa calgcada?

Considere \/g =17.
0 225
O 425
® 765
® 1.000
O 1.250

QUESTAO 08 - CP2 2017

QUESTAO 07 - UNESP 2017

O hexagono marcado na malha quadriculada
sobre a fotografia representa o contorno do
campus da Unesp de Rio Claro, que ¢
aproximadamente plano.

22
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A area aproximada desse campus, em km?2 é um
numero pertencente ao intervalo

0 [0,8;1,3]

O 18,23

® [2,32,8

® [13;18]

G [0,3;0,8]

Um  heliponto é um local destinado
exclusivamente as operacoes de aterragem e
decolagem de helicépteros. Diferentemente dos
heliportos, os helipontos nao dispde de
instalacoes e facilidades complementares, tais
como area de taxiamento, reabastecimento,
patios e hangares para estacionamento e

manutencao dos helicépteros.
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Heliponto. Adaptado.
Acesso em 22/10/2016.

Oscar, arquiteto, foi incumbido de fazer o projeto
de um heliponto para a cobertura de um edificio
comercial no centro da cidade. Decidiu fazer a
pista de pouco no formato de hexagono regular
com 12 metros de lado, sendo a chamada “area
de toque” um triangulo equilatero inscrito no
mesmo.

Interbits®

Dessa forma, por seguranca, o helicoptero
deveria pousar, sempre, na parte interna do
triangulo equilatero. E, para facilitar a
visualizacdo da “area de toque”, a regiao interna
ao hexagono e externa ao triangulo equilatero
seria pintada com tinta amarela fluorescente.

Sendo assim, a area a ser pintada com essa tinta
amarela teria medida igual a

0 2163 m?.
0 216 m?.
® 10843 m®.
® 108 m?.
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QUESTAO 09 - CP2 2015

Certo fabricante vende biscoitos em forma de
canudinhos recheados, de diversos sabores. A
caixa em que esses biscoitos sao vendidos tem a
forma de um prisma hexagonal. A parte de cima
dessa caixa tem a forma de um hexagono, com as
medidas indicadas na figura:

Caixa Parte de cima da caixa

Considerando a aproximacéo racional 1,7 para o

valor de \/5, a area da parte de cima dessa caixa,
em centimetros quadrados, mede

0O 49,6.

® 63,2.

® 74,8.

® 87.4.

QUESTAO 11 - CFTRJ 2013

QUESTAO 10 - FUVEST 2014

Uma das piscinas do Centro de Praticas
Esportivas da USP tem o formato de trés
hexagonos regulares congruentes, justapostos,
de modo que cada par de hexagonos tem um lado
em comum, conforme representado na figura
abaixo. A distancia entre lados paralelos de cada
hexagono € de 25 metros.

Assinale a alternativa que mais se aproxima da
area da piscina.

0 1.600 m2

® 1.800 m?

® 2.000 m?

® 2.200 m?

3 2.400 m?

Manuela desenha os seis vértices de um
hexagono regular (figura abaixo) e une alguns
dos seis pontos com segmentos de reta para obter
uma figura geométrica. Essa figura nao €
seguramente um

[ [
[ [
° ° :
0 retangulo
0 trapézio
® quadrado

O triangulo equilatero
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QUESTAO 12 - FATEC 2013

As “areas de coberturas” a serem atendidas por
um servico de telefonia mével sdao divididas em
células, que sdo iluminadas por estacoes-
radiobase localizadas no centro das células.

As células em uma mesma area de cobertura
possuem diferentes frequéncias, a fim de que
uma célula nao interfira na outra.

Porém, é possivel reutilizar a frequéncia de uma
célula em outra célula relativamente distante,
desde que a segunda nao interfira na primeira.

Cluster € o nome dado ao conjunto de células
vizinhas, o qual utiliza todo o espectro disponivel.
Uma configuracdo muito utilizada esta
exemplificada na Figura 1, que representa um
modelo matematico simplificado da cobertura de
radio para cada estacao-base.

O formato hexagonal das células é o mais pratico,
pois permite maior abrangéncia de cobertura,
sem lacunas e sem sobreposicoes.

A figura 2 ilustra o conceito de reutilizacdo de
frequéncia por cluster, em que as células com
mesmo numero utilizam a mesma frequéncia.

Figura 1: cluster de sete células Figura 2: reuso de frequéncia

m _2.asp e www.teleco.com

_3.asp
Acesso em: 05.10.2012. Adaptado)

Na figura 2, os hexagonos sdo congruentes,
regulares, tém lado de medida R e cobrem uma
superficie plana. Para determinar a distancia D,
distancia minima entre o centro de duas células
que permitem o uso da mesma frequéncia, pode-
se tracar um tridngulo cujos vértices sdo os
centros de células convenientemente escolhidas,
conforme a figura 3.

Figura 3

Assim sendo, o valor de D, expresso em funcéao
de R, é igual a

0 RV21

® 5R
® 3RJ3
® RJ30

@ 6R

QUESTAO 13 - UFF 2012

No estudo da distribuicao de torres em uma rede
de telefonia celular, € comum se encontrar um
modelo no qual as torres de transmissao estao
localizadas nos centros de hexagonos regulares,
congruentes, justapostos e inscritos em circulos,
como na figura a seguir.

I\
0

7"\
\c/e\v
o

\ \

%

Interbits®

Supondo que, nessa figura, o raio de cada circulo
seja igual a 1km, € correto afirmar que a

distancia d;4 (entre as torres 3 e 8), a distancia
d;5 (entre as torres 3 e 95) e a distancia dsg

(entre as torres 5 e 8) sdo, respectivamente, em
km, iguais a

Q d3,8 = 2\/5, d3’5 = 3, d5,8 = 3+2\/§
6 d3,8 = 4, d3’5 = 3, d5,8 = 5.

3V3 N 33
=

® ds,s =4, d3,5 = —2 ) d5,8 =4

@ d3,8 = 2\/5, d315 = 3, d5,8 = \/E
33 9

@ d =4 dye=""2 d., ="
3,8 3,5 2 58 2
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QUESTAO 14 - PUCRS 2012

Arquimedes, candidato a um dos cursos da
Faculdade de Engenharia, visitou a PUCRS para
colher informacgbes.

Uma das constatacées que fez foi a de que existe
grande proximidade entre Engenharia e
Matemdatica.

Para uma engrenagem mecanica, deseja-se fazer
uma peca de formato hexagonal regular. A
distancia entre os lados paralelos é de 1cm,

conforme a figura abaixo.

1cm
O lado desse hexagono mede cm.
1
0O -
2
o B
3

@ .3

o5
5

Q1

QUESTAO 15 - PUCMG 2007

A figura representa os possiveis percursos
realizados por um robd, programado para andar
em frente seguindo os lados de hexagonos.
Assim, partindo de A, o robd tem trés opcoes
distintas de caminho; e, na sequéncia, como nao
pode voltar, s6 pode escolher dois caminhos.

1

6
Supondo que esse robd parta de A, assinale a
probabilidade de o mesmo se encontrar em B,
depois de percorrer exatamente trés lados de
hexagonos.

(G IO R o >

QUESTAO 16 - UFLA 2007

As aranhas sao notaveis gedmetras, ja que suas
teias revelam variadas relacoes geométricas. No
desenho, a aranha construiu sua teia de maneira
que essa é formada por hexagonos regulares
igualmente espacados.

Qual é a menor distancia que a aranha deve
percorrer ao longo da teia para alcancar o infeliz
inseto?

O 8cm
O 10 cm

e 8\/§cm
(D] 10\/_cm
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OCTOGONO

Em geometria, octégono é um poligono com oito
lados (e portanto oito angulos internos medindo
135° e oito angulos externos medindo 45°, o
angulo central também mede 45°).

QUESTAO 17 - IFPE 2017

Um porta-retratos tem a forma de um octégono
regular conforme imagem a seguir.

Disponivel em: <Fonte: http://www.mauriciojasso.com/
galeria/cache/lo-nuevo/DSC07649-Resolucion-de-
Escritorio.JPG_595.jpg>. Acesso: 02 out. 2016.

A medida de cada angulo interno desse octégono
é

0 45°.

O 60°.

® 90°.

® 135°

G 30°.

QUESTAO 18 - INSPER 2014

As disputas de MMA (Mixed Martial Arts) ocorrem
em ringues com a forma de octégonos regulares
com lados medindo um pouco menos de 4
metros, conhecidos como “Octégonos”.

Medindo o comprimento exato de seus lados,
pode-se calcular a area de um “Octégono”
decompondo-o, como mostra a figura a seguir,
em um quadrado, quatro retangulos e quatro
triangulos retangulos e is6sceles.

A medida do lado do quadrado destacado no
centro da figura é igual & medida a do lado do
“Octogono”. Se a area desse quadrado é S, entdo
a area do “Octoégono” vale

0 S(2v2+1).
0O S(H2+2).

© 2S(v/2 +1).
® 25(1/2+2).
0 4S(v2+1).

QUESTAO 19 - CFTMG 2011

A figura abaixo representa o vitral de uma janela
quadrada ABCD de area S, em que cada lado esta
dividido em trés segmentos congruentes.
Retirando-se os quatro tridngulos sombreados,
obtém-se um octégono, cuja area é

A B

1>
»

®@ ©
wn w0

(O]
WIN DM|w oo ©|

w
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QUESTAO 20 - UFRGS 2007

sao
como

Seis octogonos regulares de lado 2
justapostos em um retangulo,
representado na figura adiante.

A soma das areas das regioes sombreadas na
figura é

0 16.

0 162.
® 20.

® 20/2.
0 24.

POLIGONOS EM GERAL

QUESTAO 21 - CP2 2016

A figura a seguir mostra um poligono regular de
14 lados e todas as suas diagonais:

Fonte: https://clickexatas.wordpress.com. Acessado em 12/10/2015

O numero de diagonais tracadas é de
0 77.
6 79.
® 80.
® 98.

10

QUESTAO 22 - UFRGS 2016

Um desenhista foi interrompido durante a
realizacao de um trabalho, e seu desenho ficou
como na figura abaixo.

Se o desenho estivesse completo, ele seria um
poligono regular composto por triangulos
equilateros nao sobrepostos, com dois de seus
vértices sobre um circulo, e formando um angulo
de 40° como indicado na figura.

Quando a figura estiver completa, o numero de
tridangulos equilateros com dois de seus vértices
sobre o circulo é

O 10.

6 12.

® 14.

® 16.

G 18.

QUESTAO 23 - IFSP 2016

Ana estava participando de uma gincana na
escola em que estuda e uma das questoes que ela
tinha de responder era “quanto vale a soma das
medidas dos angulos internos do poligono
regular da figura?”

Para responder a essa pergunta, ela lembrou que
seu professor ensinou que a soma das medidas
dos angulos internos de um triangulo é igual a
180°, e que todo poligono pode ser decomposto
em um nUimero minimo de tridngulos.

Sendo assim, Ana respondeu corretamente a
pergunta dizendo:

0 720°

® 900°

® 540°

® 1.080°

@ 630°
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QUESTAO 24 - UNESP 2015

Os poligonos ABC e DEFG estdo desenhados em
uma malha formada por quadrados. Suas areas
séo iguais a S e S,, respectivamente, conforme
indica a figura.

®
Interbits®

Sabendo que os vértices dos dois poligonos estao
exatamente sobre pontos de cruzamento das

linhas da malha, é correto afirmar que 2—2 éigual

1
a

0 525.
A 4,75.
® 5,00.
® 5,50.
G 575.

11

QUESTAO 25 - CFTMG 2012

Um painel quadrado BCDE, comemorativo dos
100 anos do CEFET-MG, encontra-se pendurado
na parede de um dos corredores da escola, em
um prego posicionado no ponto A, conforme
figura abaixo.

O triangulo ABE ¢é isb6sceles e a medida do
segmento AB corresponde a % da medida do lado

do quadrado BCDE.

Interbits®

@
CEFET-MG

mE

C D

Se o perimetro do poligono ABCDE é 13 metros,
entao, sua area, em m2, é

0 3(3+4/7).
0 3(12+7).

® 33+ g).

® 3(4+ g).

QUESTAO 26 - ENEM 2011

/

Disponl'el em: hﬁp:!wwiaadi‘p‘gov‘br‘ Aces m:8 abr. 2010.
O poligono que da forma a essa calcada é
invariante por rotacoes, em torno de seu centro,
de

0 45°.

O 60°.

® 90°.

® 120°.

0O 180°.
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QUESTAO 27 - UFRGS 2008

Na figura abaixo, a malha quadriculada é
formada por quadrados de area 1. Os vértices do
poligono sombreado coincidem com vértices de
quadrados dessa malha.

Interbits®

A area do poligono sombreado é
0 10.
0O 12.
® 13.
® 15.
G 16.

Nome Hexagono Octagono Eneagono

Figura

Angulo

. 120° 135° 140°
interno

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinacao
de dois tipos diferentes de ladrilhos entre os
poligonos da tabela, sendo um deles octogonal, o
outro tipo escolhido devera ter a forma de um

0 triangulo.

0 quadrado.

® pentagono.

® hexagono.

@ eneagono.

QUESTAO 29 - MACKENZIE 1997

QUESTAO 28 - ENEM 2002

Na construcao civil, € muito comum a utilizacao
de ladrilhos ou azulejos com a forma de poligonos
para o revestimento de pisos ou paredes.

Entretanto, ndo sdo todas as combinacdes de
poligonos que se prestam a pavimentar uma
superficie plana, sem que haja falhas ou
superposicoes de ladrilhos, como ilustram as
figuras:

Figura 1: Ladrilhos retangulares Figura 2: Heptagonos regulares ndo pavimentam
pavimentando o plano o plano (ha falhas ou superposi¢édo)

A tabela traz uma relacdo de alguns poligonos
regulares, com as respectivas medidas de seus
angulos internos.

Nome  Triangulo Quadrado Pentagono

Figura

Angulo

. 60° 90° 108°
interno

Os poligonos de k lados (k multiplo de 3), que
podemos obter com vértices nos 9 pontos da
figura, sdo em numero de:

0 83
0 84
® 85
® 168
0 169
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CIRCULO E SUAS PARTES

Para compreendermos a formula utilizada no
calculo da area de um circulo temos que
imaginar uma circunferéncia:

E dentro dela circunscrito um poligono regular:

Os seguimentos de reta que partem do centro da
circunferéncia e que vao até o vértice do poligono
regular sdo os raios do circulo.

Assim,
regular.

formamos n tridngulos no poligono

Com base no calculo da area de um hexagono
regular, podemos dizer que a area de um poligono
regular de n lados seria:

A= a-h

Porém, n. a € o valor do perimetro do poligono
regular, donde:

perimetro - h

2
Ou ainda,

A = semiperimetro-h
A=p-h

Agora imagine se aumentarmos o numero de
lados do poligono regular, a tendéncia € do seu
perimetro ficar cada vez mais parecido com o
comprimento da circunferéncia, e a altura de
cada triangulo formado no poligono regular ficar
igual ao raio do circulo.

13

Assim, podemos concluir que a férmula do
calculo da area de um circulo podera ser indicada
da mesma forma que a area de um poligono
regular de n lados, veja a relacdo abaixo:

A = semiperimetro - h

A = metade do comprimento da circunferécia - raio

SETOR CIRCULAR

A circunferéncia pode ser dividida em partes, as
quais recebem o nome de arcos. Os arcos de uma
regido circular sao determinados de acordo com
a medida do angulo central, e € com base nessa
informacao que calcularemos a area de um setor
circular.

Uma volta completa no circulo corresponde a
360°, valor que podemos associar a expressao do
calculo da area do circulo, A = m-r2.

Partindo dessa associacdo podemos determinar a
area de qualquer arco com a medida do raio e do
angulo central, através de uma simples regra de
trés.

Observe:

Caso o angulo 6 esteja em radianos, a area pode
ser calculada por:
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Se nao tivermos o angulo 6,

a regra de trés pode ser feita com o comprimento
do arco:

SEGMENTO CIRCULAR

Um conjunto de pontos que possuem a mesma
distancia de um ponto central é denominado
circunferéncia. Todo segmento de reta que liga
dois pontos de uma circunferéncia recebe o nome
de corda. A corda que passa pelo centro,
dividindo a regido em duas partes iguais, é
chamada de diametro e corresponde ao dobro da
medida do raio.

y WV

&
]

QP: corda da regiao circular

CB: é uma corda que passa pelo centro, dessa
forma recebe o nome de diametro.

O segmento de uma regiao circular € limitado por
uma corda e um arco.

Observe:

114

Para determinarmos a area do segmento circular
PQR formado pela corda PQ, devemos realizar o
seguinte calculo:

Area do segmento circular

Area do setor OPRQ - Area do triangulo OPQ

Nos casos em que o segmento é maior que o
semicirculo, utilizamos a seguinte condicao:

B

Area do segmento circular
Area do setor OPSQ + Area do triangulo POQ
COROA CIRCULAR

Quando duas ou mais circunferéncias possuem
o mesmo centro, sdo denominadas concéntricas.

Nesse caso elas podem ter raio de tamanhos
diferentes.

Observe:

Ao unirmos duas circunferéncias de mesmo
centro com raios R e r, considerando R > r, temos
que a diferenca entre as areas € denominada
coroa circular.

Observe:

A area da coroa circular representada pode ser
calculada através da diferenca entre as areas
totais das duas circunferéncias, isto €, area do
circulo maior menos a area do circulo menor.
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Area da coroa

Area do circulo maior — Area do circulo menor
Area da coroa =m-R?*- - 1?
Area da coroa = - (R? - 1?)

Se as circunferéncias nao forem concéntricas, a
maneira de calcular a area é exatamente a
mesma.

Area da coroa

Area do circulo maior — Area do circulo menor

QUESTAO 30 - FGV 2017

Suponha que fosse possivel dar uma volta
completa em torno da linha do Equador
caminhando e que essa linha fosse uma
circunferéncia perfeita na esfera terrestre.

Nesse caso, se uma pessoa de 2m de altura desse
uma volta completa na Terra pela linha do
Equador, o topo de sua cabeca, ao completar a
viagem, teria percorrido uma distancia maior que
a sola dos seus pés em, aproximadamente,

O 63cm.

0O 12,6 m.

® 6,3 km.

® 12,6 km.

@ 63km.

QUESTAO 31 - IFBA 2017

Foi inaugurada uma praca municipal, de formato
circular, com 30m de raio, toda permeada por

21 refletores a sua volta. Foi projetada para que
a distancia entre dois refletores vizinhos fossem

iguais.

Adotando o valor de m=3,15; entao a distancia,

em metros, entre cada dois dos refletores
vizinhos foi de:

O 7m
® 8m
®9m
® 10m
@ 11m

15

QUESTAO 32 - UEL 2017

Com a finalidade de se calcular a quantidade de

pessoas presentes em manifestacoes sociais em

determinado trecho urbano, sao utilizadas
diferentes metodologias, sendo que uma delas
consiste em quatro etapas:

1. estabelece-se a area A (em m2) da regiao
delimitada pelo trecho da manifestacao;

2. posicionam-se alguns fiscais que ficam
responsaveis, cada um, por uma sub-regido
fixa e exclusiva do trecho urbano, a fim de
coletar, de maneira simultanea e periodica,
quantas pessoas se encontram em sua sub-
regido no momento de cada medicao;

3. calcula-se a média M de todas as medicoes
realizadas por todos os fiscais;

4. ao final, declara-se que ha A-M pessoas
presentes na manifestacao.

Suponha que uma manifestacdo ocorreu na
regidao hachurada dada pelo setor de uma coroa
circular de centro O (conforme figura) e que foi
observada por 3 medicdes com 2 fiscais cada,
cujas tabelas dos dados coletados encontram-se
a seguir.

Medicao 1 | Medicao 2 | Medicédo 3
Fiscal 1 | 3 3 4
Fiscal 2 | 2 4 5

J'..‘. 1-.‘
l"-__.!

Considerando essa metodologia e a aproximacao

‘l'[z7, assinale a alternativa que apresenta,

corretamente, a quantidade de pessoas que
estiveram presentes na manifestacdo, naquele
trecho.

0O 11 mil

O 22 mil

® 27 mil

® 31 mil

0O 33 mil
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QUESTAO 33 - UPE 2017

Num sistema de engrenagens, cada uma tem seu
raio, de forma que a engrenagem "A" tem raio
com medida R; a "B" tem raio com medida igual
a metade do raio da engrenagem "A", e a "C"
tem raio com medida igual a um quarto do raio
da engrenagem "A".

9
£
2L
£

Sendo a medida do raio de "A" igual a 4 cm,

quantas voltas "A" dara, quando "C" percorrer
o equivalente a 3.600 cm?

0O 2400
6 1.200
® 600
® 300
0 150

QUESTAO 34 - IFPE 2017

Celso decidiu montar uma pequena horta no
quintal de sua casa no formato de um retangulo,
medindo 1 metro de largura por 4 metros de
comprimento. Para fazer a irrigacdo, decidiu
utilizar 4 aspersores, que molham regides
circulares com raio igual a 50cm. As regides
molhadas, representadas em cinza, tangenciam-
se entre si e também tangenciam as bordas da
regido retangular destinada a horta, como
mostra a figura a seguir.

r

Algum tempo depois, Celso percebeu que
algumas plantas néao recebiam agua suficiente
para o seu desenvolvimento por estarem
proximas a borda da horta. Assim, ele verificou
que a area ndo molhada da horta corresponde a
(utilize = 3)
0 33,3% da area destinada a horta.
O 16%
® 20%
® 10%
@ 25%

da area destinada a horta.
da area destinada a horta.
da area destinada a horta.
da area destinada a horta.
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QUESTAO 35 - UPE 2016

Num experimento de fisica realizado em sala, foi
solta do topo de uma rampa de 0,30 m de altura

uma esfera que percorreu certa distancia,
fazendo um looping no final.

%

Partindo do principio de que o triangulo
representado é retangulo, qual a distancia total
aproximada que essa bola ira percorrer do topo
da rampa até dar uma volta completa no aro da
circunferéncia cujo raio é de 0,10 m?

Adote m=3,14
0O 113 m
® 128m
® 157m
® 200m
@ 207m

QUESTAO 36 - FATEC 2016

Nas competicoes olimpicas de Tiro com Arco, o
alvo possui 1,22 m de diametro. Ele é formado por
dez circunferéncias concéntricas pintadas sobre
um mesmo plano e a uma distancia constante de
6,1cm entre si, como vemos no esquema.

Podemos afirmar corretamente que a razao entre
a area da regiao cinza e a area total do alvo, nessa
ordem, € igual a
3

0o —.
10

2
15

1
25°
10
61

© ® ©
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QUESTAO 37 - ENEM 2015

O proprietario de um parque aquatico deseja
construir uma piscina em suas dependéncias. A
figura representa a vista superior dessa piscina,
que ¢é formada por trés setores circulares
idénticos, com angulo central igual a 60°. O raio

R deve ser um numero natural.

O parque aquatico ja conta com uma piscina em
formato retangular com dimensdes 50 m x 24 m.

O proprietario quer que a area ocupada pela nova
piscina seja menor que a ocupada pela piscina ja
existente.

Considere 3,0 como aproximacao para .

O maior valor possivel para R, em metros, devera
ser

0 16.

G 28.

® 29.

® 31.

G 49.

O ponto O indica a posicdo da nova antena, e
sua regido de cobertura sera um circulo cuja
circunferéncia tangenciara externamente as
circunferéncias das areas de cobertura menores.

Com a instalacao da nova antena, a medida da
area de cobertura, em quilometros quadrados, foi
ampliada em

0 8

O 121

® 16m.

® 32

@ 64m

QUESTAO 39 - ENEM PPL 2015

QUESTAO 38 - ENEM 2015

Uma empresa de telefonia celular possui duas
antenas que serdo substituidas por uma nova,
mais potente. As areas de cobertura das antenas
que serdo substituidas sdo circulos de raio 2 km,

cujas circunferéncias se tangenciam no ponto O,
como mostra a figura.

Area de cobertura
Nova antena

Area de cobertura
Antena 1 [¢] Antena 2

Area de cobertura

/
\
Interbits®

A figura é uma representacado simplificada do
carrossel de um parque de diversoes, visto de
cima. Nessa representacdo, os cavalos estdo
identificados pelos pontos escuros, e ocupam
circunferéncias de raios 3m e 4m,
respectivamente, ambas centradas no ponto O.

Em cada sessao de funcionamento, o carrossel
efetua 10 voltas.

Quantos metros uma crianca sentada no cavalo
C, percorrera a mais do que uma crianga no
cavalo C,, em uma sessadao? Use 3,0 como
aproximacao para T

0 55,5

® 60,0

® 175,5

® 235,5

G 240,0
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QUESTAO 40 - ENEM PPL 2014

Um homem, determinado a melhorar sua saude,
resolveu andar diariamente numa pracga circular
que ha em frente a sua casa.

Todos os dias ele da exatamente 15 voltas em
torno da praca, que tem 50 m de raio.

Use 3 como aproximacdo para .

Qual é a distancia percorrida por esse homem em
sua caminhada diaria?

O 0,30 km

® 0,75 km

® 1,50 km

® 2,25 km

O 4,50 km

QUESTAO 41 - ENEM PPL 2013

O simbolo internacional de acesso, mostrado na
figura, anuncia local acessivel para o portador de
necessidades especiais. Na concepcao desse
simbolo, foram empregados elementos graficos
geométricos elementares.

Regras de acessibilidade ao
meio fisico para o deficiente.

Disponivel em: www.ibdd.org.br.
Acesso em: 28 jun. 2011(adaptado).

Os elementos geométricos que constituem os
contornos das partes claras da figura sao

0 retas e circulos.

@ retas e circunferéncias.

® arcos de circunferéncias e retas.

® coroas circulares e segmentos de retas.

O arcos de circunferéncias e segmentos de retas.
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QUESTAO 42 - ENEM PPL 2013

O proprietario de um terreno retangular medindo
10 m por 31,5 m deseja instalar lampadas nos
pontos Ce D, conforme ilustrado na figura:

DB

31,5m -

Cada lampada ilumina uma regiao circular de 5
m de raio. Os segmentos AC e BD medem 2,5 m.
O valor em m?2 mais aproximado da area do
terreno iluminada pelas lampadas é

(Aproxime \/5 para 1,7 e m para 3.)
0 30.
0 34.
@® 50.
®6l1.
G 69.

QUESTAO 43 - ENEM 2012

Em exposicoes de artes plasticas, € usual que
estatuas sejam expostas sobre plataformas
giratorias.

Uma medida de seguranca é que a base da
escultura esteja integralmente apoiada sobre a
plataforma.

Para que se providencie o equipamento
adequado, no caso de uma base quadrada que
sera fixada sobre uma plataforma circular, o
auxiliar técnico do evento deve estimar a medida
R do raio adequado para a plataforma em termos
da medida L do lado da base da estatua.

Qual relacéao entre R e L o auxiliar técnico devera
apresentar de modo que a exigéncia de
seguranca seja cumprida?

O R>LAN2

® R>2L/n

® R>LNr

® Rx>L/2

@ R>L/(2V2)
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QUESTAO 44 - ENEM 2011

O atletismo é um dos esportes que mais se
identificam com o espirito olimpico. A figura
ilustra uma pista de atletismo.

%
)
>

36:5

84,39 m

Interbits®

BIEMBENGUT, M. S. Modelagdo Matemética como método de ensino-aprendizagem
de Matematica em cursos de 1° e 2° graus. 1990. Dissertagao de Mestrado.
IGCE/UNESP, Rio Claro, 1990 (adaptado).

A pista é composta por oito raias e tem largura
de 9,76 m. As raias sao numeradas do centro da
pista para a extremidade e sdo construidas de
segmentos de retas paralelas e arcos de
circunferéncia. Os dois semicirculos da pista sao

iguais.

Se os atletas partissem do mesmo ponto, dando
uma volta completa, em qual das raias o corredor
estaria sendo beneficiado?

01

04

®s5

o7

03

QUESTAO 45 - ENEM 2010

A ideia de usar rolos circulares para deslocar
objetos pesados provavelmente surgiu com os
antigos egipcios ao construirem as piramides.

Interhits®

Representando por R o raio da base dos rolos
cilindricos, em metros, a expressao do
deslocamento horizontal y do bloco de pedra em
funcao de R, apds o rolo ter dado uma volta
completa sem deslizar, é

Oy=R

®y=2R
®y=nR.
®y=2nR.
@y =4nR.
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QUESTAO 46 - ENEM 2009 (CANCELADO)

Um chefe de cozinha utiliza um instrumento
cilindrico afiado para retirar parte do miolo de
uma laranja. Em seguida, ele fatia toda a laranja
em seccoes perpendiculares ao corte feito pelo
cilindro. Considere que o raio do cilindro e da
laranja sejam iguais a 1 cm e a 3 cm,
respectivamente.

G _N\...J O

A area da maior fatia possivel é

0O duas vezes a area da seccdo transversal do
cilindro.

O trés vezes a area da seccado transversal do
cilindro.

® quatro vezes a area da seccao transversal do
cilindro.

® seis vezes a area da seccdo transversal do
cilindro.

@ oito vezes a area da seccao transversal do
cilindro.
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QUESTAO 47 - ENEM 2009 (CANCELADO)

Dois holofotes iguais, situados em H; e Hoy,
respectivamente, iluminam regides circulares,
ambas de raio R. Essas regides se sobrepdoem e
determinam uma regidao S de maior intensidade
luminosa, conforme figura.

H1 H2

/)

2
: . aR* . .
Area do setor circular: Asc = — a em radianos.

A area da regiao S, em unidades de area, é igual
a
o 2R V3R’
3 2
(Zn ~33 )R2
12

R R?
12 8
R?

2

TR2

3

@ 0 @® ©
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QUESTAO 48 - ENEM 2004

Uma empresa produz tampas circulares de
aluminio para tanques cilindricos a partir de
chapas quadradas de 2 metros de lado,
conforme a figura. Para 1 tampa grande, a
empresa produz 4 tampas médias e 16 tampas
pequenas.

GRANDE

Interbits®
Area do circulo: nr?

As sobras de material da producao diaria das

tampas grandes, médias e pequenas dessa

empresa sao doadas, respectivamente, a trés

entidades: I, Il e III, para efetuarem reciclagem do

material. A partir dessas informacodes, pode-se

concluir que

0 a entidade I recebe mais material do que a
entidade II.

0 a entidade I recebe metade de material do que
a entidade III.

® a entidade II recebe o dobro de material do que
a entidade III.

® as entidades I e II recebem, juntas, menos
material do que a entidade III.

O as trés entidades recebem iguais quantidades
de material.

QUESTAO 49 - ENEM 2010

As cidades de Quito e Cingapura encontram-se
proximas a linha do equador e em pontos
diametralmente postos no globo terrestre.

Considerando o raio da Terra igual a 6370km,
pode-se afirmar que um avido saindo de Quito,
voando em média 800km/h, descontando as
paradas de escala, chega a Cingapura em
aproximadamente

0 16 horas.
0O 20 horas.
@® 25 horas.
® 32 horas.
@ 36 horas.
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DIEDROS

Dois semiplanos nao coplanares, com origem
numa mesma reta, determinam uma figura
geométrica chamada angulo diédrico, ou
simplesmente diedro.

we & faces do diedro

TRIEDROS

Trés semirretas nao coplanares, com origem no
mesmo ponto, determinam trés angulos que
formam uma figura geométrica chamada angulo
triédrico, ou simplesmente triedro.

ANGULO POLIEDRICO

Sejam n semirretas de mesma origem (n > 3) tais
que nunca fiquem trés num mesmo semipleno.
Essas semirretas determinam n angulos em que
o plano de cada um deixa as outras semirretas
em um mesmo semi-espaco. A figura formada por
esses angulos é o dngulo poliédrico.

52
A origem das semirretas Si, Sq, ..., Sy € o vértice V.

POLIEDROS

Chamamos de poliedro o sélido limitado por
quatro ou mais poligonos planos, pertencentes a
planos diferentes e que tém, dois a dois, somente
uma aresta em comum.

Veja alguns exemplos:

e Os poligonos sao as faces do poliedro;

e Os lados dos poligonos sao as arestas do
poliedro; e

e Os vértices dos poligonos séo os vértices
do poliedro.

Aresta \Vértice

/

«—+— Face

POLIEDROS CONVEXOS OU NAO CONVEXOS

Um poliedro é chamado convexo quando o plano
que contém cada face deixa todas as outras em
um mesmo semi-espaco. Na pratica, nao €
necessario testar essa definicdo para todas as
faces de um poliedro, mas apenas para aquelas
que potencialmente possam classifica-lo como
nao convexo.

Por exemplo: O poliedro abaixo € nao convexo.
Para ter certeza disso, desenhamos uma parte de
um plano que contém uma de suas faces. E
evidente, escolhemos a face problematica para
percebermos isso.

—
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Ja na figura abaixo, um cubo, um exemplo de um POLIEDROS REGULARES

poliedro convexo. Note que ele néao possui

“concavidades”, ou seja, nenhuma de suas faces Um poliedro convexo é dito regular se suas faces
esta “voltada para dentro” do poliedro. sdo poligonos regulares, cada um com o mesmo

numero de lados e, para todo vértice, converge
um mesmo nuimero de arestas.

) Existem cinco poliedros regulares:

A

CLASSIFICACAO

Os poliedros convexos possuem nomes especiais
Hexaedro regular

. Tetraedro regular
de acordo com o numero de faces, por exemplo: (cubo)

o0

Dodecaedro regular

e Tetraedro: quatro faces;

vV

e Hexaedro: seis faces;

Octaedro regular

Icosaedro regular

PLANIFICACAO DOS POLIEDROS
REGULARES

Poliedro ] Planificagao Elementos

Tetraedro

4 faces triangulares
4 vértices
6 arestas

e Octaedro: oito faces;

v

e Dodecaedro: doze faces. Octaedro

[""V."
| raN
\ |
5%
Dodeéedm

e Icosaedro: vinte faces. m

.

6 faces quadrangulares
8 vértices
12 arestas

8 faces triangulares
6 vértices
12 arestas

12 faces pentagonais
20 vértices
30 arestas

20 faces triangulares
12 vértices
30 arestas
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RELACAO DE EULER

A relacao de Euler é uma formula matematica
que relaciona os numeros de vértices, arestas e
faces de um poliedro convexo.

Essa relacao é dada pela seguinte expressao:
V-A+F=2

Onde V é o numero de vértices, A € o namero de
arestas e F € o nimero de faces do poliedro.

Essa relacao é valida para todo poliedro convexo,
mas existem alguns poliedros nao convexos para
os quais ela também pode ser verificada. Dessa
forma, dizemos que todo poliedro convexo €
Euleriano (isso significa que para ele vale a
relacdo de Euler), mas nem todo poliedro
Euleriano é convexo.

CONTANDO OS ELEMENTOS DE UM
POLIEDRO

Para verificar a validade da relacao de Euler,
escolheremos dois poliedros convexos e
contaremos seus elementos. Depois disso,
verificaremos se o niumero de vértices, arestas e
faces realmente satisfazem a relacao de Euler.

Observe:

1 - Primeiramente, contaremos o numero de
faces, vértices e arestas de um cubo:

Faces: 6

Arestas: 12

Vértices: 8

Agora, verificaremos a relacao de Euler:
V-A+F=8-12+6=14-12=2

Para o primeiro poliedro convexo, o cubo, a
relacao de Euler se verifica.

2 — Verificaremos agora a relacao de Euler para a
piramide quadrangular convexa.

Faces: 5

Arestas: 8

Vértices: 5
V-A+F=5-8+5=10-8=2

E a relacao de Euler também se verifica para a
piramide quadrangular convexa.

RELACAO ENTRE A QUANTIDADE DE
ARESTAS DE UM POLIEDRO E A
QUANTIDADE DE LADOS DE TODOS OS
POLIGONOS QUE FORMAM O POLIEDRO

Analise o pentaedro (piramide de base
quadrangular) a seguir:

Perceba que o pentaedro possui:

e Cinco vértices;
e Cinco faces;
e Oito arestas.

As cinco faces sao, na verdade, um quadrado e
quatro tridngulos.

Um quadrado tem quatro lados.

E cada triangulo tem trés lados, sendo assim,
temos doze lados em quatro triangulos.
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Perceba que temos um total de dezesseis lados.
1-4+4-3=4+12=16
Para formarmos o pentaedro, € necessario juntar

os lados, de dois em dois, de modo que cada dois
lados juntos se transformem em uma aresta.

Esse € o motivo pelo qual temos 16 lados
juntando todos os lados dos poligonos que
constituem o poliedro, no entanto, temos apenas
8 arestas.

Conclui-se entdo, que o numero de arestas A de
um poliedro € a metade da quantidade total de
lados L dos poligonos que constituem o poliedro.

A_L
2

RELACAO ENTRE A QUANTIDADE DE
ARESTAS DE UM POLIEDRO E A
QUANTIDADE TOTAL DE ARESTAS QUE
SAEM DOS VERTICES

Observe, novamente, que o pentaedro possui:

e Cinco vértices;
e Cinco faces;
e Oito arestas.

De cada um dos vértices A, B, C e D saem trés
arestas, e do vértice E saem quatro arestas.

Temos um total de 4:-3+1:-4=124+4=16
arestas saindo dos vértices do poliedro.

No entanto, s6 temos oito arestas no poliedro.
Isso se deve ao fato de que a aresta que sai de um
vértice € a mesma que chega.

Conclui-se entdo, que o numero de arestas A de
um poliedro € a metade da quantidade total de
arestas que saem dos veértices de um poliedro.

4 arestas que saem dos vértices
- 2

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE TODAS
AS FACES DE UM POLIEDRO

Sabemos que a soma S dos angulos internos de
um poligono convexo é dada por S = 180°(n — 2),
em que n € a quantidade de lados do poligono.

Considere F o numero de faces do poliedro. Ao
aplicarmos essa formula para cada delas,

teremos:

Sl = 1800(n1 - 2)
Sz = 1800(712 - 2)

SF = 1800(711: - 2)
Somando todas as equacodes obtidas:
Sltf = 1800(111 + nz + -+ Tlp - 2 - 2 —_ 2)
Sltf = 1800(711 + le + -+ nF - ZF)

Sltf = 1800(111 + nz + -+ nF) - 3600F
Perceba que n, + n, + -+ + ny € o nimero total de
lados dos poligonos que constituem o poliedro,
que coincide com o dobro do numero 4 de arestas
do poliedro. Dai:

Siey = 180° - 24 — 360°F
Sity = 360°A — 360°F
Sitp = 360°(4A - F)

Porém, da Relacao de Euler, A—-F =V -2,
portanto:

Sity = 360°(V — 2)

Em que S, € a soma de todos os angulos
internos de todas as faces de um poliedro.
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A TEORIA ATOMICO/GEOMETRICA DOS
ELEMENTOS EM PLATAO

Existe uma classificacdo especial de poliedros
chamada de poliedros de Platdao ou sélidos de
Platdo. Para que um so6lido possa ser um poliedro
de Platao, € necessario que o poliedro obedeca as
seguintes disposicoes:

e Todas as faces devem ter a mesma
quantidade n de arestas;

e Todos os vértices devem ser formados
pela mesma quantidade m de arestas;

e A Relacao de Euler deve valer: V-A + F =
2, em que V é o numero de vértices, A € o
numero de arestas e F é o numero de

(®

Um poliedro convexo € dito um poliedro
regular apenas se for um poliedro de Platao e
também se todas as suas faces forem formadas
por poligonos regulares idénticos. Portanto,
podemos dizer que um poliedro regular € um
poliedro de Platao, mas nao vale a reciproca.

Antigos pitagoéricos ja haviam associado os 4
elementos a 4 dos poliedros regulares, Platao
viria a associar o quinto poliedro a um quinto
elemento, produzindo as seguintes correlacoes.

TETRAEDRO

4 Vértices, 4 Arestas, 4 FACES
(Triangulares).

Essa piramide de 3 lados na base, € a mais
simples estrutura sélida, tridimensional que
pode existir, por isso ela representava o elemento
mais leve, o FOGO. Dada sua forma, suas pontas
agudas explicariam a propriedade destrutiva e
penetrante do calor.

OCTAEDRO

6 Vértices, 12 Arestas, 8 FACES
(Triangulares).

A "piramide de 4 lados dupla" era tida como a
forma das particulas do AR, sendo
suficientemente leve para flutuar e penetrar em
todo o espaco "vazio".

ICOSAEDRO

12 Vértices, 30 Arestas, 20 FACES
(Triangulares).

Dada a seu peso e suas bases pequenas,
passiveis de rolar com facilidade, fluidez, esse
poliedro constituiria para os antigos as
particulas da AGUA.

HEXAEDRO

8 Vértices, 12 Arestas, 6 FACES
(Quadrangulares).

O "Cubo", dada a sua estabilidade e facilidade
com que pode ser empilhado formando
estruturas maiores, sugeria aos filésofos antigos
ser a estrutura fundamental do elemento TERRA.

DODECAEDRO

20 Vértices, 30 Arestas, 12 FACES
(Pentagonais).

Para Platao, Pitagoras e muitos fil6sofos antigos,
o Dodecaedro representava o QUINTO
ELEMENTO, a QUINTAESSENCIA, que permeava
a tudo no Universo, sendo o poliedro mais
proximo da Esfera, a forma perfeita. No caso
platonico, evidentemente se referia também a
Alma/Idéia.

Enfim, Aristételes de Estagira (358-322 AEC)
viria a acrescentar a nocdao das 4 Qualidades:
Frio, Quente, Seco e Umido, que explica de outra
forma a nocdo dos 4 elementos, sendo a Agua a
fusdo das qualidades FRIA e UMIDA, o Fogo
QUENTE e SECO, o Ar QUENTE e UMIDO e a
Terra FRIA e SECA.

Aristoteles também considerou o Quinto
Elemento, que chamou de Eter, sendo um
elemento que s6 existia na ESFERA
SUPRALUNAR, isto é, no espaco em volta da
Terra, que ja era considerada como esferoide,
além da orbita da Lua.
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Podemos entdo esquematizar os elementos da
seguinte forma.

| ./AR\

Umido Quente

Os poliedros entado eram vistos como particulas
fundamentais de cada elemento, e é
especialmente notavel que apenas 3 poliedros
compartilhem o mesmo tipo de face, o que
sugeriu a Platdo o motivo pelo qual eles podiam

realizar transformacoes entre si.

Quatro particulas de FOGO, por exemplo,
possuem 4 faces cada, totalizando 16 triagulos
equilateros, que seriam os atomos, que podem
ser desmontados e remodelados em duas
particulas de AR, que possuem cada qual 8
triagulos.

A A A/
¢

Quatro particulas de Agua, possuindo 20 faces
triangulares cada (80 ao todo), poderiam ser
transformadas em 10 particulas de Ar. Essa ideia
podia explicar a propriedade da agua em
vaporizar, das nuvens se formarem no ar, e
chover.

¢éddddd9ee

Essa teoria tinha a peculiar capacidade de ser
bastante condizente com a observacao, visto que
era facil perceber a transformacao da AGUA em
AR, e vice-versa, bem como do FOGO em AR, e
vice-versa, no ato da combustdo e apagamento
da chama. Por outro lado, transformacodes
envolvendo a TERRA né&ao seriam observaveis,
devido aos atomos desta ultima terem formato
diferente.

Embora as faces do Hexaedro, Cubo, serem
quadrados, Platdo considerava que os atomos
também eram triangulares, subdivisbes dos
quadrados, porém néo eram equilateros. E enfim,
o0 mesmo se daria entdo com o Quinto Elemento,
que comporia a Alma e as Ideias Imateriais, e isso
explicava a diferenca de substancia entre os 4
elementos e a esséncia imortal.

Essa teoria, no entanto, tem seu ponto fraco, que
€ a separacao da TERRA dos demais elementos,
quando € claro que eles interagem. Platao chega
a tentar a solucdo de dividir os triangulos
equilateros em dois tridngulos escalenos
retangulos, fazendo o mesmo com o quadrado,
que resultaria em dois isésceles retangulos ou 8
escalenos retangulos, porém de formato diferente
dos resultantes da divisdo dos triangulos
equilateros.

Se fossemos aceitar, porém, alguma
possibilidade de aproximar esses triangulos
distintos, admitindo movimentos de ajustes nos
vértices, teriamos que admitir também a
possibilidade de transformacdes néao s6 entre os
4 elementos fisicos, mas também com o quinto, o
que era inadmissivel para Platdo, visto que
considerava o mundo das Ideias Imateriais como
essencialmente distinto do mundo fisico.

Assim, parece mais aceitavel admitir que a
TERRA permanece isolada do grupo das
transformacoes dos demais elementos, embora
seja claramente material, e estivesse presente no
Caos original do qual o Demiurgo Divino moldou
o mundo.
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A Astrologia durante milénios foi a Astronomia, e
durante muito tempo nocdes pitagoéricas,
platonicas e aristotélicas imperaram no
imaginario dos cosmologos. Os antigos gregos
consideravam a existéncia de 7 planetas,
incluindo o Sol e a Lua, mais os planetas visiveis
Mercurio, Vénus, Marte, Jupiter e Saturno. Os
orientais, por sua vez, consideravam apenas 0s 5
planetas normais, sem contar o Sol e Lua.

O sistema geocéntrico que perdurou até o século
XVI fora inicialmente desenvolvido por
Aristoteles e aperfeicoado por Ptolomeu (83-168
dEC), reinando invicto até que finalmente viria
entrar em choque com o sistema de Copérnico
(1473-1543) e finalmente ser suplantado pelo
sistema de Kepler (1571-1630).

Johannes Kepler

Curiosamente, uma parte importante do
desenvolvimento do sistema kepleriano foi
baseada nos Poliedros Regulares, ao achar que
as distancias das orbitas dos planetas deviam
obedecer alguma ordem harmonica.

po: ”

 dron 4.0bfimilicudinem, ulimafecunda-
narum, angulo folido plurilincari utenti.
om. Incimum et Oltoddron ¢ Cubi fimi- %
|2, & primafigura fecundariarum, cui ided
primus I d ipeili
Terapeili primus exceriotum.
‘Suncauten nocabilia dus velai conjugia harum ‘figurarum ,ex

i \Z}

/‘? | diveroconbinsesclibus s
\‘\

5 res, Cutus & Dodecaddron ex
primasiis frninz, OQoddron
—omeee T Klcofiédronexfecandariiquie

Inicialmente Kepler tentou encaixar as Orbitas
planetarias em circulos que circunscreviam
poligonos regulares, depois percebeu que deveria
fazé-lo com poliedros, e surpreendentemente
conseguiu! Embora num grau de imprecisao que
muito posteriormente viria a corrigir, até
finalmente dar forma ao sistema de Oorbitas
elipticas que conhecemos hoje.

QUESTAO 01 - UFRJF 2017

Observe, abaixo, uma imagem desse virus que
tem a forma de um sélido geométrico.

Polyhedral
(Adenovirus)

Disponivel em:
<http://www.thinkstockphotos.com/image/
stockillustration-shapes-of-viruses/507687357>.
Acesso em: 14 set. 2016.

Qual é a planificacado do solido representado por
esse virus?

A

@

©

@
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QUESTAO 02 - UERJ 2016

QUESTAO 04 - FMP 2016

Dois dados, com doze faces pentagonais cada
um, tém a forma de dodecaedros regulares. Se os
dodecaedros estao justapostos por uma de suas
faces, que coincidem perfeitamente, formam um
poliedro concavo, conforme ilustra a figura.

Interbits®

Considere o numero de vértices V, de faces F e
de arestas A desse poliedro concavo.

A soma V+F+A éigual a:
0O 102
O 106
® 110
® 112

QUESTAO 03 — ENEM 22 APLICACAO 2016

Um lapidador recebeu de um joalheiro a
encomenda para trabalhar em uma pedra
preciosa cujo formato € o de uma piramide,
conforme ilustra a Figura 1. Para tanto, o
lapidador fara quatro cortes de formatos iguais
nos cantos da base. Os cantos retirados
correspondem a pequenas piramides, nos
vértices P,Q,R e S, ao longo dos segmentos

tracejados, ilustrados na Figura 2.

S S

o (6]

Interbits®

Figura 1 Figura 2

Depois de efetuados os cortes, o lapidador
obteve, a partir da pedra maior, uma joia
poliédrica cujos numeros de faces, arestas e
vértices sao, respectivamente, iguais a

0O 9 20 e 13.
O 3,24 e 13.
©® 7,15 e 12.
® 10,16 e 5.
@ 11,16 e 5.

A Figura mostra uma peca metalica que tem a
forma de um octaedro regular, cujas arestas
medem 1 metro.

Interbits®

B

A medida da distancia entre os vértices A e B, em

metros, é

01

o 2
2

e 2

o B
2

(e JND

QUESTAO 05 - ENEM 2015

Para o modelo de um troféu foi escolhido um
poliedro P, obtido a partir de cortes nos vértices
de um cubo. Com um corte plano em cada um
dos cantos do cubo, retira-se o canto, que € um
tetraedro de arestas menores do que metade da
aresta do cubo. Cada face do poliedro P, entéo, é
pintada usando uma cor distinta das demais
faces.

Com base nas informacodes, qual é a quantidade
de cores que serdao utilizadas na pintura das
faces do troféu?

06

08

® 14

® 24

G 30



NDERSON

MATEMATICA

QUESTAO 06 - UEL 2015

Originalmente os dados eram feitos de osso,
marfim ou argila. Ha evidéncias da existéncia
deles no Paquistdo, Afeganistdo e noroeste da
India, datando de 3500 a.C. Os dados ctibicos de
argila continham de 1 a 6 pontos, dispostos de tal
maneira que a soma dos pontos de cada par de

faces opostas é sete.
Adaptado de: Museu Arqueoldgico do Red Fort. Delhi, India.

Atualmente, além dos dados em forma de cubo
(hexaedro), encontram-se dados em varios
formatos, inclusive esféricos, como mostram as
figuras a seguir.

AR A‘ »
636 %Q

Apesar do formato esférico, ao ser lancado, o
dado mostra pontos de um a seis, como se fosse
um dado cubico. Isso acontece porque no interior
da esfera existe uma cavidade em forma de
octaedro, na qual existe um peso (um
chumbinho) que se aloja em um dos vértices do
octaedro.

Assinale a  alternativa que  apresenta,

corretamente, a propriedade dos poliedros

regulares que justifica o fato de a cavidade no

interior da esfera ser octaédrica.

0 O numero de vértices do octaedro € igual ao
numero de faces do hexaedro.

® O numero de vértices do octaedro é diferente
do ntimero de faces do hexaedro.

® O numero de arestas do octaedro é igual ao
numero de arestas do hexaedro.

® O numero de faces do octaedro é igual ao
numero de vértices do hexaedro.

@ O numero de faces do octaedro é diferente do
numero de vértices do hexaedro.

QUESTAO 07 - UEMA 2015

A bola de futebol evoluiu ao longo do tempo e,
atualmente, € um icosaedro truncado, formado
por 32 pecas, denominadas de gomos e,
geometricamente, de faces. Nessa bola, 12 faces
sdo pentagonos regulares, e as outras,
hexagonos, também regulares. Os lados dos
pentagonos e dos hexagonos sao iguais e
costurados. Ao unirem-se os dois lados
costurados das faces, formam-se as arestas. O
encontro das arestas forma os vértices. Quando
cheio, o poliedro é similar a uma esfera.

O numero de arestas e o numero de vértices
existentes nessa bola de futebol sao,
respectivamente,

0 80 e 60

O 80 e 50

® 70 e 40

® 90 e 60

e
e
e
@ 90 e 50

QUESTAO 08 - UFPF 2015

O poliedro representado na figura (octaedro
truncado) € construido a partir de um octaedro
regular, cortando-se, para tal, em cada vértice,
uma piramide regular de base quadrangular.

Interbits®

A soma dos angulos internos de todas as faces do
octaedro truncado é:

0O 2160°

® 5760°

® 7920°

® 10080°

@ 13680°
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QUESTAO 09 - UECE 2014

Um poliedro convexo tem 32 faces, sendo 20
hexagonos e 12 pentagonos.

O numero de vértices deste poligono
0 920.
O 72.
@ 60.
® 56.

QUESTAO 11 - INSPER 2012

QUESTAO 10 - IFSP 2013

A figura mostra uma peca feita em 1587 por
Stefano Buonsignori, e esta exposta no Museu
Galileo, em Florenca, na Italia. Esse instrumento
tem a forma de um dodecaedro regular e, em
cada uma de suas faces pentagonais, ha a
gravacdo de um tipo diferente de relogio.

]
z
5
£

(www.europeana.eu/portal/record/02301/09A148
E006A2F3B5A6E202BB5B4F79735A2D2B6C.htm -
Acesso em 15.10.2012. Adaptado)

Em 1758, o matematico Leonard Euler (1707-
1783) descobriu o teorema conhecido por relacao
de Euler: em todo poliedro convexo com V
vértices, A arestas e F faces, vale a relacédo
V-A+F=2

Ao se aplicar a relacdo de Euler no poliedro da
figura, o nimero de arestas nao visiveis é

0 10.

0O 12.

@ 15.

Q@ 16.

A 18.

De cada vértice de um prisma hexagonal regular
foi retirado um tetraedro, como exemplificado
para um dos vértices do prisma desenhado a

seguir.

O plano que definiu cada corte feito para retirar
os tetraedros passa pelos pontos médios das trés
arestas que concorrem num mesmo vértice do
prisma.

O numero de faces do poliedro obtido depois de
terem sido retirados todos os tetraedros é

0 24.

0 20.

® 18.

® 16.

o 12.

QUESTAO 12 - UFRGS 2008

As figuras a seguir representam um octaedro
regular e uma de suas planificacdes.

E

Intertits®

Aos vértices A, B, E, F do octaedro correspondem,
respectivamente, os pontos a, b, e, f da
planificacao.

Ao vértice D do octaedro correspondem, na
planificacdo, os pontos

O m,n,p.

®n,p,q.

®p,q,r.

®q,r,s.

Qr, s, m.

10
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QUESTAO 13 - UERJ 2008 QUESTAO 14 - UFJF 2007
Considere o icosaedro a seguir (figura 1), A figura a seguir representa a planificacdo de um
construido em plastico inflavel, cujos vértices e poliedro convexo.
pontos meédios de todas as arestas estdo
marcados.
Figura 1

A partir dos pontos médios, quatro tridangulos
equilateros congruentes foram formados em cada

face do icosaedro. 3 o . 3
O numero de vértices deste poliedro é:

Admita que o icosaedro ¢é inflado até que todos os g 1i
pontos marcados fiquem sobre a superficie de ® 16.
uma esfera, e os lados dos triangulos tornem-se ® 20.
arcos de circunferéncias, como ilustrado na o 2o.

figura 2.

Observe agora que, substituindo-se esses arcos
por segmentos de reta, obtém-se uma nova
estrutura poliédrica de faces triangulares,
denominada geodésica. (Figura 3)

O numero de arestas dessa estrutura é igual a:

0 90
0 120
® 150
® 180

11
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QUESTAO 15 - ENEM 2007

Representar objetos tridimensionais em uma
folha de papel nem sempre é tarefa facil. O artista
holandés Escher (1898-1972) explorou essa
dificuldade criando varias figuras planas
impossiveis de serem construidas como objetos
tridimensionais, a exemplo da litografia
Belvedere, reproduzida a seguir.

Considere que um marceneiro tenha encontrado
algumas figuras supostamente desenhadas por
Escher e deseje construir uma delas com ripas
rigidas de madeira que tenham o mesmo
tamanho.

Qual dos desenhos a seguir ele poderia
reproduzir em um modelo tridimensional real?

Interbits®

QUESTAO 16 - UNIFESP 2005

Considere o poliedro cujos vértices sdo os pontos
médios das arestas de um cubo.

O numero de faces triangulares e o numero de
faces quadradas desse poliedro sao,
respectivamente:

D8e8
O®8eb
®6e8
®8e4
@6eb

QUESTAO 17 - PUCPR 2005

O tetra-hexaedro é um solido convexo limitado
por 4 faces triangulares e 6 hexagonais, todas
regulares.

O numero de arestas e vértices desse soélido é:
OA=21 V=13
OA=24 V=16
®A=48 V=40
®A=32 V=24
@GA=34 V=24

QUESTAO 18 - UEL 2001

Em qual das alternativas esta a planificacado do
cubo representado a esquerda?

¥~ 5
4T

c)

12
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QUESTAO 19 - UFC 2000

Um poliedro convexo de nove vértices possui
quatro angulos triédricos e cinco angulos
tetraédricos.

Entao o numero de faces deste poliedro é:

0 12
011
® 10
®9
(EX]

QUESTAO 22 - UNITAU 1995

QUESTAO 20 - UERJ 1999

Um icosaedro regular tem 20 faces e 12 vértices,
a partir dos quais retiram-se 12 piramides
congruentes. As medidas das arestas dessas
piramides sao iguais a 1/3 da aresta do
icosaedro. O que resta € um tipo de poliedro
usado na fabricacao de bolas. Observe as figuras.

Para confeccionar uma bola de futebol, um
artesdo usa esse novo poliedro, no qual cada
gomo é uma face. Ao costurar dois gomos para
unir duas faces do poliedro, ele gasta 7 cm de
linha.

Depois de pronta a bola, o artesao gastou, no
minimo, um comprimento de linha igual a:
O70m

063m

®49m

®2,1m

Indique quantas faces possuem,
respectivamente, nessa ordem, os solidos
numerados como [, I, IIT e IV a seguir:

.@ 0

OCTAEDRO CUBO

n S v (N

PRISMA TRONCO DE
TRIANGULAR PIRAMIDE

QUESTAO 23 — UNITAU 1995

QUESTAO 21 - UNIRIO 1997

Se dobrarmos convenientemente as linhas
tracejadas das figuras a seguir, obteremos trés
modelos de figuras espaciais cujos nomes sao:

0 tetraedro, octaedro e hexaedro.

O paralelepipedo, tetraedro e octaedro.

® octaedro, prisma e hexaedro.

® piramide, tetraedro e hexaedro.

@ piramide pentagonal, prisma pentagonal e
hexaedro.

Um gedlogo encontrou, numa de suas
exploracoes, um cristal de rocha no formato de
um poliedro, que satisfaz a relacdo de Euler, de
60 faces triangulares.

O numero de vértices deste cristal é igual a:

0 35
0 34
® 33
o 32
O 31

QUESTAO 24 — CESGRANRIO 1992

Um poliedro convexo é formado por 4 faces
triangulares, 2 faces quadrangulares e 1 face
hexagonal.

O numero de vértices desse poliedro é de:

06
07
®38
®9
Q10

13
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PRISMAS

Na figura abaixo, temos dois planos paralelos e
distintos, a e #, um poligono convexo R contido
em a e uma reta r que intercepta a e f, mas nao
R:

Para cada ponto P da regido R, vamos considerar
o segmento PP’ paralelo a retar, (P' € B):

Assim, temos:

Chamamos de prisma, o conjunto de todos os
segmentos congruentes PP’ paralelos a r.

ELEMENTOS DO PRISMA

Dado o prisma a seguir:

Considere os seguintes elementos:

e Bases: os poligonos ABCDE e AB'CD'E’;

e Altura: a distancia h entre os planos a e §3;

e Arestas da base: os lados 4B, BC, CD, DE e
EA do poligono ABCDE e os lados AB,BC,
C'D’, D'E e E'A" do poligono AB'C'D'E;

e Arestas laterais: os segmentos A4, ﬁ,
CC', DD’ e EE;

e Faces laterais: os paralelogramos AA'B B,
BBC'C,CC'D'D,DDEE e EE'AA.

CLASSIFICACAO
Um prisma poder ser:

e Reto:

\
J U S,

ol

prisma reto

Quando as arestas laterais sdo perpendiculares
aos planos das bases.

e Obliquo:

prisma obliquo

Quando as arestas laterais sdo obliquas aos
planos das bases.

15
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e Regular:

Chamamos de prisma regular todo prisma reto
cujas bases sao poligonos regulares.

trigngulo equilétero

prisma regular triangular

hexégono regular

o

prisma regular hexagonal

As faces laterais de um prisma regular sao
retangulos congruentes.

AREAS

Num prisma, distinguimos dois tipos de
superficie, as faces laterais e as bases. Assim,
temos que considerar as seguintes areas:

e Area de uma face lateral Ag: area de um
dos paralelogramos que constituem as
faces. (Se o prisma for reto, as faces
laterais sao retangulos, se o prisma for
regular, as faces laterais sao retangulos
congruentes);

e Area lateral A4;: soma das areas de todos
os paralelogramos que formam as faces
laterais de um prisma. (Se o prisma for
reto, as faces laterais sao retangulos, se o
prisma for regular, as faces laterais sao
retangulos congruentes);

e Area da base A,: area de um dos
poligonos da base;

e Area total 4,: soma da area lateral com
duas vezes a area da base, 4, = 4; + 24,.

Exemplo:

Dado um prisma hexagonal regular de aresta da
base a = 5cm e altura/aresta lateral h = 10cm,
temos:

10cm

=

Area de uma face lateral
Af = ah
Ap =5-10 = 50cm?
Area lateral
A; = 6ah
A, =6-5-10 = 300cm?
Area da base

_3a2\/§
b=

_3:5%V3 753
T2 T2

cm?

Area total
At == Al + 2Ab

3a%V3

A =6ah+2-
A, = 6ah + 3a%V3
A, = a(6h + 3aV/3)
A, = 5(60 + 15V3)

Ay = 75(4 + V3)cm?

16
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Vamos falar um pouco mais sobre alguns

prismas especiais que aparecem com maior

frequéncia na prova do ENEM.
PARALELEPIPEDO

Todo prisma cujas bases sdo paralelogramos

recebe o nome de paralelepipedo. Assim,

podemos ter:

e Paralelepipedo Obliquo:

As bases sao paralelogramos e as arestas laterais
séo obliquas aos planos das bases.

e Paralelepipedo Retorretangulo:

As bases sao retangulos e as arestas laterais séo
perpendiculares aos planos das bases.

Sem duvidas este é o prisma que mais aparece
nas questéoes do ENEM, por isso, iremos nos
aprofundar um pouco mais.

PARALELEPIPEDO RETORRETANGULO

O paralelepipedo a seguir possui quatro arestas
paralelas entre si de medidas iguais a a, quatro
arestas paralelas entre si de medidas iguais a b,
e quatro arestas paralelas entre si de medidas
iguais a c.

Comumente dizemos que a, b e ¢ sao,
respectivamente, o comprimento, a largura e a
altura do paralelepipedo retorretangulo.

DIAGONAIS

Considere a figura a seguir:

A a B

d, é a diagonal da base do paralelepipedo
d, € a diagonal do paralelepipedo

Na base ABFE, temos:

dy’ = a*+ b?

db = az A bZ
Caso queiramos encontrar as diagonais das

outras faces, basta utilizarmos os lados da face
correspondente no calculo da diagonal.

dey =Va? +c?, essa é a diagonal da face cujos
lados medem a € c.

dr, = Vb% +c?, essa é a diagonal da face cujos
lados medem b e c.

No triangulo AFD, temos:

dy? = dy” + c?

Porém, d,* = a? + b2, substituindo, temos:
dy? = a* + b? + c?

d, =+a?+b? 4 c?

17
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AREA LATERAL

Sendo A4; a area lateral de um paralelepipedo
retorretangulo, temos:

b

A; =ac+ bc+ac+ bc
A, = 2(ac + bc)
AREA TOTAL
Planificando o paralelepipedo, verificamos que a

area total é a soma das areas de cada par de faces
opostas:

Ay = 2(ab + bc + ac)

VOLUME

Por definicdo, a unidade de volume é um cubo de
aresta 1. Assim, considerando um paralelepipedo
de dimensoes a, b e ¢, podemos decompo-lo em a
cubinhos no seu comprimento, b cubinhos na
largura e ¢ cubinhos na altura.

Tome como exemplo um paralelepipedo de
dimensées 4cm, 2cm e 2cm. Conseguimos 4
cubinhos de 1cm no comprimento, 2 cubinhos de
lcm na largura e 2 cubinhos de lcm na altura.

4

O volume do paralelepipedo é a quantidade de
cubinhos que podemos decompo-lo. Que nesse
caso é 4.2.2 = 16 cubinhos. Equivalendo a
16cm3.

Em geral, o volume é dado pelo produto das trés
dimensoes:

V=a'b-c

No entanto, o produto de duas dimensodes de um
paralelepipedo coincide com a area de uma face
e como qualquer face pode ser considerada base,
o volume pode ser dado pelo produto da area da
base pela altura.

V=Abh

Exemplo O1:
Dado o paralelepipedo de comprimento 12cm,
largura 3cm e altura 4cm, calcule:

C

12cm

a) A diagonal da face que tem largura 3cm e
altura 4cm.

b) A diagonal da face que tem comprimento 12cm
e altura 4cm.

c) A diagonal da face, que tem comprimento 12cm
e largura 3cm.

d) A diagonal do paralelepipedo.

e) A area lateral do paralelepipedo.

f) A area da base do paralelepipedo.

g) A area total do paralelepipedo.

h) O volume do paralelepipedo.

18
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CUBO

Um paralelepipedo retangulo com todas as
arestas congruentes (a = b = c¢) recebe o nome de
cubo. Dessa forma, as seis faces sdo quadrados.

DIAGONAIS

Considere a figura a seguir:

dp, € a diagonal da base do cubo
d, € a diagonal do cubo

Na base ABCD, temos:

de = 2a2
db = 2a2
d, = av2

Como todas as faces sao iguais, qualquer
diagonal pertencente a uma face pode ser

calculada por df = av2.

No triangulo ACE, temos:

E

dy’ =dp’° +a?

Porém, dbz = 2a?, substituindo, temos:

dp2 = 2a? + a?

2
d,” = 3a?
d, = v3a?
d, = aV3

AREA LATERAL

A area lateral A; é dada pela soma das areas dos
quatro quadrados que compdem a lateral do
cubo:

Al - 4a2
AREA DA BASE

A area da base é dada pela area do quadrado que
compoe a base.

Ab = a2
AREA TOTAL
A area total é dada pela area dos seis quadrados

(quatro na lateral e dois nas bases) que compodem
o cubo.

@
\\U @
ooodboo
1
.
T
1
|
s}

A, = 6a?
VOLUME

De forma semelhante ao paralelepipedo
retorretangulo, o volume é dado pelo produto das
trés dimensoes:

19
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GENERALIZACAO DO VOLUME DE UM
PRISMA

O PRINCIPIO DE CAVALIERI

Cavalieri era um matematico do século XVII que
teve a seguinte ideia: embora o formato de um
sb6lido geométrico seja modificado, exceto por
casos em que ele perde ou ganha massa, seu
volume permanecera inalterado. Esse €& o
pensamento que fundamenta o principio, que
ainda sera definido adiante.

Vejamos o que acontece com dois prismas
distintos que possuem o mesmo volume quando
deformamos um deles. Primeiramente,
colocaremos os dois prismas de mesmo volume
sobre um mesmo plano «a.

3/

S
.

S
.

N

/

Dois prismas distintos que possuem area da base e altura
congruentes

Os dois prismas acima foram colocados sobre o
plano a e possuem area da base e altura
congruentes. Pode-se dizer que os prismas sao
congruentes porque possuem medidas iguais e
também que sao equivalentes porque possuem
volumes iguais.Note que fizemos um corte nesses
prismas por meio do plano . As figuras formadas
no corte, destacadas pelas linhas pontilhadas,
sdo congruentes as bases de seus respectivos
prismas.

Cavalieri observou que, deformando um dos dois
prismas sem modificar o formato de suas bases
ou sua altura, eles continuam com volumes

iguais.

x

O segundo prisma sofreu uma deformagdo, mas manteve a base
quadrada congruente a do primeiro

Na imagem acima, note que o segundo prisma foi
deformado, como se sua base estivesse fixa ao
plano a e seu topo tivesse sido empurrado para a
direita. Isso ndo modificou o formato de sua base,
que permanece quadrada e congruente a do
outro prisma, nem sua altura.

Note também que o corte realizado pelo plano f
ainda gera um quadrado no prisma da direita
congruente ao quadrado do prisma da esquerda.

Dessa  maneira, Cavalieri  propds que,
independentemente da altura em que esse corte
é feito, o formato da figura obtida no segundo
prisma é igual ao da primeira e elas sao
congruentes. Dessa maneira, como os dois
prismas possuem a mesma altura, continuam
equivalentes (com volumes iguais).

Dai segue que o volume de um prisma (reto ou
obliquo) é o produto da area da base pela altura.

E, = Iqb' h
FORMALIZACAO

Dados dois soélidos geométricos A e B de mesma
altura e mesma areas das bases, que, por sua
vez, estao contidas no mesmo plano a. Os solidos
A e B tém o mesmo volume se qualquer plano S,
paralelo a «a, determinar duas seccoes
transversais com areas iguais.

Dessa maneira, o principio de Cavalieri pode ser
usado também para soélidos completamente
diferentes, mas que possuem mesma altura,
bases com areas iguais e que qualquer corte
realizado nos dois por um mesmo plano resulte
em figuras com areas iguais. Observe o exemplo
abaixo:

B e

PRI O P, A

Os prismas possuem bases diferentes, mas se a
area de qualquer seccao transversal feita no
primeiro for igual a sua respectiva seccao no
segundo e, além disso, suas alturas forem iguais,
entao os seus volumes também serao.

Sendo assim, o volume de qualquer prisma sera
dado por:

V= Iqb' h

Em que A4, é a area da base do prisma e h é a
distancia entre os dois planos que contém as
bases, ou seja, a altura do prism.
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QUESTAO 01 - ENEM 2016 22 APLICACAO

O recinto das provas de natacao olimpica utiliza
a mais avancada tecnologia para proporcionar
aos nadadores condicoes ideais. Isso passa por
reduzir o impacto da ondulacédo e das correntes
provocadas pelos nadadores no seu
deslocamento. Para conseguir isso, a piscina de
competicdo tem uma profundidade uniforme de
3 m, que ajuda a diminuir a “reflexdo” da agua (o
movimento) contra uma superficie e o regresso
no sentido contrario, atingindo os nadadores),
além dos ja tradicionais 50 m de comprimento e

25m de largura. Um clube deseja reformar sua
piscina de 50m de comprimento, 20m de
largura e 2m de profundidade de forma que

passe a ter as mesmas dimensodes das piscinas
olimpicas.
Disponivel em: http://desporto.publico.pt. Acesso em: 6 ago. 2012.

Apos a reforma, a capacidade dessa piscina
superara a capacidade da piscina original em um
valor mais proximo de

0 20%

O 25%

® 47%

® 50%

G 88%

Para fins de calculo, considere despreziveis as
espessuras das placas divisorias.

Apobs o fim do vazamento, o volume de petrdleo
derramado tera sido de

0 14x10°md
® 18x10°m°
® 2,0x10° m®
® 32x10° m°
® 6,0x10° m®

QUESTAO 03 - ENEM 2015

QUESTAO 02 - ENEM 2016

Um petroleiro possui reservatorio em formato de
um paralelepipedo retangular com as dimensoes
dadas por 60 mx10m de base e 10 m de altura.
Com o objetivo de minimizar o impacto ambiental
de um eventual vazamento, esse reservatorio é
subdividido em trés compartimentos, A,B e C,
de mesmo volume, por duas placas de aco
retangulares com dimensdes de 7 m de altura e

10 m de base, de modo que os compartimentos

sao interligados, conforme a figura. Assim, caso
haja rompimento no casco do reservatorio,
apenas uma parte de sua carga vazara.

Interbits®

N,
S

60 m

Suponha que ocorra um desastre quando o
petroleiro se encontra com sua carga maxima: ele
sofre um acidente que ocasiona um furo no fundo
do compartimento C.

Uma fabrica de sorvetes utiliza embalagens
plasticas no formato de  paralelepipedo
retangular reto. Internamente, a embalagem tem
10 cm de altura e base de 20 cm por 10 cm. No
processo de confeccao do sorvete, uma mistura é
colocada na embalagem no estado liquido e,
quando levada ao congelador, tem seu volume
aumentado em 25%, ficando com consisténcia
cremosa. Inicialmente é colocada na embalagem
uma mistura sabor chocolate com volume de

1.000 cm® e, apOs essa mistura ficar cremosa,
sera adicionada uma mistura sabor morango, de
modo que, ao final do processo de congelamento,
a embalagem fique completamente preenchida
com sorvete, sem transbordar.

O volume maximo, em cm3, da mistura sabor
morango que devera ser colocado na embalagem
é

0 450.
G 500.
® 600.
® 750.
G 1.000.

QUESTAO 04 - ENEM PPL 2015

Uma fabrica que trabalha com matéria-prima de
fibra de vidro possui diversos modelos e
tamanhos de caixa-d’agua. Um desses modelos é
um prisma reto com base quadrada. Com o
objetivo de modificar a capacidade de
armazenamento de agua, esta sendo construido
um novo modelo, com as medidas das arestas da
base duplicadas, sem a alteracdo da altura,
mantendo a mesma forma.

Em relacao ao antigo modelo, o volume do novo
modelo é

0 oito vezes maior.

0 quatro vezes maior.

® duas vezes maior.

® a metade.

O a quarta parte.
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QUESTAO 05 - ENEM PPL 2015

Uma empresa que embala seus produtos em
caixas de papelao, na forma de hexaedro regular,
deseja que seu logotipo seja impresso nas faces
opostas pintadas de cinza, conforme a figura:

a4

A grafica que fara as impressbées dos logotipos
apresentou as seguintes sugestdes planificadas:

Interbits® .

Que opcao sugerida pela grafica atende ao desejo
da empresa?

01
(BRI
® 11
(DRAY
(E AV

QUESTAO 06 - ENEM PPL 2015

Em uma confeitaria, um cliente comprou um
cupcake (pequeno bolo no formato de um tronco
de cone regular mais uma cobertura, geralmente
composta por um creme), semelhante ao
apresentado na figura:

>
1

5cm

4 cm

4 cm

Como o bolinho ndo seria consumido no
estabelecimento, o vendedor verificou que as
caixas disponiveis para embalar o doce eram
todas em formato de blocos retangulares, cujas
medidas estado apresentadas no quadro:

Embalagem Dimenslées
(comprimento xlarguraxaltura)
I 8,5cmx12,2cmx9,0 cm
I 10cmx11cmx15cm
111 7,2cmx8,2cmx16 cm
v 7.5cmx7,8cmx9,5cm
\Y 15cmx8 cmx9cm

A embalagem mais apropriada para armazenar o
doce, de forma a nédo o deformar e com menor
desperdicio de espaco na caixa, €

(A NS

O IL

@ I

o1v.

(ER'A
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QUESTAO 07 - ENEM PPL 2015

Uma empresa necessita colorir parte de suas
embalagens, com formato de caixas cubicas,
para que possa colocar produtos diferentes em
caixas distintas pela cor, utilizando para isso um
recipiente com tinta, conforme Figura 1. Nesse
recipiente, mergulhou-se um cubo branco, tal
como se ilustra na Figura 2. Desta forma, a parte
do cubo que ficou submersa adquiriu a cor da

—— —¢

ey e

Figura 1 Figura 2

Qual é a planificacao desse cubo apos submerso?

A

Interbits®

QUESTAO 07 - ENEM PPL 2014

Corta-se um cubo ABCDEFGH por um plano
ortogonal as faces ABCD e EFGH que contém os
pontos médios | e J das arestas CD e BC e
elimina-se, em seguida, o prisma [JCLKG,
obtendo-se o prisma ABJIDEFKLH.

Bl L Je
e K
H G

L Interbits®

A planificacao da superficie do prisma resultante
ABJIDEFKLH corresponde a figura

Q— _—
)
)
BN
L/
)
—
L/
)

Interbits®
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QUESTAO 09 - ENEM PPL 2014

Um lojista adquiriu novas embalagens para
presentes que serao distribuidas aos seus
clientes. As embalagens foram entregues para
serem montadas e tém forma dada pela figura.

Apdés montadas, as embalagens formarao um
s6lido com quantas arestas?

0 10

G 12

@ 14

® 15

G 16

QUESTAO 11 - ENEM PPL 2014

QUESTAO 10 - ENEM 2014

Na alimentacao de gado de corte, o processo de
cortar a forragem, coloca-la no solo, compacta-la
e protegé-la com uma vedacdo denomina-se
silagem. Os silos mais comuns sao o0s
horizontais, cuja forma é a de um prisma reto
trapezoidal, conforme mostrado na figura.

Legenda:

b — largura do fundo

B — largura do topo
C — comprimento do silo
h — altura do silo

Considere um silo de 2m de altura, 6m de
largura de topo e 20m de comprimento. Para
cada metro de altura do silo, a largura do topo
tem 0,5m a mais do que a largura do fundo. Apés

a silagem, 1 tonelada de forragem ocupa 2m?

desse tipo de silo.
EMBRAPA. Gado de corte. Disponivel em: www.cnpgc.embrapa.br.
Acesso em: 1 ago. 2012 (adaptado).

Apos a silagem, a quantidade maxima de
forragem que cabe no silo, em toneladas, é

0O 110.

O 125.

® 130.

® 220.

G 260.

A caixa-d'agua de uma casa tem a forma de um
paralelepipedo reto-retangulo e possui
dimensodes externas (comprimento, largura e
altura), de, respectivamente, 4,0m,3,0m e 2,5 m.
E necessaria a impermeabilizacdo de todas as
faces externas dessa caixa, incluindo a tampa. O
fornecedor do impermeabilizante informou ao
dono da casa que seu produto é fornecido em
galdoes, de capacidade igual a 4,0 Ilitros.
Informou, ainda, que cada litro impermeabiliza

uma area de 17.700 Cm2 e sao necessarias 3

demaos de produto para garantir um bom
resultado.

Com essas informacodes, para obter um bom
resultado no trabalho de impermeabilizacao, o
dono da casa precisara comprar um numero
minimo de galdes para a execucao desse servico
igual a

0 9.

0 13.

® 19.

® 25.

0O 45.

QUESTAO 12 - ENEM 2014

Uma lata de tinta, com a forma de um
paralelepipedo  retangular reto, tem as
dimensoes, em centimetros, mostradas na figura.

>

Interbits®

40

24

24

Sera produzida uma nova lata, com os mesmos
formato e volume, de tal modo que as dimensdes
de sua base sejam 25% maiores que as da lata
atual.

Para obter a altura da nova lata, a altura da lata
atual deve ser reduzida em

0 14,4%
6O 20%

® 32,0%
® 36,0%
0 64,0%
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QUESTAO 13 - ENEM 2014

QUESTAO 15 - ENEM PPL 2014

Um fazendeiro tem um depoésito para armazenar
leite formado por duas partes cubicas que se
comunicam, como indicado na figura. A aresta da
parte cubica de baixo tem medida igual ao dobro
da medida da aresta da parte cuibica de cima. A
torneira utilizada para encher o depoésito tem
vazao constante e levou 8 minutos para encher
metade da parte de baixo.

Interbits®

Quantos minutos essa torneira levara para
encher completamente o restante do depdsito?
0 8.

G 10.

® 16.

® 18.

G 24.

QUESTAO 14 - ENEM PPL 2014

Um agricultor possui em sua fazenda um silo
para armazenar sua producao de milho. O silo,
que na época da colheita é utilizado em sua
capacidade maxima, tem a forma de um
paralelepipedo retangulo reto, com os lados da
base medindo L metros e altura igual a h
metros. O agricultor deseja duplicar a sua
producao para o proximo ano e, para isso, ira
comprar um novo silo, no mesmo formato e com
o dobro da capacidade do atual. O fornecedor de
silos enviou uma lista com os tipos disponiveis e
cujas dimensodes sao apresentadas na tabela:

Tipo de silo Lado Altura
(em metros) | (em metros)
I L 2h
I 2L h
11 2L 2h
v 4L h
\% L 4h

Para atender as suas necessidades, o agricultor
devera escolher o silo de tipo

(ABS

O IL

@ IIL

o 1v.

ov.

Uma fabrica de rapadura vende seus produtos
empacotados em uma caixa com as seguintes
dimensodes: 25cm de comprimento; 10cm de

altura e 15cm de profundidade. O lote minimo

de rapaduras vendido pela fabrica é um
agrupamento de 125 caixas dispostas conforme
a figura.

Qual é o volume do lote minimo comercializado
pela fabrica de rapaduras?

0 3.750 cm®

® 18.750 cm®

® 93.750cm®

® 468.750 cm®
@ 2.343.750 cm®

QUESTAO 16 - ENEM 2014

Conforme regulamento da Agéncia Nacional de
Aviacao Civil (Anac), o passageiro que embarcar
em voo domeéstico podera transportar bagagem
de mao, contudo a soma das dimensdes da
bagagem (altura + comprimento + largura), nao
pode ser superior a 115cm.

A figura mostra a planificacdo de uma caixa que
tem a forma de um paralelepipedo retangulo.

24 cm

90 cm

Interbits®

O maior valor possivel para X, em centimetros,

para que a caixa permaneca dentro dos padroes
permitidos pela Anac é

0 25.

0 33.

@ 42.

® 45.

0O 49.
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QUESTAO 17 - ENEM PPL 2014

Uma pessoa comprou um aquario em forma de
um paralelepipedo retangulo reto, com 40 cm de

comprimento, 15cm de largura e 20cm de
altura. Chegando em casa, colocou no aquario
uma quantidade de agua igual a metade de sua
capacidade. A seguir, para enfeita-lo, ira colocar

pedrinhas coloridas, de volume igual a 50 cm®
cada, que ficardo totalmente submersas no

aquario. Apos a colocacao das pedrinhas, o nivel
da agua devera ficar a 6 cm do topo do aquario.

O numero de pedrinhas a serem colocadas deve
ser igual a

0 48.

6 72

® 84.

® 120.

G 168.

QUESTAO 19 - ENEM 2013

QUESTAO 18 - ENEM 2014

O condominio de um edificio permite que cada
proprietario de apartamento construa um
armario em sua vaga de garagem. O projeto da
garagem, na escala 1:100, foi disponibilizado aos
interessados ja com as especificacoes das
dimensoes do armario, que deveria ter o formato
de um paralelepipedo retadngulo reto, com
dimensoées, no projeto, iguais a 3cm, 1cm e 2cm.

O volume real do armario, em centimetros
cubicos, sera

0 6.

® 600.

® 6.000.

® 60.000.

O 6.000.000.

As torres Puerta de Europa sdo duas torres
inclinadas uma contra a outra, construidas
numa avenida de Madri, na Espanha. A
inclinacao das torres € de 15° com a vertical e
elas tém, cada uma, uma altura de 114 m (a
altura € indicada na figura como o segmento AB).
Estas torres sao um bom exemplo de um prisma
obliquo de base quadrada e uma delas pode ser
observada na imagem.

Disponivel em: wwwflickr.com.
Acesso em: 27 mar. 2012

Utilizando 0,26 como valor aproximado para
tangente de 15° e duas casas decimais nas
operacoes, descobre-se que a area da base desse
prédio ocupa na avenida um espaco

0 menor que 100m?2.

@ entre 100m?2 e 300m2.

® entre 300m?2 e 500m?2.

® entre 500m?2 e 700m?2.

O maior que 700m?2.

QUESTAO 20 - ENEM PPL 2012

Em uma aula de matematica, a professora
propds que os alunos construissem um cubo a
partir da planificacdo em uma folha de papel,
representada na figura a seguir.

E
N

Interbits®

E
M

B
R
Apds a construcdo do cubo, apoiou-se sobre a
mesa a face com a letra M.
As faces paralelas deste cubo sao representadas
pelos pares de letras

0O E-N, E-M e B-R.

® B-N, E-E e M-R.

® E-M, B-Ne E-R.

® B-E, E-Re M-N.

@ E-N,B-Me E-R.
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QUESTAO 21 - ENEM 2012

Alguns objetos, durante a sua fabricacao,
necessitam passar por um processo de
resfriamento. Para que isso ocorra, uma fabrica
utiliza um tanque de resfriamento, como
mostrado na figura.

5cm ]

25 cm

- 30 cm

Interbits®

40 cm

O que aconteceria com o nivel da agua se

colocassemos no tanque um objeto cujo volume

fosse de 2 400 cm?3?

0 O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar
com 20,2 cm de altura.

® O nivel subiria 1 cm, fazendo a agua ficar com
21 cm de altura.

® O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar com
22 cm de altura.

® O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua
transbordar.

@ O nivel subiria 20 cm, fazendo a agua
transbordar.

QUESTAO 23 - ENEM 2010

Uma fabrica produz barras de chocolates no
formato de paralelepipedos e de cubos, com o
mesmo volume. As arestas da barra de chocolate
no formato de paralelepipedo medem 3 cm de
largura, 18 cm de comprimento e 4 cm de
espessura.

Analisando as caracteristicas das figuras
geométricas descritas, a medida das arestas dos
chocolates que tém o formato de cubo é igual a
0O 5cm.

® 6 cm.

® 12 cm.

® 24 cm.

0O 25 cm.

QUESTAO 24 - ENEM 2010

QUESTAO 22 - ENEM PPL 2012

Em um terreno, deseja-se instalar uma piscina
com formato de um bloco retangular de altura 1
m e base de dimensdes 20mx10m. Nas faces
laterais e no fundo desta piscina sera aplicado
um liquido para a impermeabilizacdo. Esse
liquido deve ser aplicado na razado de 1 L para
cada 1 m? de area a ser impermeabilizada. O
fornecedor A vende cada lata de
impermeabilizante de 10 L por R$ 100,00, € 0 B
vende cada lata de 15 L por R$ 145,00.

Determine a quantidade de latas de
impermeabilizante que deve ser comprada e o
fornecedor a ser escolhido, de modo a se obter o
menor custo.

0 Fabricante A, 26 latas.

0 Fabricante A, 46 latas.

@® Fabricante B, 17 latas.

O® Fabricante B, 18 latas.

@ Fabricante B, 31 latas.

Um porta-lapis de madeira foi construido no
formato cubico, seguindo o modelo ilustrado a
seguir. O cubo de dentro e vazio. A aresta do cubo
maior mede 12 cm e a do cubo menor, que e
interno, mede 8 cm.

O volume de madeira utilizado na confeccao
desse objeto foi de

0O 12 cm3.

O 64 cm3.

® 96 cm3.

® 1216 cm3.

O 1728 cm3.

QUESTAO 25 - ENEM 2010

A siderurgica “Metal Nobre” produz diversos
objetos macicos utilizando o ferro. Um tipo
especial de peca feita nessa companhia tem o
formato de um paralepipedo retangular, de
acordo com as dimensoédes indicadas na figura
que segue.

25m

O produto das trés dimensoées indicadas na peca
resultaria na medida da grandeza

0 massa.

® volume.

® superficie.

® capacidade.

@ comprimento.
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QUESTAO 26 - ENEM 2010 2% APLICACAO

A figura seguinte ilustra um saldo de um clube
onde estao destacados os pontos A e B.

B

Interbits®

Nesse saldo, o ponto em que chega o sinal da TV
a cabo fica situado em A. A fim de instalar um
teldo para a transmissao dos jogos de futebol da
Copa do Mundo, esse sinal devera ser levado até
o ponto B por meio de um cabeamento que
seguira na parte interna da parede e do teto.

O menor comprimento que esse cabo devera ter
para ligar os pontos A e B podera ser obtido por
meio da seguinte representacao no plano:

(A}
B-
A
(B}
B‘
PA
(C
B=
PA
(D}
B
A
(E
B,
\ z
\0 A

QUESTAO 27 - ENEM SIMULADO 2009

Com o objetivo de trabalhar com seus alunos o
conceito de volume de sélidos, um professor fez o
seguinte experimento: pegou uma caixa de
polietileno, na forma de um cubo com 1 metro de
lado, e colocou nela 600 litros de agua. Em
seguida, colocou, dentro da caixa com agua, um
solido que ficou completamente submerso.

Considerando que, ao colocar o s6lido dentro da
caixa, a altura do nivel da agua passou a ser 80
cm, qual era o volume do sélido?

0O 0,2 m3

® 0,48 m3

® 4,8 ms

® 20 m3

@ 48 m3

QUESTAO 28 - ENEM 2009 CANCELADO

Considere um caminhdo que tenha uma
carroceria na forma de um paralelepipedo
retangulo, cujas dimensodes internas sado 5,1 m
de comprimento, 2,1 m de largura e 2,1 m de
altura. Suponha que esse caminhao foi
contratado para transportar 240 caixas na forma
de cubo com 1 m de aresta cada uma e que essas
caixas podem ser empilhadas para o transporte.

Qual é o numero minimo de viagens necessarias
para realizar esse transporte?

0 10 viagens.

0 11 viagens.

® 12 viagens.

® 24 viagens.

@ 27 viagens.

28



NDERSON

MATEMATICA

QUESTAO 29 - ENEM 2006

Eclusa € um canal que, construido em aguas de
um rio com grande desnivel, possibilita a
navegabilidade, subida ou descida de
embarcacoes. No esquema a seguir, esta
representada a descida de uma embarcacao, pela
eclusa do porto Primavera, do nivel mais alto do
rio Parana até o nivel da jusante.

Interbits®

Valvula de dreno

Valvula de enchimento

Camara Enquanto a valvula de enchimento esta
fechada e a de dreno, aberta, o fluxo de
agua ocorre no sentido indicado pelas setas,
esvaziando a camara até o nivel da jusante.
Quando, no interior da cdmara, a 4gua atinge
o nivel da jusante, a porta 2 é aberta, e a
embarcag¢éo pode continuar navegando rio
abaixo.

A camara dessa eclusa tem comprimento
aproximado de 200 m e largura igual a 17m. A
vazdo aproximada da agua durante o
esvaziamento da camara é de 4.200m® por
minuto.

Assim, para descer do nivel mais alto até o nivel
da jusante, uma embarcacao leva cerca de

O 2 minutos.
® 5 minutos.
® 11 minutos.
® 16 minutos.
O 21 minutos.

QUESTAO 30 - ENEM 2003

Uma editora pretende despachar um lote de
livros, agrupados em 100 pacotes de 20 cm x 20
cm x 30 cm. A transportadora acondicionara
esses pacotes em caixas com formato de bloco
retangular de 40 cm x 40 cm x 60 cm.

A quantidade minima necessaria de caixas para
esse envio é:

(AXC)
011
® 13
® 15
Q17

QUESTAO 31 - ENEM 2003

Prevenindo-se contra o periodo anual de seca,
um agricultor pretende construir um reservatorio
fechado, que acumule toda a agua proveniente da
chuva que cair no telhado de sua casa, ao longo
de um periodo anual chuvoso.

As ilustracoes a seguir apresentam as dimensoes
da casa, a quantidade média mensal de chuva na
regido, em milimetros, e a forma do reservatoério
a ser construido.

reservatorio
2Zm x4m x pm

Sabendo que 100 milimetros de chuva equivalem
ao acumulo de 100 litros de agua em uma
superficie plana horizontal de um metro
quadrado, a profundidade (p) do reservatoério
devera medir

O4m
O5m
®6m
®7m
OG8m
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MATEMATICA

CILINDRO

O formato cilindrico possui varias aplicagoes no
cotidiano: pecas de carros, compartimentos de
produtos gasosos e liquidos, maquinas
industriais, embalagens de produtos para
consumo e etc.

-

|

&

A roda ¢ talvez uma das invencdes principais na
trajetoria de desenvolvimento tecnolégico do ser
humano. Com ela, os povos primitivos tornaram
o transporte mais rapido e facil, além de
contribuir para transformar as primeiras
aglomeracoes humanas em cidades maiores.

000

Dada a importancia extrema dos cilindros em
nosso dia-a-dia, vamos conhecer as
propriedades, os elementos e as classificacoes de
um cilindro.

DEFINICAO
Sejam a e B dois planos paralelos distintos, r

uma reta secante a esses planos e € um circulo
de centro 0.

Considere todos os segmentos de reta paralelos a
r, de modo que cada um deles tenha um extremo
pertencente ao circulo € e outro pertencente a .

Em outras palavras, o cilindro € um corpo
redondo com duas bases circulares iguais,
opostas e paralelas.

ELEMENTOS

base

«—altura (h)

base

raio da base (r)

+ Base: E a regido circular plana (circulo). Num
cilindro existem duas bases;

* Raio da base: medida do raio do circulo da
base;

+ Eixo: E o segmento de reta 00 que liga os
centros das bases do "cilindro";

* Altura: A altura de um cilindro é a distancia
entre os dois planos paralelos que contém as
bases do "cilindro";

Geratriz: segmentos paralelos ao eixo cujas
extremidades sao pontos das circunferéncias das
bases.

— Geratrizes —
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CLASSIFICACAO

Um cilindro é dito obliquo, quando o seu eixo é
nao é perpendicular ao plano da base, ou ainda,
quando sua geratriz nao for perpendicular ao
plano da base.

w g*h

geratriz obliqua
abase

Cilindro obliquo

Um cilindro é dito reto, quando o seu eixo é
perpendicular ao plano da base, ou ainda,
quando sua geratriz for perpendicular ao plano
da base.

geratriz perpendicular a base

LA

eixo [ ih

— v
Cilindro reto

O cilindro circular reto também é conhecido por
cilindro de revolucao, pois pode ser obtido por
uma revolucao (rotacao) de 360° de um retangulo
em torno de um eixo que contém um de seus
lados.

=

e eixo |:r> @

PLANIFICACAO DE UM CILINDRO RETO

geratriz -

/ r ’\.
{ ¢ ) %4 P\
\ / ( \
e 4 ¥ /
///_\7_/\ & base /
( G T e s
b 4 [ 1
fh =5 superficie lateral [ h
| |
sl l | 2nr |
I [ L5 £}
% d P «
| 7 A\
[ \
NS base /
\. 4
g

Um cilindro reto € constituido por duas bases
circulares e uma superficie lateral retangular.

AREAS
Como vimos, o cone reto é formado por dois

circulos de raio r em sua base e por um retangulo
de base 2nr e altura h em sua lateral.

@ D — >

Para calcularmos a area da base de um cilindro,
basta encontrar a area de um circulo:

|

|

Ab = TTTZ

Para calcularmos a area lateral de um cilindro,
basta encontrar a area do retangulo:

2nr

Al = 2nrh

Enfim, para calcularmos a area total, devemos
considerar que o cilindro possui duas bases e
uma lateral, logo:

2nr
h h

At = ZAb +Al

Ay = 2nr? + 2mrh

A; =2nr(r + h)
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VOLUME

O volume do cilindro, de acordo com o principio
de Cavalieri, é obtido da mesma forma que o
volume de um prisma.

Assim, podemos afirmar que o volume do cilindro
€ igual ao produto da area da base pela altura,
ou:
V = Ab " h
V =nr?h
SECCAO MERIDIANA

Uma seccao meridiana de um cilindro circular é
a intersecéo do cilindro com um plano que passa
pelos centros das bases desse cilindro.

secgdo meridiana

Qualquer seccdo meridiana de um cilindro
circular reto o divide em dois soélidos
congruentes, chamados semicilindros circulares
retos.

Todo cilindro reto cuja seccdo meridiana é um
quadrado, é chamado de Cilindro Equilatero.

DERSON

#MATEMATICA

CILINDRO EQUILATERO

L

Como vimos, em um cilindro equilatero, a seccao
meridiana é um quadrado, para tanto, é
necessario que o diametro da base 2r seja igual a
altura h do cilindro.

h=2r
Ja que h=2r, se efetuarmos as devidas

substituicoes, podemos encontrar todas as
caracteristicas em funcao do raio:

hJZr g x
l 2

Cikndro equildtero Secqlio mendiana

Area da base

Ab = 71'1'2

Area lateral

Al = 2nrh
A, =2nr - 2r
Al = 4-7'[1'2

Area total
A, =2nr(r+ h)
A, = 2mr(r + 2r)

Ay = 2mr - 3r

A, = 6mr?
Volume
V =nr2h

V=mnr?2r

V = 2nr3

3y
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MATEMATICA

TRONCO DE CILINDRO RETO

O tronco de cilindro reto € solido obtido através
de uma seccao transversal nao paralela aos
planos da base.

tronco de cilindro ‘

Tronco de cilindro

Perceba que o tronco de cilindro permanece com
a mesma base circular de raio r, porém possui
uma altura menor h; em uma extremidade e uma
altura maior h, em outra extremidade. Para
calcular o volume, ndo usaremos a altura menor,
nem usaremos a maior, usaremos, no entanto, a

L. hy+h
altura média h = 22,

Logo, o volume sera dado por:

VT=7'L'T‘2h
hy+h
VT:”r2< E 2)

Exemplo:

Um copo cilindrico, cujo diametro interno mede
6 cm e cuja altura interna mede 10 cm contem
certo volume de agua. Inclinando o maximo
possivel esse copo, sem derramar agua, obtemos
a medida descrita na figura abaixo.

10cm

10 cm /‘(\*
s <

4
6 cm v

Qual o volume de agua contida no copo?
Solucao:

Perceba que a agua admite o formato de um
tronco de cone reto:

Podemos destacar as seguintes dimensoées:
Altura menor h; =10 — 2 = 8cm
Altura maior h, = 10cm

Raio da base r = 3cm

O volume sera dado por:

hy + h,

=t (252)

Vo = 32 (8+10)
T=T 2
V=9 (18)
T = T 2
Vp=9-m-9
Vy = 81cm?
Vr =81ml
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QUESTAO 01 - ENEM PPL 2015

Uma fabrica brasileira de exportacdao de peixes
vende para o exterior atum em conserva, em dois
tipos de latas cilindricas: uma de altura igual a
4 cm e raio 6 cm, e outra de altura desconhecida
e raio de 3 cm, respectivamente, conforme figura.

Sabe-se que a medida do volume da lata que
possui raio maior, V1, € 1,6 vezes a medida do

volume da lata que possui raio menor, V2.

3.cm

S

ﬂ "

IS
3]
<

<
Interbits®

~

A medida da altura desconhecida vale

O 8cm.
® 10cm.
® 16 cm.
® 20cm.
@ 40cm.

QUESTAO 03 - ENEM PPL 2015

Um artesdo fabrica varios tipos de potes
cilindricos. Mostrou a um cliente um pote de raio
de base a e altura b. Esse cliente, por sua vez,
quer comprar um pote com o dobro do volume do
pote apresentado. O artesao diz que possui potes
com as seguintes dimensoes:

- Pote I: raio a e altura 2b

- Pote II: raio 2a e altura b

- Pote III: raio 2a e altura 2b
- Pote IV: raio 4a e altura b

- Pote V: raio 4a e altura 2b

O pote que satisfaz a condicdo imposta pelo
cliente € o

(ARS

O I

@ IIL

o 1v.

ov.

QUESTAO 04 - ENEM 2014

QUESTAO 02 - ENEM 2015

Para resolver o problema de abastecimento de
agua foi decidida, numa reuniao do condominio,
a construcao de uma nova cisterna. A cisterna
atual tem formato cilindrico, com 3 m de altura

e 2m de diametro, e estimou-se que a nova

cisterna devera comportar 81 m®  de agua,

mantendo o formato cilindrico e a altura da
atual. Apos a inauguracao da nova cisterna a
antiga sera desativada.

Utilize 3,0 como aproximacao para T.

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da
cisterna para atingir o volume desejado?

005
0 10
® 20
® 35
0 80

Uma empresa que organiza eventos de formatura
confecciona canudos de diplomas a partir de
folhas de papel quadradas. Para que todos os
canudos fiquem idénticos, cada folha é enrolada
em torno de um cilindro de madeira de diametro
d em centimetros, sem folga, dando-se 5 voltas
completas em torno de tal cilindro. Ao final,
amarra-se um cordao no meio do diploma, bem
ajustado, para que nao ocorra o desenrolamento,
como ilustrado na figura.

Em seguida, retira-se o cilindro de madeira do
meio do papel enrolado, finalizando a confeccéao
do diploma. Considere que a espessura da folha
de papel original seja desprezivel.

Qual é a medida, em centimetros, do lado da
folha de papel usado na confecgcédo do diploma?

0O wd

0 2nd
® 4nd
® 5nd
O 10nd
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QUESTAO 05 - ENEM PPL 2013

Um fabricante de bebidas, numa jogada de
marketing, quer lancar no mercado novas
embalagens de latas de aluminio para os seus
refrigerantes. As atuais latas de 350 mL devem
ser substituidas por uma nova embalagem com
metade desse volume, conforme mostra a figura:

N

Interbits®

h/2

De acordo com os dados anteriores, qual a
relacdo entre o raio r’ da embalagem de 175 mL
e o raio r da embalagem de 350 mL?

Or=4r

Or="
2
®r'=r
®r'=2r
er=32

Para satisfazer as condicoes dadas, o raio
maximo da ilha de lazer r, em metros, estara
mais proximo de

0 1,6.

01,7.

® 2,0.

® 3,0.

A 3,8.

QUESTAO 07 - ENEM PPL 2012

QUESTAO 06 - ENEM 2013

Num parque aquatico existe uma piscina infantil
na forma de um cilindro circular reto, de 1 m de
profundidade e volume igual a 12ms3, cuja base
tem um raio R e centro O. Deseja-se construir
uma ilha de lazer seca no interior dessa piscina,
também na forma de um cilindro circular reto,
cuja base estara no fundo e com centro da base
coincidindo com o centro do fundo da piscina,
conforme a figura. O raio da ilha de lazer sera r.
Deseja-se que apoés a construcdo dessa ilha, o
espaco destinado a agua na piscina tenha um
volume de, no minimo, 4ms3.

Interbits®

llha de lazer

Piscina

Considere 3 como o valor aproximado para Tt.

Uma prefeitura possui modelos de lixeira de
forma cilindrica, sem tampa, com raio medindo
10 cm e altura de 50 cm. Para fazer uma compra
adicional, solicita a empresa fabricante um
orcamento de novas lixeiras, com a mesma forma
e outras dimensodes. A prefeitura sé ira adquirir
as novas lixeiras se a capacidade de cada uma for
no minimo dez vezes maior que o modelo atual e
seu custo unitario ndo ultrapassar R$ 20,00.

O custo de cada lixeira é proporcional a sua area
total e o preco do material utilizado na sua
fabricacdo é de R$ 0,20 para cada 100 cm?2.

A empresa apresenta um orcamento
discriminando o custo unitario e as dimensoes,
com o raio sendo o triplo do anterior e a altura
aumentada em 10 cm.

(Aproxime m para 3.)

O orcamento dessa empresa € rejeitado pela
prefeitura, pois

0 o custo de cada lixeira ficou em R$ 21,60.

® o custo de cada lixeira ficou em R$ 27,00.

® o custo de cada lixeira ficou em R$ 32,40.

® a capacidade de cada lixeira ficou 3 vezes

maior.
O capacidade de cada lixeira ficou 9 vezes maior.

36



NDERSON

MATEMATICA

QUESTAO 08 - ENEM 2011

E possivel usar 4gua ou comida para atrair as
aves e observa-las. Muitas pessoas costumam
usar agua com acucar, por exemplo, para atrair
beija-flores. Mas é importante saber que, na hora
de fazer a mistura, vocé deve sempre usar uma
parte de aclUcar para cinco partes de agua. Além
disso, em dias quentes, precisa trocar a agua de
duas a trés vezes, pois com o calor ela pode
fermentar e, se for ingerida pela ave, pode deixa-
la doente. O excesso de acucar, ao cristalizar,
também pode manter o bico da ave fechado,
impedindo-a de se alimentar. Isso pode até mata-
la.

Ciéncia Hoje das Criancas.
FNDE; Instituto Ciéncia Hoje, n. 166, mar 1996.

Pretende-se encher completamente um copo com
a mistura para atrair beija-flores. O copo tem
formato cilindrico, e suas medidas sdo 10 cm de
altura e 4 cm de diametro.

A quantidade de agua que deve ser utilizada na
mistura é cerca de (utilize n=3)

O 20 mL.

0 24 mL.

@® 100 mL.

® 120 mL.

G 600 mL.

QUESTAO 10 - ENEM 2010

QUESTAO 09 - ENEM 22 APLICACAO 2010

Um fabricante de creme de leite comercializa seu
produto em embalagens cilindricas de diametro
da base medindo 4 cm e altura 13,5 cm. O rétulo
de cada uma custa R$ 0,60. Esse fabricante
comercializara o referido produto em embalagens
ainda cilindricas de mesma capacidade, mas com
a medida do didametro da base igual a da altura.

Levando-se em consideracdo exclusivamente o

gasto com o roétulo, o valor que o fabricante

devera pagar por esse rotulo é de

0O R$ 0,20, pois havera uma reducéo de 2/3 na
superficie da embalagem coberta pelo rétulo.

® R$ 0,40, pois havera uma reducao de 1/3 na
superficie da embalagem coberta pelo rétulo.

® R$ 0,60, pois ndo havera alteracdo na
capacidade da embalagem.

® R$ 0,80, pois havera um aumento de 1/3 na
superficie da embalagem coberta pelo rotulo.

@ R$ 1,00, pois havera um aumento de 2/3 na
superficie da embalagem coberta pelo rotulo.

Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira,
precisa fazer café para servir as vinte pessoas que
se encontram numa reunido na sala. Para fazer
o café, Dona Maria dispdoe de uma leiteira
cilindrica e copinhos plasticos, também
cilindricos.

8 cm
>

Interbits®

4 cm
>

20 cm @14(:”1

Com o objetivo de nao desperdicar café, a diarista
deseja colocar a quantidade minima de agua na
leiteira para encher os vinte copinhos pela
metade. Para que isso ocorra, Dona Maria devera
0 encher a leiteira até a metade, pois ela tem um
volume 20 vezes maior que o volume do copo.
O encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um
volume 20 vezes maior que o volume do copo.
@ encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um
volume 10 vezes maior que o volume do copo.
® encher duas leiteiras de agua, pois ela tem um
volume 10 vezes maior que o volume do copo.
 encher cinco leiteiras de agua, pois ela tem um
volume 10 vezes maior que o volume do copo.
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QUESTAO 11 - ENEM 22 APLICACAO 2010

Certa marca de suco é vendida no mercado em
embalagens tradicionais de forma cilindrica.
Relancando a marca, o fabricante pds a venda
embalagens menores, reduzindo a embalagem
tradicional a terca parte de sua capacidade.

Por questoes operacionais, a fabrica que fornece
as embalagens manteve a mesma forma, porém
reduziu a metade o valor do raio da base da
embalagem tradicional na construcdo da nova
embalagem. Para atender a solicitacdo de
reducao da capacidade, apds a reducédo no raio,
foi necessario determinar a altura da nova
embalagem.

Que expressao relaciona a medida da altura da
nova embalagem de suco (a) com a altura da
embalagem tradicional (h)?

(A] a:f2
T
(C] a:i
(D] a:?
(E] a:@

Um técnico em manejo florestal recebeu a missao
de cubar, abater e transportar cinco toras de
madeira, de duas espécies diferentes, sendo

* 3 toras da espécie I, com 3 m de rodo, 12 m de
comprimento e densidade 0,77 toneladas/m3;

* 2 toras da espécie II, com 4 m de rodo, 10 m de
comprimento e densidade 0,78 toneladas/m3.

Apobs realizar seus calculos, o técnico solicitou
que enviassem caminhoes para transportar uma
carga de, aproximadamente,

0 29,9 toneladas.

0O 31,1 toneladas.

® 32,4 toneladas.

® 35,3 toneladas.

O 41,8 toneladas.

QUESTAO 13 - ENEM 22 APLICACAO 2010

QUESTAO 12 - ENEM 2010

No manejo sustentavel de florestas, € preciso
muitas vezes obter o volume da tora que pode ser
obtida a partir de uma arvore.

Para isso, existe um método pratico, em que se
mede a circunferéncia da arvore a altura do peito
de um homem (1,30 m), conforme indicado na
figura. A essa medida denomina-se "rodo" da
arvore.

O quadro a seguir indica a formula para se cubar,
ou seja, obter o volume da tora em mS3 a partir da
medida do rodo e da altura da arvore.

O volume da tora em m3
é dado por

Tnterbits®|

V = rodo? x altura x 0,06

TEM
2 METROS
DE RODO

O rodo e a altura da
arvore devem ser
medidos em metros. O
coeficiente 0,06 foi obtido
experimentalmente.

Joao tem uma loja onde fabrica e vende moedas
de chocolate com diametro de 4 cm e preco de R$
1,50 a unidade. Pedro vai a essa loja e, apos
comer varias moedas de chocolate, sugere ao
Joao que ele faca moedas com 8 cm de diametro
e mesma espessura e cobre R$ 3,00 a unidade.

Considerando que o preco da moeda depende

apenas da quantidade de chocolate, Joao

0 aceita a proposta de Pedro, pois, se dobra o
diametro, o preco também deve dobrar.

O rejeita a proposta de Pedro, pois o preco
correto seria R$ 12,00.

® rejeita a proposta de Pedro, pois o preco
correto seria R$ 7,50.

® rejeita a proposta de Pedro, pois o preco
correto seria R$ 6,00.

O rejeita a proposta de Pedro, pois o preco
correto seria R$ 4,50.
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QUESTAO 14 - ENEM 22 APLICACAO 2010

O administrador de uma cidade, implantando
uma politica de reutilizacao de materiais
descartados, aproveitou milhares de tambores
cilindricos dispensados por empresas da regiao e
montou kits com seis tambores para o
abastecimento de agua em casas de familias de
baixa renda, conforme a figura seguinte. Além
disso, cada familia envolvida com o programa ira
pagar somente R$ 2,50 por metro cubico
utilizado.

9
2
5

40 cm

Uma familia que utilizar 12 vezes a capacidade
total do kit em um més pagara a quantia de
(considere Tz 3)

0O R$ 86,40.

O R$ 21,60.

® RS 8,64.

® R$ 7,20.

O R$ 1,80.

QUESTAO 15 - ENEM 22 APLICACAO 2010

Alguns testes de preferéncia por bebedouros de
agua foram realizados com bovinos, envolvendo
trés tipos de bebedouros, de formatos e
tamanhos diferentes. Os bebedouros 1 e 2 tém a
forma de um tronco de cone circular reto, de
altura igual a 60 cm, e diametro da base superior
igual a 120 cm e 60 cm, respectivamente. O
bebedouro 3 é um semicilindro, com 30 cm de
altura, 100 cm de comprimento e 60 cm de
largura. Os trés recipientes estao ilustrados na
figura.

120 cm 60 cm
f—— |

< S
Iso om ‘ Iso om

N/

Bebedouro 1 Bebedouro 2
60 cm

100 cm iso om

\

Interbits®

Bebedouro 3

A escolha do bebedouro. In: Biotemas.
V.22, no. 4, 2009 (adaptado).

Considerando que nenhum dos recipientes tenha
tampa, qual das figuras a seguir representa uma
planificacdo para o bebedouro 3?

1/260 cm

100 cm

100 cm

A
A

60 cm
l—

100 cm
(E ]
60 cm
>

100 cm
/AR ;
[ m— 2
60 cm 2
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QUESTAO 16 — ENEM 22 APLICACAO 2010

Uma fabrica de tubos acondiciona tubos
cilindricos menores dentro de outros tubos
cilindricos. A figura mostra uma situacédo em que
quatro tubos cilindricos estdo acondicionados
perfeitamente em um tubo com raio maior

Interbits®

Suponha que vocé seja o operador da maquina
que produzira os tubos maiores em que serao
colocados, sem ajustes ou folgas, quatro tubos
cilindricos internos. Se o raio da base de cada um
dos cilindros menores for igual a 6 cm, a
maquina por vocé operada devera ser ajustada
para produzir tubos maiores, com raio da base
igual a

0 12cm

(B) 12\/§cm
(C) 24\/§cm
(D) 6(1+\/§)cm

(E} 12(1+\/§)cm

QUESTAO 18 - ENEM 2010

Uma empresa vende tanques de combustiveis de
formato cilindrico, em trés tamanhos, com
medidas indicadas nas figuras. O preco do
tanque é diretamente proporcional a medida da
area da superficie lateral do tanque. O dono de
um posto de combustivel deseja encomendar um
tanque com menor custo por metro cubico de
capacidade de armazenamento.

) O () )

6m 8m ITi =

0} ) ()

Qual dos tanques devera ser escolhido pelo dono

do posto? (Considere m = 3)

O I, pela relacdo area/capacidade de
armazenamento de 1/3.

® I, pela relacdo area/capacidade de
armazenamento de 4/3.

® 1, pela relacao area/capacidade de
armazenamento de 3/4.

® 1III, pela relacao area/capacidade de
armazenamento de 2/3.

@ 1, pela relacdo area/capacidade de
armazenamento de 7/12.

QUESTAO 19 - ENEM 22 APLICACAO 2010

QUESTAO 17 - ENEM 2010

Para construir uma manilha de esgoto, um
cilindro com 2 m de diametro e 4 m de altura (de
espessura desprezivel), foi envolvido
homogeneamente por uma camada de concreto,
contendo 20 cm de espessura.

Supondo que cada metro cubico de concreto
custe R$ 10,00 e tomando 3,1 como valor
aproximado de d, entao o preco dessa manilha é
igual a

0O R$ 230,40.

O R$ 124,00.

® R$ 104,16.

® RS 54,56.

O R$ 49,60.

Uma empresa de refrigerantes, que funciona sem
interrupc¢oes, produz um volume constante de 1
800 000 cm3 de liquido por dia. A maquina de
encher garrafas apresentou um defeito durante
24 horas. O inspetor de producao percebeu que
o liquido chegou apenas a altura de 12 cm dos
20 cm previstos em cada garrafa. A parte inferior
da garrafa em que foi depositado o liquido tem
forma cilindrica com raio da base de 3 cm. Por
questodes de higiene, o liquido ja engarrafado nao
sera reutilizado.

Utilizando T = 3, no periodo em que a maquina
apresentou defeito, aproximadamente quantas
garrafas foram utilizadas?

0 555

® 5555

@® 1333

® 13333

G 133333
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QUESTAO 20 - ENEM CANCELADO 2009

Em uma praca publica, ha uma fonte que é
formada por dois cilindros, um de raio r e altura
hi, e o outro de raio R e altura hs.

O cilindro do meio enche e, apds transbordar,
comeca a encher o outro.

Se R=r+2¢€e hs =%e, para encher o cilindro do

meio, foram necessarios 30 minutos, entédo, para
se conseguir encher essa fonte e o segundo
cilindro, de modo que fique completamente cheio,
serdo necessarios

0 20 minutos.

® 30 minutos.

® 40 minutos.

® 50 minutos.

O 60 minutos.

QUESTAO 22 - ENEM 2008

QUESTAO 21 - ENEM CANCELADO 2009

Em uma padaria, ha dois tipos de forma de bolo,
formas 1 e 2, como mostra a figura abaixo.

© ®

' C D
L

Sejam L o lado da base da forma quadrada, r o
raio da base da forma redonda, A; e A; as areas
das bases das formas 1 e 2, e V; e V3 os seus
volumes, respectivamente.

B

Se as formas tém a mesma altura h, para que
elas comportem a mesma quantidade de massa
de bolo, qual é a relacdo entre r e L?

OL-=r
OL=2r
®L=rnr
OL-= r\/E
GL:(an)

A figura abaixo mostra um reservatorio de agua
na forma de um cilindro circular reto, com 6 m
de altura. Quando esta completamente cheio, o
reservatorio € suficiente para abastecer, por um
dia, 900 casas cujo consumo meédio diario € de
500 litros de agua.

XY

Suponha que, um certo dia, apés uma campanha

de conscientizacado do uso da agua, os moradores

das 900 casas abastecidas por esse reservatorio

tenham feito economia de 10% no consumo de

agua. Nessa situacao,

0O a quantidade de agua economizada foi de
4,5 me.

® a altura do nivel da agua que sobrou no
reservatorio, no final do dia, foi igual a 60cm.

® a quantidade de agua economizada seria
suficiente para abastecer, no maximo, 90
casas cujo consumo diario fosse de 450 litros.

® os moradores dessas casas economizariam
mais de R$ 200,00, se o custo de 1m® de agua
para o consumidor fosse igual a R$ 2,50.

@ um reservatorio de mesma forma e altura, mas
com raio da base 10% menor que o

representado, teria agua suficiente para
abastecer todas as casas.
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QUESTAO 23 - ENEM 2006

QUESTAO 24 - ENEM 2001

Uma artesa confecciona dois diferentes tipos de
vela ornamental a partir de moldes feitos com
cartdes de papel retangulares de 20cm x10cm

(conforme ilustram as figuras abaixo). Unindo
dois lados opostos do cartao, de duas maneiras,
a artesa forma cilindros e, em seguida, os
preenche completamente com parafina.

Tipo | Tipo ll
[——— 20 cm ———» l—10 cm —»
? ——
E
[X]
e
¥ E
(1]
&
Pl

Supondo-se que o custo da vela seja diretamente
proporcional ao volume de parafina empregado,
o custo da vela do tipo I, em relacdo ao custo da
vela do tipo II, sera

0 o triplo.

O o dobro.

® igual.

® a metade.

O a terca parte.

Em muitas regides do Estado do Amazonas, o
volume de madeira de uma arvore cortada é
avaliado de acordo com uma pratica dessas
regioes:

I. Da-se uma volta completa em torno do tronco
com um barbante.

II. O barbante &€ dobrado duas vezes pela ponta
e, em seguida, seu comprimento € medido com
fita métrica.

12 dobra 22 dobra

I[II. O valor obtido com essa medida &
multiplicado por ele mesmo e depois
multiplicado pelo comprimento do tronco.
Esse é o volume estimado de madeira.

Outra estimativa pode ser obtida pelo calculo
formal do volume do tronco, considerando-o um
cilindro perfeito.

A diferenca entre essas medidas é praticamente
equivalente as perdas de madeira no processo de
corte para comercializacao.

Pode-se afirmar que essas perdas sao da ordem
de

0 30%.
0 22%.
® 15%.
® 12%.
G 5%.
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QUESTAO 25 - ENEM 2000

Uma empresa de transporte armazena seu
combustivel em um reservatorio cilindrico
enterrado horizontalmente.

Interbits®

Seu contetido € medido com uma vara graduada
em vinte intervalos, de modo que a distancia
entre duas graduacdes consecutivas representa
sempre o mesmo volume.

A ilustracao que melhor representa a distribuicéo
das graduacodes na vara é:

1
T

Interbits®

1
Lo

A (BJ ® ® G -

QUESTAO 27 - IFBA 2017

Um metalargico utilizou num determinado
trabalho, uma folha de metal retangular de
dimensées 20cm e 30cm, com o intuito de

formar um cilindro, unindo os lados da folha de
metal de mesma dimensao, e verificou que
existiam duas possibilidades:

A: Utilizar o lado de 20cm como altura do
cilindro;
B: Utilizar o lado de 30cm como altura do
cilindro.

Considerando m = 3, e chamando de V, o volume
da possibilidade A, e Vg o volume da
possibilidade B. Podemos afirmar que:

0O VvV, =V =1.000

0O V, =V =1.500

® V, =1.000 e Vg =1.500

® Vv, =2.000 e Vg =3.000

0O Vv, =1.500 e Vg =1.000

QUESTAO 28 - IFPE 2017

QUESTAO 26 - UERJ 2017

Um cilindro circular reto possui diametro AB de
4cm e altura AA' de 10cm. O plano q,
perpendicular a secao meridiana ABB'A', que

passa pelos pontos B e A' das bases, divide o
cilindro em duas partes, conforme ilustra a
imagem.

A B’

interbits®

A B

O volume da parte do cilindro compreendida

entre o plano a e a base inferior, em cm?®

a:
0O 8n
O 12n
® 16m
® 20n

, € igual

O setor de criacao de uma fabrica de tintas esta
desenvolvendo um novo recipiente em formato de
cilindro reto com 10 cm de raio da base e 25cm

de altura.

Qual o volume de tinta (em mililitros) que
comporta um desses recipientes? (Use 1 =3,14).

0 2.500
0 785
® 7,85
® 7.850
0 25

QUESTAO 29 - UERJ 2017

Diante dos frequentes periodos de estiagem na

cidade onde esta sediada, a empresa MESOC

decidiu construir um reservatério para

armazenar agua.

Considerando que esse reservatorio deva ser

cilindrico e ter 10 metros de diametro interno e

10 metros de altura, a capacidade do

reservatorio a ser construido, em litros, sera:
Obs.: (Use 1 =3,1)

0 3.100

® 7.750

® 155.000

® 310.000

@ 775.000
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QUESTAO 30 - UFPA 2016

Um tanque cilindrico de 0,8 m de raio, com eixo

na vertical em relacao ao solo, esta com
combustivel que é consumido em um veiculo a
razdo média de 4 km por litro.

Se o veiculo se mover a 50 km/h, a velocidade da
coluna de combustivel em cm/h é de

0 82.

0 43.

O 21.

® 18.

G 0,6.

QUESTAO 32 - IFSC 2016

Uma Metalurgica fabrica tanques em formato de
cilindros retos para armazenar combustiveis. Um
desses reservatorios tem area lateral de 5m
metros quadrados e o seu volume possui a
capacidade de 10m metros cuibicos.

Nessas condicoes, a medida do raio da base desse
reservatorio é:

0O 16m

O 80cm

® 8m

® 40dm

O 160cm

QUESTAO 31 - UFU 2016

QUESTAO 33 - EEAR 2016

A densidade (ou densidade volumeétrica) de um
material mede a quantidade de matéria (massa)
que esta presente em uma unidade de volume
desse material. Embora todo material seja um
objeto espacial, &€ comum considerarmos sendo
de “natureza linear”. Por exemplo, um fio de
cobre tem natureza linear e consideramos sua
densidade linear (razdo de sua massa pelo seu
comprimento).

O vergalhdo CA-60 sdo barras de aco muito
resistentes, utilizadas na construcao civil e
comercializadas em barras padréao de 12 metros.
Admitindo que essas barras sejam cilindricas,
seus diametros (bitolas) variam de 4,2 a 9,5 mm.

De acordo com as especificacoes da norma
NBR 7480, a barra da bitola de 6,0mm tem

densidade linear de 0,222kg/m (quilograma por
metro).

Com base nas informacdes apresentadas, a
densidade, em kg/m3, de uma barra de bitola
6 mm é igual a

222
0

36
222

9m
222000

om
222000

36T

B]
®
D]

Um cilindro de 18 cm de altura e raio da base
igual a 5cm contém agua até a metade de sua

altura. Por algum motivo, houve necessidade de
despejar essa agua em outro cilindro com 40 cm

de altura, cujo raio da base mede 4 cm.

18cm

Interbits®

Considerando m=3, o valor que mais se

aproxima da altura atingida pela agua no
segundo cilindro é

0O 14cm
® 16cm
® 20cm
® 24cm

QUESTAO 34 - IFAL 2016

Uma determinada empresa fabrica latas de éleo,
em formato cilindrico, com capacidade total de 1
litro e recebe uma encomenda para fabricar latas

de mesmo formato, com capacidade total de %

litro, mas que estas sejam da mesma altura das
latas de 1 litro.

Qual é a razao entre os diametros da lata de 1
litro e da nova lata de % litro?

0 2.
0 22
®

® 2.
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QUESTAO 35 - UPE 2016

A figura abaixo representa um tanque de
combustivel de certa marca de caminhdo a

diesel.
/} Inicio Final
\ / Marcador de combustlvel

Sabendo que esse veiculo faz, em média, 3 kmy/L,

e, observando o marcador de combustivel no
inicio e no final de uma viagem, quantos
quilémetros esse caminhao percorreu?
Considere m= 3.

0O 243km
® 425km
® 648 km
® 729km
@ 813 km

QUESTAO 36 - FAE 2016

Sobre uma artéria média, sabe-se que o diametro
externo de uma secdo reta e a espessura da
parede medem 0,04 dm e 1mm, respectivamente.

Considerando que uma secao reta dessa artéria,
obtida por dois cortes transversais distantes
1,5 cm um do outro, tem a forma de um cilindro

circular reto, quantos mililitros de sangue ela
deve comportar, em relacdo ao seu didmetro
interno? (Considere a aproximacao: m = 3)

0 0,018

® 0,045

® 0,18

® 0,45
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PIRAMIDES

Piramides sao poliedros construidos a partir de
uma base poligonal e um ponto fora do plano em
que se situa a base. Sao tridimensionais e, por
isso, elas s6 podem ser definidas no espaco.

DEFINICAO

Uma piramide € o conjunto de segmentos de
reta cujas extremidades sdo um poligono e um
ponto fora do plano que contém esse poligono.

ELEMENTOS DE UMA PIRAMIDE

Vértice da piramide

Aresta lateral

: tho Faee lateral
Altura ‘»\’11101( ma

\
A

%
Base

Aresta da base

Faces: sao os poligonos que

podem ser
observados nesse poliedro;

Arestas: sao os segmentos de reta formados nas
interseccoes das faces;

Vértices: sdo os pontos de encontro entre as
arestas;

Vértice da piramide: é o ponto V na figura
acima;

Base: poligono usado na definicdo da piramide;
Arestas da base: arestas que pertencem a base;

Arestas laterais: arestas que nao pertencem a
base da piramide;

Faces laterais: faces da piramide que nao sao a
sua base;

Altura da piramide: distancia entre o vértice da
piramide e o plano que contém sua base;

Apodtema: altura de uma face lateral com relacéo
a base de uma piramide regular.

CLASSIFICACAO DE UMA PIRAMIDE

As piramides podem ser classificadas de acordo
com o seu numero de faces.

Piramide triangular: possui um tridngulo como
base;

Piramide quadrangular: possui um quadrilatero
como base;

Piramide pentagonal: possui um pentagono
como base.

Piramide hexagonal: possui um hexagono como
base.

E assim segue a classificacdo, que depende do
numero de arestas da base da piramide. Vale

ressaltar que a piramide triangular também é
chamada de tetraedro.
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Uma piramide também pode ser classificada
quanto a posicao da projecao ortogonal do seu
vértice.

Piramide Obliqua
Uma piramide é dita obliqua quando a projecao

ortogonal de seu vértice NAO coincide com o
centro do poligono que compode a sua base.

=3

X

Observe que na piramide obliqua as faces laterais
sao tridngulos que nao necessariamente sao

iguais.
Piramide Reta

Uma piramide é dita reta quando a projecao
ortogonal de seu vértice coincide com o centro do
poligono que compde a sua base. Ou ainda,
quando o pé da altura coincide com o centro do
poligono da base.

Piramide Regular

Uma piramide é dita regular quando a projecao
ortogonal de seu vértice coincide com o centro do
poligono que compde a sua base e esse poligono
é regular. Ou ainda, se a base € um poligono
regular e o segmento de reta que representa a
altura possui o centro da base como segunda
extremidade.

AN _\

Observe que em uma piramide regular, as
arestas laterais sdo congruentes e as faces
laterais sédo triangulos is6sceles.

Em qualquer que seja a piramide regular,
podemos destacar os seguintes elementos:

[ é o lado do poligono da base, ou seja, a aresta
da base;

h é a altura da piramide;

a; € a aresta lateral da piramide;

a, € o apotema da piramide;

r € o raio da circunferéncia inscrita no poligono
da base; e

R €& o raio da circunferéncia circunscrita ao
poligono da base.

Alguns desses elementos guardam importantes
relacoes entre si:

a;? = h? + R?
e
2 _ K2 2
ap° =h*"+r
AREAS
A area da superficie lateral é a soma das areas
de todos os triangulos compoem as faces laterais
da piramide.

A area da base é a area do poligono que compoe
a base da piramide.

A area da superficie total é a area da superficie
lateral somada a area da base da piramide.

base triangular  base quadrangular N

base pentagonal

Comumente, para calcular areas relacionadas as
piramides, planificamo-las e analisamos as
devidas particularidades, para sO0 assim
efetuarmos os calculos correspondentes.
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VOLUME

Para calcular o volume de uma piramide, vamos
considerar um prisma triangular e decompo-lo
em 3 piramides triangulares, como mostra na
figura:

D

Observe que a piramide vermelha e a amarela
tem o mesmo volume, pois as bases DEF e ABC
sao congruentes, visto que correspondem a base
do prisma e possuem a mesma altura, que é
propria altura do prisma.

Podemos notar também que a piramide vermelha
e a azul também tem o mesmo volume. A face
FDA na piramide vermelha é igual a face FAC na
piramide azul, posto que a diagonal do retangulo
FDAC o divide em dois triangulos congruentes.
Como ambos os tridngulos estdo no mesmo
plano, a distancia que essas faces se encontram
do vértice E é a mesma, logo as piramides
possuem a mesma base e mesma altura e,
portanto, o mesmo volume.

Assim, concluimos que as 3 piramides tém o
mesmo volume.

Vi =V, = V3 = Vpiramiae

Logo, o volume de cada piramide corresponde a
terca parte do volume do prisma:

VPirémide + VPirémide + VPirémide = VPrisma

3 * Vpiramide = Vprisma

_ VPrisma
VPirémide - 3
Ab : h
Vpiramide = 3

altura

TRONCO DE PIRAMIDE

O tronco da piramide € o s6lido formado por uma
seccao transversal em uma piramide. A seccao
transversal € o corte feito por um plano paralelo
a base da piramide, como mostra a figura a

seguir:

Feita a seccao transversal, o conjunto de pontos
que fica entre essa seccao e a base € o tronco da
piramide.

j \ Piramide menor
Tronco de piramide
Elementos do tronco da piramide

Base maior: é a base da piramide, o poligono que
se opoe ao veértice dela;

Base menor: é o poligono formado pela seccéao
transversal;

Altura: é a distancia entre a base maior e a base
menor;

Arestas laterais: arestas que conectam a base
maior & base menor.

Arestas da base: arestas que contornam os
poligonos que formam as bases.

Vértices: ponto de encontro de duas ou mais
arestas.

Faces laterais: quadrilateros que compdem a
lateral do tronco.

Apodtema: altura da face lateral.

g
f
/Base menory,

Face later,
............... Altura

Base maior

Aresta
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O tronco da piramide é chamado de tronco
regular quando € obtido de uma piramide
regular.

Para o tronco regular, valem as seguintes
propriedades:
e As arestas laterais sdo congruentes;
e As bases sao semelhantes e, além disso,
sao poligonos regulares;
e Todas as faces laterais sao formadas por
trapézios isdsceles congruentes;
e A altura de uma face lateral qualquer é
chamada de apétema.

Area do tronco da piramide

A area do tronco da piramide é determinada pela
soma das areas de todos os poligonos que o
formam. Observe que a base menor e a base
maior de um tronco podem ser qualquer
poligono, mas as faces laterais sédo trapézios e,
em alguns casos, podem ser até isosceles. Nestes,
basta multiplicar o nimero de lados da base pela
area de um dos trapézios isosceles para obter a
area lateral do tronco da piramide. Depois disso,
€ necessario calcular a area das bases e, por fim,
somar as trés areas.

Assim, a expressdo a seguir deve ser usada para
calcular a area do tronco da piramide:

A=Ag+4, + 4

Em que,

A é a area do tronco;

Ap é a area da base maior;
A, é a area da base menor;
A, é a area lateral do tronco.

Volume do tronco da piramide
O melhor caminho para calcular o volume do
tronco de uma piramide é subtrair do volume da

piramide maior o volume da piramide menor.

Relacoes entre as piramides semelhantes

Nova
piramide

e

H-h

e Tronco de

piramide

Perceba que quando intersectamos a piramide
grande por um plano paralelo a sua base
formamos dois sélidos, uma nova piramide
menor e o tronco de piramide.

A piramide menor é semelhante a maior, por isso,
valem, linearmente, a relacao:

=—=%k
h

H L ap G
Il a, g

Em que,

H é a altura, L € a aresta, ag € o apotema da base

e G é a altura da face da piramide maior;

h € a altura, | € a aresta, a;, € o apotema da base

e g € a altura da face da piramide menor;

E k é a razao de semelhanca.

Se pensarmos em area, vale a relacao:

A_B = ﬂ = k2
Em que,
Ap € a area da base e A; é a area lateral da
piramide maior;
A, € a area da base e A; € a area lateral da
piramide menor;
E k é a razao de semelhanca.

E, finalmente, pensando em volume, vale:

K = k3

v

Em que,

V € o volume da piramide maior, v € o volume da
piramide menor e k é a razao de semelhanca.

Também existe uma féormula pela qual € possivel
encontrar o volume do tronco, a saber:

hy
4 =?-(AB +Ap A, + 4p)
Em que,
V é o volume do tronco;
Agp é a area da base maior;
A, é a area da base menor;
h; € a altura do tronco.
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QUESTAO 01 - FAC. ALBERT EISTEN 2017

Para a feira cultural da escola, um grupo de
alunos ira construir uma piramide reta de base
quadrada. A piramide tera 3m de altura e cada
aresta da base medira 2m. A lateral da piramide
sera coberta com folhas quadradas de papel, que
poderdao ser cortadas para um melhor
acabamento.

Se a medida do lado de cada folha € igual a 20cm,
o numero minimo dessas folhas necessarias a
execucao do trabalho sera

Utilize 10 = 3,2
O 285
O 301
® 320
® 333

A projecao perpendicular dessa trajetoria em
ABCD, presente no plano da base da piramide,
descreve uma curva R, a qual é a unido de dois
segmentos.

Nessas condicoes, o comprimento de R, em cm,
€ igual a

0 20.2

0 40.2

® 40(1+2)

® 20(1++/2)

QUESTAO 04 - ENEM 2016

QUESTAO 02 - UFTPR 2017

Uma barraca de camping foi projetada com a
forma de uma piramide de altura 3 metros, cuja
base € um hexagono regular de lados medindo 2
metros.

Assim, a area da base e o volume desta barraca
medem, respectivamente:

0 63 m? e 63 m°.
® 3/3m? e 33 m°.
® 53 m? e 23 m°.
® 2J/3m? e 53 m°.
@ 43 m? e 8/3 m°.

E comum os artistas plasticos se apropriarem de
entes matematicos para produzirem, por
exemplo, formas e imagens por meio de
manipulacoes. Um artista plastico, em uma de
suas obras, pretende retratar os diversos
poligonos obtidos pelas interseccoes de um plano
com uma piramide regular de base quadrada.

Segundo a classificacdo dos poligonos, quais

deles sdo possiveis de serem obtidos pelo artista

plastico?

0 Quadrados, apenas.

O Triangulos e quadrados, apenas.

® Triangulos, quadrados e trapézios, apenas.

® Triangulos, quadrados, trapézios e quadri-
lateros irregulares, apenas.

O Triangulos, quadrados, trapézios, quadrilate-
ros irregulares e pentagonos, apenas.

QUESTAO 05 - UECE 2016

QUESTAO 03 - UFU 2017

Um designer de jogos virtuais esta simulando
alguns deslocamentos associados com uma
piramide quadrangular regular, em que o lado do
quadrado da base mede 40cm.

(Figura ilustrativa e sem escalas)

Ele simula a trajetéria de um lagarto pelas faces
da piramide. Inicialmente o lagarto desloca-se de
A até E e, posteriormente, de E até F, em que
F é o ponto médio de CD. Cada um desses dois
trechos da trajetéria ocorre em linha reta.

Se a soma dos angulos de todas as faces de uma
piramide (incluindo a base) € 3600 graus, entao,
a base da piramide € um poligono com

0 9 lados.

® 10 lados.

® 11 lados.

® 12 lados.

QUESTAO 06 — ACAFE 2016

Uma peca de madeira tem a forma de uma
piramide hexagonal regular com 21cm de altura.
Essa peca é seccionada por um plano paralelo a
base, de forma que o volume da piramide obtida
seja 8/27 do volume da piramide original.

A distancia (em cm) da base da piramide até essa
seccao € um numero:

0 fracionario.

® primo.

® maultiplo de 3.

® quadrado perfeito.
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QUESTAO 07 - UDESC 2015

Em uma escola foi proposta uma gincana. De
acordo com as regras da gincana, o vencedor de
uma das provas seria aquele que chegasse mais
proximo do numero de sélidos existentes dentro
de um pote. Neste pote, com formato de prisma
triangular regular, medindo 50cm de altura e
lado do triangulo da base com 40cm, foi colocada
a mesma quantidade de cubos, piramides
regulares de base triangular e piramides
regulares de base quadrangular. Informou-se aos
participantes que a altura das piramides
triangulares é de 3cm e que a altura das
piramides quadrangulares é igual a altura dos
cubos. Sabe-se, também, que as arestas dos

cubos medem 2\/§Cm; as arestas da base das

piramides triangulares medem 4cm e as arestas
da base das piramides quadrangulares
equivalem a metade das arestas dos cubos. Com
base nessas informacodes, Joao, um dos
participantes da gincana, considerou que uma
boa estimativa seria fazer os calculos como se os
s6lidos preenchessem o maximo possivel do pote,
deixando a menor quantidade possivel de
espacos.

Nesse caso, Jodo respondeu que o numero de
sélidos dentro do pote é de:

0 2001

® 1248

® 1998

® 1251

0 2015

Nestas condicoes, a area total, em dm?2, de um
desses tetraedros regulares é:

V2

QUESTAO 09 - UFSM 2015

Desde a descoberta do primeiro plastico sintético
da historia, esse material vem sendo
aperfeicoado e aplicado na industria. Isso se deve
ao fato de o plastico ser leve, ter alta resisténcia
e flexibilidade. Uma peca plastica usada na
fabricacdo de um brinquedo tem a forma de uma
piramide regular quadrangular em que o
apotema mede 10mm e a aresta da base mede
12mm. A peca possui para encaixe, em seu
interior, uma parte oca de volume igual a 78 mms3.

O volume, em mm?3, dessa peca é igual a
01152

O 1074

@® 402

® 384

A 306

QUESTAO 10 - UCS 2015

QUESTAO 08 - UEPA 2015

A arte €& uma forma de expressao da
racionalidade humana. O origami é uma técnica
japonesa baseada em juntar moédulos individuais
de papel dobrando para criar prismas e cubos,
conforme ilustra a figura abaixo.

N \

.
3
-
\ .

Fonte: http://noticias.br.msn.com/fotos/escocesa-explora-
varia%c3%a7 %c3%b5es-tonais-de-luz-sobre-papel-em-
esculturas-de-origami-2?page=2#image=2

Todas as piramides ilustradas na composicao
artistica acima sao tetraedros regulares de base
triangular de aresta L = 1dm ligados uns aos
outros, por meio de suas arestas e mantendo
suas bases sobre um mesmo plano.

Aumentando-se a medida "a" da aresta da base
de uma piramide quadrangular regular em 30%
e diminuindo- se sua altura "h" em 30%, qual
sera a variacao aproximada no volume da
piramide?

0O Aumentara 18%.

O Aumentara 30%.

® Diminuira 18%.

® Diminuira 30%.

O Nao havera variacao.

52



NDERSON

MATEMATICA

QUESTAO 11 - UEL 2015

Na molécula do Metano (CH,), o atomo de

carbono ocupa o centro de um tetraedro regular
em cujos vértices estdo os atomos de hidrogénio.

Molécula do Metano

Tetraedro

Considerando que as arestas do tetraedro
regular medem 6cm e que a altura mede

h :% \/6, assinale a alternativa que apresenta,

corretamente, o volume desse tetraedro.

0 3/3cm’

® 182 cm®
® 18V3 cm®
® 36v2 cm®
0 542 cm®

Unindo-se as pontas dos eixos das 4 “patas”,
forma-se um solido geométrico chamado

0 Piramide Quadrangular Regular.

0 Cilindro Equilatero.

@ Tetraedro Regular.

® Tronco de Piramide.

QUESTAO 13 - INSPER 2014

QUESTAO 12 - IFSUL 2015

Existem variados tipos de blocos de concreto
para o uso de contencao as ondas marinhas, em
especial o Tetrapode — bloco criado na década de
1950 e utilizado no molhe leste da Barra Cassino
(Rio Grande - RS). Constituido em concreto
macico, o bloco € disposto de um eixo central, no
qual sao tangentes quatro cones alongados
(patas) e arredondados, distribuidos igualmente
a 120° no espaco. Essas “patas” facilitam a
conexao entre os blocos, tornando a estrutura
mais estavel. O centro de gravidade do Tetrapode
encontra-se na uniao das quatro “patas”, o que
dificulta o balanco e o rolamento da carcaca.

Imagens e Fragmento extraido de “Tipos de blocos de concreto para
estrutura hidraulica de protecao as ondas marinhas e analise visual
dos Tetrapodes da Barra de Rio Grande” (Adaptado).

Disponivel em: http://www.semengo.furg.br/2008/45.pdf Acesso:
10 abr. 2015.

Uma empresa fabrica porta-joias com a forma de
prisma hexagonal regular, com uma tampa no
formato de piramide regular, como mostrado na
figura.

As faces laterais do porta-joias sdo quadrados de
lado medindo 6 cm e a altura da tampa também
vale 6 cm. A parte externa das faces laterais do
porta-joias e de sua tampa sao revestidas com
um adesivo especial, sendo necessario
determinar a area total revestida para calcular o
custo de fabricacdo do produto.

A area da parte revestida, em cm?2, é igual a
0O 72(3++3).

© 36(6++/5).

® 108(2++/5).

® 27(8+/7).

O 54(4+7).

QUESTAO 14 - UPE 2013

Para a premiacao dos melhores administradores
de uma galeria comercial, um designer projetou
um peso de papel com a forma de um tetraedro
regular reto, de aresta 20 cm que sera entregue
aos vencedores. Esse peso de papel sera
recoberto com placas de platina, nas faces
laterais e com uma placa de prata na base.

Se o preco da platina é de 30 reais por centimetro
quadrado, e o da prata &€ de 50 reais por
centimetro quadrado, assinale a alternativa que
apresenta o valor mais préximo, em reais, do
custo desse recobrimento.

Considere \/5 =17
O 24 000
O 18 000
® 16 000
® 14 000
G 12 000

5%
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QUESTAO 15 - UFRGS 2012

Se duplicarmos a medida da aresta da base de
uma  piramide quadrangular regular e
reduzirmos sua altura a metade, o volume desta
piramide

0 sera reduzido a quarta parte.

@ sera reduzido a metade.

® permanecera inalterado.

® sera duplicado.

@ aumentara quatro vezes.

QUESTAO 16 - EPCAR 2012

Um soélido macico foi obtido quando a base de
uma piramide hexagonal regular de altura 6 cm

foi colada a base de uma piramide reta de base
retangular e altura 3 cm, de forma que 4 dos 6

vértices da base da primeira coincidam com os
vértices da base da segunda, conforme figura.

3cm

Desprezando-se o volume da cola, se a aresta da
base da piramide hexagonal mede \/5 cm, entao,

o volume do soélido obtido, em cm3

0 153
0 203
@ 253
® 3043

, €igual a

QUESTAO 17 - ENEM PPL 2012

O Museu do Louvre, localizado em Paris, na
Franca, € um dos museus mais visitados do
mundo. Uma de suas atracdes &€ a Piramide de
Vidro, construida no final da década de 1980. A
seguir tem-se, na Figura 1, uma foto da Piramide
de Vidro do Louvre.

E, na Figura 2, uma piramide reta de base
quadrada que a ilustra.

Figura 2

Considere os pontos A, B, C, D como na Figura
2. Suponha que alguns reparos devem ser
efetuados na piramide. Para isso, uma pessoa
fara o seguinte deslocamento:

1) partir do ponto A e ir até o ponto B.
deslocando-se pela aresta AB;

2) ir de B até C, deslocando- se pela aresta que
contém esses dois pontos;

3) ir de C até D, pelo caminho de menor
comprimento;

4) deslocar se de D até B pela aresta que contém

esses dois pontos.
Disponivel em: http:/ /viagenslacoste.blogspot.com.
Acesso em: 29 fev. 2012.

A projecao do trajeto da pessoa no plano da base
da piramide € melhor representada por

A

B]
AN

®

D]

(E]

Interbits®
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QUESTAO 18 - ENEM 22 APLICACAO 2010

Devido aos fortes ventos, uma empresa
exploradora de petréoleo resolveu reforcar a
seguranca de suas plataformas maritimas,
colocando cabos de aco para melhor afixar a torre
central.

Considere que os cabos ficardo perfeitamente
esticados e terdo uma extremidade no ponto
médio das arestas laterais da torre central
(piramide quadrangular regular) e a outra no
vértice da base da plataforma (que é um
quadrado de lados paralelos aos lados da base da
torre central e centro coincidente com o centro da
base da piramide), como sugere a ilustracéo.

Torre Central

Base da Plataforma

Interbits®

Se a altura e a aresta da base da torre central
medem, respectivamente, 24 m e 6\/§m e o lado

da base da plataforma mede 19\/51'11, entdo a
medida, em metros, de cada cabo sera igual a

0 /288
0 /313
® /328
® /400
@ /505

QUESTAO 19 - ENEM 2009

Uma fabrica produz velas de parafina em forma
de piramide quadrangular regular com 19cm de
altura e 6cm de aresta da base. Essas velas sao
formadas por 4 blocos de mesma altura - 3
troncos de piramide de bases paralelas e 1
piramide na parte superior —, espacados de lcm
entre eles, sendo que a base superior de cada
bloco é igual a base inferior do bloco sobreposto,
com uma haste de ferro passando pelo centro de
cada bloco, unindo-os, conforme a figura.

Interbits®

)

60‘(\

6 cm

Se o dono da fabrica resolver diversificar o
modelo, retirando a piramide da parte superior,
que tem 1,5cm de aresta na base, mas mantendo
o mesmo molde, quanto ele passara a gastar com
parafina para fabricar uma vela?

0 156 cm®.
® 189 cm°.
® 192cm’.
® 216 cm°.
@ 540 cm®.
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QUESTAO 20 - ENEM 2009

Um artesdo construiu pecas de artesanato
interceptando uma piramide de base quadrada
com um plano. Apos fazer um estudo das
diferentes pecas que poderia obter, ele concluiu
que uma delas poderia ter uma das faces
pentagonal.

Qual dos argumentos a seguir justifica a
conclusao do artesao?

0 Uma piramide de base quadrada tem 4 arestas
laterais e a intersecdo de um plano com a
piramide intercepta suas arestas laterais.
Assim, esses pontos formam um poligono de 4
lados.

® Uma piramide de base quadrada tem 4 faces
triangulares e, quando um plano intercepta
essa piramide, divide cada face em um
triangulo e um trapézio. Logo, um dos
poligonos tem 4 lados.

® Uma piramide de base quadrada tem 5 faces €
a intersecao de uma face com um plano é um
segmento de reta. Assim, se o plano interceptar
todas as faces, o poligono obtido nessa
intersecao tem 5 lados.

® O numero de lados de qualquer poligono
obtido como intersecdo de uma piramide com
um plano é igual ao numero de faces da
piramide. Como a piramide tem 5 faces, o
poligono tem 5 lados.

@ O numero de lados de qualquer poligono
obtido interceptando-se uma piramide por um
plano é igual ao numero de arestas laterais da
piramide. Como a piramide tem 4 arestas
laterais, o poligono tem 4 lados.

QUESTAO 22 - FUVEST 2003

Um telhado tem a forma da superficie lateral de
uma piramide regular, de base quadrada. O lado
da base mede 8m e a altura da piramide 3m. As
telhas para cobrir esse telhado sdao vendidas em
lotes que cobrem 1m?2.

Supondo que possa haver 10 lotes de telhas
desperdicadas (quebras e emendas), o numero
minimo de lotes de telhas a ser comprado é:

0 90

0 100
® 110
® 120
0 130

QUESTAO 23 - UNESP 2002

QUESTAO 21 - CFTMG 2008

Um faraé projetou uma piramide de 100m de
altura, cuja base € um quadrado de lado 100 m,
dentro da qual estaria seu timulo. Para edificar
1000m3 a mao de obra escrava gastava, em
média, 72 dias.

Nessas condicoes, o tempo necessario, em anos,
para a construcao dessa piramide foi,
aproximadamente,

076
O 66
® 56
® 46

O prefeito de uma cidade pretende colocar em
frente a prefeitura um mastro com uma
bandeira, que sera apoiado sobre uma piramide
de base quadrada feita de concreto macico, como
mostra a figura.

Sabendo-se que a aresta da base da piramide
tera 3 m e que a altura da piramide sera de 4 m,
o volume de concreto (em mS3) necessario para a
construcao da piramide sera

0 36.
0 27.
O 18.
O 12.
Q4.
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QUESTAO 24 - UERJ 2002

Leia os quadrinhos:

HAGAR, o horrivel Chris Browne

ol
oo e ek i
sl

(O Globo, margo 2000)

Suponha que o volume de terra acumulada no
carrinho de mao do personagem seja igual ao do
s6lido esquematizado na figura a seguir, formado
por uma piramide reta sobreposta a um
paralelepipedo retangulo.

. E!
! R
A
1 I
0 E T a0
PP Lo “\,_‘ !_(

Assim, o volume médio de terra que Hagar

acumulou em cada ano de trabalho &, em dm3,
igual a:

0 12

0O 13

® 14

® 15

A razao entre as superficies totais desse sélido e
do Piramix equivale a:

A

B]
®
D]

Ol O|NOo|lo o~

QUESTAO 26 - UFSM 1999

QUESTAO 25 - UERJ 2000

A figura abaixo representa o brinquedo Piramix.

Ele tem a forma de um tetraedro regular, com
cada face dividida em 9 triangulos equilateros
congruentes.

Se, a partir de cada vértice, for retirada uma
1
piramide regular cuja aresta é 5 da aresta do

brinquedo, restara um novo soélido.

Um técnico agricola utiliza um pluviometro na
forma de piramide quadrangular, para verificar o
indice pluviométrico de uma certa regiao.

A agua, depois de recolhida, &€ colocada num
cubo de 10 cm de aresta. Se, na piramide, a agua
atinge uma altura de 8 cm e forma uma pequena
piramide de 10 cm de apétema lateral, entdo a
altura atingida pela agua no cubo é de

0O 2,24 cm
® 2,84 cm
® 3,84 cm
® 4,24 cm
@6,72 cm

QUESTAO 27 - UNIRIO 1998

Uma piramide esta inscrita num cubo, como
mostra a figura anterior.

Sabendo-se que o volume da piramide é de 6 m3,
entao, o volume do cubo, em m3, é igual a:

(AXC)
012
® 15
® 18
Q21
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CONES
DEFINICAO E ELEMENTOS

Seja um plano a, um ponto V ¢ a e um circulo y
contido em o. Chama-se cone circular a reunido de
todos os segmentos de reta com uma extremidade em
V e a outra nos pontos do circulo y considerado.

v

No cone circular da figura tém-se os seguintes
elementos:

Vértice: E o ponto V citado na definicao.
Base: E o circulo y citado na definicdo
Altura: E a distancia h do vértice ao plano da base.

Eixo: E a reta que passa por V e pelo centro da
circunferéncia y.

v %
‘
Cone reto Cone obliquo
Quando o eixo do cone é perpendicular ao plano da

base, dizemos que o cone € reto, caso contrario, o cone
é dito obliquo.

Geratrizes: S3o os segmentos g com uma
extremidade em V e a outra nos pontos da
circunferéncia da base.

Geratrizes

Raio da base: E o raio R do circulo y citado na
definicao.

CONE RETO
DEFINICAO E ELEMENTOS
Um cone circular é dito reto quando a projecao

ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro
da base.

Na figura, temos:

VO = h é altura do cone
OB = R € o raio da base.
VB = g € a geratriz

Como esses trés elementos formam um triangulo
retangulo, podemos aplicar o teorema de Pitagoras:

g2 = h? + R?
O cone circular reto é também chamado cone de

revolucao, pois pode ser gerado pela rotacdo de um
triangulo retangulo em torno de um de seus catetos.
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DESENVOLVIMENTO DAS SUPERFICIES
LATERAL E TOTAL DE UM CONE RETO

A superficie lateral de um cone circular reto de raio da
base R e geratriz g € equivalente a um setor circular de
raio g, cujo arco tem comprimento 2rR.

AREA LATERAL

Existem duas maneiras para calcular a area da
superficie lateral do cone reto.

Caso o angulo 6 seja dado, podemos fazer uma
regra de trés:

Angulo Area
Circulo o 5
Completo 360 9
Setor
Circular 6 A

360°-4, = 0 - wg?

6

A = 2
L7 3600

‘g

Mas, a maneira mais utilizada para calcular a
area lateral de um cone circular reto é fazer uma
regra de trés com o comprimento do arco
delimitado pelo setor circular:

2nR
g
g
g9
Comprimento {
Area
do Arco
Circulo o a2
Completo g 9
Setor
. 2mR
Circular " A

2mg - A, = 2nR - mg?

_ 2nR-mg®
L 2ng

Al = T[Rg

AREA DA BASE

Quanto a area da base, o calculo € um pouco
mais simples. Como a base do cone circular reto
é um circulo, basta calcularmos a area do
circulo:

Ab = 77.'1?2

AREA TOTAL

N

A area total é dada pela soma da area lateral com
a area da base:

At =Al +Ab
A, = mRg + mR?

A, =7nR(g+R)
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VOLUME DO CONE CIRCULAR RETO

=

jad

wn\v a

O Principio de Cavalieri nos diz que soélidos de
mesma altura com areas de secgoes transversais
correspondentes equivalentes possuem o mesmo
volume, portanto, o calculo do volume do cone é
analogo ao da piramide.

Veone = Vpiramide

Ab - h
Veone = T
mR%h
Veone = T

Ainda pelo Principio de Cavalieri, concluimos que
o volume de um cone é€ um terco do volume de
um cilindro de mesma area da base e mesma
altura:

________________________ —

h
I

SECCAO MERIDIANA

E a interseccdo do cone reto com um plano que
contém a reta VO (eixo de rotacao). A seccao meridiana
de um cone circular reto € um triangulo isésceles de
base 2R e altura h, que na figura é representada pelo
triangulo VAB.

Quando a seccao meridiana de um cone reto € um
triangulo equilatero, o cone é dito cone equilatero.

CONE EQUILATERO
Como a seccdo meridiana do cone equilatero é

um triangulo equilatero, a geratriz do cone deve
ser igual ao diametro da base do cone:

No cone equilatero da figura, tem-se AB = AV = BV.

\Y%

Assim:
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TRONCO DE CONE RETO

Seccionando-se um cone por um plano paralelo a base
do mesmo, obtém-se dois sélidos: um novo cone € um
tronco de cone de bases paralelas.

I“ll 1\

I
!

1
T
l/ :
tronco de cone /!
/ !
L1
L4

/ \\.l /soccao'.mnsversa!
A ""7>~<‘5 ; 4 =

ELEMENTOS DO TRONCO DE CONE RETO

base
/b / menor
F--o%-%----- ‘

/ : :
geratriz —/ \ 'altura
' (h)

maior

Um tronco de cone reto tera:
Uma base menor de raio r;
Uma base maior de raio R;
A Geratriz g;;

E a altura h;.

Perceba que em um tronco de cone reto, podemos
aplicar o teorema de Pitagoras, obtendo a
seguinte relacao:

VOLUME DO TRONCO DE CONE RETO

A seccao transversal de um cone reto gera um
cone menor que € semelhante ao cone original.
Essa semelhanca nos permite fazer uso de
algumas relacoes:

Em que,

H é a altura, R é raio da base e G € a geratriz do
cone maior;

h é a altura, r € raio da base e g € a geratriz do
cone menor;

E k é a razao de semelhanca.

Se pensarmos em area, vale a relacao:

As _Ar_Ar_ o
A, A A
Em que,
Ap € a area da base, A; € a area lateral e Ay €
area total do cone maior;
A, € a area da base, A; € a area lateral e A, é
area total do cone menor;
E k é a razao de semelhanca.

a
o

a
o

E, finalmente, pensando em volume, vale:

K = k3
v

Em que,

V é o volume do cone maior, v € o volume do cone

menor e k € a razao de semelhanca.

Através dessas relacoes, podemos encontrar o
volume do tronco de cone reto:

Vi=V-—-v

Em que, V; € o volume do tronco de cone reto,
V é o volume do cone maior e v € o volume do
cone menor.
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Também existe uma férmula, analoga a que
vimos para o tronco de piramide, pela qual é
possivel encontrar o volume do tronco, a saber:

h
4 =§t- (4p + /A5 4, + Ap)
Em que,
V é o volume do tronco;
Agp é a area da base maior;

A, é a area da base menor;
h; € a altura do tronco.

Como as bases dos cones sao circulos, temos:
h 2 2 2 2
V=?- mR* ++mR% - tr* + ir

h
V= ?t (nR? + mRr + nr?)

h,m
Vth-(R2+Rr+r2)

QUESTOES DE CONE NO ENEM

QUESTAO 01 - ENEM 2016

Em regides agricolas, € comum a presenca de
silos para armazenamento e secagem da
producao de graos, no formato de um cilindro
reto, sobreposta por um cone, e dimensodes
indicadas na figura. O silo fica cheio e o
transporte dos graos é feito em caminhoées de

carga cuja capacidade é de 20 m3. Uma regido

possui um silo cheio e apenas um caminhéao para
transportar os graos para a usina de
beneficiamento.

Interbits®

3m

Utilize 3 como aproximacao para T

O nUmero minimo de viagens que o caminhao
precisara fazer para transportar todo o volume de
graos armazenados no silo é

0 6.

G 16.

e 17.

® 18.

G 21.

QUESTAO 02 - ENEM PPL 2015

Ao se perfurar um poc¢o no chao, na forma de um
cilindro circular reto, toda a terra retirada é
amontoada na forma de um cone circular reto,
cuyjo raio da base é o triplo do raio do poco e a
altura € 2,4 metros. Sabe-se que o volume desse
cone de terra € 20% maior do que o volume do
poco cilindrico, pois a terra fica mais fofa apos
ser escavada.

Qual é a profundidade, em metros, desse poco?
0 1,44

® 6,00

® 7,20

® 8,64

A 36,00
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QUESTAO 03 - ENEM 2014

Um sinalizador de transito tem o formato de um
cone circular reto. O sinalizador precisa ser
revestido externamente com adesivo
fluorescente, desde sua base (base do cone até a
metade de sua altura, para sinalizacao noturna.
O responsavel pela colocacao do adesivo precisa
fazer o corte do material de maneira que a forma
do adesivo corresponda exatamente a parte da
superficie lateral a ser revestida.

Qual devera ser a forma do adesivo?

Interbits®

QUESTAO 04 - ENEM 2011

A figura seguinte mostra um modelo de
sombrinha muito usado em paises orientais.

Disponivel em: http://mdmat.psico.ufrgs.br. Acesso em: 1 maio 2010.

Esta figura é uma representacdo de uma
superficie de revolucao chamada de

0 piramide.

( semiesfera.

@ cilindro.

® tronco de cone.

@ cone.

QUESTAO 05 - ENEM 2010 (2# aplicacéo)

Um arquiteto esta fazendo um projeto de
iluminacdo de ambiente e necessita saber a
altura que devera instalar a luminaria ilustrada
na figura

Interbits®

; luminaria

Sabendo-se que a luminaria devera iluminar

uma &rea circular de 28,26m?, considerando
m=3,14, a altura h sera igual a

0O 3 m.

O 4 m.

® 5 m.
® 9m.
GO 16 m.
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QUESTAO 06 — ENEM 2009 Cancelado

Um vasilhame na forma de um cilindro circular
reto de raio da base de 5 cm e altura de 30 cm
estd parcialmente ocupado por 625mcm3 de
alcool. Suponha que sobre o vasilhame seja
fixado um funil na forma de um cone circular reto
de raio da base de 5 cm e altura de 6 cm,
conforme ilustra a figura 1. O conjunto, como
mostra a figura 2, € virado para baixo, sendo H a
distancia da superficie do alcool até o fundo do
vasilhame.

2
nreh
Volume do cone: Veone =

30 cm

30 cm

Figura 1 Figura 2

Considerando-se essas informacodes, qual € o
valor da distancia H?

0O 5 cm.

O 7 cm.

® 8 cm.

® 12 cm.

O 18 cm.

QUESTOES DE CONE ESTILO ENEM

QUESTAO 08 — UFU 2017

Um recipiente conico utilizado em experiéncias
de quimica deve ter duas marcas horizontais
circulares, uma situada a 1 centimetro do vértice
do cone, marcando um certo volume v, e outra

marcando o dobro deste volume, situada a H
centimetros do vértice, conforme figura.

marca 2 —> —

marca 1
Hcm
1em
|

Nestas condicoes, a distancia H, em centimetros,
€ igual a:

0 32

03

® 4/3

® 3/2

Interbits®

QUESTAO 09 - FUVEST 2017

QUESTAO 07 - FMP 2017

Um recipiente cilindrico possui raio da base
medindo 4cm e altura medindo 20cm. Um

segundo recipiente tem a forma de um cone, e as
medidas do raio de sua base e de sua altura sao
iguais as respectivas medidas do recipiente
cilindrico.

Qual é a razao entre o volume do recipiente
cilindrico e o volume do recipiente conico?

WO ©@ ©
AR Waa N~

Um reservatorio de agua tem o formato de um
cone circular reto. O diametro de sua base (que
esta apoiada sobre o chao horizontal) é igual a
8 m. Sua altura é igual a 12m. A partir de um
instante em que o reservatorio esta
completamente vazio, inicia-se seu enchimento
com agua a uma vazdo constante de 500 litros
por minuto.

O tempo gasto para que o nivel de agua atinja
metade da altura do reservatorio é de,
aproximadamente,

Dados:
-  é aproximadamente 3,14.
- O volume V do cone circular reto de altura h e

raio da base r é V:%nr2 h.

O 4 horas e 50 minutos.
O 5 horas e 20 minutos.
® 5 horas e 50 minutos.
® 6 horas e 20 minutos.
@ 6 horas e 50 minutos.
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QUESTAO 10 - UNESP 2017

Um cone circular reto, de vértice V e raio da base
igual a 6cm, encontra-se apoiado em uma
superficie plana e horizontal sobre uma geratriz.
O cone gira sob seu eixo de revolucao que passa
por V, deslocando-se sobre a superficie plana
horizontal, sem escorregar, conforme mostra a
figura.

Interbits®

O cone retorna a posicao inicial apés o circulo da
sua base ter efetuado duas voltas completas de
giro. Considerando que o volume de um cone é

2
o volume do cone

calculado pela formula

da figura, em Cm3

0 7231
O 48\3n
® 36V3n
® 1831
@ 123n

, €igual a

QUESTAO 11 - IFAL 2016

Girando, em uma volta completa, um triangulo
retangulo de catetos 3cm e 4cm, em torno de

seu cateto maior, teremos o soélido abaixo com
suas caracteristicas:

0 piramide com area lateral 30 cm? e volume

10 cm?.
2

® cone com area lateral 15mcm® e volume
121 cm®.

® cone com area da base 16T cm? e volume
121 cm®.

O® piramide com area da base e area lateral iguais
a 12mom?.

@ cone com area da base e area lateral iguais a
15 cmd.

QUESTAO 12 - UCS 2016

Uma ampulheta tem a forma de dois cones
circulares retos idénticos (mesmo raio e mesma
altura no interior de um cilindro circular reto,
conforme mostra a figura.

e R

Interbits®

O volume da parte do cilindro sem os dois cones
é igual soma dos volumes desses
cones. Assinale a alternativa que preenche
corretamente a lacuna acima.

0a

® ao dobro da

® a metade da

® a um terco da

@ a dois tercos da
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QUESTAO 13 - UERJ 2015

Um funil, com a forma de cone circular reto, é
utilizado na passagem de 0leo para um recipiente
com a forma de cilindro circular reto. O funil e o
recipiente possuem a mesma capacidade.

De acordo com o esquema, os eixos dos
recipientes estdo contidos no segmento TQ,
perpendicular ao plano horizontal (.

Interbits®

Admita que o funil esteja completamente cheio do
o0leo a ser escoado para o recipiente cilindrico
vazio. Durante o escoamento, quando o nivel do
Oleo estiver exatamente na metade da altura do

funil | g, o nivel do 6leo no recipiente cilindrico

correspondera ao ponto K na geratriz AB.
A posicao de K, nessa geratriz, € melhor
representada por:

0
A
K

Interbits®

QUESTAO 14 - UEMG 2015

Um reservatorio de agua, de formato coénico, com
raio da tampa circular igual a 8 metros e altura
igual a 9 metros, sera substituido por outro de
forma cubica, de aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatério conico completamente
cheio, ao se transferir a agua para o reservatorio
cubico, a altura do nivel atingida pela agua sera
de (considere m=3)

0 576m.

O 4,43m.

® 6,38m.

® 8,74m.

QUESTAO 15 - UPE 2014

Um torneiro mecanico construiu uma peca
retirando, de um cilindro metalico macico, uma
forma conica, de acordo com a figura 01 a seguir:

.........................

10 cm

@
2

Figura 01 Peca

Qual é o volume aproximado da peca em
milimetros cubicos? Considere m=3

0 216x10°
® 7,2x10*
® 2,8x10°
® 8,32x10%
@ 314x10°

QUESTAO 16 — UNIFOR 2014

Parte do liquido de um cilindro circular reto que
esta cheio ¢é transferido para dois cones
circulares retos idénticos de mesmo raio e
mesma altura do cilindro.

Sabendo-se que os cones ficaram totalmente
cheios e que o nivel da agua que ficou no cilindro
é de 3 m, a altura do cilindro é de:

O5m
®@6m
® 8m
®9m
@ 12m
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QUESTAO 17 - IFPE 2014

Um silo para armazenamento de cereais €
formado pela juncao de um cilindro e um cone
com o mesmo raio da base e dimensodes internas
indicadas na figura a seguir.

10m

Interbits®

Determine quantos metros cubicos de cereais
podem ser armazenados neste silo. (Adote
m=2314)
0 3.140
© 3.346
® 3454
® 3512
G 3.816

QUESTAO 19 - UNIFOR 2014

Um deposito cheio de combustivel tem a forma de
um cone circular reto. O combustivel deve ser
transportado por um unico caminhao no qual o
tanque transportador tem a forma de um cilindro
circular reto, cujo raio da base mede metade do

raio da base do depésito e altura % da altura do

deposito.

Quantas viagens o caminhao devera fazer para
esvaziar completamente o depoésito, se para cada
viagem a capacidade do tanque é preenchida?

0?2

WO
o uhAw

QUESTAO 20 - UFRGS 2014

QUESTAO 18 - UEMG 2014

Uma empresa deseja fabricar uma peca macica
cyujo formato € um soélido de revolucao obtido pela
rotacdo de um trapézio isésceles em torno da
base menor, como mostra a figura a seguir. As
dimensoes do trapézio sdo: base maior iguala 15
cm, base menor igual a 7 cm e altura do trapézio
igual a 3 cm.

Considerando-se m =3, o volume, em litros, da
peca fabricada corresponde a

0 0,212.

® 0,333.

® 0,478.

® 0,536.

Um cone reto com raio da base medindo 10 cm e
altura de 12 cm sera seccionado por um plano

paralelo a base, de forma que os solidos
resultantes da seccao tenham o mesmo volume.

A altura do cone resultante da seccao deve, em
cm, ser

0 6.
0O 8.

® 62.
® 632.
@ 634,
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QUESTAO 21 - UNESP 2014

Prato da culinaria japonesa, o temaki € um tipo
de sushi na forma de cone, enrolado
externamente com nori, uma espécie de folha
feita a partir de algas marinhas, e recheado com
arroz, peixe cru, ovas de peixe, vegetais e uma
pasta de maionese e cebolinha.

Um temaki tipico pode ser representado
matematicamente por um cone circular reto em
que o diametro da base mede 8 cm e a altura 10
cm. Sabendo-se que, em um temaki tipico de
salmao, o peixe corresponde a 90% da massa do
seu recheio, que a densidade do salmao € de 0,35
g/cms3, e tomando mw=3, a quantidade
aproximada de salmao, em gramas, nesse
temaki, é de

0 46.

0 58.

® 54.

® 50.

G 62.

%
2
L
=

Figura 3

Observacao: Na lata e nos recipientes
completamente cheios de doce de leite, o doce
nao excede a altura de cada um deles e, na
transferéncia do doce de leite da lata para os
recipientes, nao ha perda de doce.

0 3.

0O 4.

®s.

® 6.

Q.

QUESTAO 23 - PUCRS 2013

QUESTAO 22 - UEL 2013

Considere uma lata, com o formato de um
cilindro reto de altura h cm e raio r cm (Figura 1),
completamente cheia de doce de leite. Parte do
doce dessa lata foi transferido para dois
recipientes (Figura 2), iguais entre si e em forma
de cone, que tém a mesma altura da lata e o raio
da base igual a metade do raio da base da lata.
Considere também que os dois recipientes
ficaram completamente cheios de doce de leite.

Figura 1 Figura 2

Desprezando a espessura do material de que sao
feitos os recipientes e a lata, quantos outros
recipientes, também em forma de cone, mas com
a altura igual a metade da altura da lata e de
mesmo raio da lata (Figura 3), podem ser
totalmente preenchidos com o doce de leite que
restou na lata?

Um desafio matematico construido pelos alunos
do Curso de Matematica tem as pecas no formato
de um cone. A figura abaixo representa a
planificacao de uma das pecas construidas.

Interbits®

A area dessa peca é de cm?2.
0O 107
O 167
® 20n
® 28n
G 40m
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QUESTAO 24 - UFG 2013

Um cone circular reto de madeira, homogéneo,
com 20 cm de altura e 20 cm de diametro da
base, flutua livremente na agua parada em um
recipiente, de maneira que o eixo do cone fica
vertical e o vértice aponta para baixo, como
representado na figura a seguir.

Interbits®

Denotando-se por h a profundidade do vértice do
cone, relativa a superficie da agua, por ro raio do
circulo formado pelo contato da superficie da
agua com o cone e sabendo-se que as densidades
da agua e da madeira sdo 1,0 g/cm3 e 0,6 g/cm3,
respectivamente, os valores de r e h, em
centimetros, sdo, aproximadamente:

Dados: 33 ~144, 35 ~171
058¢ll,6
®8,2¢18,0
®38,4¢ 16,8
® 8,9¢ 15,0
®9,0e 18,0

QUESTAO 26 - FGV 2012

Um ralador de queijo tem a forma de cone
circular reto de raio da base 4 cm e altura 10 cm.
O queijo é ralado na base do cone e fica
acumulado em seu interior (figura 1). Deseja-se
retirar uma fatia de um queijo com a forma de
cilindro circular reto de raio da base 8cm e
altura 6cm, obtida por dois cortes
perpendiculares a base, partindo do centro da
base do queijo e formando um angulo a (figura

2), de forma que o volume de queijo dessa fatia
corresponda a 90% do volume do ralador.

Ralador

Figura 2

Interbits®

Figura 1

Nas condicoes do problema, a € igual a
0 45°.
G 50°.
® 55°.
® 60°.
G 65°.

QUESTAO 27 - UNICAMP 2011

QUESTAO 25 - CEFETMG 2013

Apobs mergulhar um ovo em um copo de agua de
bases (inferior e superior) circulares de diametros
4,8 cm e 7,2 cm, respectivamente, um estudante
registrou uma elevacao no nivel de agua de 6 cm
para 8 cm, tal como mostra a figura seguinte.

10 cm

6 cm

Considerando m=3, o volume aproximado do
ovo, em cm3, encontra-se no intervalo

0 [0, 25].

® [25, 50].

® [50, 75].

® [75, 100].

G [100, 125].

Depois de encher de areia um molde cilindrico,
uma crianca virou-o sobre uma superficie
horizontal. Apos a retirada do molde, a areia
escorreu, formando um cone cuja base tinha raio
igual ao dobro do raio da base do cilindro.

C_
4
—

Interbits®

I 2R 1
A altura do cone formado pela areia era igual a

(A) 3 da altura do cilindro.
4

(B) % da altura do cilindro.
2 e

(C) 3 da altura do cilindro.

(D) % da altura do cilindro.
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QUESTAO 28 - UFPB 2011

QUESTAO 29 - CFTMG 2010

A prefeitura de certo municipio realizou um
processo de licitacdo para a construcao de 100
cisternas de placas de cimento para familias da
zona rural do municipio. Esse sistema de
armazenamento de agua €& muito simples, de
baixo custo e nao poluente. A empreiteira
vencedora estipulou o preco de 40 reais por m?
construido, tomando por base a area externa da
cisterna. O modelo de cisterna pedido no
processo tem a forma de um cilindro com uma
cobertura em forma de cone, conforme a figura
abaixo.

Interbits®

Considerando que a construcao da base das
cisternas deve estar incluida nos custos, é
correto afirmar que o valor, em reais, a ser gasto
pela prefeitura na construcao das 100 cisternas
sera, no maximo, de:

Use: = 3,14

0 100.960

® 125.600

@® 140.880

® 202.888

@ 213.520

Um aluno gira um retangulo em torno do eixo que
contém um de seus lados e calcula o volume V
do sélido obtido. Depois, ele traca a diagonal do
retangulo e o separa em dois tridangulos, como
mostra a figura.

N N

eixo de eixo de eixo de eixo de
rotagao rotagdo rotagéo rotagao

Interbits®

Ao girar cada um dos triangulos, em torno do
mesmo eixo de rotacdo, os volumes dos solidos
obtidos séo

(A) 1Vegv
3 3
(B) 1Ve§V
4 4
1 4

® —Ve-V
5 5

(D) 1Ve§V
6 6
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QUESTAO 30 - FGV 2010

A figura indica a planificacdo da lateral de um
cone circular reto:

O cone a que se refere tal planificacao é

A

QUESTAO ALTERNATIVA

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
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ESFERA

As esferas sao obtidas pelo giro de um
semicirculo ao redor do didametro, por isso, sao
chamadas de sélido de revolucao.

i
vEizo de rotacao

Esfera obtida pelo giro de um semicirculo em torno do seu diametro

VOLUME DA ESFERA

Para determinarmos o volume da esfera,
usaremos o principio de Cavalieri, que diz que
dois sélidos de mesma altura terdo o mesmo
volume se suas “fatias correspondentes” tiverem
a mesma area.

Do lado esquerdo temos uma esfera de raio re do
lado direito temos uma anticlepsidra (cilindro
equilatero de raio r, subtraido de dois cones de
raio r e altura 7).

Nee

Perceba que a area da fatia (circulo de raio s
verd® da esfera depende da distancia h que €
feita em relacao ao centro da esfera. E que existe
uma relacdo entre s, h e o raio r da esfera.

r2 =s2+h?

2

s2=r2—h?
A area da fatia da esfera sera dada por:

Apy = ms?

Apy = m(r® — h?)

Ja a area da fatia da anticlepsidra (coroa circular)
€ dada por:

Ap, = mr? — mh?

Ap, = m(r® — h?)
Como as areas das fatias correspondentes da
esfera e da anticlepsidra sdo as mesmas, logo,

pelo principio de Cavalieri, os dois sélidos de
mesma altura, terao o mesmo volume.

VEsfera = VAnticlepsidra

VEsfera = Veitinaro — 2Vcone

5 2nrir
VEsfera =mrer —
,  2mr?
VEsfera = 2nr” — 3

6nrd — 2nrs

VEsfera = 3
4gr3
VEsfera = 3

SUPERFICIE ESFERICA

A parte superficial de uma esfera €, justamente,
o conjunto de pontos cuja distancia do centro é
igual ao raio. Essa superficie pode ser obtida pela
rotacao de uma semicircunferéncia em torno do
diametro.

R
v

Para a obtencao da area da superficie de uma

esfera, iremos utilizar apenas conceitos basicos
de Geometria.
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Podemos decompor a esfera em uma infinidade
de piramides cujas bases compdem a superficie
esférica e os vértices se encontram no centro da
esfera.

Desta forma, a superficie da esfera fica dividida
em N poligonos e a area da superficie esférica Agg
€ dada por:

(1) A=A, +A, +A;++ 4,

Para o Volume da esfera, podemos dizer que é
igual a soma dos volumes dessas N por:

(2) Ve=Vi+Vy+ Tty

Sabemos que o volume de uma piramide é dado
pela formula:

1
(3) Vo =34, h

No caso destas piramides que compoem a esfera,
suas alturas sdo exatamente o raio R da esfera.
Assim, a relagao (3) fica:

1
(4) V= §Ab ‘R

e o volume da esfera sera a soma dos volumes
destas piramides:

Vejam que a soma das areas da relagdo (5) é igual
a superficie esférica dada na relacéo (1). Assim,
temos que:

. _R
(6) l-'5=§'ASE

Partindo do principio em que ja sabemos como
calcular o volume da esfera:

4
(7) V= gn'Ra

podemos determinar a superficie esférica
substituindo a relacao (7) em (6), obtendo:

4 3
gﬂ'R =§'ASE

(8) Az =4mR?

Vejam que aqui s6 utilizamos conceitos basicos
de Geometria, levando em conta que ja sabiamos
previamente a férmula do volume da esfera.

FUSO ESFERICO

O fuso esférico é a parte da superficie de uma
esfera formada pelo giro de uma
semicircunferéncia em a graus em torno do
diametro da esfera.

| fuso esférico

Para encontrarmos a area de um fuso esférico,
basta fazermos uma regra de trés:

Angulo Area
360° 41 R?
a Apg

360° X Agy = 4anR?

B 4amR?
FE ™ 3600
B anR?
FE — 900
CUNHA ESFERICA

Um semicirculo que gira a graus ao redor de
algum eixo forma uma cunha esférica.
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O volume da cunha esférica também pode ser
calculado por meio de regra de trés.

Angulo Volume

3
360° AR
3
a Vee
4anR3
Vep X 360° =
3
S 4anR3
CE ™ 3 x 360°
3 anR3
CE ™ 3 x 90°
_— anR3
CE ™ 2700

QUESTOES DE ESFERA DO ENEM

QUESTAO 01 — ENEM 2016 (2* APLICACAO)

A bocha é um esporte jogado em canchas, que
sdo terrenos planos e nivelados, limitados por
tablados perimétricos de madeira. O objetivo
desse esporte € lancar bochas, que sdo bolas
feitas de um material sintético, de maneira a
situa-las o mais perto possivel do bolim, que é
uma bola menor feita, preferencialmente, de aco,
previamente lancada.

A Figura 1 ilustra uma bocha e um bolim que
foram jogados em uma cancha. Suponha que um
jogador tenha lancado uma bocha, de raio 5c¢cm,

que tenha ficado encostada no bolim, de raio
2 cm, conforme ilustra a Figura 2.

Figura 1 Figura 2

Considere o ponto C como o centro da bocha, e
o ponto O como o centro do bolim. Sabe-se que
A e B sdo os pontos em que a bocha e o bolim,
respectivamente, tocam o chdo da cancha, e que
a distancia entre A e B éigual a d.

Nessas condicoes, qual a razdo entre d e o raio
do bolim?

01
GzJSE

@O ©
a3
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QUESTAO 02 — ENEM 2016 (2* APLICACAO)

Uma industria de perfumes embala seus
produtos, atualmente, em frascos esféricos de

raio R, com volume dado por in~(R)3.

Observou-se que havera reducdo de custos se
forem utilizados frascos cilindricos com raio da

R R)?
base 3 cujo volume sera dado por 1{5) -h,
sendo h a altura da nova embalagem.

Para que seja mantida a mesma capacidade do
frasco esférico, a altura do frasco cilindrico (em
termos de R) devera ser igual a

0O 2R.
6 4R.
® 6R.
® 9R.
G 12R.

QUESTAO 04 - ENEM PPL 2014

QUESTAO 03 - ENEM 2014

Uma empresa farmacéutica produz
medicamentos em pilulas, cada uma na forma de
um cilindro com uma semiesfera com o mesmo
raio do cilindro em cada uma de suas
extremidades. Essas pilulas sdo moldadas por
uma maquina programada para que os cilindros
tenham sempre 10mm de comprimento,
adequando o raio de acordo com o volume
desejado.
Um medicamento é produzido em pilulas com
5mm de raio. Para facilitar a degluticdo, deseja-
se produzir esse medicamento diminuindo o raio
para 4mm, €, por consequéncia, seu volume. Isso
exige a reprogramacao da maquina que produz
essas pilulas.

Use 3 como valor aproximado para T.

A reducao do volume da pilula, em milimetros
cubicos, apés a reprogramacao da maquina, sera
igual a
0 168.
G 304.
® 306.
® 378.
G 514.

Para fazer um pido, brinquedo muito apreciado
pelas criancas, um artesdo utilizard o torno
mecanico para trabalhar num pedaco de madeira
em formato de cilindro reto, cujas medidas do
didametro e da altura estao ilustradas na Figura
1. A parte de cima desse pido sera uma
semiesfera, e a parte de baixo, um cone com
altura 4 cm, conforme Figura 2. O vértice do cone

devera coincidir com o centro da base do cilindro.

Interbits®

7 cm

4 cm

-~
Figura 1 Figura 2

O artesao deseja fazer um pido com a maior
altura que esse pedaco de madeira possa
proporcionar e de modo a minimizar a
quantidade de madeira a ser descartada.

Dados:
3

O volume de uma esfera de raio r é %.n e
O volume do cilindro de altura h e area da base
Sé S.h

O volume do cone de altura h e area da base S

é 1-S~h;
3

Por simplicidade, aproxime m para 3.

A quantidade de madeira descartada, em
centimetros cubicos, é

0O 45.

O 4s.

® 72.

® 90.

O 99.
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QUESTAO 05 - ENEM PPL 2014

A figura é uma representacao tridimensional da
molécula do hexafluoreto de enxofre, que tem a
forma bipiramidal quadrada, na qual o atomo
central de enxofre esta cercado por seis atomos
de fluor, situados nos seis vértices de um
octaedro. O angulo entre qualquer par de
ligacoes enxofre-flior adjacentes mede 90°.

Legenda:

Enxofre .
Fuor @
Ligagdo ()

Disponivel em: www.portalsaofrancisco.com.br.
Acesso em: 2 mar. 2013 (adaptado).

A vista superior da molécula, como representada
na figura, é:

QUESTAO 06 - ENEM 2012

O globo da morte é uma atracdo muito usada em
circos. Ele consiste em uma espécie de jaula em
forma de uma superficie esférica feita de aco,
onde motoqueiros andam com suas motos por
dentro. A seguir, tem-se, na Figura 1, uma foto
de um globo da morte e, na Figura 2, uma esfera
que ilustra um globo da morte.

Figura 1 Figura 2

Na Figura 2, o ponto A estd no plano do chao
onde esta colocado o globo da morte e o segmento
AB passa pelo centro da esfera e é perpendicular
ao plano do chao. Suponha que ha um foco de
luz direcionado para o chao colocado no ponto B
e que um motoqueiro faca um trajeto dentro da
esfera, percorrendo uma circunferéncia que

passa pelos pontos AeB.
Disponivel em: www.baixaki.com.br. Acesso em: 29 fev. 2012.

A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no
plano do chéo é melhor representada por

C
U

D]

@
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QUESTAO 07 — ENEM 2010 (2* APLICACAO)

Se pudéssemos reunir em esferas toda a agua do
planeta, os diametros delas seriam:

Interbits®

Toda agua do planeta
1,39 bilhdes de km3

Agua doce do planeta
35,03 milhdes de km3

Agua doce subterranea
10,53 milhdes de km?3

272 km
° Agua doce superf:icial
58 km 104,59 mil km

Guia do Estudante: Atualidades e Vestibulares+ENEM.
Abril: Sdo Paulo, 2009.

A razao entre o volume da esfera que corresponde
a agua doce superficial e o volume da esfera que
corresponde a agua doce do planeta €
1
[
343
1
49
1

BJ
(C
7
o 29
(EJ

136
136

203

QUESTAO 08 - ENEM 2010

Em um casamento, os donos da festa serviam
champanhe aos seus convidados em tacas com
formato de um hemisfério (Figura 1), porém um
acidente na cozinha culminou na quebra de
grande parte desses recipientes.

Para substituir as tacas quebradas, utilizou-se
um outro tipo com formato de cone (Figura 2). No
entanto, os noivos solicitaram que o volume de
champanhe nos dois tipos de tacas fosse igual.

Figura 1 Figura 2 §
Considere:
Vesfera = _i”Rs e Vcone = 1”R2h
3 3

Sabendo que a taca com o formato de hemisfério
e servida completamente cheia, a altura do
volume de champanhe que deve ser colocado na
outra taca, em centimetros, € de

0 1,33.

0 6,00.

® 12,00.

® 56,52.

G 113,04.

QUESTAO 09 - ENEM CANCELADO 2009

Um artista plastico construiu, com certa
quantidade de massa modeladora, um cilindro
circular reto cujo diametro da base mede 24 cm
e cuyja altura mede 15 cm. Antes que a massa
secasse, ele resolveu transformar aquele cilindro
em uma esfera.

4nr®
3
Analisando as caracteristicas das figuras
geométricas envolvidas, conclui-se que o raio R
da esfera assim construida € igual a
0 15
0O 12
@ 24

® 360
@ 6330

Volume da esfera: Vesfera =
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QUESTAO 10 - ENEM 2001

Um fabricante de brinquedos recebeu o projeto
de uma caixa que devera conter cinco pequenos
sélidos, colocados na caixa por uma abertura em
sua tampa. A figura representa a planificacdo da
caixa, com as medidas dadas em centimetros.

4
5
6 5 15
10
5 6
| 5|
4

Os solidos sao fabricados nas formas de

I. um cone reto de altura 1 cm e raio da base 1,5
cm.

II. um cubo de aresta 2 cm.
III. uma esfera de raio 1,5 cm.

IV. um paralelepipedo retangular reto, de
dimensodes 2 cm, 3 cm € 4 cm.

V. um cilindro reto de altura 3 cm e raio da base
1 cm.

O fabricante nao aceitou o projeto, pois percebeu
que, pela abertura dessa caixa, sé poderia
colocar os so6lidos dos tipos

01, el
Ol IlleV.
@I, IVeV.
®OI I Ve V.
QI IVeV.

QUESTOES DE ESFERA ESTILO ENEM

QUESTAO 11 - UDESC 2015

Uma bola esférica é composta por 24 faixas
iguais, como indica a figura.

Sabendo-se que o volume da bola é 2304‘[‘[Cm3,
entdo a area da superficie de cada faixa € de:

O 20mcm?

2
® 28mcm?
® 27mcm?

2

QUESTAO 11 - CEFETMG 2014

Um artesao resolveu fabricar uma ampulheta de
volume total V constituida de uma semiesfera de
raio 4 cm e de um cone reto, com raio e altura 4
cm, comunicando-se pelo vértice do cone, de
acordo com a figura abaixo.

Interbits®

Para seu funcionamento, o artesdo depositara na
ampulheta areia que corresponda a 25% de V.
Portanto o volume de areia, em cms3, é
0 16m.

3
® 32m
D) 12811.

3
O 64
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QUESTAO 13 - UNESP 2013

Para confeccionar um porta-joias a partir de um
cubo macico e homogéneo de madeira com 10 cm
de aresta, um marceneiro dividiu o cubo ao meio,
paralelamente as duas faces horizontais. De cada
paralelepipedo resultante extraiu uma
semiesfera de 4 cm de raio, de modo que seus
centros ficassem localizados no cruzamento das
diagonais da face de corte, conforme mostra a
sequéncia de figuras.

[ S

10cm

5cm

Interbits®

Sabendo que a densidade da madeira utilizada
na confeccdo do porta-joias era de 0,85 g/cms3 e
admitindo mw = 3, a massa aproximada do porta-
joias, em gramas, €

0 636.

0O 634.

® 630.

® 632.

G 638.

QUESTAO 14 - UFG 2013

A figura a seguir representa um modelo
esquematico aproximado para a estrutura
interna da Terra em camadas concéntricas, da
superficie ao centro, indicando as profundidades
aproximadas das transicoes entre as camadas.

0 km
130 km

220 km

Interbits®

6350 km

Segundo modelos sismicos, acredita-se que uma
destas camadas é formada, predominantemente,
por minerais metéalicos, em altas temperaturas, e
por duas partes, uma fluida e outra soélida,
devido a altissima pressdo. A fracdo do volume
da Terra ocupada por esta camada esta entre

ol
8 5
1 1
— e —
5 4

@'l
4 2

®©1e?
2 3

Q2.3
3 4
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QUESTAO 15 - UERJ 2013

Na fotografia abaixo, observam-se duas bolhas de
sabdo unidas.

5 ()

=
O
-
c
—

Quando duas bolhas unidas possuem o mesmo
tamanho, a parede de contato entre elas € plana,
conforme ilustra o esquema:

Interbits®

Considere duas bolhas de sabao esféricas, de
mesmo raio R, unidas de tal modo que a
distancia entre seus centros A e B € igual ao raio
R. A parede de contato dessas bolhas é um
circulo cuja area tem a seguinte medida:
Q T[R2

2

3nR?
2

(B}
@ 31TR2
(D}

4
4nR?
3

QUESTAO 16 — UERN 2012

A figura representa um sorvete de casquinha, no
qual todo o volume interno esta preenchido por
sorvete e a parte externa apresenta um volume
de meia bola de sorvete.

Considerando que o cone tem 12 cm de altura e
raio 6 cm, entdo o volume total de sorvete é

0 216w cm’.
® 360w cm’.
® 288mcm’.
® 2647 cm’.

QUESTAO 17 — UFSM 2012

Oscar Niemayer €& um arquiteto brasileiro,
considerado um dos nomes mais influentes na
arquitetura moderna  internacional. Ele
contribuiu, através de uma doacéo de um croqui,
para a construcao do planetario da UFSM, um
marco arquiteténico importante da cidade de
Santa Maria.

Fonte: arquivo COPERVES.

Suponha que a cobertura da construcéo seja
uma semiesfera de 28 m de diametro, vazada por
12 partes iguais, as quais sdo aproximadas por
semicirculos de raio 3 m. Sabendo que uma lata
de tinta é suficiente para pintar 39 m?2 de area,
qual a quantidade minima de latas de tinta
necessaria para pintar toda a cobertura do
planetario? (Use 1 =3)

0 20.
0 26.
® 40.
® 52.
0 60.
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QUESTAO 18 —- UDESC 2012

Seja S uma secao de uma esfera determinada
pela intersecdo com um plano, conforme figura.

Se S esta a 3 cm do centro da esfera e tem area

2

igual a 16w cm*, entao o volume desta esfera é:

0O 36mcm’

® 100w cm®

® 16mcm®

QUESTAO 20 - ESPM 2011

QUESTAO 19 — UEPA 2012

Um reservatorio de agua € constituido por uma
esfera metalica oca de 4 m de diametro,
sustentada por colunas metalicas inclinadas de
60° com o plano horizontal e soldadas a esfera ao
longo do seu circulo equatorial, como mostra o
esquema abaixo.

Sendo \/§ =~1,73, a altura h da esfera em relacédo
ao solo é aproximadamente igual a:

02,40 m

0 2,80m

®3,20m

® 3,40 m

@ 3,60m

A ideologia dominante também se manifesta por
intermédio do acesso aos produtos do mercado,
sobretudo daqueles caracterizados por
tecnologias de ponta. O “Cubo Magnético” € um
brinquedo constituido por 216 esferas iguais e
imantadas.

Supondo que esse brinquedo possa ser colocado
perfeitamente ajustado dentro de uma caixa,
também no formato de um cubo, com aresta
igual a 30 mm, a razao entre o volume total das
esferas que constituem o “Cubo Magnético” e o
volume da caixa que lhe serve de deposito é:

(A

@ 0 @ O
N|a wla Ba ola ola

QUESTAO 21 - UFRGS 2010

Um reservatéorio tem forma de um cilindro
circular reto com duas semiesferas acopladas em
suas extremidades, conforme representado na
figura a seguir.

O diametro da base e a altura do cilindro medem,
cada um, 4 dm, € o volume de uma esfera de raio

reé i1Tr3.
3

Dentre as opcoes a seguir, o valor mais préximo
da capacidade do reservatério, em litros, é

0 50.

® 60.

® 70.

® 80.

@ 90.
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QUESTAO 22 — UERJ 2009

Observe o dado ilustrado a seguir, formado a
partir de um cubo, com suas seis faces
numeradas de 1 a 6.

Esses nuimeros sdo representados por buracos
deixados por semiesferas idénticas retiradas de
cada uma das faces. Todo o material retirado
equivale a 4,2% do volume total do cubo.

Considerando w = 3, a razao entre a medida da
aresta do cubo e a do raio de uma das
semiesferas, expressas na mesma unidade, é
igual a:

(A NY)

(BX]

®9

® 10

QUESTAO 24 — UFPR 2006

Um recipiente com agua tem, internamente, o
formato de um cilindro reto com base de raio R
cm. Mergulhando nesse recipiente uma esfera de

metal de raio r cm, o nivel da agua sobe %cm.

N e 9R
16

Qual é o raio dessa esfera?

Qr=%cm
Or- Rem
®r-Rem
®Or= ch
2
0r- Rem

QUESTAO 23 — UFJF 2007

QUESTAO 25 - UFRGS 2006

Um reservatorio de agua tem a forma de um
hemisfério acoplado a um cilindro circular como
mostra a figura a seguir.

A medida do raio do hemisfério € a mesma do raio
da base do cilindro e igual a r = 3 m. Se a altura
do reservatorio € h = 6 m, a capacidade maxima
de agua comportada por esse reservatorio é:

O 97 ms.

O 187 ms.

® 27 7 m3.

® 367 ms.

@ 457 ms.

Duas esferas de raio r foram colocadas dentro de
um cilindro circular reto com altura 4r, raio da
base r e espessura desprezivel, como na figura a

seguir.

Nessas condicboes, a razdo entre o volume do
cilindro ndo ocupado pelas esferas e o volume
das esferas é

(A

@ 0 ®
WINN[= W= s o=
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QUESTAO 26 — UFSM 2005

Dentre as estratégias para conquistar o publico,
foi construida por renomado artista plastico uma
obra de arte na area de acesso aos cinemas de
um shopping. Ela é composta por um cilindro de
material transparente, com 4 m de diametro e 6
m de altura, no qual foi inscrito um cone de
mesma base e altura, também transparente.
Esse cone contém, no seu interior, um liquido
vermelho com inumeras esferas douradas as
quais, por um movimento constante desse
liquido, criam um belo visual para quem observa.
Sabe-se que as esferas tém 3 cm de raio e
totalizam 10.000 unidades.

Assim, se T = 3, o volume do liquido contido no
cone € de

0 70,92 m3

0 24,00 m3

® 72,00 m3

® 22,92 m3

A 20,76 m3

QUESTAO 28 — UFRGS 2004

No desenho a seguir, em cada um dos vértices do
cubo esta centrada uma esfera cuja medida do
diametro € igual 4 medida da aresta do cubo.

A razao entre o volume da porcao do cubo
ocupado pelas esferas e o volume do cubo é

o .
6
o .
5
e = .
4
o =
3
[ R
2

QUESTAO 29 - PUCSP 2002

QUESTAO 27 — UERJ 2004

Duas esferas metalicas macicas de raios iguais a
8 cm e 5 cm sao colocadas, simultaneamente, no
interior de um recipiente de vidro com forma
cilindrica e didmetro da base medindo 18 cm.
Neste recipiente despeja-se a menor quantidade
possivel de agua para que as esferas fiquem
totalmente submersas, como mostra a figura.

)

Posteriormente, as esferas sao retiradas do
recipiente.

A altura da agua, em cm, apds a retirada das
esferas, corresponde, aproximadamente, a:

0 10,6

0124

® 14,5

® 25,0

A tira seguinte mostra o Cebolinha tentando
levantar um haltere, que € um aparelho feito de
ferro, composto de duas esferas acopladas a um
bastao cilindrico.

TURMA DA MOHNICA/Mauricio de Sousa

Brasil /2001

© Mauricio de Sousa

Produgdes -

a 10,5 cm de
diametro e que o bastao tenha 50 cm de
comprimento e didmetro da base medindo 1,4
cm. Se a densidade do ferro é 7,8g/cm?3, quantos
quilogramas, aproximadamente, o Cebolinha
tentava levantar?

22

Use:m= —
(Use: & 7)

0 18
0 16
® 15
o 12
0O 10
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QUESTAO 30 - UERJ 2001

O modelo astronémico heliocéntrico de Kepler, de
natureza geomeétrica, foi construido a partir dos
cinco poliedros de Platao, inscritos em esferas
concéntricas, conforme ilustra a figura abaixo:

(LER, J. "Dissertatio e Narratio". Turim:
Bottega d'Erasmo, 1972.)

A razao entre a medida da aresta do cubo e a
medida do diametro da esfera a ele circunscrita,

0.3
o (3
2

o [P)

5)

o/
4

QUESTAO 32 - UFF 1997

Na figura estdo representados trés soélidos de
mesma altura h - um cilindro, uma semi-esfera e
um prisma - cujos volumes sdo Vi, Va2 e Vs,
respectivamente.

A relacdo entre Vi, Vo e V3 é:
OVs<Va<V;
OV2<Vs<V,
®Vi<Va<Vs
®OVi<Vi<Vs
OV2<Vi<Vs

QUESTAO 33 — UFRGS 1996

QUESTAO 31 — PUCSP 1999

Um cone circular reto, cujo raio da base € 3 cm,
esta inscrito em uma esfera de raio 5 cm,
conforme mostra a figura a seguir.

O volume do cone corresponde a que
porcentagem do volume da esfera?

0 26,4%

0 21,4%

® 19,5%

® 18,6%

0 16,2%

Uma esfera de raio 2 cm € mergulhada num copo
cilindrico de 4 cm de raio, até encostar no fundo,
de modo que a agua do copo recubra exatamente
a esfera.

Antes da esfera ser colocada no copo, a altura de
agua era
27
O —cm

8
19
—Ccm
6
18
—Cm
5

10
—cm

@ 0 ®© O

—cm
2
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GABARITO
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